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A fliggvényegyenletek egyik alapegyenlete a Cauchy fiiggvényegyenlet, amely a
kovetkezd:

~Melyek azok az f:R— R folytonos fiiggvények, amelyek teljesitik az
f(x+y)=f(x)+ f(y) egyenletet, minden x,ye€ R esetén?” *)
Noha a fiiggvényegyenletet Cauchy mar 1821-ben megoldotta, és azdta szdmos megoldasa
latott napvildgot, mégis hasznosnak tartjuk, hogy bemutassuk egy konstruktiv megoldésat,
ugyanis ez a technika szdmos maés fiiggvényegyenlet megolddsanal alkalmazhato.

A Cauchy fiiggvényegyenlet megolddsa konstruktiv moddon jol meghatarozott
1épésekben torténi, ezek a kovetkezok:
1) A (*) egyenletben legyen x=y=t, ekkor kapjuk, hogy f(2t)=f(t)+f(t)=2f(t). Ha most az x=t
és y=2t értékeket adjuk, akkor f(3t)=f(t)+f(2t)=3f(t). Ezek alapjan kialakul az a sejtés, hogy
f(nt)= nf(t) ahol ne N. Ezt indukcidval bizonyithatjuk is. Valéban, ha a (*) egyenletbe x=t és
y=nt, akkor f(t+nt)=f(t)+f(nt)=f(t)+nf(t)=(n+1)f(t). Tehat f(nt)=nf(t) Vne Nés te R. (*%*)
2) Bizonyitani fogjuk, hogy f(x)=ax minden xe N esetén.
Ha most a (**)-ban t=1, és f(1)=a, akkor f(n)=an, vagyis f(x)=ax minden x€ N esetén.
3) Bizonyitani fogjuk, hogy f(x)=ax minden xe Z esetén.
Ha a (*)-ban x=y=0, akkor f(0)=f(0)+f(0), ezért f(0)=0. Ha pedig x=t és y= -t, akkor
f(0)=f(t)+f(-t) vagyis 0=f(t)+f(-t), ahonnan f(-t)= -f(t). Ha a (**)-ban t helyett —t értéket
vesziink, akkor f(-nt)=nf(-t)= -nf(t) adddik, és a t=1 értékre kapjuk, hogy f(-n)= a(-n), vagyis
f(x)=ax minden xe Z esetén.
4) Bizonyitani fogjuk, hogy f(x)=ax minden xe Q esetén.

Ha a (**)-ban 1 = 1 , akkor f(1)=nf (lj , ahonnan f (lj = al.
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Ha a (**)-ban most t =—, akkor f| — |=nf| — |=na—=a—, vagyis f(x)=ax Vxe Q.
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5) Bizonyitani fogjuk, hogy f(x)=ax minden xe R\Q esetén.
Legyen xe R\Q és x e Q ugy, hogy x, = x. Mivel x, € Q ezért f(x, )=ax, . Ezért a
hatérértékre térve felirhato, hogy lim f(x )=Ilimax, , ellenben az f folytonossidga miatt

lim £ (x,) = f (}Cig X, ) = f(x), igy f(x)=ax ad6dik minden xe R esetén. Tehat bizonyitottuk,

hogy a (*) fliggvényegyenletet csak az f(x)=ax fliggvény teljesiti, ahol a= f(1).

A tovabbiakban néhany olyan folytonos fiiggvényegyenletet mutatunk be, amelyek
visszavezethetdk a (*) alapegyenletre.
1. Példa: Melyek azok az f:R— R folytonos fiiggvények, amelyek teljesitik az
f(x+y)=f(x)+ f(y)+b egyenletet, minden x,ye R esetén, ha be R adott szdm?
Megoldas: Az egyenlet mindkét oldaldhoz adjunk hozza b-t, igy ha bevezetjiik az f(x)+b=g(x)
valtozdcserét, akkor a fiiggvényegyenlet alapjan g(x+y)=g(x)+g(y) addédik, aminek a
megoldasa g(x)=ax, ezért f(x)+b=ax, igy f(x)=ax- b és a= f(1)+b.

A kovetkezo fliggvényegyenlet Pexider-féle additiv fiiggvényegyenlet nevet viseli.
2. Példa: Melyek azok az f,g,h:R— R folytonos fiiggvények, amelyek teljesitik az
f(x+y)=g(x)+h(y)egyenletet, minden x,ye R esetén?
Megoldas: Legyen x=y=0, ezért f(0)=g(0)+h(0). Ha most csak x=0, akkor f(y)=g(0)+h(y) (1),



Ha pedig csak y=0, akkor f(x)=g(x)+h(0) (2). Osszegezve az (1) és/ (2) osszefiiggéseket
f(x)+f(y)= g(x)+h(y)+g(0)+h(0) adédik, vagyis f(x)+f(y)=f(x+y)+£(0). Eszrevehet(')',, hogy az
f(0)= -b jeloléssel éppen az el6zd fiiggvényegyenletet kaptuk, ezért f(x)=ax —b. Igy az (1)
alapjan h(y)=ay -b — g(0) és a (2) alapjan g(x)= ax —b — h(0).

A kovetkez6 példa a Pexider egyenlet altaldnosabb formdja, 3 fiiggvény helyett 4
fliggvényre, és a bizonyitasbol kideriil, hogy tovabb altalanosithaté tobb tag esetén is.
3. Példa: Melyek azok az ¢, f,g,h:R — R folytonos fiiggvények, amelyek teljesitik az
o(x+y+z)= f(x)+g(y)+h(z) egyenletet, minden x,y,z€ R esetén?
Megoldas: Legyen x=y=z=0, azért ¢@(0)= f(0)+ g(0)+h(0). Most legyenek rendre csak
y=z=0, majd x=z=0, majd x=y=0. Ekkor rendre kapjuk, hogy:
P(x)= f(0)+80)+(0); @(y)=g(y)+ f(0)+h(0); @(z)=h(z)+ f(0)+g(0). (i) Ha most
ezeket 0sszegezziik kapjuk, hogy
@)+ () +9(2) = f(x)+ g(x) +h(x)+2[ f(0) + g(0) + 1(0)] vagyis
P(xX)+o(y)+9(2) =p(x+ y+27)+2¢(0), ahol ha z=0, akkor
o(x+y)=@p(x)+@(y)—@0)igy az 1. Példa alapjan ¢@(x)=ax+b ahol b=¢(0). Ha
bevezetjik az f(0)=b,, g(0)=b,, h(0)=b, jeloléseket, akkor az (i) egyenletek alapjan
kapjuk, hogy f(x)=ax+b,, g(x)=ax+b,, h(x)=ax+b, és b, +b,+b,=b.

A kovetkezd fiiggvényegyenlet Pexider-féle multiplikativ fiiggvényegyenlet nevet
viseli.
4. Példa: Melyek azok az f,g,h:R — (0,00) folytonos fiiggvények, amelyek teljesitik az
f(x+y)=g(x)-h(y)egyenletet, minden x,ye R esetén?
Megoldas: Logaritmaljuk az egyenlet mindkét oldalat a természetes alapi logaritmussal.
Ekkor In f(x+y)=Ing(x)+Inh(y) adodik, ami F(x+y)=G(x)+H(y) alakd additiv
tipusu Pexider egyenlet, ennek megoldasat mar lattuk a 2. Példaban, aminek alapjan azonnal
adddik, hogy a megoldasok f(x)=ab-e”, g(x)=a-e”, h(x)=b-e” alakdak.

Belathat6, hogy a multiplikativ Pexider egyenlet is dltaldnosithat6é 3-ndl tobb fiiggvény
esetén is.

A kovetkez0 hirom példa fiiggvényegyenlete kiilalakra és tartalmilag is nagy
rokonsdgot mutatnak a Cauchy fiiggvényegyenlettel.
5. Példa: Melyek azok az f:R— (0,00) folytonos fiiggvények, amelyek teljesitik az

f(x+y)=f(x)f(y) egyenletet, minden x,ye R esetén?

Megoldas: Logaritmdljuk az egyenlet mindkét oldalat a természetes alapi logaritmussal.
Ekkor In f(x+y)=In f(x)+1n g(y) adddik, és ha g(x)=Inf(x), akkor g(x+y)=g(x)+g(y),
tehat g(x)=ax, ezért f(x)=e".

6. Példa: Melyek azok az f:(0,0) > R folytonos fiiggvények, amelyek teljesitik az
f(x-y)=f(x)+ f(y) egyenletet, minden x,ye R esetén?

Megoldas: Az exponencidlis fiiggvény e*-e’ =™ tulajdonsdgdra gondolva vezessiik be a
kovetkezo valtozdeserét: gx)=f(e"). Ekkor gx+y)=f(™) és
g +g(x)=fle)+ fle")=f(e"-e")=f(e™) vagyis g(x+y)= g(x)+g(y) ezért g(x)=ax
vagyis f(e")=ax éshamost x helyett In x -et frunk, f(x)= a Inx adddik.

7. Példa: Melyek azok az f:(0,00) — (0,0) folytonos fiiggvények, amelyek teljesitik az
f(x-y)=f(x)- f(y) egyenletet, minden x,ye R esetén?

Megoldas: Most a logaritmus fiiggvény Inx+Iny=Inxy tulajdonsagara gondolva, vezessiik be a
g(x)=1In f(e") valtozocserét. Ekkor g(x+y)=1Inf(e™) és



gx)+g(y)=Inf(e)+In f(e’)=In f(e*) - f(e’)=In f(e*-e’)=In f(e™) ami alapjan
gx+y)=gx)+g(y), tehat g(x)=ax, ezért In f(e') =ax ahonnan f(e*)=e" és most az
e’ helyett x-et irva kapjuk, hogy f(x)=x".

8. Példa: Melyek azok az f:(0,0) > R folytonos fiiggvények, amelyek teljesitik az
f(x-y)=xf(y)+ yf(x) egyenletet, minden x,ye R esetén?

Megoldas: Vegyiik észre, hogy ha az egyenlet mindkét oldalat elosztjuk xy-nal, akkor

S
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valtozocsere, és g(xy)= g(x)+g(y) adédik, aminek a megoldasa a

PAC))
X

bevezethetd a g(x)=

6. Példa alapjén g(x)= a Inx, tehat =alnx ahonnan f(x)=axlnx.

9. Példa: Hatarozzuk meg azokat az f:R — R fiiggvényeket, amelyekre teljesiilnek a

kovetkezd feltételek:
a) f folytonos az R-en

b) im[f () —t]=eo

c) fx+y)=fX)f(y)—xf(y)—yf(x)+xy+x+y minden valés x, y értékre, és
f(1)=e +1.
Megoldas: Konnyen észrevehetd, hogy ha bevezetjiik a g(x)= f(x) —x valtozécserét, akkor
g(x+y)= g(x)g(y) ezért az 5. példa alapjan g(x)=e“ ahonnan f(x)=e“ +x. A b) feltételbdl
k #0 és az f(1)=e +1 alapjan k=1, tehdt f(x)=e"+x.
10. Példa: Hatirozzuk meg azokat az f:R — R folytonos fiiggvényeket, amelyekre
teljesiilnek a kovetkezo feltételek:

1) limM =¢“, ahol a=alland6
X—a x —_— a
2) (x—a)y—a)f(x+y)=(x+y—a)f(x)f(y) minden valds x, y értékre.
f ) X#a
Megoldas: Vezessiik be a kovetkezo segédfiiggvényt: g(x)=< x—a . Az 1) alapjén ez
e’ x=a

folytonos, és a 2) alapjan teljesiil a g(x+y)=g(x)g(y) fiiggvényegyenlet, igy az 5. példa alapjan
g(x)=e", és g(a)=1, ezért a valtozdcsere alapjan f(x)=(x—a)-e".

A kovetkezd fliggvényegyenlet a Jensen-féle fiiggvényegyenlet nevet viseli.
11. Példa: Melyek azok az f:R— R folytonos fiiggvények, amelyek teljesitik az

f(x+yj:f(x)+f(y)
2 2
Megoldas: Végezzilk ez az x helyett az x+y helyettesitést, igy kapjuk, hogy

f(x+22yj: flx+ y2)+f(y). Legyen most y=0, ezért f(%j:w adédik. Most

egyenletet, minden x, ye R esetén?

és az eredeti

x+yj_ fx+)+f0)
2 ) 2 ’
fliggvényegyenlet alapjan kapjuk, hogy f(x+y)+ f(0)=f(x)+ f(y) és az 1. Példa alapjan
kapjuk, hogy f(x)=ax+b ahol a= f(1)+ {(0) és b=f(0).

12. Példa: Melyek azok az f:R — (0,00) folytonos fiiggvények, amelyek teljesitik az

f (x ; Y j = f(x)- f(y) egyenletet, minden x,ye R esetén?

helyettesitsilk az x-et (x+y)-nal, ezért f(




Megoldas: Végezziik ez az x helyett az x+y helyettesitést, igy kapjuk, hogy

f (x+ 2yj =\ f(x+y) f(y) . Legyen most y=0, ezért f (%j =/f(x)- f(0) ad6dik. Most

2
helyettesitsiik az x-et (x+y)-nal, ezért f (izyj =4/f(x+y)- f(0) ahonnan felirhat6, hogy

fZ(izyj = f(x+y)- f0O)=f(x)- f(y) és logaritmadlva kapjuk, hogy

In f(x+y)-f(0)=In f(x)-f(y) vagyis In f(x+y)+In f(0)=In f(x)+1n f(y) ahol
bevezetve a g(x)=Inf(x)-Inf(0) valtozdcserét a g(x+y)=g(x)+g(y) adddik, igy g(x)=ax ezért
FAC e ahonnan f(x)=a-e",ahol o= f(0) és a =1n&.

(0 f(0)
13. Példa: Melyek azok az f :(0,00) — (0,0) folytonos fiiggvények, amelyek teljesitik az

1
fO+f(y)= f[(x" + y")"} egyenletet, minden x,ye R, , ne N esetén?

Megoldas: Az n=1 esetén visszakapjuk a Cauchy fiiggvényegyenletet, amelynek a megoldasa
f(x)=ax. Legyen most n=2. Helyettesitsiik x-et Yx -el és az y-t Q/; -nal. Ekkor felirhato,

hogy f(/x)+ f&[y)=f[x+y). Vezessiik be most a g(x)= f(&/x) valtozécserét. Ekkor
kapjuk, hogy g(x+y)= g(x)+g(y), aminek a megoldasa g(x)=ax, ezért f (Q/; ) =ax ahonnan
f(x)=ax" adddik, ahol a= f(1).

14. Példa: Melyek azok az f : R — (—oo,1) folytonos fiiggvények, amelyek teljesitik az

f(1)= -1, f(x+y)= f(x) + f(y) — f(x)f(y) fiiggvényegyenletet, minden valds x, y esetén?
Megoldas: Vezessiik be a g(x)= In(1-f(x)) valtozdcserét. Szamoldssal azonnal addédik, hogy
g(x+y)=g(x)+g(y), ezért g(x)=ax, igy f(x)=1-e“. Az f(1)= -1 alapjan a=In2, igy
fx)=1-2".

15. Példa: Melyek azok az f :(—1,1) > R folytonos fiiggvények, amelyek teljesitik az

PO+ F(y)=f (ﬂj minden x, ye (=1,1) esetén?
1+ xy

_tha B o =S =
1+ tha -thfp e +e”
Ezért végezzik el az x=tha és y=thfl helyettesitéseket. Ekkor az eredeti
fiiggvényegyenletbdl, az emlitett szdmolési képlet alapjan f(tha)+ f(thp) = f(th(a+ b))
adodik, igy ésszerli a g(x)= f(thx)véltozdcsere mindek alapjan g(x+y)=g(x)+g(y) adddik,
aminek a megolddsa g(x)=ax, ezért f(thx)=ax, ahonnan f(x)=a (arcthx).

Befejezésiil megjegyezziikk, hogy kiilonféle valtozocserékkel, a Cauchy
fliggvényegyenletbdl barki szerkeszthet az elobbire visszavezetheto fliggvényegyenletet.

Megoldas: Emlékeztetiink arra, hogy th(a+ f) =
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