FUGGVENYEKKEL KAPCSOLATOS FELADATOK
Tuzson Zoltan tanar, Székelyudvarhely

Az alabbiakban k&zdlt feladatok segitségével, nagyrészt az
elsdfokG és részben a masodfokd fiiggvények olyan jellemzd
tulajdonsagaira tériink ki, amelyek sikeresen megalapozhatijak,
elmelyithetik és megszilardithatjdk a tanuldék ismereteit.

A feladatsort fdleg a VII. és VIII. osztdlyos tanuldknak
ajanlom, de sikeresen hasznalhatdé a IX. osztalyban is.

Az Osszegyujtott valtozatos feladatok megoldasa megkdnnyit-
hetik a IX. osztalyban bevezetésre keriild sziirjektiv, injektiv,
bijektiv filiggvények, filiggvényleszlikités, oOsszetett fliggvények
tanitasanal adédé nehézségek athidalasat is.

(1) Az f.:E ~F, fliggvény barmely ke{l, 2, 3, 4, 5, 6}
esetén az f,(x) =2x+1 Osszefliggéssel értelmezett, ahol E, =
*. ¢~1,1}; Ez = {=1,1), E3 = (~1,w), E4 = (-mrl]r Es = R, Eﬁ
E, = 2. Kilon koordinata-rendszerben &brazoljuk az £, L, B,
f,, 5, £y, £, fliggvényeket, majd hatarozzuk meg az Py Fo, Py,
F,, F,, F,, F, halmazokat is.

. " : e Sl e P _[2x-1, ha x<0
(2) Tekintsik az f, g:R-R, f(x) =2x-1 és g(x) _{X-2, ha x>0

fliggvényeket. Abrazolas nélkiil, hatarozzuk meg ezen fiiggvények
Ox é&s Oy tengelyekkel vald metszespontjai koordinatait.



(3) Abrazolas nélkil, hatarozzuk meg az f, g:R~-R, f(X) =2x
és g(x) =3x-1 filggvények metszéspontjainak a koordinatait.

R _(3x-1, ha x<0
(4) Ugyanaz a feladat az f, g.rR R, f(x) "{x-z, 2230 e

23%; ha X£~2 " AT g
gLX)={5xf&, héﬁx>-2 fiiggvények esetén is. ((3) feladat)
x-2, ha x€[-3,3] \N

(5) Abrazoljuk az f:R-R, f(x) ={1’ 2 t8bbi esetben fligg-
vényt.

(6) Kiildn koordinata-rendszerben Abrazoljuk az
f, g: R~R, f(x) =max(x-2,1-x), illetve g(x) =min(x-2,1-x) fligg-
vényeket. -

( max(a,b) ={?,: gg gii’ és min(a, b) ={;‘_.‘,; ﬁ‘; 23{; )

(7) Ugyanaz a feladat az f, g, h, k:R-R f(Xx) =|x-1},
g(x) =|x|]-1, h(x)=|x-1]+x-1, k(x) =|x-1|+|x+1| fliggvények esetén.
(8) Tekintsiik az f, g, h, k:R-R fiiggvényeket, ahol

f(x) =max (x-2,1-x), g(x)=min(x-2,1-x), h(x) = |2x-23|—1 ;
k(x) =% sz_; [+1 . Igazoljuk, hogy f=h és g=k.
. : (1, ha x>0 _ X+ x?
(9) Legyen £, g:R\{0,1}, £(x) ={5’ 13 %0 + g0 =F%.

Igazoljuk, hogy f=g.
(10) Hatarozzuk meg azt az elsdfoki fiiggvényt, amelynek a
grafikonja athalad az A(1,5) és B(-2,-1) pontokon.

. (11) Hatarozzuk meg azt az elsdfoki fliggvényt, amelynek a
grafikonja az A(1,5) kezddponti félegyenes, és athalad a B(-2,-1)
ponton. |

(12) Hatarozzuk meg azt az elsdfoka fliggvényt, amelynek a
grafikonja az AB zart szakasz, ahol A(1,5) és B(-2,-1).

(13) Az f:R-R, f(Xx) =ax+b-a? fiiggvény grafikonja athalad az
A(1,1) és B(3,1) pontokon. Atmegy-e a C(4,5) ponton is?

. (14) Legyen f:R-R, f(x) ={g§:§: ﬁg i;% , ahol a,beR. Melyek
azok az a, b értékek, melyekre az f grafikus képe az A(=-2,4),

B(3,3) pontokon halad at?
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(15) Tekintsliik az f:R-R, f(X) ={ 2+3' it figgvényt.
3, ha x2

Hatarozzuk meg az f grafikonjanak azon pontjait, amelyek azzal
a tulajdonsaggal rendelkeznek, hogy abszcisszajuk egyenld az
ordinadtajukkal. (Az ilyen pontot az f fliggvény f ixpontjanak
nevezik.)

(16) Tekintsiik az f,g:R~R, [(X)=Xt6, g(x)=2-x figgvényeket.
Igazoljuk, hogy a két fliggvény grafikus képe merdleges egymasra.

(17) Szamitsuk ki az adott filiggvények és az Ox tengely altal
hatirolt sikrész teriiletét a kdvetkezd esetekben:

a) f:[(-4,4]-R b) g:[-4,4]-R
(x+4,ha x€[-4,0] . +4,ha x€[-4,-2)
coo-(SERTERY o -{EEFH
c+4 -

c) h:[-4,4]-R



+4,ha xe[-4,-2)
h(x) = —‘;5+3,.ha xe[-2,2].

-2x+8,ha x€(2,4]
(18) Hatarozzuk meqg az
f,g,h:R-R, f(x)=x, g(x)=3x, h(x)=-x+8
fiiggvények grafikus képel altal hatarolt haromszog teriiletet.
(19) Ha f:R-R és f(x) ={%§:%' ﬁg ﬁ?% , hatarozzuk meg azokat

az XER értékeket, amelyekre az f grafikonja nincs az Ox tengely

alatt. |
(20) Igazoljuk, hogy barmely f elsdofoki fliggvény eseten

(a) f("l?ﬁl: f("l);f(xz) X (V) x, , x,€R;
(b) £(x)+2f(x+2) = 3f(x+1), (V)xeR.

(21) Hatarozzuk meg azokat az f:R-R elsdfoki fliggvényeket,
amelyekre barmely x€R esetén f(x)+f(1-x)=1.

(22) Ugyanaz a feladat az f(f(x))=f(x)+x, (V)x€eR esetben
is.
| (23) Hatarozzuk meqg azokat az f,g:R - R fliggvényeket,
amelyekre f(x-1)=3x-8-f(1), illetve 9(1_26X) = 6x+2, (V)xeR.

| (24) Ugyanaz a feladat a 2f(x+1)+g(x-1)=2x+14 és
f(x+1)-2g(x-1)=6x-18, (V)x€R Osszefliggések esetében is.
(25) Adott az f: R-R Ggy hogy barmely x€R esetén fennalljon

az
af (x-1)+bf (-x)=2x+1 Osszefliggés. Ha f(-2)=5 és f(1)=1, hatarozzuk
meg az a,beR értékeit.

(26) Legyen f:R-R és 2f(x)+3f(1-x)=x, (V) x€R. Igazoljuk,
hogy f(x)+f(1-x)=0,2 majd hatarozzuk meg f(x)-et.

(27) Hatdrozzuk meg azokat az f: R-R fliggvényeket, amelyekre

2ro0 v = { 53 BN (xem.
(28) Ha f:R-{-1}~R &s f(x)=—X

ot irjuk fel az £f(0), f(-x),

1 1 ' L] -
+ + e ’ L]
rx+l), L£(x)+1, f(x) F () kifejezéseket

(29) Hatarozzuk meg azokat az f fliggvényeket, amelyekre

(a) f(x+%) =x2+—$5-, (V) (x)22;

(b) f(-—j‘—c) = X+J1+x2, (V) x>0;
C)

( f( 1":}{) x?, (V)xeR-{-1}.

(%0) Az f, g, h, k fuiggvények a koévetkezd mdébdon adottak:
f(x)=33- 9(x)=f(f(x)), (V) x€ER\{0}; h(x)=g(f(x)), (V)XxER\{1};
k(x)=n(f(x)), (V)x€R\{1}. Igazoljuk, hogy f=k.

(31) Igazoljuk, hogy barmely f masodfokia filiggvény esetén
f(x+3)-3f(x+2)+3f(x+1)-f(x)=0, (V)x€R.

(32) Igazoljuk, hogy barmely f masodfoki fliggvény esetén

f(X);f(y) X f(——x;y), (V) x, yeR vagy f(X)-;f(y) < f(——-x;y), (V) x, y€eR.
(33) Kiilén koordinata-rendszerben &brazoljuk az f,g:R-K,




f(x)=max(1,x,x?) és g(x)=min(1l,x,x?%) filiggvényeket.

(34) Legyen f:R-R és f(x)=x?-8x+3. Létezik-e olyan T€R\{0)
szam, amelyre f(T+x)=f(x), (V)x€R esetén? Hat olyan TER\{0)
szam, amelyre f (T-x)=f(x )) (V) xeR esetén?

(35) Hatarozzuk meg ‘azokat az f masodfokid filiggvényeket,
amelyekre barmely x€R esetén f(x+1)=f(-x).

(36) Tekintsiik az
£.:R=R, £ (x)=(m*-3x+2)x3+(m*-4m+3) x?+ (m?-1) x+7 fiiggvénycsaladot ;
ahol meR. Hatarozzuk meg azokat az m értékeket, melyekre a
csalad tagjai masodfoku fliggvények? Melyek az elsdfoki fugg-
vények?

(37) Jeldlje T az f(x)=4x%-4x+3 filiggvény grafikus képe és
az OX tengely altal hatarolt sikrész teriiletét. Igazoljuk, hogy
1P<2 . |

(38) Hatarozzuk meg az f(x)=2x%-2x+2 és g(x)=x%+2x-1
fliggvények metszéspontjainak koordinatait.

(39) Legyen f,g,:R-R, f(x)=x*+2x+2, g (x)=mx+1 és meR.
Hatarozzuk meg az m értékét Ggy, hogy
a) g, grafikonja érintse az f grafikonjat;

b) g, grafikonja az f grafikonjat két kiilénbdz® pontban messe:
C) g, &s f grafikonjanak ne legyen k&zds pontija.

2
(40) Tekintsilk az f:A - R, f(x)= x és

X%+3x+2

7 2
g:B-R, g(x) = "Z zx racionalis filiggvényeket. Hatadrozzuk meg azokat
X +2X
a maximalis A,BQR részhalmazokat, amelyekre f=g.

(41) Adottak az f:[1,+o)-R, f(x)=/x+2/x-1+/x-2/x-1 és

| - 2, ha x€T1: 2] : .
g: [1,)~R, g(x) = {2\/371: s s g . Igazoljuk hogy f=g.

(42) Az f,g:RE-R masodfoki fliggvények kielégitik a kdvetkezd
Osszefliggéseket: f(f(x))=x*-8x2+12, g(g(x))=x%*-4x2+6. Igazoljuk,
hogy g(x)=f(x)+6, (V)x€R. |

(43) Ha f(x) =x2+1) (V)x€R, igaz-e, hogy:

a) barmely y€R esetén 1létezik x€R Ggy, hogy y=f(x)?"

b) barmely y>1 esetén létezik x>0 Ggy, hogy y=f(x)?
c) barmely y>1 esetén létezik x<0 Ggy, hogy y=f(x)?

(44) Barmely x€R esetén legyen f(x)=x?-3x+2. Ha f(x,)=f(x,)
igaz-e, hogy x,=x,?

(45) Barmely x€R esetén legyen f(x)=x%-x+1. Igaz-e, hogy ha
x,*x,, akkor f(x,)#f(x,)?

(46) Ha barmely x€R esetén f(x)=x?-2x+1, igazoljuk, hogy
vegtelen sok olyan x,#x, valdés szam létezik, amelyre f(x,)=f(x,) .

1-x, ha x<0

(47) Legyen f,(x) = {2 % 1a X3
f (x,)=f (x,) igaz-e, hogy Xx,=x,?
2X+1

, ahol m>1 roégzitett. Ha

(48) Legyen f:E-F, f(x)= Hatarozzuk meg azokat a

maximalis E,FR részhalmazokat, amelyekre f(E)=F
(f(E)={f(x) |XEE}).



OUTMUTATASOK A FELADATOK MEGOLDASAHOZ

30 § )

(4,3)

Tovabba G, ={(n,2n+1) |neN}, G, =1{(n,2n+l) |nez},
F1={-1!3} ’ F2=[_1r3) 7 F3=(—1’+W) ’ F4=(_m,3] ’ FS'—_R.

(2) f(0)=-1, GNoy={(0,-1)}; £f(x)=0 & 2x-1=0 & X=—;—ER =

= G}FHEK={(€%,0)},

g(o)=-1, G,Noy={(0,-1)}, g(x)=0
1) x0, x-2=0 = x=2
2) x<0, 2x-1=0 '-”-“EZX=%, nincs megoldés GNO,={2,0}.

(3) 2x=3x-1 = x=1 = f(1l)=g(1)=2 = fng={(1,2)}.

3x-1=5x+1 -2=2X -2=5Xx+1
(4) x<0 = x=-1, x>0 = x€d, x>0 = X€EZ;
x> =2 X<~2 x> -2

fng={(-1,-4)}

T 1
3.1) (5) A teli pont (#) azt jelenti, hogy a
lea ‘ pont hozzatartozik a grafikus képhez, mig az
0 . , ires karikaval (°) jelzett pont nem tartozik
10(1,-1) . hozza a grafikonhoz.
(0:-2) '
(-3,-9)
. -2, ha xz-g- -2, ha xs-:i
(6) f(X)= 3’ g(X)-' g
| 1-x, ha x<-:-3- 1-x, ha x>3
_ [ x-1, ha x21 _ [ x-1, ha x20
(7) £f(x)= {—x+1, ha x<1°’ g(x) = {—-x—l, ha x<0’

. -2X, ha %<-1
h(x) = {ZX- g' Iﬁg ﬁzi, k({x)= { 2, ha -1<x<1
g 2X, ha x21



~4, ha XZ—;— - -2, ha Xs_g_
- (8) f(x)=h(x)= , g(x)=k(x)= 3
- X+ix|_ 1, ha x>0 _
(9) g =X:Xl. {1, ha 00 g,

(10) f(x)=ax+b, f(1)=5, f(=2)=-1 = a=2, b=3 = f(x)=2x+3 és
f:R-R.

(11) f(x)=2x+3, f(=»,1]-+(-»,5] vagy f:(=0,1)=(=w,5)

(12) f(x)=2x+3, f:[1,-2]-[-1,5] |

(13) £(1)=f(3)=1 = a=0 és b=1 = f(4)=1#5= CEG,

(14) 2(-2)+b=4, 3a+5=3

3=3=x

Sig il £IR) =2
x> 2 X=3 £(3)=3

X LA

(15) 2 it =Xx=2 vagy {
X<2

(16)

y
\ / D(0.6)
- C OA=0B, BOA4=90° = OBA<=45° = CBDI=45°

B(0,2) OE=0D, DOE<=90° = ODE<=45° } -
=BCD4{=90°

ja‘\

D(-z,l»/)/

A (-:.o) p'

O A(8,0)\ Tosc™Toac Topp=8

2x-120 4 {-x-220 = x€ (o, -2]U[-2, +o)

(19) (¥

X, +X +X
(20) Legyen f(x)=ax+b, f( 12 2)=a xlz 2 +b, f(x,) =ax,+b,

f(x,) =ax,+b, f(x+2)=a(x+2)+b, f(x+l)=a(x+1)+b stb.
(21) f(x)=ax+b, f(l-x)=a(l-x)+b = ax+b+a(l-x)+b=1 =
= a=1-2b = f,(x)=(1-2b)x+b, beR.




(22) f(f(x))=a(ax+b)+b=ax+b+x = a‘=a+l és ab=0 = b=0 és

1+y/5

al,z= ZJ_
- (23) x=2 = f(l1l)=-2, x-1=t = f(t)=3(t+1)-8+2;
1'26x=t - x= 1_62"" - g(t)=622L42=3-2¢ .

(24) Megoldva a {%{i‘f{%l;ggﬁ:%; :g}}:%g egyenletrendszert, azt

kapjuk, hogy f(x+1)=2(x+1) vagyis f(x)=2x és g(x-1)==-2x+10==-2 (x~-
-1)+8, azaz g(x)=-2x+8.

(25)  Ha x=2 = af(1) +bf(-2)=5, ha x=-1 = af(-2) +bf (1) =

5 - 13

=-1 =a-‘12; b-ﬁ'.

(26) x helyett 1-x-et irva = 2f(1-x)+3f(x)=1-x, megoldva az
egyenletrendszert, f(x)=-x+0,6.

-X+3, ha x<-1

(27) x helyett -x-et irunk: 2f(-x) +f(x) ={ e e A
)

x€ (-»,-1), x€[-1,1], x€E (1,+x) esetekben az eredeti egyenlettel
egyilitt megoldjuk f(x)-ben és f(-x)-ben.
1+x

és az

X

(28) f£(0)=1; f(-x)= , ha x#1; f(x+1)=- , ha x#2;
| 1= X+
fix) +1=2"%X+1; f(i =X"1  haxe0, és x#-1, ———=2X  ha x#1.
1+x x| x+1 f(x) 1-x
(29) a) X+i=y b X2+i=y_2—-2 =3 f(y') =y2—2;
X Xz
2
b) L=y = x=21 o £y =21V £ (0, +e0) <K;
X y y
X cyvmy=—T _ = Y | . -
©) TiEY RS < L) ( ; ) £:R\{1)}-R .

(30) g(x)=f(f(x))= x;l » h(Xx)=g(f(x))=x = k(x)=h(f(x))=f(Xx).

(31) Ha f(x) =ax®+bx+c, koévetkezik, hogy f (x+3) =a (x+3)2+b(x+3) +C
stb.

= a(x-1)%20

(32) Legyen f(t)=at?+bt+c, igyf( X“V)g f(x)+f(y)

2
igaz, ha a>0 stb.

f(x)
(33) Mind az f mind a g esetén
abrazoljuk mindharom filiggvényt

2(x) ég a max, min jelentése alapjan
kitoroljik a nem megfeleld

részt. A megfeleld részt vastag

0 ¥ 0 ¢ vonallal megerodsitettiik.

P
\ %4

(34) f(T+x)=f(x), (V)x€eR & T(T+2x-8)=0, (V)x€eR abszurdum
f(T-x)=f(x), (V)x€R & 2(8-T)x+T(T-8)=0, (V)x€R = T=8.



(35) Ha f(x)=ax?+bx+c, f(x+1)=f(-x) =

= (a+b) (2x+1) =0,(V) xeR, = b=-a, f(x)=ax*-ax+c.
(36) Ha m=2= gr(f, )=2;nem létezik meR Ggy, hogy gr(f, ) =1.
(37)

V(2.-1)

(38) 2x°-2x+2=x?+2x-1 = x=1 és x=3 fNg={(1,2),(3,14)}.

2 -
(39) (¥ "2XI2=Y L 2 (m-2) x+1=0

A=m(m-4), a)A=0, b) A>0, ¢) A«o.

_ (x-1) (x+1) _ x-1 &
(40) f(x)-= (o0) Gcea) =555 ! ha xe¢{-1,-2),

x(x-1) x-1
X (x72)  xipha x€lo, -2), A=B=R-7-2,-1,0;

(41) f(x)=¢(m+1)2+J(m-1)2=|m+1|+|,/;?1—11 stb.
(4a2) L(E(x))=(x?-4)%-4 = f(x)=x2-4,

g(g(x)) =(x2+2)2+2 = g(x) =x2+2.

(43) a) y<1 esetén nem létezik b) igaz, x=/y-1

c) igaz, x=-/y-1.

(44) Nem, pl. f(l)=f(2)=0 és 1#2.

(45) Nem, pl. £(0)=£f(1)=1 és 0%1.

(46) x,€R\l1), x,=2-x, = F(x,) =L (x) 68 X+x,,

(47) Nem, az x,eR és X;=m-1+X,#Xx, mellett teljesiilhet
1-x=m-x,, x,<0, x,>0.

(48) E=R\{1}, vy — X —~ F=R\(2).

g(x) =




