~) EMLEKEZTETG ABRAK A KORREL KAPCSOLATOS ISMETLESEKHEZ

Tuzson Zoltan tandr, Székelyudvarhely

Célunk olyan (kdérrei kapcsolatos) fogalmak, tulajdonsagok
felidézése, &atismétlése, kibdvitése és rendszerezese, ame lyekre
barmely kozépiskolds tanuldénak szilkksége lehet.

Ismert tény, hogy a fogalmak - és &ltaldban az ismereteink -
gondolatainkban nem izoldltan léteznek, hanem bonyolult,
Osszefliggd rendszerek formdjéban. Ezért valamilyen fogalom
kGzvetett médon 1is ‘“eldéranthaté” a memdéridbdél, vagyis egy
felidézett fogalom maga utdn vonhatja mds fogalmak megjelenését
is.

Eppen erre alapozva, célszertinek taldlom olyan rajzok - un.
emlékeztetd abrak - készitését, amelyek rovid idé alatt, konnyd-
szerrel "eldveszik" a memdéridbél a megfeleld fogalom lényeges
ismérveit.

Jelen cikket fdéleg VII. osztalyos tanuldknak ajénlom, de
megjegyzem, hogy sikeresen tudtam haszndlni a IX. osztdlyban is.
Remélem, hogy a Jjelen cikk sok hasznos ismeretet felfrissit és

hozza jarul ezek elmélyitéséhez. Ezt a célt segitik a fdltett
kérdések is.

(A) Fogalmak és viszonyok



Kérdések ‘
(1) Nevezzétek meg az 1. abra AB, CD és 0D fogalmait!
(2) -Milyen viszonyt fejeznek ki a 2., 3., 4. dbra rajzai?
(3) Hogyan nevezik a 2., 3., 4. dbrak egyeneseit?
(4) Mit mondhatunk a 2., 3., 4. &dbrakon lathaté OM szakasz
hosszardél? '
(5) Milyen viszonyt fejeznek ki az 5.-10. dbrak rajzai?
(6) Hogyan nevezik az 5.-10. dbrakon lathaté koroket?
(7) Hogyan nevezik az 5.-10 dbrakon léthatd 0,0, szakaszt?

(8) Mit mondhatunk;-az"s.—lo. abrakon lathaté 0105 szakasg

hosszardél?

(B) Fogalmak és alaptula jdonsdgok
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Kérdések
(1) Milyen tulajdonsdgot szemléltet a 11. adbra?
(2) Milyen tulajdonsagot szemléltet a 12. abra?
(3) Fogalmazz meg egy tulajdonsagot a 13. 4bran latottakkal
kapcsolatban!
(4) Fogalmazd meg az elébbl tulajdonsag forditott jat is!
(5) Fogalmazz meg egy tulajdonsagot a 14. abran latottakkal
kapcsolatban!
(6) Fogalmazd meg az elSbbi tulajdonsdg forditottjat is!
(7) Nevezzilk meg a 15., 16., 18., 19, ébrakon lathaté szdgeket!
(8) Mit mondhatunk a 15., 16., 18., 19. d4brakon lathaté szdgek
mértékérdél?
(9) Jelentsd ki azt a tulajdonsdgot, amelyet a 17, 4bra
szemléltet!

A fent megfogalmazott tulajdonsdgokat prdébdld blzonyitani is!
(C) Fogalmak és fontosabb tulajdonsdgok
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Kérdések
(1) Milyen tulajdonsag kapcsolédik a 20. &abra rajzahoz?
(2) Milyen eredményeket ismersz a 21. és 22. &brédkhoz

kapcsolédéan?

(3) Hogy nevezik a 23., 24., 25. abréakon lathaté d egyenest?

(4) Milyen tulajdonségokkal rendelkeznek a 23., 24., 25. abrik d
egyenesei?

(5) Hogyan nevezik a 25. sbra H pontjat? Hogyan szerkesszilk meg?
Hat a d-t7?

(6) Hogyan nevezik a 26. @bran l4thaté R sugari koért? Hol a
kézéppont ja? Milyen képletet ismersz az R kiszamitdsara?

(7) Mi a neve a 27. &bran lathaté r sugaru k6rnek? Hol a kor
kiizéppont ja? Milyen képletet ismersz az r kiszamitdsdra? )
(8) Hogyan nevezik a 28. 4bran lathaté r_ sugard kort? Hol a kér

kézéppont ja? Milyen képletet ismersz az I, kiszémitdsara?

(9) Hogyan nevezik a 29. abrén lathaté négyszoget?

(10) Milyen tulajdonsaggal rendelkeznek a fenti négyszog szogei?



(11) Milyen fordftott tulajdonsdgol ismersz az el6bbi allitasrel?
(12) Hol van a 29. dbrdn léathatd kir kdzéppontja?
(13) Milyen szikkséges ¢s elégséges kirbeirhatosagi feltetelt
ismersz még? (Nézd 'a 30. abrat!)
(14) Milyen kdrbefrhatosagl tételek 1U?édnek PTOLEMAJOSZ nevéhez?
(15) Hogyan nevezik a 31, dbran ldthaté ABCD negysziget?
(16) Milyen tulajdonsdgokkal rendelkeznek az el6bbi négyszig
oldalai? Igaz-e ennek a tulajdonsdgnak a forditott ja?
(17) Hol taldlhaté a 31. dbran lathatéd kér kézéppont ja?

Prébdld bizonyitani is a fent elhangzott tulajdonsdgokat!

(E) Feleletek

(A). (1) AB hur, olyan szakasz, amely a kor két killonbszs
pont jat koti Ossze; CD atmérs, olyan hur, amely athalad a kér
kozéppont jan (leghosszabb hur); OE sugar, az &atméré hosszanak a
felével egyenld, a kor kozéppontjat a koér egy tetszdleges
pont javal Osszekdté szakasz. (2) Az egyenes és a kor kolcsonds
helyzetét = tanulményozzdk. (3) Sorra: kiilsg, érinté, metszé
egyenesek. (4) Sorra: OM>R, OM=R, OMR. (5) Két kor -kolcsonos
helyzetét vizsgaljak. (B) Sorra: kiilsé, érinté, metszd, belsé
érintS§, belsd, koncentrikus korok. (7) Az Cacz szakaszt

centrdlisnak nevezik. (8) Rendre O O>R+R, OO0-=R+R,
0 0 <R +R_ (ha R =R, akkor R <0 O +R), R =0 0+R, 0 O <|R-R |,
32 1 2 I .2 2 VR, 1) 2.0 1.2 4l 1 2 2 1
0,0,=0 (zéro).

(B).(1) Az érinté6 merSleges az érintési pontban huizott
sugarra. (2) Kils§ pontbdl huzott két érinté kongruens. (3) Egy
hurra merd&leges atmérd felezi a hurt. (4) Ha egy atméré felezi a
hurt, akkor meréleges ra. (5) Egyenlé hosszusdgu hurok a kor
kozéppont jatol egyenld tavolsdgra vannak. (6) Ha két hur a kor

"kozéppont jatél egyenld tavolsdgra -van, akkor kongruensek. (7)

Kézépponti, keriileti, belsé és kiils6 szogek. (8) Rendre: AOB=AmB,
A 1 ~ _l " P =l i
AMB=§AmB, 1411“151—2(,4111131 Aanz),‘ A1MA2 Z(AlmA2+BlnBz)' (8) Parhu

~-amos hurok altal kézrezart korivek kongruensek.
(C). (1) A félksrbe Irt hdromszdg derékszdgd, és forditva. (2)

Belss, 1illetve kiils6 pontnak a Kkorre vonatkozé hatvénya:
A P PB —A P PB . 4allandd; ezt az 4llandét a P pont korre

vonatkozé hatvényénak nevezik, p-val jeldlik és p—d2 Rz ahol pl.
d=d( 0o, A B ). (3) Hatvanytengely. (4) A két korre vonatkozéan

egyenld hatvénnyal rendelkezé sikbeli pontok mértani helye. (5)
H=hatvanykodzéppont, EFA B nA B KFA B'nA'B’ d=HK, ugyanakkor d

meréleges az O 0, centrallsra. (8) A haromszag k6ré irt kor,
kozéppontja az oldalfelezé merdlegesek O metszéspontjaban

taldlhaté, R=abc/4T, ahol a=BC, b=CA, c=AB, T az ABCA teriilete.

(7) A haromszdgbe irt kor, kozéppont ja a belsd szdgfelezdk I
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Wﬂgzéspﬂntjﬁbﬂ“ taldlhatd, r=T/p, ahol p = %(a+b+c) a félkeriilet.

(8) A haromsz0g BC oldaldhoz {rt kor, kézéppontja az A szég belss
{1letve a B ¢€s C szdgek kills6 szbgfelezdinek I metszéspont jaban
a

raléalhato. rﬂﬁT:(P“a). (8) Kérbeirhaté vagy hurnégyszog. (10)-(11)

~ " N

%{¢B+D & ABCD korbefrhaté. (12) A négy oldal oldalfelezé

merdlegesének a metszéspont jaban. (13) ABCD kérbeirhats e

e A =B, A,=D, B/=C,, C=D. (14) Ptolemdjosz els§ két tétele:
ABCD korbeirhaté e AC-BD = AB-CD+AD:BC, illetve AC:BD =
=(AB- AD+BC- BD) : (AB- BC+AD-DC) (18) Kér kéré {rt négyszdg. (16) ABCD

kor koré irhatd e AD+BC=AB+CD. (17) Az A, B, C, D szogek belsd
szogfelezdinek a metszéspont jaban. : ' ‘

Az emlitett tulajdonsédgok bizonyitédsa a tankdnyvekben Iis
megtaldlhato. ' ! ? oo ;

~
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(2)
A, =A,, B,=B,, €,=C,, szamitsuk ki az A,B,C,s szdgeit az A,
B, ¢ fliggvényében.

AA,LBC, BB,1AC, CC,LAB, szamitsuk ki az AE,C,r szbgeit az
A, B, ¢ fliggvényében.

(3) Ha AB|CD és AD=BC, igazold: MN=J/ZE.CD.

cr/ | \\,B'

(4)
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(4) Ha AALBC és A',B',c! oldalfelezd pontok, akkor az A,A'B'C’
négyszdg kdrbelrhaté.
(5) Ha H ortocentrum, A’,B’,C’ oldalfelezd pontok és AA,=A,H,

igazoljuk, hogy az A,B/A,C' négyszbg kérbeirhatb.

(6) Az eldbbi feladat jeldléseit haszndlva, igazoljuk, hogy A’,
B, C’, Al, B1l Cll Ag: le CZ konciklikusak.

(7) (8) .
(7) a) Ha AA’, AA" &atmérdk, akkor A/, B, A" kollineédrisak.
b) Ha M tetszdleges valtozé pont és M, B, N kollinearisak,

akkor MAN &llandb.
(8) Ha T érintési pont, AB érintd,akkor AB=/D;'D,, ahol: D,=20,A,
D,=20,B.

A
B’ 8,
C' c
Iy ¢ B A, C

B

(9) (10)

(9) Ha AA’LBC, BB/LCA, CC'LAB,akkor a kévetkezd négyszSgek kérbe-
irhaték: a) A'HCc'B, B/HA'C, C'HB'A; b) B/c'BC, A'B'AB, C'A'cA.

(10) Ha A,, B;, ¢ tetszdleges belsd pontok, akkor az AB,C,, BA,C,,
CA,B, haromszdgek koré irt korock egy pontban taldlkoznak.

B O E ¢

(11) (12) ) .
(11) Ha az o,, 0,, O, kézéppontlG Xkorok egyenld sugariak és H
mindhadrom kérnek a metszéspontja, akkor az ABCa koré irt
XSr sugara az eredeti kdrék sugaraval egyenlo.



(12)
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11)

12)

a-b D, igazoljuk

Ha BO=0C=0G, BE=a, EC=b, OE=-=, DE|0G, EFLOD, ig juk,

ai+b? a+bz . 2

hogy: \l 523 vab T
a

Gtmutatiésok a feladatok megoldéséhoz.

ol

01§1A=C'16A=—g. BlﬁlA=Bll§‘A=—ZI§ = ClA‘le-%-(}ﬁé) és analdgjai.
C,A,A=C,6A=90° -4, B,A,A=B,BA=90°-4 = B,A,C,=180°-2A és analdg-
jai. ) )

Legyen CP|MN (P€AB), alkalmazzuk Pitagorasz tételét a CPBa -
ben.

B’C’, A’B’ kbzépvonalak, A’B’=A,C’=BC’=C’A; A'B/C'A, egyenld
szara trapéz.
A,C'A’=A,B'A’=90°, A,C'|BH, A,B’|CH.

A (4) és (5) feladatokat alkalmazzuk 3-3 esetben (Euler
kor) .

ABA'=ABA"=90°, AMB=AA'B, ANB=AA"B.
Legyen OMiO,M (MeBO,) ; alkalmazzuk Pitagorasz tételét az
O,MO,a =ben. -

A (11), (12), illetve (14) tulajdonsagok teljesiilnek ( lasd
az ML 6/92.szamat ).

Legyen M=C(AB,C,)[\C(BA,C,) 1gy MB,AC,, MA,BC, k&rbeirhaték

= MA,CB, korbeirhatdé ( az M pontot Brocard elsd pontijanak
nevezik).

O,A0,H, O,BO,H rombuszok, ABO,O0, paralelogramma, ABCA=0,0,0,4,
HO,=HO,=HO;=R ( Gn. Titeica 5-lejes pénzérme feladata).
Konnyen belathatdé, hogy GE20G = OD2ED>DF .



