SKATULYA-ELV

Sava Grozdev

Ha 3 apro labdat akarunk elhelyezni a nadragunk 2 zsebébe, akkor kétség sem férhet hozza,
hogy legalabb 2 labda azonos zsebbe fog kertlni. Hasonléan, ha 4 kicsi dobozt akarunk
elhelyezni az irdasztalunk 3 fidkjaba, sehogyan sem érhetd el, hogy minden fidkba legfeljebb
1 doboz keriljén. Természetesen az egyik fidk legalabb 2 dobozt fog tartalmazni. 5 papag3j
vagy 5 nyul 4 ketrecbe torténd elhelyezése esetén a tulajdonos talalkozni fog egy olyan
ketreccel, amiben legalabb 2 papagaj vagy 2 nyul lesz.

Ezek az nyilvanvalé megfigyelések adjak egy alapvetd szabdly, azaz elv alapjat, ami szerint:
ha m testet szétosztunk n csoportba és m > n, akkor legalabb két test azonos
csoportba fog kerulni.

Ezt az elvet kilénb6z8 orszagokban kilénbdzéképpen nevezik. Példaul Franciaorszagban
ugy ismerik, mint a “fiékok elvét”, Angliaban mint a “galambducok elvét’ mig Bulgariaban és
Oroszorszagban mint Dirichlet-elvet. Az elv a nagy német matematikussal, Gustav Lejeune-
Dirichlet-vel (1805 — 1859) all kapcsolatban, bar mar elétte is jol ismerték az elvet. Dirichlet
érdeme nem az el6bbi egyszer( tény felfedezése volt, hanem az alkalmazasa szamos
érdekes probléma megoldasaban a szamelmélet terén. Dirichlet maga nem koltoztetett
papagajokat vagy nyulakat ketrecekbe és nem osztott szét dobozokat fidkokba.

A “fidkok nyelvét” hasznalva, a skatulya-elv kimutatja egy bizonyos tulajdonsagokkal
rendelkezd fidk létezését. igy ez tulajdonképpen a létezés bizonyitasa. Azonban ez az elv
nem ad egy algoritmust arra, hogy meg is talaljuk a kivant fiokot, és kévetkezésképpen nem
konstruktiv tulajdonsagu. Ugyanis, a létezés Kkonstruktiv bizonyitasa kdzelebb all a
gondolkodashoz és meggyéz6bb. Ugy tinik, hogy ez a legfébb oka annak, hogy a skatulya-
elv szamos alkalmazasa varatlannak latszik. A kdvetkezé feladatok ilyen alkalmazasokhoz
tartoznak.

1. feladat. Egy iskoldba 367 diak jar. Mutassuk meg, hogy van legalabb két diak, akik
azonos napon Unneplik a sziletésnapjukat!

Megoldas: Jeldljuk az év minden napjat egy fidkkal! Mivel minden évben 365 vagy 366 nap
van attol fliggéen hogy normalis vagy szdkéeév, igy a fiokok szama legfeljebb 366. Rakjunk
minden diakot a sziiletésnapjanak megfeleld fiokba! igy a megoldas kévetkezik a skatulya-
elvbél.

2. feladat. Az anatomiabdl ismert, hogy egy embernek kevesebb, mint 200 000 hajszala van.
Bizonyitsuk be, hogy él legalabb két ember Szoéfiaban, akiknek ugyanannyi hajszaluk van!
Megoldas: Gondoljunk most 200 000 fidkra, amik 1-t6l 200000-ig vannak szamozva. Szdfia
minden egyes lakosat beletesszik egy fiokba aszerint, hogy mennyi hajszala van. Mivel
Szoéfianak toébb lakosa van, mint ahany fidkunk van, a skatulya-elvbél kovetkezik, hogy
legalabb két lakos ugyanabba a fiokba kerll. Azaz ugyanannyi hajszal van a fejlikén.
Hasonlo kijelentés tehet6 a vilag dsszes tébbi olyan févarosara, aminek tdbb mint 200 000
lakosa van.

3. feladat. Egy didknak 9 feladatot kell megoldania egy hét alatt. Magyarazzuk meg, miért
igaz, hogy a diaknak legalabb az egyik napon nem kevesebb mint 2 feladatot kell
megoldania!

Megoldas: A hét minden napjahoz hozzarendellk egy fidkot. A fiokok szama igy 6sszesen 7.
Valasszuk ki barmelyik fiokot! Amit bele kell tennink, az az a probléma, amit a diak az adott
fiokhoz rendelt napon oldott meg. Ugyanigy végigmegyink az Osszes tobbi fidkon is és



alkalmazzuk a skatulya-elvet. Ez elegendé a magyarazathoz. Az eredmény hasonlé ha a
feladatok szama 8, 10 vagy tébb.

4. feladat. Adott 4 természetes szam. Bizonyitsuk be, hogy kozlllk legalabb ketté azonos
maradékot ad 3-mal osztva!

Megoldas: A lehetséges maradékok 3-mal torténd osztas esetén 0, 1 és 2. Tekintsiink 3
fiokot, amik hozza vannak rendelve a kilénb6z6 maradékokhoz. Tegyuk a 4 természetes
szamot a fidkokba a maradékaik szerint. igy a megoldas kdvetkezik a skatulya-elv alapjan.

5. feladat. Adott 5 természetes szam. Bizonyitsuk be, hogy a szamok kozti kuldénbségek
kozll legalabb egy oszthatd 4-gyel!

Megoldas: A lehetséges maradékok 4-gyel valod osztas esetén 0, 1, 2 és 3. Mint az el6z6
feladatban is, tekintsiink 4 fidkot, hozzarendelve egy-egy osztasi maradékhoz. A skatulya-
elvbdl kévetkezik, hogy legalabb 2 szam ugyanabba a fiékba fog kertilni. Mivel ezek 4-gyel
valé osztasi maradéka megegyezik, a kilonbségik oszthatd lesz 4-gyel és igy kész is a
megoldas.

A kovetkez6 tétel hasonldképpen bizonyithaté mint az el6z6 feladat:

Tétel. Ha n egy természetes szam, akkor tetszéleges n + 1 természetes szam kozul
kivalaszthaté kett6 ugy, hogy a kildnbséguk oszthato legyen n-nel.

6. feladat. Legyen a, b és ¢ harom egész szam! Bizonyitsuk be, hogy az

abc(b - a)(c - a)(c - b)

szorzat oszthato 6-tal!

Megoldéas: A szorzat utols6 harom tényez6je a harom szambdl minden lehetséges modon
kivalaszthaté parok kildnbsége. A harom egész szam kdzll legalabb ketté azonos paritasu,
ezért a kilénbségek egyike biztosan paros, azaz a szorzat oszthaté 2-vel. Tovabba, ha
legalabb az egyik egész szam oszthaté 3-mal, a szorzat is oszthatd 3-mal, ellenkezd
esetben (ha egyik szam sem oszthaté harommal) lesz két olyan szam, amelyek 3-mal osztva
azonos (1-es vagy 2-es) maradékot adnak, és igy a kiilénbséguk lesz oszthaté 3-mal.

7. feladat. Hat osztalytars részt vesz a “taléljuk el a célt” versenyben. Mutassuk meg, hogy
kozuluk legalabb kettének azonos szamu talalata van, ha a talalatok szama 6sszesen 14.
Megoldas: Az dsszes olyan didkot, akinek 0 talalata van, egy 0-as cimkéji fiokba tessziik, az
Osszes olyan diakot, akinek 1 talalata van, egy 1-es cimkéji fiokba tesszilk és igy tovabb,
minden diakot, akinek 14 talalata van, egy 14-es cimkéjl fiokba tesziink. Ha minden diak
kalonbozé fiokba esik, akkor az Osszes taldlatok szama nem kevesebb, mint
0+1+2+3+4+5=15. Ez ellentmond annak a feltételnek, hogy a talalatok szama 14.
Kovetkezésképpen legalabb két osztalytarsnak azonos szamu talalata kell legyen.

8. feladat. Hét ember egyszerre vasarol egy boltban. Bizonyitsuk be, hogy kézillk legalabb
kettének azonos szamu ismerésik van tdébbiek kdzil!

Megoldas: Legelsd észrevételiink, hogy minden ismeretség szimmetrikus, azaz ha A ismeri
B-t, akkor B is ismeri A-t. A matematikaban ezt a tulajdonsagot reflexivitdsnak hivjak.
Minden embernek 0, 1, 2, 3, 4, 5 vagy 6 ismerdse van a tobbiek kozul a boltban. De ha van
egy ember 0 ismer8ssel, azaz senkit sem ismer a boltban, akkor a reflexivitdas miatt nem
lehet senkinek sem 6 ismerése a boltban. igy az ismerésdk szamatdl fiiggéen minden ember
6 csoportba oszthaté be, azaz 6 fiokba helyezhetd el. Két eset lehetséges, tekintsuk a
csoportokat egy lehetséges rendezés, az ismerdsdk szamanak a ndvekvd sorrendje szerint.
Az elsé esetben a 0 ismerbssel rendelkez6 emberek esnek az elsé csoportba, az 1
ismeréssel rendelkez6 emberek esnek a masodik csoportba, és igy tovabb 2 ismerds - a
harmadik csoport, 3 ismerés - a negyedik csoport, 4 ismerfs — az 6tdédik csoport, és 5
ismerds - a hatodik csoport. A masodik esetben az 1 ismerdssel rendelkezé emberek esnek



az elsé csoportba, 2 ismerdssel rendelkezé6 emberek esnek a masodik csoportba, és igy
tovabb, 3 ismerés — harmadik csoport, 4 ismerés — negyedik csoport, 5 ismerés — 6todik
csoport, és 6 ismerds — a hatodik csoport.

Mindkét esetben a csoportok szama 6, mig a vasarlok szama 7. igy a megoldas kovetkezik a
skatulya-elvbél.

Ebben a feladatban felhasznaltuk azt a megallapodast, hogyha két embernek nincsen
ismerdse, akkor azonos szamu ismerésik van. Alkalmazva a megoldas o6tletét bizonyithaté,
hogy Szoéfiaban (vagy a vilag barmely mas févarosaban) van legalabb két lakos, akiknek
azonos szamu ismerdsik van a szofiai lakosok kozt.

A fenti probléma egy egyedi esete az ugy nevezett “ismerdsék problémanak”, ami szerint:
Minden n emberbél allé csoportban esetén létezik legalabb két ember, akiknek azonos
szamu ismer@sUk van a tdbbiek kdzo6tt a csoportban.

9. feladat. Tizenhat csapat jatszik egy futball versenyen, ahol mindenki jatszik mindenki
ellen. Bizonyitsuk be, hogy minden meccs utan van legalabb két csapat, akik ugyanannyi
meccset jatszottak.

Megoldas: Az el6z6 problémahoz hasonlé moédon elegendé észrevenni, hogy amennyiben
van egy csapat, aki 0 meccset jatszott, akkor nem lehet olyan csapat, aki 15 meccset
jatszott. Ebbél kdvetkezik, hogy 15 fidkot tekinthetiink, a meccsek szama szerint. Ezutan mar
elegend® hasznalni a skatulya-elvet. Mint az el6z6 feladatnal is, a résztvevd csapatok szama
itt sem fontos.

10. feladat. Adott egy 5 x 5-0s négyzet, ami 25 egységnégyzetre van osztva. Tetszbleges
modon 26 pont van bejeldlve a négyzeten. Mutassuk meg, hogy legalabb két pont azonos
egységnégyzetre fog esni!

Megoldas: Ebben a feladatban az egységnégyzetek szolgalnak fiokokként. Ha minden
fiokban legfeljebb egy pont van, akkor dsszesen legfeliebb 1 x 25 = 25 pont van. De a
pontok szama 26 és 26 > 25. igy a megoldas kdvetkezik a skatulya-elvbél.

11.feladat. 50 pont van bejelélve egy 7 cm oldalhosszusagu négyzeten. Bizonyitsuk be,
hogy a pontok kdzll legalabb 2 lefedhetd egy 1 cm oldalhosszisagu négyzettel!

Megoldas: Osszuk fel az eredeti négyzetet 49 darab 1 cm oldalhosszusagu négyzetre! Ez
mar visszavezethet6 az el6z6 feladatra, azaz legalabb két pont az egyik 1 cm
oldalhosszUsagl négyzetbe fog esni. igy egy négyzet lefedi a két pontot.

12. feladat. 101 pont van elhelyezve egy 10 cm oldalhosszUsagu négyzeten. Bizonyitsuk be,
hogy van két olyan pont, amelyek tavolsaga kevesebb, mint 2 cm!

Megoldas: Kihasznalhatjuk, hogy a négyzet egymastdl legtavolabb 1évé pontjai az atfogdk
végei. Az atfogdé végei és a tobbi cslucs egyike egyltt egy egyenlészard haromszoget
hataroznak meg, aminek a befogéi egyenl6k a négyzet oldalaival. Ebbdl kdvetkezik, hogy az
atfogd hossza kisebb, mint a négyzet oldalanak kétszerese. Mivel az atfogo végei a négyzet
egymastol legtavolabb 1év6 pontjai, ezért a négyzet barmely két pontjanak tavolsaga szintén
kisebb, mint a négyzet oldalanak kétszerese. Tovabba, mint az el6z6 feladatban, felosztjuk a
megadott négyzetet 100 kisebb, 1 cm oldalhosszisagu négyzetre. igy most a 100 kisebb
négyzet lesz a 100 fidk, és igy a skatulya-elvbél kdvetkezik, hogy legalabb két pont egy kis
négyzetbe fog esni. Tekintslink két ilyen pontot. Mint mar korabban is észrevettik, a kdztik
Iévd tavolsag kisebb lesz, mint a kis négyzet oldalanak kétszerese, azaz kisebb, mint 2 cm.

13. feladat. Adott 7 pont egy 16 egység-négyzetbdl allo6 négyzeten. Bizonyitsuk be, hogy
vagy van olyan 4 egység-négyzetbdl allé négyzet, ami 3 pontot tartalmaz legalabb, vagy van
olyan 3, dsszesen 12 egység-négyzetbdl allé négyzet, ugy hogy mindegyik 4 egység-
négyzetbdl all és mindegyik legaladbb 2 pontot tartalmaz.



Megoldas: Osszuk fel az eredeti négyzetet 4 darab 2x2-es négyzetre! Ez a 4 négyzet fog
most fidkként szolgalni. A skatulya-elv szerint legalabb az egyikiik nem kevesebb, mint 2
pontot tartalmaz. Ha tdbb mint 2 pontot tartalmaz, akkor készen vagyunk. Legyen a pontok
szama pontosan 2! A visszamaradd 5 pont a masik 3 darab 2x2-es négyzetben helyezkedik
el. A skatulya-elv szerint megint legalabb az egyikiik nem kevesebb, mint 2 pontot tartalmaz.
Ha tobb mint 2 pontot tartalmaz, akkor készen vagyunk. Ellenkezé esetben a pontok szama
pontosan 2. igy 2 darab 2x2-es négyzetiink van, és mindegyik 2 pontot tartalmaz. A
visszamarado 3 pont a maradék 2 darab 2x2-es négyzetben helyezkedik el. Hasznaljuk a
skatulya-elvet harmadszorra is! igy kdvetkezik, hogy a négyzetek egyike nem kevesebb, mint
2 pontot tartalmaz. Ha a pontok szama 3, készen vagyunk. Ha a pontok szama 2, akkor
megkaptuk a harmadik 2x2-es négyzetet is, ami 2 pontot tartalmaz.

14. feladat. Adott egy 3x3-as, 9 egység-négyzetbdl allé négyzet. Minden egység-négyzetbe
a kovetkezd szamok egyikét irjuk: -1, 0, vagy 1. Bizonyitsuk be, hogy a sorok, oszlopok és
atlok dsszegei kdzott van két egyenlé!

Megoldas: A sorok szama 3, az oszlopok szdma szintén 3, és az atlék szama 2. igy
Osszesen 8 Osszegunk van. Masrészrél a -1, 0, 1 szamokbdl képezhetd lehetséges
Osszegek szama 7. A lehetséges dsszegek: -3, -2, -1, 0, 1, 2 vagy 3. Tekintslink 7, egy-egy
lehetséges 6sszegnek megfeleld fidkot! A skatulya-elvbél kévetkezik, hogy a sorok, oszlopok
és atlok 6sszesen 8 6sszegei kozul legalabb 2 egyenld.

15. feladat. Egy falank ember 10 édességet evett meg egy cukros dobozbdl, amiben 3-féle
édesség van. Talaljuk meg n legnagyobb lehetséges értékét, amirdl biztosan allithatd, hogy
a falank ember legalabb n édességet evett meg az azonos fajtabal.

Megoldas: Ha a falank ember legfelijebb 3 édességet evett meg az azonos fajtajuakbdl, akkor
a megevett édességek szama 6sszesen legfeljebb 3 - 3 = 9. Ez ellentmondas, mivel 9 < 10.
Kdvetkezésképpen n > 3 és a legkisebb lehetséges érték n = 4. A fibkok ebben az esetben a
kilénb6z6 fajtaju édességek, azaz 3 darab fiok van. Ha 10 édességet tesziink 3 fidkba,
akkor azt kapjuk, hogy legalabb egy fiokban nem kevesebb, mint 4 édesség lesz.

Az el6z6 feladat megoldasaban a skatulya-elv kdvetkez6, altalanosabb formajat hasznaltuk
ki: ha m testet osztunk szét n csoportba, és m > nk, ahol k egy természetes szam,
akkor legaldbb k + 1 test fog kerllni az egyik csoportba.

A teljesség kedvéért be fogjuk bizonyitani a skatulya-elvnek ezt a sokkal altalanosabb
formajat is, bar a bizonyitas olyan egyszerli, mint a skatulya-elv maga. A bizonyitas
tanulsagos is, hiszen az ellentmondason alapulé hasonlé indoklast gyakran alkalmazunk.
Tegyiik fel, hogy legfeljebb k test keriil egy csoportbal igy az ésszes test szama legfeljebb
nk-val egyenlé, ami ellentmond annak a feltételnek, hogy a targyak szama meghaladja nk-t.
igy készen is vagyunk! Vegyiink észre egy masik tanulsagos részletet is! Ez k pontos
meghatarozasaval kapcsolatos. Tulajdonképpen elég elosztani m-et, a targyak szamat n-nel,
a csoportok szamaval. A legtdbb esetben a hanyados egy tort, de elég venni a legkisebb
olyan egész szamot, ami nagyobb a hanyadosnal. igy, ha 7 nyulat kell szétosztani 3

7
ketrecbe, osszuk el 7-et 3-mal, és igy a hanyados § A legkisebb egész szam, ami nagyobb

7
g-nél a 3. Ebben az esetben a skatulya-elv az dllitja, hogy az egyik ketrecben legalabb 3

nyul lesz.

16. feladat. Egy osztalyban 25 diak tanul. Bizonyitsuk be, hogy kézilik legalabb 3
ugyanabban a honapban sziletett!

Megoldas: Tekintslink 12 fidkot, azaz annyit, amennyi hénap van egy évben. Tegylk a
didkokat a sziletési hénapok szerint a fiokokba! Aztan, mivel m = 25 > 12 - 2, a skatulya-
elvbdl kovetkezik, hogy az egyik fiokban legalabb 2 + 1 = 3 didk van (ebben az esetben
n=12ésk=2).



17. feladat. 40 diak versenyzik 6 feladat megoldasan egy kétnapos matematikai olimpian.
Bizonyitsuk be, hogy kozuluk legalabb hat ugyanannyi feladatot oldott meg!

Megoldas: Tekintslink 7 fidkot! Tegylk az els6be azokat a diakokat, akik egy feladatot sem
oldottak meg, tegyik a masodikba azokat, akik egy feladatot oldottak meg, tegyik a
harmadikba azokat, akik két feladatot oldottak meg, és igy tovabb, tegylk a hetedikbe
azokat, akik hat feladatot oldottak meg! Eszerint m = 40 > 7-5 = 35 és ebbdl a skatulya-elv
szerint kovetkezik, hogy lesz olyan fidk, amibe 6 diak kerdil.

18. feladat. Egy keriiletben 123 ember lakik. Eletkoraik 6sszege években 3813. Bizonyitsuk
be, hogy kivalaszthatd a kertletbél 100 lakos ugy, hogy életkoraik 6sszege nem kevesebb
mint 3100!

Megoldas: Rendezzik a lakosokat életkoruk szerint sorrendbe, és valasszuk ki a 100
legidésebbet! Kozillk a legfiatalabb sem fiatalabb, mint visszamaradoé 23 lakos barmelyike.
Be fogjuk bizonyitani, hogy a 100 legid&sebb lakos életkoranak 6sszege nem lehet kevesebb
3100-nal. Az allitas tagadasabol - azaz az életkoruk 6sszege kevesebb, mint 3100 év - az
kovetkezik, hogy a 100 legidésebb lakos kozul a legfiatalabb életkora 31 év alatt van
tekintve, hogy 31-100 = 3100. Ez szintén igaz a maradék 23 lakosra is. igy a 23 lakos
Osszéletkora kevesebb, mint 23 x 31 = 713 év. Kdvetkezésképpen a 123 lakos életkoranak
Osszege kevesebb, mint 713 + 3100 = 3813 év és ez egy ellentmondas. Vegyuk észre, hogy
a 100 legid6sebb lakos életkoranak 6sszege akkor 3100, ha mindegyikik pontosan 31 éves.

19. feladat. Adott 6 haz amelyek koézul barmely 2 egy uttal van 6sszekdtve, ami vagy
aszfaltozott vagy kével burkolt. Bizonyitsuk be, hogy van legaldbb 3 olyan haz, amelyek
kézul barmelyik barmelyik masikkal azonos tipusu uttal van 6sszekétve!

Megoldas: Jeldljik a hazakat A, B, C, D, E és F betikkel! A-bdl 6t at indul ki, igy kdvetkezik a
skatulya-elvbdl, hogy kozilik legalabb harom azonos tipusu, példaul aszfaltozott. Tegylk
fel, hogy ez a harom ut A és B, A és C, valamint A és D kozott van! Az utakat magukat
AB-vel, AC-vel, AD-vel jeldljik a végpontjaik szerint. Vizsgaljuk meg azt az esetet, mikor BC
ut kovezett. Ellenkez6 esetben ugyanis azok az utak, amelyek A, B, C hazakat kotik 6ssze,
mind aszfaltozottak, és igy ez esetben készen is vagyunk. Hasonl6 modon vizsgaljuk azt
esetet, mikor BD és CD utak is kovezettek. De ekkor B, C és D hazak kovezett utakkal
vannak 0sszekoétve, és igy készen is vagyunk.

Az el6z6 feladat egyenértékii megfogalmazasa a kovetkezé: Adott 6 pont a sikon ugy, hogy
semelyik harom sem esik egy egyenesbe. A pontokat 6sszekdtd szakaszokat mind kékre
vagy pirosra festjik. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan haromsz6g, amelynek csucsai az
adott pontok kozul kertilnek ki, és egyszin( (azaz minden éle ugyanolyan szind).

20. feladat. Adott 17 pont a sikon ugy, hogy semelyik harom sem esik koézllik egy
egyenesre. Azok a szakaszok, amelyek ezeket a pontokat koétik dssze, kék, piros, vagy zold
szinliek. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan haromszdg, amelynek cslucsai a megadott
pontok kdzll kertlnek ki, és a haromszdg egyszind.

Megoldés: Valasszuk ki az egyik pontot és jeldljik el A-vall Most tekintsiik a 16 szakaszt,
ami A-bdl indul! A skatulya-elvbél kdvetkezik, hogy kézuluk legalabb 6 azonos szind, példaul
kék (ha legfeljebb 5 azonos szinli szakasz van koztlk, akkor 6sszesen legfeliebb 3 x 5 =15
szakaszunk lenne, ami ellentmond a 16-nak). Tovabba tekintsuk a 6, A-tol kulonb6z6 végét a
6 szakasznak! Ha az 6ket 0sszekdtd szakaszok egyikeke, példaul a B és C pontok kdzott,
akkor az ABC haromszdg kék és készen vagyunk. Tekintslik azt az esetet, mikor a 6 pontot
Osszekdtd minden szakasz piros vagy zold. Ez a feltétel mar az el6z6 feladathoz vezet
vissza és igy kovetkezik belble egy egyszinl haromszdg létezése.

21. feladat. 193 szunyog Ul egy téglalap alaku, 3 m x 2 m kiterjedésu fuves tertleten. Meg
lehet-e 8Ini egyszerre legalabb 3 szunyogot egy 25 cm x 25 cm-es lapattal?



Megoldas: A valasz igen. Elegendé a teriletet 96 darab 25 cm x 25 cm-es négyzetre osztani.
A skatulya-elv alapjan az egyik ilyen négyzeten legalabb 3 szunyog fog Ulni. Ezutan mar
csak pontosan el kell eltalélni azt a négyzetet.

22. feladat. 802 pont van bejeldlve egy 20 cm oldalhosszisagu négyzeten. Bizonyitsuk be,
hogy vagy létezik egy olyan 1 cm oldalhosszusagu négyzet, ami legalabb 4 pontot tartalmaz,
vagy 2 darab olyan 1 cm oldalhosszusagu négyzet, amelyek mindegyike 3 pontot tartalmaz.
Megoldas: Ebben az esetben a 400 egység-négyzet (azaz 1 cm oldalu négyzet) jelenti a
fiokokat, amikre az eredeti négyzet feloszthatd. A skatulya-elvbél kévetkezik, hogy egyikik
legalabb 3 pontot tartalmaz. Ha a pontok szama tobb mint 3, akkor készen vagyunk. Tegyuk
fel, hogy a pontok szama pontosan 3! Akkor a visszamaraddé 799 pont a masik 399
négyzeten helyezkedik el. A skatulya-elvbél megint kovetkezik, hogy a 399 négyzet egyike
legalabb 3 pontot tartalmaz. Ha a pontok szama tébb mint 3, akkor megint készen vagyunk.
Ellenkez6 esetben a pontok szama pontosan 3, igy kapunk egy masodik 1 cm
oldalhosszusagu negyzetet is, ami 3 pontot tartalmaz.

Az egyértelmi, hogy a korabbi feladatok megoldasanak alapvetd részlete a fiokok
meghatarozasa volt. A skatulya-elv alkalmazasa lehetéséget ad arra, hogy megbecstiljik a
Jfargyak” szétosztasat a fiokokba. A feladatoknak van egy masik osztalya is, amik a
skatulya-elvhez hasonlé indoklassal oldhatéak meg. Hasznalhatunk ,fiokokat” a
megoldasukban, de ez esetben korlatoltakat, azaz csak korlatolt szamu targy helyezhet6 el
bennik. A skatulya-elvvel ellentétben azonban a becslések nem a targyak szétosztasaval
kapcsolatban, hanem a teljesen betdltott fiokokban érdekeltek. A folytatasban ilyen tipusu
feladatok szerepelnek.

23. feladat. Egy osztalyteremben 15 asztal van és minden asztal mellett két szék. 22 diak
van jelen a matematika oran. Bizonyitsuk be, hogy legalabb 7 asztalnal parosan Ulnek a
diakok!

Megoldas: Most az asztalok a fiokok, amik korlatozottak, mivel legfeljebb ketté diak Ulhet egy
asztalnal. Ha minden asztalnal csak egy diak foglal helyet, akkor a visszamarado 7 diaknak
(22 — 15 =7) 7 asztalhoz kell Ulnie, igy 7 asztalnal fognak parosan Ulni.

24. feladat. Egy szabdlyos huszszdg csucsai mind kékre vagy pirosra vannak festve. A piros
csucsok szama 9, a kék csucsok szama 11. Bizonyitsuk be, hogy legalabb 2 kék csucs
atlésan ellentétesen helyezkedik el!

Megoldas: A fibkok most a szabalyos huszszog korulirt kérének a csucsokat tartalmazo
atmérdi lesznek. Minden atmérd két ellentétes csucsot két dssze. Minden fiok korlatolt —
mindegyikik legfeljebb 2 pontot tartalmaz, amik az atmérék végei. Szamuk 10. Tekintsik
most azokat a fiokokat, amelyekben legalabb egy piros csucs van. Szamuk maximum 9.
Mivel dsszesen 10 fiok van, ezért létezik egy fidk, amiben nincsen piros csucs. Ennek az
atmérének a végpontjai kékek, és ezzel be is fejeztik a bizonyitast.

25. feladat. Keressuk meg a kifejezés értékét, ha a kilénb6zd szamjegyekhez kildénbdzé
betlket rendeltiink, és azonos szamjegyekhez azonos betilket rendeltiink:
DxIxRxIxCxHxLxExT

PxRxIxNxCxIxPxLxE
Megoldas: Mind a 10 lehetséges szamjegy egy-egy fidk, amik korlatozottak - legfeliebb egy
betli helyezhet6 el bennik. Mivel 10 kiilénb6z6 betli van a kifejezésben, ezért kévetkezik,
hogy az egyik 0-nak felel meg. Masrészrél a 0 nem szerepelhet a nevezében, ami azt jelenti,
hogy a szamlaloban kell lennie és igy a kifejezés értéke 0.




