Skatulya-elv

Sava Grozdev

Egy alapvet6 szabaly, azaz elv azt éllitja, hogy: ha m testet szétosztunk n csoportba és m
> n, akkor legalabb két test azonos csoportba fog keriilni.

Ezt az elvet kilonb6zd orszagokban kildnbozdképpen nevezik. Példaul Franciaorszagban
ugy ismerik, mint a “fiokok elvét”, Angliaban mint a “galambducok elvét’” mig Bulgariaban és
Oroszorszagban mint Dirichlet-elvet. Az elv a nagy német matematikussal, Gustav Lejeune-
Dirichlet-vel (1805 — 1859) all kapcsolatban, bar mar elétte is jol ismerték az elvet. Dirichlet
érdeme nem az el6bbi egyszer( tény felfedezése volt, hanem az alkalmazasa szamos
érdekes probléma megoldasaban a szamelmélet terén. Dirichlet maga nem koéltoztetett
papagajokat vagy nyulakat ketrecekbe és nem osztott szét dobozokat fibkokba. Egy
tudomanyos mivében fogalmazott meg egy érvelési eljarast, ami ezen az elven alapult, ami
késébb az 6 nevét viselte. Ez a primszamok szamtani sorozatokban val6 eléfordulasardl
szolt. A kovetkezd tétel Dirichletnek koszonhet6: az an + b sorozat, ahol az a és b szamok
relativ primszamok, végtelen sok primszamot tartalmaz. Ez a tétel nem Kkerl
bizonyitasra ebben a jegyzetben.

A “fiokok nyelvét” hasznalva, a skatulya-elv kimutatja egy bizonyos tulajdonsagokkal
rendelkezd fidk létezését. igy ez tulajdonképpen a létezés bizonyitasa. Azonban ez az elv
nem ad egy algoritmust arra, hogy meg is talaljuk a kivant fiékot, és kévetkezésképpen nem
konstruktiv tulajdonsagu. Ugyanis, a létezés konstruktiv bizonyitasa kozelebb all a
gondolkodashoz és meggyéz6bb. Ugy tinik, hogy ez a legfébb oka annak, hogy a skatulya-
elv szdmos alkalmazasa varatlannak latszik. A kdvetkez6 feladatok ilyen alkalmazasokhoz
tartoznak.

1. Feladat Legyenek az a, b, ¢ és d szamok egész szamok. Bizonyitsuk be, hogy a
kovetkez6 szorzat:

(b —a)(c —a)(d - a)(c —b)(d-b)(d-c)
oszthato 12-vel.
Megoldas: A fentebb felirt szorzat 6 tényezéje a 4 egész szambdl minden lehetséges moédon
képezett parokbdl all. A skatulya-elv értelmében a négy szam kozul legalabb kettd
megegyezik a 3-mal valé osztasi maradékaik szerint. igy a kiildnbségiik 3 tdbbszérdse.
Ezutan vagy legalabb 3 szam azonos paritasu, és ebben az esetben 3 kuldnbség paros,
vagy a 4 szam olyan, hogy kozulUk kettd paros és kettd paratlan.

2. Feladat Egy diak 17 ceruzat vesz 4 kiloénb6zd szinben. Hatarozzuk meg n legnagyobb
lehetséges értékét, hogy biztosan allithaté legyen, hogy a diak legalabb n darab ugyanolyan
szind ceruzat vett!

Megoldas: Ha a diak legfeljebb 4 azonos szinl ceruzat vett, akkor 6sszesen maximum
4-4 = 16 ceruzat vehetett. Ez egy ellentmondas, mert 16 < 17. KOvetkezésképpen n > 4 és a
legkisebb lehetséges érték n = 5. A fidkok ebben az esetben az eltérd szinl ceruzak, azaz
négy van beldlik. 17 ceruzat elhelyezve 4 fidkba azt kapjuk, hogy legalabb egy fiokban nem
kevesebb, mint 5 ceruza lesz.

Az el6z6 feladat megoldasaban a skatulya-elv kovetkez6, altalanosabb formajat hasznaltuk
ki: ha m testet osztunk szét n csoportba, és m > nk, ahol k egy természetes szam,
akkor legalabb k + 1 test fog keriilni az egyik csoportba.

3. Feladat Adott 145 pont egy 4 m x 3 m kiterjedés( téglalap belsejében. Lehetséges-e
lefedni egyszerre 4 pontot egy 50 cm x 50 cm kiterjedési négyzettel?



Megoldas: A valasz igen. Elegendd a téglalapot 48 darab 50 cm x 50 cm kiterjedési
négyzetre osztani. A skatulya-elv kimondja, hogy legalabb 4 pont egy négyzetbe fog esni.

4. Feladat Egy 5 x 5 kiterjedésli négyzet 25 egységnégyzetre van osztva, amik mind pirosra
vagy kékre vannak festve. Bizonyitsuk be, hogy létezik 4 olyan egyszin( négyzet, amik 2 sor
és 2 oszlop keresztez6désénél fekszenek az eredeti négyzetben.

Megoldés: El6szor tekintsiik az egyik oszlop egységnégyzeteit a fiokoknak. A skatulya-elv
alapjan kovetkezik, hogy a kivalasztott oszlopban dominalni fog az egyik szin. Hasonlo
mddon dominalni fog az egyik szin a tébbi oszlopban is. Ezutan most az 5 oszlop fogja a
fiokokat jelenteni, mig a szétosztando tulajdonsagok az egyes oszlopok dominalé szinei. A
skatulya-elv értelmében kdvetkezik, hogy a dominalé szin legalabb 3 oszlopban ugyanaz. igy
3 ilyen oszlop van, és mindegyikben legalabb 3 ugyanolyan szinl egységnégyzet van.
Tegylk fel, hogy ez a szin a kék! Tovabba, szamozzuk meg az eredeti négyzet sorait 1-t8l 5-
ig és tekintsink 5 fidkot ugyanezekkel a szamokkal megszamozva! Ezutan rendeljik a
harom tekintett oszlopban talalhatd kék egységnégyzetekhez azoknak a soroknak szamat,
amelyikhez tartoznak. Igy a feladat 9 (vagy tébb) egész szam 5 fidkba, az 1, 2, 3, 4 és 5
szamokhoz valé hozzarendelésére egyszerlisddik. Minden egész szamot a megfeleld
szammal jelzett fiokba kell helyezni. Most be kell bizonyitanunk, hogy létezik 2 olyan fidk,
hogy mindegyikben legalabb 2 szam van. Elsd ranézésre lathatd, hogy létezik olyan fidk,
amiben legalabb 2 szam van. Két eset lehetséges. Az els6ben feltesszik, hogy létezik egy
olyan fiok, amiben legalabb 3 szam van. Ekkor a visszamaradé 6 szamot a 4 visszamarado
fiokba kell szétosztani. A skatulya-elv értelmében kdvetkezik, hogy az egyik fiok legalabb 2
szamot tartalmaz. Ez a fidk a 3 szamot tartalmazoé fidokkal egyutt megoldja a feladatot. A
masodik esetben tekintslink egy olyan fiokot, amiben 2 szam van. A visszamarado6 7 szamot
ekkor a visszamarado 4 fidkba kell szétosztani. A skatulya-elv értelmében az egyik fidk
legaladbb 2 szamot tartalmaz, és igy készen is van a feladat.

5. Feladat Adott egy 5 x 41 kiterjedési téglalap, ami 205 darab egységnégyzetre van osztva,
amelyek mindegyike pirosra vagy kékre van festve. Bizonyitsuk be, hogy létezik 9 olyan
azonos szinl egységnégyzet, amik 3 oszlop és 3 sor keresztez6désénél fekszenek az
eredeti négyzetben.

Megoldas: Mint az el6z6 feladatban, itt is igaz, hogy mind a 41 oszlopban dominalni fog
valamelyik szin. Legalabb 21 oszlopban egy és ugyanaz a szin fog dominalni, mivel a szinek
szama 2. TegyUlk fel, hogy ez a szin a kék szin! Legalabb 3 kék egységnégyzet van mind a
21 tekintett oszlopban. Szamozzuk meg mind a 21 oszlopban talalhaté kék
egységnégyzeteket 1-t8l 5-ig aszerint, hogy melyik sor tartalmazza 6ket. igy mind a 21
oszlophoz egy szamharmas van rendelve. Minden szamharmas a kék egységnégyzetek
szamaibol allnak. igy az o6sszes szamharmas szama 21. Masrészrél a lehetséges
szamharmasok szama az 1, 2, 3, 4 és 5 szamok felhasznalasaval 10 darab. A skatulya-elv
alapjan kovetkezik, hogy ezekbél legalabb 3 megegyezik. igy készen is vagyunk.

6. Feladat 44 kiralyn6 van elhelyezve egy 8 x 8-as sakktablan. Mutassuk meg, hogy
barmelyik kiralyné legaldbb egy masikat utni fog!

Megoldéas: Minden kiralyné legalabb 21 mez6t ural. Azt a mezét is figyelembe véve, amelyen
a kiralyné all, 6sszesen 22 ellenérzés alatt allé mezét kapunk. Tegytuk fel, hogy Iétezik olyan
kiralyn6, amely egyetlen masikat sem t! A visszamaradé mez6k szama: 64 — 22 = 42. De
nekunk 43 masik kiralynénk van, igy a skatulya-elv értelmében kovetkezik, hogy legalabb az
egyikik a tekintett kiralynd altal Utésben tartott mezdékdn helyezkedik el. Ez egy
ellentmondas.

7. Feladat Hatarozzuk meg a kirdlyok szamanak lehetséges legnagyobb szamat egy
k6zénséges sakktablan ugy, hogy egyik sem Ut egyetlen masik kiralyt sem.

Megoldas: Minden kiraly legalabb 4 mez6t ural. A kiraly altal uralt mez6k szama akkor
pontosan 4, ha a kiraly a sakktabla négy csucsanak valamelyikén helyezkedik el (ellenkez8
esetben a kiraly tdbb mint 4 mezét ural). Bontsuk fel a tablat 16 darab 2 x 2-es négyzetre.



Kovetkezik, hogy nem lehetséges, 16-nal tobb kiralyt elhelyezni a feladat feltételei szerint,
mivel 2 kiraly nem lehet egy és ugyanazon a 2 x 2-es négyzeten. Egy példa a 16 kiraly
elhelyezésére:

8. feladat lgazolja, hogy barmely 12 kilonb6z6 kétjegyl egész szam kozott van 2 olyan,
aminek a kulénbsége egy olyan kétjegyl egész, amelynek megegyeznek a szamjegyei.
Megoldas: Ha a skatulyaknak a 11-el valé osztds maradékosztalyait tekintjik, akkor
skatulya-elv szerint nyilvan lesz a kivalasztott 12 egész szam két olyan, amelyeknek
ugyanaz a maradéka. Ennek a két szamnak a kulénbsége oszthaté 11-el, ugyanakkor,
ennek kulénbségnek, mint 11-el oszthaté szamnak, megegyeznek a szamjegyei.

9. feladat Az 1-t6l 10 —ig terjed6 természetes szamokat tetszéleges sorrendben egymas ala
ijuk egy oszlopban. Minden szamot 0Osszeadunk az oszlopban elfoglalt helyét jelolé
sorszammal. Igazolja, hogy legaldbb két ilyen 6sszeg ugyanazzal a szamjeggyel végzédik.
Megoldéas: Tegyuk fel, hogy ezek az 6sszegek mind kilénb6z8 szamjegyben végzddnek.
Ezek szerint az 6sszegek utolsd szamjegyei kozt a 0, 1, ..., 9 mindegyike pont egyszer fordul
el6. Ellenkezd esetben a skatulya elv szerint két kilonb6z86 dsszeg ugyanarra a szamjegyre
végzOdik. Ebbél az kovetkezik, hogy az adott O6sszegeket O6sszeadva, ezek Osszege
ugyanarra a szamjegyre végzddik, mint az 1 + 2 + ... + 9 = 45 3sszeg, tehat az 5-re.
Masrészt az 1-t6l 10-ig terjed6 egészek Osszege 55. Az oszlopban elfoglalt helyliket jelzé
sorszamok 0sszege is 55. Tehat ennek a kettének az dsszege, a 110, a 0-ra végzédik. Ez
ellentmond a feltételnek.

10. Feladat Igazolja, hogy létezik egy olyan természetes szam, ami a 2004 t0bbszdrdse és a
tizes szamrendszerben a 0 és az 1-en kivll nincs mas szamjegye.

Megoldas: Tekintsiink 2005 olyan egész szamot, amely a tizes szamrendszerben csupan 1,
2, ..., vagy 2005 1-es szamjegybél all, vagyis vegylk a kovetkezé szamokat: 1, 11, 111, ...,
11111...1. A skatulya elvbél kdvetkezik, hogy legalabb kettének ugyanaz az osztasi
maradéka modulo 2004. Ennek a két szamnak a pozitiv kulonbsége teljesiti a kivant feltételt,
azaz csupan a 0 és 1-es szamjegyekbdl all.

11. Feladat lgazolja, hogy 52 nemnegativ egész szam kozt van 2 olyan, aminek a
kilénbsége vagy az 6sszege 100 tobbszordse. lgaz-e az allitas 51 nemnegativ egészre is?
Megoldas: Tekintsiik a 0-tél 99-ig terjedd szamokat, amelyek a 100-al val6 osztas lehetséges
maradékait jelentik. Vegylnk 51 skatulyat és tegyik az elsé skatulyaba azokat a szamokat,
amelyeknek a 100-al valoé osztasi maradéka 0, a masodik skatulyaba azokat az egészeket,
amelyeknek a 100-al val6 osztasi maradéka 1 vagy 99, a harmadik skatulyaba keriilnek azok
az egészek, amelyeknek a 100-al valé osztasi maradéka 2 vagy 98, és igy tovabb, végul
azokat az egészeket, amelyeknek a 100-al valé osztasi maradéka 50, tegyuk az elsé
skatulyaba. A skatulya elv értelmében legalabb egy skatulyaba lesz legalabb két egész
szam. Ha ezeknek ugyanaz a 100-al val6 osztasi maradéka, akkor a kiloénbséguk, ellenkezé
esetben az 6sszeglk oszthatdé 100-al. Az allitds nem igaz 51 egész szam esetére, amint azt
a0,1,2,..,50, mint ellenpélda is mutatja.



12. Feladat Adott 2006 tetszéleges pozitiv egész szam, amelyek egyike sem oszthatdé 2006-
al. Igazolja, hogy egy résziket (vagy az dsszest) 0sszeadva az dsszeglk oszthatd 2006-al.

Megoldas: JelOlje az adott szamokat a;,a,,...,a,, majd tekintsik a kovetkez6 2006
egeészbdl allé sorozatot:

a,a +a,,a +a,+3a;,.,a +a, +..+ 8y -

Ezeknek az 6sszegeknek a 2006-al vald lehetséges osztasi maradékainak szama 2006. Ha
valamelyik 6sszeg 0 maradékot ad (beleértve az elsé, egytagu 6sszeget is), akkor a feladatot
megoldottuk. Ellenkezé esetben a sorozatban az elsé tag, a feladat feltétele alapjan nem
lehet 0, de nem is lehet a 2006-al val6é osztasi maradéka 0. Most ha minden 6sszeg osztasi
maradéka modulo 2006 kulonbozik 0-t6l, akkor a skatulya elv szerint két 6sszegnek ugyan
az osztasi maradéka. Ebben az esetben vehetjik ennek a két tagnak, (6sszegeknek) a
kalonbségét, ami mar teljesiti a feladat feltételét.

13. Feladat Adottak az 1, 2, ..., 200 szamok, és kivalasztunk 101-et kézullk. Ihgazolja, hogy
a kivalasztott szamok kdzott van legalabb két olyan, amelyek kozil az egyik a masoknak
osztdja.

Megoldas: Ha az a egy 200-nal kisebb paratlan szam, jeléljik az {a, 2a, 4a, 8a, 16a, 32a,
64a, 128a} halmazt A-val. Az 1 és 200 kozti egész szamok mindegyikére |étezik egy olyan
paratlan egész a < 200 , amelyre a megfeleld A tartalmazza az adott szamot. Mivel 100 ilyen
kilénb6z6 A halmaz lehetséges (az 1 és 200 kozti paratlan egészek szama 100) és a feladat
szerint 101 egészet valasztunk ki, a skatulya elv szerint, legalabb két kivalasztott egész
szam ugyanabba az A halmazba tartozik. Masrészt barmely két szam kozul, amelyek
ugyanabba az A halmazba tartoznak az egyik a masiknak osztdja

14. Feladat. Adott 986 kilonbdz8 pozitiv egész szam, amelyek nem nagyobbak, mint 1969.
A legnagyobb szam pératlan. Igazolja, hogy van kéztlik harom olyan, amelyek kozul az egyik
a masik kettd 6sszege.

Megoldas: Jeldlje a legnagyobb egészet a. Ez egy paratlan szam a feladat feltétele szerint.
Vegyuk az adott a és a tobbi szam kilonbségeit. Ezeknek a kulonbségeknek a szama 985
és mind kilénbozék. Az eredetileg adott szamokkal egyltt dsszesen 1971 egészrél van sz6.
Mivel 1971 > 1969, a skatulya elv alapjan legalabb 2 szam koztlik egyenlé. Kdvetkezik, hogy
legalabb egy a kilénbségek kdzll egyenlé az egyik eredetileg valasztott szammal, azaz van
olyan b, és ¢ koztlk, amire a — b = ¢. Ugyanakkor b = C, mivel a paratlan. Tehata=b + c és
kész a bizonyitas. Jegyezzik meg, hogy a 986, az egészek szadma nem csokkentheté. Ha ez
a szam 985, akkor vehetjik az 1969 alatti paratlan szamokat, ezek dsszesen 985-en vannak.
Masrészt barmely két paratlan szam dsszege paros, tehat nem teljesil a feladat allitasa.

15. Feladat Adott a 10 x 10-es sakktabla, és ugy irunk pozitiv egészeket a sakktabla
mezbire, hogy barmely két fliggbleges, vagy vizszintes szomszéd kulonbsége ne haladja
meg az 5-6t. Igazolja, hogy legalabb két szomszéd egyenld lesz.

Megoldas: Jeldlje a és b a sakktablara irt legnagyobb és legkisebb szamot. Ha nincs két
egyenld koztlk, akkor a — b > 99. Kdsslk most 6ssze az a és b szamokat tartalmazé
mezbket a lehetd legrovidebb olyan utat tartalmazo Iépésekkel, amely csak vizszintes és
fuggdleges iranyba halad a mezdkon. A lehet6 leghosszabb ilyen ut 18 1épést jelenthet, (9
vizszintes és 9 fuggdbleges lépés). Ez azt is jelenti, hogy az a ugy érhet6 el a b —bél, hogy

18-szor legfeljebb 5-el névelem az adott szamot, vagyis a < b + 18-5. Kdvetkezik, hogy b +
90 > b + 99. Ez nyilvan lehetetlen, tehat legalabb két szomszédos szam egyenld kell legyen.

16. Feladat Az 1-t8l n? —ig terjedd egész szamokat tetszélegesen helyezziik el az n x n-es
sakktabla mez6in. Tekintsuk a kdvetkez6 kijelentést: Létezik két olyan szomszédos oldallal
rendelkezé mez8, amelyeken a rajtuk [évé két szam kildnbsége nagyobb, mint 5. Igazolja,
hogy

a) Az allitas nem mindig teljestl az n = 5 esetben;

b) Az allitas mindig igaz az n > 5 esetben.



Megoldas: a) Vegylk az 5 x 5 —6s sakktablat és irjuk sorba a szamokat, 1-t6l 5-ig az elsés
sorba, 6-t6l 10-ig a masodik sorba és igy tovabb, végul a 21-t6l a 25-ig az utolsé sorba. A
maximalis kllénbség igy 5-el egyenld.

b) Az eléz6 feladathoz hasonlé médon az a mezé amelyik az n? egészet tartalmazza,
az 1-et tartalmazé mezorél legfeljebb 2(n — 1) mezén keresztiil érheté el. Mivel az 1-et most
n? — 1-el noveljiik, a skatulyaelvbdl kdvetkezik, hogy lesz egy olyan 1épés, ahol az emelés

n-1 n+1
2(n-1) 2
kovetkezésképpen, az allitas mindig teljestl. Amikor n = 9 a ndvekedés 1 és 81 kdzott 81 — 1

= 80 és legfeljebb 16 Iépésben elérhetd (8 vizszintes és 8 fliggbleges Iépés). Ha a lépések
szama legfeljebb 15, akkor a skatulya elv szerint van egy olyan ahol az emelés nem

nem kevesebb mint . Ha n>10 akkor az nTH' nagyobb mint 5 és

kevesebb % Ez a szam nyilvan nagyobb mint 5. Tegytk fel, hogy pontosan 16 Iépés van.

Ekkor 80 : 16 = 5 és ha létezik egy olyan |épés, ahol a névekedés kevesebb mint 5, akkor a
telies novekedés 76, legalabbis a fennmaradé 15 Iépésben. A skatulya elv alapjan, van
legalabb egy Iépés, ahol az emelkedés nem kevesebb, mint 76 : 15, azaz az emelkedés tébb
mint 5. Végll tekintslik azt az esetet, amikor nincs sem olyan lépés amelyben a névekedés
tobb mint 5, sem olyan, amikor kevesebb. Tehat minden Iépésben 5 az emelkedés, vagyis az
1-bdl kiindulva a szomszédos mez&kdn a szamok a kdvetkezdk lesznek 6, 11, 16, 21 és igy
tovabb. Masrészt nem csak ez a lehetséges ut 1 és 81 kdzott, hanem tdbb ilyen ut létezik.
Ez azt jelenti, hogy a megfelel6 mez6kdn az egész szamok nem mind ugyanazok, vagyis a
ndvekedés nem 5, és minden lépésben meg lehet ismételni a gondolatmenetet. Kdvetkezik,
hogy az éllitas igaz n = 9 esetén is. Hasonlé uton bebizonyithatd, hogy az éllitds az n =6, 7
és 8 esetekben is igaz.

Megjegyzés. Igaz a kdvetkezd 4ltalanos eredmény: Ha az 1-t81 nig terjedd
egészeket (n>2) az n x n sakktablara irjuk, akkor, létezik két oldalszomszédos mezd,
amelyen a szamok kllénbsége nem kevesebb mint n. (Gerver, M. L., A problem with
integers in a table (oroszul), Qwant, 12, 1971, 24 — 27). Ennek az allitdsnak a bizonyitasa
elég bonyolult, de az alapétletét a kovetkez6 feladatbol megismerhetjik:

17. Feladat Az 1 —t8l 16-ig terjed6 egészeket leirjuk az 4 x 4 sakktabla mezéire, ugy,
hogy van legalabb 2 olyan, szomszédos oldallal rendelkez6 mez8, amelyben a szamok
klldonbsége nem kevesebb mint 4.

Megoldas:
1 2 *
3 *
* *
* 4

Helyezzlk el az abra szerint az 1, 2, 3, 4 szamokat és jeldljuk csillaggal a szdba johet6
szomszédjaikat. Fuggetlendl attél, hogy az 1, 2, 3, 4 hogyan helyeztik el, a csillagok szama
nem lehet kevesebb, mint 4. A skatulya elv alapjan legalabb egy csillag helyére olyan szam
kerll, ami nem lehet kisebb, mint 8(ugyanis a széba jéhetd 5, 6 és 7 minddssze 3 csillagot
foglal le). Ezzel kész a bizonyitas.

18. Feladat. Az osztalyterem padldja tetszélegesen feketére és fehérre van festve. lgazolja,
hogy van legalabb két ugyanolyan szinl pont, amelyek kdzt a tavolsag éppen 1 1 m.
Megoldas: Vegyiunk egy 1 m oldalu egyenlé szari haromszdget. A skatulya elv értelmében,
kett6 a csucsai kdzll azonos szind, és kész a bizonyitas.

19. Feladat Az osztélyterem padldja tetszblegesen feketére és fehérre van festve. lgazolja,
hogy van legalabb 3 azonos szinl kollinearis pont, amelyre az egyik a masik kett§ kozti
szakasz felez6pontja.



Megoldas: Tekintslink 5 kollinearis A, B, C, D és E pontot a padlén, ugy hogy B és D azonos
szinlek (mondjuk fehérek)és AB = BD = DE és BC = CD. Ha most az A, C és E pontok kozl
legalabb az egyik fehér, akkor ez a B és D pontokkal egyutt eleget tesz a feladat feltételének.
Ha viszont mind a harom fekete, akkor éppen ez a harom pont felel meg a feladat
feltételének.

20. Feladat Adott 7 szakasz, amelyeknek a hossza nagyobb, mint 10 cm, de ugyanakkor
kisebb, mint 1 m. lgazolja, hogy van koztik harom olyan, amellyel haromszdg szerkeszthetd.

Megoldas: Jeldljuk a szakaszokat névekvé sorrendben: a,<a, <...<a,. Hasznalni fogjuk
azt, hogy harom egymast kovetdé a,, a,,, és a,,, szakasz ( a, <a,,, <a,,, ) akkor és

csakis akkor lehet egy haromszdég harom oldala, ha a, +a,,; > a,,,. Tegyuk fel, hogy az
adott szakaszok kézul semelyik harom (egymas utani nagysagu) nem lehet egy haromszog
harom oldala, tehat a, +a,,, <a,,,minden k=1, 2, 3, 4 és 5 értékre. Az kdvetkezik, hogy

a, 210 és a, 210 akkor a, >20,a, > 30,a; >50,a, >80 és a, >130, ami ellentmondas.

21. Feladat. Igazolja, hogy barmely konvex sokszdglap esetén legalabb 2 olyan oldallap
van, amelyeknek azonos szamu csucsa van.

Megoldas: A sokszdglapok oldallapjai sokszogek. Tegylk fel, hogy barmely oldallap parnak
kalénb6z6 szamu csucsa van. Tekintsuk azt az oldallapot, amelynek maximalis szamu
cslicsa van, és jeldljik ezt a szamot n-el. Az kdvetkezik, hogy a kivalasztott oldallapnak n éle
van, tehat a sokszdglapnak n oldallapjaval szomszédos. A feltétel szerint a szomszédos
oldallapoknak 3, 4, 5, ..., n — 2 vagy n — 1 csucsa lehet. Mivel itt 3-t6l n — 1 ig csak n — 3
szam van, a skatulyaelv alapjan legalabb két szomszédos oldallapnak azonos szamu csucsa
van. Ez ellentmondas.

22. Feladat Egy szabalyos ikoszagon (20 oldalu sokszbég — iko a gordég nyelven huszat
jelent) 9 csucsa pirosra van festve. Igazolja, hogy van olyan piros csucsu haromszég, amely
egyenld szaru.

Megoldas: Szamozzuk az ikoszagon csucsait 1-t6l 20-ig az 6ramutato jarasaval megegyezé
iranyban. Ezek kozt azok a csucsok, amiket 1, 5, 9, 13 és 17; amiket 2, 6, 10, 14 és 18§;
amiket 3, 7, 11, 15 és 19; és amiket 4, 8, 12, 16 és 20 jeldl, 4 szabalyos 6tszoget hatdroznak
meg. Mivel 9 csucsot festettlink pirosra, a skatulya elvbél kévetkezik, hogy a 9 csucs kozul
legalabb 3 ugyanahhoz az 6tszogh6z tartozik. Masrészt egy szabalyos 6tszdg barmely 3
cslcsa egy egyenld szarl haromszoget alkot.

23. Feladat Egy kornek tobb kérive pirosra van festve (egyes koérivek atfedhetik egymas). Ha
a kifestett korivek hosszanak az dsszege kevesebb, mint a kor kertletének a fele, akkor
igazolja, hogy van a koérnek olyan atmérdje, aminek a végpontjai nincsenek befestve.
Megoldés: Fessik kis ugyanugy pirosra a mar kifestett huroknak a kor koézéppontjara
vonatkozé szimmetrikus hurjait. Az igy kifestett hdrok hosszanak az 6sszege nem éri le a kor
teljes keriletét, tehat van a kérén egy olyan pont, ami nincs ezutan sem kifestve. Ez a pont,
az atmérdsen ellentétes ponttal egyltt eleget tesz a feladat feltételének.

24. Feladat Egy gomb alaku bolygd felszinének tobb mint a fele szarazfold, a tébbi tenger.
Igazolja, hogy a gdmbnek legalabb két, atmérésen ellentétes pontja a szarazfdldre esik
Megoldas: Jeldljik a szarazfold pontjait az A halmazzal. Legyen B a gémb azon pontjainak a
halmaza, amelyek az A halmazbeli pontoknak atmérésen ellentett pontjai. Mivel az A halmaz
a gébmb nagyobb részét lefedi, az atmérésen ellentett pontokra ugyanez igaz, tehat a B
szintén a nagyobb részét fedi le a gdmb felszinének. Ha van a B halmazban olyan pont,
amelyik a szarazféldon van, akkor kész a bizonyitas. Ha nincs ilyen pont, akkor az azt jelenti,
hogy a bolygd nagyobb részét tenger boritja, és ez ellentmond a feladat feltételének.



25. Feladat Egy 6 x 6 négyzet 36 zart egységnégyzetre bonthaté (az oldalaik pontjait is
hozzavesszik). Szamitsa ki az olyan egységnégyzeteknek a maximalis szamat, amelyek
ugy festhetbk ki kékre, hogy két kék egységnégyzetnek nincs kbzds pontja (csucsoknal
sem).

Megoldas: Osszuk fel a négyzetet 9 darab 2 x 2 négyzetre, amik a skatulyak lesznek. Egy
ilyen skatulya nem tartalmazhat egynél tdbb kékre festett négyzetet. Koévetkezik, hogy a
keresett szam legfeljebb 9. Az alabbi példa egy lehet6séget szemléltet, amiben a kék
négyzeteket X jeldli:

X X X
X X X
X X X

26. Feladat Igazolja, hogy nem lehet lefedni egy a oldali egyenld oldalu haromszdget 5

olyan egyenl6 oldalu haromszdggel, aminek az oldala kisebb mint %a.

Megoldas: Legyen AABC az a oldali egyenld oldalu haromszdg, és M, N és P rendre az
AB, BC és AC oldalak kozéppontja. Tegyik fel, hogy az AABC haromszog lefedhetd 5

egyenld oldalu haromszdggel, amelynek oldala kisebb mint %a. A skatulyaelvbdl kdvetkezik,
hogy az A, B, C, M, N és P 6sszesen 6 pont kozll legalabb 2 az 5 haromszdg egyikének
belsejében van. Ekkor annak a haromszoégnek az oldla nem lehet kisebb, mint 1a, ami

ellentmondas.

27. Feladat Adott egy 1 oldali négyzet és abban 101 pont, amelyek koézt barmely 3 nem
kollinearis. Igazolja, hogy van koztuk 3 amelyek egy olyan haromszdget alkotnak, aminek a
tertlete nem nagyobb, mint 0,01.

Megoldas: Osszuk fel a négyzetet 50 egybevago téglalapra. Ez megtehetdé példaul ha a
négyzet egyik oldalat 10 egyenld részre osztjuk, és a szomszédos oldalat 5 egyenld részre
osztjuk, majd az oldalakkal parhuzamosan felosztjuk a négyzetet 50 egybevasgo téglalapra,
amelyeknek a méretei 0,2 x 0,1. A skatulyaelv alapjan, legalabb harom pont esik legalabb
az egyik ilyen téglalapra. De egy téglalapba irt haromszég terilete nem haladhatja meg a
téglalap tertletének a felét, vagyis a konkrét példaban a 0,01 értéket. Ezzel befejeztik a
bizonyitast..

Az el6z6 feladatban a kovetkezd tulajdonsagot hasznaltuk fel egy sajatos esetben
(téglalpra):

Lemma. Ha egy haromszdg egy paralelogramma belsejében van, akkor a haromszdg
terlilete nem haladja meg a paralelogramma tertletének a felét.

Bizonyitds: Ha a haromszog egyik oldala a parallelogrammanak az egyik oldalan van, akkor
nem lehet hosszabb, mint az adott oldal. Ugyanakkor a haromsz6g magassaga sem lehet



nagyobb, mint a parallelogramma magassaga. Most az allitas nyilvanval6é. Ha a haromszog
oldala a parallelogramma egyik oldalaval parhuzamos, akkor, a kérdést egy kisebb
parallelogrammara vezethetjik vissza. Az az eset maradt csupan, amikor a haromszdg
egyik oldala sincs a parallelogrammanak egyik oldalan sem, és nem is parhuzamos vele.
Ebben az esetben olyan parhuzamosokat veszink, amelyek a parallelogramma oldalaival
parhuzamosak és athaladnak a haromszdg csucsain. Egyik ilyen parhuzamos a
haromszoget két olyan haromszdgre bontja, amelyeknek az egyik oldala mar parhuzamos a
parallelogramma oldalaval, és ugyanakkor maga a parallelogrammat magat is felbonthatjuk
két kisebb parallelogrammara, amikben kuilén, kildén igaz a mar belatott allitas.

28. Feladat A konvex 10 oldalu sokszodg egy 1 oldalu négyzetben van. lgazolja, hogy a 10
oldali sokszdg csucsai kdzt van harom olyan, amelyek egy olyan haromszéget alkotnak,
aminek a tertilete nem haladja meg a 0,08 értéket.

Megoldas: Jeldlie a 10 oldali sokszég csucsait A A,...A,. Mivel a konvex sokszdg a
négyzetben van, a kerllete nem haladhatja meg a négyzet kerlletét, azaz 4-et. Vegyik
rendre a sokszdg két-két szomszédos oldalanak Osszegét, azaz tekintsik a kdvetkezd 10
szamot: A A, + A A, A AL+ AA,, ..., AyA + AA,. Ezeknek a szdmoknak az dsszege a
sokszdg kerlletének a kétszeresével egyenld, tehat nem lehet tébb mint 8. A skatulya-elv
alapjan, legalabb az egyik ilyen szam nem lehet t6bb, mint 0,8. Legyen n az a szam, amire
A A, +A A, <08. Haszndljuk fel tovabba, hogy egy haromszég terllete nem lehet
nagyobb, mint két oldalanak a fél szorzata. Tulajdonképpen a haromszdég terllete az egyik
oldal és a magassag szorzatanak fele, de a magassag nem lehet hosszabb, mint a mellette
lévé oldalak barmelyike. Létezik tehat egy olyan n az 1 és 8 kdzdtt, amire az A A, A,.,

haromszdg terlilete nem nagyobb, mint %ab, ahol A A, =a ésA A,, =b. Masrészt az

(a+b)? _08x08

=0,08 és
8 8

a+b<08. Mivel (a+Db)*>4ab, kovetkezik, hogy %ab <

ezzel kész a bizonyitas.

29. Feladat Egy 4 x 4 —es tablat lefedunk 13 domindlappal, amelyeknek a mérete 1 x 2 és a
domindlapok barmelyik fele pontosan egy mezét fed le. Igazolja, hogy az egyik domindlap
levehet6 ugy, hogy a tabla minden mezéje lefedve maradjon.

Megoldas: Kétféleképpen fedhetjik le a 13 domindlappal a tablat. Ha egy domindlap ugy
helyezkedik el, hogy mind a két felét pontosan fedi egy masik domindlap, vagy két masik fél
domind, akkor ezt minden gond nélkiil eltavolithatjuk, és a tabla lefedve marad. A masodik
eset az, ha nincs egy olyan domindlap sem, amit lefed egy masik domindlap, vagy két masik
domindlap fele. Ebben az esetben 13 olyan fél- domindlap van, amit nem fed le egy masik
domindlap fele, és igy 13 olyan mezd van, amit csak egyetlen domindlap egyik fele fed le. A
fennmarado 3 mezét (4 x 4 — 13 = 3) 13 fennmarado féldomindlappal fediink. A skatulya-elv
ertelmében ezek koézil legalabb az egyiket 5 féldomindlap fedi le, azaz 5 domindlap jatszik
szerepet ennek a mezének a lefedésében. Azonban barmely mezé csak négy kiilonb6zé
helyzeti domindlappal fedhet6 le, a lefedésben a domindlapnak az alsé, vagy a fels6, vagy a
baloldali, vagy a jobboldali fele szerepel. igy legalabb két dominélap azonos helyzetben van,
tehat teljesen lefedi egymast, és igy az egyik eltavolithato.

30. Feladat A sikot egységnégyzetekre osztjuk, (azt szokas mondani, hogy egy egész halot
értelmezunk a sikon). Az egységnégyzetek csucsait csomoknak mondjuk. Bizonyitsuk be,
hogy barmely 5 csomd esetén létezik 2 olyan koéztik, amelyeket Osszekdtd szakasz
felez6pontja szintén egy csomo.

Megoldas: Tekintslk az 5 csomé koordinatait. Ezek mind egész szamok, amelyeknek a 2-vel
vald osztasi maradéka 0 vagy 1. Az 5 csomo esetén a maradékokra csak 4 lehetbség van:
(0,0), (0,1), (1,0) és (1,1). A skatulya-elv szerint legalabb két csomo, legyenek ezek az M =



(a,b) és N = (c,d) egybeesnek modulo 2, azaz az a és c, illetve a b és d egész szamoknak

+ +
ugyanaz a 2-vel valé osztasi maradéka. Kévetkezik, hogy az a > ¢ és b > d

egeész szamok.

Kovetkezésképpen (? b ; d ] az MN kdzéppontja egy csomo.

31. Feladat Adott két 2 egybevagd 16 oldalu szabalyos sokszog és mindegyiknek 7-7
csucsa ki van szinezve pirosra. Igazolja, hogy a két 16 oldalu soksz6g olyan médon hozhaté
fedésben, hogy az egyik sokszégnek legalabb 4 piros cslicsa a masik sokszdg négy piros
csucsaval esik egybe.

Megoldas: A 16 oldalu szabalyos sokszdogek 16 kilonboz6 forgatasnak megfeleléen 16
modon hozhatok fedésbe Ggy, hogy a csucsaik egybeesnek. Ha most minden ilyen forgatas
utan az egybees6 csucsok kozt legfeljebb 3 piros, akkor az ilyen csucs-parok szama
legfeljebb 16 x 3 = 48. Masrészt a lehetséges parok szama 7 x 7 = 49. Kovetkezik, hogy van
olyan forgatas, amikor az egybeesé piros csucs- parok szama legalabb 4.






