Széls6érték problémak elemi megoldasa
l. rész
Izoperimetrikus problémak

Tuzson Zoltan, Székelyudvarhely

Ebben a dolgozatban szélsGértékek szdmolasaval foglalkozunk, de csupdn csak elemi
maddszereket haszndlunk. Ez azt jelenti, hogy teljesen mell6zziik a matematikai analizis eszkozeit. Ez
egyes feladatok esetén nem is hasznalhatd, mas esetben inkdbb az elemi mddszerek szépségeire,
sokszinliségére és valtozatossagara fektetjiik a hangsulyt.

A szélsGérték fogalma gylijté fogalom, a legnagyobb (maximum) és a legkisebb (minimum)
értékek k6zos megnevezésére hasznaljak. Ezek értelmezése a kdvetkezd:

1. Ertelmezés: Az f:D c R— R flggvénynek M = f(a)globélis maximuma (egyszer(en

maximuma), ha f(x) <M minden xe D esetén.
2. Ertelmezés: Az f:Dc R— R flggvénynek m = f(b)globalis minimuma (egyszer(en
minimuma), ha f(x) = m minden x€ D esetén.

Amennyiben az egyenl6tlenségek a D halmaznak csak egy részhalmazan teljesiilnek, a szélsGértékek
csak lokali vagy helyi széls6értékek. Egy fliggvénynek lehet tobb lokalis minimuma vagy maximuma is,
és a lokalis maximum kisebb is lehet mint a lokalis minimum. A lokalis maximum koziil a legnagyobb a
flggvény globadlis maximuma, a lokalis minimumok koziil a legkisebb a fliggvény globalis minimuma.

A széls6érték problémak kozil egyik legrégibb problémak az dgynevezett izoperimetrikus
problémak. Az ,izoperimetrikus” sz6 az izo = alland6, periméter = keriilet sz60sszetételbdl ered. A
probléma a kovetkezd:

A sikbeli izoperimetrikus tétel:

a) Az adott keruletd sikalakzatok kozil a kor a legnagyobb teriiletd.

b) Az adott teriilet( sikalakzatok kozil a kor a legkisebb kerdletd.

Euklidész aki i.e. 300 korul élt, mar ismerte a téglalapok izoperimetrikus problémajanak a
megoldasat, amely valdszinlileg mar el6tte is ismert volt. Arkhimédesz (i.e. 287-212), ismerte az
izoperimetrikus tétel allitasat. l|d6szamitdsunk kezdete tajan a geometriai szélsGértékek
tanulmanyozasa mar meglehetdsen fejlett volt. Tudomasunk van arrél, hogy Zenodérosz, aki kb. i.e.
200 és i.sz. 90 kozott élt, irt egy ,lzoperimetrikus alakzatok” cim(i kényvet, ennek sajnos egyetlen
példanya sem maradt hatra, de az 6 eredményeit Ujra ismertette és bebizonyitotta az alexandriai
Papposz i.sz. 300 koriil.

A monda szerint az izoperimetrikus probléma eredete a kdvetkez6: Dido, Tyrosz kiralyanak
lanya volt. Nagybatyjahoz, Acerbdszhoz ment feleségiil, akit azonban mesés vagyona miatt hamarosan
meggyilkoltak. Dido ekkor Acerbdsz kincseivel egyitt Ciprusra menekiilt, majd innen tovabb hajézott
Afrika Szicilidhoz kozeli partjaira. EIment a vidék uralkoddjahoz és elmondta neki, hogy szeretne a
tengerpart mentén egy folddarabot vasarolni, de nem nagyobbat, mint amekkorat egy marhabdrrel
korul tud keriteni. Az uralkodd mosolyogva beleegyezett a szépséges kirdlyné kérésébe, sét
nagylelk(ien még meg is ajandékozta egy jokora marhabdérrel. Az okos Dido keskeny csikokra vagta azt
szét és a szeleteket Osszecsomdzva olyan hosszu kotélhez jutott, amelyikkel joval nagyobb
(tengerbenyuld) foldterlletet lehetett elkeriteni a tengerparton, mint amekkorat az uralkodd
elképzelt. gy alapitotta meg Karthagd virdgzé varosat, aminek késébb & lett a kiralyndje.

A kozépkorban szamos neves matematikus foglalkozott ezzel a témakdrrel. Néhany hires nevet
emlitve: Descartes (1596-1650), Jacob Bernoulli (1645-1705), Johann Bernoulli (1667-1748), Euler
(1707-1783), Lagrange (1736-1813), és masok Kétségtelenil Jacob Steiner (1796-1863) svajci
matematikus volt az, akinek a munkassdga a korabbi eredmények betet6zését jelentette, szintetizalta
a korabbi eredményeket, Uj otletekkel gazdagitotta e problémakort, de mindegyikik (akdrcsak
Zenoddrosz is), nyilvanvalénak tartotta és nem bizonyitotta azt, hogy létezik megoldasa ennek a
problémanak. (v.6. [3], 9. oldal). Dirichlet (1805-1859) vette észre el6szor az izoperimetrikus tétel
eddigi bizonyitdsdnak a hianyossagat, és csak 1870-ben, Weierstrass (1815-1892) kiiszobolte ki ezt,
ugyanis szigorian bebizonyitotta a kor nevezetes szélsGérték tulajdonsagat. Ezek utan szdmos mas

1



matematikus foglalkozott a probléma kilénb6z6 bizonyitasaval (v. 6. [3], 26. oldal), de mindmaig
egyetlen igazan elemi bizonyitds sem szlletett.

A sikbeli izoperimetrikus tétel bizonyitasanak a menete a kdvetkezd:

1) A Weierstrass—tétel segitségével belatjuk, hogy az adott k kerilet(i n oldali sokszogek kozott
|étezik maximalis teriletd, ha n rogzitett.

2) Belatjuk, hogy az azonos hosszusagu, n oldald, zart sokszégvonalak kozil a szabalyos sokszég
terllete a legnagyobb.

3) Belatjuk, hogy az adott k keriiletd, szabalyos sokszogek teriiletének van szuprémuma, midén
befutja N-et, a k keriletd kor terilete.

Mivel erre nincs elemi bizonyitas, a dolgozatunkban ezt nem is mutatjuk be, ellenben megjegyezziik,

hogy a bizonyitasnak szamos lancszeme elemi, és ezeket részben fellelhetjik a kdvetkez6 feladatok

bizonyitasaban.

1) A haromszoég izoperimetrikus tételei:
a) Adott kerileti haromszogek koziil az egyenlé oldalinak a legnagyobb a terilete.
b) Adott tertletl haromszogek kozill az egyenl6 oldalunak a legkisebb a kertlete.

. fos . . ) » . . a+b+c
Bizonyitas: Jel6lje a, b, c az ABC haromszdg megfelelS oldalainak a hosszat, és legyen p=——— a

2
haromszog félkerilete, és T a teriilete. Ekkor Heron képlete szerint T = \/p(p —a)(p—-b)(p—-c).

xtytzo

De a szdmtani és mértani kozepeknek az xyz egyenl6tlensége alapjan felirhatd, hogy

(p—a)+(p—b)+(p—c)
3

T* = p(p—a)(p—b)(p—C)Sp( J :% vagyis 33T < p* (¥)

Mivel a (*) egyenlGtlenségben az egyenl&ség a=b=c esetben all fenn, ezért a két tétel allitasa

3
nyilvanvalo, s6t mi tobb, az a) esetben ha p dllando, akkor 7, = p2 —, a b) esetben pedigha T

allando, akkor p, .- V33T

2) A négysz6g izoperimetrikus tételei:
a) Adott kerilet(i négyszogek koziil a négyzetnek a legnagyobb a teriilete.
b) Adott teriletli négyszogek koziil a négyzetnek a legkisebb a kerilete.
Bizonyitas: Jeldlje a, b, ¢, d az ABCD négyszog megfelel§ oldalainak a hosszat, és legyen

atb+c+d . ) N G .
p =————— a négyszog félkerlilete, és T a terlilete. A négyszogek esetében is fennall a Heron

2

B+D
képlethez hasonlo dsszefliggés: T = \/(p —a)(p—b)(p—c)p—d)—abcd - cos 5

X+y+z+t

De a szamtani és mértani kozepeknek az > ¥ xyzt egyenl6tlensége alapjan felirhato,

<p—a>+<p—b>+<p—c>+<p—d>j“_(3_pj“ ()
4 4

hogy T°<(p-a)(p-b)p—c)(p—d)< (

+D

B
Egyenléség akkor all fenn, ha el8szor is cos’ =0 B+ D=180° vagyis a négyszog

korbeirhato, tovabba még a= b= c= d is kell teljesiljon. Ezért a (**) egyenl6tlenség alapjan a két allitas



2
3
bizonyitdsa nyilvanvald, sét mi tébb, az a) esetben ha p allandd, akkor T :(ij , a b) esetben

T
5

Tanulsagos kiilon megvizsgalni a kdvetkezd sajatos esetet:

pedig ha T allandd, akkor p . =

3) A téglalap izoperimetrikus tételei:
a) Adott kerilet( téglalapok koziil a négyzetnek a legnagyobb a teriilete.
b) Adott tertletl téglalapok kozil a négyzetnek a legkisebb a kerilete.
Bizonyitas: Jeloljik, x, y-nak a téglalap méreteit, T-vel a teriiletét, K-val a keriiletét. Tehat T=xy és

X+
K=2(x+y). Az

2
K ,
Y 2 ./xy kozéparanyos egyenl6tlenség alapjan azonnal adddik, hogy T < (Zj . Es
mivel az egyenlGség csak x=y esetben all fenn, ezzel belattuk az allitasainkat.

4) Keressik meg egy adott R sugaru kor koré irt egyenld szaru trapéz keriletének a minimumat!
Megoldas: A mellékelt dbra szerint jel6lje x illetve y a csucsok

. ‘s e . , s X X
tdvolsagat az érintési pontoktdl. Meghuzva a trapéz két

magassagat, Pitagorasz tétele alapjan (2R)* = (x+y)’ —(x—y)* IR

ahonnan xy = R*. Ezzel a feltétellel meg kell dllapitanunk a

+
p=4(x+y) trapézkeriilet legkisebb értékét. Mivel al > Y >.\/xy, y Y

ezért % >JR’ & p 28R ésegyenlGségaz x=y= R\/E Y Y

esetben all fenn, amikor is a trapéz négyzetté alakul, és ekkor p . = 8Rx/§ .

5) Mekkora a minimalis kertlet(i rombusz oldala, ha a beirhatd kér sugara R?
Megoldas: A mellékelt dbra szerint jelolje x illetve y a cstcsok
tavolsagat az érintési pontoktdl. Mivel a rombusz atléi merélegesek

egymasra, ezért a magassagtétel értelmében R=./xy & xy = R*.

Ezzel a feltétellel meg kell allapitanunk a p=4(x+y) rombuszkerilet

+
legkisebb értékét. Mivel xzy > [xy , ezért gzx/Rz o p>8Reés Y

egyenlfségaz x=y= R\/E esetben 3ll fenn, amikor is a rombusz

négyzetté alakul, és ekkor p_. = 8R2.

6) Hatdrozzuk meg az R sugaru koérbe irt téglalapok kozil azt, amelyiknek a legnagyobb a
terilete!
Megoldas: A téglalap oldalait jeldljik x illetve y-nal. Felirhatd, hogy

x4+ y2 = 4R . Tovabbd ha T a téglalap teriilete, akkor 7 = xy . Képezziik
a kévetkez6 fuggvényt: f(x,y)=xy* =x*(4R—x*) =—x*+4R*x* . 2R

Ekkor az x” =1 jeloléssel, az f(t) =—t> +4R*t fuggvény minimumat kell

b
meghatarozni, amita ¢ = —2— =4R? esetben vesz fel, ahonnan x = Rﬁ
a

ésigy y= R\/E ami azt jelenti, hogy a téglalap akkor veszi fel a legnagyobb teriletet, amikor éppen
négyzet.



7) Hatdrozzuk meg, hogy adott négyzetbe irt négyzetek kozil melyiknek minimdlis a
terilete!

Megoldas: Legyen az eredeti négyzet oldala a. A mellékelt dbra ax X
jeloléseit hasznalva felirhatjuk, hogy a beirt négyzet oldalhossza

a-X
egyenlé \/x2 +(a—x) = \/2x2 —2ax+a’ , ezért a beirt négyzet

. 2 2 . o . 7 o .
terilete T =2x" —2ax+ a” aminek minimuma van, és ezt a minimumot

a o -
X= —2— = — esetben veszi fol, vagyis akkor, amikor a beirt négyzet X &x
a

csucsai éppen oldalfelezé pontok.

8) Hatdrozzuk meg az adott szabdlyos haromszogbe irt téglalapok kozil azt, amelynek a
legnagyobb a teriilete!
Megoldas: A szabalyos haromszog oldalhossza legyen a, tovabba X X a
téglalap méretei pedig x és y. A mellékelt dbra jel6léseit

haszndlva szamitsuk ki a téglalap y méret( oldalhosszat:
2
a—x 3 : :
y=,[(a—x) - =(a—x)£.TehétatégIaIap o v y Wl
2 2
3 3 a3 -
terilete T=—X(a—x)=—£x2+—x. Ennek a a4 x X 2
2 2 2 2 2
b a av'3
masodfoku kifejezésnek maximuma van, és ezt x = —2— = — esetben veszi fol, amikoris y = T\/_
a

vagyis a téglalap vizszintes oldal a kbzépvonal, a fliggéleges oldala a szabalyos haromszog
magassaganak a felével egyenlé.

9) Az R sugaru negyedkdrbe téglalapot irunk ugy, hogy egyik csucs a negyedkor
kozéppontjaban, masik csticsa a negyedkoron legyen. Mikor a legnagyobb ennek a terilete?
Megoldas: A mellékelt dbra jeloléseit hasznalva felirjuk a téglalap

teriiletét: T = (R—x)(R — y) és ugyanakkor (R—x)*>+(R—y)* =R”? ¥
a’+b’ R
Az 5 > ab egyenlGtlenség alapjagn a=R—x, b=R—y R-y
) R-x X

valasztassal 7 >T adddik, egyenl6ség a= b vagyis x=y esetben all fenn

amikoris R—x=R—-y= vagyis a téglalap tulajdonképpen négyzet.
10) Adva van egy haromszog a alapja és k keriilete. Mikor maximalis a terilet?

‘ . . . k +b+
1. Megoldas: A Héron képlete szerint, ha p ZE :a—zc a haromszog félkerilete, akkor

T= \/p(p —a)(p—b)(p—c) .Ebbdl dllandb az a ésa p—a ezértirjuk a teriletet igy:

T =\/p(p—a) -\/(p—b)(p—c) . Most alkalmazzuk a\/g <

xX+y

egyenlGtlenségetaz x=p—>b



—_ + j—
és y = p —c vdlasztassal. Ekkor /(p—b)(p—c) < % = % = dllando . Tehdt

a
T<\p(p—a) E =dllando . Egyenl&ség akkor all fenn, ha x=y, vagyis b= c, vagyis a haromszog

egyenld szaru.

2. Megoldas: Rajzoljunk olyan ellipszist, amelynek a fékuszpontjai az
adott alappal egyenl6 tavolsagra vannak egymastdl, tovabba a
nagytengelye a haromszog keriletének és alapjanak a kiilonbsége.
Ezen az ellipszisen helyezkedik el a haromsz6g harmadik csucsa, és a
legnagyobb magassag nyilvan valdan az ellipszis tetd- illetve
mélypontjahoz tartozik, tehat a legnagyobb teriletl az a haromszog,
amely egyenl szaru.

11) Bizonyitsuk be, hogy az egyenld keriilet(i szabalyos sokszégek koziil annak nagyobb a
terilete, amelyiknek t6bb oldala van!
Megoldas: Legyen O a szabalyos sokszog kozéppontja, k a kerlilete, ke
és rajzoljuk meg az egyik oldaldhoz tartozé OAB egyenl6 szaru <
haromszoget, amelynek a magassaga legyen m, a kozéppontnal levé

=

csucsszog fele pedig — . Igy a szabalyos sokszog terlilete
n

k 4
k k on kK 4
I,=n—m=— 2n _% _n . Legyen most a két egyenlé
2n 2. 7T Az
18— 18—
n n
keriletd, de kilénbdz6 n, illetve n,oldalszamu szabélyos sokszog. Ezek terllete akkor
i z
k2 ni_ . kz n»: Ald4
I =—- illetve T, = —-———. Azt kell megmutatnunk, hogy ha példaul n, > n,, akkor
4r 4 4r
18— 18
n 1,

. T T, T
T, > T, . Mindenek el6tt szogezziik le, hogy n, 23 ,tehdt @, =—<— és O< o, =— < ,.

n, 3 n,
(04 (0% e, tea
Nyilvan elegend§ bizonyitani, hogy —— > —2— & % 8% a7 utobbi egyenl6tlenség helyes
1ga, g, o  a,

V4
voltat belathatjuk, ha megrajzoljuk a tgx fliggvény grafikus képét a {O,—} intervallumon, ahol a

fliggvény gorbe alulrél domboru (konvex), igy az O-t a (¢,1g¢Y,) ponttal 6sszekot6 hur alatta lesz az

O-ta (&,,tga,) ponttal 6sszekotd hdrnak, vagyis az elsé hir egyenesének az iranytangense kisebb

g, g s
18 8% kel igazoltuk az &llitasunkat.

al aZ
Eredményiil az is kdvetkezik, hogy az adott keriilet(, kilénb6z6 oldalszamu szabdlyos sokszogek
kozott nincsen maximalis tertlet(.

mint a masodik egyenes irdnytangense, vagyis

Ezzel befejezzik az izoperimetrikus tipusu szélsGértékek vizsgalatat és megjegyezziik, hogy a
dolgozatunk kovetkez6 részében geometriai jellegl problémak szélsGértékeivel foglalkozunk.
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Geometriai széls6értékek
Tuzson Zoltan, Székelyudvarhely

Ebben a részben geometriai problémak szélséértékeinek a megallapitasaval foglalkozunk, a
sikgeometriai vizsgalatokat részesitve elénybe. Ezuttal is csak elemi mddszerekkel bizonyitunk,
mellGzve a fels6bb matematikai fogalmakat, ismereteket, szamolasokat.

1. példa: Az ABCD konvex négyszog belsejében keressiik meg azt a P pontot, amelyre a

PA+PB+PC+PD Gsszeg minimalis.
Megoldas: Igazolni fogjuk, hogy a széban forgd P pont éppen az
AC és BD atlok metszéspontja lesz. Feltételezzik az ellenkezéjét
vagyis, hogy az atlok metszéspontjan kivil Iétezik olyan P’ pont
amelyre P’A+P’B+P’C+P’D < PA+PB+PC+PD. A haromszog
egyenlGtlensége alapjan felirhatd, hogy
P’A+ P’C> AC = PA+ PC és P’B+ P’D> BD= PB+ PD és ezek
Osszegzésébdl adadik, hogy P’A+P’B+P’C+P’D> >PA+PB+PC+PD
és ez ellentmondas.

2. példa: Adott kérlemeznek egy tetszés szerinti pontjaban rajzoljuk meg a legnagyobb és a
legkisebb hurt!

Megoldas: Legyen P a kérlemez egy adott pontja. Nyilvan vald, hogy ezen at
huzott leghosszabb hur éppen az 4tméré lesz, legyen ez A;B1 . Legyen most 4

A;B; egy masik har, amelyik athalad a P ponton. A pontnak a korre
vonatkoz6 hatvénya szerint ellenben A P-PB, = A,P- PB, =dllando . '
De a szamtani és mértani kozepek egyenlGtlensége alapjan felirhaté, hogy

A,B, =A,P+PB, 2/A,P-PB, =dllando, egyenl&ség akkor all fenn, ha
A,P = PB, de ez csak akkor igaz, ha az A, B, hur mer6leges az A B, hurra.
3. példa: Azon haromszogek koziil, amelyek egyik szége &, a vele szemkdzti oldala a,
szerkesszik meg a legnagyobb keriilet(it! A
Megoldas: Tehat a széban forgd ABC haromszog A szége ¢ nagysagu, €s
BC oldala a nagysdgu, adott szakasz. Ezek szerint az A pont egy olyan
koron véltozik, amelyben a BC egy hiur, és az A cstics a korén van, o

nagysagu kertileti szog. A szinusz tétel alapjan " U &
a b c a

- =——=— = 2R . Mivel ——allandé, ezért az R is allandé.
sind sinB sinC sin &

Tovébba b =2Rsin B, ¢ =2Rsin C ahonnan kapjuk, hogy

B1

o

b+c:2R(sinB+sinC)=4RsinB;CCOSB;C =4Rcosa-cosB_C <4Rcosa =dllando
B-C B-C

Egyenl8&ség csak akkor 3ll fenn, ha cos 5 =le 5 =0 < B =C vagyis az ABC haromszog

egyenld szaru.
4. példa: Egy téglalap oldalai 12cm illetve 9cm hosszuak. Bizonyitsuk be, hogy a téglalapba
irhato négyszogek kerilete legalabb 30cm!
Megoldas: A téglalapba egy tetsz6leges MNPQ négyszoget irunk. Vegylk észre, hogy ez egyre kisebb
méretl, ahogy két oldala a négyzet egyik atléja felé kdzeledik. Ezen kozeledéskor (lasd az dbrat) az
MNPQ négyszog két oldala a 0 felé kozeledik, masik kettd pedig a téglalap atldja felé tart. Végsé



allapotban megkapjuk a degeneralt négyszoget, amelyiknek D p

két oldala az MQ és NP éppen 0-val egyenld, az MN és PQ P ¢
oldalai pedig a téglalap atléjaval, ami éppen 15 cm. Ezek N
szerint a minimalis kerilet 2x15=30 cm. f{,

A téglalapba egy tetsz6leges MNPQ négyszoget irunk. Vegyuk Q | » .
észre, hogy ez egyre kisebb méretd, ahogy két oldala a " X B
négyzet egyik atldja felé kozeledik. Ezen kdzeledéskor (lasd az M 12

abrat) az MNPQ négyszog két oldala a O felé kozeledik, masik kett6 pedig a téglalap atldja felé tart.
Végs6 allapotban megkapjuk a degeneralt négyszoget, amelyiknek két oldala az MQ és NP éppen 0-
val egyenld, az MN és PQ oldalai pedig a téglalap atldjaval, ami éppen 15 cm. Ezek szerint a minimalis
kerilet 2x15=30 cm.

5. példa: Egy 30 cm oldali négyzet négy sarkabdl vagjunk le négy
egybevagd négyzetet lgy, hogy a lap négy szélének a felhajtasaval a
lehetd legnagyobb térfogatu dobozt kapjunk! Adjuk meg ennek a

térfogatat!
Megoldas: Jeloljik x-el a » *
levdgando kis négyzet P — o
oldalanak a hosszat. A ’_f = ?
doboz méretei a mellékelt & P 2| g

30 — 2z 30 — 22
4bran lathatok. Ennek a 30 —2a 2

térfogata V = (30— 2x)*x ahol O< x< 15. Ekkor felirhaté, hogy 4V = (30 —2x)- (30 —2x)-4x, és

. o a+b+c . . g
mivel 30—-2x+30—-2x+4x =60=dllando , ezért az 5 >/ abc egyenlStlenség alapjan

4V = %/(30— 2x)-(30—2x)-4x < ? =20.1gyhat V., =20-20-5=2000 és egyenl8ség csak

30-2x=4x < x =15 esetben éll fenn.
6. példa: Adott egy e egyenes és egyik az egyik oldaldn két kilonb6z8 pont, A és B. Szerkessziik
meg az e egyenesen azt a P pontot, mely esetén az APB torott vonal hossza minimalis. (Héron

problémadja, vagy tiikrozési elv)

Megoldas: Bebizonyitsuk, hogy azon P pontra minimalis az 6sszeg, amelyre ¢PA = ¢PB

v e

A B pontot tiikrozve az e egyenesre, a B' pontot kapjuk, amire igaz, hogy AP+ PB= AP+ PB’, igy az
AP+ PB’ minimuma pedig ugy all el6, hogy P rajta van AB'-n amikor is P1 = P, = P, . Masfeldl, ha N az
e egyenesnek a P ponttdl kiilénb6z6 pontja, akkor megmutatjuk, hogy NA+NB> PA+PB. valéban, mivel
NA= NA’ és AP=AP’, a fenti relacié A’N+NB>A’B-vel egyenértékd, ez pedig a haromszog egyenlStlensége
alapjan igaz. e

7. példa: Bizonyitsuk be, hogy az egyenlé alapu, és egyenld teriletd
haromszogek kozil az egyenld szarinak a legkisebb a kerilete.
Megoldas: Legyen az A és B pont a két rogzitett pont. Mivel az ABC
haromszog terilete allando, ezért a C cslcs egy olyan e egyenesen mozog,
amelyik parhuzamos az AB egyenessel. Ha a CA+CB 6sszeg minimalis, akkor



—

a tikrozési elv szerint ACe = BCe , ez pedig csak CA=CB esetben lehet igaz.

8. példa: Legalabb mekkora annak a trapéznak a keriilete, amelynek alapjai 10 cm és 20 cm

hosszUak, magassdga pedig 12 cm?

Megoldas: A mellékelt dbra jel6léseit és szdmadatait 10 C
haszndlva, a trapéz keriilete helyett elegend6 megkeresni a
DA + CB szakaszosszeg legkisebb értékét. Ebbdl a célbdl
csusztassuk el parhuzamosan a trapéz DA szarat a CC’ 12
helyzetbe. Ekkor tehat a BCC’ toréttvonal minimumat kell
megallapitani. vegylk észre, hogy ezuttal is alkalmazhaté a
tiikrozési elv, miszerint a BC+CC’ 6sszeg akkor lesz minimalis, A C'
ha CB= CC'. Ekkor kiszamolva Pitagorasz tétellel a trapéz szarat 20
azt kapjuk, hogy BC=AD= 13 cm. igy hat a trapéz legkisebb trapézkeriilet 56 cmxcm.

9. példa: Hatdrozzuk meg az f:R—>R, f(x)= \/x2 —8x+41 +\/x2 —2x+37 fuggvény
minimum helyét!
Megoldas:A fliiggvény igy is felirhaté: f(x)= \/(x —4)*+5° + \/(x— 1)> +6° . Tekintsiik a
kovetkezd pontokat: M(x,0); A(4,-5); B(1,-6). Vegytik észre, hogy f(x)=MA+ MB , ahol M(x,0) az
Ox tengely egy valtozd pontja. Tehat ennek az 6sszegnek a minimumat kell meghatarozni. A tikrozési

elv szerint ez az 8sszeg akkor minimalis, ha MA=MB, vagyis \/x2 —8x+41= \/)c2 —2x+37 ahonnan

2
X ZE adaddik, ami éppen a keresett minimumhely.

10. példa: Mennyiaz f(x)= \/2)62 —8x+16+ \/2x2 +6x+9 fuggvény minimua, ha xe R.
Megoldas: Az adott fliggvény még igy is felirhato: y

2 2 2 2 . .
f(x):\/x +(x—4) +\/x +(x+3)" .Eznem mas, mint az P.04) % € 5
y = x egyenletli egyenesen elhelyezked6 P(x,x) pontnaka -
tdvolsdgainak az 6sszege a F,(0,4) és P,(0,-3) pontoktdl 1 ?
vagyis f(x)= |PP1| +|PP2| . Minimizalni ezt az értéket azt ’

jelenti, hogy megkeresni az y=x egyenesen a P pontnak azon 14
helyzetét, amelyre a |PPI|+|PPZ| Osszeg a lehetd leg kisebb. 1

Beldthatd, hogy ez akkor a leg kisebb, ha P éppen egybeesik az 4 P2(0:-3)
O origoval, tehdt f(x) = f(0)=4+3=7

11. példa: Két, egymdsra merGleges Uton a keresztez6dés

felé egyenletes sebességgel halad két kerékparos. Egyszerre o

indultak, az egyik 30 km/h sebességgel 20 km tavolsagbdl, a

masik 40 km/h sebességgel 10 km tavolsagbdl. Mikor és hol

lesznek egymashoz a legkdzelebb? .

30x

Megoldas: Legyen a keresett idé 6raban mérve x. Ekkor az egyik
uton haladé kerékparos 30x km-t tett meg, mig a masik
kerékpdros éltal megtett 4t hossza 40x km lesz. A két 20 - 30x 01(2, s
kerékparos aktudlis tavolsagat Pitagorasz tételének 8 izt
alkalmazasaval szamolhatjuk: d(x) = \/(20—3>x)2 +(10-40x)* .
2Y 2

Legyen d*(x) = f(x)=2500| x—=| +100. A fuggvénynek x == —_—

gy (x) = f(x) ( Sj ggvény 5 Tl

nél lesz minimuma, az az a két kerékparos g Ora = 24 perc mulva lesz a legkdzelebb egymashoz.

3



Ez a minimalis tavolsag +100 =10 km lesz. Ekkor a 40 km/h sebességgel haladd

kerékparos mar athaladt a keresztez6désen.

12. példa: Adott az ABC hiaromszog €s sikjaban az e egyenes. Keressiik az e egyenes azon

P pontjat, amelyre PA® + PB* + PC’ minimélis! A

Megoldas: Helyezziik az dbrat koordinata rendszerbe!
Specidlisan az e egyenes legyen az x tengely! A keresett P &)
koordindtdi: P(x;0). Irjuk fel koordinitdkkal a széban forgd
tdvolsdgok négyzetosszegét: f(x)= PA* + PB* + PC* =
=(x—x1)2+y12+(x—x2)2+y22+(x—x3)2+y32: B (x2y2)

=3x7 20X, + X, + X)X+ X + X +x; +y. +ys +y: . Azf

o) 4

fliggvénynek minimuma van, és ezt a minimumot az

X +x,+x At 4 PR
x =—1—2—3 ¢értékre veszi fel, melybdl lathat6, hogy a keresett P pont nem mds, mint az

ABC haromszdog S silypontjdnak az e-re bocsatott merdleges vetiilete.

13. példa: Keressiik megaz E = \/x2 +(4-y)’ +\/y2 +(3—x)* kifejezés szélséértékeit, ha
xe[0,3], ye [0,4]!

Megoldas: Tekintsik a 3 és 4 oldalhosszu téglalapot. Annak oldalain vegyik fel az x és 3-x valamint y
és 4-y tavolsagokat, amint a mellékelt dbra mutatja. Ekkor lassuk be, hogy

JE+(@ =) 4y +(B=x)> =AB+BC2 AC = /(x+3—x)* +(y—4—y)’ =v3* +4° =5
hiszen az ABC torottvonal mindig hosszabb vagy egyenl6 az AC szakasszal.

c C

p 3

A B
4y Y A 4

X

Masfel6l figyeljik meg, hogy az ABC torottvonal akkor lesz a leghosszabb, ha a B csucs lekeril a

téglalap jobb alsé sarkaba (lasd a masodik abrat). Ezért \/x2 +(4- y)2 +\/y2 +(3-x)<4+3=7.
. . . . . A. B.C
14. példa: Ha A, B, C egy haromszog szogei, akkor mennyi a E = sin —sin —sin — szorzat
maximuma?

L . . . . . A. B .C
Megoldas: Osszeggé alakitva az elsé szorzatot rendre felirhatd, hogy: E =sin—sin—sin— =

1 A-B A+B). C 1 . CY. C
—Cos sm; SE l—smz smE . Tovabba a szamtani és mértani kozepek

. C . CY
1—sm5+sm—

. , - ) ) 2 1 , 1, s
egyenl6tlensége alapjan | 1—sin— [sin—< =—,tehat E < — ésegyenlGség
2 2 2 4 8

csakaz A=B=C =§ esetben all fenn.



15. példa: Melyik hegyesszogli ABC hdromszogre a legkisebb az F =1gA-tgB -tgC szorzat
értéke?
Megoldas: A szamtani és mértani kdzepek egyenlStlensége alapjan felirhatd, hogy

tgA+1gB +1gC
& g3 £- > JJtgA-tgB-tgC ,de tgA+1gB+1gC =1tgA-tgB-tgC , ezért azonnal kapjuk,

hogy 1gA-tgB-1gC = 3\/§ ,egyenléség A=B=C =§esetben all fenn.

16. példa: Adott kor koré irhaté haromszogek kozil melyiknek a legkisebb a teriilete?
Megoldas: Az altalanossag csorbitasa nélkil feltételezhetd, hogy
az adott kor sugara egységnyi. Ekkor, a mellékelt dbra jeloléseivel
felirhato, hogy: AB =tgA+1tgB, BC =tgB+1gC,

CA =1gC +1gA . Ekkor az ABC haromszog teriilete egyenl6:

1
T =E(tgA+th+th+th+th+tgA) =1gA+1gB+1gC =

=1gA-1gB-tgC és mar lattuk, hogy 1gA-1gB -tgC 2 3\/§ .
T
Egyenléségaz A=B=C= g esetben, vagyis egyenld oldalu haromszogben all fenn.

17. példa: AT terilet( altalanos ABC haromszégbe egy A B,C, haromszoget irunk. Mennyi

ennek a haromszog teriletnek a maximuma?
Megoldas: A mellékelt dbra jeldléseit hasznalva igazoljuk, hogy A
ha BA1=p- A:C, CB1=q - B1A, CC’=r- C’A, akkor igaz, hogy

1+ pgr
1+ p)A+g)d+r)
T(ABC,)= T-T,-T,-T, (*) ahol T=T=ABC). Tovabb3a
AC/AB;simnA r 1 AC-AB-simA_r 1
2 Cl+rl+g 2 147 l+g

1 1
.Teljesen hasonléan kapjuk, hogy 7, ZILI—T, T, ZILI—T. Ezeket behelyettesitve az (1)
+pl+r +ql+p

Osszefliggésbe, a muiveletek elvégzése utan éppen a jelzett 6sszefliggés adadik.

1+ pgr 1+ pgr 1 .
Del+p=22p, 1+g=2q, 1+r22\/; , ezért Pq < TPAT 7 hiszen
p22p. 1+422q T+ U+ 8ypgr 4

T(ABC)= T(ABC). Valdban, felirhatd, hogy

T1:

2
(1—\/pqr) >1,igy hat T(ABC,) siT(ABC). Egyenlség p= g=r= 1 esetben all fenn, amikor az

A, B, C,pontok éppen oldalfelezd pontok.

18. példa: Az ABCD konvex négyszog AB, BC, CD, DA oldalain felvessziik rendre az A;, By, C3, D1

, AA, BB DD, , .. .. . s
pontokat ugy, hogy —-=—2>~ _C¢ _Db _ k >0.Ha az ABCD négyszog teriilete allando, és
AB BC CD DA

az A B,C,D, négyszog terillete T, hatdrozzuk meg a T legkisebb értékét!

ko1 ko1
Megoldas: T = ——— T(DAC), T, =—— —_T(BAC) i
8 e ke L PACL T = TBAC) ey

T+T, = LZT(ABCD) . Teljesen hasonléan T, +T, = LZT(ABCD)
To(k+1) (k+1)

2
Tovabba T =T(ABCD)— (T, +T, + T, +T,) = K+l -T(ABCD) és

k*+2k +



k*+1 1
PR, _1 25 & (k —1)2 > 0. Egyenl6ség k=1 esetben all fenn, amikor is A;, By, C1, D1 oldalfelezd
+2k +

pontok, és A B,C,D, paralelogramma.

A kovetkez6 részben kiilonb6z6 elemi fliggvények szélsGértékét fogjuk meghatarozni elemi
maodszerekkel.



Széls6érték problémak elemi megoldasa
II. rész

77 7

Fiiggvények szélsGértéke
Tuzson Zoltan, Székelyudvarhely

Ebben a részben egy, vagy tobbvaltozds elemi fliggvény szélsGértékeit hatarozzuk meg, elemi
madszerekkel. A tovabbiakban a mddszerek valtozatossagara szeretnénk figyelmet forditani.

2

x +2
1. példa: Hatarozzuk megaz f(x) :ﬁ fluggvény minimumat, ha xe R.
x +1

2
+1+1 1 1
Megoldas: Felirhato, hogy f(x)= T Jxi+1+ >2 mert a+— =2 minden
VXt +1 VXt +1 a

a >0 esetén, és egyenléség Vx° +1=1< x =0 esetben &ll fenn.

4
2. példa: Hatérozzukmegaz f: R, — R, f(x)=— +x fluggvény legkisebb értékeét!
by

b+c

. .ooa+ . s s
Megoldas: Mivel T >3/abc minden a >0, b >0, ¢ > 0esetén, és egyenldség csak az

a =b = cesetben all fenn, ezért az a = —.b=c= 5 valasztassal f(x) =1 adddik, és egyenlGség

4
a —2:£<:> x° =8 & x =2 esetben all fenn.
X 2
3x” +18x+23
3. példa: Hatdrozzuk meg az f(x) :xz—x flggvény maximumat, ha x€ R.
x“+6x+10
3(x* +6x+10)-7 7
Megoldas: felirhato, hogy f(x) = (x > al ) =3——————— és ez akkor minimdlis, ha
x“+6x+10 x“+6x+10
7
——————— maximalis, és ez akkor igaz, ha x* 4+ 6x+10 minimalis, de ez akkor igaz, ha
x“+6x+10

x=—i2—3,|’gyhét f(x)= f(-3)=—4.
2a

X2 37+ 2x7 +2x+2

4. példa: Hatdrozzuk meg az f(x) = 5
x +x+1

fliggvény minimumat, ha

xXe R!
(P +x+D) +x7+x+1

1
> =x2+x+1+2—22,és
x +x+1 x +x+1

egyenlGség csak az x> + x+1=1, vagyis xe {O,—l} esetben all fenn.

Megoldas: Felirhato, hogy f(x)=

2
X +x+1
5. példa: Hatdrozzuk meg az f(x) = 2—1 flggvény szélsGértékeit, ha xe R.
x*+



2
X +x+1
Megoldas: Legyen 2—1 =y, ahonnan (y —Dx*—x+ y—1=0 valds x esetén teljesul, ezért
X+

A >0, amialapjan 4y> —8y+3 <0 vagyis ye {1,3}

22
2
6. példa: Hatarozzuk megaz f: [0,5] —-R, f(x)= w fuggvény szélsGértékeit!
X —5x—
2(x* =5x—6)+x+1 +1 .
Megoldas: Felirhatd, hogy f(x)= (x 25x 6)+x = al =2+ . Es mivel az
x"—5x—-6 (x=6)(x+1) x—6
e, g 11
x— 5 fuggvény szigortan csokkend, ezért 1= f(5) < f(x) < f(0)= 5
x—

x+1
7. példa: Hatarozzuk megaz f :[O, 1] —-R, f(x)= Z il fuggvény szélsGértékeit!
X +x+

Megoldas: Vizsgaljuk meg a figgvény monotonitdsat. Legyen a > 8 > 0. Ekkor felirhato, hogy

o'+ ) - (1+a) _ (a’ - p*)+af(a-p)
a’+a+)) (B +B+1D) (F +a+ D) (S +[+1)

>0 ami azt jelenti, hogy az f

fB)-fle= (
fuggvény szigoruan csokkend, ezért % =f()< f(x)<f(0)=1

2
—-2x+2
8. példa: Hatarozzuk megaz f : R\{l} —->R, f(x)= % fuggvény szélsGértékeit!
x—

1 1 1
Megoldas: Vegylik észre, hogy f(x)= 5(x—1+—j ésaz a+—=2 minden a >0 esetén
a

2 2
X

alapjan, ha x> 1, akkor f(x) =>1. Ellenben, ha x< 1, akkor mivel f(x)= —1 és
pj f(x) f(x) D) D)

2

2(x-1
hogy az m= 1 a fliggvénynek csak lokalis minimuma, Ugyszintén az M= -1 is csak lokalis maximuma.

szigoruan csokkend, ezért

—1< -1 és egyenl8ség csak x= 0 esetben all fenn. Vegyiik észre,

9. példa: Hatdrozzuk meg az f(x) =+ x—3++7—x kifejezés legkisebb és legnagyobb
értékét, ha xe R!

2 2
fa +b a+b
Megoldas: Mivel > 2 5 és egyenl8ség csak az a = b esetben all fenn, ezért az

X=3+T-x Vx=3+7-x
2 B 2
Vx=3++7—-x< 2\/5, egyenl@ség akkor all fenn, ha x—3 =7 —x, vagyis x=5.

a=~x—3 és b=+/7—x valasztassal felirhato, hogy: \/ , vagyis

MasfelSl f2(x)=4+2Jx—3-v7—x >4, és egyenléség akkor all fenn, ha x=3 vagy x=7.



10. példa: Hatarozzuk meg az f(x)=35sin x+12cos x kifejezés legkisebb és legnagyobb

értékét, ha xe R!

Megoldas: Ismert a Cauchy-Buniakovsky-Schwarz féle egyenlStlenség sajatos esete, miszerint:
(aA+bB)2 <(a’+b*)(A* +B*).Hamost a =sinx, b=cosx, A=5, B=12, akkor
fA(x)< (52 +122)(sin2 x+cos’ x) =13%, ahonnan |f(x)| <13, ezért —13< f(x)<13.
11. példa: Adjuk meg az f(x) =sin® x+cos® x fuggvény szélsGértékeit, ha xe R !
Megoldas: Végezziik el az alabbi atalakitasokat: f(x)=(sin* x+cos* x)* —2sin* xcos® x.

Ellenben 1= (sin® x+cos”® x)* =sin* x+cos* x+2sin” xcos’ x, igy felirhatd, hogy

. . 1. .
f(x)=(1-2sin”* xcos® x)* —2sin* xcos* x = gsm4 2x—sin” 2x+1. Vezessiik most be a

. . 1 1
sin” 2x = a valtozdcserét. igy a gla)= gaz —a+l= g(a —4)? —1 fuggvény szélséértékeit kell
meghatédroznunk, ahol 0 < a <1 . De mivel az a véltozd nem veheti fol az 4 értéket, ezérta g
1
fliggvény esetén nem irhaté fel, hogy g(a —4)* —1>—1 hanem arra kévetkeztethetiink, hogy a g

fuggvény parabolajinak a cstcsa a V(4,—1) pontban van, és mivel a <1 , ezért a<4 , vagyis a

parabolanak csak a baloldali leszallé agarél van sz6, ahol a g fliggvény monoton csékkené a [0,1]

1
intervallumon, ezért g =g(1)<g(a) < g(0)=1 és ezek adjak egyben az f fliggvény szélsGértékeit is.

12. példa: Hatdrozzuk meg az f : [O, 1] — R, f(x)=2"3""+3"2"" fiiggvény szélséértékeit!

2 2
/a +b” _a+b
Megoldas: Mivel 5 > > és egyenl8ség csak az a =b esetben &ll fenn, ezért

x~l-x xAyl—x
f(zx) = 23 ;3 2 > /27373 = \/g vagyis f(x) = 2\/6 . Egyenl&ség

X 2 1-x 1
23 =30 o (Ej = (Ej S x= 5 esetben all fenn. Masfeldl becsuljik meg az f(x)-5

kiilonbséget! felirhatd, hogy:

f(x)_5:3(§ 6" 6"

=(2" —3"){(%) —%J 3 <0 ha xe [0, 1] ,ezért f(x)<5.EgyenlGség x=0 vagy x=1 esetben all

fenn.

X X 2x X X xXnQx XX X XX X
2j+2(3j_3_2:(32 3-32)+(2:3°-2-2'3") _3-2'(2'-3")-2-3"(2'-3")



) b
13. példa: Hatdrozzuk mg az f(x) = ax" +— flggvény minimumat, ha a, b, x, m, n>0 és
X

m, n természetes szamok!
Megoldas: [rjuk fel a szamtani és mértani kdzéparanyosok kozotti egyenlétlenséget m+n tag esetén,
a kovetkezd valasztassal:

ax"  ax"™ ax" ( b b b j |

ot + + . I

n n n mx"  mx" mx" S \/a” p" 1 (aj (b} e
- \n

aY' (b |
Tehat f(x)=(m+n) l:(—) (—j } , vagyis ez utdbbi kifejezés az f fliggvény minimuma, és ezt
n m

ax" b I 1) nb \mn o
AZ—=—-"SS )X =—SSXx=| — esetben veszi fol.
n  mx" ma ma
14. példa: Hatarozzuk megaz f: R — R, f(x)=x’ —5x* +11 fuggvény szélséértékeit!
Megoldas: Nyilvanvalo, hogy az f(x) = x* —5x* +11 fiiggvénynek akkor vannak szélsGértékei, mint
amikora g(x)=x" —5x* = x*(x—5) . Ennek a szélséértékeit kdnnyen meghatarozhatjuk, ha

meghatarozzuk a h(x) =—g(x) = x*(5—x) fiiggvény szélséértékeit. Alkalmazzuk a szamtani és a

4
P C e P Yo . P . 5—
mértani kozepek egyenlGtlenségét a kovetkez6 valasztassal: 1= 4 >3- (44 2,

vagyis h(x) < 4* =256. Egyenléség % =5—x & x =4 esetben éll fenn, ekkor h-nak helyi

maximuma, igy f-nek minimuma van, és minf(x)= f(4)= -245. MasfelSl, ha x <0 akkora h
fuggvénynek helyi minimuma van, hiszen x*(5— x) = 0 és egyenl8ség x=0 esetben &ll fenn, ez lesz az
f maximum helye, amelyre maxf(x)=f(0)=11.

15. példa: Mennyi az a-b minimuma, ha a >0, b >0 és Sa+7b=1?

X+
Megoldas: Mivel minden x >0, y >0 esetén J 2> ./Xxy ésegyenl8ség csak x = y esetben igaz,

ezért % = # >+/35ab , ahonnan ab < ﬁ, egyenl8ség Sa ="7b esetben igaz, az Sa+7b=1

alapjan a = i és b :i esetben all fenn.
10 14

16. példa: Ha x* + y” =1, akkor hatdrozzuk megaz E = 2x + 3y kifejezés szélsGértékeit!

Megoldas: Legyen 2x+3y = p ésaz X+ y2 =1 Osszefliggés alapjan, mivel x = P , ezért

13y* —6py+ p> —4 =0 megoldhaté a valds szamok halmazan, ezért A >0, ahonnan
p’ <13 -13< p<13.



17. példa: A Descartes-féle sikbeli derékszdg_ koordindtarendszer mely pontjaira teljesiil,
hogy x*+y* =1és |x+ y| maximadlis?
Megoldas: Ismert az abszolut érték haromszog egyenl6tlensége, miszerint |x+ y| < |x| +|y| és

egyenl@ség akkor all fenn, ha a két szam egyforma el6jeld. Tovabba a szamtani és négyzetes
kozéparanyosok egyenl6tlensége alapjan felirhato, hogy:

‘.\'+_‘}'|E|.\'|+|_\‘|£ X +y° =L=_
2 2 2 22
Egyenldség azokra a szampdrokra all fenn, amelyekre az |x| = | y| €s x, y azonos elgjeld, és
2 2 2 2
X+ y2 =1. Ezért a feltételnek eleget tevd szamparok £,£ , —£,—£ . Ezekre az
2 2 2 2
értékekre lesz a |x+ y| maximalis.
2 2
18. példa: Mennyiaz £ = + kifejezés minimuma, ha x>1, y>1?
y=1 x-1
X+ y2 Xty
Megoldas: Végezzik el az a=x-1 és b=y-1 valtozécserét. Ekkor, az 5 > > egyenl6tlenség

(a+1)* +(b+1)2
alapjan E__ b a__ > (a+l+2j(b+l+2j2\/4-4=4,ugyanis a+122 és
2 2 a b a

1
b+E >2,igy E2>8, EgyenlGség a =b =1 vagyis x = y = 2 esetben all fenn.

(P> + p+)(q° +q+ DI +r+1)(s*+5+1)

19. példa: Hatadrozzuk megaz £ = kifejezés
pqrs
minimumat, ha p,q,r,s >0.
1 o +x+1 1
Megoldas: Mivel a +— =2 minden a >0 esetén, ezért ————=1+x+—2>3,igy hat
a X X

E>3-3-3-3=81, egyenléség p =g =r=s=1 esetben all fenn.

(a+b)(b+c)c+a)
abc

20. példa: Mennyi az minimuma, ha a >0, >0, ¢>07?

X+
Megoldas: Mivel minden x >0, y >0 esetén Y

2> ./xy ésegyenlGség csak x =y esetben igaz,

ezért felirhato, hogy: a;—b b;C c-|2-a > \/ab\/E\/c_ =abc , ezért (a+b)(b—]i9-c)(c+a) >8és
abc

egyenl8ség az a =b =c all fenn.

21. példa: Ha a,b,cz—% és a+b+c =1, akkor mennyi az E=2a+1+J2b+1+~2c+1

kifejezés maximuma illetve minimuma?



2 2 2
. . [X ty +2 xXt+y+z | s . .
Megoldas: Mivel ); > ;: és egyenl8ség az x = y = z esetben all fenn, ezért az

2a+1++2b+1++2c+1
X=\/20+1, y=\/2b+1, z=2c+1 esetben felirhato, hogy\/gz \/ a \/ l?: \/ ¢ ’

1
ahonnan E <+/15, egyenléség a=b=c 25 esetben all fenn. Masfeldl felirhatd, hogy

E? 25+2(x/2a+1x/2b+1+\/2b+1\/2c+1+\/2c+1\/2a+1)25 vagyis EZ\/E . EgyenlGség

1
akkor all fenn, ha a harom szam kozul ketté _E -el egyenl, a harmadik pedigaz a+b+c =1
alapjan 2-vel egyenlé.

22. példa: Az x,y, z valés szamokra teljeslilnekaz x+ y+z=4 ésaz xy+ yz+zx =4
egyenl@ségek. Milyen korlatok kdzott valtozhatnak az x, y, z szamok?
Megoldas: Az egyenletrendszer igy is felirhaté: x+ y=4—1z és xy=4—z(x+ y) vagyis
x+y=4—zés xy=4—4z+47" . Képezziik azt a masodfoku egyenletet, amelynek a gyokei x, y:

t* —(4—27)t+4—4z+ 7> =0. Mivel az egyenletnek valds gyokei kell legyenek, ezért

8| . .
A 20& ze [O,g . Es mivel az eredeti egyenlet rendszer szimmetrikus az x, y,z —ben , ezért igaz

8 8
azis, hogy xe | 0,— |és ye|0,—|.
o [ 3} ’ [ 3}

23. példa: Hatarozzuk megaz f(x,y,z) =

6
(x+y+z) ,
—— fliggvény minimumat, ha x>0, y>0 és
7

z>0 valds szamok!
Megoldas: Alkalmazzuk a szdmtani és a mértani kozepek kdzotti egyenlétlenséget 6 tag esetén, a

kovetkez valasztassal:

y Yy 2z Z Z
B i A Sk S S T 3 6
| x+y+z
2 2 3 33 Zf)xy—z— ahonnan f(x,y,z)=%22433. EgyenlBség az
6 4 27 xy'z
x:X:E esetben all fenn.
2 3

Szakirodalom

[1] Nicholas D. Kazarinoff: Geometriai egyenl6tlenségek, Gondolat Kiadd, 1980

[2] Sandor Jézsef: Geometriai egyenlGtlenségek, Dacia Konyvkiadd, Cluj-Napoca, 1988

[3] Major Zoltan: Egy izgalmas szélsGértékfeladat-csalad, Graphisoft Kft, 1993

[4] Vigné Dr. Lencsés Agnes: A problémamegoldd képesség fejlesztése szélsGérték feladatok megoldasaval,
2007 (tanulmany)

[5] Kapitany Benedek: SzélsGérték-feladatok kiilonb6z6 megoldasi médszerei, ELTE, 2012 (szakdolgozat)
[6] Kapitany Benedek: Az izoperimetrikus egyenlGtlenség, ELTE, 2013 (szakdolgozat)

[7] Abraham Gabor: Széls6érték feladatok elemi megoldasa 2013
(http://matek.fazekas.hu/images/cikkek/20130112_cikkek_abrahamgabor_szelsoertekelemi.pdf)

[8] Berzsenyi Viktdria: SzélsGérték-feladatok kilonb6z6 megoldasi mddszerei, ELTE, 2010 (szakdolgozat)
[9] Lengyel Csilla Maria: SzélsGérték-feladatok kiilonb6z6 megoldasi mddszerei, ELTE, 2012 (szakdolgozat)
[10] H&di Endre: SzélsGérték-feladatok elemi megolddsa, Typotex, Budapest, 1994



