10. Kettőnél több ismeretlent tartalmazó diofantikus egyenletek

1. Miért nem lehet az 
[image: image1.wmf]222
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 egyenletet megoldani a Z*×Z*×Z* halmazon?
2. Miért nem lehet az 
[image: image2.wmf]222
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 egyenletet megoldani a Z*×Z*×Z* halmazon?

3. Miért nem lehet az 
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 egyenletet megoldani a Z*×Z*×Z* halmazon?

4. Miért nem lehet az 
[image: image4.wmf]4444
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 egyenletet megoldani a Z*×Z*×Z*×Z* halmazon?

5. Miért nem lehet az 
[image: image5.wmf]11
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 egyenletet megoldani a pozitív egész számok halmazán?

6. Miért nem lehet az 
[image: image6.wmf]nnn
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 egyenletet megoldani a pozitív prímszámok halmazán, ha n>1?

7. Miért nem lehet az 
[image: image7.wmf]nnn
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 egyenletet megoldani az N*×N*×N* halmazon, ha x+y prímszám és n>1? 

8. Miért nem lehet az 
[image: image8.wmf]nnn
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 egyenletet megoldani az N*×N*×N* halmazon, ha 
[image: image9.wmf],
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 és n> 2?

9. Miért nem lehet az 
[image: image10.wmf]22
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 egyenletet megoldani az egész számok halmazán?

10. Miért nem lehet az 
[image: image11.wmf]444
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 egyenletet megoldani az egész számok halmazán?

11. Miért nem lehet az 
[image: image12.wmf]4444
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 egyenletet megoldani az egész számok halmazán?
12. Miért nem lehet az 
[image: image13.wmf]201120112

20112011

xyz

+=+×

 egyenletet megoldani az egész számok halmazán?

13. Miért nem lehet az egész számok körében megoldani az 
[image: image14.wmf]22
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 egyenletet?

14. Miért nem lehet az 
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 egyenletet megoldani az egész számok körében?

15. Miért nem lehet az 
[image: image16.wmf]22
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 egyenletet megoldani az A*×A*×A* halmazon, ahol A*=Z\{
[image: image17.wmf]±

2} ?

16. Miért nem lehet az 
[image: image18.wmf]201020112012
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 egyenletet megoldani a pozitív egész számok halmazán?

17. Miért nem lehet a pozitív egész számok körében megoldani az 
[image: image19.wmf]51112
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 egyenletet?

18. Miért nem lehet az 
[image: image20.wmf]2222
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egyenletet megoldani a racionális számok halmazán, ha a(Z*?

19. Miért nem lehet az 
[image: image21.wmf]333
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 egyenletet megoldani a pozitív egész számok halmazán?

20. Miért nem lehet az 
[image: image22.wmf]666

1972

xyz

+-=

 egyenletet megoldani az egész számok halmazán?

21. Miért nem lehet az 
[image: image23.wmf]22
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 egyenletet megoldani a pozitív egész számok halmazán?

22. Miért nem lehet az 
[image: image24.wmf]2719
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 egyenletet megoldani a természetes számok halmazán?

23. Miért nem lehet az 
[image: image25.wmf]xyz
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 egyenletet megoldani a természetes számok halmazán, ha x, y, z páronként különbözőek?

24. Miért nem lehet az 
[image: image26.wmf]1
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 egyenletet megoldani a páronként különböző prímszámok halmazán?

25. Miért nem lehet megoldani az 
[image: image27.wmf]xyzt
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 egyenletet a pozitív egész számok halmazán?

26. Miért nem lehet úgy kiválasztani 51 különböző pozitív egész számot 100-ig, hogy körükben ne legyen megoldható az a+b=c egyenlet?

27. Miért nem lehet valamely 
[image: image28.wmf]abcd

 négyjegyű számra igaz az 
[image: image29.wmf]abcd

- 
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28. Miért nem lehet olyan x, y, z egész számokat találni amelyekre 
[image: image31.wmf]222
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29. Miért nem lehet olyan x, y, z pozitív valós számokat találni, amelyekre 
[image: image32.wmf]2

xyz

aaa

+=

, ha x+ y> 2z és a> 0, a 
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1 rögzített?

30. Miért nem lehet a pozitív egész számok körében megoldani az 
[image: image34.wmf]22222
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 egyenletet?

Megoldások

1. Feltehető, hogy x, y, z> 0. Legyen 
[image: image35.wmf]111
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 a legkisebb megoldáshármas. Látható, hogy az egyenlőség csak akkor állhat fenn, ha 
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. Ekkor az egyenlet így alakul 
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. Tehát szükséges, hogy 
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 legyen. Ekkor azt kapjuk, hogy 
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 vagyis, 
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szintén megoldás, és kisebb megoldáshármas mint az 
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, absurdum.

2. Az egyenlet így alakítható át: 
[image: image43.wmf]222
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. A számtani és a mértani közepek egyenlőtlensége alapján 
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 ellentmondás adódik.

3. Belátható, hogy 
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. Ekkor az egyenlet alapján 
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, és hasonlóan muszáj, hogy 
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 egyenlet megoldása minden n(N* esetén, így ha n nagyon nagy, x=y=z= 0 következik.

4. 
[image: image50.wmf]44442222222
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 ahonnan következik, hogy 
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1 (vagy fordítva) és 
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=0. Mindenesetben xyzu=0 adódik, de ez ellentmond a feltételeknek.

5. Azért mert a 10! osztható például 7-tel, és a baloldal nem.

6. Látható, hogy mindhárom változó nem lehet páratlan. Ha z= 2, akkor x< 2, y< 2 nem lehet megoldás. Ha x= 2, y> 2 (vagy y= 2 és x> 2) és z> 2felírható, hogy 
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, absurdum.

7. Mivel n páratlan, ezért 
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, de x+y= prím, ezért 
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 ami absurdum.

8. Ha y= max(x, y), mivel z> y ezért 
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, absurdum.

9. 
[image: image65.wmf]22
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 de 
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 bármely x, y, z(Z esetén és ez ellentmondás.

10. Feltehető például, hogy 
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11. Belátható, hogy 
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 aszerint, hogy az a páratlan vagy páros. Az 
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 számok közül legyen p páratlan, így 14-p páros. Mivel az 
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 egyenlőség jobb oldala osztható 16-tal, a bal oldala is osztható 16-tal, és mivel 
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12. 
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 és mivel 2011 prímszám, ezért 
[image: image80.wmf]2201120112
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13. Az x, y közül pontosan x egyik páratlan. Ha x=2k+1 és y= 2n akkor 
[image: image81.wmf]22

81,34

xMyM

=+=

, tehát 
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 absurdum, hiszen 2011=M4+3. ha pedig x= 2k, y= 2n+1 akkor 
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[image: image84.wmf]22

341

xyM

-=+

, ugyanaz az ellentmondás.

14. Egy egész szám köbe mindig M9 vagy 
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 alakú, ezért 
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 semmiképpen sem lehet M9+4 alakú, amilyen a 2011=M9+4.

15. Ha d= (x, y) felírható, hogy 
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16. A baloldalon egy páros és egy páratlan szám összege, vagyis egy páratlan szám van, a jobb oldalon pedig páros szám.

17. 
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 osztható 7-tel, de 11 nem osztható 7-tel.

18. Az egyenlet így is felírható 
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, vagyis 
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, ahol m, n, p, q páronként relatív prímek. Ha q=M2, akkor vagy m=M2,n=M2+1,p=M2+1 és így a jobboldali kifejezés osztható 4-gyel, a baloldali nem, vagy m=M2+1,n=M2+1,p=M2+1 és ez is lehetetlen, mert ekkor m, n, p, q nem lennének páronként relatív prímek. Ha q=M2+1, akkor q2= M8+1, tehát a jobboldalon M8+7 alakú szám lenne. Az 
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19. 
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, ahonnan (x, y, z)({(0, 0, 1), (0, 1, 0), (1, 0, 0)} ellenben ezek egyike sem teljesíti az egyenletet.
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20. Készítsük el a szám hatványainak a 7-tel való osztási maradékainak a táblázatát. Nincs szükség a táblázat további folytatására az a> 6 esetén, mert az értékek ismétlődnek, hiszen 7=7+0, 8=7+1, 9=7+2, stb. tehát a különböző hatványok maradékosztályai ugyanazok mint 0, 1, 2, stb esetén. Ígyhát 
[image: image102.wmf]666
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 7-tel való osztási maradékai 0, 6, 1, 2 és nem 3 ahogyan a 2012=M7+3 szám esetén kapjuk. Tehát az egyenlőség nem állhat fenn, vagyis az egyenletnek nincs megoldása.

21. Az egyenlet 
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 alakba írható. Ha 
z= 2k akkor 
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 alakú, így 
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 alakú lenne, ami absurdum. Hasonlóan, z=2k+1 esetben is ellentmondásra juthatunk.

22. Rendre felírható, hogy 2= M3-1, ezért 2x=M3+(-1)x, 7y=M3+1, 19z=M3+1, tehát 
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23. Az n= 1 lehetetlen, tehát 
[image: image107.wmf]2
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. Ha y> x akkor az 1 osztható n- el, absurdum. Tehát 
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z- x= 1, tehát x=y ami absurdum.

24. Mivel az 1 nem prímszám, ezért 
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. Feltételezzük, hogy x> 2, tehát x=páratlan prímszám, ezért xy páratlan, így z=páros prímszám, tehát z=2 de ez ellentmond a 
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eredménynek. Ígyhát x= 2 és y>2, 
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 de ez megint ellentmond a 
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feltételnek. Ígyhát y>2, ezért y=2 lehetne, de ekkor x=y ellentmond a feladat feltételének.

25. Nyilvánvalóan 
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26. Legyen 
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 a kiválasztott számok közül a legnagyobb. Az 
[image: image121.wmf]5115125150

,,...,

aaaaaa

---

 és az eredeti 51 darab szám együtt 101 szám, ezért van közöttük egyenlő, például 
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27. A felírt egyenlőség 999(a-d)+99(b-c)=1008, illetve egyszerűsítés után 
111(a-d)+11(b-c)=112 alakban írható. Ebből a-d=1, azaz 11(b-c)=1 következik, absurdum.

28. Könnyen látható, hogy a 4-es osztóra vonatkozóan x({M4+1,M4-1}, így x2= M8+1. hasonlóan y2({M8,M8+1,M8+4}, így x2-2y2({M8+1,M8+7,M8+5} de ez ellentmond az 
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29. Ha a>1, akkor 
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. Hasonlóan, de fordított irányú egyenlőtlenséget kapunk, ha a((0,1). Ellenben mindkét esetben ellentmondáshoz jutottunk.

30. Legyen 
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a) 
[image: image126.wmf]22

00

41

xyM

=+

, vagy 
[image: image127.wmf]22

00

4

xyM

=

. Az a) esetben 
[image: image128.wmf]2

0

41

xM

=+

 és 
[image: image129.wmf]2

0

41

yM

=+

 szükségeltetik, de így 
[image: image130.wmf]2222

0000

42

xyzMz

++=++

 alakja M4+2 ha 
[image: image131.wmf]2

0

4

zM

=

, illetve M4+3 ha 
[image: image132.wmf]2

0

41

zM

=+

, ami mindenképpen ellentmondás. A b) esetben 
[image: image133.wmf]2

0

4

xM

=

 és 
[image: image134.wmf]2

0

4

yM

=

 szükségeltetik, így 
[image: image135.wmf]222

000

4

xyzM

++=

 tehát 
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 adódik. Megismételve z utóbbi gondolatmenetet, léteznek olyan 
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 megoldáshármashoz jutunk el, amelyre 
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, vagyis egy végtelen csökkenő természetes számsorozatot kaptunk, ami absurdum.
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