9. Kétismeretlenes diofantikus egyenletek

1. Miért nem lehet az 
[image: image1.wmf]2
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egyenletet megoldani a Z×Z×Z halmazon?

2. Miért nem lehet az 
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egyenletet megoldani a Q×Q halmazon?

3. Miért nem lehet az 
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 egyenletet megoldani a pozitív egész számok körében?

4. Miért nem lehet az 
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 egyenletet megoldani az N*×N*-on?

5. Miért nem lehet az 
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egyenletet megoldani az egész számok halmazában?

6. Miért nem lehet az 
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 egyenletet megoldani a pozitív egész számok körében?

7. Miért nem lehet az 
[image: image7.wmf]223
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egyenletet megoldani a Z*×Z* halmazon?

8. Miért nem lehet az 
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 egyenletet megoldani az N×N halmazon, ha 
(x, n+1)= 1 és n>1?

9. Miért nem lehet az 
[image: image9.wmf]()1999

xyxy

+=

 egyenletet megoldani az egész számok körében?

10. Miért nem lehet az 
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 egyenletet megoldani a pozitív egész számok körében?

11. Miért nem lehet az egész számok körében megoldani az 
[image: image11.wmf]2
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 egyenletet?

12. Miért nem lehet az egész számok körében megoldani az 
[image: image12.wmf]22
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 egyenletet?

13. Miért nem lehet megoldani az egész számok körében az 
[image: image13.wmf]22
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 egyenletet?

14. Miért nem lehet az egész számok körében megoldani az 
[image: image14.wmf]422
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 egyenletet?

15. Miért nem lehet az 
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egyenletet megoldani az egész számok körében?

16. Miért nem lehet az 
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 egyenletet megoldani az egész számok halmazán?

17. Miért nem lehet az 
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 egyenletet megoldani az egész számok körében?

18. Miért nem lehet az 
[image: image18.wmf]33
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 egyenletet megoldani az egész számok halmazán?

19. Miért nem lehet az egész számok körében megoldani az 
[image: image19.wmf]32
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 egyenletet?

20. Miért nem lehet a pozitív egész számok halmazán megoldani az 
[image: image20.wmf]4
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 egyenletet, ha p>5 prímszám?

21. Miért nem lehet olyan x, y pozitív egész számokat találni amelyekre 
[image: image21.wmf]()
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, ahol r≠1 racionális szám?

22. Miért nem lehet olyan a, b, c nullától különböző egész számokat találni, amelyre az 
[image: image22.wmf]axbyc
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 egyenletnek egyetlen (x, y)(Z×Z megoldása legyen?

23. Miért nem lehet megoldani a pozitív egész számok körében az 
[image: image23.wmf]()
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 egyenletet, ha a, b olyan pozitív egész számok, amelyekre 
[image: image24.wmf]2
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 prímszám?

24. Miért nem lehet az 
[image: image25.wmf]22
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 egyenletnek csupán egyetlen (u, v) pozitív egész számokból álló megoldása, ha k(N* nem négyzetszám?

25. Miért nem lehet az 
[image: image26.wmf]22
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egyenletnek csupán egyetlen (x, y) pozitív egész megoldása, ha a, b, c(N, (a, b)=1 és a(b nem teljes négyzet?

26. Miért nem lehetnek az an+b és cn+d számok csak egyetlen n(N* esetén négyzetszámok, ha nem mind a két szám négyzetszám, továbbá a, c(N, (a, c)=1, 
b, d(Z ?

27. Miért nem lehet az 
[image: image27.wmf]22
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 egyenletet megoldani a valós számok körében?

28. Miért nem lehet olyan x, y egész számokat találni, amelyekre 
[image: image28.wmf]54322345
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29. Miért nem lehet az 
[image: image29.wmf]3
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 és 
[image: image30.wmf]23
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egyenletrendszert megoldani a pozitív egész számok körében, ha a, b > 1?

30. Miért nem lehet az 
[image: image31.wmf]3
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 és 
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egyenletrendszert megoldani a pozitív egész számok körében, ha a, b >1?

Megoldások

1. A feladat így is felírható, hogy 
[image: image33.wmf]2222
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 de ez lehetetlen, mivel egy teljes négyzet csak M3 vagy M3+1 alak valamelyike lehet.

2. Feltételezzük az ellenkezőjét, és emeljük négyzetre mind a két oldalt, 
[image: image34.wmf]22
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 absurdum, hacsak nem xy= 0, de ez nem felel meg, mert visszaírva az egyenletbe, 0= 5 absurdum adódik.

3. A baloldalon a szorzatban szerepel 3 egymásutáni szám, ezért a baloldal M3 alakú, így 
[image: image35.wmf]2
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 ami lehetetlen, hiszen egy teljes négyzet M3 vagy M3+1 alakú.

4. Észrevehető, hogy 
[image: image36.wmf]2222
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, ha x>2 és y>2. Ha x=2 akkor y nem lesz természetes szám, ha pedig y=2, akkor x nem lesz természetes szám.

5. 
[image: image37.wmf]2
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, így 
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. De ismert, hogy ha 
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 és p7prímszám, akkor p=M4+1 alakú, de 11=M4+3 alakú.

6. Felírható, hogy 
[image: image40.wmf]3
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, de (2y- 1,2y+ 3)= 1 így szükséges, hogy 
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 és 
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, ahonnan 
[image: image43.wmf]33

4

nm

-=
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 ami alapján vagy 
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= 2 és 
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= 2, vagy 
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= 1 és 
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= 4, de egyik egyenletrendszernek sincs megoldása az N×N-en.

7. Az x= y, nem megoldás, továbbá 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image51.wmf]22

()(41)

xyyy

Û-=-

. Ezért muszáj, hogy 4y -1 teljes négyzet legyen, de egy teljes négyzet vagy M4, vagy M4+1 alakú, semmiképpen sem M4-1 alakú.

8. Felírható, hogy 
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 és 
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, így 
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 nem lehet teljes n-edik hatvány, ezért létezik olyan p prímszám, amivel osztható, és ugyanakkor 
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. Tehát y= Mp+1, így 
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 alakú), ami osztható p-vel, tehát 
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9. Az egyenlet baloldala minden esetben páros szám, a jobboldal pedig páratlan szám.

10. Az egyenlőség egyik oldalán páros, a másik oldalán páratlan szám áll.

11. Felírható, hogy 
[image: image60.wmf]22
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 vagyis a teljes négyzet M4+3 alakú lenne, de ez absurdum

12. Egy teljes négyzet vagy M4 vagy M4+1 alakú. Az x2 nem lehet M4 alakú, mert akkor a baloldal osztható 4-gyel, a jobboldalon 13 pedig nem. Ha M4+1 alakú, akkor 
[image: image61.wmf]222
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 vagyis M4+3=M4+1 ami absurdum.

13. A bal oldal 4-gyel osztva 0, 1 és 3 maradékot adhat, míg a jobboldalon 2 a maradék.

14. Felírható, hogy 
[image: image62.wmf]42222
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 és ez nem lehet nulla.

15. Látható, hogy x=M3 nem felel meg. Az x= M3+ 1 sem felel meg, ugyanis 
[image: image63.wmf]332
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 ellentmondás. Legyen most x=M3-1. Ekkor 
[image: image64.wmf]33333222
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, ahonnan M3-1= y2 adódik, de ez lehetetlen, mert egy teljes négyzet vagy M3 vagy M3+1 alakú.

16. 
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 ezért 
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 de 2015=M4+3, azért az egyenlőség lehetetlen.

17. 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image68.wmf]2
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, de a baloldal osztható 2-vel, a jobboldal páratlan, ezért az egyenlőség lehetetlen.

18. Ha x=m2+1 és y=M2+1, vagy ha x=M2+1 és y=M2, akkor a baloldal páratlan, a jobboldal pedig páros, így az egyenlőség lehetetlen. Ha x=2m és y=2n, akkor az egyenlet így írható, hogy 
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19. 
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, és a jobboldal osztható 7-tel, de ha a bal is osztható lenne, akkor 
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 lenne, ahonnan 
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 lenne, de ez lehetetlen, könnyen belátjuk, ha végigpróbáljuk az x= M7+r alakokat, 
r({-3, -2, -1, 0, 1, 2, 3} esetekre.

20. Nyilvánvalóan x nem lehet páros, ha pedig x= 2y+ 1, akkor 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image77.wmf]2222

(22)(22)

xzxzxzxz

+++-

, és ez nem lehet prímszám mert egyik tényező sem egy, mert ha az lenne, akkor x=z=1 vagyis 
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lenne, ami absurdum.

21. Átalakítva az egyenletet 
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, majd legyen 
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. Nyílván u+ v= 1, u,v((0,1). Tehát ha r< 1 akkor 
[image: image81.wmf],11

rrrr

uuvvuvuv

>>Þ=+>+=

, ami absurdum, ha pedig r> 1 akkor 
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 és ez is absurdum.

22. Könnyen belátható, hogy ha 
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 egy megoldása az egyenletnek, akkor 
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 minden k(Z esetén végtelen sok megoldása az egyenletnek.

23. Az egyenletből 
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, ez pedig akkor egész szám, ha 
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 ahonnan x= 1- a, tehát a= 1, így x= 0, absurdum, vagy pedig y- a=1, akkor y= a+ 1, ahonnan 
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24. Ha 
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 egy megoldás, akkor 
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. Ha mindkét oldalt az n-edik hatványra emeljük, figyelembe véve, hogy a Newton binomiális képlete alapján 
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(1) és 
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 (2), akkor ezek szorzatából kapjuk, hogy 
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 minden n(N esetén. Megoldva az (1) és (2)  egyenletrendszert 
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 rekurziók adják az úgynevezett Pell- egyenlet összes egész megoldását.

25. Legyen 
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 egyenlet egy megoldása. Az előbbi feladat alapján, ha az 
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[image: image109.wmf]222222

00

()()1

mmmm

axbyaxbyaubvcc

-=--=×=

. Belátható, hogy az 
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26. Ha létezik 
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27. Rendezzük az egyenletet y szerint, ekkor 
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28. A kifejezés (x+3y)(x+y)(x-y)(x+2y)(x-2y)=33 alakra hozható, és mivel 33= 3(11=1(33, a két zárójel egyenlő kellene legyen, így y= 0 és ezért x5= 33 absurdum adódna.

29. Mivel 
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30. A feladat alapján 
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