4. Hatványszámokkal kapcsolatos feladatok

1. Miért nem lehet egy négyzetszám számjegyeinek az összege 2012?

2. Miért nem lehet az 2011 két négyzetszám összege?

3. Miért nem lehet az 1+2(3+4(5(6+7(8(9(10+…szám négyzetszám, ha az összegnek egynél több tagja van?

4. Miért nem lehetnek az 
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és az 
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számok egyidőben négyzetszámok, ha az m és n számok egyike sem nulla?

5. Miért nem lehetnek az 
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és az 
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számok egyidőben négyzetszámok, ha az m és n számok egyike sem nulla?

6. Miért nem lehetnek az 
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és az 
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számok egyidőben köbszámok, ha az m és n számok egyike sem nulla?

7. Miért nem lehet 3, 4 vagy 5 egymás után következő természetes szám négyzetösszege négyzetszám?

8. Miért nem lehet a 10-es számrendszerben csupa egyenlő számjegyekkel négyzetszámot szerkeszteni?

9. Miért nem lehet 
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négyzetszám, ha p prímszám?

10. Miért nem lehet az 
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 szám négyzetszám?

11. Miért nem lehet az 1!+2!+…2011! Szám teljes n-edik hatvány, ha n>1?

12. Miért nem lehet az m(m+1) szám hatványszám, egyetlen m>0 esetben sem?

13. Miért nem lehet 
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négyzetszám?

14. Miért nem lehet az 
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hatjegyű szám négyzetszám?

15. Miért nem lehet az 
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 összeadás eredménye négyzetszám?

16. Miért nem lehet egy négyzetszám, és valamelyik osztójának összege négyzetszám?

17. Miért nem lehet két páratlan négyzetszám összege négyzetszám?

18. Miért nem lehet az 1,2,3,4,5,6 számok valamilyen sorrendjével felírt hat jegyű szám négyzetszám?

19. Miért nem lehet a 
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szám négyzetszám?

20. Miért nem lehet két egymást követő pozitív szám szorzata négyzetszám?

21. Miért nem lehet négy egymást követő pozitív szám szorzata négyzetszám?

22. Miért nem lehet négy egymást követő pozitív szám mindegyike hatványszám?

23. Miért nem lehet három egymást követő pozitív szám szorzata négyzetszám?

24. Miért nem lehet három egymást követő pozitív szám szorzata köbszám?

25. Miért nem lehet az n!+7 szám négyzetszám, ha n(2?

26. Miért nem lehet az 
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szám négyzetszám?

27. Miért nem lehet 
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 szám négyzetszám?

28. Miért nem lehet az 2011, 2012, 2013, 2014, 2015, 2016 számok egyikét sem felírni két köbszám összegeként?

29. Miért nem lehet a 
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 szám négyzetszám?

30. Miért nem lehet nyolc egymás utáni pozitív egész szám szorzata is négyzetszám?

31. Miért nem található olyan p és q pozitív egész szám amelyekre 
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egynél nagyobb kitevőjű hatványszámok?

32. Miért nem lehet az 
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szám négyzetszám, egyetlen n
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1 egész szám esetén sem?

33. Miért nem lehet olyan 2-nél nagyobb természetes számot találni, amely ne lenne tagja egyetlen pitagorászi számhármasnak sem?

34. Miért nem lehet olyan 2-nél nagyobb természetes számot találni, amely ne lenne tagja egyetlen pitagorászi számnégyesnek sem?

35. Miért nem lehet olyan n pozitív számot találni, amelyre az A={n, n+1, n+2,…,n+n} halmaz egyetlen négyzetszámot se tartalmazzon?

36. Miért nem lehet olyan n pozitív számot találni, amelyre a B={n, n+1,n+2,…,n2+n+2} halmaz egyetlen köbszámot se tartalmazzon?

37. Miért nem lehet olyan n pozitív egész számot találni, amelyre n és 12n-1 egyidőben négyzetszámok?

38. Miért nem lehet a négyzetszámok halmazát két csoportba osztani úgy, hogy az egyik csoportban se létezzen 3 olyan szám, amelyek mértani haladványt alkotnak?

39. Miért nem lehet 5 páratlan szám négyzetösszege szintén négyzetszám?

40. Miért nem lehet az n(n+1)(n+2)(n+3)+2 szám négyzetszám? 

Megoldások

1. Egy négyzetszám nem lehet 3k+2 alakú, és a számjegyeinek az összege 2012=3×670+2.

2. Négyzetszám 4-gyel osztva 0 vagy 1 maradékot adhat, ezért két négyzetszám összege 4-gyel osztva nem adhat 3 maradékot, de 2011=4×502+3.

3. Ha az összegnek két tagja van 1+2(3=7 nem négyzetszám, ha 2-nél több tagja van, az összeg M10+7 alakú, de egy négyzetszám nem végződhet 7-ben.

4. Feltehető, hogy 
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, így 
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 és két egymás utáni négyzetszám között nincs több négyzetszám.

5. Feltehető, hogy 
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 így csak 
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 lehetne, ahonnan 2m=1 absurdum adódik.

6. Ha 
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 lenne, akkor azt kapnánk, hogy 
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 vagyis p(q=0 ahonnan p= 0 vagy q= 0 ami m= n= 0 eredményre vezet.

7. 
[image: image28.wmf]2222

(1)(1)32

nnnn

-+++=+

, de teljes négyzet nem lehet ilyen alakú, 
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  d egy négyzetszám ilyen alakú sem lehet, 
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 ami akkor lehetne négyzetszám, ha 
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 de ez nem teljesülhet, mert négyzetszám 3-ra vagy 8-ra nem végződhet.

8. Egy négyzetszám 4k vagy 4k+1 alakú, de 222…2= M4+2, 555…5= M4+3, 666…6=M4+2, 999…9=M4+3 és ezek közül egyik sem lehet négyzetszám. Továbbá az is következik, hogy 111…1 sem lehet négyzetszám, és ennek alapján 444…4 sem lehet négyzetszám. Mivel egy négyzetszám nem végződhet sem 3-ba, sem 7-ben sem 8-ban, ezért 333…3, 777…7, 888…8 egyike sem lehet négyzetszám.

9. Ha p= 2, akkor 
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, ha pedig p> 2 akkor páratlan, így 
[image: image33.wmf]235

pp

M

+=

 de 
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, így nem lehet négyzetszám.

10. Számolásokkal ellenőrizhető: 1418< 
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11. Az n nem lehet páros, mert az összeg első négy tagjának az összege 3-ban végződik, a többi összeadandó pedig osztható 10-el, és egy teljes négyzet nem végződhet 3-ban. Az n nem lehet páratlan, mert 1!+2!+…+8!= 462333 osztható 9-cel de 27-tel nem, és az összeg hátralevő része, a 9!+10!+…+2011! Pedig osztható 27-tel.

12. Feltételezzük, hogy m(m+1)= zk , és mivel (m, m+1)= 1 ezért muszáj, hogy egyidőben m= xk és m+1= yk legyen, de ekkor 
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 és ez absurdum lenne ha x(y
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13. Bármely négyzetszám M3 vagy M3+1 alakú lehet, de semmiképpen nem lehet M3-1 alakú.

14. 
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, ha ez a szorzat négyzetszám, akkor osztható a 7, 11, 13 prímszámok négyzetével is, azonban 10012 már nem háromjegyű, hanem négyjegyű.

15. A megadott összeg 
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 alakra hozható, s ha ez négyzetszám, akkor osztható 372-nel is, vagyis 37 osztja az ab+c összeget, ami nem lehet, mert ennek a maximális értéke csak 27.

16. Legyen 
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, ekkor 
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. Ha a négyzetszám, akkor b is négyzetszám, és ekkor b+1 nem lehet négyzetszám, így a((b+1) sem négyzetszám. Ha a nem négyzetszám, akkor van 1-nél nagyobb közös osztója b-vel, de nincs 1-nél nagyobb közös osztója (b+1)-gyel, ezért az 
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 szorzat nem lehet négyzetszám.

17. 
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, és egy négyzetszám vagy M4 vagy M4+1 alakú lehet, semmiképpen sem M4+2.

18. Bármilyen sorrendben is használjuk az számjegyeket, mindenesetben a számjegyek összege 1+2+3+4+5+6=21 =M3 de a számjegyek összege nem M9, ezért nem lehet a szám teljes négyzet.

19. Az adott szám osztható 3-mal de nem osztható 9-cel.

20. Azért mert befogható két egymásutáni négyzetszám közé: m2< m(m+1)<(m+1)2
21. n(n+1)(n+2)(n+3)=(n2+3n+1)2 -1 vagyis nem négyzetszám.

22. A négy egymást követő egész szám között vn két páros szám, és ezek egyike 2-nek csak az első hatványával osztható, így ez biztos nem hatványszám.

23. Azért mert 
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, n és n2-1 relatív prímek, ezért szorzatuk csak akkor négyzetszám, ha mindkét szorzótényező négyzetszám, ellenben n2-1 nem lehet négyzetszám.

24. Azért mert 
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25. Ha n nagyobb 4-nél, akkor n! osztható 10-el, így az n!+7 szám 7-re végződik, de egy teljes négyzet nem végződik 7-re. Ha n nem nagyobb 4-nél, akkor számolással, n!+7 nem négyzetszám.

26. A szám mindig 2-re végződik, de egy négyzetszám soha sem végződik 2-re.

27. Azért mert 
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28. Egy köbszám M9 vagy M9+1, így két köbszám összege M9, vagy M9+1 vagy M9+2 alakú, de a felsorolt számok rendre M9+3, M9+4, M9+5, M9+6, M9+7, M9+8 alakúak.

	
	4k
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	4k+2
	4k+3

	U(3n)
	1
	3
	9
	7

	U(5n)
	5
	5
	5
	5

	U(3n+5n)
	6
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	2


29. Az utolsó számjegyekre vonatkozóan készítsük el a mellékelt táblázatot. Látható, hogy a 3n+5n  lehetséges számjegyei 6, 8, 4 és 2. De mivel egy teljes négyzet nem végződhet 8-ban és 2-ben, ezért csak a 6 és a 4 felel meg. Ekkor pedig az n szám páros, így 
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 alakú lenne, ami egy teljes négyzetre nem lehetséges, mert az vagy M4 vagy M4+1 alakú lehet.

30. Jelölje P= n(n+1)(n+2)…(n+6). Legyen 
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. Számolásokkal ellenőrizhető, hogy 
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 ami teljesül, ha n> 6. Az n({1, 2, 3, 4, 5} eseteket egyenként leellenőrizve meggyőződhetünk, hogy egyik sem felel meg.

31. Még négyzetszámok sem lehetnek, ugyanis p= 1 már nem felel meg, továbbá ha p> 1 akkor 
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 és ez utóbbi szám osztható 2-vel, de nem osztható 4-gyel. Hasonlóan 
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 osztható 3-mal, de nem osztható 9-el.

32. Legyen f(n)= 
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= n+ x ahol x(N. De a-1< 
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 és így 
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, tehát f(n) nem lehet teljes négyzet.

33. Azért mert az x=2n páros számok a 
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, az x= 2n+1 páratlan számok a 
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 pitagorászi számhármashoz tartoznak.

34. Bármely n esetén fennáll, hogy 
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, tehát n egyik tagja ennek a pitagorászi számnégyesnek.

35. Ha a halmaz egyetlen négyzetszámot sem tartalmazna, akkor bármely n esetén létezne olyan m(N amelyekre 
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 esetén lehetetlen, az m({0, 1, 2} esetek pedig már indulásból banálisak.

36. Igazoljuk, hogy ha 
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, ami azt jelentené, hogy a halmazban biztos van legalább egy köbszám. Köbreemeléssel 
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 még nyilvánvalóbban igaz. Az n({2, 3, 4, 5, 6} esetekben a 8 teljes köb, a halmazban van. Az n({0,1} esetek triviálisak.

37. Feltételezzük az ellenkezőjét vagyis, hogy 
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, de egy teljes négyzet nem lehet M4+3 alakú, csak M4 vagy M4+1 alakok valamelyike.

38. A skatulyaelv szerint az {1, 2, …,9} halmaz bármely két osztályra való felbontása felbontása esetén 
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 megoldható legalább az egyik osztályban. Továbbá 
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 és ezért az A= 
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 halmazt bárhogyan is osztanánk két osztanánk két részre, legalább az egyikben lesz három, mértani haladványt alkotó szám.

39. 
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. Mivel a k(k+1) szám páros, ezért a baloldal páratlan szám, és a jobboldal páros szám, így az egyenlőség nyilvánvalóan hamis.

40. n(n+1)(n+2)(n+3)+2=n(n+3)(n+1)n+2)=(n2+3n)( n2+3n +2)+2= 
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