7. Egyenletekkel kapcsolatos feladatok

1. Miért nem lehet az x(x+1)(x+2)(x+3)+ a= 0 egyenletet megoldani a valós számok halmazán, egyetlen a>1 valós szám esetén sem?

2. Miért nem lehet olyan a, b valós számokat találni, amelyekre az 
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egyenletnek csupa valós gyökei vannak?

3. Miért nem lehet az 
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 egyenletnek negatív gyöke?

4. Miért nem lehet a 
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 egyenletet megoldani az R-en?

5. Miért nem lehet a 
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 egyenletet megoldani az R-en?

6. Miért nem lehet a 
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 egyenletet megoldani az R-en?

7. Miért nem lehetnek az 
[image: image6.wmf]19919903664723

61217586107424750

xxxxxx

+--++=

 egyenletnek egész gyöke?

8. Miért nem lehet a 
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 egyenletet megoldani az R-en?

9. Miért nem lehetnek az 
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 egyenletnek racionális gyökei, ha a, b, c páratlan számok?

10. Miért nem lehet az 
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egyenletnek egész gyökei, ha 
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prímszám, 
a, b (Z és b
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11. Miért nem lehet az 
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egyenletnek mindkét gyöke pozitív valós szám, bármely d> 0 és a 
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12. Miért nem lehet az 
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egyenletnek egynél több pozitív gyöke, ha a, b, c, d, e 
[image: image15.wmf]0

£

?

13. Miért nem léteznek olyan A, B, C valós számok, amelyekre 
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bármely x(R estén, ha a, b, c páronként különböző pozitív számok?

14. Miért nem lehet a valós számok halmazán megoldani az 
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 egyenletet?

15. Miért nem lehet megoldani a 
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egyenletet a valós számok körében?

16. Miért nincs a 
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egyenletnek az x=5 értéktől különböző megoldása?

17. Miért nincs az 
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egyenletnek az x=4 értéktől különböző megoldása, ha 
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18. Miért nincs az 
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egyenletnek az x=3 értéktől különböző megoldása?

19. Miért nincs a 
[image: image23.wmf]3456
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egyenletnek az x=3 értéktől különböző megoldása?

20. Miért nincs az 
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egyenletnek az x=2 értéktől különböző megoldása?

21. Miért nincs a 
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egyenletnek az 
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 értéktől különböző megoldása?

22. Miért nincs a cosx= y4+2y2+2 egyetlen megoldása sem a valós számok halmazán?

23. Miért nincs az 
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egyenletnek kettőnél több valós megoldása?

24. Miért nincs a 
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 egyenletnek egyetlen valós megoldása sem, ha m
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25. Miért nem lehet a 
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 egyenletnek valós gyöke?

26. Miért nem lehet megoldani a valós számok körében a 
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 egyenletet?

27. Miért nem lehet az 
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egyenlet diszkriminánsa 23, egyetlen, a, b, c egész szám esetén sem?

28. Miért nem lehet a valós számok halmazán megoldani a sinx+ cosx+ sinx(cosx= 2 egyenletet?

29. Miért nem lehet a valós számok körében megoldani a 
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egyenletet, ha a, b, c egy háromszög oldalainak a mérőszámai?

30. Miért nem lehet olyan x racionális számot találni amelyre 
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Megoldások

1. n(n+1)(n+2)(n+3)+a=n(n+3)(n+1)(n+2)+a=(n2+3n)( n2+3n +2)++a= 
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 és ez nyilvánvalóan pozitív, az a> 1 feltétel mellett.

2. A gyökök és együtthatók közötti összefüggések alapján 
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= 9-10= -1<0 ami azt jelenti, hogy mindnégy gyök nem lehet valós szám.

3. Azért mert 
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, és ha x<0 akkor a baloldal mindenképpen nem negatív, de a jobboldal éppen negatív.

4. Mivel 
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, ami absurdum.

5. Könnyen ellenőrizhető a következő algebrai egyenlőtlenség: 
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. Ennek alapján felírható a következő: 
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 és ez absurdum.

6. 
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, tehát muszáj egyenlőség álljon fenn, ahonnan azt kapjuk, hogy 
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. Ezek alapján a 2k- 10h= 5, k, h(Z diofantikus egyenlethez jutunk, amelynek nincs megoldása, hiszen a baloldal páros, a jobboldal pedig páratlan.

7. Legyen 
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 egy ilyen gyök. Akkor ha az egyenlet mindkét oldalán szereplő számok 2-vel való osztási maradékát vesszük, minden tag ugyanabban a maradékosztályban kell legyen, azaz 
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  lehet, ami az esetünkben nem megfelelő. (A páros számok a 2-es maradékosztályban 
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 úgynevezett redukált polinomot).

8. Nyilvánvalóan, x>0 nem lehet az egyenletnek gyöke, ezért x< 0 kell legyen. Az 
x= -y > 0 változócserével, az e szám sorbafejtése alapján felírható, hogy: 
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, vagyis az egyenletnek nincsen negatív gyöke sem.

9. Legyen a= 2p+1, b= 2q+1, c= 2r+1. Ekkor 
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, de egy páratlan szám teljes négyzete M8+1 alakú, semmi esetre sem M8+5.

10. feltételezzük, hogy az adott egyenletnek vannak egész gyökei. Ezekre fennáll, hogy 
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 és mivel egyik gyök sem nulla, ezért egy összetett számot kaptunk, ami ellentmond a feltevésnek.

11. Feltételezzük az ellenkezőjét vagyis, hogy mindkét gyök pozitív. Ekkor 
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 (3). Ha a (3) igaz minden d>0 esetén, akkor a<0, így a (2) alapján c+d<0 minden d>0 esetén ami absurdum.

12. Az egyenlet így is felírható: 
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, akkor a jobb oldal nagyobb mint egy. Tehát egyik esetben sem egyenlő 1-el, vagyis az egyenletnek nincs egynél több pozitív gyöke.

13. Mivel x választható, legyen sorra x({0, 1, 2}. Ekkor a következő egyenletekből álló homogén egyenletrendszert kapjuk: 
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 de ez absurdum.

14. Az egyenlet értelmezési tartománya 
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. Egyik megoldás x= 0 lenne, de ez nincs benne az értelmezési tartományban. A másik pedig az 
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egyenlet megoldása lenne, de ilyen nincs, mert a baloldal pozitív, a jobboldal negatív.

15. Ismert, hogy minden a> 0 esetén 
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 lenne, de ebből csak sinx=1 állhat fenn, ellenben ez nem teljesíti az egyenletet.

16. Az egyenlet értelmezési tartománya 
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akkor az egyenlet bal oldalán levő másodfokú függvények szigorúan csökkenőek, így a gyökeik is azok, meg az összegük is az marad. Ellenben, a jobboldal állandó, így ha van olyan x érték amelyre a baloldal éppen 7-tel egyenlő, akkor csak egy ilyen érték van. És mivel az x= 5 éppen ilyen érték, rajta kívül nem lehet más.

17. A feltételek mellett 
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. Mivel a feladat szerint egyenlőség kell álljon, ezért szükséges, hogy 
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. De ez csak akkor lehetséges, ha a két gyökmennyiségnek van közös gyöke, ez éppen az x=4, de ezen kívül az egyenlőség máskor nem teljesülhet. Ez a feladat is megoldható az előző feladatban alkalmazott monotonításra alapuló módszerrel is.

18. Az értelmezési tartomány a 
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 függvény szigorúan csökkenő, míg a 
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 függvény szigorúan növekvő. Így, ha az 
f(x) = g(x) egyenletnek van megoldása, akkor csak  egy megoldása lehet. Ez valóban igaz, mert ha feltételezzük, hogy 
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 két különböző megoldás, tehát 
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, és ez ellentmond annak, hogy x2 megoldás. És mivel x= 3 éppen megfelel, ezen kívül nincs több megoldás.

19. Mivel 
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, és mivel a baloldal szigorúan csökkenő függvény, a jobboldali pedig állandó, ezért, ha van megoldás, akkor legfennebb csak 1 van, és x=3 éppen megoldás, és ez az egyedüli.

20. 
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, a baloldali függvény szigorúan növekvő, míg a jobboldali szigorúín csökkenő, így (a 18. feladatban részletezett megoldás szerint), ha az egyenletnek van megoldás, akkor legfennebb csak egy megoldás van. Az x= 2 éppen megoldás, és ezek szerint több nincs.

21. Az értelmezési tartományon a két oldalon levő függvény ellentétes monotonítású, így ha van megoldás akkor csak egy van, és az éppen az 
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22. Azért mert 1 
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23. Legyen f(x)= 
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. Látható, hogy a függvény szigorúan növekvő. Továbbá a feladat egyenlete így írható fel: x= (f
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f)(x). Ha x> f(x) lenne, akkor az f szigorúan növekvő tulajdonsága miatt x> f(x)> f(f(x))> f(f(f(x)))= x, ami absurdum. Teljesen hasonlóan absurdumhoz jutunk,ha feltételezzük, hogy x< f(x). Tehát szükségszerűen f(x)= x, vagyis 
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, de az egyenletnek nincs valós megoldása.

24.  Az értelmezési tartomány 
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[image: image113.wmf]£

 0 is fennáll, ezért az egyenlet baloldala pozitív, a jobboldala negatív, így hát nincs megoldása, mert nem lehet mindkettő egyidőben nulla.

25. A baloldali kifejezés legalább 1, a jobboldali pedig legfennebb 1, tehát akkor lehetnének egyenlőek, ha mindkettő egyidőben 1-gyel egyenlő, de a két kifejezés más-más értékre veszi fel az 1-et.

26. A baloldali gyökmennyiségek létezési feltétele x( 
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, de emellett a jobboldali kifejezés negatív lesz, tehát a baloldalival ellentétes előjelű.

27. Legyen tehát 
[image: image115.wmf]2

423

bac

-=

. Ebből 
[image: image116.wmf]2

2542(5)(5)2(1)

bacbbac

-=-Û-+=-

. Tehát a baloldalon levő szorzatnak párosnak kell lennie, de ha ez bekövetkezik, hogy páros, akkor osztható 4-gyel, de a jobboldal csak 2-vel, 4-el nem osztható.

28. Azért mert 
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29. Az egyenlet diszkriminánsa, 
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<0 ugyanis a háromszög egyenlőtlensége alapján két oldal összege nagyobb mint a harmadik.

30. Az n=1 eset az {x}<1 miatt nyilvánvaló. Az a= [a]+ {a} egyenlőség alapján az egyenlet így írható át: 
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 (*). Nyilván, ha x(Z lenne, akkor a 0= 1 absurdumhoz jutnánk. Legyen tehát 
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, viszont (r, s)= 1 és s>1 miatt ez lehetetlen. Tehát a (*) egyenlőség lehetetlen, mert a bal oldal nem egész szám, de a jobboldal minden x esetén egész szám.
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