Az ellenpéldaval torténé cafolas az elemi matematikaban

Tuzson Zoltan, Székelyudvarhely

Ismeretes, hogy a logika a helyes gondolkodés torvényeit leiré tudomany, ezért mas
tudomdnydgakban sem nélkiilozhetd. Ezek koziil kihangsilyozzuk a retorikat és az
érveléstant. A retorika az 6korban a szébeli kozlés folyamataként és szerkezeti formdjaként, a
hallgatésdg meggyodzését jelentette. Ez a meggy0dzési folyamat az érvelés magasztossagan, a
nyelvi szépségén alapult. Ma mar a retorikdnak is be kell tartania az alapvetd logikai
torvényeket. A helyes kijelentésekhez, érvényes kijelentésekre van sziikség. Az érvelés egy
olyan folyamat, amikor objektiv bizonyitékok (alap, tények) felmutatdsdval bemutatunk
valamit, vagy megprobalunk valakit ravenni valamilyen gondolat elfogaddsara illetve
megkiséreljik azt, hogy veliink azonos d&llaspontja legyen. Az érveléstannak is, mint
kovetkeztetési szerkezeteknek, hasonld, szigorti torvényeket kell betartania, hiszen magdba
foglalja a bizonyit4s elméletet.

A cafolés a retorikdban a beszéd ama része, mely az ellenfél részérdl tett vagy tehetd
ellenvetések érvénytelenitésével foglalkozik. A céfolds mintegy megforditott bizonyitas, mely
azt torekszik kimutatni, hogy az ellenfél allitdsai magukban val6tlanok vagy az ellenkezdjiik a
val6, hogy meghazudtoljdk a tények, hogy az ellenfél okoskoddsa hibds elvekbdl indult ki,
vagy helyes elvekbdl hibas kovetkeztetéseket vont le.

Példaul, amikor a beszéld azt mondja, hogy ,,Cafolom, hogy az illeté kiskord. Itt a
személyi igazolvanya, mindenki megnézheti, hogy elmult 19 éves”, akkor ezéltal cédfolja az
allitast, hogy kiskoru az illetd. A céafolds végrehajtasanak a sikerfeltételei egyebek kozott a
kovetkezdk:

1) Felmeriilt egy allitas.

2) Ezzel a besz€16 nem ért egyet, tagadja az allitast.

3) Az allitas ellen érveket hoz fel.

4) Az érvek az allitas ellen 6sszehasonlithatatlanul er6sebbek, mint a mellette sz616

érvek.
Ha teljesiilnek ezek a feltételek, akkor a céfolas sikeres, akkor a nyilatkoz6 nem csak mondta,
hogy ,,Céfolom...” , hanem tényleg meg is tette.

Gyakran halljuk azonban, hogy egy politikus azt mondja, hogy ,,Cidfolom a sajtéban
megjelent allitdsokat”, és nem ad érveket az allitdsok ellen. Ebben az esetben a cafolds
sikertelen, mert nem teljesiilnek a 3. é a 4. feltétel. Valgjaban, amikor a nyilatkoz6 azt
mondja, hogy ,, Cafolom a sajtéban megjelent allitdsokat”, akkor ezdltal csak tagadja a
sajtéban megjelent allitdsokat. Vagyis, ebben az esetben a megnyilatkozas cselekvési értéke
csak tagadds, és nem cédfolés. Ne felejtsiik tehat, hogy a cafolds, masok 4ltal allitott igazsdgok
érvekkel valo tagaddsa.

Ezen kitérok utan lassuk, hogy mi a helyzet a céfoldssal a matematikai logikdban és a
matematikaban.

A matematikdban is az ismereteink igaz voltit be kell bizonyitanunk, mert azok
lehetnek igazak vagy hamisak. Igy vagy az ismeretek igazsigdt vagy azok hamissdgit kell
kimutatnunk. E célra két logikai miivelet all rendelkezésiinkre. Az egyik a bizonyitds, a masik
a céfolas. Tulajdonképpen e két miivelet egyet jelent: mindkettd bizonyitds, mert a cafolds
,hegativ irdnyu bizonyitds” A bizonyitds €s cafolds az az itélettel végezhetd logikai miivelet,
amelynek segitségével egy tétel igazsdgat, vagy hamissdgat tarjuk fel. Bizonyitani mindig
annak kell, aki allit és a tétel igazsdgat mutatja. Cafolnia mindig annak kell, aki tagad és a
tétel hamissagat mutatja ki.



Nézziik hat, hogy a matematikai logikdban, és maga a matematikidban mibdl is all a
céfolds, hogyan érvényesitjiik a cafolast a matematikai feladatok megoldasa sorén.

Legyen P(x) egy egyvaltozos nyitott mondat (undris predikatum, vagy egyvaltozos
logikai fiiggvény). Gyakran kell beldtnunk és bizonyitanunk olyan mondatokat, amelyekben a
két kvantor valamelyike is szerepel:

1) (Vxe H)(P(x)), vagy
2) (3xe H)(P(x)), ahol H egy adott halmaz.
Péld4ul: 1) Igazoljuk, hogy (Vxe R) ((x+ 1) =x+2x+ 1), vagy
2) Igazoljuk, hogy (Jxe R)()c2 = 1).

Az elsé példa egy azonossdgot szemléltet ami mindig igaz, a masodik pedig egy
egyenlet megolddsdanak a 1étezését mondja ki.

Felmeriilhetnek ellenben olyan mondatok is, amikor nem tudjuk egybdl eldonteni,
hogy azok mikor igazak, és mikor hamisak. Nézziink két ilyen példat:

1. Példa: Igaz-e, hogy (Vne N)(Z" +n+l# SM) ?
2. Példa: Igaz-e, hogy (Ixe R)(x(x+1)(x+2)(x+3)+2=0)

Belathat6, hogy az els6 példa esetén, hogy nem tudom egyenként ellendrizni, hogy az
Osszes ne N szam esetén 2" +n+1 nem lesz az S-nek a tobbszorose, és valdjdban, ha
masként is bizonyitani szeretném ezt, valdjdban mit is bizonyitsak, hogy azt jelentse, hogy a
szoban forgd 6sszeg nem tobbszorose az 5-nek. Ekkor felmeriilhet az a gondolat, hogy héatha
nem lesz igaz az dllatds valamilyen n értékre? Probaljunk legaldbb egy ilyen értéket keresni.
Ha elkezdjiik kiprébdlni az elsé néhany természetes szdmot, akkor mind olyan értékeket
kapunk, amelyek tényleg nem tobbszordse 5-nek. De hit meddig prébalgassunk? Ennek
alapjan elgondolkozhatunk azon, hogy valahogyan mddszeresen prébaljunk olyan n-et
keresni, amelyre 2" +n+1=5M lenne. Probdljunk elébb olyan n-et keresni, ami paros, ezért
legyen n= 2k. Ennek alapjan rendre felirhatd, hogy:
2"+ n+1=2% 42k +1=4" 4+ 2k+1=(5-D" + 2k +1=M5+ (=D  + 2k +1.

Most mér konnyen belathatd, hogy ha példaul k=5, akkor a kifejezés 5-nek a tobbszorose lesz
(de ez igaz minden k=5(2m+1) alakd szdmra is) vagyis 2'° +10+1=5M .
Ezzel a feladat megolddsa véget ért, ugyanis megdontottiik azt a mondatot, hogy

(Vne N )(2” +n+1#£5M ) . Ugy mondjuk, cifoldssal bizonyitottuk a feladatot, hiszen egy
ellenpéldat adtunk, az n=10 értékre, amikor is a mondat ellentettje az igaz.

Nézziik csak tehdt, hogy mibdl is dll egy (Vxe H)(P(x)) esetben a cafolds? Ez abbdl
dll, hogy azt igazolom, hogy (3x,€ H)(—P(x,))(i) vagyis keresek legaldbb egy olyan
x, értéket, amelyre a feltételek teljesiilnek, és az 4llitds ellentettje (tagadottja) lesz igaz.
A —P(x,) a (Vxe H)(P(x)) mondatnak egy tgynevezett ellenpéldaja!

Nézziik most a médsodik példat. Itt is mar induldsbol nehézségekbe iitkoziink, hiszen
nem konnyii eldonteni, hogy ténylegesen, a szoban forgd negyed foku egyenletnek van-e vagy
nincs valés x megoldasa. Ellenben, ha arra gondolok, hogy esetleg nem-e tudndm bizonyitani,
hogy az egyenletnek nincsen megolddsa, akkor vajon mikor is nem lenne? Példaul akkor, ha
minden valés x esetén x(x+D)(x+2)(x+3)+2>0 vagy x(x+D(x+2)(x+3)+2<0.
Probdlkozzunk ilyen irdnyban. Eldszor is ha ligyesen végezziik el a zardjelek szorzasat

felirhatjuk, hogy: x(x+1)(x+2)(x+3) = [x(x + 3)] . [(x +D(x+ 2)] = (x2 + 3x) . (x2 +3x+ 2) .

Most, ha bevezetjiik az y = x” +3x véltozdcserét, akkor azonnal adédik, hogy



x(X+D(x+2)(x+3)+2=y(y+2)+1+1=(y+1) > +1=(x*+3x+1)>+1>0 ami azt igazolja,
hogy Létezik olyan valés x érték, amelyre x(x+1)(x+2)(x+3)+2=0 lenne. Ezzel a
feladatot megoldottuk, hiszen cafoltuk azt, hogy létezik olyan valés x érték, amelyre
x(x+1D(x+2)(x+3)+2=0 lehetséges lenne.

Nézziik eziittal is, hogy mibdl is dll egy (Ixe H)(P(x)) esetben a céfolds? Ez abbdl
dll, hogy azt igazolom, hogy (Vxe H)(—P(x)) (ii) vagyis bebizonyitom, hogy minden

esetben a bizonyitando 4llitas ellentettje (tagadottja) all fenn.

Ezzel tehat megoldottuk mind a két feladatot, és az (i) és (ii) altal azt is belattuk,
hogy matematikai nyelvezettel mit is jelent a két fajta mondat cafolasa.

A tovédbbiakban, csupan az elemi matematika teriiletére szoritkozva (tehat kizdrva a
felsobb algebrat és a matematikai analizist) szamos olyan feladatot és azok cafoldssal torténd
megoldasiat mutatjuk be, amelyek tanulsdgul szolgilhatnak a céfoldsi mdédszer jobb megértése
és elmélyitése érdekében. A bemutatott feladatok esetén semmilyen rendszerességre,
semmilyen teljességre nem toreksziink, csupan izelitd oOtleteket nyujtunk a kivancsi
Olvasénak. Hasonlé feladatokat, a matematika minden teriiletérdl barki érdekl6dd sajat maga
is taldlhat és szerkeszthet. Most nézziink néhany alkalmazast!

I. Az (i) alapjan ellenpéldaval cafoljuk a kovetkez6 mondatokat:
1)Ha a,be N és a+b paros szdm, akkor a és b is paros szamok.

2)Ha a,be Z és a+b=3M , akkor a=3M vagy b=3M .
3) Ha m,ne N és 3 nem osztja az m-et, 3 nem osztja az n-et, akkor 3 nem osztja az
(m+n)-et.

4) Ha x,ye (0,1) akkor x+ ye (0,1).

S)Ha x,ye R\Q, akkor x+ye R\Q.

6) Ha x,ye R\Q,és x#y akkor x-ye R\Q.

7)Ha x,ye R, és x< y, akkor x*> < y’.

8)Ha x,ye R, x<yés xy>0, akkor x* < y>.

9)Ha x>0, akkor x* > x.

10) Ha x,ye R és x <y, akkor i>§

11) Barmely ye Zesetén létezik xe Z Ggy, hogy 2x+y=3.

12) Barmely be R esetén létezik ae R gy, hogy a’ —4a+5=b.
13) Ha %ﬂzz, akkor a,b>0.
a

14)Ha ne N, akkor n* +n+41= primszdm .

15)Ha A,B,Cc R és ANBNC =0 ,akkor AnNB=O.

16)Ha A,B,Cc Rés (ANnC)c(BNC(C), akkor Ac B.

17) Ha A c R korlétos halmaz, akkor az A-nak van egy legkisebb eleme.

18) Ha AN B korlatos, akkor az A, B — R szintén korlatos.

19) Ha f:R—R és f(x)=ax’+bx+c, a#0 és az f(x)=0egyenletnek van
megoldasa a (0,1) intervallumon, akkor f(0)- f(1)<0.

20) Ha A,Bvéges halmazok és cardB <cardA, akkor minden f:A — B leképezés
sziirjektiv.

21)Ha f:A— B, g:B— C és go f sziirjektiv, akkor f sziirjektiv.



22) Ha cardB < cardA , akkor minden f: A — B leképezés injektiv.

23)Ha f:A— B, g:B— C és go f injektiv, akkor g injektiv.

24)Ha f: A — B nem injektiv, akkor f nem sziirjektiv.

25)Ha f: A — B nem sziirjektiv, akkor f nem injektiv.

26) Ha f: A — B injektiv, akkor f szigortian monoton.

27)Ha f,g:R— R és f + g szigorian novekvo, akkor f'és g szigorian novekvok.

28) Minden olyan négyszog, amelynek van két derékszoge, korbeirhato.

29) Ha két négyszog szogei egyenlok, akkor a két négyszog hasonld.

30) Ha két haromszog hasonld, és van két egyenld oldaluk, akkor a két haromszog
kongruens.

31) Minden olyan négyszog amelyben van két-két egyenld szog, az paralelogramma.
32)Ha A#D és a,be A, akkor a-b=0=a=0vagy b=0.

I1. Az (ii) alapjan cafoljuk a kivetkez6 mondatokat:
1) Létezik ne N amelyre n”> +n+1:2010.

2) Létezik ne N amelyre Sn+S egyszertsithetd.
2n+3

3) Létezik olyan a,be Z amelyre 13|2a+bés 13|5a—4bde 13 nem ossza az a—6b
kifejezést.

4) Nem léteznek a 3, 5, 7-en kiviil mas harmas ikerprimek.

5) Létezik ne N amelyre 2" -5" +1 primszdm legyen.

6) Létezik ne N amelyre n+5, n+7, n+17 egy idében primszadmok.

7) Létezik ne N amelyre n* +64 primszam.

n> +8n+15 c

n+1
3n+5

2n+3

10) Létezik ne N amelyre Vn’ +n+le N .

11) Létezik ne N amelyre ! + ! +.+ ! EN.
n+l n+2 n+n

12) Létezik ne N amelyre V1-2-3-...-ne N.
13) Létezik olyan xe R amelyre x> —x" +x* —x+1=0.
14) Létezik olyan xe R amelyre +/sin x +~/cosx <1

8) Létezik ne N amelyre Z.

9) Létezik ne N amelyre e”Z

Megoldasok
I.1) Ellenpélda az a=1 és b=3, amelyre teljesiil, hogy a+b paros. Altaldban a= 2p+1 és
b= 2gq+1 megfelel ellenpéldanak.
2) Ellenpélda az a= 1 és b= 2, amelyre teljesiil, hogy a+b= 3M. Altaldban az a= 3p+1 és
b= 3q+2 jo ellenpélda.
3) Az el6z6 feladat ellenpélddja megfelel.

4) Ellenpéldaaz x=y =% amikor x+y= g&‘ 0,1).

5) Ellenpélda x=~2 és y=—J2,emre x+y=0e Q.
6) Ellenpélda x=x/§—1,y:\/§+1 éserre x-y=1e Q.



7) Gondoljunk a negativ szdmokra is. Példdul x=-2<1=y és 4=x" >y’ =1.

8) Ellenpélda x=-3, y=-2 amelyre 9=x" >y’ =4.

1
5
10) A pozitiv és negativ szamokra is kell gondolnunk, igy ellenpélda ha x= -1, y= 1,

akkor —1=l>l:1 hamis.
Xy

11) Az x=

9) Gondoljunk az egynél kisebb szamokra. Ellenpélda x :% amelyre % =x"<x=

Y e Z nem mindig igaz, példaul y=2.

12) Ellenpélda, ha b= 0, akkor az a* —4a+5=(a—2)* +1=0 hamis.
13) Ellenpélda az a= -2 és b= 4.

14) Ellenpélda az n= 41.

15) Ellenpélda az A={1,2}, B={2,3}, C={4,5}.

16) Ellenpélda A={1,4}, B={1,2,3}, C={1,2,5)

17) Ellenpélda A = {l‘n eN } , mert ha min A = 1 lenne, akkor példaul € A és
n m m-+
1
— <a.
m+1

18) Ellenpélda A=R, B= {0, 1} .

19) Ellenpélda f(x)=(2x—1)(3x—1)=6x>—5x+1 amelyre f(0)- f(1) >0 pedig
mindkét gyok a (0,1) intervallumban van.
20) Ellenpélda A={-1,0,1}, B={0,1,2} és f:A— B, f(x)=x", amikor f(x)#2.

21) Ellenpélda £, g:Z — Z, f(x)=2x—1, g(x) :)‘TJrl esetén go f =1, de fnem

sziirjektiv, hiszen f(x)#2.
22) Ellenpélda A={0,1,2}, B={1,3,5,7} és f(x)= |2x—1

és f(x)=x".

,vagy A={-11}, B={1,2,3}

23) Ellenpélda f, g:Z — Z, f(x)=2x, g(x):{g]

24) Ellenpélda f:Z > Z, f(x)= {%} nem injektiv de sziirjektiv.

25) Ellenpélda f:Z — Z, f(x)=3x—2nem sziirjektiv de injektiv.

26) Ellenpélda f:R — R, f(x) = {x’ x€ (o2, 01U[Leo) FO)< f (lj > f (lj .
1-x, xe (0,1) 3 2

27) Ellenpélda f(x)=2x+1, g(x)=1-x.

28) Van olyan négyszdg, amelynek van két derékszoge, de nem irhat6 korbe! Ilyen a
derékszogl trapéz.

29) Van két olyan négyszog, amelynek szdgei egyenldk, de nem hasonléak! Ilyenek a
négyzet €s a valddi téglalap.

30) Van két hasonl6 haromszdg, amelynek van két egyenld oldaluk, de nem
kongruensek! Ilyenek példaul két egyenldszaru derékszogii haromszog, ahol az egyik arfogdja
egyenld a masik befogdjaval.



31) Van olyan négyszdg, amelyben van két-két egyenld szdg, de nem paralelogramma!
Egy ilyen példa a szimmetrikus trapéz.

32) Ha A= R lenne, akkor nem lenne mit cafolni, mert a feladat igaz. Ellenben nem
emlitenek semmit az A halmaz természetérol. Ezért nézziik csak a kovetkezo ellenpéldakat.

1 0 0 0
a)Ha A=M(R,) és a:(o O];tOz,bz(O JiOz de mégis ab=0,.

b)Ha A=Z,, akkor a=2#0, b=3#0, de mégis ab=0.
1, x<O 0, x<0
0, x>0 % _{2, x>0
de mégis f - g = 0. Az ellenpélddkban szerepld a, b elemeket zérusosztéknak nevezik.

egyik sem azonosan nulla,

c)Ha A={h:R — R}és f(x):{

II. 1) Béarmely esetben n’+n+1 nem oszthatd még 2-vel sem. Valéban az
n*+n+l=n(n+1)+1 szdm nem oszthaté 2-vel, igy 2010-zel sem, ami oszthat
2-vel.

2) Az adott tort nem egyszertsithetd. Valéban, ha d |3n+5 és d| 2n+3, akkor d |6n+10
és d | 6n+9, ezért d | (6n+10)—(6n+9) =1, vagyis csak 1-el lenne egyszerlsitheto.
3) Az a-6b mindenesetben oszthat6é /3-mal. Valéban a —6b = (5a—4b)—2(2a+b) =M13.
4) Ha p>3 primszam, akkor p=3k+*1 alakd, igy 3| (p+2)(p+4), ezért a
p,p+2, p+4 szamok egyike oszthaté 3-mal.
5) 2"".5" +1=2-10" +1, vagyis a szamjegyek Osszege 3, ezért a szdm oszthaté 3-mal.

6) Ha n =3k, akkor n+15 oszthatdé 3-mal, ha n =3k —1 akkor n+7 oszthaté 3-mal, ha
pedig n =3k +1, akkor n+5 oszthaté 3-mal.

7) n*+64=n" +16n> +64—16n> =" +8)* —(4n)> = =(n> +4n+8)(n* —4n+38)

2 2
n +8n+15:(n+4) 1: A

8)
n+4 n+4 n+4

1
n+4

, ami csak akkor lenne egész szam, ha

€ N lenne, de ez nem lehet, hiszen ne N.

9) Szdmoldssal ellendrizhet, hogy 1<->'F

> <2 és az (1,2) intervallumban nincs
n+3

egyetlen egész szam sem.
10) Minden esetben n*> <n’ +n+1<(n+1)* igy n* +n+1 nem lehet teljes négyzet.
1 1 1 1

11) Az 6sszegnek n tagja van, igy l:n-—< + +..+ < <n-L<1
2 2n n+l n+2 n+n n+1

. 1 .
vagyis a tort értéke az (E’ 2) intervallumban van, igy nem lehet egész.

12) Legyen p a legnagyobb primszdm az 1-2-3-...-n szorzatban, ez nyilvanvaléan csak az
elsé hatvanyon szerepel benne, igy a gyok alatti kifejezés nem oszthaté p*-tel, ezért nem
lehet teljes négyzet.

13) Ha x>1, akkor «’(x’—1)+x(x’—1)+1=1, ha pedig x<I, akkor

x?+x*(1-x")+(1—x) >0. Tehit mindenképpen x° —x’ +x*—x+1>0.



14) Mivel xe (O’Ej , ezért sinx,cosxe (0,1), ezért sin’x<sinx<+/sinx és

cos’ x<cosx<<i/cosx, és Osszeadva a két egyenlotlenség két szélén levé megfeleld

kifejezéseket azt kapjuk, hogy 1=sin’ x+cos’ x < <+/sin x +%/cos x , ami abszurdum.
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