FELVETELI VIZSGARA KESZULO TANULOK FIGYELMEBE!
A SZINUSZ ES KOSZINUSZ TETEL NEHANY ALKALMAZASA
Tuzson Zoltan tandar, Székelyudvarhely

A trigonometridt kezdetben nem tekintették 6ndlldé matemati-
kai diszciplinanak. A csillagaszat segédeszkdzeként jétt létre;
az a tudomanyag, amely a trigonometriai filiggvényeket és ezek
segitségével a haromszdgek megoldasat targyalja.

A haromszOg oldalal és szbgei kozotti alapvetd Osszefiiggé-
seket a szinusztétel (Sz.) és a koszinusztétel (K.) fejezi ki.

Mivel a trigonometria mértani alkalmazdsaindl mind a
tankdnyvek, mind a feladatgy(Gjtemények zdme olyan jellegf
feladatokat tfiz ki, melyeknek megolddsa nagy mennyiségfi képlet
ismeretét feltételezi (s igy csak a nagyon jé tanuldk képesek
megoldani) , sziikségesnek lattuk olyan feladatanyaqg 6sszevalogata-
sdt, mely csak a szinusz- é&s koszinusztételt, valamint algebrai

szamitasokat igényel.

A kovetkezbkben a haromszogben szokasos jeldléseket
hasznaljuk: a, b, c¢ az oldalhosszakat, T a teriiletet, p a
félkeriiletet, R a haromszdg koré irt kor sugarat, r a beirt kor

sugarat, h_,, h,, h. (az a, b és ¢ oldalakhoz tartozd) magassagok
hosszat, m,, m,, m, az oldalfelezbk hosszat, i,, i,, i_. pedig a

megfeleld szogfelezbk hosszat jeldli. Az A, B, C jeldlésekkel az
illetd sz0g mértékszamat jeloljilk.

A kovetkezd gyakorlatok és feladatok megoldasa &ltal =a
tanuldk jelentds jartassagra, készségre és onbizalomra tehetnek
szert a trigonometrial feladatok mértani alkalmazasai terén.

(1) Barmely haromszdgben T = £§281nﬂ és analdgjai.
(2) Barmely haromszégben R = *izf.
. o b &
3 Barmely ha szOgbe 'a = : = — = 2R
(3) 4 huin: e S1nA sinB sinC

(szinusztétel).
(4) Barmely haromszégben a = bcosC+ccosB és analdgijai
(vetliletek~-tétele).

(5) Barmely haromszdgben a = b?+c?-2bccosA és analbdgja:
(koszinusztétel). R

a?sinBsinC

i 2S1nA
(7) Ha egy haromszdégben asinB+b51nA = 2c¢sinC és
__bsinC+csinB = 2asinA, akkor az ABC haromszdg egyenl®
oldala. |
(8) Barmely haromszdgben

JasinA+/bsinB+/csinC = J2p(sinA+sinB+sinC) .

‘(6) Barmely haromszdgben T = és analdgjai.

(9) Barmely hdromszdgben sinA-:-sinB:sinC = 222.
(10) Barmely haromszodgben sinA+sinB+sinC = 'g.

(11) Ha egy haromszdgben b+c = 3a, akkor sinB+sinC = 3sin?




2_~2
(12) Barmely héromszdgben bcosC-ccosB = 2 ac_ és analégjai.

(13) Ha bcosC = ccosB, akkor az ABC haromszdg egyenld szara.

(14) Ha b?+2accosB = a’+2bccosA,’ akkor az ABC haromszog
egyenld szara. .

(15) Ha a = 2bcosC, akkor az ABC haromszdg egyenld szara.

(16) Ha acosA = bcosB, akkor az ABC haromszog egyenld szara
vagy derékszogl.

5T ¥
(17) Ha cosB+cosC = ac " akkor az ABC haromszdg derék-
szo6gl.

2 2 2
(18) Barmely haromszdgben cosAd  cosB, cosC _ a’+b'+c

E b c 2abc

- (19) Barmely haromszogben
(a+b)-cosC+(b+c)-cosA+(c+a)-cosB = a+b+cC.

2. 2.
D MBre MC-—J\B-MC (Stewart

(20) Ha M €(BC), akkor AM’ ~

tétele). :
. 2 b%%c? a* o

(21) Barmely haromszdgben m, = s AR és analdégjal

(oldalfelezb-tétel). .

2

(22) Barmely haromszogben il = bc{l—( bfc)] és analdgjai

(szbgfelezb-tétel) .
' (23) Barmely haromszdgben mZ+mi +mZ

—i— (a?+b%+c?) .

.,

(24) Barmely haromszdgben mi+my+my = %(a“b”c“) ;
(25) Ha b?+c? = 2a%, akkor mp+m; = 2m, &s cm, = bumy.
(26) Ha A # 90°, akkor 4T = (4m?-a?) tgA és analbgjai.
(57) Ha 1, = {Ej::' akkor az ABC haromszdg derékszogl.
h
(28) Ha .b;c ==-Eiv§] akkor az ABC haromszdg derékszoga.
a
3,.3_73 ;
(29) Ha btcTma’ _ a2 akkor A = 60°.
b+c-a
1 1 3
<30 a ——+ = akkor B = 60°.
{30) B8 b b a+b+c’

(31) Ha c(a+b—c)-a(b+c-a)+b(a+c—b) = bc, akkor A = 60°,

(32) Ha a = /6, A = 60°, btc = 3+/3, szamitsyk ki T
értékét.

(33) rHa (b+c)-a = b?+c? és b+c = EYBEa, akkor A = 30°.

(34) Ha b?-c? = 2a%, akkor A < 30°.

(35) Ha b?+c? = 2a*, akkor A < 60°.

(36) Ha a < b;c, akkor A < B;C .

(37) Ha b+c = 2a és B+C = 24, akkor az ABC haromszdg egyenld
. oldalad.




(38)

(39)
(40)
,(41)

(42)

(43)
(44)

(45)

(46)
(47)
(48)
(49)

Barmely haromszdgben -2 = C*COSA(acosC-ccosa)

b ccosC+acosA
Barmely haromszdgben sin?A+2sinBsinCcosA = sin2B+sin?cC.
Barmely haromszdgben 4R?:(sin?B+sin?C-sin?A) = 2bccosA.
Ha sinA = 2sinBsinC, akkor az ABC h&romszdg egyenld
szZAara. 5!

Ha s1naA =

gt.
” » bccosA+cacosB+ab'cosC
Barmely haromszdgben 25inA+bsinBrcalin = R.
sinA+sinB+sinC _ p
cosA+cosB+cosC  R+r
azsinBcosC'+ b?sinCcosA , C°sinAcosB "
S1inA sinB sinC
E, = azconginCQ_bzcogcsinA4_czcogAsinBF akkor E,=E, .
S1nA sinB sincC

sinB+sinC

—— akkor az ABC haromszdg derékszo-

Barmely haromszdgben

Ha E, =

224 2.4 2
Barmely haromszdgben ctgA+ctgB+ctgC = £ia ai; £ )Q

Barmely haromszdgben actgA+bctgB+cctgC = 2(R+r) .

Barmely haromszdgben cosA+cosB+cosC = lﬂ'g.

Barmely haromszdgben
16 T? = 2(a%b?+b2c?+c2a?) - (at+bi+ct) ,
Ha b?+c? = 2a?, akkor 8T = 16b2c?- (b2+c?)2,

Barmely haromszdgben acosA+bcosB+ccosC = —%?.

Ha A # 90°, B # 90° és a’tgB = b?tgA, akkor az ABC
haromsz6g egyenld szaru vagy derékszdgf.

Ha A # 90°, akkor (b?+c?-a?)tga = 47T,
Ha A # 90°, B # 90°, akkor

(b?+c%-a?)tgA = (a?+c?-b?)tgB.

Barmely haromszdgben

a(bcosB+ccosC) = sinA(b?ctgB+cictgC) .
Barmely haromszdgben h, = 2RsinBsinC és analégjai.
Barmely haromszdgben a’ctgA+b?ctgB+clctgC = 4T. |
Ha 2h, = a*tgB, B # 90°, akkor az ABC haromszog egyenld
szaru.,
Ha ctgA+ctgB = 2ctgC, akkor a?+b? = 2¢2,
Ha *ctgA = 2(ctgB+ctgC), akkor b2+c? = @az
Ha cos®A+cos?B+cos?C = 1, akkor az ABC haromszdg derék-
szogl. .
Ha sin®A+sin?B+sin2?C = 2, akkor az ABC haromszdg derék-

~ szogn.

Ha a“+b®+c? = 8R?, akkor az ABC haromszdg derékszogf.
Ha b+c 2a, akkor 2cosA+cosB+cosC = 2.

Ha 5a® = 5b%+c? és 3b? = 3¢c2+a?, akkor tgA = 3, tgB =

= 2, tgC = 1.

Ha s+nC’+ s:“LnB
sinB sinC

= 2sinA, akkor ABC egyenld szara



derékszdgi hdromsz4g.

2.4+ 52
(67) Ha T = — lb . akkor ABC egyenlb szari derékszogl

haromszog.
(68) Milyen tulajdonsagi az a haromszdg, amelyben

cosA+cosB+cosC = 1 7?
(69) Ha p = bcosA+ccosB+acosC, akkor az ABC haromszog
egyenld oldala.

OTMUTATASOK A FELADATOK MEGOLDASAHOZ

ch_

q

(1) T = és legyen h_ := CD . AB, akkor h, = b:sinA.

(2) Legyen &' az A pont Atmérbsen ellentett pontja
ADCA ~ ABA'A.
a b c abc

(3) Az (1) szerint —43 T SinB  sinC —7 ¢ mald
(2)-t alkalmazzuk.

(4) Legyen A2&' . BC és felirjuk a koszlinuszt az ABA'A és
ACA'A-ben.

(5) A (4] rindhirom valtozatat alkalmazzuk.
A tovabbiakban a rovidités céljabol a sz inusztétel Sz-tétel,

coszinusztételt E-tétel néven emlegetjiik. Amikor azt irjuk,

a

iy az Sz-tételt =1kalmazzuk, akkor a sinA = — és analdégjait

2R

lyettesitjik De, -mikor a K-tételt alkalmazzuk, akkor a

= b‘*;*-a* és analdgjait helyettesitjik be.
11k=lmazzuk az Sz-tételt a szinuszokra (tehat

=
L

inA = stb-t helyettesitiink be).

o —

(12)-(1%) A E-tételt alkalmazzuk, de a (19) a (4) mindharom
vil=ozatibdl Bsszegezve is kijon.

(20) A E-tételt 21kalmazzuk a B szdgre az ABM A és ABC A-
ben.

(21) A (20) sa)atos esete.

(22) A (20) sajitos esete, alkalmazva a szogfelezb6 tételt

is, ahonnan BM = ac  gs MC = ab beirhatd.
b+c b+c
(23)-(25) A (21)-es oldalfelezb6-tételt és analdgjait hasz-
niljuk fel.
(26) T = 22222 tga = sind =, (21)-et &s a K-tételt
< COSA -
hasznaljuk.

(27) A (22) alapjan a b2+c? = a?-hez jutunk.
(28) ah, = bcsinA majd a (22)-t alkalmazva

- _ bE_,__CZ_aZ P _
SIN“A = > ho +1 addédik és igy (1-cosA) (1+cosA) =

- 1+cosA és a K-tétel alapjan A = 90°.

(29), (31) A mbveletek elvégzése utan a? = b?*+c?-bc adoédik,
K-tételt alkalmazzuk.

(30) A miveletek utan b2=a2+c%-ac ez analég (29),(31)-gyel.

| 1



b2+c2-52
2bc
bc = 2+2y/3, majd (1)-et alkalmazzuk.

2
(33) b?+c?* = E!/—§a2 és (b+c)? = .. ; kiszamitjuk bc-t és

(32) cosA = és (b+c)? = (3+/3)? alapjan

3 3
K-tételbbl cosA = -%?.

- 2
(34) cosA——‘{; E (b;;?r) 2 0 (A K-tételt és a feltevést
alkalmazzuk).
| b u.g* 1 * :
(35) cosA = Sy > = (ugyancsak a K-tételt és a felte-
vést alkalmazzuk).
1 3 (b-c)? T A+B+C
SA-— > > i < — = A
(36) cosl~=2 Z ike. . £ VP4 X < 3
(37) A+B+C = 180° 1igy A = 60°, a K-tételbbdl b'c = a2

adddik, igy b és c az x°-2ax+a’ = 0 egyenlet gydkei.
(38) K-tételt alkalmazzuk.
(39)-(43) A Sz-tételt alkalmazzuk.
(44) A szinuszokra a Sz-tételt alkalmazva a (48)-as
feladatot kapjuk.
(45) E1lObb a Sz-tételt alkalmazzuk, majd a K-tételt.

(46) Felirva ctgx = gi’ii, elbbb a Sz-tételt, majd a K-
tételt alkalmazzuk.
(47) Az elbbbihez hasonldé médon jarunk el, eziGttal a Sz-

tételbbl az oldalakat 1irjuk be és 1igy a (48)-hoz

jutunk.
I 4T 4 (p-a) (p-b) (p-c) "
48 — = — = . Elvégezziik a sza-
(48). R prabc abc e
mitasokat, majd a K-tételt alkalmazzuk.
(49) Nem mas, mint a T = p(p-a) (p-b) (p-¢) Gn. Heron
képlete. Behelyettesitijilk a p = a+12:>+c értéket és

roviditett szamitasi képleteket hasznalunk.
(50) A (49)-be beirjuk a feltételt.

(51) R = ib;, beirjuk a K-tételt, majd (49)-et alkal-

mazzuk a T-re. .
(52)-(54) Belirjuk tgx = smnx' elbbb a Sz-tételt, majd a K-

COoSXx
tételt alkalmazzuk. Az (53)-ndl még a T = bcsinA

-t is

hasznaljuk, az (54) az (53) analdégjaibdl tranzitivitas-
sal megkaphatéo.

(55) A ctgx = Ziﬁz utan eldbb a Sz-tételt alkalmazzuk,
ezittal sinB = -gsinA és sinC = Esin}i formaban,

azutan a K-tételt.



2 L "
a bc51n351nC' majd (1)-et

(56) ah, = 2T, R: = a4b; igy T? = 2
és analégjait alkalmazzuk.

(57) A sz-tételbbl beirjuk a szinuszokat, és visszajutunk
az (51)-hez.

(58) a‘h, - acsinB, majd a K-tételt alkalmazzuk.

(59)-(60) Felirjuk a ctgx = Z?iﬁ képletet, elbbb a Sz-
tételt, utana a K-tételt alkalmazzuk.
(61) A sin?x+cos®x 1 alapképlettel atirhatd a (62) -re.

(62) A gz-tétellel atirhatd a (63)-ra.
232 2
ADC : g vy 0 VB IBLC adédik, majd

63) Beirjuk: R =
(63) J AT 2> (a2+b?+c?)
bcsinA : - 2a*
aT-= alapian sin?a = =
2 P a2+b2+cz
2
. T
=+ Ccos2A = 1-s1in‘A, masfeldl CcoOs?A = pirosa és
2bc
= 0 adoédik.

{az*bz—cz){b2+C2-az)(C2+asz2) -
2 2ha i & 3 2_ 2
aZ(b+c) +bc(b+cC) (b+c) (b%-bc+c?) beirjuk

r

végul

64) cosB+cosC =
(64) 2abc

2 b+c = 2a feltételt, majd 2 (1-cosA) esetén is a K-

— tételt alkalmazzuk.
(65) b = —a?, c* = —a’ =b'= 2y2a o = 25 . cosa =
S S 3 3
e (a K-tétel alapjan) majd sin®A = 1-cos?A = —2—,
/10 i
tgA = SlnA; hasonldan a tdbbi 1is.
COSA ,
| ) s : b2+c? -, :
(66) A Sz-tétel segitségével sl1inA = 5 adédik, a K-
2 < N
tételbbl cosA = 2 ;‘;}ca és sin?A+cos?A = 1 =

o [a2-(b%+c?)]2+(b%*-c*)? = 0.
5 absinC _ liii.pd) = absinC
(67) T > | ‘4(a.+b ) 3
o (a-b)2+2ab(l-cosC) = 0.
(68) A K-tételt alkalmazva:

2 2_~22 2 2_R2 2 2 _ 2
| e o bl _1)+(c +a“-b _1]+(a +H*-& _1) — 0 e

2bc 2ac 2ab
(a+b-c) (a+c-b) (c+b-a) By .
- 0 addédik, ami egyetle
- 2abc 9y "
haromszdgben sem teljesiilhet. -
A K-tételt alkalmazva (b-a)(Ceb)(c-a)(a+b+c) = 0

(69)
adédik.



