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. Irta: Tuzson Zoltan tanar, Székelyudvarhely

Az ML 7/1979 szamdban 17841. sorszaimmal az aldbbi feladatot _
tzték ki: Ha (1 +J2)”—a +8,4/2, akkor szamltsuk ki a lim 2

ik #—sco by
hatarértéket.




[image: image2.jpg]Mivel a Matematikai Lapok has4bjain,” valamint matematikai verse-
_ nyeken tobbszor keriilt sor hasonlé tipust feladatokra, tehéat (a + b Jc)” =

=a, | b, Jc, alaktakra, mindazok mellett, hogy a feladat megoldasa
nem okoz semmilyen nehézséget, hasznosnak taldlom, .s6t tanulsdgosnak
is, bemutatni a feladatnak myolc kiilonbozé megoldasat, amelyck termé-
szetesen A4ltaldnosabb keretek kozott is alkalmazhaték.

1. megoldds :

Mivel (1 4 4/2)* = a, + b, \/'Q, Newton binomindlis képlete alapjin
fenndll az (1 —4/2)* = q, — ber/2 egyenléség is, és a fenti két Ossze-
figgést Osszeadva, illetve kivonva, kapjuk, hogy :

ay = 2 [(1 + 427 + (1 — 2], illetve b, = zlﬁ [(1+ 42 — (1 — /2]
Tehat
- - 1+ (——1 —"E)”
fim 2 — lim 2 LD A= g M) 2
noo bn n—o0 (1 + M2 — (1 — A2)n mw (1 — 42 J"
1+ 4/2

hiszen az utébbi hatdrérték értéke egy, mivel [(1 —4/2): (1 4 4/2)] < 1.
Mutassuk be most a feladatnak, talan egyik legrévidebb megoldésat.
2. megoldds

Mivel (I 44/2)" = a, + 5,42 & (1 —3/2)* = a, — b,4/2, &szre-
vehetjiik (Osszeszorozva a két kifejezést), hogy a, és b, kielégitik az a® —
— 2b% = 1 Pell-egyenletet, vagyis a2 — 202 = 1. , (™

Vegyitk észre, hogy az (1 —1—\/5)" =a, + b, \/Q alaku kifejezésben
b, pozitiv binomidlis egyiitthaték osszege és lim b, = --o0.

y .y an \2 1 , . an )2

Ezek szerint a (%) alapjan (—b—-) =2 4 = g tehat lim (;—) =2

. a. O
ahonnan lim 22 — /2.

#n— 00 bh

A tovabbiakban hirom olyan megolddst mutatunk be, amelyeknél
az aldbbi rekurzi6s Osszefiiggéscket haszndljuk fel:

Mivel @piq + bar14/2 = (1 4 4271 = (1 + 4/2) (2 + bar/2),
ezért App1 = Ay + Zb” (1) b”+1 = a, —I— b,, (2),

valamint

©

3. megoldds

A feladatot a Stolz-Cezaro lemma segitségével oldjuk meg, felhasz-
ndlva az (1) és (2) rekurziés Osszefiiggéseket.




[image: image3.jpg]A lemma alapjan:

—a . 2by, — b 2 ..a
lim P T fimet e T o lim 2 = Z = 5 =lim .

#7— 00 bm_l — by n—00 Aan + by — b n—o0 an x naon: by

Tehat x? = 2, azaz x _\/2 hiszen a,, b, > 0.

Megjegyzés : a fenti médszer nemcsak a feladat partlkulantasa miatt
volt alkalmazhaté, hiszen tetszéleges a, 1= a - @y + b - b, €8 buy1 =
=c-a, +d- b, mellett is

a
(@—1)—=+b
lilna"+l—a”:1i1n (a.—l)an—l—b-bn:ﬁm by ___gaml)x—f—b:x:
no0 bpyy — bu noo 6 an 4+ (d — 1)bu ,,_.wi%+d_l cx +d— 1
"

"

= lim %, tch4t meghatdrozhaté az x értéke.

4. megoldds
Egyszerfien megoldjuk az (1) és (2) rekurzids egyenletrendszert a (3)
peremfeltételekkel.

A (2) alapjan a, = byy1 — | b, tehdt a,4, = byys — bpy1, 1gy az (1)- bél
kapjuk, hogy b, — 2b441 — b, =0, amelynek a karakterisztikus egyen-
lete 2 — 2y — 1 = 0. Azonban by =0 és b1 = 1, ezek alapjdn kapjuk,

1
hogy b, = s oy — 2~/“ 745, vagyis b, \/_ [l +4/2* — (1 — \/2)"]
amit mdr az 1. megoldasnal is megkaptunk.

Hasonléan kapjuk, hogy @ui2 — 2@x41 — @, = 0, az a, = a, = 1 perem-
feltételek mellett, és hasonléan az elébbihez

l —_— —
ay =2 [(1+ 42" + (1 —42)7]
Fzek utdn az 1. megoldéds utolsé 1épését kovetve, kapjuk, hogy:

lim 22 — /2.
by
5. megoldds
Az aldbbi megolddsban a sorozatok és a matrixok hatvdnya kozti
kapcsolatot szeretnénk kihangstlyozni.

Mivel
= ¢ 2
An 41 Ay + an ezért Ap 41 = [ 1 : an] (4)
b”+1 = a, + b,' \ b”+1 1 1 b,‘
matrixok szorzdsa is igaz.
a”

by
Xpp1=4 . X alakban is irhatd, amelynek az ismételt haszndlatdval az
b . (5) bsszefiiggéshez jutunk.

Bevezetve az X, — ] 7= [i ?] jeloléscket, a (4) osseefiggés
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.21. old. 6. feladatat), hogy az A = @ Z matrix kielégiti az X2 — (a +
¢

+ &)X + (ad — bc) I, = 0, karakterisztikus egyenletet, amelyrél egyszerfti

behelyettesitéssel is meggydz6dhetiink.

A mi esetiinkben a karakterisztikus egyenlet X2 — 2X — [, = 0,,
amelyhez az x* — 2x — 1 = 0 egyenletet rendelve, az el6bbiek alapjan
A* = B - a} + C . xj alakban kereshetd, ahol x, = 1 4 \'/Z Xy =1 — \/’2—,
B és C pedig 2 X 2-es madtrixok, amelyeket az ' ‘

1 0 , 1 2
[O 1]=A°=B+C és [1 1]:A1:x1.B—{—x2-C egyenlet-

rendszerbdl hatdrozhatunk meg, végiil kapjuk; hogy :

1

r 1 !

2 2 2 2

B = v és C = J
1

al . g SR
242 2 24/2 2
Az A" = B . a? 4+ C . x% valamint a (3) alapjan kapjuk, hogy
1 . —
ay = o [(1+427 + (1 —42]

ahonnan mar beldtjuk az ismert eredményt.

A tovabbiakban egy Wjabb rekurzids: dsszefiiggést allapitunk meg,
amelynek segitségével még hdrom megolddst mutatunk be.

Mivel a, = a 2b, és b,., = a b,, valamint a, = b, = 1, ezért
+ n 7" $or ] L Yn ") 1 1

[ " o qiiid ip 2
Guiy - Gn F 2bs , és bevezetve a C, = 2 = 0 jelolést, a Cpyq = So ok
bn an + bp i . bu Cu +1
C, =1 (6) osszefiiggést kapjuk.

és

6. megoldds

Indukciéval igazoljuk, hogy C, = [1,2). Valéban C, =1 < [1, 2),
1

ezért feltételezve, hogy C, = [1, 2), mivel Cppq =1 4 Ty belathatd,
hogy C, > 1, valamint 1+1 < 1 is igaz, innen C,, € [1, 2).

Eszrevehets, hogy C,uq = g" I ? Cpi1 = f(C,) tipusd rekurzid, ahol
[ Re—=Ry, flx) = xi? folytonos fiiggvény, s6t mi tobb f'(x) =

’ X
= — 1 <0 miatt f szigortian csokkend.

(I + %)
Eppen ezért f o f szigortian novekvé lesz, tehat a C, = —z— > g =.C,

és Cyy = f(f(C2n—2)) €5 Copra = f(f(Can)) végett indukci6val ellendrizhetd,
hogy Cay > Cguyo és hasonléan C, =1 < == C; miatt Copy < Copyr

is azonnal adédik. A monotonitds és korldtossig végett létezik a = lim C,,,
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b=1mCq_y és a = ﬁ—T, B d i : osszefiiggésekbdl azonnal adoddik,
a

hogy a =b = Jﬁ, azaz

1ian:J§=11m%. ’
7. megoldds o :
Vizsgaljuk meg a [Cypy1 — V2| kitlonbséget.

= | Cat2 = 2 — 42) — W2 — 1)Cu]| _
(Cows — B = [ &5 — 2| = | B Bl =
:'2(1~Jz‘)+(2'-42’)c,1 — (2 —42)1C — 42 _
_ ) N2(€n + 1)
<(2 —2)|C, — /2| (hiszen C,>1), azaz |Cpi —JZ) <@ —2)C, —2

(V) n = N*.
A fenti egyenlStlenség ismételt alkalmazdsaval a

1Co — 21 < (2 — 211 [C; — 2] = (2 — 12 —42)>"
egyenlétlenséghez jutunk, amely az <-0s konvergenciatétel értelmében
lim C, = /2 értéket jelenti.

n—

8. megoldds .

A tovabbiakban a kontrakcié elvét és a Barach fixpont-tételét alkal-
mazzuk.

i o ~ ~ 1- ahol ,:x+2 ‘e , _
Mivel C,.f = f(C,), C, =1; ahol f(x) o és |f'(%)] TRpY

< 711- < 1, hiszen x > 1, eézért f kontrakeid, azaz f(x) — f)] < %|x-—y|,
C+2
Cc+1

(V) x, y>1, tehdt létezik egyetlen C, amelyre C = f(C), azaz C =
¢ C = lim C,, tehat lim C, = /2.

n— ®
A jegyzet célja nem a megolddsok sokasdgdnak a bemutatdsa, hanem
a matematika kiillonbozé 4gai kozti kapcsolat megteremtése dltal nyert
megolddsi médszerek véltozatossaganak az érzékeltetésce, s ezaltal a mate-
matika egyes 4gai irdnti érdekl8dés felkeltése volt. .




