Micimacké meséje XI-XII. osztdlyosoknak!

Els6fokd linedris egyenletrendszerek
megolddsa determindnsokkal

Készitette: Tuzson Zoltan, tanar




Az egyenletrendszerek megoldasa soran
3 kiilonboz6 esetet kiilonboztetiink meg:

1) Az egyenletek szama = az ismeretlenek szama: .
2) Az egyenletek szama < ismeretlenek szama: -

3) Az egyenletek szdma > ismeretlenek szama:




Szakkifejezések:

Egy egyenletrendszer kompatibilis vagy 6sszeférhetd, ha
megoldhatd, tehat van megolddsa.

Egy egyenletrendszer inkompatibilis, vagy 6sszeférhetetlen, ha
nincs megolddsa

Egy egyenletrendszer hatdrozott, ha pontosan egy x, vy, z
megolddsa van.

Egy egyenletrendszer hatdrozatlan, ha végtelen sok megolddsa
van (a megoldasok fiiggenek egy vagy t6bb paramétertal)




Az egyenletek szdma = az ismeretlenek szdma

Kiszdmoljuk az egyenletrendszer D diszkriminansat

Amennyiben a rendszer D diszkrimindnsa nem nulla, dgy az
egyenlet rendszert Cramer egyenlet rendszernek hivjuk,
és ennek a megolddsa (harom ismeretlen esetén).

D D, D

X:—X, :—’Z:—Z
D % D D

A D,, D, D, determindnsokat a D determindnsbdl kapunk
dgy, hogy az illeté ismeretlen egyiitthatdinak az oszlopdt a
szabad tagok oszlopdval helyettesitjiik.

(lasd a feladatoknall)




1. feladat:

X+Yy+2z=-1
Oldjuk meg Cramer szabdllyal a kévetkezd egyenletrendszert: oy _y,27--4

A rendszer diszkrimindnsa: AX+y+4z7=-2

1 1 2
D=2 -1 2|=6#0
4 1 4

Az ismeretlenekhez tartozé determindnsok:

-1 1 2 1 -1 2 1 1 2
D =4 -1 2/=30 D,=]2 -4 2|=12 D,=[2 -1 2|=6
2 1 4 4 2 4 4 1 4
. D D D
TehGT X:—X:5’y:—y:2,Z:—Z:1
D D D

A Cramer egyenletrendszer MINDIG kompatibilis és hatdrozott!

De csak akkor Cramer rendszer, ha D #0



2. feladat:

X+Yy+2z=-1

Oldjuk meg a kévetkezd egyenletrendszert: {2xy+22-4

A rendszer diszkrimindnsa: |1 1 2 —2X—-2y—-4z=8
D= -1 2(=0
2 2 -4

Mivel a determindns O, ezért sziikséges EBBOL egy 2x2-es
G.n. FODETERMINANST vdlasztani, ami NEM NULLA!

Lett egy MELLEKEGYENLET (a harmadik) i igy lesz egy U.n.
KARAKTERISZTIKUS deTrmmans amit a fédeterminansbdl kapunk,

1 1
f6 —

‘=—3¢O

szegélyezéssel:

D 2 -1 -4=-18%0

7 =4 @

kar —

Ha a karakterisztikus determindns NEM NULLA, akkor Rouché tétele
értelmében, az egyenlet rendszer inkompatibilis, vagyis nincs megoldadsa.




3. feladat:

2X—y+22=-4
1 1 2
—2X—-2y—-4z71=4
-1 2(=0!

2 -2 -4

A rendszer diszkrimindnsa:

Oldjuk meg a kévetkezd egyenletrendszert: { X+y+2z=-1
D=

Mivel a determindns O, ezért sziikséges EBBOL egy 2x2-es o 11
G.n. FODETERMINANST vdlasztani, ami NEM NULLA! S |

Lett egy MELLEKEGYENLET (a harmadik) i igy lesz egy U.n.
KARAKTERISZTIKUS de’rerrmans TNT a fédetermindnsbal kapunk,
2

‘=—3¢O

szegélyezéssel:

D 1 -4/=0

2 -2 4

kar —

Ha a karakterisztikus determindns NULLA, akkor Rouché tétele értelmében,
az egyenlet rendszer kompatibilis, és igy folytatjuk: z=m, ekkor




folytatds:

Beirjuk a z=m értéket az egyenletekbe, és dtvissziik a tulsd oldalra:

X+y=-2m-1
2X—y=-2m-4
4Xx+y=—-4m-2

Ebbdl csak az els6 2 egyenletbdl allé rendszert oldjuk meg, Cramer szabadllyal:

_ _om_ 1 1
Ix+1ly=-2m-1 D=D,, = _ 320
2X-1y=—4m -2 -
4 P ’ . ’ o —2m—1 1 1 —2m—1
A D éppen a D fd, és kiszamoljuk: D, =‘_4m_2 _1‘=6m—1 D, :‘2 _4m_2‘:
Ezért, a Cramer szabdly szerint:
. 6m-1 D,
X=—=— , Yy=—=0,2=m, meR
D 3 D

Mivel az m paraméter barmilyen értéket felvehet, ezért az egyenletrendszer
kompatibilis és hatdrozatlan (meg lehet oldani, de végtelen sok megoldasa van).




Az egyenletek szdma < ismeretlenek szdma:

Baloldalon csak annyi ismeretlent tartunk meg, hogy
UGYANANNYT legyen az ismeretlenek szama, mint az
egyenletek szdma.

A tobbi ismereflent rendre ATNEVEZZUK m, n, p...
értékekre, és ATVISSZUK a tulsé oldalra.

Megoldjuk az igy kapott egyenletrendszert, azm, n, p...
flggvényében. Tehdt a rendszeriink hatdrozatlan lesz!




4. feladat:

Oldjuk meg, a kovetkez6 egyenletrendszert: {

—X+y+2z=-1
2X—-3y+2=3

Muszdj egy ismeretlent a jobboldalra vinni, legyen tehdt z=m, és igy az
egyenlet rendszer:  (_yy=_2m-1

{ZX —3y=-m+3
Az (j egyenletrendszer determindnsa D :‘ > 3‘ =1#0 és mivel nem nullg,
ezért Cramer egyenletrendszer. -

S, D 2m-1 1 —7m D_—l —2m — _5m_1
Kiszamoljuk: Dy = “m+3 -3 és o _maslT

: : D D,
A Cramer szabadly szerint: X=EX=7m, y=3=5m—1, z=m, meR

Tehat az egyenletrendszer kompatibilis és hatdrozatlan!




Az egyenletek szdma > ismeretlenek szama:

Ebben az esetben kivdlasztunk csak annyi egyenletet, amennyi ismeretleniink
van (ennek a determindnsa ne legyen nulla). Ezek a féegyenletek.

A tobbi egyenletet 4.n. mellékegyenletnek nevezziik.

Megoldjuk a féegyenletekbdl dllé rendszert.

Ezutdn annyi karakterisztikus determindnst képeziink szegélyezéssel, amennyi
mellékegyenletiink van.

Rouché tétele: Az egyenletrendszer csak akkor kompatibilis, ha az 6sszes
karakterisztikus determindns nulla. Ellenkezé esetben inkompatibilis, tehat
nem kell megoldani.

Ha kompatiblis, akkor Cramer szabdllyal megoldjuk a féegyenletekbdl allé
rendszert!




5. feladat:

([ 3x+y=-1

—X+y=2

Oldjuk meg a kévetkezd egyenletrendszert: 1 x_2y=_1
12X -2y =-4

—X+Y

Tartsuk meg az elsé két egyenletet: fx+y——1 (*), b- ‘31 i‘ 40
karakterisztikus

Tovabba 2 mellékegyenletiink van, ezért
determindns lesz:

3 1 -1 3 1 -1
D..="1 1 2{=9 Dg,=-11 1 2|=0
i = =l 2 -2 4

De mivel az egyik karakterisztikus determindns nem nulla, ezért
Rouché tétele értelmében, az egyenlet rendszer inkompatibilis
(nincs megolddsa= nem oldhaté meg)




6. feladat:

(3x+y=-1
—X+y=2

° oo ’” 9
Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert: |-6x-2y=2
12X -2y =-4

. 3X+y=-1 3 1
Tartsuk meg az elsé ket egyenletet: {—x+y=2 (™). Dz‘_l 1

Tovabba 2 mellékegyenletiink van, ezért 2 karakterisztikus

‘=4¢0

determindns lesz: |3 1 -1 3 1 -1
Dkarl =(-1 1 21=0 Dkar2 =-1 1 21=0
6 -2 2 2 2 -4

Mivel mind a két karakterisztikus determindans O, ezért a
rendszer komapatibilis, igy Cramer szabdllyal megoldjuk a

(*) egyenlet rendszert:
y& 1

D =

X

=5=>X=—=——,Y

—_y_ >
D 4’ D 4

:—31 D =
? 4

3 —ﬂ D 3 D, 5



Paraméteres egyenletrendszerek
tdargyalasa

Leghamarabb az egyenletrendszernek egy determindanst irunk fel.
Kiszamitjuk, majd megkeressiik, hogy milyen paraméter értékre nem nulla.

Amikor D #0 , akkor Cramer szabdllyal megoldjuk az egyenletrendszert, mint
elobbiekben.

Megkeressiik azon paraméter értékeket, amelyekre D =0
Ezeket a paraméter értékeket rendre visszahelyettesitjiik az egyenletekbe.
Az (jonnan kapott egyenletek esetén nyilvan D =0

Tehdt fodetermindnst kell vdlasztanunk, és gy jdrunk el, mint az elébbiekben



7. feladat:

Az m paraméter fiiggvényében tdrgyal juk, és oldjuk meg, a
kovetkezo egyenletrendszert: [mx+y-z-1

X+my—-z=1
—X+y+mz=1
m 1 -1
A rendszer determindnsa: D=|1 m -1=m(m-1)1+m)

-1 1 m

Mivel D =0 < m(1l-m)@+m) =0 ezért azt kapjuk, hogy M € {—1, 0,1}
I)Ha meR\{-1,01} akkor D#0 ftehdt Cramer egyenletrendszer, igy

1 1 -1 m 1 -1 m 1 1
D,=1 m -I=(m+)(m-1) D =1 1 -Y=(m+)(m-1) D,=|1 m LI=(m-1)(m+1)
1 1 m -1 1 m -1 1 1




folytatds:

: : : > D
Igy hat Cramer szabdly alapjdn: x= % = % y= Ey = % Z =%
IT.) Ha m=0, akkor az egyenlet rendszer igy alakul:
(Ox+y-—z=1
iX+0y—-z=1
—Xx+y+0z=1
Meg kell vdlasszunk egy fédetermindnst: Dy = (1) (1) =-1#0

4

0 1
A karakterisztikus determindns: p,_ [J1 0 117&0 ezért a Rouché tétele

szerint, az egyenlet rendszer inkompdtibilis. (Ugyanerre a kévetkeztetésre
jutunk akkor is, ha a 3 egyenletet 6sszeadjuk, és 0=3 adddik).

ITI.) Ha m=1, akkor az egyenlet rendszer igy alakul:
X+y—-z=1
X+y—-z=1
—X+y+z=1

Eszrevehetd, hogy két egyenlet egyforma, ezért az egyiket elhagyjuk, igy



folytatds:

X+y—-z=1
Az egyenletrendszer a kévetkezd:
S e , . —X+y+z=1 X+y=k+1
Most z=k, és atvissziik a masik oldalra, ekkor azt kapjuk, hogy
. 1 1 —X+y=-K+1
A rendszer determindnsa D= = 2#0
Most megoldjuk a Cramer szabdly szerint:
k+1 1 1 k+1 D D
X — = 2k D = = 2 = . = = —y = =
‘—k+1 1 e I X = K,y S 1, z=k, kelR
—X+y—-z=1 _q
IV.) Ha m=-1, akkor az egyenlet rendszer igy alakul: { x-y-z=1 < {_X Ty _1
74 7 . X— y — L=
Meg kell valasszunk egy fédetermindnst: 1 1 —-X+y-z=1
M—‘ ‘=—2¢0
T y—z=k+1
Most x=k, és dtvissziik a mdsik oldalra, ekkor azt kapjuk, hogy Cy—z=—k+1

k+1 -1

Kiszamolijuk D, =
J Y ol—k+1 -1

1 k+1
= —2k DZ = - = 2
-1 —k+

D D,
Tehat a Cramer szabdly szerint ¥ =Ey= K, z :E:_l’ x=k, keR



Osszefoglalds:

I)Ha meR\{-1,0,1} akkor az egyenletrendszer kompatibilis, hatdrozott és

X_&_i y = =
D m

IT) Ha M =0 akkor az egyenletrendszer inkompatibilis.

ITT) Ha M =1 akkor az egyenletrendszer kompatibilis és hatdrozatlan, és

D
X=—2=Kk, y:Eyzl, z=k, keR

IV) Ha M = —1 akkor az egyenletrendszer kompatibilis és hatdrozatlan, és

D
y=3y=k, z=%=—1, x=k, keR




A homogén egyenlet rendszerek

Hdrom ismeretlen esetén, az alakjuk a kovetkezd:

(ax+by+cz=0

N

a,x+b,y+c,z=0

la,X+by+¢c,z=0
Konnyen ldthaté, hogy X=Y =2=0 mindig megolddsa az egyenletnek. Ezt
a megolddst bandlis, vagy trividlis megoldasnak hivjak.

Az egyenlet rendszer diszkrimindnsa:
8, b ¢
D=la, b, c,

a3 b3 CB
Konnyen lathaté, hogy D, =D,=D,=0 mivel 1-1 oszlop csupa O.

Tehdt a homogén egyenletrendszernek csak akkor van a bandlistél kiilonboz6
megolddsa, ha D =0 és ekkor egy fédetermindnst kell vdlasztanunk, és
ugyandgy jarunk el, mint az elébbiekben.



8. feladat:

—X—-y+2z=0
Oldjuk meg, a kovetkez6 egyenletrendszert: {-x+2y-z=0
2X—y—-2=0
Sl ?
Az egyenletrendszer determindnsa D=|-1 2 -1=0
2 -1 -1
/ 4 . / _1 _1
Valasztunk egy fédeterminanst:Dy =‘ L 5 ‘ =-3%0
4 —X—Yy=-2m
Legyen z=m, ekkor az egyenlet rendszer lgy_?lc_llku.(:lz {_H 2y=m *)

Ekkor A karakterisztikus determindns: o_ -1 2 -0

2 -10
Jegyezd meg: A homogén egyenletrendszer karakterisztikus determindnsa
mindig O.

Tehat a Rouché tétel szerint, az egyenletrendszer kompatibilis, igy a Cramer
szabdllyal megoldjuk a (*) egyenletrendszert:

-2m -1 -1 -2m
m -1 m

X

D




Gyakorld feladatok T.

Oldjuk meg a kovetkezo Cramer egyenletrendszereket:

1)
[ X+y+z2=1 [ X+y+z=6 (2x+y+z=1 3Xx—y+z=0
a) {2X+y—2=3Db)<2x+3y+z=11¢C){x-2y+z2=-2d)s-2X+y+3z=—7
AX+y+z=9 | 3X+4y-z=8 | xX+y-z=4 | X+2y-2z2=7

(X+2y+3z2=14 [ x+4y+3z=1 [2x-y+3z=3 [2x+3y+z=4
f)<2x+5y+4z2=4 9)34x—-y—-22=-2 h){3x+y-2z=-1

e)s Yy+2z=8
12x—-3y+2=10

| —X+2y+2=6 | X-3y—-22=3 | X+2y-2z=1

(X+y=2 [2x-3y+z=1 [ x-y+z=3 (2X+3y—z=-3

V+Z=4 )3 X+y—22=0 K)s—X+y+z=-1D< —x—y+2=3
X+z=-4 |3Xx-2y-z=1 |[x+y—-z=-1 | Xx+z=0

N
N




Gyakorlé feladatok IT.

Oldjuk meg a kovetkezo egyenletrendszereket:
2)

[ x+y+z=1 (6X-8y+27=-16 [-2x+y+z=1 [ 3x-y+z=0
a) < 2x+y—-2=3 h)y 2x+3y+z=11 )3 x-2y+z=-2 d)q-2x+y+3z=—7
AX+2y-2z=5 | 3x+4y-z=38 4x-2y-22=3 | 2x-y-3z=17

(2x—4y-27=-12 [-3x+9y+62=-15 (2x+4y—-4z=3 [ 2x+3y+z=4
e) 1 y+22=8 f) 2x+5y+4z=4 )<4x-y-22=-2 h)<-4x+6y-2z2=-20
| —X+2y+2=6 | Xx-3y-2z=5 | x+2y-2z=1 | 2x-3y+z=10

-

X+y=2 (6x—4y—-22=2 [ X-y+z=3 (2X+2y—27=-6
) y+z=4 jﬂ X+y—2z2=0 k); —x+y+z=-1 D) —-x—-y+z=3

2Xx+2y=-4 | 3x-2y-z=1 2X—-2y-2z=-3 | X+z=0




Gyakorlé feladatok IIT.

Oldjuk meg a kovetkezo egyenletrendszereket:
3)
B x+y+z:1b 2x+3y+z:11C —-2x+y+z:1d —2X+Yy+3z=—7
2X+y—2=3 " | 3Xx+4y—-z=8

X—=2yYy+2=-2 X+2y—-2z2=7

x—3y—22:5g X+2y—-2z=1 2x—-3y+12=10

e) y+2z=8 ; X+4y+3z=1 2x—y+3z:3h 2X+3y+z=4
—X+2y+2=06

) y+z=4 ) x+y—2L:Ok) x—y+z=3l)2x+3y—z=—3
x+z=—-4J 2X—-3y+z=1 X+y—z=-1 —X—Yy+2z2=3




Gyakorlo feladatok IV.

Oldjuk meg a kovetkezo egyenletrendszereket:

4)

X+y+z=1
2X+y—2=3
a) 1 y
4x+y+2=9

|—4X—-2y+22=5

[ Xx+2y+3z=14
y+22=8
—X+2y+2=6
12Xx—-4y-27=-12

X+Yy+2=06
2X+3y+z=11
)< yr
3X+4y—-z=8

|—6x-8y-27=-16

X+4y+3z=1
2X+5y+4z=4
X—3y—-2z=5
|—2X-8y—-62=-3

f)s

9)

[ 2Xx+y+z=1
X—2y+z2=-2
C)+ y
X+y—z=4

AX—-2y-271=2

2X—Yy+32=3
AX—-y—-271=-2

X+2y-2z=1
|—2X—-4y+47=-2

[ 3x—-y+2=0
—2X+Yy+32=—7
dyd Y
X+2y—-27=17

4x-2y-6z=14

( 2x+3y+z=4
3X+y-2z=-1
2x—-3y+1z=10

|—6X-2y+4z=3

h)4




Gyakorlo feladatok V.

Oldjuk meg a kovetkezo egyenletrendszereket:

2)

[ X+y+2=0 (6Xx-8y+2z=0 [-2x+y+z=0 [ 3x—-y+z=0
a) < 2X+y—-z=0 Db){ 2x+3y+z=0 ¢){ x-2y+z=0 d)J—2x+y+32:O
4x+2y-22=0 | 3x+4y-z=0 4x-2y-2z2=0 | 2x-y-3z=0
(2x -4y —-27=-12 [-3x+9y+62=0 [2x+4y—-4z=0 [ 2x+3y+2=0
e) < y+2z=8 f)< 2x+5y+4z=0 Q)3 4x-y—-2z=0 h)<-4x+6y-2z=0
| —X+2y+2=6 | x=3y-2z=0 | X+2y-2z=0 | 2x-3y+z=0
[ x+y=0 [6x-4y-2z=0 X—y+z=0 (2x+2y—-22=0
) y+z=0 J)3 x+y—-2z=0 k)y —x+y+z=0 [l)J —x—y+z2=0
2X+2y=0 | 3x-2y-z=0 12X—2y—-22=0 X+z2=0




Gyakorlé feladatok VI.

Tdrgyaljuk, és oldjuk meg a kévetkezs paraméteres
egyenletrendszereket:
6) (mx+y+z=1 [ X+y+z=6 (2x+my+z=m [ mx-y+z=0

a) 1 2X+y—2=3 b)<2x+my+z=11c¢)y x-2y+z=-2 d)3-2X+y+mz=0

Ax+my+z=9 | mx+4y-z=8 | x+my-z=4 | X+2y-22=0

(Xx+my+3z=14 [x+4y+mz=1 (2x-y+3z=0 [ 2x+3y+z=4
e) s y+mz=8 f){2x+5y+4z=40)34x—-y—-22=0h)<3x+y-mz=-1
| —X+2y+z=6 [ X-my-2z=5 |x+2y-2z=0 |[mx-3y+z=10

(mMx+y=2 [(2x—-my+z=0 [ mx—-y+z=3 (2x+3y—-z=-3
i)Jy+mz=4D4x+y—22:O K) Xx+y+z=-1 )3 —Xx—-y+mz=3

| X+z=-4 |mx-2y-z=0 | X+my—-z=-m [ X+mz=0




Megoldottam!




Koszonom a figyelmet!




