
Területszámolás integrálokkal

 Készítette: Tuzson Zoltán, tanár

Micimackó meséje XII. osztályosoknak!



Ha az f (x)  0 függvény az [a, b]
intervallumon értelmezett és
integrálható, valamint van
primitívje, akkor annak a
görbevonalú trapéznak a T
területe, amelyet az y = f (x)
görbe, az x – tengely, az x=a és
x= b két egyenes határol, egyenlő:
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Mi a terület?



1. feladat

 Számítsuk ki az és ox tengely által 
határolt síkrész területét. 

 Algebrailag:

 Integrállal:  
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2. feladat

 Számítsuk ki az és ox tengely által 
határolt síkrész területét. 

 Algebrailag:

 Integrállal:  
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 Számítsuk ki ki az függvényábra, az x – tengely, az 
x=1 és az x=4 egyenesek által határolt síkrész területét

3. feladat
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 Számítsuk ki ki az y = 9 - x2 parabola és az x – tengely 
általhatárolt alakzat területét!

 Ezúttal csak integrállal tudjuk 
kiszámolni:

4. feladat
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Területszámítás

Egy folytonos függvény grafikonja, az Ox tengely, 
az x = 𝑎 és x = b egyenesek által közrezárt (korlátos) síkidom területét 

úgy határozzuk meg, hogy

• f zérus helyei segítségével az [a, b] intervallumot részekre bontjuk,

• meghatározzuk az egyes részintervallumokon a függvény határozott 
integrálját,

• majd a kapott integrálok abszolút értékét összeadjuk.



5. feladat

 Számítsuk ki ki az f(x) = x2-4x parabola, az x – tengely, az x=0 és 
x=6 egyenesek  által határolt alakzat területét!

 Felírható, hogy 

 Hol a hiba, hiszen látható, hogy a 
terület nem 0.
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Pontosítás

 A határozott integrál így működik:

 Az Ox feletti terület mindig pozitív

 Az Ox alatti terület mindig negatív

 Tehát a területszámolási képletet így kell javítsuk:
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5. feladat

 Számítsuk ki az f(x) = x2-x-2 függvény grafikonja, 
az Ox tengely, az x=1 és az x=2 egyenesek által 
határolt síkrész területét.

 Felírható, hogy 
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4. feladat-helyesen

 Számítsuk ki ki az f(x) = x2-4x parabola, az x – tengely, az x=0 és 
x=6 egyenesek  által határolt alakzat területét!

Megoldjuk: x2-4x =0 így x=0, x=4

 Felírható, hogy

 Továbbá 

 Tehát 
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6. feladat

 Számítsuk ki az f(x) = x2-x-2 függvény grafikonja, 
az Ox tengely, az x=1 és az x=4 egyenesek által 
határolt síkrész területét.

 Felírható, hogy 

 Ahol 
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7. feladat

 Számítsuk ki az f(x) = x4 - 5 x2+4 függvényábra, és az Ox tengely 
által határolt síkrész területét.

 A tengelymetszetek: x4 - 5 x2+4 =0 ahonnan
x=-2, x=-1, x=1, x=2 (lásd az ábrát).

 Felírható: 

 Figyelj fel, hogy két negatív, és egy pozitív
terület van!
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Két függvényábra által közrezárt síkrész területe
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8. feladat

 Számítsuk ki az                            függvény grafikonja által 
határolt terület nagyságát.

2( ) ,  ( )f x x g x x= =

1. A grafikonok 
metszéspontjainak 
meghatározása –
integrálási határok.

2. A grafikonok 
felrajzolása, a keresett 
terület azonosítása.

3. Az integrálok 
kiszámítása.



8. feladat-folytatás
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8. feladat-folytatás

Az integrálok kiszámítása:
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9. feladat
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10. feladat

 Ábrázoljuk az függvényeket:  ( ) sin ,  ( )
2

x
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10. feladat-folytatás

 Számítsuk ki az függvénygrafikonok által 
közrezárt rész területét
a                intervallumon 

 Az egyenlet első 
három pozitív megoldása

 Tehát a terület: 

Parciális integrálással számolhatjuk ki az xsinx függvény 
integrálját. Figyeljük meg, hogy melyik függvény van felül.
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11. feladat

Mekkora területet fognak közre a következő  egyenletű 
parabolák?

 A parabolák metszéspontjai:

vagyis  

 Tehát 

 Részletesebben: 
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12. feladat

Mekkora területet fognak közre a következő  egyenletű 
parabolák?

 A negatív terület miatt a feladat nehezebbnek
tűnik, de lássuk csak:

 Tehát a mostani két parabola az előbbi feladat
két parabolája eltolva 6 egységgel lefele.

 Ezért a T terület ugyanannyi mint az előbb!

 Tehát: 

2 2( ) 2 10 10,  ( ) 3 12 7h x x x k x x x= − + = − +

2( ) 2( 2,5) 3,5f x x= − + 2( ) 3( 2) 1g x x= − +
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13. feladat

Mekkora területet fognak közre a 
következő  egyenletű függvénygörbék?

 A metszéspontok az f(x)=g(x) egyenletből:
(-5;-125); (0;0); (3;27).

3 2( ) ,  g( ) 2 15f x x x x x= = − +



14. feladat

Mekkora területet vág le 

az       egyenletű

parabolából a (−1; −3) ponton 

átmenő egyenletű 

egyenes?

2( ) 4f x x= −

2 1y x= −



15. feladat

 Az        egyenletű parabola az               egyenletű körlapot 
két részre vágja. Mekkora a konvex rész területe?

 Az A és B metszéspontok
koordinátáit az 

egyenletrendszer megoldásai adják:
A(2,2) és B(-2,2).

 A parabola és a kör által 
meghatározott síkidomok közül a 
pirossal színezett a konvex. Ennek 
területét megkapjuk, ha a 2√2 sugarú 
félkör területéből kivonjuk a parabola 
alatti területet −2 és 2 határok között, 
valamint a szimmetriát felhasználva, 
az AA’ húr által határolt kisebbik 
(kékkel színezett) körszelet területét.
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15. feladat-folytatás

Az és mivel AC=DC=2 ezért

így a körszelet területe (a kék):

Tehát a két görbe által meghatározott konvex
síkidom területe (a piros):   
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16. feladat



16. feladat-folytatása



Gyakorló feladatok I. 

1) Számítsuk ki a következő alakzatok által közrezárt
területeket:
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Gyakorló feladatok II. 

2) Számítsuk ki a következő alakzatok által közrezárt
területeket:
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Megoldottam!



Köszönöm a figyelmet!


