Micimacké meséje XII. osztdlyosoknak!

Teriletszdmolas integralokkal

» Készitette: Tuzson Zoltan, tandr




Mi a terilet?

Ha az f (x) > O fliggvény az [a, b]
intervallumon  értelmezett és
integrdlhato, valamint van
primitivie, akkor annak a
gorbevonald  trapéznak a T
terilete, amelyet az y = f (x)
gorbe, az x - tengely, az x=a és
x= b két egyenes hatdrol, egyenlé:

b

j f (x)dx =[F(x)]. = F(b) - F(a)

a

T




1. feladat

= Szdmitsuk ki az f(X)=2X-2, X=1, X=3 és ox tengely dltal
hatdrolt sikrész teriiletét.

A‘/ /y=2x—2
. axm 2x4
= Algebrailag: T=""==""=4 4

= Integrallal: 2

i(Zx—Z)dx:[xz—Zx]::(32—6)—(12—2)=4 / .




2. feladat

» Szdmitsuk ki az f(X)=X+3, X=-1 X=4 és ox tengely dltal
hatdrolt sikrész teriiletét. ) /

= Algebrailag:

B e Y
2 2 2

T

= Integrallal:
4 2 4
j(x+3)dx:{x—+3x} :E
) 2 L, 2




3. feladat

= Szdmitsuk ki ki az y=+x fiiggvénydbra, az x - tengely, az
x=1 és az x=4 egyenesek dltal hatarolt sikrész teriiletét

y
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4. feladat

= Szamitsuk ki kiaz y = 9 - X parabola és az x - tengely
dltalhatarolt alakzat teriletét!

= Ez(ttal csak integrdllal tudjuk
kiszdmolni:




Terdletszamitas

Egy folytonos fiiggvény grafikonja, az Ox tengely,
az X = a és x = b egyenesek dltal kézrezdrt (korldtos) sikidom teriiletét
dgy hatdrozzuk meg, hogy

» f zérus helyei segitségével az [a, b] intervallumot részekre bonft juk,

/

* meghatdrozzuk az egyes részintervallumokon a fliggvény hatdrozott
integraljat,

/

« majd a kapott integrdlok abszoldt értékét 6sszeadjuk.




5. feladat

= Szdmitsuk ki ki az f(x) = x?-4x parabola, az x - tengely, az x=0 és
x=6 egyenesek dltal hatdrolt alakzat teriiletét!

= Felirhatd, hogy

6 3 y2 6
T:j(x2—4x)dx:{——4—} =0
0 3 2 0

= Hol a hiba, hiszen lathatd, hogy a
terilet nem O.




Pontositas

= A hatdrozott integrdl igy mikadik: A
= Az Ox feletti teriilet mindig pozitiv /\\ ’7
= Az Ox alatti terilet mindig negativ \j

= Tehdt a teriiletszamoldsi képletet igy kell javitsuk:

T=| [ f09dq=|[F(T.

=|F(b) - F(a)




5. feladat

= Szdmitsuk ki az f(x) = x2-x-2 fiiggvény grafikonja,
az Ox tengely, az x=1 és az x=2 egyenesek dltal
hatarolt sikrész teriletét.

= Felirhatd, hogy

2 2 3 2 2 7
T:j(xz—x—Z)dx:—j(xz—x—Z)dx:{————Zx} =
1 1

y=X" —X—2




4. feladat-helyesen

= Szdmitsuk ki ki az f(x) = x?-4x parabola, az x - tengely, az x=0 és
x=6 egyenesek dltal hatdrolt alakzat teriletét!

= Megoldjuk: x?-4x =0 igy x=0, x=4
= Felirhato, hogy T =T, +T,




6. feladat

= Szamitsuk ki az f(x) = x-x-2 fliggvény grafikonja,
az Ox tengely, az x=1 és az x=4 egyenesek dltal
hatarolt sikresz teriiletéet.

]

2 4

j(x2 —Xx—2)dx -|-J.(X2 -x=2)dx=T,+T,
1 2

X X

N
o

o = N w I (@) o ~ ® ©

y=x>—x—2

hol j. ) 3 2 3 7
= Ahol T, =-|(x —x—2)dx={—___2x} —
1 1 3 2 . 6

4 3 2 4
x> X 52 7 52 59
T=|(X*-x-2)dx=| ———-2x | == ===
: l( : [3 2 l 6 676




7. feladat

= Szdmitsuk ki az f(x) = x* - 5 x?+4 fiiggvényadbra, és az Ox tengely
dltal hatdrolt sikrész terdiletét. |

= A tengelymetszetek: x* - 5 x?°+4 =0 ahonnan [0
x=-2, x=-1, x=1, x=2 (ldsd az dbradt). \

» ell’r'hato' ' |

T = zj X ) dx — 2j x)dx =8 ' |

= Figyelj fel, hogy két negativ, és egy pozitiv
terdlet van!




Két fliggvénydbra dltal kézrezdrt sikrész teriilete

A

Yy

<N/

T:ﬂf(x)—g(x)\dx




8. feladat

= Szdmitsuk ki az f(x)=+x, g(x)=x* fiiggvény grafikonja dltal
hatdrolt terilet nagysagat. 1

1. A grafikonok
metszéspont jainak
meghatdrozasa -
integrdldsi hatdrok.

2. A grafikonok
felrajzoldsa, a keresett
teriilet azonositasa.

3. Az integrdlok
kiszamitasa.




8. feladat-folytatas

x2 = /x
x4:x x4—x:0
x(x3—1):0




8. feladat-folytatas

Az integrdlok kiszdmitdsa:

=}(x/§—x2)dx




O. feladat
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10. feladat

Abrdzoljuk az fiiggvényeket:  f(x)=x-sinx g(x)=

|

/
5 p
-1 -5 ' 10 1




10. feladat-folytatds

= Szdmitsuk ki az f(x)=x-sinx, g(X)=§ fiuggvénygrafikonok dltal

kozrezart rész teriletét

57

a [o,ﬂ intervallumon

- X s
= Az x-sinx = egyenlet elsé
hdrom pozitiv megolddsa

X =0, x=£, x:5—7[
6 6

» Tehadt a terilet:

z S

6 6
T :j(i—xsin dex+ j(xsinx—ﬁjdx:TﬁT2
0 2 z 2

Parcidlis integrdlassal szamolhat juk ki az xsinx fiiggvény
integrdl jat. Figyeljik meg, hogy melyik fiiggvény van feldil.




11. feladat

» Mekkora teriletet fognak kézre a kovetkezo egyenletii
paraboldk? 1

f(x)=2x*-10x+16, g(x) =3x*—12x +13

= A paraboldk metszéspontjai: f(x)=g(X)
vagyis x*-2x-3=0=>X=-1 x,=3
= Tehdt

T=[(f(9-g(x)dx

» Részletesebben:

3 3 3
T=j(—x2+2x+3)dx= X x4 3x _32
) 3 L3




12. feladat

» Mekkora teriletet fognak kozre a kove’rkezo egyenletd
paraboldk?

h(x) =2x* —10x +10, k(x) =3x*-12x +7

= A negativ teriilet miatt a feladat nehezebbnek
t(nik, de lassuk csak:

f(x)=2(x-2,5)°+3,5 g(x)=3(x-2)* +1

h(x) =2(x-2,5)*-2,5 k(x)=3(x—2)* -5

= Tehdt a mostani két parabola az elébbi feladat
két paraboldja eltolva 6 egységgel lefele.

= Ezért a T teriilet ugyanannyi mint az elébb!
= Tehdt:

T=22
3




13. feladat

= Mekkora teriiletet fognak kozre a
kovetkezd egyenlet(i fliggvénygorbék?

f(x)=x%, g(x) =-2x* +15x

= A metszéspontok az f(x)=g(x) egyenletbdl:
};5;-125); (0:0); (3:27).

T, = f(x3+2x2—15x)dx = £+E_15x2] =| —(625—250—375)|
J 4 3 2 1= 4 3 2
7 1375
AL g
3 3
J 43 2| l4 2 i

A két gorbe altal kozrefogott sikidom teriilete: % teriiletegység ~ 143,83 teriiletegység.




14. feladat

Mekkora teriiletet vdg le

az f(X)=x°—-4 egyenlet(

o - N w BN (&) (o) ~
1 M 1 1 1 L 1y

paraboldbdl a (-1; -3) ponton

|
ol

tmend y=2x-1 egyenleti

egyenes?

Ti=

5% ?
[? —x% - 3x]

o -

3 3
f{xz —4 —(2x — 1)}dx f(x2 — 2x — 3)dx
-1 -1

1 32
= |9 -9-9— (—-é- -1+ 3)l =g 10,67 (teriiletegység).




15. feladat

» Az x’=2y egyenletd parabola az x*+y®<8 egyenleti korlapot
két részre vdgja. Mekkora a konvex rész teriilete?

= Az A és B metszéspontok
koordindtadit az
x> =2y, X" +y° =8
egyenletrendszer megolddsai adjak:
A(2,2) és B(-2,2).

= A parabola és a kor dltal
meghatdrozott sikidomok koziil a

pirossal szinezett a konvex. Ennek 4
teriletét megkapjuk, ha a 2/2 sugard

félkor teriiletébél kivonjuk a parabola

alatti teriletet -2 és 2 hatdrok kozott,
valamint a szimmetriat felhaszndlva,

az AA' hur dltal hatarolt kisebbik

(kékkel szinezett) korszelet teriiletét.




15. feladat-folytatds

2 2

fl b o jl s [1 3]2_2 4 8
2x X = 2x ¥ = 6x el
-2 0

Az ADC=45° és mivel AC=DC=2 ezért ADA'=90°

8

igy/a kérszelet teriilete (a kék): T_4:2,,_4

Tehdt a két gorbe dltal meghatdrozott konvex
sikidom teriilete (a piros):
8r 8 4

T=2_2_@Qr-4)=27+-
2 3 3




16. feladat

Szamitsuk ki annak a korlatos, zart sikidomnak a teriiletét, amelyet az f(x) = Vx — 1,
ag(x) =v2x =2 ésah(x) = x — 1 figgvények grafikonjai hatarolnak!

M.------ L




16. feladat-folytatdsa

Meghatarozzuk a gorbék paronként vett metszéspontjait:

o) =g(x): Vi—-1=V2Vx-1ex=1;
f(x) = h(x): Vi—-l=x-1¢& m(l—m=0 Sx=1vagyx=2;
gxX) =h(x):V2x-2=x-1 & Vx-1(V2-Vx-1)=0= x=1vagyx = 3.

Az abra jeloléser szerint az ABC sikidom teriiletét keressitk. Ezt megkapjuk, ha flgg(x)dx

hatarozott integral ¢rtékébol kivonjuk a DECB trapéz teriiletének és a f1 f(x)dx hatarozott
integralnak az osszegét.

fmdx=ﬁ-[§-\/W]j=¥(\/§—o)=§;

fmdxz[;mf —Z1-0)=3;
1

; ; 3 % R = 8 2 3 2 = ,
a trapéz terilete: 5. A vizsgalt sikidom teriilete: T = o s (teriiletegység).



Gyakorlé feladatok I. 0 o

1) Szamitsuk ki a kovetkezd alakzatok altal kozrezart

’rerLile‘reke’r
a) f(x)= Tr

b) f (x)=x*+2x*+4,x=0,x=2,0x
c) f (X) = x* + 2x —8,0x
d) f(x)=2x+5x=-2,x=0,0x

X=0,x=10x

e) f(x):5—§,x=—3,x=4,0x

3

f) f(x)=3x—xj,x:0,x:4,0x

g) f(X)=x*—2x+3,x=-2,x=2,0x

h) f (x) = X ++/X,x=0,x =1,0x
i) f(x) = \/_3x:0,x:4,0x

) F(x)= —x 1, x =32,0x
g’

k)f(x)=£2,x:—2,x:—1
X

1) f (X) :%(x—4)(x+2)(x—1),x:—3,x:3,0x

m) f(X)=x"+7,x=0,x=2
n) f(x)=x*-5x—-14,x=-1,x=8



terileteket:

a) f(x) =sinzx, g(x)=2x

b) f(x)=x+1 g(x)=2"

) f () =vx, g(x) =X’

d) f(x)=4-x* g(x) = (x-2)°

e) f(x)=3-x, g(x):é

) ) =¥x g(x)=x°
g) f(X)=x>-1, g(x)=3x"-2x-1
h) f(x) = x>+ 2x* —2X,g(X) = x° — 2X° + 2X

£

Gyakorlé feladatok IT. 0 o

2) Szamitsuk ki a kovetkez6 alakzatok altal kézrezart

h)f(x)=x%, g(X)=x+2

) f(X)=9-x% g(x)=x+3
1) £(x)=9x, g(x) =3x

k) f(X)=x"—4, g(X)=X+2
1) f(x)=2x* — 2, g(x) = Xx* + X

m) f (x) = x°, yzl, X =
X

(I

1
n) f (x) = x°, yzi, x=i

X 2
2

o)f(x)zxz,yzx?,y:x



Megoldottam!




Koszonom a figyelmet!




