Aranyossag
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Az 5 tortszamot az a és a b szam aranyanak, egyszerden aranynak nevezzik.

Az % arany ertéke azt fejezi ki, hogy az a szam hanyszor nagyobb a b szdmnél, illetve a b

szam hanyszor kisebb az a szamnél. Az ardnyokkal végezhet6 két legfontosabb mvelet a bévités és
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az egyszerdsités: |— =——| illetve |— =—=|ahol k nem nulla.
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A gyakorlatban eléforduld mennyiségek nem elszigetelten valtoznak, kapcsolatban
vannak egymassal, fuggnek egymastol. A legegyszeriibb kapcsolat az egymastél fliggé
mennyiségek kdzott az egyenes és forditott aranyossag.

1. értelmezés
Két, egymastal fliggé valtozd mennyiség egyenes aranyban van egymassal, ha:
a) az egyik novekedésével (csokkenésével) a masik is né (csokken);

b) ha az egyik n-szeresére novekszik (neN", csokken), akkor a masik is n-szeresére névekszik
(csokken).

1. tétel

Az My, illetve M, mennyiségek x; €s X,, illetve y; ésy, értékeire egyenes aranyossag esetén az
A_Nh vagy A% aranyparok irhatok fel.
XX Y i Y,

2. értelmezés
Két, egymastol fliggé valtozo mennyiség forditott aranyban van egymaéssal, ha
a) az egyik novekedésével (csokkenésével) a masik csokken (ndvekszik);

b) ha az egyik n-szeresére novekszik (neN*, csokken), akkor a méasik n-ed részére csokken (novekszik).

2. tétel
Az My, illetve M, mennyiségek x; és x,, illetve y; ésy, értékeire forditott aranyossag esetén az
X 1 vagy A_Nh vagy X_% aranyparok irhatok fel.
X, Yo X Y 11
Y1 i Y,

3. értelmezés
Tobb, egyenl6 értékd aranyt egyenlé aranyok sorozatanak nevezzik. Tehéat, ha
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Amennyiben n =2 (tehat két egyenlé aranyrdl van sz6), az ardnypar megnevezést hasznaljuk.



Az ardnyparok tulajdonsagai

* Az ardanyparok alaptulajdonsaga:

vagyis a kultagok szorzata egyenl§ a beltagok szorzataval.

3=£<:> a-d=b-c
b d

* Az ardanypar ismeretlen tagjanak a kiszamolasa:

a:E, b:ﬂ, CZM, d:E
d b a

C

* Valtozatlan tagu szarmaztatds:

- felcseréljuk a beltagokat: 2 =§
C
.. |d ¢
- felcsereéljuk a kultagokat: I
a
- felcseréljuk a beltagokat és a killtagokat is: |— = b
a
-, ;.. |b d
- megforditjuk az aranyt: |—=—
a ¢
* Megvéltoztatott tagu szarmaztatés:
a-f cjja_c-fl ja-f c-f a ¢
b-f dl'|b d-f|"[ b d | |b-f d-f
a:f _cjja_cifl jarf c:f a ¢
b:f d|'|b d:f| [ b d |"|b:f d:f
a+b c+d a ¢ a_a+c
b d |"|[b+ra d+c|' [b b+d
a-b c¢-d a ¢ a_a-¢c
b d |"|[b-a d-c|'|b b-d
a+b c+d| |a+b a-b
a-b_c—d| |c+d c-d

f-a+k-b f-c+k-d
p-c+q-b p-c+q-d

C2

b> d*

A tulajdonsagoknak a bizonyitasa az alaptulajdonsag segitségével torténik!



Kdvetkezmeény:

Az ardnypérok tulajdonséaga alapjan levezethetd az egyenlé ardnyok sorozaténak egy fontos
tulajdonsaga:

X_ X X% KX + KX, 4.+ KX,

,NeN"\{1},
a a, a, ka +k,a,+...+ka,

Aranyos mennyiségekkel kapcsolatos feladatok
Egyszerd harmasszabéllyal megoldhato feladatok

A harmasszabdly, az aranyos mennyiségek harom ismert értékének és a kiszdmitando ismeretlen
értékének irdsbeli elrendezését jelenti, az ismeretlen kiszamolésa céljabol.
1. feladat: Egy 5 f6bél all6 szerelécsoport naponta 30 motort tud dsszeszerelni. Hany motort
tud Osszeszerelni naponta 8 munkéas?

Leghamarabb azt vegyiik észre, hogy a ,|Iétfé-szam” és a ,,motor darab-szdm” egyenes
aranyban vannak!

¥ megoldas egységre hozatallal:
56 oo 30 motor
LHE o, 30: 5= 6 motor
BTG oo 8x6=48 motor
¥ megoldas aranyparokkal:
56 oo 30 motor
BIG. i X motor
. . A s . s s 5 30
Mivel egyenesen aranyossagrol van sz0, az értelmezés alapjan felirhatd, hogy g = 7 ahonnan
X= 830 =48 (motor)

¥ megoldas egyszerd harmasszaballyal:

..30 motor
.................................................. X motor

X= 8X530 =48 (motor)

2. feladat: 6 munkés egy munkat 4 6ra alatt végez el. Ugyanezt a munkat 8 munkas hany 6ra
alatt végezi el?

Leghamarabb azt vegyuk észre, hogy a ,,munkasok szdma” és az ,,0ra” forditott aranyban
vannak!

¥ megoldas egységre hozatallal:

B MUNKAS ...t 4 6ra
T MUNKAES ..o, 6x4=24 6ra
S MUNKAS ... 24:8=3 6ra



¥ megoldas aranyparokkal:

B MUNKAS ..ot 4 6ra
B MUNKAES. ... x Ora
. . . C s ) e e 6 X
Mivel egyenesen aranyossagrol van sz0, az értelmezés alapjan felirhatd, hogy g = 2 ahonnan
6x4 .
X=——=23 (6ra)
8
¥ megoldas egyszerd harmasszaballyal:
6 MUNKAS .[ e 4 6ra
8MUNKAS .Y ..o X ora
6 x 3
X=——=23(0ra)

3. feladat: Egy kertbél 20 felnétt és 15 gyerek 12 nap alatt szedi le a gyimolcsot, napi 7 érat
dolgozva. Hany nap alatt szedi le a gyimolcsot, ugyanakkora teriletrél, egy 12 felnéttbél és
20 gyerekbdl allo csoport, ha napi 6 6rat dolgoznak és tudjuk azt, hogy 5 gyermek napjaban
ugyanannyi gyumalcsot szed le mint 4 felnétt.

A feladatban |ényegében 2 mennyiség van: a munkas (felnétt, illetve felnétt munkajaval
egyenlé munkat végzé gyermek), és az idé (érdban mérve).

El6szor is probaljuk meg a gyermek munkajat felnétt munkéban kifejezni, igy egyfajta
munkasrol lesz szo.

50Yermek .....c.ccoovoveiiiiie e 4 felnétt
15gyermek .......cccooviviinieeiinenie e X felnétt
. . A o 4 15x4
Mivel egyenes aranyossagrol van szo, ezert % =—| ahonnan X = STX =12 (felnétt)
X

Az elsé csoportban tehat 20+12=32 munkas volt, akik 12x7= 84 orat dolgoztak.

59Yermek ... 4 felnétt
20 gyermek ... x felnétt
. . A L 4 20x4
Mivel egyenes aranyossagrol van szo, ezért 2—50 =—|ahonnan X = OTX =16 (felnétt)
X

A masodik csoportban 12+ 16= 28 munkés dolgozott nem tudni, hogy hany 6rat.
Tehét

32 MUNKAS ... 84 6ra

28 MUNKAS ... x ora

Ezlttal a munkésok szama és a munkaidé (6raban) forditott ardnyban vannak, tehét:

32 X 32x84
— =—1 ahonnan X =
28 84

=96 (dra).

A 96 6ra napi 6 6rat ledolgozva 9_66 =16 nap.



Osszetett harmasszaballyal megoldhato feladatok
Akkor beszéliink dsszetett hArmasszabalyrdl, ha a feladatban 2-nél tobb ardnyos mennyiség van.

1. feladat: 13 azonos hozamu csapon 72 perc alatt 4680 | viz folyik ki. Mennyi idé alatt folyik ki 9
ugyanilyen csapon 6750 | viz?

A megoldas sordn mindig 2 mennyiséggel dolgozunk, a tébbit valtozatlanul hagyva!

A megoldas sorén dolgozhatunk egységre hozatallal vagy t6bb egyszerd harmasszaballyal,
vagy az aranyparokkal. Ebben az esetben is ez utobbival dolgozunk.

A feladat szerkezete:

13CSaP v, 46801 ..o, 72 perc

9CSaAP v 67501 ..o, X perc

A feladat megoldésa 6sszetett harmasszabéllyal, ahol a csapok szama lesz véaltozatlan:
13CSaP v 46801 ..o 72 perc

13CSaP «vvvvrreee e 67501 .o y perc

Mivel itt a , liter vizmennyiség” és az ,,id6 (perc)” egyenes aranyban vannak, ezért:

4680 72 1350
———=—/| ahonnan y=——

6750 y 13

Most véaltoztassuk meg a csapok szdmat is:

13CSaP v 67501 .o @ perc
13
9C5aP v 67501 .o X perc
Mivel itt a ,,csapok szama” és az ,,id6 (perc)” forditott arAnyban vannak, ezért:
1 X
33 = 1350 ahonnan x =150 (perc).
13

A feladat megoldésa gyorsithatd, ha kidolgozunk egy szamitési szabalyt. Nézzik a feladat

adatait:
13CSaP <o, 46801 ..o 72 perc
9CSaP v 67501 ..o, X perc
Az el6z6 két szamolasi menetet egybevetve arra kdvetkeztehetiink, hogy az x ugyanannyi, ha
" o9 4680 72
igy szamoljuk ki: —-———=—
13 6750 x

A gyorsitott eljarés szabalyai a kdvetkezsk:
1) Felirjuk a feladat szerkezetét két sorba Ugy, hogy az azonos mennyiségek értékei egymas
ala kertiljenek.




2) Megallapitjuk, hogy az ismeretlent tartalmaz6 mennyiség milyen ardnyban all a tébbi
mennyiséggel. Ha egyenes aranyban all akkor ,lefele nyilat”, ha forditott ardnyban all,
akkor ,felfele nyilat” tesziink az illets oszlop mellé.

3) Ahova forditott iranyl nyil keril, ott az arany forditottjat vessziik, mashol magéat az
aranyt. Az igy kapott ismert ardnyokat 6sszeszorozzuk, és egyenléve tessziik az

ismeretlent tartalmazé arannyal.

Nézzlink egy példat is. Gyorsitott eljarassal oldjuk meg a kévetkezg feladatot:

2. feladat: 8 sz6v6n6 napi 6 6rai munkaval 840 m vasznat 5 nap alatt sz6 meg. Hany nap alatt
sz6 meg 630 m vasznat 5 olyan sz6véné, aki naponta 9 6rat dolgozik?

8sz6v6nbA............6 6ra/ napa............. 840 M |, 5 nap
5 szt')v6n6T............. 9é6ra/nap|............. 630 ml

A forditott vagy egyenes aranyossagok alapjan, jobboldalrél elindulva, kitettlik az egyes

nyilakat. Ezek szerint |—-—- =—| ahonnan x=4 (nap).
8 6 630 x

Egy mennyiség felosztdsa adott szamokkal aranyos részekre

. . . . . X X X, KX+ KX, + .+ KX
Az ilyen feladatok megoldéasa soran a mér emlitett +="%2=_ =0 =121 272 —
a a, a, ka +k,a,+..+ka,

szarmaztatas valamilyen formajat hasznaljuk.

1. feladat: Egy menedékhazban az elszallasolasért 3 személy 45 000 tallért fizetett. Az elsé csak
2 napot, a masodik 3 napot, a harmadik 4 napot tartézkodott ott. Hany tallért fizettek kilon-
kilon?

Algebrai megoldas

Mivel, ha valaki tébb napot toltott a menedékhazban, akkor tobbet kell, hogy fizessen (annyi-
szor tbbbet, ahanyszor tébb napot volt ott), az eltdltott napok szama és a fizetendé pénz-
0sszeg egyenes aranyban van.

Legyen rendre X, y €s z az els6, a masodik, illetve a harmadik személy altal fizetett pénz-
0sszeg. Ekkor a kdvetkezé arénysor irhaté fel:

X 'y z x+y+z 45 000
2 3 4 2+3+4 9
ahonnan x: 2=5000 = x=2x5000=10 000, y : 3=5000 = y=3x5000=15 000, z: 4=5000 =
= z=4x 5000 = 20 000.

Tehéat a személyek rendre 10 000, 15 000, illetve 20 000 tallért fizettek.

=5000] ,

Aritmetikai megoldés

Az el6z6 megoldés soran tulajdonképpen a kdvetkezé gondolatmenetet kdvettik:
1. A 3 személy Osszesen 2 + 3+4 =9 napot fizetett ki.

2. Egy napra 45 000 : 9=5000 tallért fizettek.

3. Az els6 személy 2 x 5000 =10 000 tallért fizetett.

4. A masodik személy 3 x 5000 =15 000 tallért fizetett.

5. A harmadik személy 4 x 5000 =20 000 tallért fizetett.




1. feladat: Az A, B, C, D varosok ugy helyezkednek el, hogy az AB, BC, CD tavolsagok egyenesen
aranyosak a 3, 4, 2 szamokkal. Tudva azt, hogy az AB tavolsag Otszorésének meg a BC
tavolsag haromszorosénak és a CD tavolsag négyszeresének az 6sszege 350 km, szamitsuk ki
az AB, BC és CD tavolsagokat!

Algebrai megoldas

Egyenes ardnyossagrol 1évén sz9, felirhatd, hogy:

“AB ¥BC “CD 5-AB+3-BC+4.-CD 350
3 4 2 53+3.4+42 35
Tehat AB=3x10=30 (km), BC=4x10=40 (km), CD=2x 10=20 (km).

10|.

Aritmetikai megoldas

1. Az AB, BC, CD tavolsagok rendre a 3, 4, illetve 5 egyenl6 részbél allnak.

2. Az5xAB+3xBC+4xCD tavolsdgosszeg 5x3+3x4+4x 2 =35 rész.

3. Az 5xAB +3x BC+4xCD tavolsagdsszeg (ami 350 km) pontosan 35 részbél all, ezért 1
rész 350 km:35=10km.

4. Tehat AB=3x10km =30 km, BC =4 x 10 km =40 km, CD =2 x 10 km = 20 km.

2. feladat: Négy acs egy hazat akar épiteni. Az els6 egymaga 1 év alatt épiti fel, a masodik 2 év
alatt, a harmadik 3, a negyedik 4 év alatt. Mennyi idé alatt épitik fel az illeté hazat, ha mind a
négy egyltt dolgozik?

Algebrai megoldas

Mivel az egyes munkésok teljesitménye (az idéegység alatt végzett munka) és az
épitésre forditott id6 forditottan aranyos mennyiségek, ha az egyes munkasok teljesitményét
rendre x, y, z és t jeldli, akkor

x_y_ z_ t 12x 12y 12z 12t 12(x+y+z+t) X+y+z+t
11 1 1 12 6 4 3 12+6+4+3 I
2 3 4 12

25

Az aranysorbdl leolvashatd, hogy a négy munkésnak egyutt % évre, azaz (az évet 365

napnak véve) 12 x (365:25)=175+ % napra van sziiksége.

Aritmetikai megoldéas
Ha mindegyik &cs ugyanannyi ideig, 12 évig dolgozna, az elsé 12 hazat, a masodik 6-ot, a
harmadik 4-et, a negyedik 3-at épitene fel. Egyltt 6sszesen 12 +6+4 +3=25 hazat épitené-

nek fel. Egy évet 365 napnak véve a négy acs egyutt 1 hazat (12 x 365):25=175+ % nap alatt

épit fel.

3. feladat: Egy tdmbhéz 3 lépcséhézat 26 munkas festi ki. Hany munkasnak kell dolgoznia
mindegyik lépcséhazban ahhoz, hogy az elsé |épcséhaz festése 2 nap alatt, a masodiké 3 nap
alatt, a harmadiké pedig 4 nap alatt fejez6djon be? (Feltételezzlk, hogy mindegyik munkés
ugyanannyi idé alatt ugyanannyi munkat végez.)

Algebrai megoldas

Konnyen belathatd, hogy ebben az esetben is forditott aranyossagrél van sz6. Legyen rendre
X,y ész az elsé, a masodik, illetve a harmadik Iépcséhazban dolgozd munkésok szdma. Ekkor
felirhatd, hogy




X y z 12x 12y 12z 12(x+y+z) 12-26

P A A —— = =24|.
1 11 6 4 3 6+4+3 13

2 3 4

A 12-vel val6 bévitést (akércsak az el6z6 feladat esetében is) a tortekkel valé mveletvégzés
elkerulése és az algebrai, valamint az aritmetikai megoldas kdzelitése céljabol végeztem.
Tehat

l=243 x=ﬁ=12 munkas,
1 2

2

y_ _2A_ :
1_24:>y_ 3 =8 munkas,
3

i=24:>z=ﬁ=6 munkas
1 4

4

Aritmetikai megoldéas

Ugyancsak a tortekkel valo muveletek elkerllése céljabol ugy képzeljuk el, mintha a 26 munkas
ugyanannyi ideig (12 napig) dolgozna.

1. A 12 nap alatt az elsé |épcséhaz munkasai 12 : 2 =6 lépcséhazat, a masodik Iépcs6hdz munkésai
12:3=4|épcséhazat, a harmadik Iépcséhdz munkésai 12 : 4 = 3 1épcséhézat tudnak kifesteni.

2. Tehat 12 nap alatt a 26 munkas 6 +4 + 3=13 |épcséhazat tud kifesteni.

3. Ezért 12 nap alatt 26 : 13=2 munkaés 1 lIépcséhézat fest ki.

4. 1gy 2 x 12 =24 munkasnak kell dolgoznia ahhoz, hogy egy Iépcséhaz 1 nap alatt ki legyen festve.

5. Az elsé Iépcséhéazat 2 nap alatt 24 : 2 munkés, a masodik 1épcséhézat 3 nap alatt 24 : 3 =8 munkas,
a harmadik |épcséhazat 4 nap alatt 24 : 4=6 munkas festi ki.

4. feladat: Egy medence feltoltéséhez 3 csapot hasznalhatunk. A csapok vizhozamardl a kdvetkezéket
tudjuk: az elsé és a masodik csap egyutt 3 6ra, a masodik és a harmadik egyditt 4 6ra, mig a
harmadik és az elsé csap egyutt 6 Ora alatt toltené meg a medencét. Hany ora alatt toltenék fel a
medencét a csapok kulon-kulon?

Algebrai megoldas

Jeldljuk rendre x-szel, y-nal és z-vel az els6, mésodik, illetve harmadik csap vizhozamét (az 1 6ra
alatt kifolyt vizmennyiséget). Mivel a vizhozam és a medence megtoltéséhez sziikséges idé kozott
forditott ardnyossag all fenn, a kdvetkezé aranysor irhaté fel:

X+Y y+2 Z4+X _ 2(X+y+17) X+y+z

1 1 1 111 3 , ahonnan
3 4 6 3 4 6 8
X+ty+z _y+z X+y+z-(y+z) X
3 1 3_1 1
8 4 8 4 8
. X+y+z _X+z _y ) X+y+2Z _X+y 7
Hasonloan 3 _—1 5 és 3 T 1
8 6 24 8 3 24

Az arénysorokbdl leolvashat6, hogy az elsé csap a medencét 8 dra alatt, a masodik % = 4% ora

alatt, a harmadik csap pedig 24 éra alatt téltené meg.



