Az indukcidé

A logikaban indukcidénak nevezzik azt a kovetkeztetési modot, amelyek segitségével
valamely osztalyon beliil az egyes esetekbdl az altalanosra kdvetkeztetink.

Példaul: 20, 112, 804, 76, 48 mind oszthatdak kettével. Ezért minden olyan természetes
szdm amelyik 0, 2, 4, 6, vagy 8-ban végzodik, oszthato 2-vel?

A gondolkodés iranyét illetéen az indukcio és a dedukcid ellentétes irany( bizonyitasi
mddszerek. Az indukcio a megfigyelt tényekrol torvényekre ,,emelkedik fol”. Méas szdval az
indukcio a megfigyelések mogott szabalyszeriiséget és dsszefiiggést tar fel.

A parcialis indukcié az a mddszer, amely soran az altalanos szabalyszeriiséget csupan
néhany megfigyelés utan probaljuk levonni. Ez a mddszer gyerekes és kockazatos, hiszen
végtelen halmazok esetén —ha a lényeges jegyeket ragadtuk meg és igy altalanositottunk —
legfeljebb megsejthetjik a szabalyszeriiséget, ezt azonban a matematikara jellemzé preciz
dedukcidval bizonyitanunk kell.

A teljes indukci6 modszerén azt a kovetkeztetési mddot értjik, amely soran az adott
szitudcidban eléforduld minden egyes eset, illetve minden egyes rész megvizsgélasa alapjan
mondunk ki allitdsokat. Az igy nyert allitdsok — mivel minden esetet megvizsgaltunk — bizo-
nyitottnak tekinthetok.

1. példa: Figyeljiik meg: 1x2x3x4+1=5% 2x3x4x5+1=11?, 3x4x5x6+1=19%. Folytassuk
a megfigyelt szabalyt! Mivel egyenlé 2011x2012x2013%x2014+1=? Fogalmazzuk és
bizonyitsunk altalanos érvényi allitast!

Megoldas: Figyeljilk meg, hogy 1x2x3x4+1= 5°= (1x4+1)? = (2x3-1)%
2x3x4x5+1=11%= (2x5+1)°= (3x4-1)%; 3x4x5x6+1=19% =(3x6+1)’= (4x5-1)* és igy tovabb.
Ezen sajatos megfigyelések alapjan felirhatd, hogy:

nx(n+1)x(n+2)x(n+3)+1= (n(n+3)+122:((n+1)><(n+2)-1)2: (n?+3n+1)>
Ezt ellendrizzik is: n(n+3)=n?+3n, (n+1)(n+2)=n*+3n+2 ahonnan
(n®+3n)( n*+3n+2)+1= (n°+3n)?+2(n°+3n)+1=(n*+3n+1)?
Vegylk észre, hogy az elébbiekben nem csak altalanositottuk az dsszefuggest, nem

csak sejtést alakitottunk ki, hanem algebrailag be is bizonyitottuk azt, amit sejtettiink.

2. példa: Figyeljik meg: 1= 1% 1+3= 2% 1+3+5= 3% 1+3+5+7= 4% 1+3+5+7+9= 5",
Mivel egyenlé 1+3+5+...+2011+2013=? Fogalmazzuk meg és bizonyitsunk altaldnos
érvényi szabalyt!
Megoldés: Figyeljik meg, hogy 2°= [(3+1):2]%; 3%= [(5+1):2]% 4°= [(7+1):2)° és igy
tovabb. Tehat a megfigyeléseink azt diktaljak, hogy:
1+3+5+...+2011+2013=[(1+2013):2]*= 1007°
Prébéljuk &ltalanositani: 1+3+5+...+(2n-3) +(2n-1)= [(1+2n-1):2]*= n? (*)

Azaltal, hogy ezt az dsszefuggest felirtuk, ezGttal nem bizonyitottuk, ez csak sejtés!

A (*) dsszefiiggés tehat nem foltétlenil kdvetkezik az el6z6 szamolasokbdl. A (*)
Osszefliggést csak akkor fogadhatjuk el, ha be is bizonyitjuk!

Erre a teljes indukciot, vagyis a matematikai indukciot hasznaljuk!

A teljes indukcié megtaldlhaté a természetes szamot értelmezé 6t Peano-féle axioma kozott,
éspedig az utols6 axiébma, miszerint:



,,Ha a 0 rendelkezik valamely T tulajdonsaggal, és a tulajdonsag atéroklsdik az n természetes
szamrol az n’ (n’=n+1) rakdvetkezdjére, akkor minden természetes szam rendelkezik a T
tulajdonsaggal”.

Belathato, hogy ezzel az ,,0rokl6déssel” bizonyithat6 lenne a (*) dsszefugges.

A teljes (matematikai) indukcié modszere:
Legyen P(n) egy olyan predikatum amely az n> 0 természetes szamtol fligg.

1. Iépés: Ellenérizzik a P(n) allitast n=1, n=2 értékekre vagyis, hogy a P(1) és P(2)
allitasok igazak-e.

2. lépés: Feltételezzik, hogy a P(k) allitas igaz minden k> 0 természetes szamra.

3. l1épés: Bizonyitjuk, hogy a P(k+1) allitas is igaz, ezzel belattuk, hogy a
P(K)=P(k+1) implikacio is igaz.

Igy a ,,domindeffektus” mintajara, a P(k) predikatum igaz minden k> 0 természetes
szam esetén, és ezt be is bizonyitottuk.

A 2. példa bizonyitasa teljes indukcidval:

1. 1épés: P(1): 1= 1% nyilvanvald. P(2): 1+3=22 szintén nyilvanvalo.

2. lépés: feltételezziik, hogy P(K): 1+3+5+...+(2k-3) +(2k-1)= k? igaz minden k> 0
természetes szamra!

3. lépés: Bizonyitjuk, hogy P(k+1): 1+3+5+...+(2k-1) +(2k+1)= (k+1)? is igaz,
minden n>0 esetén. Ez kdnnyen belathat6, hiszen k? +(2k+1)= (k+1)>2.
Ezzel a bizonyitasunk véget ért.

3. példa: Figyeljik meg: 12=1%; (1+2)?=13+2%; (1+2+3)*=1%+2%+3%;
(1+2+3+4)*=1%+23+3%+4°, Altalanositsuk az észrevételeinket és bizonyitsunk is.

Bizonyitas: lgazoljuk, hogy (1+2+3+...+n)?=13+2%+3%...+n* (*)

1. lépés: P(1): 1%=1%; P(2): (1+2)*=13+2° mindkettd igaz.

2. lépés: Feltételezzik, hogy P(K) igaz, vagyis a (*) igaz

3. lépés: Igazoljuk, hogy P(k+1): (1+2+3+...+k+(k+1))?=13+23+3%+.. . +k3+(k+1)®
Bizonyitas: (1+2+3+...+k)%+2(k+1) (1+2+3+...+K)+(k+1)?= 1°+2%+3%+ ... +k*+(k+1)® vagyis
13423433+ +KC+ 2(k+1) (1+2+3+...+K)+(k+1)%= 13+2%+3%+.. . +k>+(k+1)® ahonnan
2(k+1) (1+2+3+...+k)+(k+1)*= (k+1)% és innen 1+2+3+...+k= @ amit szintén

indukcioval bizonyitunk.
n(n+1)

2
Megjegyzés: A feladat egyenlésége alapjan: 13+2°+3%+...+n’= [ } ami egyébként

indukcioval is bizonyithatd.

A teljes (matematikai) indukcié modszerének 2. valtozata:
Legyen P(n) egy olyan predikatum amely az n> 0 természetes szamtol fligg.

1. Iépés: Ellenérizzik a P(n) allitast n=1, n=2 értékekre vagyis, hogy a P(1) és P(2)
allitasok igazak-e.

2. lépés: Feltételezziik, hogy a P(1), P(2),...,P(k) allitasok mindegyike igaz

3. l1épés: Bizonyitjuk, hogy a P(k+1) allitas is igaz, ezzel belattuk, hogy a
P(k)=P(k+1) implikacio is igaz.

4. példa: Ha a,beR Ugy, hogy abeZ és a+b eZ akkor a"+b" eZ minden ne N esetén.
Bizonyitas: P(1): a'+b'eZ adott, P(2): a*+b’=(a+b)?-2abeZ is igaz. Feltételezziik,hogy



a P(1), P(2),...,P(k) &llitasok mindegyike igaz. Bizonyitsuk P(k+1): a“"*+b*"* eZ.
Szamolasokkal ellendrizhetjiik, hogy a“*+b***=(a+b)( a“+b*)-ab(@“*+b*™") €Z mert a P(1),
P(k-1) és P(k) mind igaz.
A teljes (matematikai) indukcié modszerének 3. valtozata:
Legyen P(n) egy olyan predikatum amely az n> 0 természetes szamtol fligg.

1. I1épés: Ellendrizzik a P(n) allitast n=1, n=2, ...,n=m értékekre vagyis, hogy a P(1),
P(2),..., P(m) allitdsok igazak-e.

2. lépés: Feltételezziik, hogy a P(1), P(2),...,P(k) allitasok mindegyike igaz

3. lépés: Bizonyitjuk, hogy a P(k+m) allitds is igaz, ezzel belattuk, hogy a
P(k)=P(k+m) implik&cio is igaz, ahol m adott pozitiv egész szam.

5. példa: lgaz-e, hogy barmely neN” esetén létezik a + eléjeleknek egy olyan
megvélasztas és olyan meN”, amelyre n= +1%+2%+3%...+m’ legyen?
Bizonyitas: Ellendrizzik le az els6 4 sajatos esetet:

0= 1242%2-3%442-52.62+7%,  1=1%, 2=-1%2-22-3%+4%, 3= -1%422

Feltételezzik, hogy n=k felirhaté a kért alakban és bizonyitjuk, hogy n= k+4 is felirhato
ugyandgy. Vegyik észre, hogy (m+1)%-(m+2)%-(m+3)*+(m+4)°=4, ezért felirhatd, hogy
k+4 = +1%42%43%+ . +m® + [(m+1)%-(m+2)*-(m+3)*+(m+4)?]. Ezzel igazoltuk a P(k+4)-et
vagyis, hogy k+4 is felirhato a kért alakban.

6. példa: Osszunk fel egy négyzetet rendre 4, 6, 7, 8, 9, 10, 2013 darab kisnégyzetre.
Igazoljuk, hogy barmely négyzet feloszthatd n>6 darab kisnégyzetre!
Elébb osszuk fel 4 részre, majd ismét 4 részre, és igy tovabb:

+

Ezzel az eljarassal feloszthatjuk a négyzetet 4, 7, 10, 13, 16, ... (1) kisnégyzetre.
Probalkozzunk a négyzetet 6 kisnégyzetre osztani. Ezutan ismételten osszuk 4 részre a
Kisnégyzeteket:

Ezzel az eljarassal feloszthatjuk a négyzetet 6, 9, 12, 15, ... (2) kisnégyzetre. Prébalkozzunk
most felosztani a négyzetet 8 kisnégyzetre. Majd ezt ismételten 4 Kisnégyzetre.




Ezzel az eljarassal feloszthatjuk a négyzetet 8, 11, 14, 17,...(3) kisnégyzetre. Vegyiik észre,
hogy az (1)-ben az n=3k+1, a (2)-ben az n= 3k és a (3)-ban a 3k+2 alak( szamokra latunk
felosztasokat. Mivel 2013:3= 671 ezért a 2013-ra vald felosztas a (2)-es sorozathoz tartozik.

Vegylk észre, hogy az elébbiekben amikor egy négyzetet 4 részre osztottunk, akkor
megsziint 1 négyzet és keletkezett 4 négyzet, tehat a négyzetek szdma mindenesetben 3-mal
nott. Ezen megfigyelés alapjan ha feltételezziik, hogy P(k) igaz, vagyis egy négyzet
feloszthatd k kisnégyzetre, akkor ebbdl egyet 4 részre osztva k+3 négyzetink lesz, vagyis
bizonyitottuk a P(k+3)-at.

Megjegyezzik, hogy indukcidval egyenlétlenségek és oszthatosagok is
bizonyithatdk. Lassunk példakat ezekre is!

7. példa: 1gazoljuk, hogy minden n>1 esetén %-E-E- 2n-1
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elegendé belatni, hogy:

8. példa: Igazoljuk, hogy minden n> 1 esetén 4"+ 15n -1 oszthaté 9-cel!
Bizonyités: Igazolni fogjuk, hogy az adott kifejezés tobbszordse 9-nek vagyis, létezik
olyan M természetes szam amelyre 4" + 15n -1= 9M. (*)
Ellenérizzik az els6 két esetet: P(1): 4+15-1=18=9M; P(2): 16+30-1=45=9M. Feltételezziik,
hogy a (*) allitas igaz n=k értékre. lgazoljuk, hogy P(k+1): 4“* + 15(k+1) -1= 9M".
A feltevés alapjan: 4+ 15k -1= 9M ahonnan 4%= 9M-15k+1.
Ezért 4"+ 15(k+1) -1= 4(9M-15k+1) + 15(k+1) -1=36M-45k+18=9M"

9. példa: lgazoljuk, hogy minden n>1 esetén ! + ! +...+ ! >1.
n+l n+2 3n+1

Bizonyitas: A feladatot azért nehezebb igazolni, mert az elsé tag is fiigg az n-t6l és a
jobboldalon pedig egy n-t6l figgetlen érték van, egy szam. Ellenérizzik, hogy

P(2): i+1+1>1 igaz, mert E>l Tovabba P(2): 1 1+£+£+£>1 Is igaz.
2 3 4 12 3 45 6 7
1 1 1 . . .
Feltételezzik, hogy P(k ot >1 (*) igaz. Bizonyitjuk, ho
gy()klk+2 ] (*) ig yit] gy
P(k+1): L+L >1 isigaz (**). A (*) mindkeét oldalabdl vonjunk ki
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L-et, és adjunk hozza ! + ! + ! -at, ezt kapjuk:
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kapjuk, hogy 18k?* + 36k +18 >18k?* + 36k +16, ami nyilvanvalo.
Indukcidval sok mas tipusu feladat is megoldhat6, a matematika legkulénb6z6bb
terlleteirol.

>0 vagyis

Ehhez azt kell bizonyitani, hogy




