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A CAUCHY-FUGGVENYEGYENLET ES NEHANY ROKON PROBLEMA

2. rész

Tuzson Zoltan tanar, Székelyudvarhely

Az [1] cikkben megismerkedhettiink a Cauchy-alapegyenlettel és néhény hasznos rokon
egyenlettel. Rendszerezve ezeket, tulajdonképpen négy tipusi Cauchy-egyenlet van ([2]):

flz+y) = f(z)+ f(y) (L tipust Cauchy-egyenlet), megoldasa: f(z) = ax;
flz+y) = f(z)f(y) (II tipusu Cauchy-egyenlet), megoldasa: f(z) = e**;
f(zy) = f(x) + f(y) (III. tipusi Cauchy-egyenlet), megoldasa: f(z) = alnx;
f(zy) = f(x)f(y) (IV. tipusa Cauchy-egyenlet), megoldasa: f(x) = z.

Lattuk, hogy az utobbi hidrom egyenlet visszavezethetG az I. tipust alapegyenletre.
Tovabba a Cauchy-egyenletek egy altalanositasit a Pexider-egyenletek képezik, két valtozo
esetén ezek a kovetkezdsk:

flx+vy) =g(x)+ h(y) (L tipust Pexider-egyenlet)
megoldasa: f(z) = ax +b, g(z) = ax + ¢, h(z) = ax + d;
flx+y)=g(x)-h(y) (IL tipust Pexider-egyenlet)
megoldasa: f(z) = abe™, g(x) = ae™, h(zx) = be;
f(zy) = g(x) + h(y) (III. tipust Pexider-egyenlet)
megoldéasa: f(z) =alnz +b, g(z) =alnx + ¢, h(z) = alnz + d;
f(zy) = g(x)h(y) (IV. tipusu Pexider-egyenlet)
megoldésa: f(z) = ma®, g(x) = na®, h(x) = pz.
Azt is lattuk, hogy ezen Pexider-egyenletek megoldasa szintén visszavezethetd az 1. tipusi
Cauchy-egyenlet megoldasara. Minden esetben csak folytonos megoldésokat kerestiink.
Az [1]-ben olyan fiiggvényegyenleteket oldottunk meg, amelyek kivaltképpen az I. tipusi
Cauchy-egyenletre vezethetsk vissza. A tovabbiakban az el6z6 Cauchy- és Pexider-egyenletekre,
vagy més ismert egyenletekre visszavezethetd feladatokat mutatunk be.

1. Példa: Melyek azok az f: R — R% folytonos fiiggvények, amelyek teljesitik az

f(x) () . ,
f(r +vy) = ————"— egyenletet, minden x,y € R* esetén?
=50+ -
1
Megoldds: Vezessiik be a g(z) = @) valtozocserét, ekkor g(z+y) = g(x)+g(y), amelynek
x
a megoldasa g(z) = ax, ezért f(z) = ot

2. Példa: Melyek azok az f: R — R folytonos fiiggvények, amelyek teljesitik az
flz+y)+ f(x —y) =2f(z) egyenletet, minden x,y € R esetén?

u+v
Megoldds: Vezessik be az x +y = u, x —y = v valtozocserét, igy = = ‘2" és
az f <“‘2"U> — M egyenletet kapjuk, amely a Jensen-féle fiiggvényegyenlet, és a

megoldasa f(z) = ax + b (|1], 11. példa).

3. Példa: Melyek azok az f: R — R folytonos fiiggvények, amelyek teljesitik az
f(x) + f(x +2y) = 2f(x + y) egyenletet, minden x,y € R esetén?
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Megoldas: Legyen x = u, x +2y = v, igy c+y = UQﬂ, ezért w =f (u+v)

ami a Jensen-fiiggvényegyenlet, és ennek a megoldasa f(x) = ax + b. ([1], 11. példa).
4. Példa: Melyek azok az f: R — R, folytonos fiiggvények, amelyek teljesitik az

f (, /#) — \/[f("%)]2 _5 ) egyenletet, minden x,y € R esetén?
Megoldas: Belathato, hogy \/[f(x)P ; =f (\/ > \/ y)P;

ahonnan [f(—z)* = [f(2)]?, vagyis (f(—2) + f(2))(f(—= = 0, tehat f(— ) f (@),
ami azt jelenti, hogy f péaros kell legyen. Ezért vezessiik be a g( ) [f (\/_ )]? jelolést minden

u+v) 90w +g(v)

Jensen-tipusi egyenletet kapjuk, ahol u = 22,

2 2
v = y?, amelynek a megoldasa g(u) = au + b (|1], 11. példa), ezért f(z) = vax? + b.

x > 0 esetben, igy a g (

5. Példa: Melyek azok az f: R, — R, folytonos fiiggvények, amelyek teljesitik az

z+y\  2f(x)f(y)
f( 2 )‘f<x>+f<y>

Megoldds: Legyen g(x) =

egyenletet, minden z,y € R esetén?

I r+y\ _ g(z)+g(y)
TN 18Y g =
f(x) 2 2
g(x) = azx +b ([1], 11. példa), ezért f(x) = x ahol a > 0, b > 0.

, amelynek a megoldasa

axr +

6. Példa: Melyek azok az f: R, — R, folytonos fiiggvények, amelyek teljesitik az

2vy \ _ 2f(x)f(y)
d ($+y)  f@)+ fly)

Megoldds: Legyen g(z)

egyenletet, minden z,y € R esetén?

1 x+y) _ 9(@) +9@)
2

>,igyg( 5

g(x) = ax + b ([1], 11. példa), ezért f(x) =

, amelynek a megoldasa

—
7 N
SHE

, ahol a > 0, b > 0.
ar +

7. Példa: Melyek azok az f: R, — R, folytonos fiiggvények, amelyek teljesitik az
f(z¥) = [f(2))/® egyenletet, minden z,y € R, esetén?

Megoldds: Az f(x) = 1 barmely x € R, esetén, a fliggvény teljesiti a feladatot. Legyen a €
R, tigy, hogy f(a) 7 1. Bkkor felirhato, hogy: [f(a)l/&¥) = f(a™) = f((a")?) = [f(a)"®) =
= [f(a))’®/®) ahonnan f(xy) = f(x)f(y) Cauchy-egyenletet kapjuk, igy f(z) =

8. Példa: Melyek azok az f: R — R folytonos fiiggvények, amelyek teljesitik az f(x+y) =
= f(z) + f(y) + f(x)f(y) egyenletet, minden =,y € R esetén?

Megoldds: Vezessiik be a g(x) = f(z)+ 1 valtozocserét, igy g(x+y) = g(x)g(y), amelynek
a megoldasa g(z) = 0 vagy g(z) =b" (b > 0). Ezért f(z) = —1 vagy f(x) =0b0" — 1.

9. Példa: Melyek azok az f: R — R folytonos fiiggvények, amelyek teljesitik az
f <\/x2 + y2> = f(x)f(y) egyenletet, minden z,y € R esetén? (Gauss-egyenlet).

Megoldas: Nyilvanvalo, hogy az f azonosan alland6 fiiggvény teljesiti az egyenletet.
Keressiik a nem é&llando f fﬁggvényt Legyen xo olyan érték, amelyre f(zo) # 0. Ekkor

flxo)f(=y) = f <\/$o+y> f(y), vagyis f(-y) = f(y), tehat az f paros fiig-

gvény. Vezessuk be a g(z) = (\/_) Valtozocserét minden x > 0 esetén. Ekkor kapjuk, hogy
2

g(u+v) = g(u)g(v), ahol u = 22, v = y?, amelynek a megoldasa g(u) = a*, tehat f(z) =

2
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10. Példa: Melyek azok az f: R — [0, +o0) folytonos fiiggvények, amelyek teljesitik az
f(@? +y?) = f(z* — y*) + f(2zy) egyenletet, minden z,y € R esetén? (Romania, MO, 1997).

Megoldds: Ha x = y = 0, akkor f(0) = 0. Ha csak = = 0, akkor f(y?) = f(—y?), vagyis
az f fiiggvény paros. Legyen most u = 2% — y? és v = 2zy. Ekkor u? + v? = (22 + y?)?, gy az
egyenlet f(vu2+v?) = f(u) + f(v), és ennek a megoldésa f(z) = az? (|1], 13. példa).

11. Példa: Melyek azok az f: R — R folytonos fiiggvények, amelyek teljesitik az
f(x? —y?) =z f(x) — yf(y) egyenletet, minden z,y € R esetén? (USA, MO 2002).

Megoldds: Ha y = 0, akkor f(z?) = xf(x), igy yf(y) = f(y?), és behelyettesitve ezeket
f(x? —y?) = f(z*) — f(y*). Legyen 2? = u+wv, y* = v, ekkor f(u+v) = f(u)+ f(v), amelynek
a megoldasa f(x) = ax.

12. Példa: Melyek azok az f: R — R folytonos fiiggvények, amelyek teljesitik az
flx+y) = 2%y + x2y*> — 22y + f(x) + f(y) egyenletet, minden z,y € R esetén?

3
Megoldds: Vezessiik be a g(z) = f(x) — % + 2% valtozocserét. Igy a g(z +y) = g(x) +g(y)
3

Cauchy-egyenletet kapjuk, amelynek a megoldéasa g(z) = ax, ezért f(z) = % — 2 + ax.

13. példa: Melyek azok az f: R — R7 folytonos fiiggvények, amelyek teljesitik az
[f(2)]? = f(z+y)f(x—1y) egyenletet, minden z,y € R esetén? (Lobacsevszki-fiiggvényegyenlet)

v U+ v 2
és az egyenlet {f ( 5 )] =
= f(u)f(v), amelynek a megoldasa f(z) = f(0) - a” ([1], 12. példa).

+
1. Megoldas: Legyen u = x4y, v = x—y, ekkor z = ¢

2. Megoldds: Logaritmalva mind a két oldalt, és bevezetve a g(x) = In f(z) valtozocserét,
u+tuv
) 18y

kapjuk, hogy g(z +vy) + g(x — y) = 2g(z). Legyen x + y = u, © —y = v, ekkor = =
g(u) +gv) u+v
2 I\ 72
(|1], 11. példa), ezért f(x) = e®**°, ahol a,b € R.
14. Példa: Melyek azok az f: R — R folytonos fiiggvények, amelyek teljesitik az
[f(x+y)]* = f(z)f(z + 2y) egyenletet, minden x,y € R esetén?

Megoldds: Helyettesitsiik az x-et (z — y)-nal, ekkor az [f(z)]* = f(z + y)f(x — y)

x

Lobacsevszki-egyenletet kapjuk, amelynek a megoldasa f(x) = f(0)a”.

az egyenlet ), ami Jensen-egyenlet, ennek megoldasa g(x) = ax + b

15. Példa: Melyek azok az f: R — R folytonos fiiggvények, amelyek teljesitik az
flx+y)=f(x)+ f(y) — f(x)f(y) egyenletet, minden z,y € R esetén?

Megoldds: Vezessiik be a g(x) = 1— f(x) valtozocserét, igy g(z+vy) = g(x)g(y), amelynek
a megoldasa g(z) = e*, ahonnan f(z) =1 — e, illetve f(z) = 1, barmely x € R esetén.

16. Példa: Melyek azok az f: R — R folytonos fiiggvények, amelyek teljesitik az
flx+y) = f(x)+ fly) + a(l —b*)(1 — bY) egyenletet, minden z,y € R esetén, ahol a,b € R,
b> 07

Megoldds: Vezessiik be a g(z) = f(z) —a(b® —1) valtozocserét, igy a g(x+y) = g(x)+g(y)
egyenletet kapjuk, amelynek megoldasa g(z) = cx, ezért f(z) = a(b® — 1) + cx.

17. Példa: Melyek azok az f: R — R folytonos fiiggvények, amelyek teljesitik az
flx+y+a)+b= f(x)+ f(y) egyenletet, minden x,y € R esetén, ahol a,b € R?

Megoldds: Vezessik be a g(x) = f(z — a) — b valtozocserét. Ekkor g(x + y + 2a) =
= g(x 4+ a) + g(y + a), vagyis g(u + v) = g(u) + g(v), ahol u = x + a, v = y + a. Ennek a
megoldasa g(u) = cu, ezért f(z) = c(z + a) + b.
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18. Példa: Melyek azok az f: R — R folytonos fiiggvények, amelyek teljesitik az
fx+y) = f(z)+ f(y) — vy egyenletet, minden z,y € R esetén?

2 2
(a:+y) = $—+y—+xy 0ssze-

2

Megoldds: Az egyenlet megfelelé oldalaihoz hozzédadva az

2 2 2
o ‘ TIDY 22 2 22
fiiggést, azt kapjuk, hogy f(z +y) + % = fla)+ 5 +fy)+ % igy a g(z) = flz) +
2
valtozocserével g(x +y) = g(x) + g(y), amelynek a megoldasa g(x) = ax, igy f(z) = —% +azx.

19. Példa: Melyek azok az f: [—1,1] — R folytonos fiiggvények, amelyek teljesitik az

f(z)+ f(y) = f(zy/1 —y? + yV1 — 2?) egyenletet, minden x,y € R esetén?

Megoldds: Legyen x = sinu, y = sinv, igy f(sinu)+ f(sinv) = f(sin(u+v)). Ha f(sinx) =
= F(z), akkor F(u+v) = F(u) + F(v), igy F(z) = az, ezért f(x) = a - arcsinz.

20. Példa: Melyek azok az f: R — R folytonos fiiggvények, amelyek teljesitik az
flx+2f(y)) = f(x) + f(y) +y egyenletet, minden =,y € R esetén?

Megoldds: Legyen © =y — 2f(y), akkor f(y — 2f(y)) = —y. Az eredeti egyenletbe az y
értékét y — 2f(y) értékkel helyettesitve kapjuk, hogy f(z — 2y) = f(z) — 2f(y) (x). Ekkor
ha x = y = 0, akkor f(0) = 0, ha = = 2y, akkor f(2y) = 2f(y), igy a (%) alapjan f(z — 2y) =

= f(x)— f(2y), ezért ha ebben az x helyett (x+1vy) értéket, az y helyett Y értéket helyettesitjiik,
2

akkor f(x+y) = f(z)+ f(y), ahonnan f(x) = azx. Ezt visszahelyettesitve az eredeti egyenletbe
1

a vagy a 5

21. Példa: Melyek azok az f,g,h: R — R folytonos fiiggvények, amelyek teljesitik az

e 9(x) + h(y)
2 2
altalanositasa.)

Megoldds: Ha F'(z) = f (g), akkor az F'(z +y) = g(z) + h(y) Pexider-egyenletet kapjuk,

b+ c
2

22. Példa: Melyek azok az f,g,h: R — R folytonos fiiggvények, amelyek teljesitik az
9(x) + h(y)
9]

c2

egyenletet, minden z,y € R esetén? (A Jensen-fiiggvényegyenlet

amelynek a megoldasa f(x) = ax + , 9(z) = ax + b, h(z) = ax + c.

flx+y) = egyenletet, minden x,y € R és ¢ = allando esetén? (NMO, 1977)

Megoldds: Vezessiik be az F(z), G(x), H(x) folytonos fiiggvényeket a kdvetkezGképpen:
f(z) = c-tgF(x), g(x) = c-tgG(x), h(z) = ¢ - tg H(z). Ekkor kapjuk, hogy tg (F(z +vy)) =
= tg G(x) + tg H(y), igy az uj fiiggvényegyenlet F(x +y) = G(x) + H(y) + mm, ahol m € Z.
Vagyis F(x +y) — mnm = [G(z) — mn| + [H(y) — mn|, amely Pexider-egyenlet, a megoldéasa
F(z)=kx+a+b+mnr, G(x) =kr+a+mnr, H(x) = kx+ b+ mnr. Tehat a feladat megoldésa
flz)=c-tg(kx+a+b), g(x) =c-tg(kx+a), h(z) =c-tg(kx + D).

23. Példa: Melyek azok az f,g,h: R — R folytonos fiiggvények, amelyek teljesitik az
[ (/2" +y") = g(x)h(y) egyenletet, minden z,y € R esetén?

Megoldds: Ha y = 0, akkor f(z) = g(z)h(0), és ha h(0) = 0, akkor f identikusan nulla
fiiggvény és g tetszbleges. Ha ellenben x = 0, akkor f(y) = ¢(0)h(y) és g(0) = 0, akkor f
identikusan nulla, és h tetszGleges. Mas esetekben legyenek F(u) = f({/u), G(u) = g(/u),

4
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H(u) = h(/u), ekkor F(u+ v) = G(u)H (v), amelynek a megoldasa F'(u) = abc*, G(u) = ac",
H(u) = bct, ezért az eredeti egyenlet megoldasa f(x) = abc™ , g(z) = ac” , h(x) =bc" .
24. Példa: Melyek azok az f,g: R — (0,+00) folytonos fiiggvények, amelyek teljesitik

az f (:ETH/) = +v/g(x)g(y) egyenletet, minden z,y € R esetén?

2
Legyen y = 0, ezért f (g) = +/g9(x)g(0), majd helyettesitsiik az z-et (x + y)-nal, igy

f (95 ;L Y & ;r y) = g(r +y)g(0) = g(x)g(y).

Logaritmalva kapjuk, hogy In[g(z + y)g(0)] = In[g(z)g(y)], vagyis Ing(z + y) + Ing(0
= Ing(z) + Ing(y), ahol bevezetve a G(z) = Ing(x) — Ing(0) valtozocserét G(z + y

= G(z) + G(y), igy G(z) = ax, ezért M = €%, ahonnan ¢g(z) = a - €*, ahol a = ¢(0)

9(0)
és a =1Ing(1) —Ing(0).

2
Megoldds: Helyettesitsiik z-et (z+y)-nal, igy kapjuk, hogy f (x i y) =gz +y)g(y).

= +/g9(z +y)g(0), ahonnan felirhato, hogy f> <

) =
) =

25. Példa: Melyek azok az f,g,h: (0,+00) — (0,4+00) folytonos fiiggvények, amelyek
teljesitik a g(z) + h(y) = f [(ac” + y”)ﬁ] egyenletet, minden z,y € R, és n € N esetén?

Megoldds: Az n = 1 esetén visszakapjuk a Pexider-fiiggvényegyenletet, amelynek a
megoldéasa f(x) = ax+b, g(x) = ar+c, h(x) = ax+d. Legyen n > 2. Helyettesitsiik z-et /z-el
és y-t ¢/y-nal. Ekkor felirhato, hogy ¢({/z)+h(/y) = f(/x +y). Vezessiik be a F/(x) = f({/x),
G(z) = g({/x), H(x) = h({/x) valtozocserét. Ekkor kapjuk, hogy F(x 4+ y) = G(x) + H(y),
amelynek a megoldasa F(x) = ax + b, G(z) = ax + ¢, H(x) = ax + d, ezért f(x) = az™ + b,
g(x) = az™ + ¢, h(x) = az" + d.
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