KOMPLEX SZAMOK A GEOMETRIABAN

Mircea Becheanu

Ismert, hogy koélcsdndsen egyértelmi (bijektiv) megfeleltetés létezik a sik pontjai és a
komplex szamok C halmaza kézt. Ez a megfeleltetés lehetévé teszi azt, hogy komplex
szamokat hasznalhatunk geometriai feladatok leirasara. Ezt az is segiti, hogy a C halmazban
nemcsak algebrai miveletek értelmezettek, hanem a polaris koordinatakat, és olyan
tulajdonsagokat is hasznalhatunk, mint a modulus, vagy a konjugalt. Latni fogjuk, hogy
ezeknek az elemi fogalmaknak a segitségével sok geometriai feladatnak gyorsan atlathato
és szép megoldasa van. Tehat a komplex szamok csodalatos vilagnak bizonyulnak, amely
gazdag kénnyen kezelhetd tulajdonsagokban. Kalandozasunkat a komplex szamok foldjén
egy olyan feladatsor kiséri, amelyeknek ezen az uton elegans a megoldasa.

A kovetkezdkben, hacsak nem jelezzik azt masként, a sik pontjait az A, B, C, ... , Z
nagybetikkel, és a hozzajuk rendelheté komplex szamot (affixumot) a megfeleld a, b, c, ...,
z kisbetivel jeldljik. Egy a ponthoz tartozé a komplex affixumot még az A pont komplex
koordinatajanak is neveziink. Kezdetnek néhany elemi, de elegans példat lathatunk, majd
bemutatunk néhany alapvetd geometriai elemet, amelyeket a komplex szamok segitségével
sikeresen lehet tanulmanyozni.

1. Példak

1.1 A hdaromszo6g egyenlétlenség. Adott z;, zo komplex szamokra igaz a kovetkezd
egyenlétlenség:

|z1+ 22| <[ 24| + |2zo. (1)

Bizonyitas. Mivel |z| egy nemnegativ valos szam, az adott egyenlétlenség ekvivalens
atalakitasa, ha mindkét oldalat négyzetre emeljik:

| Z1+ 2o P < | z4f* + 2|z4]|22] + |22 &

(Z1+ 22)(Zz1+22) 2921 + 2,22 +242,212,22 <
Z122 + 2321 £24/2,212,2> .

Legyen z; z2 = w; ekkor w = z1 z,, az utdbbi egyenlétlenség pedig w + w < 2|w|. Ha most
w = x + iy akkor az utébbi ekvivalens a 2x < 24/x? +y? , ami nyilvan igaz.

Mikor teljesul az egyenléség az (1) egyenlétlenségben? Csakis akkor, ha x 20 és 'y = 0,

amibél kdvetkezik, hogy w = z;z2 = A egy nemnegativ valés szdm. Ha most az el6z6
egyenléseget z,-vel szorozzuk, akkor Az, = |22|221. Mivel A = 0, kdvetkezik, hogy itt az &x’,

OB vektorok, amelyek a z4, z, szamok affixumai kollinearisak és azonos iranyuak.

A komplex szamokra vonatkozé haromszdg egyenlétlenségnek van egy geometriai
magyarazata: egy adott haromszogben két oldal 6sszege nagyobb a harmadik oldalnal.

Valéban, ha vessziik azokat az A, B, C pontokat amelyekre, OA + OB = OC akkor az
OACB parallelogrammaban az OA = |a|, AC = OB = |b|, OC = |a + b|. Mivel OC < OA + AC,
nyilvan az is igaz, hogy |a + b| <|a| + |b|.
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1.2 Pompeiu tétele.” Legyenek A, B, C egy egyenlé oldali haromszdég cstcsai Z a
haromszog sikjanak egy pontja, ami nincs a haromszog koré irt kérdén. Ekkor a ZA, ZB, ZC
szakaszok egy haromszog oldalai.

Els6 megoldas. Els6ként egy szép mértani megoldast ismertetiink. Tegyuk fel, hogy Z
egy belsé pontja az ABCA —nek (lasd 1. abra). Szerkesszik meg Z-n at rendre az AB, BC,
CA oldalakkal parhuzamos egyeseket, amelyek ezeket az oldalakat rendre a P, M és N
pontokban metszik. Az APZN, PZMB és MZNC egyenl6 szaru trapézok. Tehat teljestinek a
koévetkez6k: ZA = PN, ZB = PM, ZC = MN és igy MNPA a kersett haromszdg. Hasonl6 a
gondolatmenet, ha Z a haromszog egyik oldalan van.

A masodik esetben feltehetd, hogy Z a haromszog egy kilsé pontja. Vegyik a haromszdg
egy 60°-os forgatasat az A pont kériil, amely a B pontot a C-be viszi at, és legyen a Z pont
képe ennek a forgatasnak az eredményként W. Mivel a forgataskor a tavolsagok nem
valtoznak, ZC = WB és ugyanakkor ZA = WA (2. abra). Tehat a keresett haromszog ebben
az esetben a ZWCA.
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megjegyzendd, hogy a masodik gondolatmenet a W helyzetétdl figgetlen, és belsé pont
esetén is alkalmazhato.

Masodik megoldas. Ha a megoldashoz, illetve a parhuzamosok alkalmazasahoz, vagy a
forgatashoz a megoldonak kevés az étlete, alkalmazhatja a komplex szamokat. Tegyuk fel,
hogy az A, B, C, Z pontok komplex koordinatai az a, b, ¢, z belathatd, hogy a kovetkez6
azonossag teljesdil:

(z-a)b-c)+(z-b)c-a)+(z-c)a-b)=0.
Atirhatjuk ezt a kévetkezd alakban is:
-(z-a)(b-c)=(z-b)(c-a)+ (z-c)a-b).

1 Dimitrie Pompeiu (1873-1954) egy ismert roman matematikus volt, akit az elemi matematika is
érdekelt.



vegyuk most az azonossagban a modulust, és alkalmazzuk a haromszdg egyenlétienséget:
|z-a|lb -c|<|z-b|lc-a]+]|z-c|la-Db|.
ha felhasznaljuk, hogy |a - b| = |b - ¢| = |c - a] akkor a kévetkez6 az eredmény:
|lz-a|<|z-b]+]|z-c|.

Az 1.1. fejezet végén tett megjegyzés alapjan kénnyen belathatdé, hogy ez utdbbi
egyenlétlenség nem legyet egyenléség, tehat ZA, ZB, ZC valéban egy haromszdg oldalai.

1.3. Ptolemajosz tétele. Barmely konvex ABCD négyszdgben teljesil a kévetkezd
egyenlétlenség:

AC-BD < AB-CD + AD-BC.

Ez egy j6l ismert eredmény és altalaban geometriai uton bizonyitjak. Itt most egy révid
bizonyitast adunk, ami az el6z6 feladatra tamaszkodik.

Jeldljik a, b, c, d-vel rendre az A, B, C, D csucsok komplex koordinatait. Az el6z6ekhez
hasonldan az alabbi egyenlétlenség teljesdil:

(@a-b)(c-d)+(a-c)(d-b)+(a-d)b-c)=0.
El6bb atirjuk a kdvetkez6 alakban:
(@-c)b-d)=(a-b)c-d)+(a-d)b-c)
majd alkalmazzuk a haromszdg egyenlétlenséget:
la-c|lb-d|<|a-b]lc-d|+]a-d|b-c],
€s ez pontosan a bizonyitani kivant egyenlétlenséget jelenti.

2. Egyenesek és kollinearis pontok
2.1. Egyenes egyenlete.

Az A, B, C pontok akkor és csakis akkor vannak egy egyenesen, ha az ABés AC vektorok
kollinarisak, azaz AB= AAC , ahol A egy valés szam. A komplex szamok nyelvén ez azt
jelenti, hogy vagy:

b-a

c-a

e R,

vagy
a-b a-c
a-b a-c
Kovetkezésképpen, ha adott két kilénb6zd pont, A és B, akkor egy etszéleges harmadik
pont, Z akkor és csakis akkor van az AB egyenesen, ha:

z-a b-a

z-a b-a
Ez egy egyenes egyenlete komplex koordinatakban. Ugyanezt még a kovetkez6 alakban
szokas irni:
b-a- =
z-a=——I|z—a (1)
> 2(-3)

A determinansok kifejtését alkalmazva, belathatd, hogy ezzel az egyenlettel ekvivalens a:
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Azt a x = E;f tortet, ami az (1) képletben szerepel, az AB egyenes a komplex
-a

irAnytényezdjének nevezzik. Mivel x szimmetrikus az a és b valtozokban és mivel |b - a| =

|5—5| , kovetkezik, hogy |x| = 1. Tehat x a komplex szamsikon az egység sugaru kérhéz
tartozik, és x = cos¢ + isin@ alakban irhatd. Segitségével az (1) egyenlet atirhaté a
kovetkezé alakban is:

z—azx(E—é) (2)
A @ szbg geometriai jelentése az iranytényezé meghatarozasabol kdvetkezik.

Ab-a= x(B —5) alak alapjan az abban szereplé szamok argumentumat véve, a kovetkezd
két eset egyikét kapjuk:

(i) % =arg (b-a) ahol 0 = arg(b - a) <, vagy
(i) % =arg(b-a)-T ahol m < arg(b - a) <2m.

Tegylk fel, hogy a Z pont az AB szakaszt egy adott, A € R, A # -1 aranyban osztja, azaz
AZ : ZB = A. Az (1) alapjan z kifejezésére a kovetkez6t kapjuk:

1 A
= —a+ ——
1+ A 1+ A
Azt mondjuk, hogy a fenti egyenlet az A, B pontokon athaladd egyenes paraméteres
egyenlete. A kovetkez6képpen értelmezhetjik: ha A befutja a valés szamok R halmazat,

kiveve a A = -1-et, Z befutja az AB egyenest. Sajatos esetben, ha A = 1, akkor Z az AB
szakasz kdzéppontja és

z b. (3)

z= —(a+b).

Ugyanakkor, ha A az 0sszes lehetséges valds szamértéket rendre felveszi, és Z befutja az
AB egyenest, azt is mondjuk, hogy Z az A és B egy konvex kombinacioja.

2.2 Egy haromszog teriilete. Egy adott ABC haromszog esetén ki lehet szamitani annak
terlletét a csucsainak komplex koordinatainak fliggvényében. Ezt a kdvetkezé képlet adja:

[ABC] = 1_|A| ahol
4i
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A bizonyitast annak a képletnek a felhasznalasaval adhatjuk meg, amit a csicsok a = a; +
ia;, b = by +iby, ¢ = ¢4 + ic, koordinatainak segitségével a kdvetkez8képpen adhatunk meg:

[ABC] = %|A| , ahol



AZ b»] b2 1
c, ¢c, 1
tehat elég ha kimutatjuk, hogy:
a a 1 ] a, a, 1
b b 1 :E b, b, 1
— i
c 1 c, ¢, 1

Ez a bizonyitas kénnyen elvégezhetd.

Az el6zbekben leirt képletek alkalmazasaval bemutatjuk egy Nemzetk6zi Matematikai
Olimpia (NMO) feladat egy egyszeri megoldasat.

2.3. Feladat. > Az ABCDEF szabalyos hatszdg AC és CE atléit az M, N belsé pontok rendre
ugy osztjak, hogy.

AC CE
Az r milyen értékeire lesznek a B, M és N pontok kollinearisak?

Megoldas. Legyen ¢ = 0082?11_'_ isinz?Tr az egység egyik komplex kébgyodke. Az adott

komplex egységgyodk algebrai tulajdonsagainak ismeretében az A, B, ...
affixumanak valaszthatjuk a kdvetkezd komplex szamokat (lasd abra ):

, Fcsucsok

a=1,b=1+¢gc=¢,d=-1, e=¢%f=1+¢%

Abra

A feladat feltétele most atirhatdé a pontok komplex koordinataira (lasd 2.1.) a kdvetkez6
képpen:

“07C ¢ reR 0<r<t.

2 5. feladat, NMO 1982



Ebbdl a kbvetkezd kifejezések kaphatok:
m=1+r(e-1)=(1-r)+re
és
n=em=(1-r)e+re?=-r+(1-2r).
A kollinearitas feltétele alapjan:

1+€ 1+¢€2

1

m m 1(=0.
em  €2m 1

Tekintsik most az m kifejezését, ez egy egyenlet r-ben, tehat a feladat visszavezethetd

ennek az egyenletnek a megoldasara. Ha alkalmas modon alakitjuk az algebrai
kifejezéseket, akkor a kovetkez6, a célnak megfelel6é végsd alakot kapjuk:

1+€ 1+¢€2 1 —€2 —g 1
m m 1l=lm m 1|=(mm-m-m)E?-¢)=0.
em  £2m 1 em  €2m 1

Eza za egyenlet rendre ekvivalens az:
mm-m-m=0 & Mm-1)(m-1)=1e|[m-1"=1o -] =1=32=1.

Az r értékeire tett megszoritas (0 < r <1) alapjan, a megoldas r = i

73

3. Szdégek

3.1. Két egyenes altal alkotott sz6g. Hasonlé6 haromszégek. Adott a, b komplex szamok
és a nekik megfelelé A, B pontok, az AOB ./ szbget a kdvetkezd képlet adja:

AOBZ = arg% =argb-arga.

A A

v
v

Abra Abra

Ha most A, B, C harom adott pont, akkor

a-b
C_

ABCZ/ = arg

Ezeket a feltételeket valtozatos koérilmények kozt lehet alkalmazni. Példaul ha A, B, C, D
négy adott kilonb6dzd pont, akkor az AB és CD egyenesek akkor és csakis akkor



merélegesek, ha az AB és CD vektorok is merdélegesek. Ez ekvivalens azzal a feltétellel,
hogy
—— =N ahol Ae R,A#0.
d-c
Az adott feltétel ekvivalens a kdvetkez6 egyenléséggel:
_b-a
d-c
Egy masik példa a hasonlé haromszogek jellemzése. Legyen AiAA; és B:B,B; két
haromszbg, és tegyuk fel, hogy azonos iranyitdsuak (a csucsok koruljarasi iranya
megegyez8). Ezek a haromszogek akkor és csakis akkor hasonloak,
A1A2 _ B1BZ
AA; BB,
ekvivalensek a kovetkezékkel:

(oa)]

b-a
d-c

és AAAs;Z= B,B1B3Z. A komplex szamok alkalmazasaval ezek a feltételek

a,—-a; b,-b,
a;—a; b _b1-

A determinansok kifejtését hasznalva a fenti feltétel az alabbi alakban irhaté:

17 1 1
by b, b
A3
A
A
2 83
A, B,
Bl
@)
Abra

Abban az esetben, ha az A;AA; és B1B,B; haromszoget iranyitasa kilonbdzé, akkor azt a
B,B.,B; haromszdget vessziik, aminek csucsai a By, B, B; csucsok tiikdrképei az Ox
tengelyre vonatkozéan. Ennek mar megegyez6 az iranyitdsa az A1A>A;A haromszdggel. A

tikrozott haromszog csucsainak megfeleld komplex szamok b1, b2, bs. Ekkor a hasonldsag
feltétele a kovetkezd:



17 1 1
81 32 33 =O
bi bz bs

3.2. Forgatasok. Az egyenlé oldalu haromszég. Adott Z, pont és ¢ sz6g, amelyre 0 < @
< 21, esetén ugy hatarozhatjuk meg a Z, pont korlli ¢ széggel torténd forgatast, mint a
komplex siknak azt a fliggvényét, ami egy tetszéleges Z pontot abba a Z' pontba visz at,
amire: Z Zy=2'Zy és ZZ,Z'/ = @. Az el6bbi feltétel alapjan:

'

= CcosQ + ising.

Legyen w = cos@ + ising. Ekkor z' a kdvetkezd képlettel szamithato:
Z'=wz+ (1-w)z.

Ezt a forgatas analitikus képletének nevezziik. Hasznalataval a forgatasok sok tulajdonsaga
konnyen bizonyithato. Példaul bizonyitani fogjuk, hogy barmely forgatas tavolsagtarto.
Jeldljuk w-vel egy masodik pont komplex koordinatajat, és legyen w' ennek a masodik
pontnak a képe ugyanazt a z, korlli ¢ forgatast kdvetéen. Ekkor: w' = ww + (1 - w)zg. A
szokasos szamitasok szerint:

[Z'-wW'|=wz+ (1-w)z-ww-(1-w)zZ| =|wl|lz-w|=]|z-w|.

A forgatas képletének alkalmazasaként megadhaté az a feltétel, hogy harom pont egy
egyenld oldali haromszdg csucsai legyenek. Harom kiilénbdz6 A, B, C pont akkor és csakis
akkor lesz egy egyenld oldalu haromsz6g harom csucsa, ha a komplex affixumaik teljesitik a
kovetkez6 feltételt:

(@a-bP?+(b-cy’+(c-a)P=0.

Bizonyitas. Egy ABC haromszdgnek a sikban vagy az éramutato jarasaval ellentétes az
iranyitasa (lasd 1. abra) vagy azzal megegyez6 (lasd 2. abra).

v

v

@) @)

1.abra ........... 2. abra

Az els6 esetben C-t a B-bsl egy A pont kériili 60° —os forgatassal kaphatjuk meg. Tehat a

. . ™o, .. T . ] . .
forgatas eredményét az w = cosg + |S|n§ = 1+ £ komplex szammal val6 szorzas adja. A
forgatas képletének alkalmazasa utan azt kapjuk, hogy

c=b(1+¢€) +[1-(1-¢)]a= - be? -ac. Ez a feltétel a kdvetkez6 alkalmasabb médon irhaté:



a+be+ce?=0.
A masodik esetben az ACB iranyitasa megegyez6 az éramutato jarasaval és az eredmény:
a+ce+be?=0.

Tehat egy haromszog akkor és csakis akkor egyenlé oldalt, ah a fenti egyenletek egyike
teljesul. Ez ekvivalens a kdvetkez6 feltétellel:

(a+be+ce?)(a+ce+be?)=0.

A szorzas elvégzése és az egység kdbgyokei tulajdonsaganak alkalmazasa utan jutunk el a
kivant eredményhez.

3.3. Egy NMO feladat az egyenlé oldalti hdromszégekkel.® Adott egy AiA.A; és egy P
pont a sikjaban. Legyen A, = A,s; barmely m = 4. Szerkesztink egy Po, P4, Pa, ...
pontsorozatot, amelyben a P. pontot ugy kapjuk, hogy P« —t az A (4 korll az 6ramutaté
jarasaval megegyez6 iranyba forgatjuk 120°%os szdggel, barmely k = 0, 1, 2, ... esetén.
Igazolja, hogy ha P1ggs = Pg akkor az A;A2A; egyenld oldalu haromszég.

Megoldas. Tegylk fel, hogy az A1A>A3;A haromszdg az oramutatd jarasaval ellentétes
iranyitasu és jeldljik a Py, P4, Py, ... pontok affixumait rendre zy, zy, z5, ... . Ekkor egy

éramutatéval megegyezé 120° —os forgatashoz az w = 00347Tr + isin4?Tr = ¢ komplex szamra
van szukségunk. Az el6bbi gondolatmenetnek megfeleléen:

z1=20€%+ (1- €)ay

Z, =212+ (1-€%a, = zoe + (€2 -€)ars +(1 - €9) ay

Z3= 2,62+ (1-€%ag=2zo+ (€-1)a; + (€2-€)a, + (1 - %) as

= zo+ (£ - 1)(a; + €a, + €2a3).

Kdnnyen lehet n szerinti indukciéval igazolni, hogy n —szer harom forgatasciklus utan a P3,
a kovetkez6képpen fejezhetd ki:

Zsn = Zo + N(1 - €)(ar + €a, + €2a3).
Tehét, Z1986 = Zee23 = Zo t+ 662(1 - s)(a1 +€a, + 8283).
vagyis, ha z19gs = Zo, akkor a; + axe +a_3a2 =0. Ez a kivant eredményt jelenti.

3.4. Egy NMO feladat, amelyben forgatds szerepel. * Legyen ABC egy haromszdg. Az
ABR, BCP és CAQ haromszogeket rendre az AB, BC, CA oldalakra szerkesztjuk kivdlrél,
olyan médon, hogy PBCZ = CAQ~Z = 45°, BCPZ = QCAZ = 30° és RBAZ = RAB~ =15°.
Igazolja, hogy QR = RP és QRP~ = 90°.

Ez a feladat aranylag nehéz, mivel a diakok nem vartak azt, hogy a komplex szamokat kell
hasznalniuk. Ugyanakkor azok hasznalata sokkal kdnnyebben érhet6bbé teszi a feladatot.

Megoldas. Tul sok a szdg ebben a feladatban! Ugyanakkor elényt jelenthet az, hogy
minden szdg 15° tdbbszérése. A komplex szamokat egy kildnleges modon fogjuk
alkalmazni. Legyen o a komplex sik origdja és vegylk fel az R pontot gy, hogy R = O, és a
valds tengely parhuzamos legyen a BA oldallal. Feltehetjik azt is, hogy OA = OB = 1. (lasd
abra)

3 2. feladat, 27. NMO, 1986.

4 3.feladat, 17. NMO, 1975.
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Mivel a feladatban szerepld szdégek mind 15° tdbbszordsei, vezessiik be az

w = cos15° + isin15° = cos% + isin% jelolést. Belathato, hogy a = w és b = w'". Ha Ha a

.abranak megfeleléen valasztjuk ki az ABCA iranyitasat, akkor belathato, hogy a C pontot a
Q pontnak az A pont korlli forgatéasaval kaphatjuk meg. Igy a g komplex széamot
egyértelmiien meghatarozzak a kévetkez6 feltételek:

_AC o
(1) c-a—A—Qw(q a),

_QC o
(2) q-c—A—Cw(a c).

Hasonlé médon a p komplex szamot is teljesen meghatarozzak a kdvetkezé feltételek:

_BC »
3) b-C—Ew(p-c),

_BP s
(4) p-b= 2z wic-b),

Az AQCA ~ BPCA haromszogek hasonldsagat és a sinus tételt felhasznalva a kdvetkezé
aranyokat kapjuk:
AQ BP _sin30° 1
QC PC sin45° 2
Az (1) és (2) egyenl&ségek szorzata alapjan:
q-c= V2w a-q) ©q(1+V2w’)=c+ V2w
Figyelembe véve, hogy a = w, végul azt kapjuk, hogy:




_c+2w

B 1+\/§w5 .
1

Hasonlé szamitasukat végezve a (3), (4) egyenléségekkel, és felhasznalva, hogy b = w'",
megkapjuk a kdvetkez6 értéket:

o= (c + 2w’ )w®
V24wt

Nyilvanvalo, hogy 1++v2w® =0, /2 + w® =0 és ¢ ++/2w® = 0.

Most azt kell bebizonyitani, hogy p = iq. Mivel i = w®, rendre felirhatok a kdvetkezdk:

(c-+v20" = (c+ V2w’ o 1+42w° = (V2 +w°) o 1 - wf = V2 (1 - w?

1+ /2w° V2 +wd

Ismét alkalmazva, hogy w® = i, azt kapjuk, hogy 1- w® = 1 - i = Y2 w?". Innen a kivant
egyenldség ekvivalens a kdvetkezbvel:
(5) w? +w*=1.

Cepx . . . P . . s ‘s 20 5 . . bm 1
Ez kétféleképpen is bizonyithatd. Egyszer(i szamitas alapjan: w* = cosE+ ISIHE= '
V3 V3

i7 és w* = cos% + isin% = —+ i7, ezt behelyettesitve kapjuk a kivant eredményt.

Az (5) egyenléség még az alabbi abra alapjan is belathato:

4

Abra

3.5 Konciklikus pontok. Ismert, hogy barmely harom, nem egy egyenesbe es6 pont egy
kérdn van. Azt mondjuk, hogy az A, B, C, D pontok konciklikus pontok, ha egy kdrén vannak.
Ez a feltétele kifejezhetd a pontok a, b, ¢, d komplex koordinataival is. Az A, B, C, D, nem
egy egyenesbe es6 pontok akkor és csakis akkor konciklikusak, ha a komplex koordinataik
eleget tesznek a kdvetkez6 feltételnek:

a-c a-d
b-c b-d

Ez a 3.1.alapjan azonnal kdvetkezik. Az adott A, B, C, D pontok esetén, a D pont akkor és
csakis akkor van az ABC haromszog koré irhaté kéron, ha ACBZ = ADB/. Ez azt jelenti,

e R.




a-c , a-d . .
hogy az b és b_d komplex szdmoknak vagy megegyezik az argumentuma, vagy

csupan 1 —ben kildnbdzik. Mivel a modulusuk kiilénb6zd lehet, kdvetkezik, hogy:
a—czAa—d’
b-c b-d

ahol A egy pozitiv, vagy negativ valdés szam. Tehat kdvetkezik a kivant eredmény.

3.6 Egy koncicklikus pontokat tartalmazo feladat. Adott az ABC haromszog, D az a
csucshoz tartozd magassag talppontja, és K az AD szakasz egy tetszdleges pontja. Jeldlje
M, N, P, Q rendre a D pont meréleges vetileteit BA, BK, CA, CK egyenesekre. lgazolja,
hogy MNPQ hurnégyszdg.

Megoldas. Ebben a feladatban a D pontbdl négy meréleges indul ki, ezért célszerli a
koordinatakat ugy megvalasztani, hogy D pont legyen az origd, BC az OX tengelyen, DA az
QY tengelyen legyen (lasd abra). Tehat az A, B, C, K pontok komplex koordinatai rendre: ai,
b, c, k, ahol a, b, c € R.

A
A
P
Kl_Q
M N
B O=D C
Abra

Az M pont koordinatainak kiszamitashoz a 2.1. és 3.1. kovetkeztetései segithetnek. Az AB
egyenes egyenlete:

m(a + bi) - m (b - ai) = 2abi.
Az AB és DM kozt a merdlegesség feltétele:
m(a + bi) - m(b - ai) = 0.
A két egyenletbdl allé rendszert megoldva:
abi ab

" b+ai a-bi’
Az el6bbi eredményt most A helyett K-ra alkalmazva a kdvetkez6t kapjuk:
bk
n=——.
k - bi

Hasonlé uton kapjuk a p és q értékeit:



_¢ck ., _ ac
p=-—-€esq= ——.
k -cCi a-ci
A 3.5. alapjan a pontok akkor és csakis akkor konciklikusak, ha:
m=p.M=9 R
n-p n-q
Behelyettesitjlik a kiszamitott m, n, p, q értékeket:
ab  ck bk  ac
.M-q _ a-bi k-ci k-bi a-ci
‘n-q bk ¢k ab ac
k-bi k-ci a-bi a-ci
_ [ak(b-c)—bc(a —k)i][ak(b — c) + bc(a - k)i]
a’k?(b—c)?

_ [ak(b=c)f’ +[bc(a—k)]
a’k?(b-c)?

2
e R

Ezzel a feladat allitasat bebizonyitottuk.

4. A haromszog geometriaja

4.1. Haromszdgek nevezetes pontjai. Legyenek az ABC haromszdg csucsainak affixumai
rendre az a, b, ¢ komplex szamok. Jeldlje rendre G, H, O, | a haromszbg sulypontjat,
ortocentrumat, a koréirt korének, illetve a beirt kdrének kézéppontjat. Elsé célunk megtalalni
ezeknek a komplex koordinatait, majd feladatok megoldasaban alkalmazzuk a kapott
eredmeényt.

A G sulypont g komplex koordinatgja:
g=3(@a+b+c).
Valdban, ez vektorialis Uton bizonyithaté. Ismert, hogy G az AA' oldalfelezén van és ismert,
hogy AG = ZJ . Mivel a' = %(b + ¢) a (3) alapjan kévetkezik, hogy

12, 2 b+c
g=—a+—a's=s +

1442
3° 3" 737 3 2

-1

(a+b+c).

Ha a haromszog koré irt kor O kdzéppontja éppen a komplex sik origdja, akkor a H
ortocentrum koordinataja: h = a + b + c¢. Ennek bizonyitasara elegendd a kévetkezd
(Sylvester egyenléségként ismert) vektorazonossag igazolasa:

OH= OA+ OB + OC,
Erre egy szép bizonyitas adhaté. Az otlet az, hogy kiszamitjuk az OA+ OB + OC
vektorésszeget, majd megvizsgaljuk, hol van a vektor H végpontja. Az 0&sszeg
csoportosithatd: OA+ (OB + OC) jeldljik egyelére OX-el, anélkil, hogy megmondanank

azt, hogy hol is van az X pont. Az OD = OB + OC vektorra igaz, hogy OD 1 BC mivel
OBCD egy rombusz (lasd 1. abra).
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Tovabba az OX = OA + OD vektorra igaz, hogy OAXD egy parallelogramma, és igy OD //
AX. Kovetkezik, hogy AX L BC és igy X az ABC haromszdg A csucsahoz tartozé6 magassag
egy pontja. Ugyanez a gondolatmenet megismételnetdé a vektorok két masik
csoportositasaval, és végul azt kapjuk, hogy X mindharom magassagon rajta van, tehat X =
H. Most a vektorok helyett a megfelel6 komplex szamokkal a kivant h = a + b + ¢ eredmény
kovetkezik.

Ha az ABCA haromszog koré irhaté kor O kdzéppontja nem esik egybe az origoval, hanem
w a komplex koordinataja, akkor a H ortocentrum komplex koordinataja: h=a+ b + ¢ - 2w.
Ennek a bizonyitasara a haromszég —w vektorral eltolhatd, ekkor a kapott haromszoég
csUcsainak koordinatai: a - w, b - w, ¢ - w és az igy kapott haromszog koré irhatdé kor
kdzéppontja viszont mar az origd. Ennek a haromszdgnek a H' ortocentrumara igaz, hogy h'
=(@a-w)+(b-w)+(c-w)=a+b+c-3w(lasd 2. abra). Most Gjabb eltolast végziink a w
vektorral, igy visszakapjuk az eredeti haromszdget, és annak H ortocentrumat, amelyre: h =
h'+w=a+b+c-2w.

A haromszog beirt kérének | kozéppontjanak koordinataja szintén kiszamithaté a csucsok
koordinatainak, és az oldalak hosszanak ismeretében. A beirt kor | kézéppontjanak k
koordinatajat a kdvetkez6 képlet adja:

AB-a+BC-b+CA-c
AB+BC+CA

K= —

Bizonyitas. Legyen AD a BACZ szdg szdgfelezdje, ahol D a BC oldalon van. A szdgfelezé
tétele alapjan teljestl a: BD : CD = AB : AC egyenl6ség. A 2.1. fejezet (3) képletét hasznalva:

4= BCb+CA-c
BC +CA

A BD szdgfelez6 hossza BD = % Az ABD haromszdg Al szogfelezéjére ismét
+

alkalmazzuk a szogfelezé tételt, és felhasznaljuk ugyanazt a (3) képletet:
CA + AB
1 AB 1 AB-a+BC-b+CA-c
K= -a+ . -(CA-b+AB-c)=
1+CA+AB 1+CA+AB CA + AB ( ) AB+BC +CA
AB AB

4.2. A kilencpontos kér. Egy adott ABC haromszdogben jeldlje rendre A', B, C' a BC, CA
AB oldalak kdézéppontjat, A", B", C" az A, B, C csucsokhoz tartoz6 magassagok




talppontjat, valamint Ha, Hg, Hc az AH, BH és CH szakaszok kozéppontjat. A kdvetkez6
kilenc pont:

A, B, C', A", B", C", Ha, Hs, Hc

Ugyanazon a kéron, a kilencpontos kéron (mas néven Euler kér) van és a kor kdzéppontja
az OH szakasz kdézéppontja.

Bizonyitas. Feltehetjik, hogy az ABCA koré irt kor O kdzéppontja egybeesik az origdval, és

a koréirt kor sugara R, tehat: |a| = |b|] = |c| = R. A H pont koordinataja mint lattuk: h=a+b
+ césaz A", B, C', Ha, Hg, Hc pontok koordinatai rendre: a' = (b + ¢)/2,b' = (c + a)/2,c' = (a
+b)2, ha=a+ (b+c)2, hg=b+(c+a)2éshec=c+ (a+b)2. Jeldlie Q az OH szakasz
felez6pontjat. Ennek koordinataja: w = (a + b + c)/2. Kiszamitva az Q A' és Q Ha
tavolsagokat:

, b+c a+b+c |-a | R
o - 0] = | == - = =
2 2 2 2
b+c a+b+c |a| R
Iha-wl =Ja+ == - ==
2 2 2 2

majd hasonlé szamitast végzink a B és C cslUcsokra. Ezzel belattuk, hogy a kdvetkezé hat

R
pont : A", B', C', Ha, Hg, Hc ugyanazon az Q a kézéppontu és ) sugaru koérdn van.

Abra

Annak a bizonyitasa, hogy a maradék harom pont is ugyanezen a kérén van geometriai tton
juthatunk el az abra alapjan. Mivel Q az OH koézéppontja, egyenld tavol van az A' és A"
pontoktdl, tehat QA" =74 R. Hasonléan a B" és C" pontok is rajta vannak az adott koron.

4.3. Hiromszogekre vonatkozo feladatok.

1. Feladat. Adott ABC hegyesszdgl haromszdgben jeldlje Ha, Hg, Hc rendre az A, B, C
csucsokhoz tartozé magassagok talppontjait. A BHcCZ és BHgC/ szbgek szbgfelez6i a K
pontban metszik egymast, a CHcAZ és AHACZ szdgek szogfelez6i az L pontban metszik
egymast, valamint a BHgAZ és AHABZ szbgek szogfelezdi az M pontban metszik egymast.

Igazolja, hogy ha az ABCA és KLMA haromszdgeknek egybeesik az ortocentruma, akkor
AB =BC = CA.

Megoldas. Vegylk az AC atmér6ji kort. Ez a kor athalad a Ha és Hc pontokon. Ebben a
korben jeldlie L annak a félkérivnek a kdzéppontjat, amely nem tartalmazza a Ha, Hc



pontokat. Jeldlje B' az AC oldal kézéppontjat. Ekkor B'L= AC/2 és B'L 1 AC. Kdvetkezik,
hogy L a kézéppontja annak a négyzetnek, ami az AC oldalra kivilrél szerkeszthetd.
Hasonlé médon K és M azoknak a négyzeteknek a kézéppontjai, amelyek a BC, illetve AB
oldalakra kivlrél szerkesztheték (lasd abra)

A

B W C

K
Abra

Most tekintsik az A(a), B(b), C(c) pontokat, illetve komplex koordinataikat, ekkor a K, L, M
pontok koordinatai a kdvetkezék:

b+c . b-c

k = + i ,
2 2
c+a . c—a

| = +i ,
2 2
a+b  a-b

m= i .
2 2

Ezekbdl az egyenl6ségekbdl az kdvetkezik, hogy: k+1+m=a+b +c.

Az ABC haromszég H ortocentrumara h=a + b + ¢c. Legyen w a KLM haromszdg koré irt kor
kézéppontjanak koordinataja. Ekkor ennek a haromszoégnek az ortocentrumat a kovetkezé
kifejezés adja: k + |+ m-2w =a + b + ¢ - 2w = h - 2w. A feladat feltétele szerint ez a pont
egybeesik H-val. Kdvetkezik, hogy w = 0. Ez azt jelenti, hogy a két haromszdg koré irt korok
kézéppontja is egybeesik. Ebbél kévetkezik, hogy OK = OL = OM. Szokasos trigonometriai
szamitasok elvégzése utan:

OK =Rcos A + a/2; OL = RcosB + b/2; OM = RcosC + c/2,

Ahol R az ABCA koéré irt kér sugara. A sinus tételt és az el6z6 Osszefliggéseket
felhasznalva:

sinA + cosA = sinB + cosB = sinC + cosC,

ami atalakithatd a kdvetkez6 képpen:

sin(A + %) = sin(B + %) = sin(C + %).



Az utébbi egyenléségek azt is jelentik, hogy vagy A+ B =C = g vagy A = B = C. Mivel a
haromszog hegyesszdgi, csak a masodik eset lehetséges.

2. Feladat. Legyen az ABC haromszdg ortocentruma H. A BCH, CHA, AHB haromszdgek
koré irt korokon vegyuk fel azokat az A', B', C' pontokat, amelyekre rendre HA' = HB' = HC'.
Legyen K, L, M rendre a BA'C, CB'A, AC'B haromszogek ortocentruma. lgazolja, hogy az
A'B'C' és KLM haromszdgek ortocentruma egybeesik.

Megoldas. Ismert az, hogy a H ortocentrumnak a haromszoég valamelyik oldalara
vonatkozé tikorképe a haromszog koré irhaté koéron van. Ezt a kdvetkez6 modon lehet
belatni: ha az AH magassag a BC oldalt X-ben és a haromszdg koéré irt kort Y-ban metszi,
akkor a HBX és YBX haromszogek egybevagdk. Kovetkezik HX = YX (lasd abra) és ez
elegendd a bizonyitashoz. Az ABCA kéré irt kor athalad a B, C és Y pontokon, tehat a BCHA
koéré irt kor az el6zb kérnek a BC- re vonatkozé tlkorképe. A koréirt kor O kézéppontjanak a

tikdrképe W, amelyet a kdvetkezéképpen adhatunk meg: OW = OB + OC. Kdvetkezik w
=b +c. Ezenfelll: |w-Db|=|w-c|=|w-a'| =R, ahol R az ABCA kéré irt kor sugara.

A
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A 4.1. képlet alapjan: k=a'+b+c-2w=a'- (b +c¢). Hasonléan|=b'-(c+a)ésm=c'-(a
+ b). Ezeknek 6sszege:

k+l+m=(@+b'+c')-2(@+b+c)=(a'+b' +c')-2h.
Az A'B'C'A koré irt kor kozéppontja H. Ezaltal ismét a 4.1. alapjan:

hagc=(a'+b'+c')-2h =k + 1+ m. Mivel |k|]=|a'-w| =R kovetkezik, hogy a KLMA koré irt
kor kozéppontja O. Innen kovetkezik, hogy hxm = k + 1 + m és ez a kivant eredményt jelenti.

5. Kitlizott feladatok

5.1. Feladat. Igazolja, hogy nem létezik olyan egyenl6 oldalu haromszdg, amelynek csucsai
egybeesnek egy tetszblegesen nagy sakktabla négyzeteinek csucsaval. Megoldas. Egy
tetsz6legesen nagy sakktabla ugy tekinthet, mint egy derékszdgl koordinatarendszer, és a
sakktabla négyzeteinek csucspontjai azok a pontok, amelyeknek egészek a koordinatai.



Komplex szamokkal kifejezve, ezek azok a szamok, amelyek a z = a + bi alakban irhatok,
ahola, b € Z.

Megjegyzendd, hogy a Z[i] = {a + bi | a, b € Z} halmaz a geometriaban, algebraban és
szamelméletben egyarant nagyon fontos. Neve a Gauss egészek gydrije.

A
ATt AT AT AT AT AT AT AT AT AT IT AT AT A
| D D D D D e | r"m °r 1 1 1 1 1 1
ATt AT AT AT AT AT AT AT AT AT IT AT AT A
| D D D D D e | r"m °r 1 1 1 1 1 1
ATt AT AT AT AT T AT AT AT AT ITT AT AT A
| D D D D D e rm °r 1 °© 1 1 1 1
ATttt AT AT AT AT AT AT AT AT T AT AT
| D D D B B B | L D D D D D R |
Tttt AaAaTaAT AT AT AT AT AT AT IT AT AT A
| D D D D D e | rm 1 1 1 1 1 1 1
ATt AT AT AT AT AT AT AT AT AT IT AT AT A
Mm 1 1 1 1 1 1 | D D R N U D I
1T T 1T 1T T7.7T T 1717 17 17 " "1T"°7T %™
| D D D D D e | r"m °r 1 1 1 1 1 1
ATt AT AT AT AT AT AT AT AT AT IT AT AT A
| D D D D D e rMm r 1 1 1 1 1 1
ATttt AT AT AT AT AT AT AT IT AT AT A
| D D D D D e rm °r 1 °® 1 1 1 1
ATttt AT AT AT AT AT AT AT AT T AT AT
| D D D D D e | rm 1 1 1 1 1 1
ATttt AT AT AT AT AT AT AT AT IT AT AT A
| D D D D D e | rm 1 1 1 1 1 1
ATt AT ATt AT T AT AT AT AT IT AT AT A
Ay
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Most tegyuk fel, hogy van olyan egyenld oldalu haromszog, amelynek csucsai Gauss
egészek. Ez azt jelenti, hogy vannak olyan a, b, ¢ € Z[i] elemek, amelyre a + be + ce® = 0.
felhasznalva az €2 = -(¢ + 1) egyenléséget, kovetkezik, hogy €(b-c)=c-a.Innenaze-raa
kovetkez6 kifejezést kapjuk:

€= c-a, a + Bi,
-C

W)

ahol a, B racionalis szamok. Ez ellentmond az ¢ értékének, mivel annak képzetes része
3 Ca
7, ami irracionalis.

5.2. Feladat. Tegyuk fel, hogy a sikot egyenlé oldalu haromszdgekkel lefedjik. Igazolja,
hogy nem létezik olyan négyzet, amelynek a csucsai egyben a lefed6 haromszégek csucsai.

Megoldas. Az el6z6 feladathoz hasonléan a sik pontjait komplex szamokkal azonositjuk.
Szikségink van a sik egyenlé oldalu haromszégekkel torténd lefedésének a leirasara.
Ehhez tekintsik azt a szabalyos hatszdget, ami egy egység sugaru koérbe irhatd, tehat
aminek cstcsaiaz 1,1 + €, €, -1, € = -(1+ €), 1 + €2 = - € pontok és kdssilk &ssze a csucsokat
a kor kdzéppontjaval (lasd 1. abra). Hat egyenlé oldald haromszoget kapunk. Most toljuk el a
hatszéget az 1 + (1 + €) = 2 + ¢ vektorral parhuzamosan, igy egy Ujabb hatszdget és vele
egyutt hat egyenld oldalu haromszdget kapunk. Ez az eljaras vég nélkil folytathatd ujabb
parhuzamos eltolasokat hasznalva, az eltolas vektorat mindig a hatszég két egymas utani
cslcsanak koordinataja adja. ElGallitottuk tehat a sik egy lefedését egyenlé oldalu
haromszogekkel (lasd 2. abra). Kénnyen belathatd, hogy a haromszogek csucsait a Z[¢] = {a
+ be | a, b € Z} halmaz adja.
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A csucsoknak ezt a leirasat felhasznalva, lassuk most a feladat megoldasat. Tegyuk fel,

ellentmondasra val6 visszavezetéssel, hogy létezik egy olyan négyzet aminek a csucsai a

Z[€] halmazban vannak. Ekkor Iéteznie kell olyan z, u, v € Z[g] komplex szamoknak, amelyre
u-z

i= ——. Akkor az u -z és v - z komplex szamok szintén a Z[€] halmazban vannak. Tehat
vV-z

egy kovetkez6 alaku egyenléséghez jutunk:

m + ne = i(p + qge),
ahol m, n, p, q egészek. Az ¢ értékét tekintve, azt kapjuk, hogy:
D + | ﬂ:_ﬂ+i(p_g)
2 2 2 27

ami ellentmondas azzal a feltétellel, hogy m, n, p, q € Z.

5.3. Feladat.® Adott egy konvex 6tszdg, ami teljesiti a kdvetkez6 feltételeket:
(a) minden belsé szége egyenld,

(b) az oldalainak hossza racionalis szam.

Igazolja, hogy az 6tszbg szabalyos.

Megoldas. Legyen A;A-A3ALAs az adott feltételeket teljesitd 6tszog, és tegylk fel, hogy
csucsainak sorrendje az 6ramutatéval ellentétes (lasd 1. abra). Minden oldala egy vektorként
értelmezhets: AA,= a,, A,A,=a,, .., A,A = a, . A sikban ezek a vektorok eltolhatok
egy kozoés O kezdbpontba, és tegyuk fel, hogy az a; vektor a valds tengelyen van (lasd 2.
abra).

\
v

»
>

O=H@, A,

> 2. Feladat, 18. Balkan Matematikai Olimpia, 2001.
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Két egymast kdvetd vektor kdzti szog 72° = 2?11 és Y a, = 0. Természetesnek tlnik, hogy
k=1

az otodrendld komplex egységgyokoket hasznaljuk, az w = cosz—Tr + isin2—ﬂ. A vektorok
helyett komplex szamokat hasznalva a kdvetkez6 egyenléségekhez jutunk:
a1 = [a], @2 = |az|w, a3 = |as|w?, as = |asw®, as= |as|w*.
Ezt felhasznalva kapjuk a kdvetkez6 egyenletet:
|as| + [azlw + [as|w? + |as|w® + |as|w® = 0.

Ez egy negyedfoku egyenlet, amelynek racionalis egyutthatdi |aq|, ... , |as|, és amelynek egyik
gyoke w. Ugyanakkor w a kdvetkezé irreducibilis polinomnak is gyoke:

Ds(X) = X+ X3+ X2+ X + 1.
Tehat |a4| = |az| = ... = |as|, és ezzel bebizonyitottuk a feladatot.

5.4. feladat.® Adott egy konvex nyolcszdg, ami teljesiti a kdvetkezé tulajdonsagokat:
(a) minden belsé szdge egyenlé,

(b) az oldalainak hossza racionalis szam.

Igazolja, hogy a nyolcszognek van egy szimmetria pontja.

Megoldas. Az el6z6 feladathoz hasonléan feltesszik, hogy a nyolcszég oldalai az a, , a,,

., ag , amelyeknek a hossza rendre a raciondlis |ai|, |az|, ... ,|as|. Tekintsuk ezeket a
vektorokat az origdbdl induld vektoroknak és rendeljuk hozzajuk az a4, a,, ... , ag komplex
szamokat.

A A
AS
A, A4 a a a,
a,
a,
As A, < > >
as @)
_ - a
O=A, A, 6 a
aYy °
7
1.8bra .o 2. abra

Két egymast kévets vektor szége ¢ = 45° = %. Jeldlie w = Cos%+ isin%. A kévetkezd
egyenlethez jutunk:

a; + a,w + azw’+ ... + agw’ = 0.

6 Az Orosz Matematikai Olimpia egy feladata.



Mivel w* = -1, az egyenlet atalakithatd:
(ar - as) + (a2 - @g)w +(as - a7)w’ + (a* - a®)w’® = 0.

Innen kovetkezik, hogy w egy legfeljebb harmadfoku egyenlet gyoke. Ismert, hogy w
minimalis polinomja Q f6lott a ®g(X) = X*+ 1. Tehata, = as, a, = ag, a3 = a; €s a, = ag. Ez azt
jelenti, hogy a nyolcszdg négy szemben fekvd oldalparja négy parallelogrammat hataroz
meg. Ezeknek a parallelogrammaknak kézés szimmetria pontja van, tehat ez a nyolcszdg

szimmetria pontja.

5.5. Feladat. Az A;A.A; oldalaira kivilrél megszerkesztjik az A:B1As, AsBoA; és ABsA;
egyenld oldald haromszdgeket.

a) lgazolja, hogy az A,B;4, A;B,, A3B; egyenesek egy kdzds F ponton mennek at.

b) Igazolja, hogy AFA, /= AFA; /= AsFA, /= 120° (F az A1AA; haromszég Fermat-
Toricelli pontja).

C) Igazolja, hOgy FB1 = FA2 + FA3, FBQ = FA3 + FA3 és FB3 = FA1 + FAZ

Megoldas. Tegylk fel, hogy az A1AA; haromszdg csucsainak sorrendje az 6ramutatéd

jarasaval ellentétes. Ekkor az A,B:As;, A3BoA, és AB3A, haromszdgek kordljarasi iranya is
az 6éramutato jarasaval ellentétes (lasd abra)

B,
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A 3.2. alapjan a B4, B,, B3 pontok komplex koordinatait a kovetkez6 képletek adjak:
by + aze + a,e?=0,
b, + as€ + aze® = 0,
bs+ ae + a1e2= 0.

Az egyenldségeket 6sszeadva, és figyelembe véve azt, hogy € + €2 = -1 a kovetkezd
egyenléseéghez jutunk:

bi+by+bs =a;+a, + as.



Az AB4, AB,, A3B; egyenesek egyenlete a 2.1. alapjan irhaté fel, a kdvetkezd linearis
egyenleteket kapjuk z és z-ra:

2(51 —51)—2(81 —b1)+(a151 —51b1):0,
z(as —bs)—2z(a, —b,)+(a,b> —asb,) =0,
z(as —bs)—2z(a, —b,)+(a,bs —asb,)=0.

Ezek az egyenesek akkor és csakis akkor haladnak at egy k6zds ponton, ha van a siknak
egy olyan pontja, amire (z, z) megoldasa az el6z6 rendszernek. Ez azt jelenti, hogy a

kovetkez6 feltétel teljesdil:
a1 —by a, —b, 8151 —51b1
az b a,-b, 3262 —52b2 =0
as —bs a,—b, 3363 —53b3

A determinans als6 két sorat az els6hoz adva, és a by + b, + by = a4 + a, + a; feltételt
figyelembe véve, azt kapjuk, hogy a determinans csak akkor nulla, ha:

a,bi *+ a,bx+a,bs= aib, +azb, +asb,.

A kovetkezd pont bizonyitaskor egy kicsit tdbbet is bizonyithatunk, mint amit a feladat kér.
Az AB;, és A;B, egyenld hosszusaguak, és a szdglk 120°. Ennek belatasara elegendd
bebizonyitani a (by - a;)e = b, - a, egyenléséget, ami a b4, b, —t kifejezé képletbél azonnal
kovetkezik.

A feladat utolsé része a Ptolemajosz tétel kdvetkezménye, ha azt az FA;B1As, FA3BLAq,
FA:B3A, hurnégyszogekre alkalmazzuk. Azt kapjuk tehat, hogy az egyenld oldalu haromszdg
kéré irt kor egy pontjanak a tavolsaga a haromszdg egyik csucsatol a masik két csucstol
mért tavolsagok dsszegével egyenld. Ez az eredmény Schooten tételeként ismert.

5.6. Feladat. Legyen ABCD egy hurnégyszog és Ha, Hg, Hc, Hp rendre a BCD, CDA, DAB
és ABC haromszdgek ortocentrumai. lgazolja, hogy az ABCD és a HaHgHcHp egybevagdak.

Megoldas. Tegyik fel, hogy a hurnégyszog koré irt kor O kézéppontja az origé. Ekkor a
BCD, CDA, DAB, ABC haromszogek ortocentrumainak koordinatai rendre ha=b + c + d, hg

=c+d+a hc=d+a+b, hp=a+b+c. Eszrevehetd, hogy ha - hg = a - b, tehat az AB és
H,Hg vektorok parhuzamosak, egyenlé hosszuk van, de ellentétes iranyuak. A négyszog
tobbi oldalaira hasonlé tulajdonsag érvényeslil, és ezzel a kivant eredményt bebizonyitottuk.

Megjegyzés. A fenti eredményt felhasznalva egy érdekes jellemzése adhaté a HaHgHcHp
négyszognek. Legyen S az a pont aminek a komplex koordinataja:

<= a+b+c+d
— s

Ekkor:
atha=b+hg=c+hc=d+hp=2s.

Ezek az egyenl8ségek azt mutatjak, hogy a Ha, Hg, Hc, Hp pontok az A, B, C, D pontoknak
az S pontra vonatkoz6 szimmetrikusai.



Abra

5.7. Feladat. Legyen P az ABC haromszognek egy olyan belsé pontja, amire PACZ=
PBCZ«. Jeldlje K, L a P pont vetiletét rendre az AC, BC oldalakra, és D az AB oldal
kézéppontja. Igazolja, hogy DK = DL.

Megoldas. Ebben a feladatban a C pont helyzete nem fontos. Tegytik fel, hogy az AB oldal
kézéppontja az origd, tehat D = O és b = - a. Vegylk fel a tetszéleges P pontot a sikban,
majd szerkesszik meg a K és L pontokat a feladat szerint: PAKZ = PBL/= a és PK L AK,
PL L BL (lasd abra).

o
i

1)
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A k és | komplex koordinatakkal a kovetkezéképpen fejezhet6 ki:
p —k =i(a - k)tana,
a+1=i(l-p)ctga.
A fenti képletek alapjan a k és | a kbvetkezd alakban irhato:
—aitana —aitana
= p— éS | = p—

1—itana 1+itana

Nyilvan teljestil kk = II, ami azt jelenti, hogy |k[?= |I>.

5.8. Feladat. Igazolja, hogy egy kor koré irhatdé négyszog atléinak felezépontjat 6sszekotd
egyenes athalad az adott koér kézéppontjan ( a négyszég Newton vonala). Megoldas.
TegyUk fel, hogy a négyszogbe irhatdé kor kbzéppontja az origd, és sugara 1. Jeldlie X, Y, Z,



W rendre azokat a pontokat, ahol az AB, BC, CD, DA oldalak a kort érintik és x, y, z, w az

adott pontok komplex koordinatai. Mivel |x| = |y| = |z| = |w| = 1 felirhatd, hogy: X = 1; y =
X

17 - 1 — 1 . P, C e

—; z=—; w = —.Amegoldas étlete az, hogy kiszamitjuk az a, b, ¢, d értékeit az x, y, z,

y z w

w fuggvényében
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Legyen K az XW szakasz kdzéppontja. Mivel A pont az AX és AW érinték metszéspontja,
az AK az XW felez6merélegese, és az O, K, A pontok kollinearisak (lasd abra). Az OKXA és
OWAA haromszogek hasonldak és azonos a kordljarasi iranyuk is. A 3.2 feltétel alapjan:

17 1 1
0 k x |=0.
0O w a

Ebbél az egyenletbdl, felhasznalva a k = % kifejezést, az a értékére a kovetkezot

kapjuk:
g xw 2XW '
kK XxX+w
Hasonléan:
b= 2xy = 2yz 4= 2zw '
X+Yy y+2z Z+W

Legyen M az AC atlé kézéppontja. Ekkor:



XW yz 1 1
m = + =—+=——.
X+W Yy+Z X+W y+2z

Hasonléan a BD atlé N kdzéppontjanak koordinataja:

Xy zZw 1 1
n= + =t =
X+y Z+W X+y Z+W

A 2.1 alapjan annak a feltételét, hogy a M, O, N kollinearisak a kovetkez4 alakban irhatjuk

fel: mn=mn. Az el6z6 kifejezést alkalmazva és felhasznalva azt, hogy xx = ... =ww =1,
a kovetkezdket kapjuk:

- 1 1 [ 1 1 J ;+§+E+W X+Yy+Z+W
mn = + + =
X+y zZ+W) (x+w)y+z) (X+y)z+w)

X+W y+2Z
3 xyzw(x+y+z+w)(;+§+E+W)
(X+y)y+2)(Z+W)(W+X)

Ez a kifejezés ciklikus x, y, z, w -ben. Mivel n értékét az m-bdl ciklikus permutaciéval kapjuk,
kovetkezik, hogy mn értéke is ugyanaz. Ezzel bebizonyitottuk a feladatot.

5.9. feladat. * Egy adott ABC haromszogben legyen h, az A cslcshoz tartozé magassag
hosszat, m, az A csucshoz tartozé sulyvonal, valamint R és r rendre a koréirt, illetve beirt

a

kér sugara. Igazolja a kdvetkezé egyenlétlenséget: ; > -

a
és igazolja, hogy az egyenléség csak egyenl6 oldalu haromszdgben érvényes.
Megoldas. Jeldlje S a haromszdg terlletét, és s kertlet felét. Ekkor:

2rm, <R, 2ma§ < 2RS
S BC

Tegyuk fel, hogy az ABCA haromszog koére irt kor O kézéppontja a komplex sik origéja, és
legyen a, b, ¢ a csticsok komplex koordinatai. Ekkor |a] = |b| = |c| = R.

& 2my-BC £ 2Rs.

A kivant egyenl6tlenség bal oldala a kévetkez6képpen szamithato ki:

2m.BC = 2Jb - clja - 2-°

|=|b-c||l2a-b-c|=|(b-c)2a-b-c)

=|a(b-c) +b(a-b)+c(c-a)
<lallb-c|+|b|la-b]+|c|lc-al =2Rs.

Az egyenldség csak akkor lehetséges, ha az a(b - c), b(a - b), c(c - a) vektorok megegyez6 iranyuak.
Ez azt jelenti, hogy az ABCA egyenl6 oldalu.

7 A Gazeta Matematica egy feladata,1981.



