OBIECTIVE DE REFERINTA SI
EXEMPLE DE ACTIVITATI DE INVATARE

1. Cunoasterea si intelegerea conceptelor, a terminologiei si a procedurilor de

calcul

Obiective de referinta

La sfartitul clasei a VI-a elevul va fi
capabil :

1.1.sa utilizeze notiuni de logica
1.2.sa foloseasca metode si principii
adecvate in rezolvarea unor probleme

1.3.sd foloseasca diferite metode de
rezolvare a ecuatiilor si inecuatiilor i sa
utilizeze ecuatii si inecuatii pentru
rezolvarea problemelor

1.4.sd aplice criterii, proprietdti si notiuni
de divizibilitate Tn demonstratii

1.5.sd efectueze calcule cu numere intregi
si rationale pozitive

1.6.sd utilizeze matematica in rezolvarea
problemelor puse la alte discipline

Exemple de activititi de invitare

Pe parcursul clasei a VI-a se recomandd
urmatoarele activitati :

-rezolvarea unor probleme de logica
-rezolvarea unor probleme folosind
principiul paritatii sau partitia in clase

- folosirea metodei reducerii la absurd in
anumite demonstratii

-probleme care se rezolva folosind principiul
lui Diriclet

-probleme care se rezolva folosind principiul
invariantului

-rezolvarea de probleme folosind regula de
trei simpla sau regula de trei compusa
-probleme de ordonare prin comparare
-probleme de numarare

-rezolvarea unor ecuatii i inecuatii dificile
folosind diverse tehnici

-rezolvarea unor probleme cu ajutorul
ecuatiilor

-formularea unor probleme pornind de la o
ecuatie

-exercitii de recunoastere a unor numere
naturale sau expresii divizibile cu alte
numere date folosind criteriile de
divizibilitate sau descompunerile in factori
-exercitii de calcul a numarului de divizori a
unui numar folosind descompunerea in
produs de puteri de numere prime

-calculul unor sume folosind diverse tehnici
-exercitii de determinare a valorii unor
expresii

-calculul unor probabilitati

- rezolvarea unor probleme de migcare care
isi au originea in fizica folosind relatiile ce
se stabilesc intre marimi : proportionalitate
directd sau inversa

-probleme cu continut practic care se rezolva
folosind reducerea la scard




1.7.sa foloseascd metode specifice in
rezolvarea problemelor de geometrie

1.8.sd recunoasca si sa utilizeze
proprietatile figurilor geometrice in
demonstratii

-probleme de numarare si interpretarea lor
folosind notiunea de probabilitate
-rezolvarea problemelor cu procente
-rezolvarea problemelor de coliniaritate si
concurenta

-probleme de constructii geometrice
-rezolvarea de probleme folosind metoda
triunghiurilor congruente

-folosirea criteriilor de paralelism in
rezolvarea unor probleme

-folosirea in demonstratii a proprietatilor
triunghiului isoscel si a triunghiului
echilateral

2.Dezvoltarea capacitdtii de a emite judecati de valoare pentru rezolvarea

problemelor inventiv §i euristic-creative

Obiective de referinta

La sfarsitul clasei a VI-a elevul va fi capabil

2.1.sd analizeze, sa elaboreze strategii de
rezolvare si sa rezolve probleme dificile

2.2.sa formuleze probleme pornind de la un

model sau enunt partial

2.3.sa gaseasca metode de lucru valabile pentru

clase de probleme

Exemple de activitdti de invitare

Pe parcursul clasei a VI-a se
recomandd urmdtoarele activitati :

-analizarea problemei in scopul
intelegerii ei

-elaborarea unui plan de rezolvare si
rezolvarea problemei

-verificarea rezultatului obtinut si
analiza rezolvarii

-formularea unor concluzii pornind de
la o ipoteza data

-deducerea unor conditii necesare i
suficiente pentru demonstrarea unei
concluzii

-identificarea unor algoritmi de
rezolvare valabili pentru clase de
probleme

-analizarea mai multor metode de
rezolvare si alegerea celei mai eficiente




3.Dezvoltarea capacitatii de a face conexiuni cognitive in cadrul disciplinei si a

ariei curriculare

Obiective de referinta

La sfarsitul clasei a VI-a elevul va fi
capabil :

3.1.sd utilizeze rationamente inductive
in rezolvarea problemelor dificile din
domeniile studiate

3.2.sa-s1 insugeasca o gandire flexibila
si abstracta specificad matematicii

Exemple de activititi de invitare

Pe parcursul clasei a VI-a se recomanda
urmadtoarele activitati :

-exercitii i probleme in rezolvarea carora se
folosesc diferite rationamente

-folosirea solutiilor unei probleme pentru
rezolvarea altora din aceeasi sferd cognitiva
-probleme din algebra care se rezolva cu
metode geometrice sau probleme de geometrie
care se rezolva algebric

4.Dezvoltarea capacitatii de a comunica utilizand limbajul matematic

Obiective de referinta

La sfarsitul clasei a VI-a elevul va fi
capabil :

4.1.sd diferentieze informatiile matematice
dintr-un enunt dupa natura lor

4.2.sa formuleze reciproce ale unor
propozitii si sa studieze valoarea lor de
adevar

Exemple de activititi de invatare

Pe parcursul clasei a VI-a se recomanda
urmatoarele activitat

-sesizarea informatiilor cu caracter general
dintr-o ipoteza

-redactarea demonstratiilor sau rezolvdrilor
utilizdnd terminologia adecvata
-formularea de propozitii reciproce,
analizarea lor si stabilirea valorii lor de
adevar

5.Dezvoltarea interesului §i a motivatiei pentru studiul si aplicarea matematicii in

contexte variate

Obiective de referinta

La sfarsitul clasei a VI-a elevul va fi
capabil :

5.1.sa sesizeze importanta aplicarii
notiunilor de matematica in probleme cu
continut practic

5.2.sa4 manifeste originalitate in abordarea
unor metode alternative de rezolvare

5.3 sa manifeste interes pentru folosirea
tehnologiilor informatiei in studiul
matematicii

Exemple de activititi de invatare

Pe parcursul clasei a VI-a se recomanda
urmatoarele activitati

-argumentarea prin exemplificare

-utilizarea unor metode variate in rezolvarea
unei probleme

-utilizarea unor soft-uri pentru invatarea
matematicii
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1. Calculul unor sume de numere

In multe probleme elevii aplicd in rezolvarea lor calculul unor sume de numere
naturale consecutive, numere pare consecutive, numere impare consecutive, dar si
sume de numere rationale pozitive.

Parcurgand aceastd tema se face o pregitire pentru intelegerea ulterioara a
demonstratiei relative la calculul unor sume de numere folosind metoda inductiei
matematice.

1.1.Introducerea simbolului suma si a proprietatilor lui

In matematica pentru prescurtarea scrierii unor sume se foloseste simbolul ,,> .

n
Prin Zak intelegem suma de ay de la k =1 pana la k =n.
k=1
Prezentam in continuare cateva exemple de folosire a acestui simbol:
a) Suma primelor n numere naturale:

1+2+3+ .. +nsescrieZk
k=1
b) Suma patratelor primelor numere naturale:

n
- 2
......... +n’ se scrie Zk
k=1
¢) Suma cuburilor primelor n numere naturale se scrie:

P+2%+33+ +n’ se scrie Zk3
k=1
Alte exemple de utilizare a simbolului suma:
p
DT =T+1+. +1=p
k=1 - _/
Y .
p termeni
q .
e)z D =1+1+1+.. +1=q-p
i=p - /)
h'd
de q—p ori
f)Zak=a1+az+ ...... +a,
k=1

1.2. Proprietati ale simbolului suma

1. Suma unei sume (diferente) este egald cu suma (diferenta) sumelor:
n

zn: (kb= akizn: by
k=1 k=1

k=1
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2. Daca toti termenii sumei contin acelasi factor el poate fi scos ca factor comun
in afara sumei:

n

Z a-ak=0t-zn: a,a € R

k=l k=l
Probleme rezolvate

R1.3.1.Suma primelor n numere naturale se calculeaza dupa formula:

Z“: K= n(n+1) )
k=1 2

Demonstratie:

> k=1+2+3...+(m-1)+n
k=1
D k=n+m-D+n-2)+...+2+]1

k=1

Z-Zn: k=(mn+1)+(m+1)+....+(n+1)

k=1
N N n(n+1
23" k=n(n+1) :|2 > k= n@+1)
k=1 k=1 2
R1.3.2. Suma patratelor primelor n numere naturale este data de formula:

Z“: 1= n(n+1)(2n+1)

2
k=1 6
Demonstratie:

Calculam mai Intai suma:

> @k-1)=1+3+5+..+n-1
k=1
Tinénd seama de formula (1) si de proprietatile simbolului suma avem:

n n

> @k-1=) 2k+zn: (_1)=2Zn: k+zn: (_1):2.@_“
k=1 k=1 k=1

k=1 k=1

=n(n+1)-n=n*+n-n=n’
Asadar pentru orice k > 1, avem:
1+3+45+....+2k-1)=K (3)
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Folosind relatia (3) avem:

1 1’
1+3 =2’
1+3+5 3
14345+ e, +(2k -1) =K
14345+ +Qk-1)+....+@2n—1)=n’
In+3Mm—1)+5n-2)+...... +Qk—Dm—k+ 1D+, +@n-1=) K
k=1
Relatia precedenta se poate scrie prescurtat astfel:
> @k-Dm-k+1) = > & @
k=1 k=1
Tinand seama de proprietitile sumei relatia (4) se poate scrie:
D @k-Dm-k+1) =Y @k-Dn+D+ Y (-2 +k)=
k=1 k=1 k=1
N PN \ 2 SN g2, D+l
=m+DY k-D-2> K+ k=@+1)n’ -2 k =
k=1 k=1 k=1 k=1

Deci (m+ -2 2+ MOFD _gpe
k=1 2 k=1
n(n+1) -

3> K=n(n+])+

k=1

3-2 K= n(n+H@2n+1) |:3 de unde
s 2
i &= n(n+1)(2n+1)
pa 6

R1.3.3. Numarul triunghiular este un numar de forma , unde n este un

n(n+1)
2

numar natural.

Denumirea este justificatd pentru cad aceste numere pot fi materializate in
triunghiuri dreptunghice alcatuite din puncte. Se observa ca numerele triunghiulare
se obtin prin adunarea succesiva a numerelor din sirul natural:

_ n(n+1)

1;142=3;1+2+3=6;1+2+3+4=10;...... ;1+2+3+....+n 5



kk+D)_ 13 o, L

1 n
Trebuie calculata suma: Z — —
k=1 2 2143 2143
Tinand seama de formulele (1) si (2), obtinem:

Zn: k(k+D) _ 1 n(+D@n+D) 1 n(n+l)_

= 6 2 2
:n(n+1)[2n+1+1j:n(n+l)‘2n+4:
2 6 2 2 6
_n(n+1) 2(n+2) n(m+D(n+2)
2 6 6
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2 Divizibilitatea in multimea numerelor naturale

Dintre toate operatiile aritmetice, cea mai capricioasa este impartirea.

Ea dispune de proprietati speciale, de un caracter deosebit.

Toate particularitatile impartirii au favorizat aparitia unor notiuni ca: numere
prime, cel mai mare divizor comun, cel mai mic multiplu comun, criterii de
divizibilitate.

Dezvoltarea teoriei divizibilitatii a dus treptat la o serioasd extindere a intregii
teorii a numerelor.

In multe probleme de determinare a unor numere naturale folosim notiunile
studiate la divizibilitatea numerelor.

Reamintim teorema impartirii cu rest si cele mai importante notiuni ale
divizibilitatii numerelor.

2.1. Teorema impartirii cu rest

Pentru oricare doua numere naturale a si b cu b # 0, exista si sunt unice doua
numere naturale q sir astfel incata=b-q+rsir<b.
a detmpartitul
b Tmpartitorul
q catul Tmpartirii
r restul impartirii
Proprietatea 2.1.1. Daca adaugdm lui a un multiplu a lui b, restul impartirii nu se
schimba.
Fiea=b-q+r |+ mb
atmb=bqt+tr+mb=b(q+m)+r=b-q,+r
Proprietatea 2.1.2. Dacad iTnmultim deimpartitul si impartitorul cu un numar,
restul se iInmulteste cu acel numar.
Dina=b-q+r | -m, obtinem
am=b-qm+rm, unde r -m<m-b
Proprietatea 2.1.3. Daca numerele a si b se impart cu un numadr atunci si restul se
imparte cu acel numar.
Fiea=bq+r,r<b
Dacia=m-a;sib=m-bj, atunciavema;-m=b; -m-q+r |:m,

r
a1=b1-q+—
m

Proprietatea 2.1.4. Daca doud numere dau acelasi rest la impartirea cu un numar m,
diferenta lor este divizibild cu m.
Dina=m-q;+rsib=m-q,+rdeducem a=m-q; +r -
b=m-q+r

a-b=m(qi-q2)
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2.2. Divizibilitatea in N

Definitia 2.2.1. Numadrul natural a este divizibil cu numarul natural b daca
existd numarul natural c astfel incata=">b - c
Notim: a : b (ase divide cub)
b|la (bdividepea)
b este divizorul lui a
a este multiplul lui b
Obs. Numarul natural a este divizibil cu numarul natural b daca restul impartirii
lui a la b este zero.

Proprietati
Propozitia 2.2. 1. Daca a este divizor a lui b si ¢ atunci este divizor sialuib tc.

Din a|]b > b=m-a
alc=>c=m-a
Insumand cele doua egalititi membru cu membru obtinem:
b+c=mpa+tmy-a=a(m+my)=m;-a
Scazand cele doua egalititi, rezulta ca :
b-c=m;-a—-mpa=a(m-my)=a-mz (b =c¢)
Propozitia 2.2.2. Daca a este divizor a lui b si ¢, oricare ar fi numerele naturale x si y,
a va fi divizor si pentru b-x + c-y.
Din a|b = b=m;-a
ajlc = c=mya
Inmultim prima egalitate cu x si a doua cu y si obtinem :
bx=m;-a-x
cy=mp-a-y
Adunam membru cu membru si obtinem :
bx+tcy=mpra-x+tm-ay=a(m-x+m-y)=m-a = a|(bx+cy)
Propozitia 2.2.3. Daca a este divizor a lui b si b divizor a lui ¢ atunci a este
divizor a lui c.
Dina|b = b=m;a
blc = c=myb
Inlocuind in egalitatea a doua pe b obtinem:
c=mpmya=m-a=a|c
Proprietatea 2.2.4. Dacia|bsib|a atuncia=b.
Dina|b = b=mja
bla= a=m,b
Substituind 1n prima egalitate pe a obtinem :
b=mym,-b|:b
Il=m;-my;m,meN=>m=m=1=a=b

Definitia 2.2.2. N umarul natural p , p=2 este prim daca se divide numai cu 1 si cu el
insusi.
1 si p se numesc divizorii Impatirii.
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Obs : 1°. Un numir care nu este prim se numeste compus.
2°. Numirul 2 este singurul numdr natural prim si par.

Propozitia 2.2.5.Cel mai mare divizor comun al numerelor naturale a si b este un
numar natural d , care :

dividepeasib;

este divizibil cu orice divizor a lui a si b.
Notam : c.m.m. d.c. sau ( a; b)
Obs : 1°. Daci (a; b) =1, atunci numerele a si b se numesc prime intre ele .
Propozitia 2.2.6. Cel mai mic multiplu comun al numerelor a si b este un numar
natural m, care :

este multiplualuiasib;

orice alt multiplu a lui a i b se divide cu el .
Notatie : c.m.m.m. c. sau [a; b ]
Propozitia 2.2.7. Daca a si b sunt numere naturale atunci avem :

a-b=(a;b)[a; b]

2.3. Determinarea unor numere prime in conditii date
Probleme rezolvate

R2.3.1. Determinati numerele prime a si b stiind ca 28 a + 21b =2030.
Solutie: 2030 1 2 L =21b: 2,dar21 : 2\_
28a :2
A atunci, b : 2 si b este numdr prim atunci b = 2.
Inlocuim 1n egalitatea data si obtinem :
28a+21-2 =2030

28a=2030-42
28a=1988 |: 28
a=71

Numerele sunt:a=71,b=2.
R2.3.2. Si se giseascd numerele naturale p astfel incat numerele p , p* + 4,
p® + 6 sa fie simultan prime .
Solutie :
(V) p numar natural prim el are una din formele: 5k , 5k + 1,5k +2, 5k +3,
Sk +4.
Vom demonstra cd p are forma 5k §i cum p este prim rezultd cap=>5.
Fiep=5k+1 =p’=0Gk+1)*=M;+1 =
P’ +4=Mst1 +4=Ms+5=M;s = (p*+4) : 5
b) p=5k+2 = p’=(Gk+2)Y =Ms+4 = p>+6=M;+10=M;
= (p’+6):5
) p=5k+3 = p’=(5k+3)*=M;+9 =
PPH6=Ms+t9+6=Ms+15=Ms = (p°+6) : 5
dp=5k+4 = p’=(5k+4)’=Ms+16 = p'+4=
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=Ms+ 16 +4=Ms+20=Ms = (p°+4) : 5
Din a), b) , ¢), d) rezlti ci p este de forma p =5k si p numdr prim atunci p =5 si p°+ 4 =
29, p> + 6 =31, deci sunt numere prime.
A doua solutie :

Ultima cifra a lui p poate fi 2 sau cifra impara : 1, 3, 5, 7, 9, atunci patratul lui
va avea ultima cifri4, 1,9,5 = u(p’)=4 = u(p’+6)=0 =
(p>+6)i5;u(p )=l = u(p’+4)=5 = (p'+4):5,u(p)=9=
u(p’+6)=5=(p’=6):5;u(p’)=5= u(p)=>5sip este prim=>p=5.
R2.3.3. Sa se determine toate numerele naturale n §i p pentru care numerele:

p,p+3", pt 3" p+3"" p+3"" sunt prime.
Solutie:
Daci p este numar impar atunci numerele p + 3", p+3" "', p+3""2,

n+3 . . - - o . . .
3 sunt numere pare , deci nu sunt prime rezulta ca p este numar par §1 prim deci

pt
p=2
Ultima cifra a puterilor consecutive a lui 3 poate fi : 1,3,7,9 atunci unul dintre
numerele p + 3", p + 3™, p + 3" sau p+ 3" va avea ultima cifrd 5 deci va fi divizibil
cu 5 si atunci nu va fi prim decat in cazul in care este egal cu 5.
Atunci:p+3"=5=2+3"=5 = 3"=3 =n=1
=p=2;p+3"=5;p+3""=11;p+3"?=295ip+3"" =83 sunt numere
prime .
Daci p+ 3™ =5 = 3™ =3 = n=0, atunci avem :
p=2
p+3"=3
p + 3n+l: 5
p+ 32 11
p + 3" =29 sunt numere prime .
Dacid p + 3" =5 = 3" =3 imposibil.
Solutiilesunt: 1) p=2 si  2)p =2
n=0 n=1

2.4.Probleme care se rezolva folosind teorema impartirii cu rest, cel mai mare
divizor comun si cel mai mic multiplu comun

Probleme rezolvate

R2.4.1. Determinati cel mai mic numar natural care Impartit la numerele
naturale a, b, c daresturilea—k ;b—k ; c —k , k € N* si k <min(a,b,c).
Solutie:

Fie n numarul cautat, atunci avem:
n=ac; ta—-k n+k=a(c;+1)=Ma
n=bc,+b-k ]Lk:> n+tk=b(c;+1)=Mb —>
n=cc;tc—k ntk=c(c;+1)=Mec
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n + k este multiplu comun al numerelor a, b, ¢, si pentru ca este cel mai mic rezultd ca
n+k=[a,b,c] = n=[ab,c]-k.
in conditiile in care n; < n < n, vom determina multiplii comuni care
indeplinesc conditia daté , apoi calculdm numarul n.
Exemplu: Aflati cel mai mic numar natural care impartit pe rand la
5,6,7,8, da resturile 4,5,6,7.

Solutie :

Fie n numarul , atunci:
n=c;-5+4 n+1=5(c;+1)=M;
n=cy6+5 ntl1=6(c;+1)=Mgs
n=c37+6 +1 = n+1=7(c;+1)=M; =
n=cy8+7 n+tl=8(cs+1)= Mg

n + 1 multiplu comun al numerelor 5,6,7,8 si pentru ca este cel mai mic rezultd ca n + 1
=[5,6,7,8] = n+1=840 = n=2839.

In cazul in care se impune conditia ca n si fie cuprins spre exemplu intre 800 si
2003 atuncin+ 1 € { 840; 2-840; 3-840 } problema avand trei solutii distincte.
R2.4.2. Determinati cel mai mic numar natural care impartit la numerele naturale a, b,
c obtinem de fiecare data restul r, r < min (a,b,c) .

Solutie:

Fie n numarul care trebuie determinat :

n=a-c +r n—-r=a-c; =M,
n=b-c+r |1 = n—-r=b-c;=M, =
n=c-c3tr n—r=c-c3=M,

n —r este multiplu comun al numerelor a, b, ¢ si pentru ca este cel maimic= n-r
=[a,b,c] = n=]a, b,c]+r.
Daca asupra lui n se impune o conditie vom considera toti multiplii comuni
care Indeplinesc conditia pentru a determina numarul n .
Exemplu: Determinati numerele naturale cuprinse intre 1200 si 5200 care
impartite la 20 ;28 ;36 sa dea de fiecare data restul 5.

Solutie:

Fie n numarul, atunci avem :
n=20-c; +5 n—5=20-c; =My
n=28c¢c+5 -5 = n—-5=28-c, =My
n=236-c;+5 n—5=36-c; =Msq

= n-—5 este multiplu comun al numerelor 20;28; 36.
Aflam c.m.m.m.c al numerelor [20;28;36] =1260

n—-5 € {1260;1260-2;1260-3;1260-4}

n-5=1260 = n=1265

n—-5=2520 = n=2525

n—5=3780 —> n=3785

n—-5=5040 = n=5045

Problema are patru solutii: 1265 ; 2525 ; 3785 si 5045
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R2.4.3 Numerele a,b,c Impartite la acelasi numar natural dau resturile 1y, r, , r3. Sa se
afle numarul la care au fost Impartite.

Solutie:

Fie n Tmpartitorul, n < min (a;b; c)
a=n-c;+tr | -1 a-r, =nc¢ =— n|a-r
b=nc+n|rn = b-rn=nc¢c, = n|bn
c=nc3tr; | 13 c—n=nc = n|c-r3

= n este divizor comun al numerelora—r;,b—r1,, c—13, $i n >max (r;;r;r3)
Aflam cc.m.m.d.c. al numerelor a- rj; b- r; ; c- 13 ; $i ludm pentru n valorile celui mai
mare divizor comun §i divizorii sai mai mari decat max (ry,r; ,13).
Exemplu: Numerele 1333 si 351 dau resturile 13 si respectiv 15 la impartirea
cu acelasi numar natural diferit de zero. Aflati acest numar.

Solutie :

Fie n impartitorul , n> 15 = 1333 =n-¢; - 13 |-13 1320 =n-c,

351=n-¢;-15 |-15 = 336=n—c,
= n| 1320 si n| 336 = n divizor comun al numerelor 1320 si 336.

Aflim c.m.m.d.c a celor doud numere: (1320; 336) =2°-3 =24,
Singura solutie este n =24 pentru ca divizorii ceilalti alui 24 sunt mai mici decat 15.

2.5. Determinarea a doui numere naturale cind cunoastem c.m.m.d.c. al lor si
produsul sau suma numerelor

Probleme rezolvate

R2.5.1. Determinati numerele a si b naturale pentru care: (a, b) = 15 si
a-b = 6300
Solutie:

Din (a;b) =15 = a=15ksib=15p unde k, p eN*si (k;p)=1
Inlocuim pe a si b in relatia a-b = 6300 si obtinem : 15 k-15p = 6300 | :225
kp=12 = 1k=1,p=12 = a=15, b=180

2)k=12,p=1 = a=180,b=15
3)k=3,p=4 = a=45 b=60
Hk=4,p=3 = a=60, b=45

R2.5 2. Sa se afle numerele a si b naturale , stiind ca cel mai mic multiplu
comun al lor este m si produsul lor este p.

Solutie:
Dacd a, b € N* atunci [ a;b]-(a;b) =a-b
. y . . ab a-b p
Din aceasta relatie rezulta cd (a;b) =———,notam =—=Cc= (ab)=c = a
[a;b] [a;b] m

=ck,b=cp, kpeN* , (kp)=1.
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Rezolvarea se face analog cu problema precedenta.
R2.5.3. Determinati numerele naturale a si b stiind cd (a; b)=dsia+b=s.
Solutie:
(a;b)=d = a=dk ,b=dp, undek,p € N si (k;p)=1
Inlocuimpeasibina+b= ssiobtinem:dk+dp=s|:d ,

S
k+p= E €N, pentru cd d | s. Determindm perechile de numere (k;p) ce verifica

egalitatea , apoi numerele a si b.

2.6. Fractii reductibile . Fractii ireductibile

Pentru a demonstra cd o fractie este ireductibila trebuie si aritim ca
numadratorul si numitorul ei sunt numere prime intre ele , numaratorul si numitorul
fiind numere naturale .

Fie a, b € N*, a si b sunt prime intre ele dacd (a; b ) =1 unde ( a; b ) este
c.m.m.d.c. al numerelor a si b.

Probleme rezolvate

R2.6.1. Se considera fractia : , n € N*. Aratati ca fractia este ireductibila.

3n+2

Solutie:

Presupunem ca ( 3) d astfel incat :

d|5n+3 si d|3n+2 =

d{35n+3) si d|5(3n+2)=>

d|5Bn+2)-3(5n+3) =

d|15n+10-15n-9 =d |1 = d=1 = numaratorul si numitorul sunt
numere naturale prime intre ele rezultd ca fractia este ireductibila.

10n +3

R2.6.2.Arétati ca fractia :
15n+4

,n €N este ireductibila.

Solutie:
Calculam c.m.m.m.c al numerelor 10 sil5 =[10;15]=30,30:10=3; 30:
15 =2 . Fie d cel mai mare divizor comun al numerelor 10n +3 si 15n +4
= d|10n+3s5id| 15n+4=
d|3(10n+3)sid|2(15n+4) =
d|30n+9-30n-8 =
d|1l = d=1 = fractia este ireductibila.

Reductibilitatea fractiilor
Pentru a arata ca o fractie care depinde de o variabila naturala este reductibila,
procedam astfel:
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! ,n eN.
2n+3

Determinati numerele naturale n pentru care fractia este reductibila.

Fie fractia:

Solutie:
Fie d divizorul comun al numerelor 3n +1 i 2n + 3=
d|3n+1si d|2n+3=>
d|2(B3n+1)sid|32n+3) =
d|j6n-9-6n-2=
d|7 = d=7pentru ca 7 este numar prim—>
73n+1817|2n+3
71(Bn+1)—(2n+3)
713n+1-2n-3
7/n-2=>n-2=7k ,keN =
n=7k+2= n €{2;9;16;23;...... JTk+2;.. . }
Cel mai mic numar pentru care fractia este reductibila este n =2.
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3.Cateva principii si metode de rezolvare a problemelor de matematica
3.1. Principiul paritatii

In matematica elementard intilnim multe probleme care folosesc notiunea de
paritate. Principiul paritatii constd in separarea cazurilor pare si impare dintr-o situatie.
Regulile paritatii:

- suma a doud numere pare este un numar par

- suma a doud numere impare este un numar par

- suma dintre un numar par si altul impar este un numar impar

- produsul a doud numere pare este un numar par

- produsul a doud numere impare este un numar impar

- produsul dintre un numar par §i un numar impar este un numar par.

Prezentaim 1n continuare cateva probleme rezolvate care folosesc principiul
paritatii.

R3.1.1. Demonstrati cd daca suma a doud numere intregi este un numar impar,
produsul lor este un numar par.

Solutie. Fie a si b numerele. Din ipotezd a+b =2n+1, n € N. Deci unul din
numerele a sau b este par. Fie a=2k. Atunci
b=2n+1-a=2n+1-2k=2(n—k)+1, adicd b este impar. Atunci a-b este
produsul dintre un numadr par si altul impar, deci va fi impar.

R3.1.2. Demonstrati cad 2" (n>2,n€ N) se poate scrie ca o suma de doud
numere naturale impare consecutive, iar 3" se poate scrie ca o suma de trei numere
naturale consecutive §i ca suma a trei numere impare consecutive.

Solutie. Pentru orice n>2, ne N, 2" este numar par. Avem:

2n — 2 . 2)1—1 — 2n—1 + 2n—1 — (2n—1 _1) + (2n—1 +1)
Pentru n>2, neN, 2"" =1 2" +1 sunt impare consecutive.
Pentru orice n>2, neN, 3" eN si
3n — 3 . 311—1 — 3n—l + 3n—l + 3n—l — (3n—l _1) +3n + (3n—l + 1)

Numerele 3" =1, 3" si 3" +1 sunt consecutive pentru 7 >2 .
Mai avem ca

3" =3"1.3=3""43""1+3"" =(3""=2)+3"" + (3" +2),

unde 3" =2,3"",3"" +2 sunt impare consecutive.

R3.1.3. Se considera sirul numerelor naturale de la 1 la 1979 adica:
1,2,3,4,...,1977,1978,1979. Luati la intdmplare oricare doud numere din acest gir si
inlocuiti-le cu modulul diferentei lor. La fiecare operatie de acest fel numaérul
numerelor din sir scade cu unu (fiindcd am inlocuit doud numere cu unul) si vom
obtine, in final, un singur numar. Aratati ca acest numar este par.

Solutie. La fiecare etapa a operatiei descrise, numarul numerelor impare din sir
ramane neschimbat sau descreste cu doi, deoarece dacd, in primul caz, ludim un numar
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par si unul impar, modulul diferentei lor este impar, deci numéarul impar l-am inlocuit
cu altul impar, iar in al doilea caz dacd ludm doua numere impare, modulul diferentei
lor este un numar par, deci numirul numerelor impare scade cu doi. In sirul
1,2,3,...,1979 avem (1+1979):2 numere impare, adica 990.

La fiecare pas rimane un numar par de numere impare si atunci ultimul numar
va fi cu siguranta par.

R3.1.4. Se considera numerele impare k,n,n,,...,n,. S se demonstreze ca

) n,+n, n,+n, n,_,+n, n,+n . _.
printre numerele: N yeurs S existd un numar impar de

2 2

numere impare.
Solutie. Suma a doud numere impare este un numdr par, deci numerele
n, +n, n,+n, n, +n, 5 . .
yeees sunt naturale. Sa presupunem ca printre acestea se afla

2 2 2
un numadr par de numere impare. Atunci suma lor
n+n, n,+n n,+n
1 2 + 2 3 4+ k 1
2 2

este un numar par. Dar aceeasi suma este suma unui numar impar de numere impare

deci este un numar impar. Contradictie. Deci presupunerea facutd a fost falsa, deci
printre numerele considerate in ipoteza existd un numar impar de numere impare.

5

=n+n,+..+n

3.2. Probleme de numarare

Probleme de numirare intdlnim in diverse situatii din viata cotidiana. In
matematica scolard sunt frecvente problemele de numarare ca de exemplu: numarul
divizorilor unui numar, numarul triunghiurilor, numarul patrulaterelor dintr-o anumita
configuratie, numarul cifrelor unui numar, numarul termenilor unui sir, etc. Prezentam
in continuare cateva probleme care conduc la operatia de numarare.

3.2.1. Numarul divizorilor si suma divizorilor unui numar natural

3.2.1.1. a) Numarul divizorilor unui numéar natural
Fie ¢ un numar natural compus ce are urmatoarea descompunere in factori

primi: a=p/"-py*-....py", unde p,,p,,...p, sunt numere prime iar

o,0,,...,0, € N,n e N. Pentru a obtine numarul divizorilor lui a formam tabelul:

plo pll p]2 e P& o, +1 termeni

pg p; p22 e DY o, +1 termeni O
0 1 2 o .

Pn Pn Pn - p,,'1 Otn+1termen1
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Observam ca:

1) Oricare numdr din tabel este un divizor pentru a.

2) Linia intdi contine o;+1 termeni, linia a doua contine o,+1 termeni,...,
ultima linie contine o, +1 termeni.

3) Dacé inmultim pe rand fiecare numar din linia intai cu fiecare numar din
linia a doua obtinem (o, +1)(at, +1) divizori ai lui . Inmultind apoi pe fiecare din
aceste numere cu fiecare numar din linia a treia obtinem (o, +1)(ct, +1)(o; +1)

numere si fiecare din acestea sunt divizori ai lui a. Continuand rationamentul obtinem
(o, +1)(o, +1)(o; +1)...(a, +1) numere care sunt divizori ai lui a.
4) In numarul acestor divizori este inclus numarul insusi si divizorul 1.
Am obtinut astfel urmatoarea
Teorema 3.2.1. Numarul divizorilor numarului a = p;" - p;* -....- p," este
(o, + (o, +1)...(at, +1).
3.2.1.2. b) Suma divizorilor unui numar natural
Sa calculam intai suma:
S=l+x+x"+...+x" )
Avem
X S=x+x"+..+x" x4+ x" 3)
Din (3) si (2) scazute membru cu membru obtinem:
X S=S=(x+x"+xX . +x"+x")=(I+x+x"+..+x")

n+l

. . 1
care se mai scrie S(x—1)=x"" —1, de unde
n+l1 _1

S=—— 4
x—1
cux#l.
Scriem produsul de n sume, avand termenii pe cele » linii din tabelul (1) si
obtinem:
(I+p,+pl +.t pYA+ py+ pi +.oc4 p)(l+p, + P2+ p2) (5)
Cu relatia (4), (5) devine

p -1 pt -1 prt -l
-1 p,-1 p,—1
Am obtinut astfel
Teorema 3.2.2. Suma divizorilor numarului a = p;" - p3* -....- p." este
. plcx1+1 1 | p;zﬂ 1 p;xn+1 -
p-1 p,-1 p,~1
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Probleme rezolvate
R3.2.1. Fie S suma divizorilor naturali ai numarului 2001. Sa se arate ca 5-S
este numar natural patrat perfect.
Solutie. Fiindca 2001=3"23".29', suma divizorilor numarului 2001 este:
_ 3123 -1 29°-1
C3-1 23-1 29-1
Atunci 5-§ =(2°-3-5) =1207, deci 5-S este patrat perfect.
R3.2.2. Sa se arate ca patratul produsului tuturor divizorilor naturali ai

numarului 2001 este 2001°.
Solutie. Avem urmatoarea

Lema 3.2.1. Daca d,,d,,...,d, sunt toti divizorii naturali ai numarului n

=4.24-30

atunci avem relatia:
2k
d,-d,..d) =n *)
Fiindca 1 si n sunt si ei divizori, considerand d, <d, <...<d, obtinem:

n n n
d=—,d,=—,..d, =—
dk dk—l dl
relatii care Tnmultite membru cu membru dau
n o n n
d-d,.d, =— ——..
d d
b % 1

deunde (d,-d,..d,)" =n".

In cazul nostru 2001=3"-23"-29' numirul divizorilor lui 2001 este:
(1+1)(1+1)(1+1)=8. Pentru cei opt divizori naturali ai numarului 2001 avem relatia (*)

(d,-d,..dy)” =2001°.

3.3. Principiul lui Dirichlet

Matematicianul german Peter Gustav Dirichlet (1805-1859) a elaborat un
principiu extrem de simplu cu aplicatii neasteptate in variate domenii, principiu care-i
poartd numele si pe care-l enuntdm mai jos, fiind o metodd de demonstratie de tipul
urmator.

"Daca repartizim n+1 obiecte in n cutii, atunci cel putin doua obiecte vor fi
in aceeasi cutie."

Justificare: Consideram cazul cel mai nefavorabil asezand in fiecare cutie cate
un obiect. Deci am folosit # cutii si n obiecte. Obiectul cu numarul 7 +1 trebuie pus si
el intr-o cutie oarecare. Dar in acea cutie exista deja un obiect. Asadar in acea cutie
exista deja un obiect pus anterior. in acea cutie vor fi doua obiecte.

Forma generala a principiului lui Dirichlet este urmatoarea:

"Daca agezam kn+1 obiecte in n cutii, atunci cel putin k+1 obiecte, k € N,
vor fi in aceeasi cutie."
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In literatura matematica principiul lui Dirichlet este intalnit si sub denumirea
de "principiul cutiei", cu precizarea cd denumirea de "cutie" desemneaza "grupe de
obiecte", stabilite dupa anumite criterii, iar "obiectele" desemneaza lucruri, numere,
figuri geometrice, etc. Prezentdm in continuare citeva probleme ale céror solutii se
bazeaza pe principiul de mai sus.

Probleme rezolvate

R3.3.1. La un turneu de sah au participat n > 2 sahisti. Sa se demonstreze ca
in orice moment al turneului dinaintea ultimei runde cel putin doi sahisti au acelasi
numar de victorii.

Solutie. In orice moment al turneului dinaintea ultimei runde, fiecare sahist a
jucat maximum n—2 partide si a putut obtine 0,1,2,...,n—2 victorii, deci in total

sahisti au acelasi numar de victorii inaintea ultimei runde.

R3.3.2. Aratati ca in orice multime formata din 5 numere naturale existd doud
a caror diferenta este divizibila cu 4.

Solutie. La impértirea unui numaér cu 4 obtinem unul din resturile 0,1,2,3 (deci
patru cutii). Fiinded avem 5 numere (5 obiecte si 4 cutii) rezultd cd cel putin doua
numere vor da acelasi rest la impartirea cu 4. Ele sunt de forma x=4k+r si
y =4l+r . Atunci diferenta lor este x — y =4(k —1), adicd un numar divizibil cu 4.

R3.3.3. Intr-o scoali sunt 367 elevi. Si se demonstreze ci existd cel putin doi
elevi care-si serbeaza ziua 1n aceeasi zi a anului.

Solutie. Un an are 365 sau 366 zile. Considerand cazul cel mai nefavorabil
cand in fiecare zi a anului ar fi ndscut cate un elev, inseamna cd in total ar fi nascuti
365 sau 366 elevi, dar in total sunt 367 elevi. Deci al 367-lea elev a fost si el nascut
intr-o zi a anului in care a mai fost nascut un elev. Deci Intr-o zi s-au nascut 2 elevi,
deci cei doi 1si vor serba ziua de nastere in aceeasi zi.

R3.3.4. Fiind date n+1 numere naturale (n # 0) atunci cel putin doua dintre

ele dau acelasi rest la impartirea cu n.

Solutie. Folosim teorema impartirii cu rest. Fiind date numerele naturale a si b
(b #0) exista in mod unic numerele naturale g si r astfel ca

a=b-qg+r cu r<b.

In cazul problemei noastre numerele fiind impartite la # exista pentru rest n
valori posibile: 0,1,2,...,n-1. Fiindca impartim n+1 numere vor exista n+1 resturi, dintre
care cel mult » sunt diferite. Rezulta ca cel putin doua dintre cele n+1 numere impartite
la n dau acelasi rest.

R3.3.5. Sa se arate ca oricum am alege 7 numere patrate perfecte (distincte)
existd cel putin doua a caror diferenta se divide cu 10.

Solutie. Daci a este numirul a cirui patrat este @’ atunci la impirtirea cu 10 a
lui @ obtinem unul din resturile: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. Atunci az, la impartirea cu 10 va
da unul din resturile: 0,1,4,5,6,9. Fiindcad avem 7 patrate perfecte si numai resturile
0,1,4,5,6,9, deci exista cel putin doua patrate perfecte care dau acelasi rest la impartirea
cu 10, deci diferenta lor se divide cu 10.

27



3.4. Principiul invariantului

Invariantul este o marime, o relatie, sau o proprietate care rimane neschimbata
in urma aplicarii sau interventiei unei transformari.

Deci o situatie initiala este supusd in mod repetat unor transformari. De obicei
se cere sd se demonstreze ca in urma acestor transformari nu se poate ajunge la o
anumitd forma. Aceasta se poate face alegand caracteristica obiectului care a fost supus
transformarii, adicd "invariantul" transformarii. Dacd in final obiectul nu poseda
"invariantul" atunci el nu poate fi obtinut in urma transformarilor descrise.

Probleme rezolvate

R3.4.1. Consideram un numadr natural caruia ii schimbam in mod arbitrar
ordinea cifrelor. Este posibil ca diferenta dintre numarul initial si cel final sa fie 2003?

Solutie. Restul impartirii numarului la 9 este acelasi cu restul Impartirii sumei
cifrelor sale la 9. Suma cifrelor este aceeasi, rezultd ca restul impartirii numarului la 9
este un invariant.

R3.4.2. Pe o tabla sunt scrise semne de "+" si "—". Stergem doud semne si le
inlocuim cu un semn, dupd urmatoarea regula: dacd cele doua semne sterse sunt
identice le inlocuim cu "+", iar daca stergem doud semne diferite le Tnlocuim cu "-".
Aratati cd ultimul semn care ramane dupd un numar de pasi nu depinde de ordinea
alegerii perechilor.

Solutie. In acest caz paritatea numarului de minusuri va fi invariantul. Daci la
inceput numarul de minusuri este impar, ultimul semn care va ramane este minus, iar
daca la Inceput numarul de minusuri este par, la sfarsit va ramane plus.

R3.4.3. Trei greieri se gasesc pe o dreapta in ordinea: A, B, C. Ei incep sa sard
capra, adica sa sard unul peste altul (dar nu peste doi odatd). Pot fi in aceeasi ordine
dupa 2003 sarituri?

Solutie. In urma unei sarituri de acest fel numirul perechilor de greieri
inversati creste sau se micsoreazad cu 1 (proprietatea invariantd). Dupd un numar impar
de sarituri (2003) va exista un numar impar de perechi de greieri inversati. Deci nu se
poate obtine ordinea initiala (ce nu contine o astfel de pereche).

R3.4.4. O cameri are dimensiunile podelei de 7m si 10m. In cele patru colturi
ale camerei se ageaza cate un dulap avand baza patrat cu latura de 1m. Sa se arate ca
ramane din suprafata podelei nu poate fi acoperitd cu plici dreptunghiulare de
dimensiuni 3mx1m.

Solutie. Se imparte camera intr-o retea de patrate cu latura 1m pe care le
vopsim in trei culori: rosu, alb, negru ca mai jos:

RANRANRANR
ANRANRANRA
NRANRANRAN
RANRANRANR
ANRANRANRA
NRANRANRAN
RANRANRANR
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Obtinem 24 de R, 23 de A, 23 de N. Eliminand colturile riman 20 de patratele
rosii, 23 de patratele albe, 23 de patratele negre. Dar oricum am ageza o placa de 3x1
ea acopera un patratel rosu, unul alb si unul negru. Daca s-ar putea acoperi suprafata cu
un numar intreg de placi ar trebui sd existe acelasi numar de patritele pentru fiecare
culoare.

3.5. Probleme de logica

Am inclus aici cateva probleme a ciror rezolvare se realizeaza printr-o serie de
judecdti logice ce solicita inventivitate, perspicacitate, etc. si foarte putin calcul.

Probleme rezolvate

R3.5.1. Mama a observat cid din dulap au disparut cinci tablete de ciocolata.
Ele puteau fi luate de cei trei copii: A, B, C. Fiind trasi la raspundere, ei au dat mai
intai urmatoarele raspunsuri:

A: N-am luat nici o ciocolata!
B: N-am luat nici o ciocolata!
C: N-am luat nici o ciocolata!

Dupa un nou "interogatoriu" copiii au facut urmatoarele declaratii:

A: B a luat mai multe tablete decat C!
B: (catre A): Minti!

C: Toate au fost luate de A si B!

A (catre C): Minti!

Aflati cate tablete de ciocolatd au fost luate de cétre fiecare copil, stiind ca
fiecare a facut atdtea declaratii false cate tablete de ciocolata a luat.

Solutie. Fiindca au "disparut" 5 ciocolate si s-au facut 7 declaratii, rezulta ca
cinci declaratii erau false iar 2 (7-5) adevarate.

La al doilea "interogatoriu" prima afirmatie a lui A este fie adevarata si atunci
afirmatia lui B este falsd, fie este falsd si atunci afirmatia lui B este adevaratd. Tot din
"interogatoriul" al doilea afirmatia lui C este fie adevaratd si atunci cea de-a doua
afirmatie a lui A este falsd, fie este falsa si atunci cea de-a doua afirmatie a lui A este
adevdratd. Deci rezultd ca cele doud afirmatii adevdrate au fost facute la cel de-al
doilea "interogatoriu", deci la primul "interogatoriu" toti copiii au facut declaratii false,
de unde rezulta ca fiecare din cei trei copii a luat cel putin o ciocolatd. Deci a doua
afirmatie a lui C este falsd, deci C a luat doua tablete de ciocolata. B face numai doua
afirmatii, deci el nu poate lua mai multe ciocolate decat C, rezultd cd la al doilea
"interogatoriu" prima afirmatie a lui A este falsa, deci afirmatia lui B este adevarata.
Deci A a luat doua ciocolate, B a luat o ciocolata, iar C a luat doua ciocolate.

R3.5.2. Intr-un bloc locuiesc familiile A, B, C, D, E,F, G, H, I, K,L, M, N, O,
P, R. La parter si la fiecare etaj locuiesc cate doud familii. Se mai stie ca: Familia A
locuieste cu doud etaje mai jos ca familia B, iar aceasta cu sase etaje mai sus ca familia
C. Familiile F si G locuiesc la acelasi etaj. Familia M locuieste cu patru etaje mai sus
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ca familia N si cu doua etaje mai jos ca familia F. Un etaj deasupra familiei N locuieste
familia O. Familia A locuieste cu trei etaje mai sus ca familia R, iar familia P locuieste
cu cinci etaje mai jos decat familia G.

a) Cate etaje are blocul?

b) La ce etaj locuieste familia A?

Solutie. a) Fiindca la parter si la fiecare etaj locuiesc doud familii, iar in tot
blocul locuiesc 16 familii, rezulta ca blocul are opt nivele (parter si sapte etaje).

b) Diagramele alaturate (stabilite conform enuntului) pun in evidentd modul
cum sunt distribuite in bloc familiile N, O, M, F, G, P precum si C, R, A, B. Blocul
avand opt nivele, rezultd cd familia N poate locui numai la parter sau la etajul intai.
Aceeasi remarca si pentru familia C. Familiile N si C nu pot locui la acelasi nivel,
pentru cé ar trebui ca familiile O, P, R sd locuiasca la acelasi etaj, situatie imposibila,
pentru ci la un nivel pot locui numai doud familii. Daca familia N locuieste la parter
atunci familia C ar trebui sa locuiasca la etajul intai, situatie imposibild deoarece ar
rezulta cd familiile O, P, C locuiesc la acelasi etaj. Daca familia N locuieste la etajul
intai, atunci familia C locuieste la parter. Urmarind comparativ diagramele observam
ca este o situatie posibild pentru ca la un nivel pot locui numai doud familii.

Acestea fiind precizate putem stabili distributiile familiilor in bloc: Familiile F
si G la etajul sapte, familia B la etajul sase, familia M la etajul cinci, familia A la etajul
patru, familiile P si O la etajul doi, familiile N si R la etajul intai, iar familia C la
parter. in cele sase locuri neocupate se vor distribui familiile D, E, H, I, K, L dupa
voie.

F G B
M A
0 p R
N C

R3.5.3. La un turneu de fotbal participd 15 echipe, fiecare dintre acestea
jucand cu toate celelalte. Pentru victorie se acorda 3 puncte, pentru meci egal 2 puncte,
iar pentru infringere un punct. in clasamentul intocmit la sfarsitul turneului nu exista
echipe cu acelasi numar de puncte. Stiind ca ultima echipa are 21 de puncte, sa se arate
ca prima a facut cel putin un meci nul.

Solutie. Fiecare echipd a disputat 14 meciuri. Numarul meciurilor disputate a

14-1
fost >

=105 deoarece fiecare meci a fost numarat de doua ori (si cand a jucat A

cu B si cand a jucat B cu A). Fiindca echipa clasata pe ultimul loc are 21 de puncte, iar
in clasament nu sunt echipe cu acelasi numar de puncte rezultd ca numarul de puncte
este mai mare sau egal cu
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14-15

21421+ 1) +(21+2) +..(21+14)=21-15+ =420

Fiindca la fiecare meci s-au acordat 4 puncte, rezultd cd numarul de puncte
acordat a fost 105-4=420. Deci echipele au obtinut punctajele: 21, 22,23,...,34, 35.

Sa aratam ca echipa de pe locul intai cu 35 puncte a facut cu siguranta cel putin
un meci nul. Presupunem cé nu a facut nici un meci nul. Atunci dacéd x este numarul
victoriilor si y numarul infrangerilor avem:

x+y=14 si 3x+y=35,

21 7
de unde x = 7 si y= E Dar x, y trebuie sa fie naturale. Deci presupunerea facuta

este falsa, atunci echipa de pe locul intéi a facut cel putin un meci nul.

R3.5.4. La un concurs de atletism participa trei echipe: 4,,4,,A4;, fiecare cu

trei concurenti. Concurentul care soseste primul primeste 18 puncte, cel care soseste al
doilea 16 puncte, cel care soseste al treilea 14 puncte,..., cel care soseste ultimul
primeste doud puncte. Punctajul unei echipe este suma punctelor obtinute de cei trei
reprezentanti ai sai. Aflati ce loc a ocupat fiecare echipa stiind ca:

1) Primele trei locuri au fost ocupate de concurenti de la echipe diferite.

ii) Fiecare concurent de la echipa 4, avea in fata sa un concurent de la echipa
4.
iii) Concurentii echipei 4, au sosit unul dupa altul.

Solutie. Din prima si a treia conditie rezulta ca cei trei reprezentanti ai echipei
A, au sosit al treilea, al patrulea si al cincilea. Din primele doud conditii rezulta ca

primul a sosit un concurent de la echipa 4, , iar al doilea un concurent de la echipa 4, .
Din cele de mai sus si din a doua conditie rezulta ca al saselea si al optulea au sosit
concurentii de la echipa 4, , iar al saptelea si al noudlea au fost concurentii de la echipa

A,. Deci echipa A, a acumulat 18+8+4=30 (puncte), echipa 4, a acumulat
16+6+2=24 (puncte), iar echipa A4, a acumulat 14+12+10=36 (puncte). Deci pe locul

intai se afld echipa A, , pe locul doi echipa A, , iar pe locul trei echipa 4, .

R3.5.5. Opt sahisti participa la un turneu, jucand fiecare cu fiecare. Pentru
fiecare victorie un jucdtor primeste un punct, pentru remiza un juméatate de punct, iar
pentru infrangere nu primeste nici un punct. La sfarsitul turneului primii doi clasati au
obtinut punctaje diferite, iar cel de-al doilea a obtinut atitea puncte cate au obtinut
ultimii patru sahisti impreuna. Sa se afle cum s-a incheiat partida dintre sahistii clasati
pe locurile trei si cinci.

Solutie. Fiindcad au fost opt jucatori si fiecare a jucat cu fiecare, un sahist a
jucat sapte partide si ar fi putut castiga cel mult sapte puncte (cand invingea in toate
cele sapte partide). Ultimii patru sahisti au jucat intre ei sase partide. (Daca 4,B,C,D

sunt ultimii sahisti, au jucat: 4 cu B, 4 cu D, B cu C, B cu D si C cu D).
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Deci ultimii patru sahisti au realizat impreuna cel putin sase puncte. Deci sahistul de pe
locul doi a obtinut cel putin sase puncte (deoarece el a obtinut un numar egal de puncte
cu suma ultimilor patru). Fiindca primii doi jucatori au punctaje diferite iInseamna ca al
doilea a obtinut exact sase puncte, caci daca obtinea 6,5 puncte primii doi aveau acelasi
punctaj, iar daca ar fi obtinut sapte puncte era pe primul loc. Deci sahistii de pe
ultimele patru locuri au obtinut exact sase puncte, aceasta Tnseamna ca ei au pierdut
toate partidele jucate Impotriva primilor patru clasati. Deci sahistul de pe locul cinci a
pierdut partida sustinuta cu cel de pe locul trei.

R3.5.6. In trei cosuri sunt mere. Cite mere sunt in fiecare cos stiind ca in
primele 2 impreuna este un mar, in ultimele 2 Tmpreuna este cel putin un mar, iar in
ultimul si al treilea impreund, numai unul.

Solutie. Daca marul din primele 2 cosuri s-ar afla in primul cos, atunci din a
treia conditie ar rezultat ca 1n al treilea cos nu se afla nici un mar, deci al doilea si al
treilea cos ar fi goale si astfel nu ar avea loc a doua conditie. In concluzie primul cos
este gol, al doilea cos contine un mar, iar al treilea cos contine tot un mar.

3.6. Probleme de ordonare

Pentru a stabili care dintre doud numere a si b este mai mare, putem folosi mai
multe procedee, dintre care cele mai des intrebuintate sunt:

1) Stabilim semnul diferentei a —b.

Dacia a—b>0,atunci a >b.

Dacia a—b=0,atunci a=>b.

Dacd a—b <0, atunci a<b.

. e . a
2) Daca numerele a si b sunt pozitive si b # 0, comparam raportul Z cul.
< a .
Daci Z<1’ atunci a <b.

Daca — =1, atunci a=5.

a

b
. a .

Dacag>1,atun01 a>b.

3) In unele situatii este suficient sa demonstrim existenta unui numir ¢ situat
intre cele douda numere (exemplu: din @ <c <b,rezultd a<b).

In unele situatii avem nevoie de metode ingenioase pentru a rezolva
problemele. Exista cazuri cand operatia de ordonare ajuta la dovedirea egalitatii a doua
numere x §i y prin stabilirea simultana a inegalitatilor x <y si y > x.

Probleme rezolvate

R3.6.1. Comparati numerele 31'' cu 17",
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Solutie. 31" <32" =(2°)" =2% < 2% = (2%)* =16" <17".

R3.6.2. Scrieti 1n ordine crescatoare numerele:
422 334 244 637
Solutie. 637 <64’ =(2°)" =2% <2% =(2%)” =47 <2
<9" =(3%)" =3 . Deci 637 <2% =47 <3,
R3.6.3. Sa se arate ca pentru orice numere naturale ¢ si b avem
a 4230 p 5180

<
3240 70
Solutie, 2°% = (2°)!%0 =g!20, 320 _(32)120 _gI
Atunci obtinem ca 2% <3** de unde rezulti ci a+2°* <a+3" i deci

— (23)17 —

a+2%
b+3 :
51800 — (5 )360 3125360, 71440 — (74)360 — 2401360

1800
5

1440 . .
7 si deci W >

Rezultd ca 5" > 7" de unde rezultd ca b+5"" > b+

Deci prima fractie din ipoteza este subunitara iar a doua este supraunitara si atunci

relatia ceruta este adevarata.
R3.6.4. Comparati fractiile 4 si B unde

A_2+22+23+...+2“’97 B 3+3% .43
T I U 1

Solutie. Amplificam prima fractie cu 2" siadoua cu 3" si obtinem:
272427427 .42 D199 _ (93)666 _ g6s

A= 198 197
_ 3133; (33—232 +.. 3"1‘311331) _ 3332 _ (32)666 — 666
+3% 4.+
Deci A>B.

3.7. Metoda reducerii la absurd

Metoda reducerii la absurd este o metodd specificd de demonstratie in
matematica. La baza acestei metode std una din legile fundamentale ale logicii clasice:

legea tertului exclus, ce are urmatorul enunt:
Din doua propozitii contradictorii una este adevarata, cealalta falsd, iar a treia

posibilitate nu exista.
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Legea tertului exclus nu ne precizeaza care din cele doud propozitii este
adevarata si care este falsa.

Cand la doud propozitii contradictorii aplicdm legea tertului exclus este
suficient sa stabilim ca una dintre ele este falsd pentru a deduce cad cealaltd este
adevdrata.

Metoda reducerii la absurd consta in a admite in mod provizoriu, ca adevarata
propozitia contradictorie propozitiei de demonstrat, apoi pe baza acestei presupuneri se
deduc o serie de consecinte care duc la un rezultat absurd, deoarece ele contrazic sau
ipoteza problemei date sau un adevar stabilit mai Tnainte. Mai departe rationdm astfel:
daca presupunerea ar fi fost adevarata, atunci in urma rationamentelor logic corecte ar
fi trebuit sa ajungem la o concluzie adevarata, deoarece am ajuns la o concluzie falsa,
inseamna cid presupunerea noastra a fost falsd. Aceasta duce la concluzia ca
presupunerea facuta nu este posibila si rimane ca adevarata concluzia propozitiei date.

Metoda reducerii la absurd nu se reduce la propozitia ca "a demonstra o
propozitie este acelasi lucru cu a demonstra contrara reciprocei ei", deoarece pot aparea
si situatii In care nu se contrazice ipoteza ci o altd propozitie (un rezultat cunoscut, o
axiomd, o teoremd). Metoda reducerii la absurd se foloseste atdt in rezolvarea
problemelor de calcul (de aflat) cit si la rezolvarea problemelor de "demonstrat".
Metoda este des utilizatd 1n demonstrarea teoremelor reciproce, precum si in
demonstrarea teoremelor de unicitate.

Probleme rezolvate

39n+4
R3.7.1. Aratati ca pentru orice n € N fractia ﬁ este ireductibila.
n+

Solutie. Presupunem ca fractia este reductibila si fie d = (39n+4,26n+3) cu
deN", d#1. Din d|(39n+4) si d|(26n+3) obtinem ca d|(78n+8) si
d|(78n+9), de unde rezultd ca d |[78n+9—(78n+8)], deci d |1, de unde rezulta

d =1.Fals.
R3.7.2. Sa se arate cd nu existd numere Intregi a pentru care numerele

14a+5 17a-5

si sa fie simultan intregi.
9 12
. N . : 14a+5 . 17a-5
Solutie. Presupunem ca existd numere intregi a astfel ca s1 T
14a +5 17a-5
sd fie simultan intregi, adicd pentru b,c € Z, aTS b si f—z =c, de unde

14a+5=9b si 17a—5=12c¢ si scazand prima relatie din a doua obtinem:
3a—10=12¢—-9b, de unde 10=3a—-12¢+9b sau 10=3(a—4c+3b). Atunci

obtinem ca 3 divide pe 10, ceea ce este absurd.
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R3.7.3. Consideram trei drepte diferite d,,d,,d, concurente intr-un punct O.

Aratati ca cel putin unul din unghiurile formate are masura mai mare sau cel putin
egala cu 60°.

Solutie. Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem concluzia falsa, adica
nu existd un unghi cu masura mai mare sau egald cu 60°. Atunci cele sase unghiuri
formate ar avea suma masurilor mai micd decat 360°. Am ajuns la o contradictie
deoarece suma masurilor unghiurilor in jurul unui punct este 360°. Deci presupunerea
facuta este falsa, deci exista cel putin un unghi cu masura de 60°.
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4. Rapoarte si proportii

Rapoarte
. . . a .
e Raportul numerelor rationale a si b, b # 0, este expresia Z; a si b se numesc

termenii raportului.
e (Catul termenilor unui raport se numeste valoarea raportului.

35
Exemplu: valoarea raportului ? este 0,5.

e Termenii unui raport se exprima intotdeauna cu aceeasi unitate de masura.
Aplicatiile rapoartelor in practicd sunt: scara unui plan, scara unei harti,
probabilitatea realizarii unui eveniment, procente, titlul unui aliaj.

4.1. Scara unui plan

Prin scara unui plan intelegem raportul dintre distanta din plan si distanta din
realitate dintre aceleasi doud puncte, ambele distante fiind exprimate cu aceeasi unitate
de masura.

Remarci. De obicei, numaratorul raportului prin care se exprima scara este 1.

Model. Figura de mai jos reprezinta planul unui apartament. Acest plan este

. 1 . .
realizat la scara ﬁ Aceasta inseamna ca la 1 cm din desen corespund, in realitate,

100cm. Cu alte cuvinte, in plan lungimea sufrageriei este de Scm, iar in realitate este de
500cm, adica de Sm.
La planul din figura sa se determine:

a) latimea, in centimetri, a dormitorului

b) dimensiunile, in centimetri, ale bucatariei

¢) perimetrul, In centimetri, a holului

d) aria, in cm” a sufrageriei.

Solutie.

a) Latimea dormitorului de 3m, din realitate, este in plan de 3cm.

b) Dimensiunile de 2m si 3m ale bucatariei, din realitate, sunt in plan de 2cm,
respectiv 3cm.

¢) Holul are dimensiunile de 8m si 2m, in realitate, deci 1n plan ele vor fi 8cm
si 2cm, rezultd ca perimetrul holului in plan este de 20cm.

d) Sufrageria are dimensiunile de 5m si 4m, 1n realitate, deci in plan Scm si
4cm, rezultd ca aria sufrageriei in plan este 20cm?.

Probleme rezolvate

R4.1.1. Care este scara planului unei gradini, daca o latura a gradinii, care are
125m, este reprezentatd In plan printr-un segment lung de 25cm?
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Solutie. Aplicand definitia scarii unui plan, ca fiind raportul dintre distanta din
plan si distanta din realitate, ambele exprimate In aceeasi unitate de masura, scara

25
planului este , adic
12

icd ——.
500 500

1
R4.1.2. O gradina in formé de dreptunghi, are pe un plan cu scara de ——

300

dimensiunile de 4cm si Scm. Ce suprafatd, in hectare, are gradina in teren?
Solutie. In planul cu scara %, lungimea de 1 cm corespunde la 300 cm din

realitate. Dimensiunile gradinii vor fi 4-300cm si 5-300cm, adicd 12m si 15m. Aria
gradinii este de 0,018ha.

R4.1.3. Planul unui parc are scara de 2— .

a) In plan se afld un loc de forma circulara, cu raza de 1m, ce reprezinti lacul.
Cati centimetri are raza cercului in plan?

b) Spatiul de joaca pentru copii este, in teren, un patrat cu aria de 100m*. Ce
arie are 1n plan spatiul de joaca pentru copii?

Solutie. a) In planul cu scara de % , lungimea de 1cm corespunde la 200cm

din teren. Daca raza cercului este in teren 1m, adicad 100cm, ea corespunde in plan unei
lungimi de 0,5cm.

b) Latura patratului din teren are 10m, deci 1000cm, iar in plan latura
patratului are 1000:200=5cm. Rezulti ca aria patratului in plan este de 25cm’.

4.2. Scara unei harti

Prin scara unei harti intelegem raportul dintre distanta de pe hartd si distanta
din realitate dintre aceleasi doud puncte, distantele fiind masurate cu aceeasi unitate de
masura, iar numaratorul raportului prin care se exprima scara este 1.

Model. In figura de mai jos, harta Romaniei este realizati la scara

10000000
aceasta Insemnand ci la lem de pe hartd corespund 10000000cm=100km in realitate
(teren).
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Bucuresti

De exemplu, distanta pe sosea, dintre Bucuresti si Brasov, pe harta, este 17mm,
iar distanta din teren d o determindm astfel:

S = L7 = d =17000000cm =170km.
10000000 4
Distanta reald dintre oragele Bacau si Bucuresti este de 300km. Care este
distanta, in centimetri, pe harta cu scara ——?
10000000
X

x=3cm.

vem = =
10000000 30000000

4.3. Probabilitate

Definitie. Probabilitatea realizarii unui eveniment este raportul dintre numarul
cazurilor favorabile realizdrii evenimentului si numarul cazurilor posibile (ale
experientei).

Remarca. Probabilitatea realizarii unui eveniment este un numar mai mare sau
egal cu 0 si mai mic sau egal cu 1.

e Evenimentul imposibil are probabilitatea 0.
e Evenimentul sigur are probabilitatea 1.

Model. intr-o urna sunt bile numerotate de la 1 la 50. Care este probabilitatea
ca extragand o singurd bild numarul obtinut sa fie patrat perfect?

Solutie. In total, existdi 50 cazuri posibile si 7 cazuri favorabile (aparitia

7
numarului 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49) deci probabilitatea cerutd este p = %
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Probleme rezolvate

R4.3.1. Care este probabilitatea ca aruncand doua zaruri, sa obtinem doua fete
insumand: a) 9 puncte; b) un numar prim de puncte.

Solutie. La aruncarea a doua zaruri exista 6:6=36 cazuri posibile.

a) Numarul cazurilor favorabile obtinerii sumei 9 puncte este 4 (3+6, 4+5, 5+4,

4 1
6+3), deci probabilitatea ceruta este % , adica —.

9
b) Numarul cazurilor favorabile obtinerii sumei un numar prim de puncte este
15 (1+1, 142, 2+1, 1+4, 243, 342, 4+1, 146, 2+5, 3+4, 443, 5+2, 6+1, 5+6, 6+5),

15
rezulta ca probabilitatea cerutd este —, adica —
36 12
R4.3.2. Intr-un cos sunt 6 plicuri albe si 4 plicuri rosii. Un copil, legat la ochi,
extrage doud plicuri. Calculati probabilitatea evenimentelor:

E|: sd extraga doud plicuri de aceeasi culoare
E, : sa extraga doua plicuri de culori diferite.

Solutie. Numarul cazurilor posibile este 9-10=90.
a) Numarul cazurilor favorabile realizarii evenimentului £, : 6-5+4-3=42,

42 7
probabilitatea realizarii evenimentului E, este 90" adica p(E)) = 5
b) Numarul cazurilor favorabile realizarii evenimentului £, : 6-4+4-6=48 (sau
48 8
90-42); probabilitatea realizérii evenimentului £, este % ,adica p(E,)= E

Remarci. Probabilitatea realizdrii evenimentului £, se putea calcula si

7 Lo o o e
I—E :E, pentru ca singurele situatii posibile la extragerea a doud plicuri din cos
este ca ele sa fie de aceeasi culoare sau de culori diferite.
R4.3.3. O carte cu 270 de pagini este deschisa la intdmplare. Sa se determine
probabilitatea evenimentelor urmatoare:
A: numarul paginii din stdnga este numar par
B: numarul paginii din dreapta este multiplu de 5
C: numarul paginii din stdnga este multiplu de 6
D: numarul paginii din dreapta este divizibil cu 7.
Solutie. Numarul paginii din stdnga este intotdeauna par, deci P(A4) =1.
Numadrul paginii din dreapta este intotdeauna numadr impar, deci trebuie sa
numaram multipli impari ai lui 5, mai mici sau egali cu 265; ei sunt 5-1, 5-3, 5-5,...,

53-1 +1=27 cazuri favorabile, de unde P(B)= ﬂ = l

5-53=265, deci in total .
135 5
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Numarul paginii din stinga este numar par intotdeauna si el trebuie sa fie
multiplu de 6 mai mic decat 270; obtinem 6-1, 6-2, 6-3,..., 6:45=270, 45 cazuri
45 1
135 3’

Numarul paginii din dreapta este numar impar, divizibil cu 7 §i mai mic decat

favorabile, de unde P(C) =

270, obtinem 7-1, 7-3, 7-5,..., 7-37, deci in total +1=19 cazuri favorabile, de

unde P(D)= 1 .
135

4.4. Procente

Definitie. Un raport de forma %, peQ, p=>0, se numeste raport

procentual. Scrierea p% inseamna % si se citeste "p la sutd" sau "p procente".

Pentru a afla cét reprezinta p% dintr-un numar dat a, calculam % -a.

Pentru a afla un numar necunoscut x cand stim cd p% din x reprezintd b,

calculim x=h: -2
100

Model 1. La faza nationala a olimpiadei de matematica participd 600 de elevi.
Din numarul total de participanti 5% primesc premiul I, 10% premiul al Il-lea, 15%
premiul al IIl-lea si 20% premii speciale si mentiuni. Cati elevi primesc premiul I, dar
premiul al II-lea, dar premiul al IlI-lea? Ce procent din numarul elevilor care au primit
premii speciale si mentiuni reprezinta numarul elevilor cu premiul 1?

Solutie. Pentru a afla cati elevi au obtinut premii §i mentiuni, avem:

S 600 =30 elevi primesc premiul I, —-600 = 60 elevi primesc premiul al I1-lea,
100 100

15 I : . 20 o
——-600=90 elevi primesc premiul al Il-lea i ——-600=120 elevi primesc
100 100

premii speciale si mentiuni.
X
Apoi, —-120 =30, de unde x =25, deci 25% din numarul elevilor care au

primit mentiuni §i premii speciale reprezintd numarul elevilor care au primit premiul I.
Model 2. Pentru a cumpara un tricou, o persoand plateste 150000lei, ceea ce
reprezintd 30% din suma pe care o are. Ce suma are persoana?
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Solutie. Stim ca E-s =150000, unde s este suma pe care o are persoana.

De aici rezulta ca S:15OOOO-I3LOO, deci s =500000, persoana detine suma de

5000001ei.

Probleme rezolvate

R4.4.1. O suprafatd de 150ha este arata in trei zile, astfel: in prima zi 40% din
suprafata, a doua zi 30% din rest, iar a treia zi ce a mai ramas.

a) Cate hectare s-au arat zilnic?

b) Ce procent din intreaga suprafata s-a arat a doua zi? Dar a treia zi?

. 40
Solutie. a) In prima zi s-au arat ﬁ-ISO =60 ha. Restul dupa prima zi este

150-60=90ha. In a doua zi s-au arat 13—0-90 =27 ha, iar a treia zi restul, adica 90-
27=63ha.
b) Avem ﬁ-ISO =27, de unde rezultd cd x =18, deci a doua zi s-a arat

18% din suprafata totala.

La fel, ﬁ 150 =63, de unde rezultd y =42, deci a treia zi s-a arat 42% din
suprafata totala (sau 100%-40%-18%).

R4.4.2. Dupa ce un turist a parcurs 38% dintr-un drum, constatd ca i-au mai
ramas de parcurs cu 4,8 km mai mult decat a parcurs. Ce lungime are drumul si cat a
parcurs turistul?

Solutie. Daca dintr-un drum se parcurg 38%, rezultd cd ramane din el de
parcurs 62%, deci 4,8km reprezinta diferenta dintre partea ramasa si partea parcursa,

24
deci 24% din drum. Avem ﬁ -x=4,8, unde x este lungimea drumului. Rezulta
x =20, drumul are o lungime de 20km.
38
Turistul a parcurs —-20 =7,6 km.
100

R4.4.3. Dupa doua reduceri consecutive de preturi, prima de 10%, iar a doua
de 20%, un obiect costd 153000lei. Care a fost pretul initial al acestui obiect?
Solutie. Notdm cu x pretul initial al obiectului. Prima reducere de pret este

10

. . . . 90
——-Xx si pretul obiectului dupa prima reducere este de ﬁ'X; a doua reducere este

100
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20 90 18

= x, dar dupd a doua reducere costul obiectului este

. .x
100 100 100

20 X - 18 xX= 72 X, ceea ce reprezintd 153000]ei.
100 100 100

Avem %‘x =153000, de unde rezulta x =212500, deci pretul initial al

obiectului a fost 212500lei.
Remarca. Problema poate fi rezolvata si folosind metoda mersului invers.
Pretul final, 153000lei reprezintd 80% din pretul obiectului dupa prima ieftinire. Se

poate calcula pretul dupa prima ieftinire 153000:%21912501& Pretul de

191250lei  reprezinta 90% din pretul inifial. Calculdm pretul initial

191250:2 =212500 lei.
100

R4.4.4. Un autocar are de parcurs un traseu in patru etape, astfel: in prima
etapa parcurge 30% din traseu, in a doua etapa parcurge 20% din rest, in a treia etapa
25% din noul rest si 1i mai rdman pentru a patra etapa 126km de parcurs. Ce lungime
are drumul?

Solutie. Se noteazi cu x lungimea drumului. In prima etapd se parcurge

30 70 . 5 20 70 14
——-x, rest ——-x; in a doua etapa se parcurge . ‘X = X, rest
100 100 100 100 100
70 14 56 . . g 25 56 14

X— X = X, In a treia etapa se parcurge . ‘X = X, rest
100 100 100 100 100 100
>6 X— 14 xX= 42 Xx, ceea ce reprezintd 126km. Avem ——x=126, de unde
100 100 100

100

x=126- TR x =300. Lungimea drumului a fost de 300km.

R4.4.5. Numarul bc reprezintd 4% din numarul abc. Sa se calculeze
a+b+c (b#0).

Solutie. Stim ca bc = % -abc , deci be = %(1 00a + %) , de unde rezulta ca

bc=4a +%E , adica %E =4qa . De aici se deduce ca b_CEZS, pentru ca 4a este

natural.
Daca bc =25 rezultd cd 24=4a, deci a=6, a+b+c=13. Daca bc =50 sau

bc =75 nu se obtine a cifra.
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4.5. Titlul unui aliaj

Definitie. Titlul unui aliaj este raportul dintre masa metalului pretios continut
de aliaj si masa aliajului.
masa metalului pretios

Titlul aliajului = ,deci T=——
M

masa aliajului
Observatie. Asemanator titlului unui aliaj, se poate defini concentratia unei
solutii (amestec).
masa substantei

Concentratia solutiei (amestecului) = — -
masa solutiei (amestecului)

Model.
1. Se face un aliaj, topind la un loc, 16g aur si 234g cupru. Care este titlul
aliajului?

masa metalpretlos’ deci T 16 16

. = = , de unde
masa aliajului 16+234 250

Solutie. Titlul aliajului=

rezulta titlul aliajului 0,064.

2. Concentratia de sare dintr-o solutie este 17%. Ce cantitate de sare se giseste
in 27,5kg de solutie?

Solutie. Concentratia solutiei reprezintd raportul dintre masa substantei §i masa

solutiei. Avem 1—7 =L, de unde x-100=17-27,5, deci x=4,675. In 27,5kg
100 27,5

solutie se afld 4,675g sare.

Probleme de amestec si aliaje

Frecvent in practica se intilnesc probleme de acest tip. In functie de datele si
cerintele lor in general, aceste probleme se impart in doua categorii.

Probleme de amestec si aliaj de categoria I

In aceste probleme se cunosc:

a) cantitdtile care se amesteca: m,,m,,...,m,

b) calitatile lor: ¢,,c,,...,c, .

Se cere: ¢) calitatea amestecului.
Calitatea diverselor produse, substante, aliaje etc. care se amesteca, se exprima
prin: grade de temperatura, lei, grade de tarie sau in cazul aliajelor prin titlu.

Teorema 4.5.1. Daca amestecim produse de calitatile c,,c,,...,c, in

cantitatile m,,m,,...,m, (n e N), atunci calitatea amestecului este data de relatia:
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_my ety Gt tme,

c (1

m,+m,+..+m,

Demonstratie. Vom demonstra teorema in ipoteza ca produsele respective sunt

aliaje cu titlurile ¢,,¢,,...,¢, (deci ¢, =t,, ¢, =t,,., ¢, =t,) s in cantititile
m,,m,,...,m, . Deci sd aratam ca titlul noului aliaj este:

_m tAmy . +mt

T
m+m,+...+m,
Fie t,=—1, t,=—%,..., t, =—2, unde m,,m,,...,m, sunt cantititile de
m, m, m,

metal pretios din fiecare aliaj. Masa totald a metalului pretios din aliajul obtinut prin
topire la un loc a aliajelor date este:

m:ml' er'2 +...+m; =m -t +m,-t,+...+m, I,
Masa totald a aliajului nou obtinut este M =m, +m, +...+m,. Deci titlul

noului aliaj este:
T:ﬁ: m -t +m,-t,+...+m, -t
M m,+m,+..+m,
Observatii. 1) Expresia (1) exprimd media aritmetica ponderatd a numerelor

¢,,Cy,...,C, care au ponderile m,,m,,...,m

-
2) Media aritmetica ponderata se obtine de fapt ca o medie aritmetica obisnuita
tinand seama ca fiecare numar intra in aceastd medie cu o anumitd pondere.
3) Media aritmeticd a unor numere este 0 medie aritmeticad ponderatd in care
fiecare pondere este egala cu 1.

Probleme de amestec si aliaj de categoria a II-a

In aceste probleme se cunosc:
a) calitatile produselor care se amesteca
b) calitatea amestecului
¢) cantitatea totala a amestecului.
Se cer: d) cantitatile care se amesteca.

Teorema 4.5.2. Daci amestecim doud produse de calititi ¢, , respectiv ¢, , in
cantitatile m, , respectiv m, si obtinem un amestec de calitate ¢, atunci are loc relatia:
c—c, m

=— 2)

c,—c m,
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mc, +m,c,

Demonstratie. Din teorema (1) obtinem ¢ = , care prin Inlocuire

m, +m,
in relatia (2) conduce la o propozitie adevarata:
mc, +myc, c
c—c,  m+m, ? _mc, +myc, —mc, —m,c,  m(c,—c,) m,

¢ —¢ ¢ - mC, +myCy  myc, +mye, —me, —m,c,  my(c,—c,) m,
ml + m2

Probleme rezolvate

R4.5.1. Se amestecd 5kg de bomboane cu pretul 54000lei’kg cu 2kg de
bomboane cu pretul de 48000lei/kg si cu 3kg de bomboane cu pretul de 66000lei/kg.
Cat este pretul unui kilogram de bomboane ce rezultd in urma amestecului celor trei
calitati de bomboane?

Solutie. Folosim relatia (1) si obtinem pretul unui kilogram de amestec:
5-54000+2-48000+3-66000 .

=56400 lei.

54243
R4.5.2. Un aliaj de fier si nichel are titlul de 0,600, iar un alt aliaj din aceleasi
metale are titlul 0,250. Se topesc aceste aliaje Tmpreuna si rezultd un alt aliaj cu masa
de 14kg. Cat este masa fiecarui aliaj, daca titlul noului aliaj este 0,300?

Solutie. Vom folosi formula (2), unde ¢ =0,300, ¢, = 0,600, ¢, =0,250,

m, este masa primului aliaj, m, este masa celui de al doilea aliaj. Deci:
m, 1

0,600—0,300 m, m, 6 my, 6

obtinem m, =2kgsi m, =12kg.

Remarca. Problema se poate rezolva si cu ajutorul formulei (1). Fie m,,m,
m, -0,600 +m, - 0,250
m, +m,
m,+m, =14. Daca m, =14—m,, avem m,-0,6+(14—-m,)-0,25=0,3-14, de

unde m, -0,6 —m, -0,25=0,7, decirezulta m, =2 si m, =12.
R4.5.3. Se topesc impreuna doud aliaje formate din aceleasi metale, care au

masele de 3kg si respectiv 2kg. Titlul primului aliaj este 0,150, iar titlul noului aliaj
este 0,400. Aflati titlul celui de al doilea aliaj.

Solutie. Aplicam formula (1), unde m, =3kg, ¢, =0,150, m, =2kg si

=0,300 si

masele celor doud aliaje folosite. Vom avea

mt, +m,t . . N . .
T=0400. Avem: T=—1—22_ jar prin inlocuire se obtine:
m, +m,
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3-0,150+2-¢,
3+2
t, =0,775 . Titlul celui de al doilea aliaj este 0,775.

R4.5.4. O solutie de apa cu alcool cantareste 600g si are concentratia de 0,250.
Cat alcool trebuie sd addugam pentru a se obtine o solutie cu concentratia de 0,400?

Solutie. Se calculeaza cantitatea de alcool existentd in 600g solutie, tindnd cont
de definitia concentratiei (raport dintre masa alcoolului si masa solutiei). Avem:

=0,400. Efectuand calculele 27, +0,45=2, de unde rezulta ca

0,250=L, de unde a=150g alcool. Notam cu x cantitatea de alcool care se

150+ x

600+ x
unde 150+ x=0,4x+ 240, deci 0,6x=90, iar x =150. Trebuie sa adaugam 150g

de alcool pentru a obtine o solutie de concentratie 0,400.

R4.5.5. Un inel din aur de 14 carate are 6g. Printr-o noud prelucrare inelul are
18 carate. Sa se afle masa inelului dupa prelucrare.

Solutie. Facem precizarea ca in tehnica, atunci cand metalul pretios dintr-un
aliaj este aurul, titlul se exprima in carate (k). Aurul pur are titlul 24k, deci dacd un
aliaj are titlul 18k, Inseamna cad din intreaga masa a aliajului 18 parti sunt aur, iar 6

adaugd pentru a obtine o solutie de concentratie 0,400 si avem: 0,400 = , de

18
parti sunt din metal nepretios; titlul este 2 =0,750 sau 18k.

In cazul acestei probleme se pot ivi doua situatii:

a) Printr-un procedeu oarecare se separd metalul nepretios din continutul
inelului si se indeparteaza din acesta o cantitate, astfel incat aliajul respectiv s aiba
18k.

Fie x cantitatea de metal nepretios care se indeparteaza pentru ca inelul sa aiba

titlul de 18k. Inelul contine: % -6g =3,5 g aur. Deci, (6—x) % =3,5, de unde se

1 1 2
obtine x = lg g. Inelul va cantari 6 — lg = 4§ g.
b) Se adaugd aur pur astfel incat aliajul obtinut sa aiba titlul de 18k. Fie y
18
cantitatea de aur pur ce trebuie addugata. Deci, (6+ y)-£=3,5+ y. Rezolvand

aceasta ecuatie se obtine y =4. Inelul va avea in final masa 6+4=10g.

4.6. Proportii
Definitie. Egalitatea a doud rapoarte se numeste proportie.

Termenii celor doud rapoarte se numesc termenii proportiei.
Orice proportie are patru termeni.
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. .. a c
Forma generala a unei proportii este: ; = 3 ,a,b,c,deQ,b#0,d=0.

Termenii a §i d se numesc extremii proportiei.

Termenii b §i ¢ se numesc mezii proportiei.

Proprietatea fundamentala a proportiilor: in orice proportie produsul extremilor
este egal cu produsul mezilor.

. . o e < .. a ¢
Aflarea unui termen necunoscut al unei proportii: fiind data proportia ; =—,

conform proprietatii fundamentale a proportiilor a-d =b-c, de unde rezultd ca

a=be g be p_ad . _ad
d a c b
produsul mezilor

Deci: unextrem =
celalalt extrem

produsul extremilor

un mez =
celalalt mez

Definitie. Unul dintre extremii sau mezii, egali intre ei, ai unei proportii se
numeste media proportionala (geometricd) a celorlalti doi termeni.

Proportii derivate cu aceeasi termeni

Regula. Daca intr-o proportie se schimbd extremii intre ei lasand mezii
neschimbati, se obtine tot o proportie, numitd proportie derivatd cu aceiasi termeni ca
proportia initiala.

. . a c _ . . . d c

Din proportia — =—, aplicand regula de mai sus obtinem proportia —=— cu

b d b a
aceiasi termeni ca proportia initiala.

Regula. Daca intr-o proportie se schimbd mezii intre ei lasand extremii
neschimbati, se obtine tot o proportie, numita proportie derivati cu aceiasi termeni ca
proportia initiala.

. ..a c - . . .a b
Din proportia ; = E , aplicand regula de mai sus obtinem proportia —=— cu

aceiasi termeni ca proportia initiala.
Regula. Daca intr-o proportie se schimba extremii intre ei i mezii intre ei, se
obtine tot o proportie, numitd proportie derivata cu aceiasi termeni ca proportia initiala.

Din proportia a_c , aplicand regula de mai sus obtinem proportia —=— cu
b d c a
aceiasi termeni ca proportia initiala.
Remarca. Ultima reguld de obtinere a proportiilor derivate cu aceiasi termeni
se mai poate enunta si astfel: daca intr-o proportie se inverseaza rapoartele se obtine tot
o0 proportie numita proportie derivatd cu aceiasi termeni ca proportia initiala.
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Observatie. In general, fiind date patru numere distincte a,b,c,d , care

formeaza proportia % = 2 , Cu aceste numere se mai pot forma proportiile:
d ¢ a b d b .
Do=2,2=2 225
b a c d c a
nhod c_db_ac_a
a ¢c a b'd ¢ d b

Ultimele proportii sunt identice cu cele de la 1), datoritd simetriei relatiei de

cgalitate.
Model. Scrieti toate proportiile cu termenii: 3, 6, 7, 14.
Solutie. Se constatd ca 3-14=6-7. Dacéd 3 si 14 sunt extremi, iar 6 §i 7 sunt

3 7
mezi, avem — = ﬁ Obtinem:

14 7

z = — (prin schimbarea extremilor intre ei)
3 6 ) . L .

7 = — (prin schimbarea mezilor intre ei)
14 6 o

£l =— (prin inversarea rapoartelor)

Daca 3 si 14 sunt mezi, iar 6 si 7 sunt extremi, avem g = 7 Obtinem:

7 14

E = Z (prin schimbarea extremilor intre ei)
6 3 ) ) o .

— =— (prin schimbarea mezilor Intre ei)
14 7

7 é (prin inversarea rapoartelor)

14 67 P '

Proportii derivate cu alti termeni

. ..a ¢ Y .
Fie proportia —=—_. Conform proprietatii fundamentale a proportiilor, avem
a-d=b-c.
Regula 1. Daca amplificam unul din rapoartele unei proportii cu un numar,
diferit de zero, obtinem o proportie cu alti termeni.
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Avem a-d =b-c. Inmultind ambii membri ai egalititii cu numarul 7, obtinem

dn bn d
Prin procedeul indicat de regula 1 se poate obtine o infinitate de proportii cu
alti termeni decat cei ai proportiei initiale.

3
Exemplu. Fie proportia 2—025 Prin amplificarea primului raport cu 2,

. 10 : . Co . . .
obtinem 4_026’ o proportie cu alti termeni. Prin amplificarea celui de al doilea
. 5 . . .
raport cu 10, obtinem — =—— o proportie cu alti termeni.
20 120

Regula 2. Daca simplificam unul din rapoartele unei proportii cu un numdr,
diferit de zero, obtinem o proportie cu alti termeni.

. a_d 5 : 3 T
Fie proportia Z :E, avem a-d =b-c. Inmultim ambii membri ai egalitatii

1 . a-d b-c . a

cu — (n#0), obtinem ——=——_ ceea ce se poate scrie —-d =—-c sau
n n n n n

a:n ¢ . a c:.n

—— =—. Asemanator, —=——-.

b:n d b d:n

6
Exemplu. Fie proportia E:E Prin simplificarea primului raport cu 3,
obtinem EZE’ o proportie cu alti termeni. Prin simplificarea celui de al doilea

. 9 3 . . .
raport cu 2, obtinem E = g , 0 proportie cu alti termeni.

Regula 3. Daca inmultim ambii numaratori (sau ambii numitori) ai unei
proportii cu un numdr, diferit de zero, obtinem tot o proportie, dar cu alti termeni.

. ..a_c 5 . .. . .
Fie proportia E = E ,avem a-d =b-c. Inmultim ambii membri ai proportiei

cu n si obtinem adn = bcn , de unde prin inmultirea ambilor membri cu ﬁ si

. e . adn ben . _an cn
realizarea simplificarilor, obtinem ﬁ =——,adicd —=—.

bd b d

Asemanator din ad = bc , prin inmultirea ambilor membri cu g si
n

e o ) ad  bc .. a c
efectuarea simplificarilor, obtinem —— =——, adicd —=—.

bdn  bdn bn dn
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10

Exemplu. Fie proportia —=—

25°
- . e . 6 TR ,
Prin inmultirea numaratorilor cu 3, obtinem — =—, iar prin Tnmultirea
numitorilor cu 4, obtinem % = ﬁ , proportii derivate cu alti termeni.

Regula 4. Daca impartim ambii numaratori (sau ambii numitori) ai unei
proportii cu un numdr, diferit de zero, obtinem tot o proportie, dar cu alti termeni.

. . a_c - . . .1
Fie proportia 3 = 7 avem a-d =b-c. Inmultind ambii membri cu —

n
) ad bc . a c . )
(n#0), obtinem — =—, ceea ce se poate scric —-d =b-— . Dupa inmultirea
n n n n
a c
“d b=
ambilor membri cu — si realizarea simplificarilor, obtinem +— = —'%  adica
bd bd
a:n_c:n
b d

: . . . 1 :
Asemanator din ad = bc, inmultind ambii membri cu —, (n#0), obtinem

a-— =—-c. Dupa Inmultirea ambilor membri cu si efectuarea simplificarilor
n o n
nn
d b
a0 a c
obtinem: " __ adica — =——
nn nn

. : 8
Exemplu. Fie proportia g =—.
Prin Tmpartirea numaratorilor cu 4, obtinem —2—2, lar prin 1mpartirea

o . 4 8 o . .
numitorilor cu 3, obtinem E = Z , proportii derivate cu alti termeni.

Observatii. Cu ajutorul celor patru reguli se pot obtine o infinitate de proportii
derivate cu alti termeni decat ai proportiei initiale.

. ..a_¢ . . -
Fie proportia E 25. Conform celor patru reguli se pot obtine urmatoarele

proportii derivate cu alti termeni:
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g_ﬂ'ﬂ_g‘a:n_ﬁ g_c:n @_ﬂ_i_i‘a:n_c:n‘
b dn"bn d bn d b d:n b d’ bn dn’ b d’
a C

— =— (n%0).

b:n d:n( )

.. .oa c .
Proprietate. Fiind datd proportia z = E’ din ea se pot deduce urmaitoarele

proportii derivate cu alti termeni:

p1. & ¢

b+a d+c

. ..a_¢ C e
Fie proportia —=—, avem a-d =b-c, conform proprietatii fundamentale a

proportiilor. Adunand la ambii membri produsul ac, rezultd ad +ac =bc+ac, de
unde scotind factor comun, a(d+c)=c(b+a). Impirtind ambii membri cu

(b+a)(d+c) avem a(d+c) = cb+a) , adica a - °
b+a)d+c b+a)d+c b+a d+c
(
a+b c+d y . N .
P.2. b = 7 Se demonstreaza asemanator, adunand produsul bd in

ambii membri ai egalititii ad =bc. Avem ad +bd = bc +bd , scoatem factor comun

1
d(a+b)=b(c+d), iar dupa inmultirea ambilor membri cu IR obtinem

d(a+Db) _ b(c+d)  adica a+b _ c+d
bd bd b d
p3. 4 ¢ (a=b#0, c—d+#0). Se demonstreazd asemanator
a-b c—-d

celorlalte. Se scad din ac ambii membri ai egalititi ad =bc, rezulta
ac—ad = ac—bc, scotand factor comun obtinem a(c—d)=c(a—>b). Impartind

a(c—d)  c(a-D)

ambii membri cu (c—d)(a—b), avem = , adica
(c—d)a-b) (c—d)a-b)
a _c
a-b c-d’
a-b c—d S . .. .
P.4. = . Se demonstreaza scazand produsul bd din ambii membri ai

b
egalititi ad =bc, rezulti ad —bd =bc—bd, scotind factor comun avem
d(a-b)=b(c—d), iar dupa Iimpartirca ambilor membri cu bd, avem
d(a—-b) b(c—d) .a-b c-d

, adica .

bd bd b d
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+b c+d
ps. 4T2_° (a—b#0, c—d+#0). Se demonstreazd impartind
a-b c—d
a+b c+d
membru cu membru egalitatile de la P.2 si P.4, adica: ab 5 e d 7 care se poate
b d
. a+b b c+d d ._a+b c+d
scrie . = . , adica = .
b a-b d c—-d a-b c—d
a-b c—d . A
P.6. = (a+b#0, c+d#0). Se demonstreazd inversand
a+b c+d
rapoartele in proportia de la P.5.
a+b a-b e e A .
P.7. = (c+d#0, c—d+#0). Se demonstreaza schimband mezii
c+d c—d

intre ei In proportia de la P.5.

12 6
Model. Fie proportia ? =—. Sa se obtina proportii derivate cu alti termeni.

Solutie.
Aplicand R.1 (n=3), avem —2 = & si obtinem 1— = ﬁ .
8 3.4 8 12
Aplicand R.2 (n=4), avem E = é si obtinem E = é .
8:4 4 2 4
Aplicand R3. (n=5), avem 12—5 = ﬂ si obtinem @ = & .
8 4 8 4
Aplicand R.4 (n=2), avem £ = L si obtinem 2 = é
8:2 :2 4 2
Aplicand P.1, avem 12 = 6 si obtinem 2 = i
8+12 4+6 20 10
Aplicand P2., avem 12+8 = 6+4 si obtinem E = E
8 4 8 4
Aplicand P.3, avem L = 6 si obtinem 2 = é
12-8 6-4 4 2
Aplicand P.4 avem H = 6-4 si obtinem i = g .
8 8 4
Aplicand P.5 avem 12+8 = 6+4 si obtinem E = 1—0 .
12-8 6-4 4 2
Aplicand P.6, avem 128 = 6-4 si obtinem i = 3
1248 6+4 20 10
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12+8 12-8 20 4

Aplicand P.7, avem si obtinem — =—.
6+4 6-4 10 2
Probleme rezolvate
2a+3b
R4.6.1. Se da %:0,6.85 se afle 4 .
3 2 6
Solutia 1. Din % = g, prin Inmultirea numaratorilor cu 2, vom avea ?a = g ,
2 6 2 2
iar prin Inmultirea numitorilor cu 3, obtinem “a_> sau “a_ —. Adunam
3b 15 3b 5
L o 2a+3b  2+5 2a+3b 7
numitorii la numarator si obtinem = , de unde 3 = g .
, a3 o . — a b
Solutia 2. Din Z = g , schimband mezii intre ei obtinem E = g =k (s-a notat

b .. b
prin k valoarea rapoartelor % si 5 ). Din %z k rezulta a =3k, iar din 3 =k rezulta

2a+3b 2-3k+3-5k 21k 7

b =5k . Atunci: = =—.
3b 3.5k 15k 5

3 3b
Solutia 3. Din %: g rezultd a = ? si atunci:

3b 6
Rt bl —+3
2 5+3b_ (5 j 71

2a+3b l
3b 3b 3b 53

7
5

5 . o X oy .
R4.6.2. Sa se afle numerele naturale x si y, diferite de 0, astfel ca 5 23 si

dx+y+5(x+y)

3.
24
Solutia 1. Din dxty —;:(x ) =3, obtinem prin efectuarea calculelor de la
+ +2 +2
numarator Ox+6y =3 sau W =3, adica 3x+2y =3, de unde rezultd ca
3x+2y=24. Dar % zg si conform proprietatii fundamentale a proportiilor
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3x =2y, care se inlocuieste in relatia precedentd obtindndu-se 2y +2y =24 sau

y=06.Dar xzz?y,deci x=4.

Solutia 2. Notim % = % =k deci obtinem x=2k si y=3k. Atunci
4xty ;j(x ) =3 devine 4-2k+ 3k;45(2k +3k) =3, iar dupa efectuarea

36k
calculelor obtinem 2—:3, de unde k=2. Din x=2k si y=3k vom obtine

x=4,y=6.

R4.6.3. Sa se afle trei numere, stiind ca raportul dintre primul si al doilea este
0,(6), raportul dintre al doilea si al treilea este 0,8(3), iar produsul dintre primul si al
treilea numar este 9331,2.

Solutie. Notdm in ordine cele trei numere cu x, y, z. Din datele problemei,

obtinem iz—, Zzé si xz=9331,2. Din ﬁzg si iz—, prin inmultire
y 3 z 6 y 3 vy 5
membru cu membru se obtine x—izi, de unde rezultd 93321’2 :i, deci
yo 5 y 5
2
32 =11664, sau y>=(22-3%)2. Obtinem y =108 sau y=—108. Din i:g,
Y

rezultd x:Z—y, deci x=72 sau x=-72. Din X:%, rezulta Z:6?y, deci
z

z=129,6 sau z=-129,6.
20a +9b

R4.6.4. Stiind ca ——— =5, sd se arate ca a este 20% din b.
3b—2a

Solutie. Din relatia data rezultd cd 20a +9b =5(3b —2a) , iar dupa efectuarea

calculelor 20a+9b=15b—-10a, de unde 30a =6b sau 4_ i , deci a_ l Se
b 30 b 5
schimba mezii intre ei si se obtine %: % =k,deunde a=k si b=5k. Vom avea:

X -b=a, adica . Sk =k, deunde x =20, deci 20% din a reprezinta b.
100 100

R4.6.5. Sa se afle ariile a doua dreptunghiuri, stiind ca raportul lungimilor lor

4 _ 7T .. ..
este E , raportul latimilor lor este 6 , iar diferenta ariilor este 4.
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Solutie. Notam L si L' lungimile celor doud dreptunghiuri si /, /' latimile celor

4 [ 7
doud dreptunghiuri. Avem raportul lungimilor — =— i raportul latimilor —'25.
. . 9 o ' L 4 1 7
Diferenta ariilor celor doud dreptunghiuri este L/—L'I'=4. Din I :§ si T = Y

o . . 28 . o
prin inmultirea membru cu membru, obtinem L_'l' = E , apoi facem proportii derivate
LI-LT 28-27 4 1

= , adichk — =—, deci L'I'=108. Din L/—-108 =4, rezulta
L' 27 Lr 27

LI =112. Deci ariile celor doua dreptunghiuri sunt 112 si 108.

. . 1
R4.6.6. Suma a douda fractii cu acelagi numardtor este 1—. Raportul
o 1. 3 .
numitorilor este —. Sa se afle cele doua fractii.

: . . 16
Solutie. Fie a si 2 cele dous fractii (b,c #0). Avem 4,822 , de unde
b ¢ b ¢ 1
b+ 16
rezultd ca u =—_ Raportul numitorilor este —=
bc 15 c

bc = i Prin Inlocuire in relatia dinainte, avem 4 i = E, de unde 4_ i . Suma
c 3 b 3 15

a 16 4 a 4 4 4

celor doua fractii este —, deci —=———, —=—_ Fractiile sunt — si —.
15 c 15 5 ¢ 15 5 15

, de unde proportia

W | =

4.7. Sir de rapoarte egale

Definitie. Un sir de rapoarte cu aceeasi valoare, scrise sub forma

c e .
— =—=..., se numeste gir de rapoarte egale.
d f
Observatii. 1) Orice pereche de rapoarte din sir formeaza o proportie.
2) Amplificand succesiv un raport cu mai multe numere diferite de zero, se
obtine un sir de rapoarte egale:

a
b

a_ an ak _
b bn bk
o a an ak __ . :
Fie sirul de rapoarte egale —=— = —. Sa consideram raportul dintre suma
b bn bk
. : o a+an+ak
numaratorilor §i suma numitorilor —————. Scoatem factorul comun « la
b+bn+bk
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a(l+n+k)
b(l+n+k)

. : . o e e . a
numardtor si b la numitor si obtinem , care se simplificd i rezultd E

a an ak a+an+ak
Deci, —=—= =

b bn bk b+bn+bk
Proprietatea sirului de rapoarte egale. intr-un sir de rapoarte egale, raportul
dintre suma numdratorilor si suma numitorilor este egal cu fiecare din celelalte
rapoarte.

. .a c¢ e a_c_e atc+te
In general, daca —=—=—, atunci — =
b d f b d f b+d+f
3
Model. Stiind ca gzﬁzgz—, sa se calculeze:
b d f 4
2) a+c+e  3a+4c+Se - a’+c’+eé’
b+d+f’ 3b+4d+5f’ b*+d*+ f?
a a_c_e _atcte a 3
Solutie. a) Dacd — =—=—, atunci — =—,dar —=—,
b d f b d f b+d+f b 4
a+c+e 3
deci =—
b+d+f 4
a c¢c e . . . . .
b) Daca E = E = 7, atunci prin amplificarea primului raport cu 3, al celui de
3 4 5
al doilea cu 4 si al celui de al treilea cu 5, se obtine 24 _zc _ ¢ , de unde rezulta ca
3b 4d 5f
3a 4c Se _ 3a+4c+5e 3_a_g_§ deci 3a+4c+5e _i
3 4d Sf 3b+4d+5f° 3b b 4 3b+4d+5f 4
2 2 2
¢) Daca a_c_ £=§, rezultd ca a—zzc—zze—zz—, prin ridicarea la
b d [ 4 b d f° 16
patrat a fiecarui raport. Rezultd, aplicand proprietatea sirului de rapoarte egale ca
at & e at+b+c’ a® 9 at+b’+ct 9

—=—=——=————>,dar ,deci ———=—.
p* d* P b +d*+f° b* 16 b*+d*+f* 16
Remarca. Daca a = ¢ =

b d

. ma _ nc
=k, atunci — ——k de unde

e
f mb  nd pf
ma + nc+ pe

=k, mmn,p#0.
mb +nd + pf
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Probleme rezolvate

R4.7.1. Stiind ca 2% =30 -3¢

—sicdia+b+c=119,siseafleq, b, c.
5 4
_ 2a

Solutia 1. Daca — = ﬁ = z , atunci 4 2 -< , de unde rezulta aplicand
’ 5 4 3 5 4
2 3 5
proprietatea sirului de rapoarte egale
a b ¢ a+b+c 119 30
—=—=—= = =119-——=30.
3 5 4 3 5 4 119 119
2 3 5 2 3 5 30

Din % =30, rezultda a=45, din % =30, rezulta »=50 si din % =30, rezultd c=24.
2 3 5
Solutia 2. Notdm valoarea comuna a rapoartelor cu k£ si avem:
2 -
—a:ﬁzz:k, de unde a:%, b:&, ¢c=—/"_Inlocuindin a+b+c=119,
3 5 4 2 3 5

4
se obtine %+% ?k:119, de unde se obtine dupd efectuarea calculelor

%:119,adicék=30.Atunci a:%:45, b:w:SO si c:L:0:24.

=

R4.7.2. Sa se determine numerele x, y, z naturale, stiind ca

Xy y_zy
3 8 6 2

a) x+y+z=123;b) Sx+y—82z=25;¢) x* + )’ +z° =6489.

Solutie. Fiind date proportiile FLA A .

— se poate forma un gir de
6 2

rapoarte egale astfel: inmultim numitorii primei proportii cu 3 si Inmultim numitorii
celei de a doua proportii cu 4, vom obtine doud proportii derivate cu alti termeni i
x : z X z
anume, X_) si l:—, de unde rezulta —:l:—.
24~ 24 8 24 8
a) Aplicand proprietatea sirului de rapoarte egale, obtinem:

_l_z_x+y+z_123

X = = =3, de unde x=27, y=72, z=24.
9 24 8 9+24+8 41

57



b) Avem r_r zéz k , k fiind valoarea comuna a fiecarui raport, atunci
x=9, y=24k, z=8k. Prin inlocuire in Sx+y—-8z=25, se obtine
45k +24k — 64k =25, adica 5k=25, de unde k=5. Avem x=9-5=45,

y=24-5=120si z=8-5=40.
y Xy oz . ) ) ) )
Remarca. Daca —=-——= g, atunci prin amplificarea primului raport cu 5 si

. : : . 5 8 . .
al celui de al treilea lui 8, obtinem 4—)5621 —Z, de unde aplicand proprietatea

24 64
sirului de rapoarte egale se obtine
S5x 'y 8z Sx+y-8z 25

45 24 64 45+24-64 5

Avem X =5, deci x=45, 2~ =5, deci y=120 §i — =5, deci z=40.
9 24 8

2 2 2

< X_ Yy _z . y C A . o
¢) Daca —=—-—=—, atunci — =—-———=— sl aplicand proprietatea sirului
) D =047 81 576 64 Ploona prop ;
2 2 2 2 2 2 2
de rapoarte egale X _Yy _zZ _XxHAy+ts 2648929. Avem x—=9, x
81 576 64 81+576+64 721 81

2
natural, deci X 3, de unde x=27, Y 9, y natural, deci 2 3, de unde y=72,
9 576 24

2
Z_ 9, z natural, deci % =3, de unde z=24.

Remarca. Daca fz%z%zk, atunci x=9k, y=24k, z=8k. Prin

inlocuire in x° +y° +2z° =6489, vom avea 81k +576k +64k> = 6489 adica
721k* = 6489, de unde k=3. Obtinem x=27, y=72, z=24.

R4.7.3. Fie r _ ) si Y __Z cu x#0, y#0, z#0. Sa se
0, 0,3 0,5 0,(7)
aflex, y, z, stiind ca x+y+z=123.
. A . Xy .y z . _
Solutie. Efectuand transformarile, se obtine 117 8 57 Inmultim
9 3 9 9
ambii membri ai celor doua egalitati cu l si obtinem lﬁ zl-l, adica L4 si
9 91 19 1 3
9 3
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a3

adic hd
5

1 z . X . .
—- —. In egalitatea — _p4 inmultim fiecare membru cu — si
9 7 1 3 5

o<

1z
9 7°
9

ca

_

=X .

X i
1 5 15

LY
53

D | —

obtinem

2
5

2

2N

1
3

W | —

- . . . |
In egalitatea , iInmultim fiecare membru cu E si obtinem

Y_Z
5 7
adica 2 =2 (2).

15 21

Din (1) si (2) rezultd sirul de rapoarte egale §=E:% si aplicand

proprietatea sirului de rapoarte egale avem
x_ y z x+y+z 123

5 15 21 5+15+21 41

Deci, ? =3, de unde x=15, % =3, de unde y=45 si % =3, de unde z=63.

R4.7.4. Fie a, b, ¢ trei numere nenule, astfel Incat:
2a=5b=9c=x(a+b+c).

Sa se determine valoarea lui x.

Solutie. Relatia datd se poate scrie % = % = % = %b-l—c . Aplicand
2 5 9  «x
: o a b ¢ a+b+c .
proprietatea sirului de rapoarte egale: T°1T°1°1 1 O rezulta ca
25 9 2 5 9
l:l+l+l, adica 127—3, de unde xzﬁ.
x 2 59 x 90 73

b
R4.7.5. Sa se afle numere a, b, c, stiind ca %z 2 :% si abc=576.

Solutie. Notim %:%:%:k, de unde a=3k, b=4k si c=6k.

Inlocuind in abc =576, se obtine 3k-4k-6k =576, de unde rezulta k* =8, deci
2. Avem a=3-2=6,b=4-2=8,¢c=6-12=72.

59



4.8. Proportionalitate directa. Proportionalitate inversa

Definitie. Intre douid multimi finite de numere existi o proportionalitate
directa, daca se poate forma un sir de rapoarte egale, diferite de zero, astfel incat
numaratorii rapoartelor sa fie elementele unei multimi, iar numitorii elementele
celeilalte multimi.

Exemplu. iIntre multimile {2,6,4} si {10,30,20} se stabileste o

6 4

proportionalitate directd, deoarece — = —=—.
10 30 20
Observatie. Dacad elementele unei multimi A4 finite de numere se pot obtine
prin Tnmultirea elementelor unei multimi B cu un numaér dat » (n+0), atunci intre cele
doud multimi exista o proportionalitate directa.
Intr-adevir, fie multimea B={a,b,c}. Prin inmultirea elementelor ei cu numarul
n (n#0), obtinem multimea 4={an,bn,cn}. Cu elementele celor doud multimi, 4 si B, se

b

. a c 1
poate forma un sir de rapoarte egale — =— =— (valoarea rapoartelor este —);
an bn cn n

deci intre cele doud multimi 4 si B am stabilit o proportionalitate directa.

Exemple. 1) Intre multimea ciocolatelor si multimea costurilor lor se stabileste
o proportionalitate directa.

2) Intre viteza de deplasare si spatiul parcurs de un mobil in miscare uniforma,
se stabileste o proportionalitate directa.

3) Intre spatiul parcurs de un mobil cu vitezd constantd si timpul in care se
efectueaza deplasarea se stabileste o proportionalitate directa.

4) Intre numarul de robinete cu acelasi debit si volumul de lichid acumulat se
stabileste o proportionalitate directa.

Model. Sa se determine trei numere direct proportionale cu 3, 9, 12, daca suma
lor este 40.

. . X VA .
Solutie. Fie x, y, z cele trei numere. Vom avea E PN si x+y+z=40.

9 12
Aplicand proprietatea sirului de rapoarte egale, avem
izlzizwzﬂzé. Se deduce ca x:3;5:5, y:9;5:15 si
3 9 12 3+9+12 24 3 3 3
2=122 9,
< L X y z
Remarca. Se poate aplica si metoda: 3 = 9 = o =k, deunde x =3k,
v=9k, z=12k siinlocuindin x+ y+z =40, obtinem 24k =40, deci k =§.

3
Rezulta x=5, y=15, z=20.
Definitie. Intre doui multimi finite de numere existi o proportionalitate
inversd, dacd se poate forma un sir de produse egale, diferite de zero, astfel incat
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multimea primilor factori ai produselor sa fie una din multimi, iar multimea celorlalti
factori ai produselor sa fie cealalta multime.

Exemplu. Intre multimile {9,12,18} si {4,3,2} se stabileste o proportionalitate
inversa, deoarece 9-4=12-3=18.2.

Observatie. Dacd impartim un numar dat, diferit de zero, cu elementele unei
multimi finite de numere nenule, obtinem o altd multime astfel incat intre cele doud
multimi sa existe o proportionalitate inversa.

Intr-adevir, numarul » impartit succesiv la elementele multimii 4={a,b,c}, se

. . nnn o ..
obtine multimea B = {—,Z,—}. Cu elementele acestor doud multimi putem forma un
a c

. < . n n n
sir de produse a caror valoare este n; deci a-—=25b E = c-— (valoarea produselor este
a c

n); deci intre cele doud multimi 4 si B s-a stabilit o proportionalitate inversa.

Exemple. 1) Intre numirul robinetelor, cu acelasi debit si timpul de umplere al
unui rezervor se stabileste o proportionalitate inversa.

2) Intre numirul muncitorilor si timpul de realizare a unei anumite lucriri, se
stabileste o proportionalitate inversa.

3) Intre viteza constanti de parcurgere a unei distante si timpul de deplasare, se
stabileste o proportionalitate inversa.

4) Intre numirul de bancnote si valoarea bancnotelor cu care se pliteste o
anumita sumad, se stabileste o proportionalitate inversa.

Remareci. Intre elementele multimilor A = {a,b,c} si B = {m,n, p} se

stabileste o proportionalitate inversd, deci a-m =b-n=c- p. Aceasta relatie este
1 1 a b c

echivalenticu: a:—=b:—=c:— sau — =— =—, de unde rezulti ci intre
m n p 1 1 1
n

m p

- 11 o N .
elementele multimilor {a,b,c} si {—,—,— ¢ s-a stabilit o proportionalitate directa.
mn p
Model. Doua numere sunt invers proportionale cu numerele 0,2 si 0,5. Suma
dintre dublul primului numar si al doilea numar este 24. Sa se afle aceste numere.
Solutie. Notand x primul numar si y al doilea numar, relatiile dintre acestea,

1 1
conform problemei sunt: x 3 =y ) si 2x+y=24. Avem % = % =k , de unde

x =5k, y=2k siprin inlocuire in 2x + y =24 se obtine 10k +2k =24, deci
k =2 . Numerele sunt x =10, y=4.
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Probleme rezolvate

R4.8.1. Un sir de 5 numere este format astfel incat primele 3 numere sunt
direct proportionale cu 4, 5, 6, iar ultimele 3 numere sunt invers proportionale cu 4, 5,
6.

a) Sa se afle cele mai mici 5 numere naturale care satisfac cerintele puse.

b) Sa se afle cele 5 numere care satisfac conditiile cerute, daca suma lor este
476.
b ¢

=L
5 6°

. . a
Solutie. a) Fie a, b, ¢, d, e cele 5 numere. Conform enuntului " =

. In ultimul sir de rapoarte egale inmultim toti numitorii cu 60 si obtinem

Cc
1

4

C

e . - .
— . Pentru a obtine un raport comun aflim c.m.m.m.c. al numerelor 6 si 15

15 12

T - . a_b _c | : , .
(numitorii lui ¢), care este 30. In relatia — = g = —, inmultim toti numitorii cu 30:6=5

6

- ¢ _d e | . . L -
si in relatia — = — = — Tnmultim toti numitorii cu 30:15=2 si obtinem:

15 12 10
a b ¢ ¢ d e .. a b ¢ d e
—=—=—38§51l —=—=—,deunderezulticd: —=—=—=—=—.
20 25 30 30 24 20 20 25 30 24 20

Cele mai mici numere naturale care satisfac aceasta conditie, vor fi cele pentru care
valoarea comuna a rapoartelor este 1; deci numerele cautate sunt 20, 25, 30, 24, 20.
a _b ¢ _d_ e  a+btc+d+e 476 _
20 25 30 24 20 20+25+30+24+20 119
rezultd a=80, 5=100, ¢=120, d=96, e=80.

R4.8.2. Sa se determine numirul abc, stiind cd numerele ab, bc, ca sunt

b) Din

b

direct proportionale cu numerele 3, 2, 6, iar suma cifrelor numarului abc este
divizibila cu 7.

Solutie. Scriem ca ab, bc, ca sunt direct proportionale cu 3, 2, 6 si apoi
aplicam proprietatea sirului de rapoarte egale:

%_z_ca _ab+bc+ca 10a+b+10b+c+10c+a

3 2 6 3+2+6 11
11(a+b+
= (CZTbC) =a+b+c. Dar, suma cifrelor este divizibild cu 7 si este un numar

mai mic decat 27 (suma maxima este suma cifrelor numarului 999). Aceastd suma
poate fi 7, 14 sau 21.
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a) Daca a+b+c=7, atunci %:21, E=14, 5242,adicéa=2, b=1,
=4, deci abc =214,

b) Dacd a+b+c =14, atunci %242, %:28, 5284, adica a=4, b=2,
=8, deci abc =428

¢)Daca a+b+c=21, atunci ab =63 , bc=42 , ca=126 , imposibil.
VI.R4.8.3. O suma de bani a fost distribuita la trei persoane direct proportional

cu numerele g,g,g. In acest mod o persoani constati ci primeste cu 46200 lei mai

mult decét daca aceeasi suma s-ar fi distribuit invers proportional cu 12, 10, respectiv 15.
a) Care a fost suma de bani?
b) Cat a primit fiecare din cele trei persoane?
Solutie. Notdm cu s suma totala de bani, cu a, b, ¢ sumele ce revin celor trei

persoane distribuite direct proportional cu g,g,— si cu x, y, z sumele ce revin celor

trei persoane daca ar fi distribuite invers proportional cu 12, 10, 15. Avem:
a b ¢ a+b+c s 1) s
= —= = = 1
11 1.1 1 7 ;
+

)
I
12 10 15 12 10 15 4

5 2 10
Din relatia (1) rezultd ca a :—S. b =7S si c=—S, iar din relatia (2)
. s 2s . 4s 3 . 9
rezultd cd x = g , V= ? si z= E Comparam sumele obtinute de fiecare persoana

5 s 2s 2s . 10s 4s

prin cele doud procedee de Tmpartire: —<—, —<— si —— >—. Doar a treia
21 3 7 5 21 15
persoana primeste mai mult prin Tmpartirea sumei direct proportional cu numerele

1 11

—,—,—. Deci, 46200lei reprezinta diferenta dintre cele doud sume, avem

65’3

&—ﬁz 46200 . Efectuand calculele obtinem 150s — 84s =46200, de unde
21 15 21-15 21-15

2616195 = 46200; rezults s :%, deci 5=70021.15. 5-220500. Suma

initiala a fost de 220500Iei.
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b) Pentru a calcula ce suma revine fiecarei persoane, avem

a= 227200 5250035 = 222500 _ 63000 5i ¢ =10 B ~105000.

Cele trei persoane au primit 525001ei, 63000lei si 1050001ei.
R4.8.4. Numerele x+ y,y + z,z + x sunt direct proportionale cu numerele 4,

6, 8.
) . Xy+xz+yz
a) Aflati valoarea raportului %
Xy +z
b) Dacd a,b,ce{1,2,....9}, a # b # c # a, si se determine valorile maxime si
. . axy+bxz+cyz
minime ale raportului ); > gj .
X4y +z

X+y y+tz z+x
6 8
y+z =06k si z+x =8k, iar prin adunare membru cu membru a celor trei egalitati
obtinem 2x+2y+2z =18k, deci x+ y+2z=9k.Daca x+ y+z=9k si
x+y=4k,rezultica z=5k.Daca x+y+z=9k si y+z =06k, rezultdca
x=3k .Dacd x+y+z=9k si z+x =8k, rezultd cd y =k . Se obtine
Xy+xz+yz _31{2+15kz+5k2 23
Xy 2z Ok +kT 425k 35
axy+bxz+cyz

¥ +y +2°

Solutie. a) Avem

=k,deunde x+y =4k,

b) Valoarea maxima a raportului se obtine cand =9, ¢=8 si

a=T7 (deoarece xz > yz > x) ) si este
7-3k*+9-15k* +8-5k> 196 _ 28

35k* 35 5
+bxz +
Valoarea minima a raportului a)g; )ZZ czyz se obtine cand b=1, ¢=2 §i a=3
a +b"+c
(deoarece xz > yz > xy ) si este 3-3k" +1-15k" +2-5k° —ﬁ
35k’ 35
R4.8.5. Aflati numerele a, b, ¢ naturale, stiind ca numerele a3,b2 ,C sunt
1 1 24
direct proportionale cu 8,4,2 si —+—=—.
a b ¢
a b ¢

Solutie. Avem ? = T = 5 =k°®, de unde rezultd ca a’ =8k°®, b> =4k° i

1 1 24
c=2k®, deci a=2k*, b=2k> si ¢ =2k". Prin inlocuire in relatia _+Z =—,se
a c
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obtine —+—= 246 . Dupa efectuarea calculelor obtinem k +31 = 2—46, de unde
2k 2k7 2k 2k 2k
rezultd ca k° (k +1) =24, dar k fiind numar natural avem &°(k+1)=2"-3, deci k=2.
Se obtine a=8, b=16, c=128.
R4.8.6. Se dau numerele naturale a, b, ¢, d astfel incat 5-a=5-7, c este 60%
din b, iar raportul dintre ¢ si d este 1,5. Sd se arate ¢d a, b, ¢, d sunt invers

1
proportionale cu numerele 0,(142857); 0,2; E; 0,5.

.a b , . .
Solutie. Daca 5-a=5b-7, atunci —=—. Se stie ca ¢ este 60% din b, deci

75
b zé , de unde £ = i Se poate scrie
5 2 3

2

c zg-b , de unde rezulta ci Avem

<
7

YR

urmatorul sir de rapoarte egale: g . Conform definitiei proportionalitatii

w| o

a
7
c

-

directe rezultd ca numerele a, b, ¢, d sunt direct proportionale cu 7, 5, 3, 2, de unde

11 .
—,— . Tinand cont ca

rezultd cd a, b, ¢, d sunt invers proportionale cu numerele 7,5, 32

1 1 1
72 0,(142857), gz 0,2 si E: 0,5, avem q, b, ¢, d sunt invers proportionale cu

1
numerele 0,(142857); 0,2; 5; 0,5.

4.9. Regula de trei simpla. Regula de trei compusa
Regula de trei simpla

Vom considera probleme in care intervin doud multimi de cate doud numere
intre care existd o proportionalitate directd sau o proportionalitate inversd, iar unul din
numerele unei multimi este necunoscut.

Procedeul care se foloseste pentru determinarea numarului necunoscut dintr-
una din doud multimi, alcatuite fiecare din cite doud elemente, intre care existd o
proportionalitate directd sau inversd, se numeste regula de trei simpla.

Aplicarea acestui procedeu, numit regula de trei simpld, porneste de la
asezarea datelor problemei intr-o schemd, care conduce la aflarea unui termen
necunoscut dintr-o proportie (in cazul marimilor direct proportionale) sau la aflarea
unui factor necunoscut al unui produs, cand cunoastem produsul si celilalt factor (in
cazul marimilor invers proportionale). Practic, schema conduce la rezolvarea unei
ecuatii cu o singura necunoscuta.
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Model 1. 18kg de mere costd 126000lei. Cat costd 13kg de mere de aceeasi
calitate?

Solutie. Aceastd problema poate fi rezolvata prin metoda reducerii la unitate:

1) Aflam pretul unui kilogram de mere. 126000:18=7000lei.

2) Aflam pretul a 13kg de mere. 7000-13=91000lei.

Prin regula de trei simpla, datele problemei se aseaza astfel:

18kg mere.......ccvvvveeeeeeeanen. 126000lei
13kg mere......cccceeveeeveeennens X

Aceastd schema se citeste: "Daca 18kg de mere costd 126000lei, atunci 13kg
de mere vor costa x lei".

Stabilim ce fel de proportionalitate exista intre cele doud multimi: a cantitatilor
si a costurilor. Pentru aceasta considerim multimea cantitatilor {18,13} si multimea
costurilor {126000,x}. Intre aceste doua multimi existi o proportionalitate directa,

_ 126000 x <
deoarece putem forma un sir de rapoarte egale, T =—3 , valoarea lor comuna
fiind tocmai pretul unui kilogram de mere. Apoi aflam termenul necunoscut al

126000-13
proportiei: x = T , deci x=91000(le1).

Model 2. 15 muncitori pot termina o lucrare in 20 zile. In cate zile vor termina
lucrarea 25 de muncitori?

Solutie. Aceastd problema poate fi rezolvata prin metoda reducerii la unitate:

1) Aflam in cate zile termina lucrarea un muncitor. 15-20=300zile.

2) Aflam in céate zile termina lucrarea 25 muncitori. 300:25=12zile.

Prin regula de trei simpla datele problemei se aseaza astfel:

15 MUuNCItOr..eueeeee. 20 zile
25 MUNCItOI.uueeeeeeeeee X

Aceasta schema se citeste astfel: "Daca 15 muncitori termina lucrarea in 20 de
zile, atunci 25 muncitori o vor termina 1n x zile".

Stabilim ce fel de proportionalitate existd intre cele doud multimi: a numarului
de muncitori si a numarului de zile in care ei pot termina lucrarea. Pentru aceasta
considerim multimile {15,25} si {20,x}. Intre aceste doud multimi existi o
proportionalitate inversd, deoarece putem forma un sir de produse egale 15-20=25-x,
valoarea lor comuna fiind tocmai numarul de zile in care un muncitor poate termina

-20 ) .
lucrarea. Apoi, aflam factorul necunoscut: x = 2—5 , deci x=12(zile).

In practica, existd obiceiul ca, dupd determinarea tipului de proportionalitate,
modul de aflare a necunoscutei sa fie indicat, direct pe schema, printr-o sageata care
indicd inmultirea si scrierea literelor "d.p." (pentru proportionalitate directd), respectiv
"i.p." (pentru proportionalitate inversa).

66



Model 1.

d.p.
18kg mere........cccevvveeveeennens 126000lei
13kg mere.. N ..o, X
xX= w =910001le1
Model 2.
1£

1 5MUunCitori....ccuveeireeeeereenenneen. 20zile
25MUNCItOT.eeeeeeeeeeeeeeeeeen. X
x= w =12zile

25

Probleme rezolvate

R4.9.1. Un motociclist mergand cu viteza de 60km/h strabate o distantd in
48minute. Cu ce vitezd trebuie sd meargd pentru a parcurge aceeasi distantd in
45minute?

Solutie. Efectudm transformarile:

48 min :ﬁh=ih, 45min=£h:§h.
60 5 60 4

Prin regula de trei simpla, datele problemei se aseaza astfel:

. i.p.

e 60km/h

5

éh .............................. X

4

y=—5 260-2.2 _ 64 (kmh)
3 53
4
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R4.9.2. Un muncitor efectueaza 130 piese in 4 ore 20 min. Cate piese
realizeaza muncitorul in 8 ore?

Solutie. Efectudm transformarea: 4 h 20 min=4% h= 4%h.
Prin regula de trei simpla, datele problemei se aseaza astfel:
d.p.

1 .
4=, 130piese

3 /
8h x

130-8

X =13 - 130-8-— =240 (piese)

Probleme propuse

P4.9.1. Daca din 80kg faina se produc 180 paini, ce cantitate de faind este
necesara pentru obtinerea a 72 de paini?

P4.9.2. Trei robinete, avand acelasi debit, umplu un rezervor in 6ore. in cat
timp vor umple rezervoarele doua robinete cu acelasi debit?

P4.9.3. Un copil a economisit 15 bancnote de cate 10000lei. Cate bancnote de
500001ei primeste in schimbul lor?

P4.9.4. Un muncitor face in 6 ore, 108 piese. Daca lucreaza in acelasi ritm cate
piese, de acelasi fel, face in 5 ore?

P4.9.5. La o ferma se planificase o cantitate de furaje pentru 40 vite pe timp de
60 zile. Pentru cate zile va ajunge aceeasi cantitate de furaje, daca s-au mai cumparat 8
vite?

P4.9.6. Pentru transportul lemnelor de la munte la un depozit s-au comandat
40 de vagoane cu o capacitate de 15t fiecare. S-au folosit, insa, vagoane cu o capacitate
de 20t. Cate vagoane au fost necesare?

P4.9.7. O brigada de 24 de muncitori trebuia sid sape 120m de sant. 4
muncitori nu au lucrat. Cati metri de sant au sapat ceilalti muncitori?

P4.9.8. La un magazin s-a adus 500 sticle de ulei pentru care trebuia sa se
incaseze 19.000.000lei. Dupa ce s-au vandut 300 sticle, ce suma urmeaza sa se
incaseze?

P4.9.9. La acoperirea unei podele erau necesari 50m linoleum lat de 0,75m.
Cati metri linoleum sunt necesari pentru acoperirea aceleiasi podele, dacd se foloseste
linoleum lat de 1,2m?

P4.9.10. Din 120kg apa de mare se obtin 300g sare. Ce cantitate de apa de
mare este necesard pentru a obtine 15kg sare?
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Raspunsuri

: P4.9.1. 32kg faina
P4.9.2. 9 ore
P4.9.3. 3 bancnote
P4.9.4. 90 piese
P4.9.5. 50 zile
P4.9.6. 30 vagoane
P4.9.7. 100m
P4.9.8. 7.600.000lei
P4.9.9.31,25m

: P4.9.10. 6000kg

PRRARPRRARRRRRR

Regula de trei compusa

Vom considera acum probleme in care intervin mai multe multimi de cate doua
numere, intre unele din ele existand o proportionalitate directd, iar Intre altele o
proportionalitate inversa.

Regula de trei compusa este un procedeu de aflare a unui numar necunoscut,
intr-o problema in care intervin mai multe marimi, cu cate doud valori, intre unele
existand o proportionalitate directa, iar intre altele o proportionalitate inversa.

Aplicarea acestui procedeu, numit regula de trei compusi, porneste de la
agezarea datelor problemei Intr-o schemad; apoi, se stabilesc tipurile de proportionalitate
ce existd intre marimea necunoscutd si fiecare din celelalte marimi, indicandu-se
inmultirea prin sdgeti, iar in final se efectueaza inmultirile si impartirile ce conduc la
aflarea numadrului necunoscut. La acest procedeu s-a ajuns datoritdi modului de
rezolvare a acestui tip de probleme cu ajutorul aplicarii succesive a regulii de trei
simpla.

Model. Cinci muncitori pot termina o lucrare in 15zile, daca lucreaza cate 8ore
pe zi. In cat timp vor termina aceeasi lucrare 10 muncitori, lucrind cate 6ore pe zi?

Solutie. Datele problemei se aseaza dupa urmatoarea schema:

5 MUNCIOTT.eeeeeeeeeeeeeeeeeee 8N/Zi.eeeeeeieene 15zile

10MUNCitori..ceeeeeeeeeeeieeinnee, (6] 17 SRR x

Pentru a avea doar doua marimi si a putea aplica, astfel, regula de trei simpla,
consideram constant numarul muncitorilor si problema se transforma in:

1.p.
S5 MUNCILOIT..ccvvveiieeeieieeiieeeeeeens 3 1V DU T 15zile

5 MUNCIOTT e (3) 1V R y
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Deci, 5 muncitori, lucrand cate 6 ore pe zi termina lucrarea in 20 de zile. Acum

numarul de 6h/zi, fiind constant, trebuie sd aflam In cat timp vor termina lucrarea cei
10 muncitori:

Lp.
. K ) .
5 MUNCILOIT..cceveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeees O6h/Z1...ooovveiiiiiiiiiiiiii, 20zile
10MUNCItOTT. ..eeeeeeeeeeeeeeeeneee ON/Zl.ueeeeeeeeeeeeeieeaenn. X
20-5

x=——=10(zile
10 (zile)

Practic, regula de trei compusa cuprinde urmatoarele etape:
1) Asezarea datelor problemei in schema:

5 MUNCILOIT..ccevveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeees N/ Z1ueeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee 15zile
10MUNCItOTT. ..eeeeveeeeeeeeeveaeee 6h/zi

2) Stabilirea tipului de proportionalitate ce existd intre multimea ce contine
necunoscuta §i, succesiv, celelalte multimi:

e intre multimea zilelor si cea a muncitorilor existd o proportionalitate inversa

intre multimea zilelor si cea a orelor de lucru zilnic existd o proportionalitate
inversa.

Precizam aceste proportionalitati prin sageti, pe schema:

L.p.

L.p,
5 muncitori 8h/zi

10MUuNCItOri.. ... 6h/z1

Remarca. Aceeasi problema se poate rezolva prin metoda reducerii la unitate
facand urmatorul rationament: dacd 5 muncitori, lucrand cate 8h/zi, termina lucrarea in

15zile, atunci Imuncitor, lucrand cate 8h/zi, termind lucrarea in 5-15zile. Rezulta ca
Imuncitor, lucrand cate o ord pe zi, termind lucrarea in 5-15-8zile. Rezulta, in

5-15-8

continuare, ca un muncitor, lucrand cate 6h/zi, va termina lucrarea in Tzile.
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Deci, 10muncitori, lucrand cate 6h/zi, va termina lucrarea in zile, adica in

10zile. Acest rationament se aseaza sub forma urmadtoarei scheme:

SMUNCItOIT.....covvvenereeeeennnnn. E3 1 Vi U 15zile
10mMuncitori.....ccceeeeeeeennnnne. 6h/Zl.....cooovviiiiiii X
Imuncitor..........oevvvveeeeeeenn. 8W/Z1.ooovveeevieenil 15-5
Imuncitor.........oevveeeeeeeeeenen. 1h/zi.ooooiiii, 15-5-8

15-5-
ImMuncitor.......oceeeeeeeeeneennnns Oh/Zi..ooeoveeeeeeeeen 565 8

15-5-
10MuncCitori.....eeeeeeeeeeeennne.. ON/Zl.oeeeeeeeeeee 258 =10zile

6-10

Probleme rezolvate

R4.9.3. Intr-o tabara, in 12zile, 150 de elevi consumd 900kg paine. Ce
cantitate de paine este necesard pentru 70 de elevi, pentru 18 zile?
Solutie. 1) Asezarea datelor problemei in schema

150€leVi..uiinnieniieiiieeeiien, 12Zil€..eciiieiiecieeeeeas 900kg
70€leVieeciinierierierreeereene. 18zile..ccereerrcerierieieenen, X

2) Stabilirea tipului de proportionalitate ce existd intre multimea ce contine
necunoscuta si, succesiv, celelalte multimi, precizand aceste proportionalitati prin
sdgeti, pe schema:

150eleVi...iinniiniieiiieeeienns 12Zil€..cciiieiieeieeeieeas 900kg
W
70clevi... €. 18zile....... 8 e x
_ 900-70-18 —630kg
150-12

R4.9.4. 6 muncitori pot termina o lucrare in 12zile. Dupa 4zile de lucru
echipei de muncitori i se aliturd inci 2 muncitori. In cit timp se va executa toati
lucrarea?

Solutie. Dacéd echipa poate termina lucrarea in 12zile, atunci dupa 4zile de

. 4 N . . .
lucru echipa a efectuat E, adica E din lucrare. Deci, trebuie sa aflam in cate zile 8

L 2 .
muncitori fac E din lucrare.
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Asezam datele problemei si stabilim tipul de proportionalitate ce exista Intre
multimea ce contine necunoscuta si, succesiv, celelalte multimi, precizdnd aceste
proportionalitati prin sageti, pe schema:

L.p.

Vs N
OMUNCItOIT. e 1lucrare.........uvvvvevevevevennnnnns 12zile
8MUNCItOIT......oevveveeeeeeeeiinnns E lucrare......ccccovveeeeveneennnn. X

2
12-6-=
xX= 3 6zile
8-1

Lucrarea s-a efectuat in 4zile+6zile, deci in 10zile.

R4.9.5. O echipa de 20 muncitori, lucrand cate 6ore pe zi, pot face 24piese in
10zile. Cate zile sunt necesare pentru ca o altd echipa de 15 muncitori sa faca 360piese,
lucrand cate 8ore pe zi?

Solutie. Asezam datele problemei in schemd si stabilim tipul de propor-
tionalitate ce existd intre mulfimea ce contine necunoscuta si, succesiv, celelalte
multimi, precizand aceste proportionalitati prin sdgeti, pe schema:

L.p.
A A -
L.p.
20mMuncitori.......cccueeneenne 6h/Zi...ccoueeeiann. 240piese.......ccceevenen. 10zile
d
15muncitori...........c........ 8h/Zl...covverrenenne 360piese......cecveennnns X
10-20-6-
x=10-20-6-360 o .
15-8-240
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5. Numere intregi

In cadrul temei se vor studia si aplica notiunile de numar intreg, opusul unui
numar, modulul unui numdr Intreg, divizibilitatea in multimea numerelor intregi,
determinarea valorii unei expresii ce depind de un exponent natural, rezolvarea de
ecuatii si inecuatii.

5.1. Divizibilitatea in Z
Reamintim notiunile necesare abordarii temei.

Multimea numerelor intregi se noteaza cu Z.

2=4,....,-3;,-2;-1;0; +1; +2; +3; ....}

7* =17 -0}

Definitia 5.1.1. Opusul unui numar intreg a este numadrul intreg —a cu
proprietatea cd punctele de pe axd corespunzatoare numerelor a respectiv —a se afla la
egala distanta fatd de origine.

Exemplu: opusul numarului 7 este numarul —7

opusul numarului —6 este 6.

Scriem: —(-2) = 2.

Definitia 5.1.2. Distanta pe axa intre punctul corespunzator numarului intreg a
si origine se numeste modulul numaérului a sau valoarea absoluta si se noteaza cu | a | .

Exemple: |5| =5; | 1| =1; o] =0; | -3]| =3; |-1| =15 |7] =7.

Definitia 5.1.3.

adacia> 0
(V)aEZ;|a|= Odacia= 0
—adacaa<0
Proprietati:
1. Modulul oricarui numar intreg pozitiv este mai mare decat zero.
(Vyae 7% |a| >0
2. Modulul unui numar intreg este egal cu zero dacd si numai daca numarul este
egal cu zero.
|a| =0<=a=0
3. Doud numere opuse au modulele egale.
(V)ae Z, |a| = |—a|
4. Daca o suma de module este egala cu 0 atunci fiecare modul este egal cu zero.
5. Daci |a|+ |a:| +...+ |a.|=0atunci |a;|=05si |a;]| =0si ...
a,[=0

Definitia 5.1.4. Numarul intreg a divide numarul Intreg b daca exista numarul

intreg c astfel incat b = a-c.

Notam: a|b (numarul a divide numarul b).

b:a ( numarul b se divide cu numarul a).
Numarul a se numeste divizorul lui b, iar b este multiplul lui a dar si a lui c.

Exemplu: —7|28 pentru ca existd numarul 4 € Z astfel incat 28 = (-7)4
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Proprietiti ale relatiei de divizibilitate:

1. 1la, oricare ar fia € Z;

2. ala,oricare arfia € Z;

3. al0, oricare ar fia € Z7*;

4. Dacdalbsib|catuncialc, (V)a, b€ Z*sic € Z,

5. Dacaalbsiblaatuncia=+b,(V)a,b e Z%

6. Dacd a|b sau alc atunci a|b-c,(V)a € Z*sib, c € Z;

7. Dacd alb sialc atunci a|(b=c),(V)a € Z*sib, ¢ € Z,

8. Daca alc sib|csi(a; b) =1 atunci (a'b)|c,(V)a,b € Z*sib, c € Z;
9. Daciall saual-1atuncia= = 1.

10. a|]be=(-a)|b=al(-b)<=(-a)|(-b).

Definitia 5.1.5. Un numar intreg d este divizor comun al numerelor a si b daca

dlasid|b.
Definitia 5.1.6. Numadrul intreg d este cel mai mare divizor comun al
numerelor a si b daca:

1) dlasid|b;
2) orice divizor d’ a lui a si b, comun, divide pe d.
Definitia 5.1.7. Doud numere intregi nenule a si b se numesc prime intre ele
daca (a; b)= =% 1.
Definitia 5.1.8. Numarul intreg m este cel mai mic multiplu comun al
numarului a si b daca:
1) asib au multiplu comun pe m;
2) orice alt multiplu comun a lui a si b este si multiplul lui m.

Probleme rezolvate

R5.1.1. Determinati multimea divizorilor numaérului:
a) 12; b) —20; c)7
Solutie:

Dp={%1; £2; £3; +4; +6;+£12}.
Dyo={£1; £2; £4; £5; £10;x20}.
D; = {=1; £7}. Numarul 7 se numeste prim pentru ca are ca divizor numai pe =1 si +7.

R5.1.2. Determinati n €7 astfel incat (2n + 1)|(3n + 4).
Solutie:

2n+ 1|3n+4 si2n + 1|2n + 1 atunci
2n+1|2(3n+4)

si = 2n+1]/6n+8—(6n+3)
2n+1[32n+1)
=>2n+1|6n+8—-6n-3
=>2n+1[5=>2n+1€Ds={ £1; £5}
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2n+1=1]-1 2n+1=-1|-1 2n+1=5 2n+ 1=-5

2n=5-1 _ .
2n=0][:2 n=-21:2 2n=-6|:2

n=0 n=_1 n=4|:2 n=-3
n=2

n € {0,-1,2,-3}
Solutia a II-a:
Determinati numerele Intregi n pentru care:

3n+4E 7

2n+1

3n+4€ Z daca ME 7
2n+1 2n+1

6n+8:6n+3+5:6n+3+ 5 _
2n+1 2n+1 2n+1 2n+1
> € 7 daca
2n+1 2n+1
2n+ 1|5 =2n+ 1€ Ds= {£1; £5}=>
=>n € {0;-1; 2; -3}.

R5.1.3. Determinati numerele intregi x si y astfel incat: (x +y)(2y — 1) =43
Solutie:

Din 43 = (x + 1)(2y — 1) rezulta ca

X+ 1|43 i 2y — 1143 si x + 1 $i 2y — 1 au acelasi semn, atunci avem:

D[x+1=1 2)[x+1=43 Hfx+1=-1 4Hl x+1=-43
2y—1=43 2y—-1=1 2y —-1=-43 2y—-1=-1

=3+ S/

Solutiile sunt:

1) [x=0
y=22
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R5.1.4. Determinati n € Z pentru care fractia este reductibila.

n+l1
Solutie:
Fie d cel mai mare divizor comun al numerelor 2n + 5 si n + 1 atunci avem:

d2n+5sidn+1=
d2n+5sid]2(n+1)=>
d2n+5-2(n+1)=>
d2n+5-2n-2 =
d|3, 3 este numar prim, rezultd ca d = 3.

Atunci 3|2n+55si3|n+1=>
32n+5-(n+1)=>
312n+5-n-1=>

3In+4=>
=>n+4=3k, ke’
=>n=3k-4

5.2. Determinarea valorii unei expresii ce depinde de un exponent natural

Definitia 5.2.1. Dacd a este numar intreg §i n numdr natural, n > 2 atunci
putereana lui a este: a" =a-a-a-...-a
%_J
n factori
a — se numeste baza puterii;
n — exponentul puterii.
# Dacda>0atuncia" >0

# Dacda <0 atunci a">0dacin=2k, k € N
a"<0dacin=2k+1,ke N

Oricarearfia € Zsin=1avema' =a.

# Oricarearfia € Z*sin=0avema’= 1.
# 0°nu are sens.

Reguli de calcul cu puteri

1. a™a"=a™ aeZ mneN

2. a"a"=a™aeZ mneN, m>n
3. @'=a""ae”Z mneN,;
4
5

(ab)'=a"b",aeZ, beZsineN;
(ab)'=a"b" a,be Z,b£0,n e N;
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Probleme rezolvate

R5.2.1. Fie E(n) = (-1)"n, n € N*. Sa se calculeze:
E(1) +EQ)+E(3) + .. +—E(2003)

Solutie:

E(1)=(D"1=-1

EQ)=(-1)>2=12=2

E(R)=(-1)3=-13=- +
E(4)=(-1)"4=14=4

E(2003) = (—1)**"-2003 = ~1-2003 = ~2003.

E(1 ) +E(2) + E(3) + E(4) +...+E(2001) + E(2002) + E(2003) =
=(-1+2)+ (= 3+4)+ 7+ (=2001 +2002) — 2003 =
=141+ 14...+1-2003=

1001 t&fmeni

=1001 — 2003 = —1002

R5.2.2. Cal

| 333 3222 | + l 2775 8115 | + | 72917 51237 B 3225 + 930]: (2‘3222 _ 4167)
So

333 ~3\111 111
2222 111 8111 111 111
3 =33)"=9 =>8 <9 =
33322 9333 g2f

2333 222 | 2333 + 3222
4775 33 75 225

Q15 = 3 )15 360 :>3225> 360 = 2775 > 8115

=277 -81">0= |27~ 81"~ |=27"-81"

72937 36 37 _ 3222 2333 =

51237 29 37 _ 2333

322 _ 9335 0 | 3222 _ 5333 | — 3222 _ 5333

Avem:

3222 333 + 225 60 + 222 333 Q225 + 60 . 222 167
(2 3222 2. 2333) (2 3222 2334) (2 3222 2334) (2 3222 2334) 1

R5.2.3. Fie numarul:

A=243(-1)" — 342(-1)"" '+ 456- (= 1) 1 54 - (— 1) !

unde k, p, n € N. Aratati cd A : 5.
Solutle
K~k + 1990 = k(k — 1) + 1990

k(k — 1):2 ( produs de nr.nat.consec.)

1990:2 } N

= (K —k+1990) :2 = (-

pPHp+l=pp+1)+1

p(p + 1):2 (produs de nr.nat.consec.) = p (p + 1) + 1 impar = (— l)p

Atunci: A = (—1)"243 — 342-(—1)"" + 456 + 654 = 243-(-1)" - 342-(-1)"" + 1110 =
= (~1)"[243 = 342-(~1)] + 1110 = (~1)™585 + 1110

1) nnr.pare > A=585+1110=1695
2) nnr. impare = A =-585+1110=525

k2 —k+1990
1) =

2+p+l _ _1
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5.3. Ecuatii in multimea numerelor intregi. Inecuatii in multimea numerelor intregi
In cadrul temei se vor studia ecuatii de formaax +b=0,x € Z (a € Z*;b €
Z)yax+b=c,x € Z(a€ Z* b, c € Z), si ecuatii reductibile la acestea, ecuatii de
forma ax’+b =0, xe Z (a € Z*; b € 7Z), ecuatii cu modul, (ax + b)(cx +d) =m, x €
I(a,c € I*;bd € Z, m € 7). ' _
~ Definitia 5.3.1. O ecuatie este o propozitie cu o variabild scrisa sub forma
unei egalitati, semnul egal apare o singura data 1n scrierea ei.

Exemplu: 1)3x-6=0 X € Z;
2)2x—-7=4 x e/
3)2(x+1)=3xx € {1,2,3}
4)x*—4=0 X € {~1;-2;2;5}

Variabila intr-o ecuatie se numeste necunoscuta.

Existd ecuatii cu o necunoscutd, cu doua necunoscute §i aga mai departe.

Necunoscutele se noteaza cu: X, v, z ...

Multimea valorilor necunoscutelor pentru care propozitia este adevaratd este
multimea solutiilor ecuatiei.

Exemplu: 2x+1)=3x
pt.x=1 2(1+1)=31, ptx=222+1)=32

2:2=3-1(F) 2:3=32(A)
pt.x=3 2(3+1)=3-3;

2:4=33(F)

Multimea solutiilor este {2}. Si se noteazd S = {2}.

A rezolva o ecuatie inseamna a determina multimea solutiilor.

Definitia 5.3.2. Doud ecuatii cu o necunoscutd sunt echivalente dacd au
aceeasi multime de solutii.

O ecuatie de forma ax + b =0, x € Z, unde a si b sunt numere intregi, iar a # 0, va fi
numita ecuatie liniara cu o necunoscuta (sau ecuatie de gradul I cu o necunoscutd).

Proprietiti de echivalenta:

1. Daca adunam sau scidem acelasi numadr intreg in fiecare membru al unei
ecuatii, obtinem o ecuatie, echivalenta cu prima.

2. Daca inmultim sau impartim ambii membri ai unei ecuatii cu acelasi
numar intreg, diferit de zero, obtinem o ecuatie echivalenta cu prima.

Probleme rezolvate
R5.3.1. RezolvareT ecuaticiax +b=0,x € Z,(a € Z*,b € Z)

ax+b=0|-b
ax+b-b=-b
ax =-bl:a
=-b:a

# Dacd a|b atunci x = -b : a este solutia.

# Dacd atb atunci ecuatia nu are solutii in Z.
R5.3.2. Rezolvarea ecuatiei:

ax+tb=c,x€”Z (€€ Z* bc 7).

ax+b=c|-b
ax+tb—-b=c—-b

ax=c—Dbl:a
# Dacd al(c — b) atunci ecuatia are solutia: x =(c—b) : a

# Dacaa { (c —b) atunci ecuatia nu are solutie in Z.
Exemple:
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1) 2x—4=0[+4 2) 3x+7=0|-7

2x—4+4=0+4 x+7-7=0-7
2x =4|:2 3x=-7[:3
x=4:2 x=-7:3&/7
x=2€/7 ~S=0
= S={2}

3) 5x+21=6]-21 4) 7x+11=-4|-11
5x+21-21=6-21 Tx+11-11=-4-11
5x =-15]:5 7x =-15[:7
x=-3€/ x=-13:7¢ 7
> S = (-3} - 5-0

R5.3.3. Ecuatii care se rezolva prin metode speciale:

1. Dacidx,y € Z, rezolvati ecuatiile:
a) xy=5
Trebuie sa determinam doud numere Intregi a caror produs este egal cu 5
Solutiile sunt:

) (x=1 2)(x=5 3)(x=-1 4) x=-5
N R R
S=1(1;5); (5; 1); (=1, -5); (=5, 1)}

b) 2xy-3x=7
Scoatem factor comun §i obtinem x-(2y — 3) = 7, avem urmadtoarele situatii:

1) x=1 - x=1 - X = - x =1
2y -3=7 2y=7+3 2y =10 =

2) x=7 - x=7 - X = - x =7
2y-3=1 2y=1+3 2y =4 y=2

3) x=-1 - x=-1 - x=-1 - x =1
2y -3=- 2y=-T7+3 2y=—4 -

4) x=-7 - x=-7 - x=-7 - x =7
2y-3=-1 2y=-1+3 2y =2 y=1
S=1(1;5);(7; 2); (-1, -2); (-7; D)}

c) Rezolvatiin Z x Z ecuatiile
2xy —3x—-4y+9=0
2xy —3x—-4y+6+3=0
x(2y -3)-2Q2y-3)=-3
2y -3)(x-2)=-3
Avem urmatoarele situatii:
1) 2y—-3=-1- 2y=—1+3 2y =2 y=1
{x—2=3 < {x=3+2 < {x=5 < x=5

79



2) [2y-3=3 2y=3+3
{x— -1 < {x—2=—1

3) [2y-3=1 2y=1+3
XxX—2=-3 x=-3+2

2y=—3+3
x=1+2

: - {
S=1{(5;1); (15 3); (-1; 2); (3; 0)}
2. Ecuatii cu modul:

Rezolvati in Z ecuatiile:

a) |x|=5 =>x=*5
Aplicam proprietatea modulului:

(V)x € Z,avem |x|= | x|
b) |x-3|=3ex-3)=13
Hx-3=3ox=3+3ox=6

D)x-3="S[ox=3-3<x=0
S=1{0, 6}

¢) (V)xe€Z,avem |x| >0

Dacd |x+5]|=-2=S=0@pentruca |x+5| >0(V)xEZ

d)y |x-2|+|y+1]=0

(V) ay, a,,..., a,, dacd |a1 |+|a2|+...+ |an|=0 Sa=ap=...=a,

Din [x-2|+|y+1]|=0=

|x-2]=0=
si
|y+1|=0
x—-2=0=>
si
y+1=0
x=2
si
y=1
S={(2;-D}
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Dacax,y € Zsi |x+1|+|y—2|=2,atunciavem:

1)

3)

e) |x+1|+|y-2]=2

WX+1|:0

[y-2]=2
x+1=0

(x+1=0

81



Probleme propuse

Rezolvati cu Z ecuatiile:
P53.1.5(x — 1) =2x +7
P5.3.2.2(4x + 1) =2(5x — 7)
P5.3.3. 2(—x + 5) = —8(3x +2) + 56
P5.3.4.5(x —2) — 7(x +3) =35
P53.53(x+1)-1=x+6
P53.6. x-1)(x+2)=0
P5.3.7.(-2x +8)3x + 9) =0
P5.3.8. xy —2x=-7

P539. xy+x-2y—-4=0
P5.3.10. xy —x + 3y —3=0
P5.3.11.|x-2|=3

P53.12. [3x-1]|=14
P5.3.13.|2x - 6| =-8
P5.3.14.2-10+3|x]|=-5

P5.3.15. | =x|=3

P5.3.16. 10— |x+2|=8
P53.17.2|x—1]|+3]|1-x]|=10
P5.3.18. 3|x-2|-2|2-x|=11
P5.3.19. |x-3|+|x+5]|=0
P.5.3.20. |x|+|y-2]|=3
P5321. [x-1|+]|y+3]|=1
P5.3.22. | |x+2|-1|=3
P5.3.23.|x+5|-[3y—12]=0

P5.3.24. Se dau multimile:

A= {x€Z/2x-1|(-8)},B={y € Z/-12:3y - 1)}
a) Determinati elementele celor doud multimi;

b) Aflati AUB si ANB.

P5.3.25.
a) |x-y|+(@x-6)7=0

b) |x-3]|+@x-yP*=0
P5.3.26.3x 2y =15si [x]|=5

Inecuatii in multimea numerelor intregi

Definitia 5.3.3. O propozitie cu o variabila scrisa sub forma unei inegalitati se
numeste inecuatie.

Exemple: ax +b>0,ax +b<0;ax +b>0;ax +b<0incarea, b € Z, sunt
fixate, a # 0, iar x este variabila Intreaga, x se numeste necunoscuta inecuatiei.
Pentru a rezolva o inecuatie folosim proprietatile inegalititii numerelor intregi:
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#% oricarearfia,b,c € Zsia>batuncia+c>b+c¢

#% oricare ar fia, b € Z, ¢ € Z,*, si a > b, atunci a:c > b:c, dacé c divide pe a si ¢
divide pe b.

# oricarearfia,b € Zgic € Z-* i a> b, atunci a:c < b.c, daca c divide pe a si c
divide pe b.

Probleme rezolvate

R5.3.4. Rezolvati inecuatia: 5x +3 <3x-5,x € Z.
Solutie:

5x +3<3x-5]|-3x
5x+3-3x<3x-5-3x

5x—3x+3<-5]-3
2x+3-3<-5-3

2x <-8]:2
x<-+4

x€ {.,-5-4=>S={.,-5 -4}
R5.3.5. Rezolvati inecuatia:

|xf3|§3,xEZ:>
1) |x—3|=33x—3=i3:a)x=6

b)x=0
2) |[x-3|=2=x-3=%2= a)x=5

b)x=1
3) |x-3|=1=>x-3=x1= ayx=4

b)yx=2

4) |x-3]|=0=>x=3
S=1{0,1,2,3,4,5,6}
R5.3.6. Determinati numerele intregi care verifica inegalitatea: | X | y-2)>0
Solutie:
|x|(y-2)>0
> Y- 2>0
| x| >0,dacax#0 y>2
1) Dacax € Z* atunciy € {3,4,5,...}

2) Dacd x =0 = inecuatia nu are solutie.
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GEOMETRIE
1. Segmente

In cadrul temei se vor studia notiunile de punct, dreapti, plan, semidreapts,
segment de dreaptd, dar si aplicatii in care se vor determina pozitiile unor puncte pe o
dreaptd, lungimea unui segment, distanta dintre mijloacele a doud segmente si
congruenta a doud segmente.

1.1 Puncte, drepte, semidrepte, segmente de dreapta
In vederea abordarii temei reamintim notiunile absolut necesare.
Consideram figura:

o' B A X
Vom spune ci punctul B este intre O si A.

Definitia 1.1.1 Fiind date punctele O si A pe o dreapta, multimea formata din
punctele dreptei OA situate intre O si A impreuna cu punctele X de pe dreaptd pentru
care A este intre O si X se numeste semidreaptd. Punctul O este originea semidreptei —
Semidreapta deschisda

A
( |
Notatie: (OA- semidreapta deschisa
Semidreapta inchisa:

A
I
Notatie: [OA- semidreapta inchisd ; [OA = (OA U {A}
O definitie mai putin riguroasd dar usor de retinut de catre elevi este:
semidreapta este o parte dintr-o dreapta, limitata la unul dintre capete, numit originea
semidreptei.

Definitia 1.1.2 Fiind date doua puncte A si B, multimea punctelor ce apartin
dreptei AB situate intre A si B se numeste segment deschis si se noteaza (AB)

( )
A B
Segmentul inchis [AB] = (AB) U {A,B}
f 1
A B

Punctele A si B se numesc extremitétile sau capetele segmentului.
Definitia 1.1.3 Distanta dintre punctele a si B exprimatd intr-o unitate de

masura se numeste lungimea segmentului [AB].
Notatie: AB =5 cm.
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Definitia 1.4. Doua segmente se numesc congruente dacd au masuri egale.
Notam [AB] = [CD].
A 3,5cm B
C 3,5cm D
[ I
Definitia 1.1.5 Mijlocul unui segment este un punct care Imparte segmentul in
doua segmente congruente.

| M | |
A I B
Notam M este mijlocul segmentului [AB] sau M= (AB) si [AM]=[MB]
Definitia 1.1.6 Fiind date doud segmente, vom num segmentul suma al lor un
segment care are masura egala cu suma masurilor celor doua segmente, iar segmentul
diferentd segmentul care are masura egala cu diferenta masurilor segmentelor date.
Daci AB = 15 cm, CD =7 cm si MN= 22 cm, atunci MN=AB+CD
(22=15+7), [MN] este segmentul suma.
Daca AB = 15 cm, CD =7 cm si PQ=8 cm, atunci PQ=AB — CD (8=15 — 7),
[PQ)] este segmentul diferenta

Probleme rezolvate

R1.1.1 Fiind date 10 puncte distincte doud cate doua si necoliniare trei cate trei,
aflati numarul de drepte determinate de cate doua dintre ele.

Solutie

Doua puncte distincte determind o dreapta si numai una. Fie Aj,AzA;....... Ao
cele 10 puncte punctul A; determina cu punctele A,,As....... ,Aq9,9 drepte.

Mergand cu rationamentul din fiecare punct putem duce (10-1) drepte, insa in
acest caz fiecare dreaptd o considerdm de doua ori, deci numarul dreptelor este dat de
1o0-1) 10-9

do-1) 109
2 2

Daca numarul punctelor este n atunci numarul dreptelor este n(t; 1) .
R1.1.2 Consideram punctele A,B,C,D pe dreapta d, astfel incat AB=a cm, AC=b
cm, BD=c cm, BC=(atb)cm, CD=(atb-c)cm si AD=(c-a)cm. Determinati ordinea
punctelor pe dreapta.

Solutie

Din AB=a, AC=b si BC=a+b rezulta ci A este intre B si C.

Daca B apartine Iui (AD) atunci CD=a+b+c ceea ce este fals.

I I I I
| A D | C
Daci C este intre B si D atunci CD=c-a-b ceea ce este fals, deci D este intre B
si C si cum AD=c-a rezulta ca D este intre Asi C deci ordinea punctelor este:
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1) C,D,A,Bsau?2)B,A,D,C
R1.1.3 Punctul M; este mijlocul segmentului [AB], punctul M, este mijlocul
segmentului [AM,].

Repetand procedeul punctul Mj, este, mijlocul segmentului AM,. Daca
AB=2"".3c¢m, calculati misura segmentului AM .

AB 2.
Solutie IAI\/I1 = 7, Al\/[1 = 3,
11
M1:%; AM1:223;
2 2
AM; 243
AM, = 5 AM, = S
AB 2.3
AMm:T; AM,, = oW =2.3=6;
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2. Unghiul

In cadrul temei se vor utiliza notiunile de unghi, unghiuri adiacente, bisectoarea
unui unghi, masura unui unghi, unghiuri congruente, unghi ascutit, drept, obtuz,
unghiuri opuse la varf, unghiuri in jurul unui punct, drepte perpendiculare, mediatoarea
unui segment si aplicatii in care se vor determina masuri de unghiuri, congruenta unor
unghiuri, perpendicularitatea unor drepte si coliniaritatea unor puncte.

2.1 Notiuni teoretice necesare abordarii temei

Definitia 2.1.1
Se numeste unghi figura geometrica formata din doua semidrepte inchise care au
aceeasi origine.

[OA si [OB —laturile unghiului
O — varful unghiului

Notatie: ZAOB

Unghi alungit

A B

O

ZAOB este alungit daca laturiie 1ur sunt semidrepte opuse
Unghi nul

0] A B
ZAOB este unghi nul daca [OA=[OB (semidreptele coincid)

Unitatea de masura pentru unghiuri este gradul. Unghiul de un grad reprezinta a
180-a parte dintr-un unghi alungit.
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Definitia 2.1.2

Masura unui unghi este un numar care ne arata de cite ori se cuprinde unitatea
de masura 1n unghiul pe care 1l masuram.

Notatie: Daca unghiul AOB are misura de 30 de grade notim m(£AOB)=30°
Observatie:

1° Miasura unui unghi alungit este 180°

2° Misura unui unghi nul este 0°
Definitia 2.1.3

Doua unghiuri se numesc congruente daca au masurile egale

Notatie: ZAOB =/ A’0O’B’ (unghiul AOB este congruent cu unghiul A’O’B’)

Definitia 2.1.4.

Se numeste bisectoare interioard a unui unghi nenul o semidreaptd interioara
unghiului, cu originea in varful unghiului, care formeaza cu laturile acestuia doua
unghiuri congruente.

Definitia 2.1.5
Unghiul care are masura de 90° se numeste unghi drept.
Definitia 2.1.6

Unghiul cu misura cuprinsi intre 0° si 90° se numeste unghi ascutit.
Definitia 2.1.7

Unghiul cu miasura cuprinsa intre 90° si 180° se numeste unghi obtuz.
Definitia 2.1.8

Doud unghiuri se numesc adiacente dacd au varf comun, o laturd comund si
interioarele disjuncte.
Definitia 2.1.9

Dousi unghiuri se numesc complementare daci suma masurilor lor este 90°.
Definitia 2.1.10

Doui unghiuri se numesc suplementare daci suma masurilor lor este 180°.
Definitia 2.1.11

Doua unghiuri se numesc opuse la varf daca au acelasi varf si laturile unuia se
gasesc 1n prelungirea laturilor celuilalt.

Propozitia 2.1.1
Doua unghiuri opuse la varf sunt congruente.
Propozitia 2.1.2

Suma masurilor unghiurilor formate in jurul unui punct este 360°.
Definitia 2.1.12

Doua drepte se numesc perpendiculare daca formeaza un unghi drept.

Notatie: alb (dreptele a si b sunt perpendiculare)

Definitia 2.1.13

Prin distanta de la un punct la o dreapta intelegem distanta de la acel punct la

piciorul perpendicularei pe acea dreapta.
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alb, Aca

anb={A’}

A’ este piciorul perpendicularei din A pe b

AA’ este distanta de la punctul A la dreapta b si notam AA’ =d(A;b)
Definitia 2.1.14

Mediatoarea unui segment este dreapta perpendiculard pe segment in mijlocul
acestuia.

Probleme rezolvate

R2.1.1 Se considerd punctele A,0,B coliniare in aceasti ordine. In acelasi
semiplan determinat de dreapta AB se duc semidreptele [OC si [OD astfel incat [OC
este in interiorul unghiului ZAOD, iar m(ACOD)=9OO. Daca [OE si [OF sunt
bisectoarele unghiurilor ZAOC respectiv ZBOD sa se afle masura unghiului ZEOF.

Solutie
ZAOB alungit = m(ZAOB)=180°
m(£AOC)+m(£BOD) =180" — m(£COD)=180°" — 90° =90°

[OE bisectoarea 4AOC:>m(4AOE)=m(4EOC)=w

ZBOD
[OF bisectoarea Z/BOD = m(£BOF)=m(£FOD)= M

m(ZEOF)=m(£COD)+m(ZEOC)+m(£DOF)=

o0, M(ZLAOC) + m(£BOD) 90°
2

R2.1.2 Se considera unghiul drept ZAOB si d o dreapta care trece prin O si nu

are puncte in interiorul unghiului sau pe laturile acestuia. Fie punctul C pe dreapta d,

situat n semiplanul determinat de dreapta OB si punctul A, iar D un punct pe dreapta d

astfel ca semidreptele [OC si [OD sa fie opuse.
a) Demonstrati ca unghiul ZAOC este ascutit;

=9 =90% + —— =135°
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b) Daca punctul M este in interiorul unghiului ZAOB astfel incat ZAOC sa
fie congruent cu ZAOM, demonstrati ca [OB este bisectoarea unghiului

ZMOD.
Solutie
4 B
M
D
O
A
C

a) £COD — unghi alungit=>m(~ZCOD)=180°
ZAOB —unghi drept = m(ZAOB)=90"
m(£AO0C)=180"— [m(£LAOB)+m(</BOD)]=
=180" — m(ZAOB) - m(£/BOD)= 180° —90° — m(/BOD)=
=90"- m(£BOD) = m(£LAOC)<90°=~£AOC — unghi ascutit
b) m(£LAOC)+m(£BOD)=180° — m(£LAOB)=180° — 90°=90°
m(£BOD)=90° — m(ZAOC) (1)
m(ZAOM)+m(ZMOB)=90"= m(/BOM)=90° — m(ZAOM) (2)
m(LAOM)=m(ZLAOC) (3)
Din relatiile (1), (2) si (3) = m(£LMOB)=m(£BOD)= [OB bisectoarea
/ZMOD
R2.1.3 Se considera unghiul ascutit ZXOY. In semiplanul determinat de [OX
si In care nu se afla semidreapta [OY , se duc perpendicularele [OA so [OB respectiv
pe [OX si [OY. Se noteaza cu [OC bisectoarea unghiului Z/BOX.
a) Dacid miasura ZAOC este cu 16" mai mare decat misura <XOY,
determinati m( £XOY);
b) Aratati ca daca [OB este bisectoarea ZAOC , atunci [OX este bisectoarea
ZCOY
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Solutie
/
O 7 X
A
A C
B

OALOX = m(ZA0X)=90’=m(LAOB)=90" — m(<XOB) (1)
OBLOY= m(£/BOY)=90= m(£X0Y)=90° — m(£BOX) (2)
Din relatiile (1) si (2) = m(LAOB)=m(£XO0Y)
m(ZAOC)=m(£LAOB)+m(£BOC)=m(£X0Y)+m(£BOC) (3)
m(ZAOC) — m(£XOY)=16" (4)

Inlocuind m(£AOC) din relatia (3) in relatia (4) obtinem:
m(£X0Y)+m(£BOC) - m(£X0Y)=16= m(£BOC)=16’
=m(£BOX)=2m(£/BOC)=32"

m(£X0Y)=90" — m(£BOX)=90" — 32°=58°
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3. Geometria bazata pe rationament si demonstratii

In problemele de geometric ne vom baza, in stabilirea unor proprietati pe
judecata (rationament). Punctele principale de plecare ale judecétilor pe care le vom
face vor fi cazurile de congruenta ale triunghiurilor oarecare. Scopul urmarit va fi acela
de a forma si dezvolta rationamentul geometric si de a deduce cu ajutorul lui
proprietatile cele mai importante ale figurilor geometrice.

In matematica (deci si in geometrie) se Intalnesc unele propozitii care exprima
adevaruri ce se admit fara demonstratii si care se numesc "axiome" (Cuvantul "axioma"
vine din limba greaca: axioma = opinie, teza admisa. Termenul a fost folosit, incepand
din sec. 6-5 1.H. de catre matematicii din scoala lui Pitagora). Spre exemplu: "Prin doua
puncte distincte "trece" o singura dreaptd" (axioma dreptei).

Propozitii matematice care exprimd adevaruri ce trebuie sd fie dovedite se
numesc "teoreme" (cuvantul "teoremd" vine din limba greaca: theorema = examinare,
cercetare. Termenul a fost folosit pentru prima data de filozoful grec Aristotel in sec. 4
i.H.). Spre exemplu: "Doua unghiuri opuse la vérf sunt congruente".

In enuntul fiecérei teoreme deosebim doud parti: "ipoteza" (sau premisa), care
este formatd din toate faptele pe care enuntul teoremei le presupune adevarate si
"concluzia", care este formatd din ceea ce enuntul teoremei afirma ca se poate deduce
din ipoteza. (Cuvantul "ipotezd" este compus din doud cuvinte provenite din limba
greacd: hypo = sub si thesis = punere. Cuvantul "premisd" vine din limba latina:
praemisus = pus inainte, anterior. Cuvantul "concluzie" vine din limba latina: conclusio
= incheiere).

In exemplul de mai sus, ipoteza este: "doud unghiuri sunt opuse la varf", iar
concluzia: "aceste doud unghiuri sunt congruente".

In unele cazuri teoremele sunt enuntate sub forma unor propozitii ipotetice
(conditionale): ipoteza incepe cu cuvantul "daca", iar concluzia cu cuvantul "atunci".
Cum teoreme se intdlnesc si in aritmeticd, nu numai in geometrie, vom da un exemplu
de teoremd prezentd sub forma unei propozitii ipotetice (conditionale), intilnita la
aritmetica in clasa a V-a: "Dacda un numar este divizibil cu 3 si cu 5, atunci el este
divizibil cu 15". Se retine cu usurintd ca "un numar este divizibil cu 3 si cu 5" este
ipoteza, iar "el este divizibil cu 15" este concluzia.

Teoremele trebuie sa fie "demonstrate", adica adevarurile din concluzie trebuie
sd fie "dovedite" cu ajutorul unor argumente, care sunt adevarurile din ipoteza si alte
adevaruri (axiome sau teoreme demonstrate anterior).

Pentru primul exemplu:

Ipoteza. ZAOB si ZA'OB' opuse la varf
Concluzie. ZAOB=/A'OB'.

A
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Demonstratie. Stim cd m(LAOB)+m(£LAOB')=180°, iar m(LA'OB") +
m(£AOB'") =180°, deci m(LAOB)=m(£A'OB'), de unde rezulta ca ZAOB=/A'OB".

Pentru al doilea exemplu:

Ipoteza. n:3, n:5

Concluzie: n:15

Demonstratie. Stim ca: "daca n se divide cu a si b, iar a §i b sunt prime intre ele, atunci
n se divide cu produsul a-b".

n:3,n:5 (3,5 =1=n:15.

Dacéd se schimba intre ele ipoteza si concluzia unei teoreme, se obtine o
propozitie noud, care se numeste "propozitie reciproca" (Cuvantul "reciproca" vine din
limba latina: reciprocus = care se intoarce de unde a venit, care inverseaza).

Spre exemplu, "reciproca" primului exemplu ar afirma ca: "Daca doud unghiuri
sunt congruente, atunci ele sunt opuse la varf". Aceastd propozitie este falsa, deoarece
concluzia ei nu este Intotdeauna adevarata. Pentru a dovedi falsitatea ei este suficient sa
dam un singur exemplu din care sa rezulte aceasta. Dacd vom privi, spre exemplu,
unghiurile ZCDE si ZFGH, care sunt congruente (avand aceeasi masurd), ne vom da
seama imediat ca ele nu sunt opuse la varf:

D

Un exemplu care aratd cd uneori concluzia unei propozitii nu este adevarata, se
numeste contraexemplu.

Daca reciproca unei teoreme este o propozitie falsd, atunci aceasta reciproca nu
este teorema si deci teorema datd nu admite "teorema reciproca".

"Reciproca" celui de al doilea exemplu afirmad ca: "Dacd un numar este
divizibil cu 15, atunci el este divizibil cu 3 si cu 5". Aceasta propozitie este adevarata:
Ipoteza. n:l5
Concluzie: n:3 si n:5.

Demonstratie. Stim ca: "daca n se divide cu m, atunci z se divide cu toti divizorii lui m".

n:15,15:3,15:5=n:3 si n:5.

Daca reciproca unei teoreme este o propozitie adevdratd, atunci aceasta
reciproca devine "teorema reciproca".
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Se obisnuieste ca, fatd de teorema reciprocd, teorema initiald sd se numeasca
"teorema directd". Se mai spune ci cele doud teoreme sunt una reciproca celeilalte,
ceea ce Inseamna ca oricare dintre ele ar putea fi considerata teorema directa.

Daca teorema directa si reciproca ei sunt ambele adevirate, atunci le putem
concentra intr-o singura teoremd, folosind in formularea enuntului expresia "daca si
numai daca". Iatd un exemplu: "Un numar este divizibil cu 15 daca si numai daca el
este divizibil cu 3 si cu 5". Pentru demonstrarea unei astfel de teoreme trebuie sa
facem, de fapt, doua demonstratii: directa si reciproca.

Sunt situatii cand o teorema (propozitie) poate sa admitd mai multe reciproce.
Aceasta se intampla atunci cand ipoteza sau concluzia teoremei (propozitiei) date (sau
chiar ambele) contine (contin) doud sau mai multe afirmatii (parti). in acest caz, numim
propozitie reciprocd a unei propozitii date acea propozitie In care "ipoteza" este
formatd din concluzia propozitiei date (sau numai o parte a concluziei) si o parte din
ipoteza propozitiei date, iar "concluzia" este formatd din partea rimasd a ipotezei
propozitiei date (si ceea ce a mai ramas din concluzia propozitiei date).

3.1 Congruenta triunghiurilor

Cazurile de congruenta a triunghiurilor oarecare
Fie ABC si MNP doud triunghiuri oarecare. Notatia AABC=AMNP o citim:
"triunghiul ABC este congruent cu triunghiul MNP" si intelegem prin aceasta sase
congruente, care au loc 1n acelasi timp si anume:
[AB]=[MN], [BC]=[NP], [CA]=[PM];
/BAC=/ZNMP, /ABC=/AMNP, ZACB=MPN.

Pentru a scrie cele sase congruente se tine seama ca:

1) Laturile si unghiurile celor doud triunghiuri se corespund in ordinea data
(scrisa) de congruenta celor doud triunghiuri. Ele se mai numesc si elemente (laturi sau
unghiuri) "omoloage". (Cuvantul "omolog" vine din limba greaca: homologus = in
armonie).

2) Laturile si unghiurile celor doua triunghiuri congruente, care se corespund
(omoloage), sunt congruente.

Se observd cd din AABC=AMNP nu rezulti AABC=AMPN, dar rezultd ca
AACB=AMPN si inca alte patru astfel de relatii (ABAC=ANMP, ABCA=ANPM,
ACAB=APMN, ACBA=APNM).

Ilustram grafic elementele care sunt respectiv congruente:

A M
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Pentru a arata cd doud triunghiuri sunt congruente nu este necesar sa
demonstram toate cele sase congruente intre elementele lor.

Urmatoarele afirmatii, care se numesc "cazurile de congruenta a triunghiurilor
oarecare" sunt adevarate:

Cazul 1 (LUL). Doua triunghiuri oarecare care au cate doua laturi si unghiul
cuprins intre ele respectiv congruente sunt congruente.

A M
//\ /\
B C N P

Daca [ABJ=[NM], [BCJ=[NP] si ZABC=£ZMNP, atunci rezultd ca
AABC=AMNP. Ca urmare, rezulta cid [AC]=[MP], ZACB=£MPN si Z/BAC=/NMP.

Cazul 2 (ULU). Doua triunghiuri oarecare care au cate o latura si unghiurile
alaturate ei respectiv congruente sunt congruente.

A M
B C N P

Daca [BCJ=[NP], ZABC=£AMNP, ZACB=/£ZMPN, atunci rezultd ca
AABC=AMNP. Ca urmare, rezultd ca [AB]=[MN], [AC]=[MP] si ZBAC=/NMP.

Cazul 3 (LLL). Doua triunghiuri oarecare care au laturile respectiv congruente
sunt congruente.

A M
B i C N ) P
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Daca [AB]=[MN], [BC]=[NP], [AC]=[MP], atunci rezultd ca AABC=AMNP.
Ca urmare, rezultd ca Z/BAC=/NMP, ZABC=/MNP si ZACB=/MPN.

Se obisnuieste a se rezuma astfel: cazaul 1: LUL (adica, latura-unghi-latura),
cazul 2: ULU (unghi-laturd-unghi) si cazul 3: LLL (latura-latura-latura).

Aceste trei cazuri rezultd direct din constructia triunghiului.

Remarca. Cazul LUU (laturd-unghi-unghi): Doua triunghiuri oarecare care au
cate o laturd, unghiul opus ei si un unghi aldturat ei, respectiv congruente sunt
congruente.

A M

B C N ' P

Daca [BCJ=[NP], ZBAC=4ANMP, ZABC=/£ZMNP, atunci rezultd ca
AABC=AMNP. Ca urmare, [AB]=[MN], [AC]=[MP] si ZACB=£/MPN.

Observatii. Cazul LUU nu rezultd din constructia triunghiului, dar
considerand ca suma masurilor unghiurilor unui triunghi este 180°, adica

m(£BAC)+m(£LABC)+m(£LACB)=180°

si m(LNMP)+m(£LMNP)+m(£MPN)=180° si tindnd cont cd m(LBAC)=m(£LNMP) si
m(£LABC)=m(£LMNP), rezultd cd si m(LACB)=m(£LMPN). Deci, acest caz se reduce
la ULU.

Cazurile de congruenta a triunghiurilor dreptunghice
Definitie. Triunghiul care are un unghi drept se numeste triunghi dreptunghic.
Laturile unui triunghi dreptunghic ABC, (m(£A)=90°) se numesc:

e catete — laturile alaturate unghiului drept

e ipotenuzi — latura opusa unghiului drept.

C

-
A B

[AB], [AC] sunt catete
[BC] este ipotenuza.

Toate triunghiurile dreptunghice au cate un unghi drept. Este de asteptat ca in
cazul particular al triunghiurilor dreptunghice, atat cazurile de constructie cat si
cazurile de congruenta sa fie redate intr-o forma simplificata.
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Cazul C.C. (catetd-catetd): Daca doud triunghiuri dreptunghice au catetele
respectiv congruente, atunci ele sunt congruente.

C c

A B A' B'

Fie triunghiurile dreptunghice ABC si A'B'C' cu m(£BAC)=m(£B'A'C")=90°,
[AB]=[A'B'] si [AC]=[A'C']. Putem afirma conform cazului de congruentd LUL a

triunghiurilor oarecare ca AABC=AA'B'C'.
Acest caz este o aplicatie directa a cazului LUL de la congruenta triunghiurilor

oarecare.
Cazul C.U. (cateta-unghi): Daca doud triunghiuri dreptunghice au o cateta si
un unghi ascutit, la fel agezat fatd de catetd, respectiv congruente, atunci ele sunt

congruente.

IR

I. Triunghiurile dreptunghice ABC si A'B'C' au congruente o catetd si unghiul
ascutit alaturat ei:

C c
A ’ B A ’ B

Fie triunghiurile dreptunghice ABC si A'B'C' cu m(£BAC)=m(£B'A'C")=90°,
[AB]=[A'B'] si LABC=ZA'B'C'. rezultd, conform cazului de congruenta ULU a
triunghiurilor oarecare, ca AABC=AA'B'C'.

Acest caz este o aplicatie directd a cazului ULU de la congruenta triunghiurilor

oarecare.
II. Triunghiurile dreptunghice ABC si A'B'C' au congruente o cateta si unghiul

ascutit opus ei:
C c
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Fie triunghiurile dreptunghice ABC si A'B'C' cu m(£BAC)=m(£B'A'C")=90°,
[AB]=[A'B'] si LACB=ZA'C'B'. Rezultd, conform cazului de congruentd LUU a
triunghiurilor oarecare, cda AABC=AA'B'C'.

Acest caz este o aplicatie directd a cazului LUU de la congruenta triunghiurilor
oarecare.

Cazul I.U. (ipotenuza-unghi): Daca doua triunghiuri dreptunghice au ipotenuza
si un unghi, diferit de unghiul drept, respectiv congruente, atunci sunt congruente.

C C
A B A' B'

Fie triunghiurile ABC si A'B'C' cu m(£ZBAC)=m(£B'A'C')=90°, [BC]=[B'C']
si ZABC=ZA'B'C'. Rezulta, conform cazului de congruentd LUU a triunghiurilor
oarecare, ca AABC=AAB'C'.

Acest caz este o aplicatie directd a cazului LUU de la congruenta triunghiurilor
oarecare.

Cazul 1.C. (ipotenuza-cateta): Daca doua triunghiuri dreptunghice au ipotenuza
si 0 cateta respectiv congruente, atunci ele sunt congruente.

C C
A 1 B A' 1 B'
P P'

Fie triunghiurile dreptunghice ABC si A'B'C' cu m(£LBAC)=m(£B'A'C")=90°,
[BC]=[B'C'] si [AC]=[A'C']. Trebuie sa demonstram ca AABC=AA'B'C'.

Prelungim [AC] cu [AP]=[AC] si [A'C'] cu [A'P']=[A'C']; cum [AC]=[A'C'],
rezultda ca [AP]=[A'P'] si [CP]=[C'P']. Stim ca [AC]=[AP], m(£LBAC)=m(£BAP)=90°,
[AB] laturd comund, rezulta AABC=AABP, conform cazului de congruenta cateta-
cateta. De aici, [BC]=[BP] (1).

Vom demonstra la fel ca triunghiurile A'B'C' si A'B'P' sunt congruente:
[A'C']=[AP'], m(LB'A'C)=m(B'A'P')~90° si [A'B'] laturd comuna, rezultd ca
AA'B'C'=AA'B'P', conform cazului de congruenta catetd-cateta. De aici, [B'C']=[B'P'] (2).

Din [BC]=[B'C'] si relatiile (1) si (2) rezultd ca [BP]=[B'P'].
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Vom demonstra ca triunghiurile BPC si B'P'C' sunt congruente: [BC]=[B'C'],
[BP]=[B'P'] si [CP]=[C'P'], rezultd conform cazului de congruentd LLL ca
ABPC=AB'P'C'. De aici, ZACB=Z/A'C'B'.

Acum putem arata ca triunghiurile ABC si A'B'C' sunt congruente:
[AC]=[A'C'], [BC]=[B'C"] si LACB=ZA'C'B', rezulta conform cazului de congruenta
LUL ca AABC=AA'B'C', ceea ce trebuia sa demonstram.

Probleme rezolvate
R3.1.1 In figura alituratia [AB]=[BD], [AC]=[DC]. Atunci:
a) AABC=ADBC
b) AABE=ADBE
¢) AACE=ADCE.

w)

Solutie. a) Dacd [AB]=[BD], [AC]=[DC], [BC] laturd comuna, atunci rezulta,
conform cazului de congruenta LLL, ca AABC=ADBC.

b) Din a), AABC=ADBC, rezulta ca ZABC=/DBC sau ZABE=/DBE. Daca
[AB]=[BD], ZABE=/DBE si [BE] este laturd comuna, rezultd conform cazului de
congruentd LUL, cda AABE=ADBE.

¢) Din b), AABE=ADBE, rezultid cd [AE]=[DE]. Daca [AC]=[CD], [AE]=[DE]
si [CE] este laturd comund rezultd conform cazului de congruentd LLL, ca
AACE=ADCE.

R3.1.2 In figura aliturata: AAPB=ABQA si [AC]=[BE]. Atunci:

a) AAPE=ABQC

b) ABAE=AABC A B

¢) AAPQ=ABQP.

Solutie. a) Stim ca P Q
AAPB=ABQA, de unde rezulta ca
[AP]=[BQ], [PBI=[QA],
/PAB=ZQBA. ZAPB=/BQA si
/PBA=/QAB. Stim ca E C
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[AC]=[BE] si [AQ]=[PB], iar prin scadere membru cu membru AC- AQ =BE-PB,
de unde rezulta ca [QCJ=[EP]. m(LAPE)=180°-m(ZLAPB) si m(£BQC)=180°-
m(£BQA), dar ZAPB=/BQA, de unde rezultd ca ZAPE=/BQC.

Am aratat ca [AP]=[BQ], [EP]=[CQ] si LAPE=/BQC, deci, conform cazului
de congruenta LUL, rezulta ca AAPE=ABQC.

b) Stim ca ZPAB=/QBA, iar din a) rezultd cd ZPAE=/QBC, iar prin
insumare, m(/PAB)+m(/PAE)=m(Z/QBA)+m(/QBC), de wunde rezulta ca
m(£/BAE)=m(£ZABC), deci /BAE=/ZABC. Avem [AB] laturda comung,
/ZBAE=/ABC si ZABE=/BAQ (este de fapt, Z/PBA=ZQAB) si conform cazului de
congruentd ULU rezulta ca ABAE=AABC.

c) Stim ca [AP]=[BQ], [AQ]=[BP], din AAPB=ABQA si [PQ] este latura
comund, deci AAPQ=ABQP, conform cazului LLL de congruenta a triunghiurilor.

R3.1.3 In figura aldturata: [DP]=[AP], [PB]=[PC]. Atunci:

a) ADPC=AAPB

b) ACDA=ABAD

c) ADCB=AABC.

B

Solutie. a) Stim ca [DP]=[AP], [PC]=[PB] si £LDPC=£APB, fiind unghiuri
opuse la varf, rezultd ca ADPC=AAPB, conform cazului de congruentd LUL.

b) Se dia: DP=AP, PB=PC si prin adunare membru cu membru rezultd
DP+PB=AP+PC, adica DB=AC, de unde rezulta ca [DB]=[AC].

Stim ca [DB]=[AC], [AB]=[DC] (din a) ADPC=AAPB) si [AD] latura comuna,
rezultd ca ACDA=ABAD, conform cazului LLL de congruenta a triunghiurilor.

¢) Stim ca [DB]J=[AC], [DC]=[AB] (din a)) si [BC] latura comuna, rezulta ca
ADCB=AABC, conform cazului LLL de congruenta a triunghiurilor.

R3.1.4 In figura alaturati: /DAC=/BCA, /DCA=/BAC, [DM]=[BN].
Atunci:

a) AADC=ACBA

b) AAMC=ACNA

¢) AADM=ACBN.
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Solutie. a) Stim ca ZDAC=/BCA, £DCA=/BAC si [AC] laturd comuna,
rezultd ca AADC=ACBA, conform cazului ULU de congruenta a triunghiurilor.

b) Din a) rezulta cd [AB]g[DC], stim ca [DM]=[BN], deci
AB-BN=DC-DM, de unde AN=CM, deci [AN]=[CM]. Avem: [AN]=[CM],
[AC] laturd comund si ZMCA=£NAC, de unde rezultd conform cazului LUL, ca
AAMC=ACNA.

¢) Din a) rezultd cad [AD]=[BC]; din c) rezultd ca [AM]=[CN] si se da
[DM]=[BN], deci AADM=ACBN, conform cazului LLL de congruenta a triunghiurilor.

3.2. Metoda triunghiurilor congruente

In geometrie se foloseste o metoda de stabilire a adevarului caracteristici
stiintelor matematice: demonstratia. Demonstratia este o succesiune de judeciti, de
argumente prin care se stabileste un adevir. In particular metoda triunghiurilor
congruente este 0 metodd de demonstratie prin care se demonstreaza de regula ca doud
segmente sau doud unghiuri sunt congruente.

Pentru rezolvarea problemelor de geometrie:

e cititi cu atentie problemele si folosind instrumentele potrivite, desenati figura
geometrica
figura desenata sa respecte proportiile elementelor date in enumtul problemei

e figura sa fie suficient de mare si clara

e pentru a demonstra cd doud segmente sau ca doua unghiuri sunt congruente, cautati
sd le Incadrati In douad triunghiuri a caror congruenta poate fi demonstrata

e veti trage concluzia cd segmentele sau unghiurile respective sunt congruente, daca
sunt elemente omoloage n triunghiuri congruente.

Probleme rezolvate

R3.2.1 Fie segmentele [AE] si [BD] care au un punct comun C, astfel incat
[AC]=[CD] si [CB]=[CE]. Sa se demonstreze ca:

a) [AB]=[DE]

b) /DEB=/ABE
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¢) ZCAD=/CDA.

D

A

Ipoteza:[AE]|N[BD]={C}
[AC]=[CD]
[CB]=[CE]
Concluzie: a) [AB]=[DE]
b) /DEB=/ABE
c) ZCAD=/CDA.

Demonstratie. a) Pentru a demonstra ca doud segmente sunt congruente cautam
sd le Incadram in doua triunghiuri a caror congruentd poate fi demonstrata.

Vom demonstra ca triunghiurile ACB si DCE sunt congruente, deoarece:
[AC]=[DC], [CB]=[CE] si LACB=/DCE, fiind unghiuri opuse la varf; rezultd
conform cazului de congruentd LUL cda AACB=ADCE, de unde rezulta ca [AB]=[DE].

b) Pentru a demonstra ca doud unghiuri sunt congruente cautim sa le incadram
in doua triunghiuri a céror congruenta poate fi demonstratd. Vom aréta ca triunghiurile
DEB si ABE sunt congruente.

Avem [AC]=[CD] si [EC]=[CB], din ipoteza, de unde AC+CE=DC+CB, deci
AE=DB, adica [AE]=[DB]. Deci, [AE]=[DB], [AB]=[DE] (din punctul a) al problemei)
si [BE] laturd comuna, rezultd ca ADEB=AABE, conform cazului de congruenta a
triunghiurilor LLL. De aici rezultd ca: /DEB=Z/ABE.

c) Pentru a demonstra ca doua unghiuri sunt congruente cautam sa le Incadram
in doua triunghiuri a céror congruenta poate fi demonstratd. Vom aréta ca triunghiurile
EAD si BDA sunt congruente.

Avem [AE]=[BD], [DE]=[AB] (din punctul a) al problemei) si [AD] latura
comuna, rezultd cda AEAD=ABDA, conform cazului de congruentd a triunghiurilor
LLL. De aici rezultd ca: ZCAD=£ZCDA.

R3.2.2 in AABD, O este mijlocul laturii [BD]. Se prelungeste segmentul [AO]
cu segmentul [OC] astfel incat ZCDB=/ABD. Si se arate ca:

a) [DC]=[AB]

b) ZOBC=Z0DA.

103



Ipoteza: AABD
Oe[BD], [OB]=[OD]
O€[AC]
Z/CDB=/ABD
Concluzie: a) [DC]=[AB]
b) ZOBC=/0ODA
Demonstratie. a) Vom demonstra ca triunghiurile ODC si OBA sunt
congruente. Avem: [OD]=[OB], £ZCDO=ZABO (din ipoteza) si LDOC=/BOA, fiind
unghiuri opuse la varf. Rezultd conform cazului de congruenta a triunghiurilor ULU ca
AODC=A0OBA. De aici rezulta ca [DC]=[AB].
b) Din AODC=AOBA rezulta ca [OC]=[OA]. Vom demonstra ca triunghiurile
AOD si COB sunt congruente: [OD]=[OB] (din ipotezda), [OA]=[OC] si
ZAOD=ZCOB, fiind unghiuri opuse la varf. Rezulta conform cazului de congruenta a
triunghiurilor LUL ca AAOD=ACOB. De aici rezultd ca ZODA=Z0BC.
R3.2.3 Fie segmentele congruente [OA] si [OB], astfel incat m(LAOB)<90°;
AELOB, E€OB, BFLOA, FeOA, AENBF={P}.
Sa se demonstreze ca:
a) [AE]=[BF]
b) [OP este bisectoarea unghiului AOB.
Ipoteza:[OA]=[OB], m(£LAOB)<90°
AE1OB, E€OB
BFLOA, FeOA
AENBF={P}
Concluzie: a) [AE]=[BF]
b) ZAOP=/BOP
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Demonstratie. a) Vom demonstra ca triunghiurile AEO si BFO sunt
congruente. Stim cd [OA]=[OB], m(£LAEO)=m(£BFO)=90° si ZAOB unghi comun
(din ipotezd), de unde rezultd conform cazului de congruentd a triunghiurilor
dreptunghice I.U. ca AAEO=ABFO, de unde [AE]=[BF].

b) Din congruenta AAEO=ABFO rezultd ca [OE]J=[OF]. Stim ca OA=0B,
OF=0E, rezulta ca OA-OF=0B-OE, deci FA=EB, de unde [FA]=[EB].

Avem: m(£PFA)=m(ZPEB)=90° (din ipotezd), [FA|=[EB] si £/FPA=/EPB
(unghiuri opuse la varf), de unde rezuzltd conform cazului de congruentd a
triunghiurilor dreptunghice C.U. ca AAFP=ABEP. De aici rezulta ca [PF]=[PE]. Avem:
[PF]=[PE], m(£LPFO)=m(£PEO)=90° (din ipotezd) si [OP] laturd comuna, de unde
rezultd, conform cazului de congruentd a triunghiurilor dreptunghice I[.C. ca
APFO=APEO. De aici rezulta ca ZFOP=/EOP sau ZAOP=/BOP.

R3.2.4 Daca un punct apartine bisectoarei unui unghi, atunci el este egal
departat de laturile unghiului.

Reciproc: Daca un punct din interiorul unui unghi este egal departat de laturile
unghiului, atunci punctul apartine bisectoarei unghiului.

Ipoteza: ZAOC=£COB
Me[OC
ME_LOA, E€OA
MF_10OB, FeOB
Concluzie: [MEJ=[MF]
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Demonstratie. Vom demonstra cé triunghiurile MEO si MFO sunt congruente:
m(LMEO)=m(£MFQO)=90°, Z/MOE=/MOF (din ipotezd), [OM] este laturd comuna,
rezultd conform cazului de congruentd a triunghiurilor dreptunghice I.U. ca
AMEO=AMFO. De aici rezulta ca [ME]=[MF].

Reciproc:

Ipoteza: ZAOB
MelntZAOB
MELOA, E€[OA]
MF_LOB, Fe[OB]
[ME]=[MF]
Concluzie: /ZMOA=/MOB

Demonstratie. Vom demonstra cé triunghiurile MEO si MFO sunt congruente:
m(LMEO)=m(£MFQO)=90°, [ME]=[MF] (din ipotezd), [OM] este laturd comuna,
rezultd conform cazului de congruentd a triunghiurilor dreptunghice I.C. ca
AMEO=AMFO. De aici rezultd ca Z/MOE=/MOF sau Z/MOA=/MOB.

Observatie. Cele doud teoreme de mai sus pot fi formulate intr-o singura
teoremd care se numeste proprietatea bisectoarei unui unghi: Un punct apartine
bisectoarei unui unghi daca si numai daca este egal departat de laturile unghiului.

Remarca. Se numeste loc geometric o multime de puncte care sunt
caracterizate printr-o aceeasi proprietate. Deci, bisectoarea unui unghi este locul
geometric al punctelor din interiorul unghiului egal departate de laturile unghiului.

Pentru ca figura presupusa sa fie loc geometric, trebuie satisfacute urmatoarele
doua propozitii:

a) orice punct al figurii sd aiba proprietatea enuntata

b) orice punct care are proprietatea enuntata sa apartina figurii.

R3.2.5 Daca un punct apartine mediatoarei unui segment, atunci el este egal
departat de extremitatile segmentului.

Reciproc: Daca un punct este egal departat de extremitdtile unui segment,
atunci punctul apartine mediatoarei segmentului.

Ipoteza:[AB]
dLAB
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dNAB={M}

[MA]=[MB]
Ped
Concluzie: [PA]=[PB]
P
A M B
d

Demonstratie. Vom demonstra ca triunghiurile PMA si PMB sunt congruente:
m(£PMA)=m(£PMB)=90°, [MA]=[MB] (din ipoteza) si [PM] laturd comuna, rezulta
ca APMA=APMB, conform cazului de congruentd a triunghiurilor dreptunghice C.C.
De aici rezulta ca [PA]=[PB].

Reciproc:

Ipoteza:[AB]
[PA]=[PB]
Concluzie: P apartine mediatoarei segmentului [AB].

Demonstratie. Construim perpendiculara din P pe AB, care intersecteaza AB in
M. Vom demonstra c¢a triunghiurile PMA si PMB sunt congruente:
m(£PMA)=m(£PMB)=90°, [PA]=[PB] (din ipoteza) si [PM] laturd comuna, rezulta ca
APMA=APMB, conform cazului de congruentd a triunghiurilor dreptunghice I.C. De
aici rezultd ca [AM]=[MB], dar PM_LAB, rezulta ca PM este mediatoarea segmentului
[AB].

Observatie. Cele doua enunturi de mai sus pot fi formulate intr-o singura
teorema care se numeste proprietatea mediatoarei unui segment: Un punct apartine
mediatoarei unui segment dacd §i numai dacd este egal departat de extremitatile
segmentului.

Remarci. Mediatoarea unui segment este locul geometric al punctelor din plan
egal departate de extremitatile segmentului.

R3.2.6 Fie triunghiurile ABC si A'B'C' in care construim AD1BC, DeBC,
A'D'1B'C', D'eB'C' si medianele [AM] si [A'M']. Daca [BC]=[B'C'], [AD]=[A'D'],
[AM]=[A"™™'], demonstrati ca AABC=AA'B'C'.

Ipoteza: AABC, AA'B'C'
AD1BC, DeBC
A'D'1B'C', D'eB'C'
Me[BC], [MB]=[MC]
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M'e[B'C'], [M'B'l=[M'C’]

[BCI=[B'C
[AD]=[A'D]
[AM]=[A'M]
A Al
i I
B D M C B D M C

Demonstratie. Daca [BC]=[B'C'] si M, M' sunt mijloacele segmentelor [BC],
respectiv  [B'C'] rezulta ca [BM]=[MC]=[B'M'|=s[M'C']. Putem demonstra ca
triunghiurile ADM si A'D'M' sunt congruente, deoarece:
m(LADM)=m(ZLA'D'M"')=90°, [AD]=[A'D'] si [AM]=[AM'] (din ipotezd), rezulta,
conform cazului de congruentd [.C. ca AADM=AA'D'M'. De aici rezultd ca:
[DM]=[D'M']. Dar [BM]=[B'M'], de unde BM-DM=B'M'-D'M', deci BD=B'D’, atunci
[BD]=[B'D'].

Putem demonstra ca triunghiurile ADB si A'D'B' sunt congruente, deoarece:
m(£LADB)=m(ZA'D'B')=90°, [AD]=[AD'] (din ipotezd) si [BD]=[B'D'], rezulta
conform cazului de congruentd C.C. ca AADB=AA'D'B'. De aici rezulta cad [AB]=[A'B'"]
si ZABC=/AB'C'.

Acum putem demonstra ca triunghiurile ABC si A'B'C' sunt congruente,
deoarece: [AB]=[A'B'], ZABC=ZA'B'C' si [BC]=[B'C'] (din ipotezd), rezultd conform
cazului de congruentd LUL cda AABC=AA'B'C'.

3.3 Paralelism

3.3.1 Drepte paralele
Reamintim urmatoarele definitii §i teoreme ce se vor folosi in acest paragraf:

. Doua drepte distincte care au intersectia egald cu multimea vidd se numesc
drepte paralele.

. Daca doua drepte intersectate de o secantd formeaza o pereche de unghiuri
alterne interne congruente, atunci dreptele sunt paralele.

. Daca doud drepte intersectate de o secantd formeaza o pereche de unghiuri
alterne externe congruente, atunci dreptele sunt paralele.

. Dacé doua drepte intersectate de o secantd formeaza o pereche de unghiuri
corespondente congruente, atunci dreptele sunt paralele.

. Daca doud drepte intersectate de o secantd formeaza o pereche de unghiuri

interne de aceeasi parte a secantei suplementare, atunci dreptele sunt paralele.
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. Dacé doud drepte intersectate de o secantd formeaza o pereche de unghiuri
externe de aceeasi parte a secantei suplementare, atunci dreptele sunt paralele.

. Axioma paralelelor (axioma Iui Euclid). Printr-un punct exterior unei drepte
date se poate duce o singura paraleld la acea dreapta.

Observatie. Axioma lui Euclid ne asigura atat de existenta unei paralele dusa
printr-un punct exterior la dreapta, cat si de unicitatea acestei paralele.

Euclid (Eukleides) a fost matematician grec (sec. 3 1.H.). El a intemeiat o
scoald n Alexandria (Egipt). Este autorul primei expuneri sistematice a cunostintelor
de geometrie intitulatd "Elemente", care a constituit cartea de capatai a geometriei timp
de 2000 de ani.

. Consecintele axiomei paralelelor:

1) Doua drepte paralele cu o a treia sunt paralele intre ele.

2) Daca doua drepte sunt paralele, atunci orice dreapta care se intersecteaza cu

una dintre ele se va intersecta si cu cealalta.
. Daca doud drepte paralele sunt intersectate de o secanta, atunci ele formeaza
unghiuri alterne interne congruente doud cate doud, unghiuri alterne externe
congruente doud cate doud, unghiuri corespondente congruente doud cate doua,
unghiuri interne de aceeasi parte a secantei suplementare si unghiuri externe de aceeasi
parte a secantei suplementare.

Remarca. Teoremele de mai sus pot fi enuntate si in felul urmator:

Doua drepte tdiate de o secantd sunt paralele daca si numai daca unghiurile:

a) alterne interne sunt congruente doua cate doua;

b) alterne externe sunt congruente doua cate doua;

¢) corespondente sunt congruente doua cate doud;

d) interne de aceeasi parte a secantei sunt suplementare;

e) externe de aceeasi parte a secantei sunt suplementare.

Unghiuri cu laturile respectiv paralele
Teorema. Doud unghiuri cu laturile respectiv paralele sunt congruente daca
sunt ambele ascutite sau ambele obtuze si sunt suplementare daca unul este ascutit, iar

celalalt este obtuz.
A Ay
(0] /(Z }; O % ]; 1

Yo B B /oy B,

An

B A
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Demonstratie. In primul caz, cind ambele unghiuri sunt ascutite, de exemplu:
fie ZAOB, ZA'O'B' doua unghiuri astfel incdt OA||O'A' si OBJ|O'B'. Notand
OBNO'A'={C}, din OA||O'A' intersectate de secanta OB rezulta LAOB=/A'CB
(unghiuri corespondente), apoi din OB||O'B' intersectate de secanta O'A' rezultd
ZA'CB=ZA'O'B' (unghiuri corespondente), deci ZAOB=ZA'O'B'.

Teorema este adevarata si pentru ZA"O'B", care este opus la varf un unghiul
ZA'O'B', adicd avem ZAOB=ZA"O'B".

in al doilea caz, cand un unghi este ascutit si celalalt obtuz, fie ZA;0,B; si
LA;O;B‘1 doua unghiuri astfel incat O A, || O;A'], OB, || O;B'1 , m(£A;0,B)<90°,
m(ZA,0,B))>90°. Fie [O,B; semidreapta opusd semidreptei [O,B,; rezulti ci
unghiurile ZA 0,B, = ZA,0,B,, fiind unghiuri cu laturile respectiv paralele ambele
ascutite, dar ZA,0,B, si ZA,0,B, sunt unghiuri suplementare, atunci si ZA,0,B,
si ZA,0,B, sunt suplementare.

Teorema este adevarati si pentru A O,B;, care este opus la varf cu unghiul
ZA,0,B,, adici avem m(£A,0,B,)+m(LA;0,B,)=180°.

Model 1. Segmentel [AB] si [CD] au acelasi mijloc O. Sa se demonstreze ca
AC|BC.

Ipoteza: ABNCD={O}
[OA]=[OB]
[OC]=[OD]
Concluzie: AC|BD
D B

A C

Demonstratie. Putem demonstra cé triunghiurile AOC si BOD sunt congruente:
[OA]=[OB], [OC]=[OD] (din ipotezd), LAOC=£ZBOD (opuse la varf), atunci
AAOC=ABOD (cazul LUL), de unde rezulta cda LZOAC=Z0BD; deci, dreptele AC si
BD intersectate de secanta AB formeaza o pereche de unghiuri alterne interne
congruente, rezulta ca AC|BD.

Model 2. In triunghiul ABC, De(AC), E€(AB), Me(BC), astfel incat
DM||AB, EM||AC. Daca m(£LEMB)=67° si m(£DMC)=43°, sa se calculeze masurile
unghiurilor triunghiului ABC.

Ipoteza: AABC, De(AC), E€(AB), Me(BC)
DM||AB, EM||AC
m(ZEMB)=67°
m(£DMC)=43°

Concluzie: m(£BAC)
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Demonstratie. Dreptele paralele DM si AB intersectate de secanta BC
formeazda o  pereche de  unghiuri  corespondente  congruente,  deci
m(£DMC)=m(£LABC)=43°; dreptele paralele EM si AC intersectate de secanta BC
formeazda o  pereche de  unghiuri  corespondente  congruente, deci
m(ZEMB)=m(£LACB)=67°. Putem afla m(ZEMD):

m(Z/EMD)=180°-(m(£/DMC)+m(LEMB)),
m(£LEMD)=180°-(67°+43°)=180°-110°=70°.

Dreptele paralele AB si DM tdiate de secanta EM formeaza o pereche de
unghiuri alterne interne congruente, deci m(£BEM)=m(£LEMD)=70°; dreptele paralele
EM si AC taiate de secanta AB formeaza o pereche de unghiuri corespondente
congruente, deci m(ZBEM)=m(£BAC)=70°.

Masurile unghiurilor triunghiului ABC sunt: m(£ZBAC)=70°, m(£LABC)=43°
si m(£LACB)=67°.
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Probleme rezolvate

R3.3.1 Sa se demonstreze cd paralele duse prin varfurile unui triunghi la
laturile opuse determind un triunghi in care varfurile triunghiului dat sunt mijloace de
laturi.

Ipoteza: AABC
AePN, PN|BC
BePM, PM|AC
CeMN, MN|AB
Concluzie: [AP]=[AN]
[BP]=[BM]
[CM]=[CN]
P A N

B\/ ¢
M
Demonstratie. Dreptele paralele PN si BC intersectate de secanta AC formeaza
o pereche de unghiuri alterne interne congruente, /NAC=/ACB; dreptele paralele AB
si MN intersectate de secanta AC formeaza o pereche de unghiuri alterne interne
congruente, ZACN=/BAC.
Avem: ZNAC=/ACB, ZACN=/BAC, [AC] laturd comuna, atunci
AABC=ACNA (cazul ULU), de unde rezulta ca:
[AN]=[BC] (1)

si
[CNI=[AB] )
Dreptele paralele PN si BC intersectate de secanta AB formeaza o pereche de
unghiuri alterne interne congruente, /PAB=/ABC; dreptele paralele PM si AC
intersectate de secanta AB formeaza o pereche de unghiuri alterne interne congruente,
/PBA=/BAC.
Avem: /PAB=/ABC, /PBA=/BAC, [AB] laturd comuni, atunci
AABC=ABAP (cazul ULU), de unde
. [AP]=[BC] 3)
si
[BP]=[AC] “4)
Dreptele paralele AB si MN intersectate de secanta BC formeaza o pereche de
unghiuri alterne interne congruente, /BCM=/ABC; dreptele paralele PM si AC
intersectate de secanta BC formeaza o pereche de unghiuri alterne interne congruente,
Z/CBM=/ACB.

112



Avem: /BCM=/ABC, ZCBM=/ACB, [BC] laturd comuna, atunci
AMCB=AABC (cazul ULU), de unde
. [CM]=[AB] ®)]
si
[BM]=[AC] (6)
Din relatiile (1) si (3) rezultd ca [AN]=[AP].
Din relatiile (2) si (5) rezulta ca [CN]=[CM].
Din relatiile (4) si (6) rezulta cd [BP]=[BM].
R3.3.2 In triunghiul ABC, [BD] este mediand, De(AC). Construim CE||BD,
unde E€ AB. Demonstrati ca B este mijlocul segmentului [AE].
Ipoteza: AABC
De(AC), [DA]=[DC]
CE|BC, E€cAB
Concluzie: [AB]=[BE]

E

Demonstratie. Pentru demonstrarea acestei probleme facem urmatoarea
constructie auxiliara: BF||AC, Fe(CE).

Vom demonstra ca triunghiurile BCD si CBF sunt congruente: /DBC=/BCF
(unghiuri alterne interne, BD||CE si BC secantd), /DCB=ZCBF (unghiuri alterne
interne, BF||AC si BC secantd), [BC] laturd comuna, atunci ABCD=ACBF (cazul
ULU), de unde rezulta ca [CD]=[BF], dar [CD]=[AD] (din ipotezd), deci [AD]=[BF].

Vom demonstra ca triunghiurile FBE si DAB sunt congruente: [AD]=[BF],
ZEBF=/BAD (unghiuri corespondente, BF||AC si AE secantd), LEFB=/ECA
(unghiuri corespondente, BF||AC si EC secantd), dar ZECA=/BDA (unghiuri
corespondente, BD|[EC si AC secantd), deci ZEFB=/BDA; atunci AFBE=ADAB
(cazul ULU), de unde rezulta ca [BE]=[AB].

R3.3.3 Fie M, N, P mijloacele laturilor [AB], [BC], [AC] ale unui triunghi
ABC. Fie D si E astfel incat [MD]=[MC], Me(DC), [PE]=[PN], Pe(NE). Sa se
demonstreze ca punctele A, D, E sunt coliniare.

Ipoteza: AABC
Me(AB), [MA]=[MB]
Ne(BC), [NB]=[NC]
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PeAC), [PA]=[PC]
Me(DC), [MCJE[MD]
Pe(EN), [PN]=[PE]
Concluzie: A, D, E coliniare
D A E

B N C

Demonstratie. Vom demonstra ca triunghiurile MAD si MBC sunt congruente:
[MA]=[MB], [MD]=[MC] (din ipotezd), LAMD=/BMC (unghiuri opuse la varf),
atunci AMAD=AMBC (cazul LUL), de unde rezultd ca /MAB=/MBC, deci dreptele
AD si BC intersectate de secanta AB formeaza o pereche de unghiuri alterne interne
congruente, rezulta ca AD||BC.

Vom demonstra cid triunghiurile APE si CPN sunt congruente: [AP]=[PC],
[PE]=[PN] (din ipotezd), ZLZAPE=£NPC (unghiuri opuse la varf), atunci AAPE=ACPN
(cazul LUL), de unde rezulta ca LEAP=/PCN, deci dreptele AE si BC intersectate de
secanta AC formeazd o pereche de unghiuri alterne interne congruente, rezultd ca
AE|BC.

Avem AD|BC, AE|BC si conform axiomei paralelelor, dreptele AD si AE
coincid, deci A, D, E sunt coliniare.

3.3.2. Linia mjlocie intr-un triunghi

Intr-un triunghi, segmentul determinat de mijloacele a doud laturi se numeste
linie mijlocie.
Remarci. Un triunghi are trei linii mijlocii.
A

AN

B P ¢
Fie M, N, P mijloacele laturilor [AB], [AC], respectiv [BC] ale triunghiului
ABC. Segmentele [MN], [NP], [PM] sunt cele trei linii mijlocii ale triunghiului ABC.
Teoremi. Segmentul care uneste mijloacele a doua laturi ale unui triunghi este
paralel cu cea de a treia laturd si are lungimea egald cu jumatate din lungimea acestei
laturi.
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BC AB
Conform acestei teoreme, avem MN|BC, MN:T’ NP||AB, NP :T,

MP||AC, MP = % :

Reciproca. Dacé prin mijlocul M al laturii [AB] din triunghiul ABC, se duce

BC
MN)|BC, Ne(AC), atunci N este mijlocul laturii (AC) si MN = 7

Demonstratie. Demonstratia se face prin metoda reducerii la absurd.
Presupunem ca N nu este mijlocul laturii [AC], atunci existd un punct N', N'e(AC),
N'%N, astfel incat [N'A]=[N'C]. Conform definitiei liniei mijlocii, rezultd ca [MN'] este
linie mijlocie, deci MN'||BC, dar MN||BC (din ipoteza) si MN'=MN; contradictie cu
axioma paralelelor.

Presupunerea facuta este falsa, rezultd ca N este mijlocul lui [AC]; deci [MN]

T . BC
este linie mijlocie, atunci MN = ——.

2
Model. Fie M, N, P mijloacele laturilor [AB], [AC] respectiv [BC] ale
triunghiului ABC.
a) Aratati ca unghiurile triunghiurilor AMN, MBP, NPC, PNM sunt
congruente cu unghiurile triunghiului ABC.
b) Triunghiurile AMN, MBP, NPC, PNM sunt congruente. (Triunghiul PNM
se numeste triunghi median sau triunghi complementar triunghiului ABC, M, N, P
fiind "picioarele” medianelor triunghiului ABC).
Ipoteza:AABC
Me(AB), [MA]=[MB]
Ne(AC), [NA]=[NC]
Pe(BC), [PB]=[PC]
Concluzie: a) AAMN, AMBP, ANPC, APNM au unghiurile congruente
cu unghiurile AABC
b) AAMN=AMBP=ANPC=APNM.
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Demonstratie. a) Conform definitiei liniei mijlocii, [MN], [NP] si [MP] sunt
liniile mijlocii ale triunghiului ABC, deci MN||BC, NP||AB si MP||AC.

In triunghiul AMN avem: /MAN=/BAC, ZAMN=/ABC (unghiuri
corespondente, MNJ|BC, AB secantd), LANM=/ACB (unghiuri corespondente,
MN]|BC, AC secanta).

in triunghiul MBP, la fel, avem: <ZMBP=/ABC, ZBMP=/BAC,
/BPM=/ACB (unghiuri corespondente, MP||AC, AB secanta, respectiv BC).

in triunghiul NPC, la fel, avem: ZPCN=/ACB, /PNC=/BAC,
/NPC=/ABC (unghiuri corespondente, NP||AB, AC secanta, respectiv BC).

In triunghiul MPN avem: /MPN=/PNC (alterne interne, MP||AC, PN
secantd), dar Z/PNC=/BAC, atunci ZMPN=/BAC; ZMNP=/NPC (alterne interne,
MN|BC, PN secanta), dar /NPC=/ABC, atunci /MNP=/ABC; /NMP=/MPB
(alterne interne, MN||BC, MP secantd), dar /MPB=/ACB, atunci /NMP=/ACB.

c) Segmentele [MN], [NP], [MP] sunt liniile mijlocii ale triunghiului ABC,

rezultd ca MN:B—2C=BP:PC, NP:%:AM:MB,

MP:%:ANzNC.

Avem AAMN=AMBP=ANPC=APNM (cazul LLL).
Probleme rezolvate

R3.3.4 In triunghiul ABC punctele D si E sunt mijloacele laturilor [AB],
respectiv [BC]. Daca G este punctul de intersectie al dreptelor AE si CD, demonstrati
ca 2-DG=GC si 2-EG=GA.

Ipoteza: AABC
Ee(BCO), [BEJ=[EC]
De(AB), [DA]=[DB]
AENCD={G}
Concluzie: 2-DG=GC
2-EG=GA
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Demonstratie. Fie M si N mijloacele segmentelor [AG], respectiv [CG].
Segmentele [MN] si [DE] sunt linii mijlocii in triunghiurile GAC, respectiv ABC, de

A A
unde rezultd ca MNJAC, MN:TC si DE|AC, DE:TC, deci MN||DE,

[MN]=[DE].

Vom demonstra ca triunghiurile GMN si GED sunt congruente: [MN]=[DE],
Z/GMN=/GED, ZGNM=/GDE (alterne interne, MN||DE, ME secanta, respectiv
ND), atunci AGMN=AGED, de unde rezultd ca [GM]=[GE] si [GN]=[GD], dar
[GM]=[AM] si [GN]=[NC], deci GA=2-GM=2-EG si GC=2-GN=2-GD.

R3.3.5 Sa se demonstreze ca dreapta determinata de varful A al unui triunghi
ABC si mijlocul medianei din B intersecteaza latura [BC] intr-un punct E, astfel incat

BE:lBC.
3

Ipoteza: AABC
De(AC), [DA]=[DC]
Pe(BD), [PB]=[PD]

AP~BC={E}
Concluzie: BE = %BC
A
D
P
B E F C

Demonstratie. Fie DF||AE, Fe(BC).
In AAEC aplicim reciproca liniei mijlocii: D este mijlocul laturii [AC],
DF||AE, Fe(EC), atunci F este mijlocul laturii [EC], deci [EF]=[FC].
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In ABDF aplicam reciproca liniei mijlocii: P este mijlocul laturii [BD], PE|[DF,
Ee(BF), atunci E este mijlocul laturii [BF], deci [BE]=[EF], dar [EF]=[FC], rezulta ca
BE=EF=FC=%BC.

R3.3.6 Doud triunghiuri ABC si ADE au mediana [AM] comuna,
{M}=BCnDE. Fie P, Q, R, S, respectiv mijloacele laturilor [AB], [AC], [AD], [AE].
Aratati ca RQ|[PS si [RQ]=[PS].

Ipoteza: AABC, AADE
{M}=BCnDE
[MB]=[MC]
[MD]=[ME]
Pe(AB), [PA]=[PB]
Qe(AC), [QAIH[QC]
Re(AD), [RA]=[RD]
Se(AE), [SA]=[SE]

Concluzie: RQJPS, [RQ]=[PS]

Demonstratie. Din ipotezd avem [MB]=[MC] si [ME]=[MD], iar
ZBME=/ZCMD (unghiuri opuse la varf), atunci ABME=ACMD, de unde rezulta ca
[BE]=[CD] si ZMBE=£AMCD, deci dreptele CD si BE intersectate de secanta BC
formeaza o pereche de unghiuri alterne interne congruente, rezulta ca ele sunt paralele,
CD||BE. Segmentele [RQ] si [PS] sunt linii mijlocii in triunghiurile ADC, respectiv

1 1
ABE, deci RQ|IDC, RQ ZEDC si PS|BE, PS = EBE , dar DC||BE si [DC]=[BE],
rezultd ca RQ||PS si [RQ]=[PS].
3.3.3. Suma masurilor unghiurilor unui triunghi

In rezolvarea problemelor din acest paragraf vom folosi urmitoarele rezultate,
demonstrate la orele de geometrie:
. Suma masurilor unghiurilor unui triunghi este 180°.

Consecinte:
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1) Toate unghiurile triunghiului echilateral au méasura de 60°.

2) In orice triunghi dreptunghic, unghiurile ascutite sunt complementare.
Unghiurile ascutite ale unui triunghi dreptunghic isoscel au masura de 45°.

3) In orice triunghi poate exista cel mult un unghi drept sau obtuz.
. Masura unui unghi exterior al unui triunghi este egala cu suma masurilor celor
doud unghiuri ale triunghiului, neadiacente lui.

Remarca. e Bisectoarea unui unghi exterior al unui triunghi se numeste
bisectoare exterioara a triunghiului, corespunzatoare unghiului respectiv.

[BE este bisectoare interioara

[BF este bisectoare exterioara

D B C
. Bisectoarea interioard si bisectoarea exterioara duse din acelasi varf al unui
triunghi sunt perpendiculare.
Demonstratie. Unghiurile ZABC si ZABD sunt adiacente suplementare, deci

1 1
m(ZABC)+m(ZABD)=180°. de unde avem Em(LABC) + Em(ZABD) =90°,
adica m(ZABE)+m(ZABF)=90°, deci m(LEBF)=90°, de unde rezultd ca BE_LBF.

Probleme rezolvate

R3.3.7 In interiorul wunui triunghi isoscel ABC, [AB]=[AC] si
m(£BAC)<120°, se considera un punct M, astfel incit m(LMBC)=30° si
m(£LMCB)=15°. Notam cu P intersectia dreptei BM cu 1néltimea din A a triunghiului
ABC. Sa se afle masurile unghiurilor ZPMC si £ZBPC.

Ipoteza:AABC: [AB]=[AC]

m(/BAC)<120°

MeIntAABC
m(£MBC)=30°
m(£MCB)=15°
AD1BC, De(BC)
ADNBM={P}

Concluzie: m(£PMC), m(£BPC)
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Demonstratie. Unghiul ZPMC este unghi exterior triunghiului MBC, de unde
rezultd cd m(£/PMC)=m(£LMBC)+m(£LMCB)=30°+15°=45°,

Vom demonstra cad triunghiurile ADB si ADC sunt congruente:
m(£LADB)=m(ZADC)=90°, [AB]=[AC] (din ipotezd), [AD] este laturd comuna, atunci
AADB=AADC (cazul 1.C.), de unde rezulta ca [DB]=[DC].

Acum putem demonstra congruenta triunghiurilor PDB si PDC:
m(£PDB)=m(£PDC)=90° (din ipotezd), [DB]=[DC], [PD] laturd comuna, atunci
APDB=APDC (C.C.), de unde rezultdi ca /PBC=/PCB, dar m(£/PBC)=30° (din
ipoteza), atunci

)

m(£BPC)=180°-2m(£LPBC)=180°-2-30°=120°.

R3.3.8 In triunghiul ABC avem m(/B)=3m(ZA). Mediatoarea laturii [BC]
intersecteaza dreapta AC in punctul E, astfel incat /BAE=/BEA. Sa se calculeze
masurile unghiurilor triunghiului ABC.

Ipoteza: AABC: m(£B)=3m(LA)
Fe(BC), [FB]=[FC]
FE1BC, E€(AC)

/BAE=/BEA
Concluzie: m(£BAC), m(£ABC), m(ZACB)
A
E
: :
B F C

Demonstratie. Notam m(ZBAC)=x, atunci m(LABC)=3x si m(£LBEA)=x.
Daca suma masurilor unghiurilor unui triunghi este 180°, atunci m(LACB)=180°-
(m(£BAC)+m(£ABQ)), deci m(£LACB)=180°-4x si m(£LABE)=180°-
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(m(£BAE)+m(£BEA)), deci m(LABE)=180°-2x. Atunci, m(£LEBC)=m(£ABC)-
m(£ABE), deci m(LEBC)=3x-(180°-2x), efectuand calculele se obtine
m(£LEBC)=5x-180°. (1
Vom demonstra ca triunghiurile EFB si EFC sunt congruente:
m(ZLEFB)=m(ZLEFC)=90°, [FB]=[FC] (din ipotezd), [EF] laturd comuna, atunci
AEFB=AEFC (cazul C.C.), de unde rezultda ca <ZEBF=/ECB, dar
m(£LECB)=m(£ACB)=180°-4x, atunci
m(£LEBF)=m(ZEBC)=180°-4x 2)
Din relatiile (1) si (2) deducem ca 5x-180°=180°-4x sau 9x=360°, de unde
x=40°.
Vom avea: m(£LABC)=3-40°=120°, m(£LBAC)=40°, m(£LC)=20°.
R3.3.9 Unghiurile A, B, C ale unui triunghi ABC au maisurile invers

1
proportionale cu numerele 0,(3); 7; 0,125. Fie Me(AB) si Ne(AC), astfel incat

m(LACM)=40° si m(LABN)=20°. Sa se determine masurile unghiurilor triunghiului

}

ABC si masura unghiului ZANM.
Ipoteza: {m(Z£A),m(£B),m(£LC)}, i.p. {

o | —

11

377
Me(AB), Ne(AC)
m(ZLACM)=40°
m(£LABN)=20°

Concluzie: m(Z£A), m(£B), m(£LC)
m(ZLANM)

. 111
Demonstratie. Intre multimile {m(£A),m(£B),m(£C)} si {g,;,g} se
stabileste o proportionalitate inversa, atunci intre {m(Z£A),m(£B),m(£C)} si {3,7,8}
se stabileste o  proportionalitate  directd, deci se  poate  scrie:
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m(Z/A) m(£/B) m(£C)
37
avem mai departe:
m(ZA) m(£B) m(£LC)  m(LA)+m(LB)+m(LC) 180°
37 8 3+7+8 18
m(£A4) _ m(£B) _

, de unde aplicand proprietatea sirului de rapoarte egale,

=10°

Din 10°, rezultd cd m(LA)=30°; din 10°, rezultd ca

m(£C) _

m(/B)=70°; din 10°, rezulta ca m(£C)=80°.

Stim cad m(LACM)=40°, atunci m(£ZMCB)=m(ZACB)-m(£LACM), efectuand
obtinem m(£MCB)=40°.

Stim ca m(£LABN)=20°, atunci m(£NBC)=m(£ABC)-m(£ABN), efectuand
obtinem m(£NBC)=50°.

Fie BNNCM={P}. In triunghiul PBC:

m(£PBC)+m(£PCB)=50°+40°=90°,
deci m(Z/BPC)=90°, de unde rezultd ca CPLBN. In triunghiul CPN, m(/PCN)=40° si
m(£CPN)=90°, rezulta ca
m(ZCNP)=90°-m(£PCN)=50°.

Vom demonstra cid triunghiurile CPB si CPN sunt congruente:
m(ZCPB)=m(ZCPN)=90°, [CP] latura comuna si m(LCBP)=m(ZCNP)=50°, atunci
ACPB=ACPN (cazul C.U.), de unde rezultd ca [PB]=[PN]. Acum putem demonstra ca
triunghiurile MPB si MPN sunt congruente: m(£MPB)=m(£MPN)=90°, [MP] latura
comuna si [PB]=[PN], atunci AMPB=AMPN (cazul C.C.), de unde rezultd ca
ZMNP=/MBP, dar m(£MBP)=20°, de unde rezultdi ca AMNP=£/MBP, dar
m(£ZMBP)=20°, atunci m(£LMNP)=20°. Acum putem afla m(LANM):
m(LANM)=180°-m(LMNP)+m(LPNC)), 1inlocuind obtinem m(LANM)=180°-
(20°4+50°), deci m(LANM)=110°.

3.4. Triunghiul isoscel si triunghiul echilateral

In rezolvarea problemelor din acest paragraf vom folosi urmitoarele definitii si
teoreme ce sunt demonstrate in manuale:

Definitie. Triunghiul care are doud laturi congruente se numeste triunghi
isoscel.

Notatie. AABC, [AB]=[AC]

[BC] se numeste baza triunghiului isoscel.
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Teorema. Unghiurile opuse laturilor congruente ale unui triunghi isoscel sunt
congruente.

Reciproc. Dacd un triunghi are doud unghiuri congruente, atunci el este
triunghi isoscel (laturile opuse unghiurilor congruente sunt congruente).

Remarca. Un triunghi este isoscel dacd si numai dacd are doud unghiuri
congruente.

Teorema. Daca un triunghi este isocel si se considera bisectoarea unghiului
opus bazei, atunci ea este §i mediana corespunzatoare bazei si inaltimea corespun-
zatoare bazei si este inclusa in mediatoarea bazei.

Afirmatiile de mai sus raman valabile i pentru mediana corespunzatoare bazei
si pentru indltimea corespunzétoare bazei.

Teorema. Dacad un triunghi este isoscel si se
considerd mediana corespunzitoare bazei, atunci ea A
este §i bisectoarea unghiului opus bazei si inaltimea
corespunzatoare bazei si este inclusd in mediatoarea
bazei.

Demonstratie. Fie AABC isoscel, [AB]=[AC]
si [AD] mediana corespunzatoare bazei [BC]; De(BC)
si [DB]=[DC]. Avem conform cazului de congruenta a
triunghiurilor LLL ca AADB=AADC, de unde rezulta
ca /BAD=/CAD, ZADB=/ADC, dar | .
m(ZADB)+m(ZADC)=180°, deci B D C
m(ZADB)=m(£ZADC)=90°, AD1BC; ADLIBC si
[DB]=[DC], De(BC), rezulta ca dreapta AD este mediatoarea segmentului [BC].

Teorema. Dacd un triunghi este isoscel si se considera TIndltimea
corespunzitoare bazei, atunci ea este si bisectoarea unghiului opus bazei si mediana
corespunzatoare bazei si este inclusa in mediatoarea bazei.

Demonstratie. Fie AABC isoscel, [AB]=[AC] si [AD] iniltimea
corespunzatoare bazei, ADLBC, De(BC).

123



Avem conform cazului de congruentd a
triunghiurilor dreptunghice 1.C., ca AADB=AADC,
de unde rezultd ca Z/BAD=/CAD si [BD]=[CD];
AD1BC si [DB]=[DC], De(BC), rezulta ca dreapta
AD este mediatoarea segmentului [BC].

Observatie. In triunghiul isoscel ABC,
[AB]=[AC], dreapta AD, care contine atat
bisectoarea unghiului ZBAC, cat si inaltimea,
mediana §i mediatoarea corespunzatoare laturii [BC],
este axd de simetrie a triunghiului.

Vom demonstra si alte proprietati ale
triunghiului isoscel.

=
B D C

Teorema. Dacad intr-un triunghi bisectoarea unui unghi este §i mediana
corespunzatoare laturii opuse unghiului, atunci triunghiul este isoscel.

Ipoteza: AABC
/BAD=/CAD, De(BC)
[DB]=[DC]

Concluzie: [ABJ=[AC]

A Demonstratie. Demonstrarea acestei

teoreme necesitd o constructie auxiliard: fie E€ AD,
De(AE), [AD]=[DE].

Vom demonstra ca triunghiurile ADB si
EDC sunt congruente: [AD]=[DE] (prin
constructie), [BD]=[CD] (din ipotezd) si
+= ZADB=/EDC (unghiuri opuse la varf); rezulta
conform cazului de congruentd a triunghiurilor
LUL ca AADB=AEDC. De aici, rezultd ca

B '. I C [ABJ=[CE] si ZBAD=/CED, dar /BAD=/CAD

este un triunghi

¥ [AB]=[AC].

isoscel.
E Ipoteza: AABC

/BAD=/CAD, De(BC)
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(din ipotezd), atunci LCED=/CAD, deci ACAE

isoscel, [CA]=[CE]. Avem:

[AB]=[CE] si [AC]=[CE], de unde rezultd ca

Teorema. Daca intr-un triunghi bisectoarea
unui unghi este si indltime, atunci triunghiul este



AD1BC
Concluzie: [ABJ=[AC]

=
B D C

Demonstratie. Se poate demonstra ca triunghiurile ADB si ADC sunt
congruente: m(£LADB)=m(ZADC)=90° (din ipotezd), L BAD=ZCAD (din ipotezd),
[AD] laturd comund; rezultd conform cazului de congruentd a triunghiurilor
dreptunghice C.U. ca AADB=AADC, de unde [AB]=[AC].

Teorema. Daca intr-un triunghi mediana corespunzatoare unei laturi este §i
indltime, atunci triunghiul este isoscel.

Ipoteza: AABC
De(BC), [DB]=[DC]
AD1BC

Concluzie: [ABJ=[AC]

B D C

Demonstratie. Vom demonstra ci triunghiurile ADB si ADC sunt congruente:
m(£ZADB)=m(ZADC)=90° (din ipotezd), [DB]J=[DC] (din ipotezd), [AD] latura
comund; rezultd conform cazului de congruentd a triunghiurilor dreptunghice C.C. ca
AADB=AADC, de unde [AB]=[AC].
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In rezolvarea problemelor din acest paragraf sunt utile definitia triunghiului
echilateral si urmétoarele proprietati ale sale, considerate cunoscute:

Definitie. Triunghiul care are toate laturile congruente se numeste triunghi
echilateral.

Notatie. [AB]=[BC]=[AC]

A

B C

Teorema. Unghiurile unui triunghi echilateral sunt congruente, avand masurile
egale cu 60°.

Reciproc. Dacé intr-un triunghi unghiurile sunt congruente, atunci triunghiul
este echilateral.

Observatie. Reciproca de mai sus se poate enunta si in felul urmator: daca un
triunghi are doua unghiuri cu masurile de 60°, atunci el este echilateral. (Este evident
ca si al treilea unghi al triunghiului are masura de 60°, deci cele trei unghiuri ale
triunghiului sunt congruente).

Remarca. Un triunghi isoscel care are un unghi cu masura de 60° este un
triunghi echilateral.

Comparand definitia triunghiului echilateral cu cea a triunghiului isoscel vor
rezulta noi proprietiti specifice triunghiului echilateral (deoarece triunghiul echilateral
poate fi considerat ca fiind triunghi isoscel cu oricare din laturi ca baza):

Teoremi. Intr-un triunghi echilateral toate liniile importante ce pornesc din
acelasi varf coincid.

Observatie. Triunghiul echilateral are trei axe de simetrie.
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Cu ajutorul proprietitilor triunghiului isoscel si echilateral putem demonstra
doua proprietati ale triunghiului dreptunghic ce vor fi foarte des folosite in rezolvarea
problemelor de geometrie.

Teoremi. Daca intr-un triunghi dreptunghic masura unui unghi este de 30°,
atunci lungimea catetei opuse acestui unghi este jumatate din lungimea ipotenuzei.
Ipoteza: AABC: m(£A)=90°

m(£/B)=30°
Concluzie: AB= BTC
C
A
> B
C!

Demonstratie. Fie C'e AC, astfel incat Ae(CC"), [AC]=[AC'].
In triunghiul BCC', [BA] este indltime (din ipotezd) si mediand (din
constructie), deci el este un triunghi isoscel, dar m(£BCA)=60°, rezultd ca ABCC este
cC
triunghi echilateral. Avem AC:T (din constructie), dar CC'=BC, rezultd ca
_ BC
7
Teoremi. Intr-un triunghi dreptunghic, lungimea medianei corespunzitoare
ipotenuzei este jumatate din lungimea ipotenuzei.

AC
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Ipoteza: AABC: m(Z£A)=90°
Oe(BC), [OB]=[OC]

Concluzie: AO= B—2C
C P
0O
A B

Demonstratie. Fie Pe AO, astfel incat Oe(AP) si [OA]=[OP]. Vom demonstra
ca triunghiurile AOB si POC sunt congruente: [AO]=[PO] (prin constructie),
[BO]=[CO] (din ipotezd), LAOB=ZCOP (unghiuri opuse la varf); rezultd conform
cazului de congruenta a triunghiurilor LUL ca AAOB=APOC, de unde [AB]=[PC] si
Z0AB=Z0PC; din ultima congruenta rezultd cd CP||AB (deoarece taiate de secanta
AP formeazd o pereche de unghiuri alterne interne congruente). Avem ABLAC,
CP||AB, atunci CPLAC. Vom demonstra cd triunghiurile PCA si BAC sunt
congruente: m(LPCA)=m(£BAC)=90°, [AC] laturd comund, [PC]=[BA]; atunci,
conform cazului de congruentd a triunghiurilor dreptunghice C.C. avem ca

AP B
APCA=ABAC, deci [AP]=[BC] si cum AO = - rezultd ca AO = TC .

Observatie. Se remarca relatia [AO]=[BO]=[CO], punctul O este egal departat
de punctele A, B, C, este centrul cercului circumscris triunghiului dreptunghic ABC.
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Probleme rezolvate

R3.4.1 Se da triunghiul isoscel ABC, cu [AB]=[AC]. Pe latura [AB] se iau
punctele M, N, P, astfel incat [AM]=[MN]=[NP]=[PB] si pe latura [AC] se iau punctele
E, F, G, astfel incat [AEJ=[EF]=[FG]=[GC]. Fie {S}=PENBC, {T}=MGNBC si
{H}=EPNMG. Aratati ca:

a) [MG]=[PE]; b) [MTI=[ES]; ¢) AHLBC; d) ASMP=ATEG.

Ipoteza: AABC: [AB]=[AC]
M, N, Pe(AB)
[AM]=[MN]=[NP]=[PB]
E, F, Ge(AC)
[AE]=[EF]=[FG]=[GC]
PENBC={S}
MGNBC={T}
EPNMG={H}
Concluzie: a) [MG]=[PE]
b) [MT]=[ES]
¢) AHLBC
d) ASMP=ATEG.

A
M E
N/ H
P G
S B cC T
Demonstratie. a) Avem
AB AC

AM:MN:NPzPB:T si AE:EF:FG:GC:T,

dar AB=AC, de unde rezulta ca
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AM:MN:PB:AE:EF:FG:GC:% (1),

Vom demonstra ci triunghiurile AMG si AEP sunt congruente: [AM]=[AE],
3AB

ZA este unghi comun, AG=AP = 2 (din relatia (1)), atunci, conform cazului de

congruentd a triunghiurilor LUL avem cd AAMG=AAEP, de unde rezulti ci
[MG]=[PE].
b) Din AAMG=AAEDP, rezultd cda ZAMG=/AEP, de unde si suplementele lor
vor fi egale, deci /ZBMT=/CES.
Avem: ZBMT=£CES, ZMBT=ZECS (la baza triunghiului isoscel ABC),
3AB

MB =EC :T (din relatia (1)). Atunci, conform cazului de congruentd a

triunghiurilor ULU, AMBT=AECS, de unde rezulta ca [MT]=[ES].

c) Din AMBT=AECS rezulta cd £LMTS=/EST, atunci triunghiul HST este
isoscel, avand doud unghiuri congruente, deci [HT]=[HS]; dar [MT]=[ES] si scazand
membru cu membru obtinem MT-HT=ES-HS, de unde MH=EH. Avem:

AM:AEz% (din relatia (1)), [MH]J=[EH], [AH] latura comund, atunci

AAMH=AAEH (cazul LLL de congruentd a triunghiurilor), de unde rezultd ca
/MAH=/EAH. Avem: in triunghiul isoscel ABC de bazi [BC], [AH este bisectoarea
unghiului BAC, deci AH este si inaltimea corespunzatoare bazei, prin urmare AH1BC.
d) Din AAEP=AAMG, rezultd ca LAPE=/AGM, deci ele au suplemente
egale, prin urmare Z/MPS=/EGT.
Din AAEP=AAMG, rezulta ca [PE]=[GM]; avem [ES]=[MT] si scazand
membru cu membru se obtine ES-PE=MT-GM, de unde [PS]=[GT].

AB
Avem: MP=EG = 7 (din relatia (1)), ZLMPS=£EGT, [PS]=[GT], atunci,

rezultd conform cazului de congruentd LUL a triunghiurilor ca ASMP=ATEG.
R3.4.2 Demonstrati cd doua triunghiuri ABC si A'B'C' care au perimetrele

egale, [CAJ=[C'A"] si LC=ZC', sunt congruente.
Ipoteza: AABC, AA'B'C'

Pagc=Pasc

[CA]=[C'A]

£C=.C"
Concluzie: AABC=AA'B'C'

A A
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Demonstratie. Se considera punctele D si D' astfel incat Be(DC), [BD]=[AB],
B'e(D'C), [B'D'I=[A'B']; DC=DB+BC=AB+BC=Ppc-AC si
D'C'=D'B+B'C'=A'B+B'C'=Pp-A'C', dar [AC]=[A'C'] (din ipotezd), de unde rezulta
ca [DCl=[D'C'].

Vom demonstra ca triunghiurile ADC si A'D'C' sunt congruente: [DC]=[D'C'],
[ACI=[A'C'] si LC=£C' (din ipotezd); atunci avem AADC=AA'D'C' (cazul LUL), de
unde rezulta ca ZADC=/AD'C' si ZDAC=£D'A'C'.

Triunghiul ABD este isoscel, [AB]=[BD], atunci unghiurile de la baza sunt
congruente, /BDA=/BAD:; la fel, triunghiul A'B'D' este isoscel, [A'B'|=[B'D'], atunci
/B'D'A'=/B'A'D', dar ZADB=/AD'B', deci ZADB=/A'D'B'=/BAD=/B'A'D' si
/ZDAC=/D'A'C', de unde rezulta ca £ZBAC=/£B'A'C' (diferente de unghiuri
congruente).

Avem: /BAC=/B'A'C', [ACIE[A'C'] si £C=£C', atunci AABC=AA'B'C'
(cazul ULU de congruenta a triunghiurilor).

. 2
R3.4.3 In triunghiul ABC, cu AB= EAC si m(/BAC)=60°, ducem mediana

[CM], Me(AB). Demonstrati ca [CM]=[CB].
Ipoteza: AABC

ABz%AC

m(£BAC)=60°
Me(AB): [MAJ=[MB]
Concluzie: [CM]=[CB]

N &

Demonstratie. Se face o constructie auxiliard: se ia NeAB, Be(MN) si

[BM]=[BN], dar MB =MA = %AB = %%AC = %AC, deci
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AM=MB=BN= %AC , de unde rezulti ca AN=3AM=3 -%AC , AN=AC.

Avem: [AN]=[AC] si m(£LBAC)=60°, de unde rezulta ca AANC este echilateral.
Avem: [AM]=[BN], £LMAC=/BNC (unghiuri ale triunghiului echilateral
ANC) si [AC]J=[NC], atunci AMAC=ABNC (conform cazului LUL de congruenta a
triunghiurilor), de unde rezulta ca [CM]=[CB].
R3.4.4 Un triunghi este isoscel dacid si numai dacd are doud inaltimi
congruente.
I. Inltimile corespunzitoare laturilor congruente ale unui triunghi isoscel sunt
congruente.
Ipoteza:AABC: [AB]=[AC]
BELAC, E€AC
CFLAB,FeAB
Concluzie: [BE]=[CF]
Distingem doua cazuri, dupa cum m(£ZBAC)<90° sau m(£BAC)>90°:

A

B C B C

Demonstratie. Aratdim ca triunghiurile FBC si ECB sunt congruente:
m(£CFB)=m(£BEC)=90°, [BC] latura comuna, /FBC=/ECB (la baza triunghiului
isoscel), atunci AFBC=AECB (cazul 1.U.), de unde rezulta ca [CF]=[BE].

II. Daca un triunghi are doua indltimi congruente, atunci el este triunghi
isoscel.

Ipoteza: AABC
BELAC, E€AC
CFLAB,FeAB
[BE]=[CF]
Concluzie: [ABJ=[AC]

Demonstratie. Aratdm ca triunghiurile FBC si ECB sunt congruente:
m(ZCFB)=m(£ZBEC)=90°. [BC] laturd comuna, [CF]=[BE], atunci AFBC=AECB
(cazul 1.C.), de unde rezultd ca LZFBC=/ECB, deci AABC este isoscel, [AB]=[AC],
avand doud unghiuri congruente.
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Remarca. Demonstratiile celor doud probleme de mai sus se pot face
considerand triunghiurile AEB si AFC.
R3.4.5 Un triunghi este isoscel dacd si numai dacd are douda mediane
congruente.
I. Medianele corespunzitoare laturilor congruente ale unui triunghi isoscel sunt
congruente.
Ipoteza: AABC: [AB]=[AC]
Me(AC), [MA]=[MC]
Ne(AB), [NA]=[NB]
Concluzie: [BM]=[CN]

Demonstratie. Avem: AM =MC = %AC, AN=NB= %AB , dar AB=AC,

deci [AM]=[MC]=[AN]=[NB].

Vom demonstra ci triunghiurile NBC si MCB sunt congruente: [BC] laturad
comuni, [NB]=[MC], ZNBC=£/MCB (la baza triunghiurilui isoscel ABC), atunci
ANBC=AMCB, de unde rezulta ca [BM]=[CN].

Remarca. Demonstratia se putea face considerand triunghiurile AMB si ANC.

Observatie. Notim BMNCN={G}, centrul de greutate al triunghiului ABC. in
plus se poate demonstra ci AGBC este isoscel (din ANBC=AMCB rezultd ca
/NCB=/MBC) si ¢a AGLBC (NG =NC-GC=MB-GB=MG ; [AN]=[AM] si
[AG] latura comuna, atunci AANG=AAMG (LLL), de unde rezulta ca /NAG=/MAG,
dar AABC este isoscel de baza [BC], deci bisectoarea unghiului BAC este si inaltime,
atunci AG1BC).

II. Daca un triunghi are doud mediane congruente, atunci el este isoscel.
Ipoteza: AABC

Me(AC). [MA]=[MC]

Ne(AB), [NA]=[NB]

[BM]=[CN]
Concluzie: [ABJ=[AC]
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Demonstratie. Pentru a putea ardta ca triunghiurile NBC si MCB sunt
congruente, trebuie sa demonstram ca /NCB=/MBC.

Constructia auxiliard: fie MP|NC, PeBC. Avem /ANCB=£MPB, fiind
unghiuri corespondente si /PMC=/NCB, fiind unghiuri alterne interne.

Conform definitiei, [MN] este linie mijlocie in AABC, deci MM||BC, de unde
rezultd ca /NMC=/MCP, unghiuri alterne interne.

Avem: ZNMC=£LMCP, 4ANCM=/PMC, [MC] latura comuna, atunci
ANMC=APCM (ULU), de unde rezultd ci [MP]=[NC], dar [MB]=[NC], deci
[MP]=[MB]. Triunghiul MBP este isoscel, [MP]=[MB], de unde rezultd ca
/ZMPB=/MBC, dar /ZMPB=£NCB, deci L MBC=/NCB. Avem: /ZMBC=4£NCB,
[BC] latura comuna, [MB]=[NC] (din ipotezd), atunci ANBC=AMCB (cazul LUL), de
unde rezultd ca ZNBC=/MCB, deci AABC este isoscel, [AB]=[AC] deoarece are
doua unghiuri congruente.

R3.4.6 Un triunghi este isoscel dacd si numai dacd are doud bisectoare
congruente.

I. Bisectoarele unghiurilor congruente ale unui triunghi isoscel sunt
congruente.

Ipoteza: AABC: [AB]=[AC]
ZABD=/DBC, De(AC)
/ACE=Z/ECB, E€(AB)
Concluzie: [BD]=[CE]

Demonstratie. Unghiurile de la baza unui triunghi isoscel sunt congruente si
[BD, [CE sunt bisectoarele lor, deci ZABD=/DBC=/ACE=/ECB. Avem:
/ZEBC=/DBC (la baza triunghiului isoscel), ZECB=/DBC, [BC] laturd comuna,
atunci AEBC=ADCB (ULU), de unde rezulta ca [BD]=[CE].
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Remarca. Demonstratia se putea face
considerand triunghiurile ADB si AEC.

Observatie. Notam BDNCE={I}, centrul
cercului  inscris in triunghiul ABC. Avem
/IBC=/ICB, de unde rezultd ca triunghiul IBC este
isoscel. Se mai poate demonstra cid AILBC
(EI=EC-1IC=DB-1B=DI;
AE=AB-EB=AC-DC=AD; [AI] latura
comuna, atunci AAIE=AAID (LLL), de unde rezulta
ca ZEAI=/DAI, dar AABC este isoscel de baza [BC],
bisectoarea unghiului BAC este si inaltime, deci
AILLBC).

II. Daca un triunghi are doud bisectoare
congruente, atunci el este isoscel.

Ipoteza: AABC
ZABD=/DBC, De(AC)
/ACE=/ECB, E€(AB)
[BD]=[CE]

Concluzie: [ABJ=[AC]

B C

Demonstratie. Folosim metoda reducerii
[AB]# [AC]. Ar finsemna, de exemplu, ca
m(£ABC)<m(£ACB), deci m(£DBC)<m(ZLECB) (1)
DC<EB (2).

la absurd. Presupunem ca

AC<AB. Ar
si s-ar obtine

rezulta

ca

Vom considera paralele prin D la BE si prin E la BD si vom nota cu F

intersectia acestor paralele.
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Avem: /BED=/EDF (alterne interne), /BDE=/DEF (alterne interne) si
[DE] laturd comuna, atunci AEDB=ADEF (cazul ULU), de unde rezulta [BE]=[DF].

Inegalitatea (2) s-ar scrie DC<DF, atunci in ACDF, am avea
m(£DFC)<m(£DCF) (3).

Din AEDB=ADEF rezulta ca ZEBD=/EFD, dar si ZEBD=/DBC, atunci
/EFD=/DBC. Tinand seama de (1) am putea scrie: m(LEFD)<m(ZECB) sau
m(ZLEFD)<m(ECD) (4).

Adunand membru cu membru inegalititile (3) si (4) am obtine:
m(£DFC)+m(ZLEFD)<m(£DCF)+m(£ZECD) sau m(£LEFC)<m(ZECF). Ar insemna ca
in triunghiul ECF: EC<EF (unghiului cu mésurd mai mica i se opune o laturd mai
micd). Dar cum [EC]=[BD] (din ipotezd), ar insemna cd BD<EF, ceea ce este absurd
deoarece [BD]=[EF] (din AEDB=ADEF).

Am ajuns la un rezultat absurd pentru ca am pornit de la o presupunere falsa,
anume aceea ca [AB]# [AC]. Deci, triunghiul ABC este isoscel, [AB]=[AC].

R3.4.7 In triunghiul dreptunghic ABC, m(Z£A)=90° si m(£B)=15° se
construiesc indltimea [AD], bisectoarea [AE] si mediana [AO]. Daca DE=a si CD=b, sa
se calculeze perimetrul triunghiului AOE.

Ipoteza: AABC: m(£A)=90°
m(£B)=15°
AD1BC, De(BC)
/CAE=/EAB, E€(BC)
0e(BC), [OB]=[OC]
Concluzie: Paor

C b D 2 E

5° 150

A B

Demonstratie. Mediana corespunzitoare ipotenuzei are lungimea egala cu
jumatate din lungimea ipotenuzei, deci AO=0OB=0C, de unde rezultd cd AAOB este
isoscel si m(LOAB)=m(£LOBA)=15°, iar m(LAOC)=30°, fiind unghi exterior
triunghiului OAB.

Avem [AE bisectoarea unghiului ZBAC, deci

m(ZEAB)=m(LEAC)=45°, m(ZOAB)=15°,
atunci

m(£LEAQO)=45°-15°=30°, dar m(£LEOA)=30°,
deci triunghiul AOE este isoscel, [AE]=[EO].
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Avem triunghiul dreptunghic ADC (m(£LADC)=90°) si m(LC)=75°, deci
m(ZCAD)=15°, iar m(£DAE)=m(ZCAE)-m(£LCAD)=45°-15°=30°. In triunghiul
dreptunghic ADE (m(£LADE)=90°), m(£DAE)=30°, iar DE=a, rezultd ca AE=2DE=2a
(cateta opusa unghiului de 30° este jumaitate din ipotenuzd), dar [AE]=[EO], atunci
AE=EO=2a.

Stim ca CD=b, DE=a, EO=2a, OC=CD+DE+EOQ, deci OC=b+3a, dar OC=0A,
rezultd OA=3a+b. Putem calcula perimetrul triunghiului AOE:

PAror=AO+AE+EO=3a+b+2a+2a=7a+b.

R3.4.8 In triunghiul ABC, [AB]=[AC], m(£BAC)=20°. Fie Ec(AB) si
De(AC), astfel incat m(LACE)=30°. m(LABD)=20°. Aflatia masura unghiului
ZAED.

Ipoteza: AABC: [AB]=[AC]
m(£BAC)=20°
Ee(AB)
De(AC)
m(£LACE)=30°
m(£ABD)=20°
Concluzie: m(£LAED)

Demonstratie. In triunghiul isoscel ABC, [AB]J=[AC], m(£BAC)=20°, atunci
180°—-20°

m(ZABC)=m(ZACB) = — =80°, m(ZACE)=30°, rezulta ca
m(ZLECB)=m(£LACB)-m(£ACE)=80°-30°=50°.

In triunghiul BEC calculam

m(/BEC)=180°-m(/EBC)+m(Z/ECB))=180°-(80°+50°)=50°,

deci m(ZBEC)=m(£BCE)=50°, atunci ABEC este isoscel, [BC]=[BE] (1).

Construim Fe(AC) astfel incat m(LFBC)=20°. dar m(BCF)=80°, rezulta ca
m(£BFC)=180°-(m(£BCF)+m(£LFBC))=180°-100°=80°, atunci ABFC este isoscel,
[BC]=[BF] (2).
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Din (1) si (2) rezulta ca [BF]=[BE] si cum m(£ZEBF)=60°, atunci ABEF este
echilateral, [EF]=[BF] (3).

Avem:

m(Z/DBF)=m(ZEBC)-(m(£LEBD)+m(ZFBC))=80°-2-20°=40°
si m(£BDC)=180°-(m(£DBC)+m(£DCB))=180°-(60°+80°)=40°, deci AFDB este
isoscel, [FD]=[FB] (4).
Din (3) si (4) rezulta ca [EF]=[FD], deci AFED este isoscel, dar m(LEFD)=180°-
(m(ZLEFB)+m(£BFC))=180°-(60°+80°)=40°, atunci

m(ZFED)=m(£FDE) = % =70°, si cum m(LFEB)=60°, rezulta ca

m(ZAED) =180° — (m(£FEB) + m(LFED)) =
—180°— (60° +70°) =180°—130° = 50° .

3.5. Patrulatere

Importanta se reflectd in locul pe care-l ocupa in programa scolara, patru-
laterele fiind studiate atat in clasa a VI-a cat si in clasa a VII-a. Poate si multitudinea
aplicatiilor practice 1i confera temei un mare avantaj.

Vom reaminti cateva definitii si teoreme de care avem nevoie in abordarea
temei.

Definitia 3.5.1. Un patrulater se numeste convex daca, oricare ar fi o latura a
sa, celelalte doua varfuri, nesituate pe latura consideratd, se afld de aceeasi parte a
dreptei in care este inclusa latura respectiva.

Teorema 3.5.1. Suma masurilor unghiurilor unui patrulater convex este de
360°.

Paralelogramul

Definitia 3.5.2. Patrulaterul convex cu laturile opuse paralele se numeste
paralelogram.

Proprietati

Teorema 3.5.2. In orice paralelogram laturile opuse sunt congruente si reci-
procele:

- orice patrulater convex in care laturile opuse sunt congruente este parale-
logram

- orice patrulater convex in care doua laturi opuse sunt congruente si paralele
este paralelogram.

Teorema 3.5.3. In orice paralelogram unghiurile opuse sunt congruente si
reciproc, orice patrulater convex in care unghiurile opuse sunt congruente este parale-
logram.

Teorema 3.5.4. In orice paralelogram diagonalele se intersecteaza in parti
congruente si reciproc, orice patrulater convex in care diagonalele se intersecteaza in
parti congruente este paralelogram.
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Constructia paralelogramelor

1) Trasam doua drepte paralele pe care le intersectam cu alte doud drepte
paralele. Punctele de intersectie vor fi varfurile paralelogramului.

2) Desenam doud segmente paralele si congruente. Extremititile lor vor fi
varfurile paralelogramului.

3) Intersectam doud segmente necongruente care au acelasi mijloc.
Extremitatile acestor segmente vor fi varfurile paralelogramului.

Dreptunghiul
Definitia 3.5.3. Paralelogramil cu un unghi drept se numeste dreptunghi.

Proprietati

Teorema 3.5.5. In orice dreptunghi toate unghiurile sunt congruente si deci
drepte si reciproc orice patrulater convex in care toate unghiurile sunt congruente si
deci drepte este dreptunghi.

Teorema 3.5.6. In orice dreptunghi diagonalele sunt congruente si reciproc,
orice paralelogram cu diagonalele congruente este dreptunghi.

Constructia dreptunghiului

1) Desenam un triunghi dreptunghic si prin varfurile unghiurilor ascutite
ducem paralele la catete care se vor intersecta Intr-un punct ce va fi al patrulea varf al
dreptunghiului (varfurile triunghiului dreptunghic vor fi celelalte trei varfuri).

2) Desenam doua segmente congruente care sa aibd acelasi mijloc.
Extremitatile lor vor fi varfurile dreptunghiului.

Rombul
Definitia 3.5.4. Paralelogramul care are doud laturi consecutive congruente se
numeste romb.

Proprietati

Teorema 3.5.7. Intr-un romb toate laturile sunt congruente si reciproc orice
patrulater cu toate laturile congruente este romb.

Teorema 3.5.8. Intr-un romb diagonalele sunt perpendiculare si reciproc,
orice paralelogram cu diagonalele perpendiculare este romb.

Teorema 3.5.9. Intr-un romb diagonalele sunt bisectoarele unghiurilor si reci-
proc, orice paralelogram in care o diagonald este si bisectoarea unui unghi este romb.

Constructia rombului

1) Desenam doua drepte perpendiculare. Fixam pe fiecare dreaptd doud puncte
simetrice fatd de a doua dreapta astfel ca segmentele formate pe prima dreapta sa nu fie
congruente cu cele de pe a doua dreapta. Cele patru puncte sunt varfurile rombului.

2) Desenam un triunghi isoscel (varfurile lui vor fi trei dintre varfurile
rombului). Construim simetricul varfului triunghiului fata de baza. Acesta va fi al
patrulea varf al rombului.
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Patratul
Definitia 3.5.5. Dreptunghiul cu doud laturi consecutive congruente se
numeste patrat.

Constructia patratului

1) Desenam doua drepte perpendiculare, iar cu centrul in punctul lor de
intersectie trasam un cerc. Intersectiile cercului cu cele doud drepte perpendiculare vor
fi cele patru varfuri ale patratului.

2) Desenam un unghi drept si luam pe laturile lui doud segmente congruente,
ambele avand unul din capete in varful unghiului. Prin capetele segmentelor diferite de
varful unghiului ducem paralele la laturile unghiului care se vor intersecta intr-un
punct (al patrulea varf al patratului).

3) Desenam un triunghi dreptunghic isoscel si apoi construim simetricul
unghiului drept fata de ipotenuza.

Trapezul

Definitia 3.5.6. Patrulaterul care are doud laturi paralele si celelalte doud
neparalele.

Trapezul este isoscel cand laturile neparalele sunt congruente.

Teorema 3.5.10. Unghiurile aldturate bazelor unui trapez isoscel sunt congru-
ente si reciproc, daca unghiurile alaturate bazelor unui trapez sunt congruente, trapezul
este isoscel.

Teorema 3.5.11. Diagonalele unui trapez isoscel sunt congruente si reciproc
daca diagonalele unui trapez sunt congruente trapezul este isoscel.

Vom prezenta in continuare probleme rezolvate in care sunt evidentiate
proprietatile patrulaterelor.

Probleme rezolvate

R3.5.1 Pe laturile unui paralelogram, ca baze, se construiesc in afard
triunghiuri echilaterale. Sa se demonstreze ca varfurile acestor triunghiuri, diferite de
varfurile paralelogramului sunt varfurile unui paralelogram.

Demonstratie. Fie ABCD paralelogramul si triunghiurile ABF, ADE, DQC,
CBG, echilaterale construite pe laturile paraleloagramului.
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Avem: AFGB=AQED (LUL), deoarece

(BF)=(QD)
ZFBG=ZQDE (240°-m(£B) si 240°-m(£D), £/D=/B)
(BG)=(DE)
Din congruenta triunghiurilor de mai sus obtinem ca
(FG)=(EQ) (1)
Si triunghiurile AEF si CGQ sunt congruente (LUL), deoarece
(AE)=(CG)
(ZEAF)=(£GCQ)
(AF)=(CQ)
Din congruenta triunghiurilor AEF si CGQ rezulta
(EF)=(GQ) @)

Din relatiile (1) si (2) rezultd ca patrulaterul EQGF are laturile opuse
congruente si deci este paralelogram.

R3.5.2 In patrulaterul convex ABCD, L este mijlocul laturii (AB) si P este
mijlocul laturii (CD). Sa se demonstreze ca mijloacele segmentele AP, CL, BP, DL
sunt varfurile unui paralelogram.

Demonstratie. Fie T mijlocul lui (AP), R mijlocul lui (DL), E mijlocul lui
(LC), iar Q mijlocul lui (PB) si O mijlocul lui (PL).
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AL

In triunghiul APL, [TO] este linie mijlocie. Deci TOJ|AL si TO = 5y In

LB
triunghiul LPB, [OQ)] este linie mijlocie. deci OQ|LB si OQ :7. Prin punctul O
trece o singurd paraleld la AB, deci punctele T, O, Q sunt coliniare. Fiindca (AL)=(LB)
AL LB
si. TO =T iar OQ = - obtinem ca (TO)=(QO), adicd O este mijlocul

segmentului (TQ) (1).
In triunghiul DLP, (RO) este linie mijlocie, deci

DP
In triunghiul PLC, (OE) este linie mijlocie, deci
PC

Prin O trece o singurd paraleld la DC, rezultd cd punctele R, O, E sunt

coliniare. Din (DP)=(PC) si RO = % , EO= % rezulta

(RO)=(OE) 2
Din (1) si (2) rezultd ca diagonalele patrulaterului TRQE se taie in parti
congruente, deci el este paralelogram.
R3.5.3 Se considera patrulaterul convex ABCD in care m(£A)+m(£C)=180°.
In exteriorul patrulaterului se construiesc dreptunghiurile ABPF, BCRH, CDTQ,
DAML astfel ca (BP)=(CD), (AM)=(BC), (DT)=(AB), (CR)=(AD). Demonstrati ca
centrele acestor dreptunghiuri sunt varfurile unui nou dreptunghi.
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Fie O, O,, O3, O4 centrele dreptunghiurilor ABPF, CBHR, CQTD, DLMA.
Trebuie sa ardtim ca 0,0,0;0, este dreptunghi, adica paralelogram cu un unghi drept.

FR
[0,0,] este linie mijlocie in triunghiul FBR. Deci O,0, = >

In triunghiul MQD, [040;] este linie mijlocie, deci 0,0, = MTQ
Pentru a demonstra ca [0,0,]=[0,4053] este suficient sa ardtam ca [FR]=[MQ)].
Suma masurilor unghiurilor formate in jurul unui punct este 360°.
In punctul B, m(ZABP)+m(LABC)+m(£CBH)+m(</HBP)=360°, dar
m(ZABP)+m(ZCBH)=180°, deci
m(£ABC)+m(£HBP)=180° (1)

Suma masurilor unghiurilor unui patrulater convex este 360°. Deci

m(£ABC)+m(£BCD)+m(ZCDA)+m(£DAB)=360°.
Din ipotezd m(£DAB)+m(£BCD)=180°, si atunci obtinem ca

m(£LABC)+m(£LCDA)=180° 2)
Comparand relatiile (1) si (2) obtinem:
m(ZHBP)=m(£CDA) 3)

Din triunghiurile dreptunghice congruente FPB si QCD ce au (FP)=(CQ) si
(BP)=(CD) obtinem ca
(£LFBP)=(£QDC), (FB)=(DQ) 4)
Si triunghiurile dreptunghice BRH si DMA sunt congruente, avand
(BH)=(AD) si (RH)=(AM) si atunci
(/RBH)=(/MDA), (BR)=(MD) (4%)
Atunci
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m(£FBR)=360°-[m(£FBP)+m(/PBH)+m(£/HBR)] %)
iar
m(/MDQ)=360°-[m(£QDC)+m(ZCDA)+m(£/MDA)] (6)
Din (5) si (6) obtinem ca
Z/FBR=/MDQ @)
deoarece (£LFBP)=(£QDC), (£PBH)=(£LCDA) si (ZHBR)=(£MDA).

Din relatiile (4), (4*), (7) obtinem ca:

AFBR=AQDM (LUL) ®)

Din congruenta triunghiurilor de la (8) obtinem cd (FR)=(QM), de unde
FR QM |
—=——adica

2
0,0,=0403 (9)

Analog se arati ca si (0,04)=(0;0,).

Atunci patrulaterul 0,0,0;04, avand laturile opuse congruente este
paralelogram. Pentru a fi dreptunghi mai trebuie sd ardtdm ca are si un unghi drept.
Avem m(£0,0,04)=m(LAO;B)-[m(LAO,;04)+m(£LB0O;0,)] si

m(£040;0,)=m(£CO;D)*+m(LCO;0,)+m(£LD0;0,).

Triunghiurile AO,0, si CO50, sunt congruente deoarece

A0, =AP_CT o
2 2
AO, :&:C_H:CO2
2 2
0,0, =0,0,

Din congruenta celor doua triunghiuri rezulta ca ZAO,;0,=2C0;0,.

Analog se arata cd ZB0O,0,=2D050,. Atunci

m(ZO4Ol02)+m(4020304)=m(4AO1B)+m(ZCO3D)

Triunghiurile O;BP si DO;C, avand toate laturile congruente sunt congruente,
de unde rezulta ca m(£DO;C)=m(£BO,P). Obtinem

m(£04,0,0,)+m(£0,0;04)=m(LAO;B)+m(BO,P)=180°

Deci m(£040,0,)+m(£0,0;04)=180°. Dar intr-un paralelogram unghiurile
opuse sunt congruente, deci £040,0,=£0,0;0, atunci fiind si suplementare rezulta
ca m(£040,0,)=90°.

Paralelogramul 0,0,0,0; avand un unghi drept este dreptunghi.

R3.5.4 Se considera patratul ABCD iar M si N sunt mijloacele laturilor AB,
respectiv. AD. Dacd BDNCN={L}, BDNCM={K} si BCNNK={T} sa se arate ca
patrulaterul ALCK este romb.

Demonstratie. Fie O intersectia diagonalelor pétratului ABCD.

In triunghiul ABC, CM si BO sunt mediane, rezulti ca punctul K este centrul
de greutate al triunghiului. Deci

OK=%OB 0
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In triunghiul ADC, CN si DO sunt mediane, rezulti ca punctul L este centrul
de greutate al triunghiului. Deci

OL= %DO 2)
Dar (OB)=(DO) si atunci din (1)
si (2) obtinem ca OK=OL, adica O este A M
mijlocul  segmentului  (LK). Dar
(OA)=(0OC) si ACLLK. Patrulaterul
ALCK are diagonalele perpendiculare si
se Tnjumatatesc, rezulta ca el este romb. K T
R3.5.5 Se considera triunghiul
isoscel ABC cu (AB)=(AC) si AB=2BC.
Se duce indltimea AP, mediana BM, si N 0
bisectoarea CL. Pe latura AC se ia un
punct D astfel ca (BD)=(BC).

Fie {N}=BDNCL. Si se L
demonstreze cd patrulaterul BLMN este
romb.
Demonstratie. Fie {O}=LNNBM. D C

In triunghiul isoscel BCM cu (BC)=(CM),
CL este bisectoare, deci si mediana si inaltime. Rezulta ca diagonalele patrulaterului
LBNM sunt perpendiculare.

A

B
B P C
Punctele N si L fiind situate pe mediatoarea segmentului [BM] avem
relatiile:(NB)=(NM) si (LM)=(LB). Triunghiul ABC fiind isoscel cu £/B=£C, iar
triunghiul CBD isoscel cu ZBCD=£ZCDB, rezulta ca ZCBD=£CAB.

In triunghiul isoscel BCM avem:
m(£CMB)=m(£ZCBM) @)
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Unghiul CMB este exterior ABMA, atunci
m(£ZCMB)=m(£MAB)+m(£MBA) 2)
si
m(ZCBM)=m(ZCAB)+m(£DBM) 3)

Din (1), (2) si (3) rezulta cd m(LMBA)=m(£DBM), adica (BM este
bisectoarea Z/NBL.

In triunghiul BLN, (BO fiind bisectoare si inaltime rezulta ca el este isoscel cu
(BL)=(BN). Obtinem ca patrulaterul BNML are toate laturile congruente si deci el este
paralelogram in care diagonalele sunt perpendiculare, deci el este romb.

R3.5.6 Pe laturile unui patrat ABCD se construiesc, in exterior triunghiurile
echilaterale ABE, BCT, CDR, DAP, care au respectiv centrele de greutate G1,G,,G3,Gy.
Demonstrati ca patrulaterul G;G,G;G;4 este patrat.

Demonstratie.
E
G,
A B
Gy o G,
P T

D C
Gs
R

Triunghiurile echilaterale ABE, BCT, CDR, DAP sunt congruente. Atunci
segmentele AG,, BG,, BG,, CG,, CG3, DG;3;, DG4, AG, sunt congruente avand fiecare

lungimea ca fiind E din inaltimea unui triunghi echilateral (din cele considerate).

Unghiurile ZG4AG;, £ZGBG,, £G;CG,, £G4DG; sunt congruente avand masura
(30°+90°+30°) 150°. (Am tinut seama cd mediana in triunghiul echilateral este si
bisectoare.) Atunci triunghiurile isoscele G4AG,, G;BG,, G,CG; G3;DG; sunt
congruente (LUL). Din congruenta celor patru triunghiuri de mai sus obtinem ca
(G1G2)=(G12G3)=(G3G4)=(G4G)), adica patrulaterul G,G,G3G4 este romb.
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In triunghiul isoscel G;AB avem m(Z/G;AB)=m(<G;BA)=30°. Din triunghiul
isoscel AG G4 cu m(£G;AG4)=150° obtinem m(LAG,G,)=15°.

Analog din triunghiul isoscel G;GB, obtinem m(£BG;G,)=15°. Atunci
m(£G4G1G2)=m(LAG1B)—[m(LAG1G4)+m(4BG1G2)]=
=120°-(15°+15°)=90°.

Am obtinut ca rombul G;G,G3G, are un unghi drept, deci este patrat.

Prin varfurile unui patrat ABCD se duc dreptele AE, BF, CT, DL cu E€(BC),
Fe(CD), Te(AD), Le(AB), astfel incat

m(£BAE)=m(£DCT)=m(£ADL)=m(£LCBF)=30°.

Dacd {M}=AENBF, {P}=BFNCT, {R}=CTADL, {Q}=DLNAE, si se
demonstreze ca MPRQ este patrat.

Demonstratie. Avem m(£DAE)=60°, m(£DTC)=60° si au pozitia de unghiuri
corespondente, rezulta ca

AEJ||TC )
Si unghiurile ZFBA si ZDLA au masura 60° si deci
LD|BF 2)
L
A B
Q
M /e
T R
P
D F C
Din relatiile (1) si (2) rezultd ca QMPR este paralelogram avand laturile opuse

paralele.
Triunghiurile dreptunghice ADL, BFC, CTD, ABE sunt congruente (C.U.).
Atunci obtinem ca
(AL)=(FC)=(TD)=(BE) 3)
Atunci si
(BL)=(DF)=(AT)=(CE) (4)
Din relatiile (3) si (4) rezulta ca (QM)=(MP)=(PR)=(QR) (paralele cuprinse
intre paralele). Atunci paralelogramul QMPR este romb.
in triunghiul FPC, m(ZFPC)=180°-(30°+60°)=90°.
Deci m(£ZRPM)=90°. Rombul QMPR avand un unghi drept este patrat.
R3.5.7 Se considera triunghiul isoscel ABC cu m(£A)=90°. Pe laturile (AB)
si (AC) construim spre exterior triunghiurile echilaterale ABD respectiv ACE. Sa se
demonstreze ca patrulaterul BCED este trapez isoscel.

147



Demonstratie. Din ipoteza rezultd ca (AD)=(AE), deci ADE este isoscel cu
m(£DAE)=360°-(90°+60°+60°)=150°.
Atunci m(ZEDA)=m(ZDEA) (15°).
B C

D E

Avem m(ZLEDB)+m(£CBD)=(15°+60°)+(45°+60°)=180°, adicd unghiurile
ZEDB si ZCBD sunt interne de aceeasi parte a secantei suplementare si deci DE|BC,
adica BCED este trapez. Dar (BD)=(CE) si atunci trapezul BCED este isoscel.
Pe baza mica [CD] a trapezului isoscel ABCD se construieste patratul CDMN.
Demonstrati ca patrulaterul ABMN este trapez isoscel.
Demonstratie. a) Patratul este construit spre interior.
D C

A B

Din MN||DC si AB||DC rezulta ca MN||AB, deci ABNM este trapez. Trapezul
ABCD fiind isoscel are unghiurile aldturate unei baze congruente. Deci
ZADC=/BCD, de unde rezultd ca ZADM=/BCN. Atunci AADM=ABCN (LUL)
avand (AD)=(BC) (ABCD - trapez isoscel), ZADM=/BCN, (DM)=(CN) ca laturi ale
patratului DCNM. Din congruenta celor doua triunghiuri rezultd ca (AM)=(BN), adica
trapezul ABNM este isoscel.

b) Patratul este construit spre exterior.

M N
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Trapezul ABCD fiind isoscel are unghiurile aldturate unei baze congruente.

Deci
Z/ADC=/BCD H
Atunci m(£LMDA)=360°-[90°+m(£LADC)] sau
m(£LMDA)=270°-m(£LADC) 2)
Analog
m(£NCB)=270°-m(£BCD) 3)
Din relatiile (1), (2) si (3) obtinem:
ZMDA=/NCB 4

Atunci AMDA=ANCB (LUL), avand (MD)=(MC), laturi ale patratului MNCD,
/MDA=/NCB din relatia (4), (AD)=(CB) din trapezul isoscel ABCD.
Din congruenta celor doud triunghiuri obtinem ca
(MA)=(NB) 6]
Fiindca DC|MN, DC||AB obtinem
MN||AB (6)
Din relatiile (5) si (6) rezulta ca trapezul ABNM este isoscel.

3.6. Concurenta liniilor importante in triunghi

Pentru demonstrarea concurentei liniilor importante din triunghi folosim
proprietatile patrulaterelor, a liniei mijlocii 1n triunghi si proprietatile de loc geometric
ale unor linii importante din triunghi.

Teorema 3.6.1. In orice triunghi medianele sunt concurente.

Demonstratie. Fie A'.B',C' mijloacele laturilor [BC], [CA], [AB] ale
triunghiului ABC, iar G punctul de concurentd a medianelor [AA'l si [CC'].
Consideram punctele T si E astfel incat T este mijlocul lui [AG] si E este mijlocul lui
[GC].

Atunci [TE] este linie mijlocie in triunghiul ACG. Avem

ET||AC, ET= %AC (1)

In triunghiul BCA, [A'C'] este linie mijlocie, rezulti ca
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A'C|AC si A'C':%AC )

Din relatiile (1) si (2) obtinem ca patrulaterul C'A'ET este paralelogram avand
doua laturi opuse paralele si congruente. Cum G este punctul de intersectie al
diagonalelor paralelogramului C'A'ET avem relatiile:

1 1
GA'=QGT = EAA' si GC'=GE = ECC’ 3)
Fie L mijlocul lui [BG]. Atunci [LT] este linie mijlocie in triunghiul GAB si
putem scrie relatiile:

TL|AB, TL = % “4)
In triunghiul CAB, [A'B'] este linie mijlocie, atunci
A'B'|AB, A'B'= %AB (5)
Din (4) si (5) rezulta ca patrulaterul A'B'TL este paralelogram si
GB'=GL = %BB' (6)
Din relatiile (3) si (6) rezultd ca {G}=AA'"BB'"CC' si G se giseste pe fiecare
mediana la % de baza si la % de varf.

Teorema 3.6.2. In orice triunghi bisectoarele interioare sunt concurente.
Demonstratie. Fie [AA; si [BB; bisectoarele unghiurilor ZA si ZB, iar I
punctul lor de intersectie.

B T A C
Bisectoarele [AA; si [BB; nu pot fi paralele pentru ca ar insemna cd LABB; si
Z/BAA, ar fi interne de aceeasi pare a secantei AB, si suma masurilor lor ar fi 180° ca
si suma masurilor unghiurilor triunghiului ABC, ceea ce este imposibil. Deci [AA; si
[BB, sunt concurente in I. Punctele de pe bisectoare fiind egal departate de laturi avem
relatiile:
(IP)=(IT), (IP)=(1Q), cu IPLAB, ITLBC, IQLAC si
Pe(AB), Qe(AC), Te(BC).
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Din relatiile de mai sus rezulta ca (IT)=(1Q), deci punctul I se gaseste si pe
bisectoarea ZACB.

Teorema 3.6.3. Mediatoarele laturilor unui triunghi sunt concurente.

Demonstratie. Fie punctele Q si P mijloacele laturilor [AB] si [BC] ale
triunghiului ABC, iar O punctul de intersectie al mediatoarelor laturilor [AB] si [BC].
Aceste doua mediatoare sunt concurente, caci daca ar fi paralele, punctele A, B, C ar fi
coliniare, ceea ce este imposibil fiind varfurile triunghiului ABC.

B P C
Punctele de pe mediatoarea unui segment fiind egal departate de extremitétile
segmentului; avem relatiile:
(OA)=(0OB) (OQ fiind mediatoarea laturii AB)
(OB)=(0C) (OP fiind mediatoarea laturii BC)
Din relatiile de mai sus obtinem (OA)=(OC), adica punctul O este situat pe
mediatoarea laturii (AC).
Teorema 3.6.4. Inaltimile unui triunghi sunt concurente.
Demonstratie. Consideram triunghiul ABC cu inaltimile AA', BB', CC'
(AA'LBC,BB'LAC, CC'LAB).

c A B
CV B'
H
B A C
A

Prin varfurile triunghiului ABC ducem paralele la laturile opuse care se
intersecteaza doud cate doud in punctele A", B", C". Patrulaterele ABCB" si C"BCA,
avand laturile opuse paralele sunt paralelograme, rezultd ca laturile opuse sunt
congruente, deci (AB")=(BC) si (AC")=(BC), de unde (AB")=(AC"), de unde rezulta ca
A este mijlocul lui [C"B"]. Deci AA' este mediatoarea lui [C"B"] (1).

Din paralelogramele AB"CB si ACA"B rezulta ca (AB)=(B"C) si (AB)=(CA"),
de unde (B"C)=(A"C), adica C este mijlocul lui [A"B"]. Atunci CC' este mediatoarea
laturii [A"B"] (2).

Din paralelogramele ACA"B si ACBC" rezultd ca (AC)=(BA") si (AC)=(C"B),
de unde (C"B)=(BA"), adica B este mijlocul lui [C"A"]. Atunci B"B este mediatoarea
laturii [C"A"] (3).
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Din (1), (2) si (3) rezultd ca Inéltimile triunghiului ABC sunt si mediatoarele
laturilor triunghiului A;B;C,. Cum concurenta mediatoarelor a fost demonstrata,
rezultd ca si Indltimile sunt concurente.

3.7. Probleme de coliniaritate

Problemele a caror concluzie solicitd demonstrarea apartenentei unor puncte la
0 aceeasi dreapta le vom numi probleme de coliniaritate.

In continuare enumerim cateva dintre procedeele cele mai des intalnite pentru
solutionarea problemelor de coliniaritate la nivelul clasei a VI-a:

a) Demonstrarea coliniarititii cu ajutorul unghiului alungit (unghiuri
adiacente suplementare)

Daca punctele A si B sunt situate de o parte si de alta a dreptei CD si
m(£LACD)+m(DCB)=180°, atunci punctele A, C, B sunt coliniare.

b) Demonstrarea coliniaritiatii folosind reciproca teoremei unghiurilor
opuse la varf

Daca punctul B este situat pe dreapta EF, iar punctele A si C sunt situate de o
parte si de alta a dreptei EF si ZABF=/CBE, atunci punctele A, B, C sunt coliniare.

c) Demonstrarea coliniaritiatii prin identificarea unei drepte ce contine
punctele respective

d) Demonstrarea coliniarititii folosind postulatul lui Euclid

Dacéa dreptele AB si BC sunt paralele cu o dreapta d, atunci in baza
postulatului Iui Euclid, punctele A, B, C sunt coliniare.

¢) Demonstrarea coliniaritatii folosind axioma de constructie a unghiului

Dacd B si C sunt in acelasi semiplan determinat de dreapta AA' si
ZA'AB=/A'AC, atunci A, B, C sunt coliniare.

f) Demonstrarea coliniarititii punctelor A, B, C demonstrind ca
AB+BC=AC

Vom exemplifica procedeele prin probleme rezolvate in continuare.

a) Demonstrarea coliniarititii cu ajutorul unghiului alungit

R3.7.1 Pe laturile consecutive AB si BC ale patratului ABCD se construiesc
triunghiurile echilaterale ABE si BCF, primul interior si al doilea exterior patratului. Sa
se arate ca punctele D, E, F sunt coliniare.

Solutie. Fiindca triunghiul ABE este echilateral, m(£LBAE)=60° si atunci
m(£DAE)=90°-60°=30°. Triunghiul ADE este isoscel cu (AD)=(AE) si atunci
m(ZLADE)=m(ZAED)=(180°-30°):2=75°. Triunghiul EBF este dreptunghic deoarece
m(ZEBC)+m(£ZCBF)=30°+60°=90°. Fiindca (EB)=(BF), triunghiul EBF este
dreptunghic isoscel. Atunci m(£BEF)=45°. Deci
m(£DEA)+m(£LAEB)+m(/BEF)=75°+60°+45°=180°, adica punctele D, E, F sunt
coliniare.
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A B

R3.7.2 S se demonstreze cd intr-un trapez mijloacele laturilor paralele si
intersectia diagonalelor sunt trei puncte coliniare.

Solutie. Fie O punctul de intersectie al diagonalelor AC si BD ale trapezului
ABCD, iar L si T mijloacele bazelor (AB) si (CD). Deoarece AB|DC rezulta ca
/DTL=/BLT (alterne interne), iar ZTDB=/LBD (alterne interne) si atunci obtinem ca

ZDOT=/BOL (1)

Mai avem ca ZAOD=/BOC (opuse la varf) (2).

Si ZALT=ZCTL (alterne interne), ZLAC=/TCA, atunci obtinem ca

ZAOL=/COT 3)
Cu relatiile (1), (2), (3) in jurul punctului O avem:
2m(ZLAOL)+2m(£LAOD)+2m(£DOT)=360°,
de unde
m(ZAOL)+m(ZLAOD)+m(£DOT)=180°,
rezultd ca punctele T, O, L sunt coliniare.
A L B

D

D T C
R3.7.3 Pe ipotenuza (BC) a triunghiului dreptunghic ABC se considerda un
punct arbitrar D. Fie K si P simetricele Iui D fatd de AB respectiv AC. Sa se arate ca
punctele K, A, P sunt coliniare.
Solutie. Punctul A se gaseste pe mediatoarea segmentului [DK], el va fi egal
departat de capetele segmentului. Deci (AK)=(AD). In triunghiul ADK, iniltimea AB
este si bisectoare, deci

/KAB=/BAD (1)
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B D C
Punctul A se giseste si pe mediatoarea [DP], rezulti ci (AD)=(AP). In
triunghiul isoscel APD, inéltimea AC este si bisectoare, deci
Z/PAC=/CAD 2)
Din relatiile (1) si (2) obtinem:
m(Z/KAB)+m(£/BAC)+m(ZCAP)=2m(/BAC)=180°
deci punctele K, A, P sunt coliniare.

b) Demonstrarea coliniarititii folosind reciproca teoremei unghiurilor opuse la
varf

R3.7.4 Se considera patrulaterul ABCD cu E mijlocul lui [AB] si R mijlocul
lui [CD]. Prin E se duc EF paralela la BC si EQ paralela la AD, iar prin varfurile C si D
se duce cite o paralela la AB. Obtinem paralelogramul BCFE si AEQD. Sa se arate ca
varfurile F si Q ale acestor paralelograme sunt coliniare cu R.

Demonstratie. BCFE este paralelogram deci

[CF]=[BE] (D)
Din paralelogramul AEQD obtinem
[EA]=[QD] )
Si
[BE]=[EA] (3)
deoarece E este mijlocul lui AB.
Din (1), (2) si (3) rezulta ca
[CF]=[QD] 4)
Punctul R este mijlocul lui [CD], deci
[CR]=[DR] (%)
Mai avem ca CF||BAJ|QD, deci CF||QD. atunci
/FCR=/QDR (6)

Din (4), (5), (6) obtinem ca triunghiurile CFR si DQR sunt congruente (LUL).
Din congruenta celor doua triunghiuri obtinem ca ZCRF=/DRQ si cum F si Q sunt de
o parte si de alta a dreptei CD, deci punctele C, R, Q sunt coliniare.
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c) Demonstrarea coliniarititii prin identificarea unei drepte ce contine punctele
respective

R3.7.5 In triunghiul ABC cu m(£B)=2m(£C), notim cu I intersectia
bisectoarelor [BB' si [AA', B'€(AC), A'e(BC). Perpendiculara din B pe AA'
intersecteaza perpendiculara din B' pe BC in D. Sa se demonstreze ca punctele I, D, C
sunt coliniare.

Demonstratie. Din m(£B)=2m(£C) rezulta m(LA'BB')=m(ZLC), deci
triunghiul B'BC este isoscel si atunci [B'D va fi bisectoarea Z/BB'C. Unghiul ZBA'A
este exterior triunghoului AA'C si deci

m(£ZBA'A) =m(£C) + m(%) (1)
Unghiul ZBIA' este exterior triunghiului ABI. Deci
m(£BIA") = m(£LIBA)+ m(£IAB)=m(£C) + m(l—zAj )

Din (1) si (2) rezultd ca triunghiul BIA' este isoscel. Atunci inaltimea BD a
triunghiului IBA' este si bisectoare. Deci punctul D este punctul de intersectie a
bisectoarelor [BD si [B'D ale unghiurilor triunghiului B'BC. Fiindca [CI este

bisectoarea unghiului C ea contine si punctul D, deci punctele C, D, I sunt coliniare.
A

B A L C
R3.7.6 Se considerd triunghiul ascutitunghic ABC, iar AD bisectoarea
unghiului ZBAC, cu De(BC). Fie L si K simetricul lui D fatd de AB, respectiv AC, iar
Q intersectia paralelei prin L la AC cu paralela prin K la AB. Arétati ca punctele A, D,
Q sunt coliniare.
Solutie. Fiindca LDLAB si AB||QK, rezulta ca LD_LQK sau
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LR1QK €))
ReKQ si KD1AC, LQ|IAC rezulta ca KD1LQ sau
KP1LQ 2)
PeLQ.
Din (1) si (2) rezulta ca punctul D este ortocentrul triunghiului LKQ, de unde
QDLLK.
Fie {S}=ARNAB si {T}=KPNAC. Din congruenta triunghiurilor dreptunghice
ADS si ADT obtinem ca (DS)=(DT) sau 2DS=2DT, care se mai scrie DL=DK.
Deci triunghiul LDK este isoscel iar [DA este bisectoare (din AADS=AADT),
ea va fi i mediatoarea lui (LK). Deci DA LLK. Din unicitatea perpendicularei din D pe

(LK) rezulta ca punctele A, D, Q sunt coliniare.
A

Q
R3.7.7 Fie trapezul ABCD cu AD||BC. Bisectoarele interioare ale unghiurilor
A si B se intersecteaza in L, iar bisectoarele interioare din C si D se intersecteaza in Q.
Daca T este mijlocul diagonalei (AC). Sa se arate ca punctele L, T, Q sunt coliniare.
Demonstratie. Fiindca DA||CB rezulta ca Z/CBA=/BAF (alterne interne).

ACBA] _00° o

dar  m(ZDAB)tm(ZBAF)=180° < m(LBAL)+m(

m(£BAL)+m(ZLBA)=90°. Deci (LALB)=90°, adicd AALB este dreptunghic in L. Fie
R mijlocul lui (BA). Atunci LR este mediana in triunghiul dreptunghic BLA, deci
AB

LR = T Obtinem astfel ca ALRA este isoscel, de unde ZRLA=/LAR=/DAL, de

unde obtinem ca RL||AD. Fie F mijlocul lui [CD], atunci [QF] este mediand in
. . : . CD . : . .

triunghiul dreptunghic CQD. Obtinem QF = - adica triunghiul QFD este isoscel

cu ZFQD=/FDQ=ZQDA, de unde rezultd ca FQ||DA. [FR] este linie mijlocie in
trapez, deci TR||AD. Deci linia mijlocie a trapezului contine punctele Q, L si T (TR
este linie mijlocie in AABC, RT||BC).
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d) Demonstrarea coliniaritatii folosind postulatul lui Euclid

R3.7.8 In triunghiul ABC, punctele B' si C' sunt mijloacele segmentelor [AC],
respectiv [AB]. Daca L este simetricul punctului B fatd de B' si T este simetricul
punctului C fatd de C', sd se demonstreze ca punctele T, A, L sunt coliniare.

Demonstratie. In patrulaterul ACBT, diagonalele [AB] si [TC] se taie in parti
congruente, rezultd cd ACBT este paralelogram. Deci

AT|BC (1)

Si diagonalele patrulaterului ABCL se imjumatitesc si deci ABCL este

paralelogram. Atunci
AL|BC 2)

Din (1) si (2) tindnd seama cd prin A trece numai o singurd paraleld la BC
obtinem ca punctele T, A, L sunt coliniare.

T A L

R3.7.9 Se da un triunghi ABC. Sa se arate ca mijloacele laturilor AB, BC si
proiectia varfului B pe bisectoarea unghiului A sunt trei puncte coliniare.

Demonstratie. Fie T mijlocul lui [AB] si Q mijlocul lui [BC]. Fie BLLAE,
Le(AE). Atunci triunghiul ABL este dreptunghic, iar TL este mediana,

AB
corespunzitoare ipotenuzei [AB], deci TL = B3 = AT. Obtinem astfel ca triunghiul

ATL este isoscel cu (TA)=(TL), deci

ZTAL=/TLA (1)
Dar
ZCAL=/LAT 2)
Din (1) si (2) rezultd ca ZCAL=ZALT, deci
ACJ||TL 3)

In triunghiul ABC, [TQ] este linie mijlocie si atunci
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AC|ITQ )

Din (3) si (4), tinand seama ca prin T trece o

singurd paraleld la AC obtinem ca punctele T, L, Q
sunt coliniare.

T Pe latura [BC] a triunghiului ABC se

considerd un punct D astfel incat BC=3DC. Daca R

este mijlocul medianei CM, Me(AB), sa se arate ca

L punctele A, R, D sunt coliniare.
Solutie. Daca T este mijlocul lui BD, atunci
B E Q € [MT] este linie mijlocie in triunghiul ABD si deci
AD|MT (1)
In triunghiul CMT, [RD] este linie mijlocie, rezulta ca
RD|MT 2)

Din (1) si (2) si faptul ca prin punctul R trece numai o singura paraleld la MT,

rezultd ca punctele A, R, D sunt coliniare.
A

3.8. Probleme de concurenta

Vom numi problema de concurenta o problema de geometrie a cirei concluzie
cere demonstrarea faptului cad trei sau mai multe drepte (cercuri) au ca intersectie
acelasi punct.

Dintre procedeele mai des utilizate pentru demonstrarea concurentei (la nivelul
clasei a VI-a) amintim:

a) Demonstram ca punctul de intersectie a doud dintre drepte apartine si celei
de-a treia dreaptd. (Trebuie demonstrat cd punctul de intersectie a doud dintre drepte
exista, iar apartenenta lui la cea de-a treia dreaptd se demonstreaza de obicei aratand ca
punctele acesteia sunt caracterizate de o anumita proprietate specifica, pe care o are si
punctul obtinut ca intersectie a celor doua drepte.)

b) Demonstrarea concurentei a trei drepte prin identificarea acestora cu trei
ceviene remarcabile concurente (bisectoare, Tndltimi, mediane, etc.) dintr-un triunghi
din configuratia problemei.

¢) Demonstrarea concurentei prin coliniaritate.

Vom exemplifica procedeele enuntate mai sus 1n rezolvarea unor probleme.
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Probleme rezolvate

R3.8.1 Fie M un punct in interiorul triunghiului ABC. Daca D, E, T sunt
simetricele punctului M fatd de mijloacele laturilor [BC], [CA], [AB], sa se
demonstreze ca dreptele AD, BE, CT sunt concurente.

Demonstratie. Fie G, H, K mijloacele laturilor [AB], [AC], [BC]. Diagonalele
patrulaterului AMBT se taie in parti congruente, rezulta ca el este paralelogram, deci

AT|MB, (AT)=(MB) (D

Analog patrulaterul MCDB este paralelogram fiindca diagonalele lui se taie in

parti congruente. Atunci

MBJ|ICD, (MB)=(CD) 2)
si

BD|MC, [BD]=[MC] 3)

Din (1) si (2) obtinem ca patrulaterul ATDC este paralelogram, avand 2 laturi
opuse paralele si congruente. Diagonalele lui se intersecteazd in O. Diagonalele
patrulaterului AMCE se taie in parti congruente si atunci el este paralelogram, deci

AE|MC, (AE)=(MC) 4

Din relatiile (3) si (4) rezultd cd AE|BD si (AE)=(BD), atunci ABDE este
paralelogram si BE intersecteaza pe AD in O. Obtinem astfel ca dreptele AD, BE, CT
sunt concurente in O.

R3.8.2 Pe diagonala (BD) a paralelogramului ABCD se considera punctele E
si M astfel incat (BE)=(EM)=(MD). Daci {T}=BCnAE, {Q}=AMNCD,
{L}=ABNCE si {P}=ADNCM, sa se demonstreze ca dreptele AC, EM si LQ sunt
concurente.

Demonstratie. Triunghiurile ADM si CBE sunt congruente avand (AD)=(BC),
(ZADM)=(LCBE) (alterne interne), (DM)=(BE). Din congruenta acestor doud
triunghiuri obtinem ca

(AM)=(CE) (1)

Si triunghiurile ADE si CBM sunt congruente avand (AD)=(BC),

(ZADE)=(£CBM) si (DE)=(BM). Din congruenta lor obtinem ca
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(AE)=(CM) 2)
Din relatiile (1) si (2) rezultd ca patrulaterul AECM, avand laturile opuse
congruente este paralelogram, si deci (EM) trece prin mijlocul O al diagonalei (AC).
Patrulaterul ALCQ, avand laturile opuse paralele este paralelogram (AQ]||LC din faptul
ca AECM este paralelogram). Deci diagonala (LQ) trece prin mijlocul O al diagonalei
(AC). Atunci dreptele AC, EM, LQ sunt concurente.
A P D

B

T C

Dreptele care trebuie sd demonstram cd sunt concurente sunt mediane,
bisectoare, inaltimi, mediatoare, etc. pentru un anumit triunghi.

R3.8.3 Se considera triunghiul ABC dreptunghic in A si AD inaltime,
De(BCQ). In C, pe cateta AC se ridicd o perpendiculari pe care se considerd un segment
(CM)=(AC), iar in B pe cateta AB se construieste o perpendiculard pe care se ia un
segment BP cu (BP)=(AB). Sa se demonstreze ca dreptele BM, CP si AD sunt
concurente.

Solutie. Prelungim inaltimea DA cu un segment (AR)=(BC). Avem
m(£LRAC)=180°=m(£LDAC)=180°-[90°-m(LACD)]=
=90°+m(LACD)=m(£BCM)

Atunci triunghiurile RAC si BCM sunt congruente fiindca au (RA)=(BC),
m(£ZRAC)=m(£BCM), (AC)=(MC). Din congruenta celor doua triunghiuri rezulta ca
(ZRCA)=(£CMB).

R

la)

B D C
Fie {Q}=BMMRC. Atunci
m(ZCQM)=180°-[m(£LQCM)+m(LCMQ)]=
=180°-[m(£ZQCM)+m(LRCA)]=180°-90°=90°
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Deci BQLRC, adica BQ este inaltime in triunghiul RBC.

Analog aratam congruenta triunghiurilor RAB si CBP. Avem
m(£ZRAB)=180°-m(£DAB)=180°-(90°-m(£LABD))=
=90°+m(ZABD)=m(£PBD)

Deci ARAB=ACBP avand (RA)=(BC), ZRAB=/PBD si (AB)=(BP).

Din congruenta acestor triunghiuri obtinem: (ZABR)=(£ZBPC).

Fie {T}=PCNAB. Avem

m(£PTB)=180°-[m(LTPB)+m(£PBT)]=
=180°-[m(LABR)+m(«£PBT)]=180°-90°=90°

Deci PTLBR, adica CT este inaltime in triunghiul RBC. Deci dreptele CT, BQ,
AD sunt concurente fiind inaltimi in triunghiul RBC.

R3.8.4 Fie M un punct pe diagonala [BD] a patratului ABCD. Sa se
demonstreze ca perpendicularele duse din M, B, D respectiv pe AB, AM, CM se
intalnesc pe diagonala [AC].

Solutie. Fie L si K picioarele perpendicularelor duse din B pe MA si respectiv
din M pe AB. In triunghiul MAB iniltimile MK si BL se intersecteaza in P.
Diagonalele patratului sunt perpendiculare, deci AO este Indltime in triunghiul MAB,
deci perpendicularele PK si BL din M pe AB, respectiv B pe MA se intalnesc pe
diagonala (AC). Fiindca MP_LAB, rezultd ca MPLDC. Dar DM_LPC, si atunci M este
ortocentrul triunghiului DCP, rezultd ca CM_LDP. Astfel perpendicularele din M, B, D
respectiv pe AB, AM, CM se intdlnesc pe (AC).

D C
M
T
0
L
A K B

3.9. Constructii geometrice

Prin probleme de constructie vom intelege acele probleme de geometrie in care
se cere construirea unor figuri geometrice ce satisfac anumite proprietati, folosind
numai rigla si compasul.

Inainte de a considera probleme de constructie cu rigla si compasul, Edwin
Moise in lucrarea "Geometrie elementard" face cateva precizari:

i) Cand vorbim de rigld si compas, intelegem o "rigla ideald" si un "compas
ideal", care traseaza liniile drepte si cercurile exact.
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ii) Rigla nu are un marcaj pe ea. O putem utiliza pentru a desena drepte Intre
doua puncte date, dar aceasta este tot ceea ce putem face cu ea. Nu o putem utiliza
pentru a masura distantele dintre puncte sau pentru a vedea dacd doua segmente sunt
congruente.

iii) Compasul se poate utiliza astfel. Fie un punct P si un punct Q in plan.
Putem desena atunci cercul cu centrul in P si care trece prin Q. Aceasta este tot ce
putem face cu el. Altfel spus, dindu-se un al treilea punct P' nu este permis sd mutam
varful compasului in P' si apoi sd desenam un cerc cu centrul in P' si de raza PQ. Din
acest motiv compasul este numit nerigid; nu i se poate muta varful deoarece "cand
ridici varful de pe hartie, compasul se inchide".

Sa reamintim cateva dintre constructiile elementare studiate si justificate la
clasa.

3.9.1. Constructia mediatoarei unui segment si a mijlocului sau

Consideram un segment [AB].

1) Cu o raza mai mare decat jumatate din lungimea segmentului [AB] desendm
douad arce de cerc cu centrul in A deoparte si de cealaltd a dreptei AB.

2) Cu aceeasi raza ca mai sus desenam douad arce de cerc cu centrul in B, de o
parte si de cealalta a dreptei AB, care intersecteaza arcele cu centrul in A in M si N.

3) Dreapta MN este mediatoarea segmentului [AB]. Punctul de intersectie P,
dintre AB si MN este mijlocul segmentului [AB].

M

<

g

N

3.9.2. Constructia bisectoarei unui unghi dat ZX0OY

Consideram un punct O drept centru si desendm un arc de cerc care va
intersecta laturile unghiului in A si B. Cu aceeasi raza mai mare decat EAB desenam

un arc de cerc cu centrul in A si unul cu centrul in B. Ce doua arce se intersecteaza in
M. Semidreapta [OM este bisectoarea unghiului ZXOY.
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3.9.3. Constructia perpendicularei pe o dreapta dintr-un punct al ei

Consideram punctul O pe dreapta a. Cu o deschidere oarecare a compasului se
construiesc doua arce ale unui cerc cu centrul in O si care intersecteaza dreapta a in A
si B. Perpendiculara cautata este mediatoarea segmentului AB.

3.9.4. Constructia perpendicularei pe o dreapta dintr-un punct exterior al ei

Consideram o dreapta a si un punct O nesituat pe ea. Desenam un arc de cerc
cu centrul In O §i cu raza mai mare decat distanta de la O la a, care intersecteaza pe a in

A si B. Mai construim un punct C egal departat de A si B si atunci OC_La.

>
—
\

o

3.9.5. Constructia unui unghi congruent cu un unghi dat

Fiind dat unghiul ZXOY, trebuie sa construim un unghi congruent cu el

/ZX'0'Y".
Cu centrele in O si O' desenam doud arce de cerc si obtinem punctele A, B, C.
Descriem un arc de cerc cu centrul in C si raza AB. Obtinem astfel punctul D. Latura

[O'Y' este semidreapta [O'D.

163
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3.9.6. Constructia cercului circumscris triunghiul ABC

Se construiesc mediatoarele a doua laturi ale triunghiului. Intersectia lor, O, va
fi centrul cercului circumscris. Raza R va fi OA.
A

3.9.7. Constructia cercului inscris in triunghiul ABC

Se construiesc bisectoarele a doud unghiuri. Intersectia lor, I, va fi centrul

cercului inscris. Raza, r, va fi lungimea unei perpendiculare duse din I pe o latura.
A

3.9.8. Constructia centrului de greutate G

Construim mijloacele a doud laturi i apoi medianele corespunzatoare.
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3.9.9. Constructia ortocentrului H

Se construiesc perpendicularele din doud varfuri ale triunghiului pe laturile
opuse.

3.9.10. Constructia tangentei la cercul C(O,R), intr-un punct A al cercului

Se construieste perpendiculara CD pe raza OA.

3.9.11. Constructia tangentelor la cercul C(O,R) dintr-un punct exterior M

Se determind mijlocul segmentului [OM], Oy, si apoi se construieste cercul de
diametru [OM]. Cercul astfel construit va intersecta cercului C(O,R) in A si B.
Tangentele cautate sunt MA si MB.

3.9.12. Rezolvarea problemelor de constructii geometrice

In rezolvarea problemelor de constructii geometrice parcurgem urmitoarele
etape:

1) Analiza (gasirea solutiei). Se considerd figura construitd si identificim
elementele construibile folosind constructiile elementare.

2) Constructia. Se prezinta succesiunea elementelor care se construiesc.
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3) Demonstratia. Contine argumentarea faptului ca elementele construite
satisfac cerintele enuntate in problema.
4) Discutia. Se comenteaza existenta solutiilor si numarul lor.

Probleme rezolvate

R3.9.1 Sa se construiasca un triunghi dreptunghic cunoscand suma lungimilor
catetelor (b+c) si lungimea ipotenuzei (a).

Demonstratie. Considerdm problema rezolvatd si fie BAC triunghiul cautat.
Construim triunghiul dreptunghic isoscel DAC cu (AC)=(AD).
Analizdm triunghiul BCD si deducem modul de constructie.

Constructia figurii

B

D

Pe segmentul DC=c+b (suma lungimilor catetelor), in punctul D, construim un
unghi de 45°. Din B se duce un arc de cerc cu raza cit lungimea ipotenuzei a.
Triunghiul cerut este ABC.

Discutie. Daca arcul de cerc taie pe DF intr-un singur punct avem solutie, daca
taie pe DF in doud puncte, avem doua solutii si daca nu-1 taie n nici un punct nu avem
solutie.

F

45° :
D A B
R3.9.2 Sa se construiasca un triunghi cunoscand lungimile medianelor sale.
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Demonstratie. Fie G, simetricul centrului de greutate G al triunghiului ABC
fatd de mijlocul A' al laturii [BC]. Atunci

GG, :2-GA':2-lma :gma
3 3
GC:z-mC, GIC:GB:g-mb
3 3
A

BWC

G

Construim triunghiul GG;C de laturi
GG, :%-ma, GC:E-mC si GIC:g-mb
3 3 3

Simetricul lui G, fatd de G ne da varful A. Simetricul lui C fatd de mijlocul lui
[GG] ne da varful B.

Problema este posibild numai dacd m,, my, m, satisfac relatiile de conditie
dintre laturile unui triunghi.

R3.9.3 Sa se construiasca un triunghi dreptunghic cand se cunosc indltimea si
mediana ce pleaca din varful unghiului drept.

Presupunem problema rezolvati. In triunghiul ABC cunoastem iniltimea AD

si mediana AA".
Constructia
A
-
B D A C

Construim triunghiul dreptunghic ADA' in care cunoastem cateta (AD) si
ipotenuza (AA'). Fiindcad intr-un triunghi dreptunghic mediana ce pleaca din varful
unghiului drept are lungimea egald cu jumatate din lungimea ipotenuzei, rezultd ca
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putem construi segmentele (A'B) si (A'C) fiecare congruente cu AA', obtinem astfel
varfurile B si C si problema este rezolvata.

R3.9.4 Sa se construiasca un triunghi ABC cunoscénd mijloacele B', C' ale
laturilor [AC] si [AB] precum si piciorul D al indltimii care cade din varful A pe [BC].

Demonstratie. Presupunem problema rezolvata si fie ABC triunghiul cautat. In
acest triunghi cunoastem punctul D piciorul Tnaltimii din A, punctele B' si C' mijloacele
laturilor (AC) respectiv (AB).

A

H
B D C

Analizand figura deducem ca A este simetricul lui D fata de linia mijlocie

[B'C'].

Constructia

Unim C' cu B'. Construim punctul A ca simetricul lui D fata de [B'C']. Ducem
in D o perpendiculara pe AD. Dreapta AC' intalneste perpendiculara in B. Dreapta AB'
intalneste perpendiculara in C. Triunghiul ABC astfel construit corespunde ipotezei.

3.9.13. Probleme de constructii imposibile ale antichitatii

Problemele de constructie cu rigla si compasul au preocupat matematicienii
Greciei antice, care au dat solutii la unele, dar la altele, pentru a le putea aborda era
nevoie de ramuri ale matematicii pe care grecii nu le descoperisera.

Dintre problemele de constructii imposibile ale antichitatii poate cele mai
celebre ar fi: problema trisectiunii unghiului, duplicarea cubului, cuadratura cercului.

1) Trisectiunea unghiului

Dandu-se un unghi Z/BAC se cere sa construim semidreptele AD si AE cu D,
E situate 1n  interiorul unghiului BAC astfel incat sia avem:
m(£BAD)=m(£DAE)=m(£LEAC), folosind numai rigla si compasul.

B
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Problema trisectiunii unghiului este imposibila. (Exista unele unghiuri pentru
care semidreptele care realizeaza trisectiunea nu pot fi construite. Sunt unele unghiuri
care pot fi impartite 1n trei parti congruente, exemplu unghiul drept.)

Problema trisectiunii unghiului devine posibila daca schimbam putin ipoteza,
in sensul ca permitem ca pe rigla sa putem face doud gradatii.

ii) Duplicarea cubului

Fiind dat un segment AB, dorim si construim un segment CD astfel incat
cubul cu muchia CD sd aiba volumul exact de doud ori mai mare decdt volumul
cubului cu muchia AB, adicd CD’=2-AB°.

i) Cuadratura cercului

Dandu-se un cerc, dorim sa construim un patrat care si aiba aceeasi arie ca

cercul, adicd 1> = - R*, adicd [ = R\/E.
Problemele de mai sus au fost studiate peste doud mii de ani, descoperindu-se
in final ca sunt imposibile. (Demonstratiile depasesc cadrul de fata.)
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