MATEMATICA )
PROGRAMA SCOLARA PENTRU CLASELE DE EXCELENTA
IX

ARGUMENT

Studiul matematicii prin clasele de excelentd, urmareste in principal
crearea unui cadru organizat, in care elevii talentati la matematica, proveniti din
diferite medii scolare, sd poatd intra in contact, si in timp relativ scurt, sa
formeze un grup performant. Acesti elevi, beneficiind de o pregatire pe masura
potentialului lor intelectual, vor contribui ulterior la formarea unei elite
romanesti In domeniul matematicii.

Realizarea unei programe pentru clasele de excelenta, precum si modul
in care se va lucra pe aceastd programad, constituie o noutate pentru
invatdmantul romanesc. Din acest motiv elaborarea prezentei programe trebuie
inteleasa ca o etapd necesard unui Inceput de drum.

Un colectiv de cadre didactice din Invatdmantul preuniversitar si
universitar din CRTCP Cluj, cu experientd in domeniul pregatirii elevilor
capabili de performante superioare, au format o echipa care a realizat programa
si manualul care contine exercitii §i probleme extrem de utile pentru
desavarsirea pregatirii acestor elevi.

In selectarea continuturilor programei s-a tinut cont de tendintele actuale
in formularea subiectelor la concursurile si olimpiadele scolare, dar si de
traditiile scolii romanesti de matematica. Numeroasele carti si reviste adresate
,varfurilor ” au costituit o importantd sursd bibliografica in tratarea temelor.
Temele propuse constituie o extindere fireasca a programei analitice obligatorii
de matematica si parcurgerea lor este necesara pentru abordarea unor probleme
mai dificile. Anumite teme vor fi tratate pe percursul mai multor ani de studiu
(evident cu o problematica corespunzatoare) asigurandu-se astfel continuitatea
si coerenta procesului de invatare. Mai trebuie precizat ca la elaborarea
programei echipa a avut in vedere faptul ca matematica nu este un produs finit,
ci un proces intelectual in care, pe suportul unor cunostinte solide, primeaza
optiune pentru profesori si elevi.

Programa se adreseaza elevilor claselor V-IX si a fost conceputa pentru
un numar de 2 ore/saptamana (in cele 30 de saptamani ale anului scolar in care
se lucreazd cu clasele sau grupele de excelentd). Obiectivele cadru ale
programei obligatorii de matematicd au suferit cateva modificari. Obiectivul
cadru ,,.Dezvoltarea capacitatilor de explorare/ investigare si de rezolvare de
probleme” a fost inlocuit cu obiectivele cadru: ,,Dezvoltarea capacitatii de a
emite judecdti de valoare pentru rezolvarea problemelor inventiv §i euristic-
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creative” si ,, Dezvoltarea capacitatii de a face conexiuni cognitive in cadrul
disciplinei, la nivelul ariei curriculare si interarii”. Ratiunea acestei schimbari o
constituie tocmai specificul activitatii intelectuale matematice la nivel de
performante superioare, prin focalizarea atentiei dinspre campul larg al
problemelor de matematica spre cele de tip inventiv si euristic-creative. O
atentie sporitd se da si capacitdtii elevilor de a face conexiuni cognitive in
cadrul disciplinei, a ariei curriculare si interarii In scopul dobandirii unei
imagini de ansamblu a matematicii elementare ca parte a unui sistem aflat in
permanenta evolutie si interactiune cu lumea Inconjuratoare.

Programa este construitd pe baza obiectivelor cadru ale predarii-invatarii
matematicii §i are urmatoarele componente:

- obiective de referinta si sugestii de activitati de invatare;

- continuturi.

OBIECTIVE CADRU:

1. Cunoasterea si intelegerea conceptelor, a terminologiei si a
procedurilor de calcul

2. Dezvoltarea capacitatii de a emite judeciti de valoare pentru
rezolvarea problemelor inventiv si euristic-creative

3. Dezvoltarea capacititii de a face conexiuni cognitive in cadrul
disciplinei, la nivelul ariei curriculare si interarii

4. Dezvoltarea capacititii de a comunica utilizind limbajul
matematic

5. Dezvoltarea interesului si a motivatiei pentru studiul si aplicarea
matematicii in contexte variate



OBIECTIVE DE REFERINIA SI EXEMPLE
DE ACTIVITATI DE INVATARE
1. Cunoasterea si intelegerea conceptelor, a terminologiei si a

procedurilor de calcul

Obiective de referinta

La sfarsitul clasei a IX-a elevul va
fi capabil:
1.1. sd recunoascd operatiile
multimi si sd opereze cu acestea

cu

1.2. sa opereze cu principii §i metode
matematice

1.3. sd opereze cu ecuatii §i functii
speciale

1.4. sa utilizeze metode specifice de
rezolvare a problemelor de geometrie

1.5. sa utilizeze metode geometrice in
rezolvarea problemelor de algebra

Exemple de activititi de invatare

Pe parcursul clasei a IX-a se
recomanda urmatoarele activitati:

- exercitii de stabilire a unor identitéti
in calculul cu multimi

- demonstrarea principiului includerii
si excluderii

- exercitii de aplicare a principiului lui
Dirichlet in algebra si geometrie

- aplicatii ale principiului inductiei
matematice In geometria vectoriala,
plana si in spatiu

- demonstrarea unor inegalitéti
utilizdnd semnul functiei de gradul al
doilea

- exercitii de aplicare a principiului
includerii si excluderii
- rezolvarea unor
metoda lui Sturm

inegalitati prin

- rezolvari de ecuatii diofantice

- exercitii cu functiile speciale: parte
intreagd, parte fractionard, minim,
maxim

- probleme legate de retele laticeale in
plan si spatiu

- rezolvarea problemelor de geometrie
utilizdnd metoda vectoriala

- probleme de concurentd si colinia-
ritate

- inegalitati rezolvate geometric
- probleme de maxim §i minim rezol-
vate geometric




1.6. sa utilizeze metode matematice in
rezolvarea problemelor puse de alte
discipline

- ecuatii functionale rezolvate geome-
tric
- sisteme de ecuatii rezolvate geome-
tric

- rezolvarea de probleme de geometrie
plana si 1n spatiu care 1si au originea in
fizica

- probleme pe tabla de sah, probleme
de partitionari si colorari

2. Dezvoltarea capacititii de a emite judecati de valoare pentru
rezolvarea problemelor inventiv §i euristic - creative

Obiective de referinta

La sfarsitul clasei a IX-a elevul va
fi capabil:
2.1. sa analizeze, sa elaboreze un plan
de rezolvare si sd rezolve probleme
atipice si/ sau dificile din domeniile
studiate

2.2. sa formuleze situatii-problema,
reciproce, generalizari pe baza proble-
melor atipice si/ sau dificile din
domeniile studiate

Exemple de activitati de invatare

Pe parcursul clasei a IX-a se
recomanda urmadtoarele activitati:

- intelegerea problemei

- elaborarea, in urma unei investigatii,
a unui plan de rezolvare

- obtinerea solutiei prin aplicarea
planului

- verificarea rezultatului obtinut si
analiza rezolvarii

- depistarea modului in care conditiile
initiale ale problemei intervin in
solutionarea acesteia prin intrebari
deschise de tipul: ,,Ce s-ar intampla
daca din ipotezd am elimina
conditia...?”, ,,Ce s-ar intdmpla daca
in ipoteza am modifica conditia ... cu
conditia...?”, ,,Ce conditii de lucru
trebuie addugate pentru ca problema sa
aiba solutie unica?”

- formularea unor ipoteze care sa
conduca la reciproce, generalizari si
demonstrarea acestora




2.3. sa identifice metode de lucru
valabile pentru clase de probleme

- identificarea unor algoritmi de re-

zolvare valabili pentru clase de
probleme
- analizarea eficientei metodelor

descoperite prin rezolvari de probleme
din aceeasi sfera cognitiva

3. Dezvoltarea capacitatii de a face conexiuni cognitive in cadrul
disciplinei, la nivelul ariei curriculare si interarii

Obiective de referinta

La sfarsitul clasei a IX-a elevul va fi
capabil:
3.1. sa utilizeze rationamente
inductive, deductive, prin analogie si
mixte  in rezolvarea problemelor
atipice si/ sau dificile din domeniile
studiate

3.2. sa-si insuseascd o gandire
reflexiva, independentd, flexibila si
abstracta specificd matematicii

Exemple de activitati de invatare
Pe parcursul clasei a I[X-a
recomanda urmdtoarele activitati:
- exercitii care se rezolvad facand
analogii intre sisteme de elemente,
inclusiv utilizand modelarea

- exercitii care se rezolva pornind de
la ipoteza spre concluzie si invers, si
prin metode combinate

- extrapolarea solutiilor unei probleme
pentru rezolvarea altora din aceeasi
sfera cognitiva

se

- probleme care necesitd reflectii
asupra justetei mai multor solutii
ipotetice inainte de a actiona

- discutii care conduc la diferentierea
elementelor importante din enuntul
problemei

- exercitii dintr-un domeniu al mate-
maticii care se rezolva cu metodele
specifice altui domeniu

- modelarea matematica a unor proble-
me sau enunfuri matematice, din
cotidian sau puse de alte discipline




4. Dezvoltarea capacititii
matematic

de a comunica utilizand limbajul

Obiective de referinta

La sfarsitul clasei a IX-a elevul va fi
capabil:
4.1. sa-si Insuseasca treptat exigentele
unei exprimdri riguroase specifice
problemelor inventiv-creative  din
domeniile studiate

4.2. sa formuleze rezultate matematice
noi: generalizari, reciproce si metode
de rezolvare pentru clase de probleme
din domeniile studiate

Exemple de activititi de invatare
Pe parcursul clasei a IX-a
recomanda urmatoarele activitati:
- descrierea in scris, sau oral a
incercarilor de rezolvare a problemelor
- redactarea unor demonstratii sau
rezolvari de probleme utilizand
terminologia adecvata

se

- discutii pornind de la o problema in
scopul formuldrii de noi rezultate
matematice

- sa redacteze noi rezultate matematice
si sd le demonstreze

5. Dezvoltarea interesului si a motivatiei pentru studiul si aplicarea
matematicii in contexte variate

Obiective de referinta

La sfarsitul clasei a IX-a elevul va fi
capabil:
5.1. sda argumenteze importanta
metodelor matematice 1n rezolvarea
unor probleme cotidiene sau puse de
alte discipline

5.1. sd@ manifeste disponibilitate, perse-
verentd si gandire creativda pentru
rezolvarea problemelor atipice si/ sau
dificile

Exemple de activititi de invitare
Pe parcursul clasei a IX-a
recomanda urmatoarele activitati:
- identificarea rolului matematicii in
rezolvarea problemelor cotidiene sau
puse de alte discipline prin exemple

se

- rezolvarea de probleme perseverand
pe aceeasi idee de lucru

- activitati in grup de rezolvare de
probleme care sia permita fiecarui
participant sa aiba un rol activ

- activitati care sd permitd exprimarea
ideilor in scopul generarii de ipoteze
de lucru multiple si inedite

- utilizarea unor softuri educationale
pentru Tnvatarea matematicii
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CONTINUTURI

Multimi, functii, ecuatii

- Exercitii de teoria multimilor

- Ecuatii diofantice. Metode elementare de rezolvare
- Functii speciale

Cateva principii de rezolvare a problemelor de matematica
- Principiul lui Dirichlet

- Principiul inductiei matematice in geometrie

- Principiul trinomului in stabilirea unor inegalitati

- Principiul includerii si excluderii

Metode de rezolvare a problemelor de matematica

- Metoda vectoriald in rezolvarea problemelor de geometrie

- Metoda geometrica in rezolvarea problemelor de algebra

- Metoda apropierii de extrem sau metoda variatiei partiale a lui
Sturm

Geometrie

- Retele laticeale 1n plan si spatiu

- Probleme de concurenta si coliniaritate rezolvate vectorial
- Baricentre si centre de greutate

- Probleme de geometrie combinatorica

11



CLASA aIX-a

4.

. Exercitii de teoria multimilor (Gh.Lobont)

1.1. Operatii cu multimi. Proprietati

Principiul lui Dirichlet (E.Jecan)
2.1. Principiul lui Dirichlet in algebra
2.2. Principiul lui Dirichlet in geometrie

Retele laticeale in plan si spatiu (E.Jecan)
3.1. Notiuni teoretice

3.2. Probleme rezolvate

Ecuatii diofantice. Metode elementare de rezolvare a ecuatiilor

diofantice (E.Jecan)

4.1. Ecuatii diofantice de gradul intii

4.2. Metoda descompunerii

4.3. Metoda inegalititilor in rezolvarea ecuatiilor diofantice
4.4. Metoda aritmeticii modulare

. Inductia matematica in geometrie (E.Jecan)

Metoda vectoriala in geometrie (E.Jecan)
6.1. Consideratii teoretice
6.2. Probleme rezolvate

Probleme de concurenta si coliniaritate rezolvate vectorial (E.Jecan)
Metoda geometrica in rezolvarea problemelor de algebra (E.Jecan)

Functii speciale (E.Jecan)

9.1. Definitii si proprietati ale functiilor speciale
9.2. Aplicatii ale functiilor speciale

9.3. Probleme propuse si solutii

9.4. Ecuatii functionale

10. Principiul trinomului in stabilirea unor inegalitati (E.Jecan)

10.1. Consideratii teoretice

11. Principiul includerii si excluderii (Gh. Lobont)



12. Metoda apropierii de extrem, sau metoda variatiei partiale a lui Sturm
(E.Jecan)

13. Baricentre si centre de greutate (E.Jecan, V. Lupsor)

13.1. Definitia matematica a baricentrului

13.2. Baricentrul unui sistem de puncte materiale in care apar mase
negative

13.3. Coordonate baricentrice in plan

14. Probleme de geometrie combinatorica (V. Pop)
14.1. Partitii ale multimii numerelor naturale

Coordonator Vasile Pop
Viorel Lupsor
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1. Exercitii de teoria multimilor

In cadrul acestei teme vom prezenta probleme din teoria multimilor si
metode de rezolvare pline de imaginatie care s il stimuleazi pe elev. In teoria
naivd a multimilor, ca si in unele teorii axiomatice ale multimilor, ideea de
multime este consideratd ca o notiune primara, fapt pentru care nu se da o
definitie. Vom intelege multimea ca pe o colectie de obiecte, fard a avea, insa,
pretentia ca prin aceasta am enuntat o definitie.

1.1. Operatii cu multimi. Proprietati

1.1.1. Definitie: Date fiind doud multimi, A si B, numim reuniunea lor
si 0 notam prin 4 U B, multimea care contine acele elemente §i numai acelea
care apartin cel putin uneia dintre multimile 4 sau B.

x € AU B daca si numai daca xeA sau x eB
1.1.2. Proprietati ale reuniunii a doua multimi:

(1) Reuniunea a doud multimi include fiecare dintre termenii reuniunii.

(2) Dacd o multime include ambii termeni ai reuniunii, atunci ea include
reuniunea.

(3) Reuniunea este comutativa AUB=BuU A4

(4) Reuniunea este asociativi (4UB)UC=A4U(BUC)

(5) Reuniunea este idempotenta 4 4 = A4

(6) Multimea nuld are rol de element neutru fatdi de reuniune
AVD =B U A=A

(7) Reuniunea este izotond in ambele argumente A B si C — D rezulta
AuvCcBuUD

Demonstratie:
(7) Deoarece BcBuD (1) si Ac B din ipotezd, din tranzitivitatea
incluziunii rezultd ca 4 < BU D. Analog se aratd ca C — Bu D . Utilizam (1)
sirezultacda AUCcBUD.

1.1.3. Propozitie: A — B daca si numai daca A UB =B

Demonstratie: “<” Din (1) rezultd cd A< AU B. Deci presupunand
AUB=1,deducem Ac B.
“=" Reciproc, sd presupunem A c B. Deoarece B — B, utilizdm (2), rezulta
ca AuUBcB. Incluziunea contrarda Bc AuBrezulta din (1) deci
AUBCB.
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1.1.4. Definitie: Fiind date doud multimi 4 §i B, numim intersectia lor
si 0 notam A M B multimea care contine acele elemente si numai acelea care
apartin atat lui 4 cat si lui B.

x € AN Bdacasinumai dacix € Asaux € B
1.1.5. Proprietati ale intersectiei:

(1) Intersectia a doud multimi este inclusa in fiecare dintre termenii intersectiei.

(2) Daca o multime este inclusa in fiecare termen al intersectiei, atunci ea este

inclusd in intersectie.

(3) Intersectia este comutativi 4 N B =B N A.

(4) Intersectia este asociativi (A N B)NC=4nN (BN C)

(5) Intersectia este idempotentd 4 N 4 = A

(6) Multimea vida are rol de anulator fata de intersectic AND =D N A=

(7) Intersectia este izotond in ambele argumente A c BsiCc D=4 N Cc B
ND

(8) Intersectia este distributiva fata de reuniune

a) An(BuC)=(4nB)u(4nC)

b) (BUC)nA=(BnA)u(Cn A)

1.1.6. Propozitie (proprietatile de absorbtie):
a) An(4UB)=4
b) A4u(4nB)=4

Demonstratie: Vom demonstra numai egalitatea a doua. Deoarece A N B
A (din 1.1.5.(1)), aplicand proprietatea: A — B daca si numai daca 4 N B = A4,
rezulta (A N B) UAd=A4, din care obtinem egalitatea cerutda folosind
comutativitatea.

1.1.7. Observatie: Tot sub numele de absorbtie se Intilnesc si
identitatile:

AuB)nA=4 ANnB)yuAd=4
AN(BUA)=A4 AU (BNA)=4
(Bud)ynA=4 (BNA)wA=4

care se obtin din cele de mai sus prin comutativitate.

1.1.8. Propozitie: Reuniunea este distributiva fata de intersectie:
a) AV(BNCO)=A VB N4 U0
b) BNCO)ud=B ud)n(C UA)
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1.1.9. Definitie: Multimile 4 si B se numesc disjuncte daci A "B = .

1.1.10. Definitie: Fiind date doud multimi 4 si B numim diferenta lor si
o notdm prin 4 \ B sau 4 — B multimea care contine acele elemente ale lui 4
care nu se gasesc in B §i numai acelea.

1.1.11. Propozitie: Au loc urmatoarele relatii:
(1)A\Bc 4
2)4A v (B\A)=4 U B
B)UA\B\C=A\O)\B=4\(B U C)
4 A\BuUCO)=(A\B)n(4\0)
S)A\BNC)=A\B) U (4\0O)
6) (4 B\C=A\C)u (B\O)
(7Y ANB\C=A\NC)N(B\O)
®) A\ =4, T\A=C
V) A\A=0

Demonstratie:

(2) Deoarece B\ A — B, din proprietatea de izotonie a reuniunii rezulta
cda AU(B\A)c A u B.Reciproc, fiex € 4 U B, adicix € A saux € B. Daca
x € A,atunci x € 4 U (B\A). Daca x ¢ A, atuncix € B, decix € B\ 4 si,
prinurmare x € A U (B\A),rezultaca 4 U Bc A U (B\A).

4)xe A\(B U C)dacasinumaidacix e AsixgBuU Coxedsi(xg B
saux g () (xedsixgB)sixedsixgC)cxeA\Bsixed\ C
daca si numai dacax € (A\B) N (4\ ).

1.1.12. Definitie: Multimea 4 A B = (4 \ B) U (B \ 4) se numeste
diferenta simetrica a multimilor 4 si B.

1.1.113. Lema: x e AAB< (x e Asix ¢ B)ysau(x € Bsix ¢ A)
Demonstratie: Echivalenta rezulta din definitie.

1.1.14. Proprietati ale diferentei simetrice:
(1) Diferenta simetrica este comutativi A AB=B A A
(2) Diferenta simetrica este asociativai (4 AB)AC=AA(BA Q)
(3) Multimea vida este elementul neutru fata de diferenta simetrica
ANDO=0OAA=A
4)AANA=0
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1.1.15. Propozitie: Intersectia este distributiva fatd de diferenta
simetrica:
a) ANBAO)=(ANB)AANC)
b) AAB)NC=ANC)ABNC).

Demonstratie: Vom demonstra relatia de la a) deoarece relatia de la b)
rezultd din prima folosind comutativitatea. Din definitie rezulta ca (4 N B) A (4
NC) = (4nB)\(ANC))u((4nC)\ (4N B)). Folosind 1.1.11. (5) obtinem
(4 N B) A (4 N O) =
(AnBNA)U(AnB)\C)u((AnC)\4)u((4nC)\B))

Deoarece (ANB) c A si (AN C)c A,rezultd ca (4 N B)\ 4= 0

i AN CO\A=0,deci AN B)AANC)=(4nB)\C)u(4nC)\B).

Observam ca (A " B)\C=A4 N (B\ C) si rezulta
(ANBYAANC)=(4n(B\C))u(4n(C\B))

Folosind distributivitatea intersectiei fata de reuniune, obtinem

ANBYAANC)=An (B\C)U(C\B)) =4 (BACQ).

1.1.16. Definitie: Dacd B < 7, multimea 7 \ B se numeste
complementara lui B fati de T'si se noteaza C;°.

1.1.17. Notatie: In cazul particular in care multimea T se subintelege,
vom nota prescurtat CB in loc de C;°. In continuare vom lucra in A)
(multimea partilor multimii 7) si vom adopta conventia de notatie.

1.1.18. Lemi: Daci B e A7) si x € T, atunci x € CB daci si numai
daca x ¢ B.

Demonstratie:x e CB<>xe T\B<xeTsixg B&x e B
1.1.19. Proprietatile complementarei:

(1) Au loc formulele Iui Morgan:
C(AuB)=CANnCB
CANB)=CA v CB
(2) Complementara este antitond: 4 c B = CA > CB
(3) Complementara este involutivd CCA = 4
4) ANCA=0si4 VCA=T
5) AnB=0OsiAu B=T=B=CA
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Demonstratie:

() CA4 v B)y=T\(4 v B)y=(T\A) N (T\B)=CANCB
CANB)=T\(ANnB)=(T\A) v (T\B)=CA v CB

2Q)AcB=>A4A=ANnB=>CA=C(ANnB)=C4 v CB= CA=CB.

(5)Fie xeT. Daca x e B din AnB=0 deducem x ¢ A. Dacd x ¢ B,
dind U B=T deducemx € A. Decix € B<>x ¢ A4, adica B = CA.

1.1.20. Definitie: Se numeste produsul cartezian al multimilor 4 si B si
se noteazd cu 4 x B multimea tuturor perechilor ordonate (a, b), unde a € 4 si
b e B.

AxB={(a,b)\ae Asib € B}.

1.1.21. Proprietatile produsului cartezian:

(1) Produsul cartezian este izoton: A c BsiCc D=4 x Cc B x D.

(2) Produsul cartezian este distributiv fatd de reuniune:
AuUB)xC=AxC)u B xO0
C x(AuB)=(CxA) v (CxB)

(3) Produsul cartezian este distributiv fata de intersectie:
ANB)xC=AxC)n(Bx0)
CxAnNB)=(CxA)nN(CxB)

(4) Produsul cartezian este distributiv fata de diferenta:

(A\B)yx C=(A x O\(B x C)
Cx(A\B)=(Cx A)\(C x B)

(5) Produsul cartezian este distributiv fata de diferenta simetrica:
(AAB)x C=(Ax C)A(B x C)

Cx(AAB)=(Cx A)A(C x B)

Demonstratie:

(2) Vom demonstra prima identitate. Deoarece 4 c 4 U BsiBc A U B din
1.1.21. (1) deducem ca 4 x Cc (4 U By x CsiBx Cc (4 v B) x C.
Aplicam 1.1.2.(2) si obtinem (4 x C) U (B x C)c (4 UB) x C.

Reciproc, fie x e (4 U B) x C, adica x=(a,c) cuae 4 U BsiceC.

Dar a € A U B este echivalent cua € A saua € B. Dacaa € A4, atuncix € B

x Cdeci xe (4 x C)u (Bx Q).

(6) Demonstram prima egalitate:

(AAB) x C=((4\B)U(B\A4))xC = ((4\B)xC)U((B\ 4)xC) =
(AxC\(BxC))u((BxC)\(4xC)) = (4xC)A(BxC).
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1.2. Probleme rezolvate (1.1)

R1.2.1.1 Fie multimea M ={a+ 1,a+ 2, ...,a+ 25}, unde @ € N. Sa se
determine cea mai mare valoare a lui a, astfel incat M sa se poata Imparti in trei
submultimi, doud cate doua disjuncte, cu proprietatea ca suma elementelor din

. s+3 o
fiecare submultime este cel mult = unde s este suma elementelor multimii

M.
(A. Ghioca)

Solutie: Avem s = 25a + 325. Daca o astfel de impartire este posibila, atunci
una dintre cele trei submultimi va avea cel putin 9 elemente. Cum suma celor
s+3

mai mici 9 elemente din M este 9a + 45, este necesar ca 9a + 45 < , adica

a < 96. Pentru a = 96 se poate construi urmatorul exemplu: M =X U Y U Z,
unde:

X=1{97,98, 99, ..., 105}, cu suma elementelor 909

Y={108, 109, 110, 111, 112, 117, 120, 121}, cu suma elementelor 908
Z=1{106,107, 113,114, 115, 116, 118, 119}, cu suma elementelor 908

R R s+3 1 .\ . A
Intrucat pentru a = 96 avem 3 =909 + 3’ conditia cerutd In enunt este

indeplinita. In concluzie, valoarea maxima a lui a este 96.

R1.2.1.2 Fie 4 o multime de numere reale care verifica:
a) led
b) xed=x"e 4
) ¥-4x+ded=>xed

Sa se arate ca 2000++/2001 € 4
(L. Dragomir)

Solutie: Fie x € A4; din b) obtinem x” € 4, deci [(x +2) - 2]2 € A, iar din c)
rezultd cd (x + 2) € A. Din 1 € 4 si (x + 2) € A reiese prin inductie ca A contine
toate numerele impare pozitive.

Astfel 2001 = [(«/2001 + 2)— 2]2 € 4, deci 42001 +2 € A.
Avem /2001 +2 € A4 si (x + 2) € A, prin urmare /2001 +2000 € 4.

R1.2.1.3 Sa se determine multimile nevide 4 — R* cu proprietétile:
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(a) A4 are cel mult 5 elemente;
(b) xeA:>l e Asi(l1—x) e A.
X
(M. Tena)

Solutie: Fie x € A. Din ipoteza avem l, 1 —x € A4; dar atunci si 1 — L
X X

x—1 X 1

e A.
X x—1 1-x
. . 1 x—1 x .
Asadar dacda notimB=<xe€ A/x,—,1—x, - avem cid B < A.
X X x-

Deoarece A are cel mult 5 elemente, rezultd ca printre elementele lui B, cel

e vy

ale lui B sa fie egale si tinand seama ca nu putem avea 0 € 4, rezultd x =2, x =

1. . . . 5 .
—, si x = — 1. Dar fiecare dintre aceste valori ale lui x genereaza o aceeasi

2

) . 1 o e < .
multime B si anume B = {— 1,5,2} . Rezulta ca existd o singurd multime 4 care

verifica enuntul, si anume 4 =B = {— 1,%,2} .

R1.2.1.4 Fie multimile:
A={(x,y) e RxR/x+y—-1=0}
B={(x,y) e Rx R/x’+)’—2x*=2y* —xy + 2x + 2y — 1 =0} Determinati:
a) A\B
b) B\A.
(M. Ursu)
Solutie: Fie (x, y) € B, atunci perechea (x, y) verifica:
XY -2 -2y + 22+ 2y 1=0 (x+y— D+ —xy—x—y+1)=

2 2
0e(x+y-1) Kx—yzl] +3(y;1) :|=0 Sx+y —1=0

sau (x,y) € AU {(1, 1)}, de unde deducem ca B=A4 U {(1, 1)}, ceea ce conduce
laraspunsul A\ B= & si B\ A4 ={(1, 1)}.

R1.2.1.5 Se dau multimile:
A={x\x=3n-2,n e N}
B={x\x=1003 -2m, m € N}
C={x\x=6p+1,peZ,0<p<166}.
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Sasearateca AN B=C.
(N. Matei)

Solutie: Fie x € A N B si sa aratim cd x € C. Intr-adevar, dacix € 4 N B
atuncix € A si x € B, adica existda numerele naturale m si n astfel ca x = 3n

— 2 ==1003 —2m, de unde rezulta m = 502—n—n7_1; m si n fiind numere

. -1 -1
naturale trebuie ca nT sa fie intreg:nT =pRezultan=2p + 1, M =501 —

3p2p+12>1, 501 —3p>1,adica0<p<166,x=3n—-2=32p+1)-2=06p
+1,decixe CsiAnBcC.

Reciproc. Fie x € C si sa aratam ca x € 4 N B. Daca x € C, atunci existd p
intreg, 0 <p <166, astfel ca x=6p+1=32p+1)—2=3n—-2,unde am
notat 2p + 1 ==n. Rezulta cd x € 4. Avemsix =6p +1=1003 — 2(501 — 3p) =
1003 — 2m, unde am notat 501 — 3p = m si deci x € B. Rezultd x € 4 N B, deci
Cc AN Bsiprinurmare 4 N B=C.

R1.2.1.6 M este o submultime a multimii {1, 2, 3, ..., 15} astfel incat
produsul oricdror trei elemente distincte ale lui M nu este patrat perfect. Sa se
determine numarul maxim de elemente ale lui M.

(O.ILM. Bulgaria)

Solutie: Observam cd produsul celor trei elemente in fiecare dintre
multimile {1, 4, 9}, {2,6,12}, {3, 5, 15}, {7, 8, 149} este un patrat perfect. De
aici rezulta ca nici una dintre aceste multimi nu este submultime a lui M. Cum
acestea sunt disjuncte , rezultd ca |M | < 11. Daca 10 ¢ M, atunci |M | <10.

Presupunem ca 10 € M. Atunci una dintre multimile {2, 5}, {6, 15}, {1, 4, 9},
{7, 8, 14} nu poate fi submultime a lui M. Daca {3, 12} ¢ M din nou avem |M

< 10. Presupunem ca {3, 12} € M. Atunci nici una dintre multimile {1} ,
{4}, {9}, {2, 6}, {5, 15}, {7, 8, 14} nu poate fi submultime a lui M si avem |M

< 9. Urmeaza ca in orice caz |M | < 10. In final este usor de verificat ca M = {1,

4,5,6,7,10, 11, 12, 13, 14} are proprietatea ceruta. De aici valoarea maxima
pentru |M| < 10.
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2. Principiul lui Dirichlet

Matematica elementard ne ofera numeroase surse de inspiratie bazate pe
cunostinte simple. Se pot realiza rezultate matematice valoroase folosind
mijloace la nivelul Invatdmantului gimnazial, ba chiar si a celui primar. Exista
probleme in matematica care nu cer aproape nici o cultura speciald, putand fi
abordate cu mijloacele gandirii cotidiene, dar care prezinta dificultati trecute cu
eforturi cerebrale remarcabile, cu imaginatie si ingeniozitate.

Un exemplu strélucit il constituie Principiul cutiei sau Principiul lui
Dirichlet, dupd numele matematicianului care a adus rigoare si exigentd in
analiza matematicd. Faptul cd acest principiu a fost introdus de catre un
matematician cu profund simt al finetii In rationament, ne da de gandit asupra
cotidiene, cu sanse de realizari neasteptate si pe arii largi de aplicabilitate.

Vom da in continuare cateva formulari ale principiului aplicat in algebra
si in geometrie, urmat de exemple.

2.1 Principiul lui Dirichlet in algebra

Una din formularile principiului este urmatoarea:

Daca repartizam nk+1 obiecte in k cutii, atunci in cel putin o cutie vor
fi cel putin n+1 obiecte.

Observam ca 1n acest enunt este pusd in evidenta existenta unui numar
minim de obiecte repartizate in aceeasi cutie.

Intr-o altd formulare, folosim notiunea de partitie a unei multimi:

Fie A o multime nevida, iar A4,,4,,..., 4,0 partitic a lui 4, adicd

UAi =A, st 4,nA,=0 pentru i#j. Daca avem nt+l elemente din 4,
i=1

a,,a,,..,a,,a,. . atunci existd o submultime A, a partitiei care sa contind cel

n+l>

putin doua elemente ale multimii {al S e

2.2. Principiul lui Dirichlet in geometrie

Pentru aplicatiile geometrice ddm trei formulari ale principiului.
A. Daca figurile F}, F,,...,F, cuariile respective S,,S,,...,S, suntincluse in

figura FcuariaSsi S, +S§, +...+ 8§, > ks atunci k +1din figurile

F,F,,...,F, auun punct comun.
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B. Fie in plan o figura F' de arie S si n figuri F, de arie S,,i=1,n. Daca

S > ZS ; atunci cele n figuri F, nu pot acoperi figura F  ;
i=1

n
Daca cele n figuri F, acopera pe F, atunci ZS[ >S.
i=l1
Urmatoarea formulare a principiului lui Dirichlet are ca suport teoretic
notiunea de masura.

C. Fie X o multime si fie P(X ) multimea partilor sale. O functie
m: P(X)—[0,0) se numeste masura pe X daci are proprietatile:
1° m (9)=0.
2° m(Av B)=m(A)+m(B)—m(AN B).
Fie 4,4, 4, € P(X). Sinotam I, = | J(4, n 4, n.n 4, )k =1n.

1<i|<--<i} <n

2.2.1 Propozitie: » m(4,) = m(l,).
k=1 k=1

Solutie: Pentru n =2 ,obtinem: m(4,) + m(A4,) =m(A4, U 4,) + m(4, N 4,),
deci proprietatea 2° din definitia masurii. Sa presupunem relatia adevarata
pentru n si s3 demonstrdm pentru n+1. Fie I, = U (Al.1 N4, N.N4, )

1<) < <ip <n+l

Avem I,'=1,0U(4,,
m([,'()= m(I)+m(I,_ "A,)-mI, ~"A,), k=1n; dand valori, avem:
m(li)zm(11)+m(A )—m(A mll)

N1, ,) rezulta:

n+l n+l

n

Adunand egalititile obtinem: i m(] . ) =Y m(1,)+m(d,,)-m(I, " 4,,)

k=1 k=1
. n+l n
Dar I, "A4,,=1,,, deci Zm(lk )= Zm(lk)+ m(A,,,).Folosind ipoteza
k=1 k=1

n+l

inductiei, avem Zm(]k "= Zm(Ak ).
k=1 k=1

k=1

2.2.2. Corolar. Daca [ ,,, =9, atunci im(Ak)< pm(o Akj
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Solutie: Avem evident /, >/, >---> 1, >-->1,, deci

m(l))=2m(l,)=...2m(l,)=2m(l,,)=..2m(],). Prinurmare /,,, =@,

rezultd cd m(/,) =0,Vk = p +1. Folosind relatia din propozitia anterioara,
obtinem: Y m(A4,)=> m(I,)<p-m(I,)=p-m(JA4,).
k=1 k=1 k=1

2.2.3. Corolar. Daca Zm(Ak) > p-m(UAk), exista Islyslysensd,y CU
k=1

k=1
1<i <i,<..<i, <n,astfelincdt 4 N4 N---NA4 #0.
p+ i i Ips)

Observatii
1. Dacd X este finita se poate lua m(A4) =numarul elementelor multimii 4.

Dacid X =R, , pentru a < b definim m([a,b])=b - a.

3. Dacid X =R’, putem lua ca misuri volumul.

Prezentam in continuare cateva aplicatii la variantele amintite.
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2.3. Probleme rezolvate (2.1)

R2.1.1. Se da o multime M formata din » numere Intregi. Sa se arate cd exista
o submultime a lui M astfel incat suma elementelor sale sa fie divizibila cu n.
(Gh. Szol6sy)

Solutie: Fie M = { a,,dy,...,d } Consideram sumele urmatoare:

n

S, =a,S,=a,+a,,.,S =a +a,+..+a,, in total n numere. Dacd unul
din numere, de exemplu S§,, se divide la », atunci submultimea cautatd
este{ a,,a,,...,d, } Daca nici unul din numerele S, , 1<k <n_ nuse divide
la n, atunci resturile lor la impartirea prin n, sunt 1,2,...,(n-1). Cum sunt n
numere S, , atunci cel putin doud vor da acelasi rest la impartirea prin n. Fie
S,8,, 1<i, j<n, i<], doua astfel de numere. Atunci S, — S, :nsi deci

submultimea a,,,,a .,a; este cea cautatd.

i+1° 4200

R2.1.2 Sa se demonstreze ca pentru orice numar impar a existd un numar
natural b, astfel incat 2 —1 este divizibil cu a.
Solutie: Fie numerele 2° —1,2' —1,...,2* =1, in numir de a+1. Prin

impartirea acestora la a se vor obtine a resturi. Conform principiului lui
Dirichlet, exista (cel putin) doud numere ce dau acelasi rest la impartirea cu a.

Fie aceste numere 2" —1 si2” —1, cu k < p. Atunci diferenta lor se divide prin
a, deci (27 -1)-2"-1D)=2"@2"*=1)ia. Cum a este impar, rezultd

2" _lig siludim b=m—k.

R2.1.3. Fie 2n+1 numere reale mai mari decat 1 si mai mici ca 2" . Sa se
arate ca exista trei Intre ele care pot fi lungimile laturilor unui triunghi.

Solutie: Puterile lui 2 mai mici decat 2" realizeaza o partitie a
intervalului (1,2") in n intervale, astfel: (1,2), [2,22 l [22,23 ),, [2""1 ,2”)
Conform principiului cutiei, existd un interval din cele n, ce contine cel putin
trei din cele 2n+1 numere. Fie a,b,c aceste numere situate in [2" ,2"”),

0<k<n-1.Din 2" <a <2 2" <ph < 2" 2" << 2" rezulti de exemplu

2" <a+b<2"" | deci c<a+b si analoagele, prin urmare a, b, ¢ pot fi
laturile unui triunghi.

R2.1.4. S& se arate ca oricare ar fi numerele intregi a, b, ¢, d, numarul
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E =abcd(a® - b’ )(a2 —02Xa2 —dZXb2 —cZsz —dec2 —dz) este multiplu
de 7.

Solutie: Considerim multimile 7Z + k = {7n+k/n € Z }. Reuniunea lor

6
este multimea Z, deci Z = U7Z + k. Daca unul din numerele a, b, ¢, d se afla
k=0

in multimea 7Z, rezultd ca E:7. Daca nici unul din numerele a, b, ¢, d nu este
in 7Z, atunci ele se afld in oricare din celelalte sase multimi. Grupdm aceste
multimi astfel: { 7Z +1,7Z +6},{7Z+2,7Z +5,{1Z +3,7Z + 4 }.

In modelul nostru acestea vor fi cutiile. Avem patru numere si trei cutii, prin
urmare cel putin doud numere vor fi in aceeasi grupa (cutie). Daca numerele au
aceeasi forma (de exemplu 7k + 2,7 p + 2 ) atunci diferenta lor este divizibila cu

7, deci E:7 . Daca numerele sunt de forme diferite
(de exemplu7k +1,7 p + 6 )atunci suma lor se divide cu 7, prin urmare E:7.

Probleme rezolvate (2.2)

R2.3.1. Sa se arate ca oricare ar fi 1000 de puncte intr-un disc de raza r =1,
existd un disc de razd r'= é ce acoperd cel putin 11 puncte.
(Pop Vasile)

. . g : . 1
Solutie: Conditia ca 11 puncte sa se afle intr-un disc de raza 3 este
. DR . 1x . 1 .
echivalenta cu intersectia nevida a cercurilor de raza 9 cu centrele in punctele

. . s . e c 1 .
respective. Sa aratam deci ca 11 din discurile de raza 3 cu centrele in cele 1000

de puncte, au intersectia nevida. Reuniunea acestor discuri este inclusa in discul
1000

2 2
de raza r+7r", deci m(UDij < (1 + éj 7, 1ar Zm(Di): 10007[[%) s1 avem:
i=1

i=1

1000 1000
Zm(Di)>10-m[UDl}. Folosind corolarul 2.2.2, existd 11 discuri cu

i=1 i=1

intersectia nevida.
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R2.3.2. Pe suprafata unui poligon de arie 13 se aseaza 10 poligoane de arie 6.
Sa se arate ca existd 4 poligoane ce se intersecteaza dupa o arie mai mare ca

1
—. Pop Vasile
0 (Pop )
10 10
Solutie: Avem din ipoteza m(U P. J =13, Zm( )= 60 si scriind relatia
i=1 i=1
din propozitia 2.2.1, avem:
10 10
60 =m(_JP)+m(1,) +m(I;) +m(1,) + ...+ m(I,,) <3m(J P) + Tm(1,), deci
i=1 i=1
Tm(l,) =21, rezulta m(l,) = 3. Dar exista 210 intersectii de cate 4 poligoane.
Exista deci o intersectie P, "P, NP, NP, cu
3 1

m(P,"P,"P,N"P,)>——=—.
(11 i2 i3 14) 210 70

R2.3.3. In interiorul patratului de laturd 1 sunt asezate cateva cercuri avand
suma lungimilor egala cu 10. Sa se arate ca exista o dreapta care sa intersecteze
cel putin 4 din aceste cercuri.

Solutie: Proiectdm cercurile pe una din laturile patratului. Proiectia
fiecarui cerc este un segment cu lungimea egald cu diametrul cercului respectiv.
10 10 e
Suma acestor segmente este —.Cum — >3,Iconform principiului lui
V4 /4
Dirichlet, existd cel putin patru segmente care au un punct comun.
Perpendiculara ridicata in acest punct pe latura patratului intersecteaza cel putin
patru cercuri.

R2.3.4. Un patrat este sectionat de zece drepte astfel incat fiecare dreapta

. . 2 T
imparte patratul in doud patrulatere ale caror arii sunt in raportul 3 Aratati ca

cel putin trei dintre aceste drepte sunt concurente.

Solutie: Fiecare din cele zece drepte imparte patratul in doud trapeze

avand raportul ariilor S _ 2 (fig2.1).
BEFC
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by
*
T F
M i N X N
$
E
A E Il A T E
fig 2.1 fig2.2
Daca [MN] este linia mijlocie a patratului, atunci
S erp = (AE+FD)- AD =1-MP,S,..c =1-NP, unde / este latura patratului.
Avem: S*‘ﬁ=£=g. Deci fiecare din cele 10 drepte impart segmentul
SBEFC PN

[MN ] sau [PQ] in acelasi raport (fig 2.2). Pe segmentul [MN ] punctele
P, 51 P, impart segmentul in raportul g,@ NG 2 La fel pe segmentul
3PN PM 3

[PQ], punctele P, P, impart segmentul in acelasi raport. Oricare din cele 10
drepte trece prin unul din punctele £, P,, P, P,, si conform principiului lui

Dirichlet rezulta ca printr-un punct trec cel putin trei drepte.

R2.3.5. Sa se arate ca in orice poligon convex cu 21 de laturi existd doua

diagonale care formeazi intre ele unghi mai mic de 1°.
21-18

Solutie: Poligonul are =189 diagonale. Consideram un punct O

in planul poligonului si ducem prin acest punct paralele la diagonalele
poligonului. Se formeaza in jurul lui O, 2-189 =378 unghiuri. Cum suma

misurilor unghiurilor in jurul unui punct este de 360°, deducem ci cel putin

unul din cele 378 de unghiuri are misura mai micd decatl’. Diagonalele
paralele cu laturile ce formeaza unghiul sunt cele cerute in enunt.
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R2.3.6. Intr-un cub de laturd 1 se considera o linie frantd neintersectatd de
lungime 300. Sa se arate ca exista un plan paralel cu una din fete, care taie linia
in cel putin 101 puncte.

Solutie: Fie L,,L,,...,L, segmentele liniei frante si proiectiile ortogonale
pe muchiile cubului p,,p, ,p,. Avem m(Ll.)< m(PrlL,-)'*‘ m(p,ZLi)+ m(p@Li)
de unde prin sumare, obtinem:

300 = Zn:m(Ll.)< z m(prlLl.)+ m(prle.)+ m(pr3Ll.). Deci existdi o sumad de

i=1

proiectii mai mare ca 100. Fie Zm(prlLi)> 100. Dar m(U anij <1,deci
i=l i=1
Zm(ani)> IOOm(U anz’j si folosind corolarul 2.2.3. existd L, ,L, ,...,L, cu
i=1

i=1

p.L,op L Nn.np L =A#6 . Un plan paralel cu aceastd directie de

ho1

proiectie dus printr-un punct din A taie liniile Z,,Z, ,...,L;, (in 101 puncte).
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3. Retele laticeale in plan si spatiu

Aceasta temd incearcd sa faca o deschidere spre teoria punctelor din
plan si spatiu de coordonate numere intregi. Pentru a patrunde in esenta teoriei
sunt necesare cunostinte elementare, majoritatea acumulate in gimnaziu.
Probleme de genul celor prezentate in continuare apar din ce in ce mai des la
concursurile de matematica, frumusetea lor constand in simplitatea ideilor care
conduc la rezolvarea lor.

In continuare, vom introduce notiunile cu care operim in cadrul temei
amintite.

3.1. Notiuni teoretice
Fie 1n plan un sistem ortogonal xOy. Elementele multimii
{(x,y) | xe Z siye Z} se numesc puncte laticeale . Multimea
{(x,y) | xe Z sauye Z } se numeste retea laticeald in plan . Dreptele x = x,

Y=Yy, X,,), €L senumesc dreptele retelei, iar punctele laticeale se mai

numesc nodurile retelei. In mod aseminitor se definesc retelele spatiale.

Fie 1n spatiu un sistem ortogonal. Multimea {(x,y,z) | xeZ sau yeZ sau ze Z} se
numeste retea laticeala in spatiu.

Planele x=x,, y=y,, z=2,, X,, Yo» Z, € Z se numesc planele retelei.

xX=x = z=z

Dreptele { 0 , {y Yo , { 0 , Xo»Vo»Z, € Lse numesc
Y=Yy 1272 X=X,

dreptele retelei.

Punctele (x,,,,2,) cu x,,¥,,z, € Z se numesc nodurile retelei sau puncte

laticeale in spatiu.

Dreptele retelei situate Tn unul din planele retelei determina o retea laticeala
in plan , iar nodurile retelei situate pe o dreapta din retea, determind o diviziune
unitara a acestei drepte.

Vom prezenta si cateva probleme rezolvate, in care se aplica cunostinte
elementare referitoare la distanta dintre doud puncte in plan si spatiu, numere
rationale si irationale precum si notiuni de teoria numerelor.
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3.2. Probleme rezolvate (3.1)

R3.2.1. Sa se demonstreze cd oricare ar fi numarul natural », existd in plan un
cerc care contine in interiorul sdu exact n puncte laticeale.
(Steinhana,Sierpinski)
Solutie. Sa demonstram pentru inceput ca nu exista doua puncte
laticeale M(a,b) si N(c,d) , M+ N care sa aiba aceeasi distanta la punctul P

)

a,b,c,d e Z . Presupunem ca exista astfel de puncte, inseamna ca PM=PN sau
2 2
(a—\/g)z+(b—%j z(c—\/g)2+(d—%j <:>2(c—a)\/§:cz+d2—a2—b2+§(b—d)

Daca ¢ #a = 2(c —alW3 ¢ Q, contradictie, deci ¢ = a, rezulta

d*-b’ —%(d ~b)=0=(d —b)(a’ +b—§] = 0. Deoarece d +b—§ ¢ Z rezulta
d = b, deci M=N. Sa finalizam rationamentul problemei.

Fie M, punctul laticeal cel mai apropiat de P, M , urmatorul s.a.m.d. Din

demonstratia de mai sus , rezulta M, #M, = ...#M, #...51
PM , <PM,<..<PM, <... Cercul cu centrul in P i cu raza cuprinsa intre
PM, si PM, ., contine in interiorul sdu exact n puncte laticeale.

R3.2.2. Sa se demonstreze ca daca pentru orice numar natural n exista in plan
un cerc cu centrul de coordonate (a,b), care contine in interiorul sau exact n
puncte laticeale, atunci a si b nu pot fi simultan numere rationale.

Solutie. Fie punctul A(x,y) unde x = £, y= 1, cupqgre”Z,q#0.
q q

Atunci punctele laticeale B (r,— p) siC (— r, p)verifica egalitatea AB=AC,
deoarece

2 2 2 2
(r - EJ + [— p— LJ = (— r— Ej + (p - LJ . Aceasta inseamna ca pentru
q q q q

orice punct de coordonate rationale existd doud puncte laticeale distincte egal
departate de acel punct . Vom ardta ca daca cerinta problemei este satisfacuta
pentru un numar natural n, atunci ea nu are loc pentru n+1.

Daca a,beQ, atunci existd doua puncte laticeale distincte, egal departate
de punctul de coordonate (a,b).

Daca cercul cu centrul (a,b) care trece prin aceste doud puncte contine
in interiorul sdu n puncte laticeale, atunci orice cerc concentric cu el si de raza
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mai mare va contine in interiorul sdu cel putin n+2 puncte laticeale. Prin urmare
nu existd un cerc cu centrul (a,b), care si contina exact n+1 puncte. Deci a ¢ Q
sau bg Q.

R3.2.3.5a se demonstreze ca pentru orice numar natural n, exista in spatiul
3-dimensional o sferd care contine in interiorul sau exact n puncte laticeale.

Solutie. Vom face un rationament asemanator cu cel de la problema
R-3.2.1. Fie doua puncte laticeale diferite (x1 V) ,zl) sl (x2 - )

Vom demonstra ca distantele de la aceste doua puncte la punctul de coordonate
(\/5 , NE) , NG ) sunt diferite.Presupunem ca aceste distante sunt egale. Rezulta

(xl _\/5)2 +(y1 _\/5)2 +(Zl _\/g)z = (xz _\/5)2 +(y2 _\/5)2 +(Zz _\/g)z =
& )cl2 +y12 +212 —2(x1\/§+y1\/§+21\/§):x22 +y22 —i-222 —2(x2ﬁ+y2\/§+22\/§)<:>
<:>)c12 +y12 +212 —(x22 +y22 +222):2l()c1 —xz)\/z-i-(yl —yz)\/g—i-(z1 —zz)\/gj.

Cum x,,y, € Z,i=13 , deducem (x, —xz)\/§+(yl —yz)\/§+(z1 —22N§:0.
Aratim cd a2 + b3 +c5=0, abce Z implicd a=b=c=0.
Avem c+/5 = —(a\/z+b\/§): 5¢ =24 +3b* +2ab6 . Daca ab # 0 rezultd
J6 = 5¢* —2a* -3b°
2ab
a =b=c=0.Revenind, obtinem x, =x,,y, =y,,z, = z,, contradictie cu

ipoteza problemei. Un rationament similar cu cel de la problema R-3.2.1.
conduce la rezolvarea problemei.

, contradictie. Prin urmare a = 0sau » =0 si deducem ca

R3.2.4.5a se demonstreze ca daca un cerc, avand raza de lungime un numar
natural, trece prin doud puncte laticeale situate la distanta 1 unul fata de celalalt,
atunci pe circumferinta cercului nu se mai afld nici un alt punct laticeal.

34



Solutie. Daca 4 si B sunt puncte laticeale situate la distanta 1 intre ele,
putem considera un sistem cartezian in care 4 (0,0) si B(1,0). Daca r €N este

. : . . ) 1
raza cercului ce trece prin 4 si B, atunci centrul cercului este C (E, yoJ , cu

1 ) f 1 . ) .
Z—i— yo2 =r? deci Vo =% r’ —Z. Putem lua oricare din valori.

) 1 1 . . .
Fie deci C [E’ P’ — Z] Daca M (x, y) este un punct laticeal prin care mai trece

cercul {(C,r), atunci

P 2
[x—%j +(y—,/r2—%J :r2@xz—x+y2—2y,/r2—%:O.Deoarecex,ye

Z,rezulta 4r° —1=k>, ke Z < (2r +k)2r—k)=1, ecuatie ce nu are solutii in
numere intregi, deoarece 2r + k si 2r — k au aceeasi paritate. Deci cercul nu
mai poate trece prin alt punct laticeal diferit de 4 si B.

R3.2.5.S4 se gaseasca toate poligoanele regulate care pot avea toate varfurile
in puncte laticeale.
Solutie. In mod evident patratul verifica cerintele problemei.
Vom ardta cd este singurul poligon regulat cu varfurile in nodurile unei retele
laticeale.
Pentru inceput vom face demonstratia in cazul n = 3,5,6.

Fie 4, B, C trei varfuri consecutive ale unui poligon regulat cu 3, 5 sau 6 laturi.
Atunci masura unghiului ABC este %, 3?” sau 2?7[ Presupunem ca 4,B,C

sunt
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Fig. 3.1.

puncte laticeale (Fig. 3.1.). Atunci una din dreptele retelei (orizontala sau
verticald) trece prin interiorul unghiului Z4ABC , fie aceasta d. Notam cu 4’ si
C’ picioarele perpendicularelor din 4 si C pe d, iar cu asi f masurile

unghiurilor Z4ABA' si ZCBC',deci o+ f € {%,3?”,2?”}
AA' cc tga +tgf
Avemtga=—eQ,tgf=—ecQ= tgla+f)==>—2¢
ga=""cQ.igfi=—-<Q= igla+p) p—

1g— = —m, tgz—ﬂ =3, contradictie cu
5 J10+245 3

tg(a +f ) € Q, prin urmare nu existd poligoane regulate cu 3, 5 sau 6 laturi, cu

Dar

tg%:\/g, RY/4 \/g-i-l

varfurile in puncte laticeale. Pentru n>6 fie 4,4,...4, poligonul regulat

inscris in retea avand latura cea mai mica dintre toate poligoanele cu aceasta
proprietate si fie O centrul sau.

Fie O’ un nod al retelei. Consideram vectorii O'B, = 4,4, pentru

i=12,...,n—-151 O'B, = A 4, ,rezultd B B,...B, este un poligon regulat cu
varfurile puncte laticeale .
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Avem AO’B B, ~ OA, A, si m(LA,.OAM)<% — BB, <OB, =44

i+1 i+l

fapt ce contrazice minimalitatea lui 4,4, .

R3.2.6.  Fie P un poligon convex in plan care contine n puncte laticeale in
interior, k£ puncte laticeale pe laturi sau varfuri, iar varfurile sale sunt puncte
laticeale.

Sa se demonstreze ca Aria (P) =n + % —1. (Teorema lui Pick)

Solutie. Sd demonstrdm formula pentru cazul n =0,k =3 .

Acest caz corespunde situatiei in care P este un triunghi cu varfurile in nodurile
retelei si care nu mai contine alte noduri pe laturi sau in interior. Ardtdm ca aria

triunghiului este % Fig.3.2.6. a)
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Fig.3.2.6. b)

Fie ABC un astfel de triunghi. El poate sa nu aiba nici o laturd continuta in
dreptele retelei (Fig.3.2. a), sau poate avea o laturd continutd in dreptele
retelei(Fig.3.2.b). In ambele situatii, simetricul lui B fatd de mijlocul lui [4C]
este un punct laticeal, pe care-l1 notdm cu D si ABCD este paralelogram cu
S ascp =28 ypc -
Daca translatdm paralelogramul de-a lungul axelor retelei, obtinem o retea de
paralelograme care acopera planul, iar toate varfurile acestei retele de
paralelograme vor fi dispuse in nodurile retelei de patrate, in interiorul si pe
laturile retelei de paralelograme nefiind situat nici un nod al retelei de patrate.
Vom arata cd aria unui astfel de paralelogram este 1.
In figura 3.2.a), S ;0p=S prer=1, iar in figura3.2.b), S ,,,=S sppr=1. Deci

1 . g . .
S se= > Pentru demonstratia in cazul general, sd descompunem poligonul P in

triunghiuri cu varfurile In puncte laticeale si care nu mai contin puncte laticeale
pe laturi sau in interior. Vom calcula numarul m de triunghiuri exprimand in
doud moduri suma unghiurilor lor. Pe de o parte suma unghiurilor este

180° -m, pe de altd parte ea este egald cu suma unghiurilor poligonului si a
unghiurilor din jurul punctelor interioare, deci ea este 180° (k — 2)+ 360° - n.

Rezultd cd m =2n+ k —2 §i cum aria unui triunghi este > cele m triunghiuri

au aria % , deci Aria(P)=n+ % —-1.
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R3.2.7. In fiecare patrat al unei retele laticeale este scris cite un numar
real. Se considera doua figuri in plan, fiecare fiind formata dintr-un numar finit
de patrate laticeale. Figurile pot fi translatate in orice pozitie din plan. Se stie ca
pentru orice translatie a primei figuri, suma numerelor acoperite de figura
translatatd este pozitiva. Sd se arate cd existd o translatie a celeilalte figuri,
astfel ca suma numerelor acoperite sa fie pozitiva.

Solutie. Notam cu A4 figura formatd din patratele 4,,4,, ... ,A, sicu B
figura formata cu patratele B,, B,, ..., B

Se observa cd daca translatam patratul 4, cu vectorul de pozitie al patratului

B ;, se obtine patratul P, acelasi cu translatatul patratului B ; cu vectorul de

U b
pozitie al patratului 4,. (centrul patratului P este (a+a/.). Pentru orice

translatie a figurii 4 dupa orice patrat B ;, obtinem figura formata din patrate
P, Py, ...,P

1o si notam C, numarul scris in patratul P,. Avem conform

nj

n
ipotezei ZC” >0, pentru orice j=1,m, care prin adunare dau
i=1

Z(ZC j>0 sau echivalent Z[ZC j>0, deci cel putin o suma de forma

Jj=1\i=l Jj=1

z C, este pozitiva. Ea reprezintd suma numerelor din patratele P, , P, ,,
=1
P, obtinuta translatand figura B dupa vectorul de pozitie al patratului 4, .

R3.2.8. Sa se arate cd din orice nod al unei retele laticeale se poate ajunge
in orice alt nod prin sariturile unui cal de sah.

Solutie. Dintr-o pozitie data (x, y) € ZXZ se pot face opt tipuri de
sarituri, (se poate ajunge in alte opt noduri) dupa schema (x, y) - (x +l,y+ 2),
(x,y)—> (x£2,y+1). Sariturile contrare (x+1,y+2) si (x—1,y—2) se

compenseaza , deci este suficient sd ne rezumam la umratoarele patru tipuri de
sarituri.

(x y) (x+1 y+2) , (x,y)L)(x—l,y+2)
(x y) (x+2 y+l) (x,y)%(x+2,y—l)
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Daca se fac a, sarituri de tipul S,, a, detipul S,, a; detipul S, si a,de tipul
S, , din nodul (x, y) ajungem in (x', y') unde:

xX'=x+a, —a,+2a,+2a,

{y': yv+2a,+2a,+a,—a,

Trebuie ardtat cd pentru orice x, y, x’, y’ € Z, existd a,,a,,a,,a, € Z astfel ca
sa fie verificate relatiile de mai sus.

1
a, = _E(Zl +5a, —404) inde {21 = (x'_x)—2(y'—y)

a, = —%(z2 —4a, +5a4)

Avem

Numerele a,,a, € Z, trebuie astfel alese, incat parantezele sa se divida cu 3. Se
observa cd z, =z,(mod 3), 5a, =-a,, —4a, =-a,, —4a,=-a,, Sa,=-a,
(mod 3) ceea ce evident putem realiza luand de exemplu a, =z, a, =0, (fard
a folosi sdrituri de tipul S ).
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4. Ecuatii diofantice. Metode elementare de rezolvare a ecuatiilor
diofantice

Titlul temei vine de la Diofant, numit si ,tatdl algebrei” care si-a
desfasurat activitatea in orasul Alexandria care era in antichitate centrul
universitar al Tnvatdmantul matematic. El este cunoscut pentru cartea sa
,Aritmetica”, lucrare in care trateaza ecuatiile algebrice si teoria numerelor.
Cartea este o colectie de 150 de probleme cu solutii aproximative al unor ecuatii
determinate de grad cel mult trei si continand si ecuatii nedeterminate.

Vom numi in continuare ecuatie diofanticd, o ecuatie de forma
f(x,%,5,...,x,) =0(*) unde f este o functie de n variabile s1 n>2. Daca f este

functie polinomiald cu coeficienti intregi, (*) se numeste ecuatie diofantica
algebricd. Un n-uplu (x,,x),...,x)) €Z" care satisface (*) se numeste solutie a

ecuatiei (*) . O ecuatie care are una sau mai multe solutii se numeste solvabila.
Relativ la ecuatiile diofantice se pun urmatoarele trei probleme.

1. Este ecuatia solvabila ?

2. In caz de solvabilitate, este numarul solutiilor finit sau infinit ?

3. In caz de solvabilitate, sa se determine toate solutiile ecuatiei.

Dintre ecuatiile diofantice clasice vom prezenta ecuatiile
diofantice liniare.

4.1. Ecuatiile diofantice de gradul intai

O ecuatie diofantica de gradul intai cu doua necunoscute este de forma
ax + by = ¢ (1) unde a,b,ce Z, ab# 0. Perechea (x,,y,) €Z’ care verifici (1) o
numim solutie particulara.

4.1.1. Teorema: Conditia necesara si suficientd ca ecuatia (1) sa admita
solutie este ca d/c, unde d=(a,b).
Demonstratie. Daca existda (x,,y,) care verificd (1), atunci

ax, +by, = csi prin urmare d/c, deci conditia este necesara. Daca d/c, exista
¢, €R, astfel incat c=dc, . Deoarece d=(a,b), exista u,veZ, astfel incat au + bv
= d (2). Inmultind ambii membrii ai egalititii (2) cu c,, obtinem a(c,u) +

b(c,v) = c, prin urmare (¢, u, c,v) este o solutie particulara a ecuatiei (1).
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4.1.2. Teorema: Daca ecuatia diofantica ax + by = c are solutia
particulard (x,,y,) si d=(a,b), solutia generald e ecuatiei este datd de:

b
X=x,*+ Et, nyO—%t,teZ

Demonstratie. Dacd (x,,y,) este o solutie particulara, atunci ax, +
by, = ¢ (3). Pentru o pereche arbitrard (x,y)eZ’, avem ax + by = c (4).
Scazand cele doud relatii, obtinem: a(x—x,)=b(y,—») (5) Cum a=a,d,
b=b,d, (a;,b) =1, (5) devine: a,(x=xy) =b,(y,—y) (6)
Rezultd cd b, /a,(x —x,) si cum (a,,b,) =1, deducem ca b, /x — x, , prin urmare
exista teZ, astfel incit x—x, = b,¢. Inlocuind in (6) obtinem y,—y=a.
Decix=x, +bt si y =y, —a,t. Reciproc, daca (x,,y,) este solutie particulard
(verifici (3)) si x=x,+bt, y=y,—at, teZ, atunci (6) implica (5). In fine
din (5) si (3) rezulta (4), deci (x, y) este o solutie a ecuatiei.

4.1.3. Corolar: Fie a,,a, numere intregi prime intre ele. Daca
(x,,¥,) este o solutie a ecuatiei a,x+a,y =b
atunci toate solutiile ei sunt date de

X=X, +a,l
,unde te Z

Y=y, —at

4.1.4. Exemple:
a) Sa se determine cel mai mare divizor comun al numerelor intregi 1215

s1—2755 si sd se exprime acestea ca o combinatie liniara a celor doud numere.
b) Sa se rezolve in Z ecuatia 1215x — 2755y = 560.

Solutie
a)d =(1215,-2755) = (2755,1215). Aplicand algoritmul lui Euclid,

avem: 2755=1215-2+325
1215 =325-3 + 240
325=240-1+385

240=85-2+70
85=70-1+15
70=15-4+10
15=10-1+5
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10=5-2 , deci d=5
Pentru a afla u,veZ astfel incat d =1215u + (—2755)v folosim algoritmul de
mai sus.

Avem: 325 =1-2755 + (2)-1215
240 =(-3)-2755 +7-1215
85=325-240-1=4-2755-9-1215
70 =240 - 85-2 =(-11)-2755 + 25-1215
15=15-2755 - 34-1215
10=-71-2755 + 161-1215
5=286-2755-195-1215
Deci 5=1215-(-195) + (-2755)-(-86).
b) Avem 5/560, deci ecuatia are solutii. Cum 560 = 5-112, solutia
particulard este x,= -195-112, y, = -86-112, iar solutia generala
x=x,+551-¢t, y=y,+243-¢t,t e Z.

Consideram cazul ecuatiilor diofantice de gradul intai cu » necunoscute,
nx1:

a,x, +a,x,+..a,x,=b (7) , unde a,,a,,..a,, b sunt numere intregi
fixate si a,,a,,...a, sunt numere nenule. Principalul rezultat referitor la aceasta
ecuatie, care se mai numeste ecuatie diofantica liniara, este :

4.1.5.Teorema Conditia necesara si suficientd ca ecuatia (7) sa
admita solutii este ca d/b, unde d = (a,,a,,...a,).

Demonstratie. O solutie a ecuatiei (7) este un sistem ordonat
(x/,x5,...,x") pentru care are loc egalitatea (a,x, +a,x) +...+a,x)=b (8)
Presupunem ca b nu este divizibil cu d, atunci egalitatea (8) ne este posibila,
deoarece partea stangd din (8) este divizibila cu d, iar partea dreapta nu. Daca

d/b, adica b=d-b,, atunci existd i+L+...+L =1eZ, astfel incat
X X X
au, +a,u, +...a,u, =d . Inmultind ambii membri cu b, , obtinem:
a,(u,b)+a,(u,b)+...+a,(u,b))=>b si am pus in evidentd o solutie
particulard a ecuatiei (7), x; =u,b,,xy =u,b,,....x. =u,b,.

Pentru aflarea multimii solutiilor ecuatiei, avem urmatoarea:

4.1.6. Teorema: Rezolvarea unei ecuatii diofantice de gradul intai cu n
necunoscute se reduce la rezolvarea unei ecuatii diofantice de gradul intai cu
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doud necunoscute si a unei ecuatii diofantice de gradul intai cu n-1 necunoscute.
Solutia generala depinde de n-1 parametri Intregi.

Demonstratie Fie ecuatia (7) care satisface conditia d/b, d =
(a,,a,,..a,). Notdim d, =(d,,a,),d, =(d,,a;),....d, =(d,_,,a,),...,
d =, ,a,). Stim ca d = d,.
Ecuatia (7) se scrie d, y+a,x, =b (9). Deoarece (d, ,a,) = d si d/b,

ecuatia (9) are solutii si daca (y,,x, ) este o solutie particulard a ecuatiei, atunci

Notdm a,x, +a,x, +...+a, x, , =d, V.

solutia generala este :

d
y=y0+ci7”t,x=x0 — ;’1 t,teZ

Pentru fiecare valoare fixata a lui ¢, gasim o valoare pentru x,si una pentru y.

Pentru a gasi o solutie a ecuatiei (7), trebuie sa gasim, pentru ¢ fixat,
X,,X,,...x, , astfel incat:

C;;’z) (10)

ax, +ax,+..a,,x,,=d,,-(y,+

. a < < .
Deoarece (al 9a2 9"'9an—1) = dn—l sl dn—l /dn—l ) (yO +7nt) ’ rezulta ca ecuapa (10)

are solutii.

Am vazut in 4.1.2. ca daca ecuatia diofanticd de gradul intdi cu doud
necunoscute are solutii, solutia generald depinde de un parametru. Presupunem
ca solutia generala a ecuatiei cu n-1 necunoscute depinde de n-2 parametri:
t,t,,...,t, , . Rezulta ca solutia generald a ecuatiei (7) depinde de n-1 parametri:
tislysent, 5 SIL.

Demonstratia datd ne propune si o metoda de determinare a solutiei
generale a ecuatiei (7) pentru n > 2.

Determindm x, in functie de un parametru ¢, ;.

0 _
x =x0——Ly

n n d n-1>
Din (10) gasim x, , care depinde de un nou parametru ¢, , (side ¢, ),

t, €L

s.a.m.d., pana ajungem la
a,x, +a,x, = A(t,,t;,..t, ), de unde gdsim

x, si x, depinzand de Incd un parametru .

4.1.7. Exemplu Sa se rezolve in Z ecuatia diofantica
4x, —6x, +10x; +2x, =14.
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Solutie d =(4,-6,10,2)=2 i 2/14, deci ecuatia are solutii,

d,=(4,-6,10)=2. Notam 4x, —6x, +10x, =2y, si ecuatia datd devine
2y, +2x, =14 sau y, +x,=7.
Notam y, =t¢; st rezultd x, =7 —t,, teZ. Obtinem 4x, —6x, +10x, = 2¢, sau
2x, =3x, +5x, =t,. Notam 2x, —3x, =y, si obtinem y, +5x, =¢,. Notdm
X, =t,, deci v, =t, =5t,. Din 2x, =3x, =t, - 5t,,
2(2t, —10¢t,) = 3(t; = 5t,) =t, = 5t,, obtinem x, =2t,-10¢t, +3t,,
x,= 1, —5t, +21,.

Solutia generala este:

x, =3t, —10¢, + 2¢,
x, =2t —5¢t, +1,
Xy =1,

x,=T7-1,, t,t,,t; €Z.

In continuare vom prezenta principalele metode elementare de studiu a
ecuatiilor diofantice.

4.2. Metoda descompunerii
Metoda constd in scrierea ecuatiei f(x,x,,....,x,)=0 sub forma

SO0 X)) (XX s X)) oo [ (X, Xg 000X, ) =al, acZ. Folosind

descompunerea in factori primi a lui a, obtinem un numar finit de descompuneri
in k factori intregi a,,a,,...,a, . Din fiecare descompunere obtinem un sistem.

fi(x,%y,0X,)=a,, i6{1,2,...,k}.

Rezolvarea acestor sisteme ne conduce la multimea de solutii. Vom
exemplifica metoda prin cateva exemple:

4.3. Metoda inegalitatilor in rezolvarea ecuatiilor diofantice
Probleme rezolvate
4.3.1. Sa se determine toate perechile (x, y) de numere intregi care verifica

ecuatia x° +3° = (x+y)°.
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Solutie Observam pentru inceput cd orice pereche de forma ( x,,—x, ), cu

X, € Z este solutie a ecuatiei. Dacd x + y # 0 ecuatia devine
x> —xy+y> =x+y, care este echivalenti cu (x—y)> +(x=1)>+(y-1)>=2.
Din aceasti egalitate in numere intregi deducem (x—1)> <1 si (y—1)* <1, de

unde
x€[0,2], ye [0,2]. Obtinem solutiile (0,1), (1,0), (1,2), (2,1), (2,2).

R4.3.2. Determinati toate cvadruplele de numere naturale nenule (x, y, z, w)
pentru care
XY 2 A 2xp+ 2x(z = D)+ 2p(z + 1) = w
(Titu Andreescu)

Solutie Avem
(x+y+z+1)’ =x"+y" +2° + 2xp+2x(z - D)+ 2y(z-1) -2z +1<w’

si(x+y+z+D)=x"+y" +22 +2xp + 2x(z+ D)+ 2p(z + D)+ 2z +1>w’
Din (x+y+z-1)> <w’ <(x+y+z+1)° rezultdi ci w’ =(x+y+z)°, deci
X+ Y+ 4 2xp+2x(z—= 1) +2y(z+1) = (x+ y+ 2)*, de unde obtinem x = y.
Inlocuind in ecuatie, avem 4x* +z% +4xz = w?, sau (2x+z)*> = w’. Solutiile
ecuatiei sunt (m,m,n,2m+n), m, neN— {0} )

R4.3.3. Determinati toate tripletele (x, y, z) de numere naturale nenule astfel
incat

(1+l)(1+l)(l+l) =2.
X y z
(Olimpiada Anglia)

Solutie Fara a restrAnge generalitatea problemei putem presupune ca

x>y >z. Obtinem (1+l)(l+l)(l+1)é(1+l)3, adica 2S(I+l)3, care
X y z z z

implica z <3. Daca

z = 1, atunci (1+l)(1+l) =1, imposibil pentru x, ye N—{O}. Dacad z = 2,
X y

ajungem la (1+l)(1+l) :? Cum x>y, obtinem (1+l)2 2%, deci y<7.
X
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Cum 1+l >1 egalitatea (1+l)(1+l) :i ne conduce la 1+l<i, sau y >3,
X X 3 y 3

deci ye {4,5,6}. Inlocuind, obtinem solutiile (7,6,4), (9,5,2), (15,4,2).

Daca z = 3, atunci (1+l)(l+l) :%. Deoarece x > y, avem (1+l)2 > % ., de
X y

unde
y<5.Avemsi y >z =3, care ne conduce la solutiile (8,3,3) si (5,4,3). Solutiile

ecuatiei sunt toate permutarile circulare ale tripletelor (7,6,2), (9,5,2), (15,4,2),
(873’3) Si (574’3)'

4.4. Metoda aritmeticii modulare

Consideratiile simple de aritmetica modulard se dovedesc foarte utile in
demonstratia faptului cd anumite ecuatii nu au solutii sau la reducerea

Amintim cateva notiuni generale cu privire la congruente.

Definitia 1. Doud numere Intregi a si b se numesc congruente modulo
m, unde meZ, dacd m/(a—b). Se scrie a = b(mod m) si se citeste : a congruent

cu b modulo m .
Definitia 2. Doud numere intregi a si b se numesc congruente modulo
m, unde meZ — {O}, dacd prin impartire la m dau acelasi rest, iar pentru m = 0
daca sunt egale.
Cateva proprietati ale relatiei de congruenta:
1. Relatia de congruenta este o relatie de echivalenta, adica este reflexiva,
simetrica §i tranzitiva.
2. Doua relatii de congruentd se pot aduna, scddea sau Inmulti membru cu
membru.
3. Ambii membri ai unei relatii de congruentd pot fi ridicati la aceeasi
putere intreaga pozitiva.
4. Ambii membri ai unei relatii de congruentd pot fi inmultiti cu orice
numar intreg pozitiv, Inmultind sau nu in acelasi timp si modulul.
5. Orice relatie de congruenta in raport cu un modul dat este o relatie de
congruentd in raport cu un modulul care este divizor al modului dat.
6. Ambii membrii ai unei relatii de congruenta pot fi simplificati cu orice
factor prim cu modulul.
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Relatia de congruenta fiind o relatie de echivalentd pe multimea numerelor
intregi, determina pe aceasta o partitie, adica o impdrtire in clase nevide,
disjuncte si a cdror reuniune acopera multimea.

4.5. Metoda inductiei matematice

Inductia matematica este o metoda utila in demonstrarea unor afirmatii
care depind de multimea numerelor naturale. Fie (P(n)),., un sir de propozitii.

Metoda inductiei matematice ne ajutd sa demonstram ca propozitia P(n) este
adevdratd pentru orice n >0, unde n, este un numar natural fixat.

Inductia matematicd (forma slaba): Presupunem ca
e P(n,) este adevarata

e Pentru orice k=n,, din faptul cd P(k) este adevarata rezultd ca
P(k +1) este adevarata.
Atunci propozitia P(n) este adevarata pentru orice n > n,.

Inductia matematica (cu pasul s): Fie s un numar natural fixat. Presupunem
ca:
e P(n,), P(n,+1),..., P(n, +s—1) sunt adevarate ;

e Pentru orice k=n,, din faptul cd P(k) este adevarata rezultd ca
P(k +s) este adevarata.
Atunci propozitia P(n) este adevarata pentru orice n > n,,.

Inductia matematicd (forma tare): Presupunem ca:
e P(n,) este adevarata

e Pentru orice k > n,, din faptul cd P(m) este adevarata pentru orice m
cu ny <m<=<k,rezultd cd P(k +1) este adevarata.
Atunci propozitia P(n) este adevarata pentru orice n > n,.

Urmatoarele exemple ilustreaza utilizarea metodei inductiei matematice in
studiul ecuatiilor diofantice.
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4.5. Probleme rezolvate (4.1)

R4.2.1 Fie p si q numere prime. Rezolvati In numere intregi ecuatia
1 1 1

Xy ptq
SolutieEcuatia  este  echivalenti cu (x—pq)(y—pq)=p’q’.

Considerand toti divizorii pozitivi ai numirului p°g’, obtinem sistemele
{x—pq =1 {x—pq =p {x—pq =q
v=pa=p'q"" \y-pa=pq’ \y-pa=p’q

{x—pq=p2,{x—pq=pq, {x—pq=pq2
y—pg=q> \Y—-pP9=pq9 |y-pg=rp

{x—pq =p’q. {x—pq =q° {x—pq =p’q’
y=rg=q |y-pg=p* |y-pg=1

Obtinem  solutiile:  (1+ pg, pg(1+ pq)),  (p(1+9), pg(1+q)),
(g(+ p),pq(+p)), (p(p+9)9(p+9q), 2pg.2pq), (pq(l+q), p(1+q)),
(pq(1+ p),q(1+ p)), (¢(p+q), p(p+9q)), (pq(1+ pg),1 + pq).

R4.2.2. Rezolvati in numere intregi x, y ecuatia x> +6xy +8y° +3x+6y =2,

Solutie Ecuatia se scrie echivalent (x+2y)(x+4y+3)=2.
Descompunerea lui 2 in produs de doi factori pozitivi ne conduce la sistemele:

x+2y=1 .
cu solutia (3,-1)
x+4y+3=2
x+2y=2
cu solutia (6,-2)
x+4y+3=1
x+2y=-1 .
cu solutia (3,-2)
x+4y+3=-2
xX+2y=-2 .
cu solutia (0,—-1)
x+4y+3=-1
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R4.2.3. Gasiti toate tripletele (x, y, z) de numere naturale astfel incat
x’ +y’ +2z° =3xyz = p, unde p este un numir prim mai mare decat 3.

(Titu Andreescu, Dorin Andrica)
Solutie Folosind identitatea:

X4y 42 =3xyz=(x+y+z)(x’ +y 27— xy— yz—2x)
Deoarece x+ y+z>1,rezulti x+y+z=psi x’ +y* +z° —xy—yz—zx =1.
Inmultind a doua ecuatie cu 2 obtinem (x— y)* +(y —z)* +(z—x)* =2.

Fara sa restrangem generalitatea, putem presupune x> y >z . Dacd x> y> z,
cum x, y, z € N, avem x-y>1, y-z>1 si x-z>2, de unde rezulta
(x=»)’+(-2)+(z-x)>>26>2. Inseamni c¢i x=y=z+1 sau
x—1=y=z. Numarul p este prim si cum p>3, el este de forma 3k +1 sau

3k+2. Din x=y=z+1 rezulta solutia (p;l p-1 p+2j s

b b 3
p—1 p+2 p—l) (p+2 p—1 p—l)
3 b b M

3
b 2 b

3 3 3 3 3
In cel de-al doilea caz, x—1=y = z si obtinem solutiile

(p—Z p+1 p+1) (p+1 p—2 p+lj (p+1 p+1 p—2j

permutarile (

37373 37373 37373

Probleme rezolvate (4.4)

R4.4.1. Aritati ci ecuatia (x+1)° +(x+2)> +..+(x+2001)> = y°nu are
solutii in Z.

Solutie  Folosind  substitutia ~ x=z-1001, ecuatia  devine
(z=1000)* +...+(z=1)’ +2° +(z+1)* +...+ (2 +1000)* = y*, sau
2001z% +2(17 +2% +...+1000%) = »*, de unde
2001z% +2 1000- 10601 2001 =y’ care se mai scrie

2001z% + (999 +1)(999 + 2)(666 +1) = y°. Membrul intdi este congruent cu
2(mod 3), deci nu poate fi patrat perfect.

R4.4.2. Aritati ci ecuatia x° — y° = 4 nu are solutii in numere intregi.
(Balcaniada de matematica)

51



Solutie. Consideram ecuatia modulo 11. Din Teorema lui Fermat avem
ca pentru orice Intreg a nedivizibil cu un numar prim p, are loc congruenta

a”" =1(mod p). Avem deci x'° =1(mod11) daci x nu este divizibil cu 11 si
x' =0(mod11) daci x:11. Din x'"° = (x*)* rezultd x* =—1, 0 sau I(mod11).
Daci x’ =-I(modll) rezulti x’-4=(1-5)=6(modll). Daci
x’ =0(modl1) rezulti x’-4=(11-4)=7(modl1). Daci x’ =I1(modll)
rezultd x> —4=(11-3)=8(mod11).

Pe de altd parte, analizdnd toate situatiile pentru y=11-12+i, 1 €

{0,1,...,10}, obtinem y* =0,1,3,4,5sau 9(mod11), deci ecuatia nu are solutii.

R4.4.3. Aflati toate perechile (x, y) de numere naturale care verificd ecuatia
3" -27=7.

Solutie Pentru y = 1 rezulta x = 2. Pentru y = 2, avem 3" =11 care nu are
solutii. Pentru y >3, considerdm ecuatia modulo 8. Cum 2’ =0(modS8),

deducem ca 3" =7(mod8). Dar pentru x par 3" =1(mod8) si pentru x impar

3" =3(mod8), deci ecuatia nu are solutii pentru y > 3.

Probleme rezolvate (4.5)

R4.5.1. Aratati ca pentru orice numdr natural n, urmatoarea ecuatie are
solutie in multimea numerelor intregi: x* + y° +z° = 59",
(Dorin Andrica)

Solutie Vom utiliza inductia matematicd cu pasul s = 2 s1 n, =1.

Observam cd pentru (x,,),,z,) = (1,3,7) si (x,,y,,z,)=(14,39,42) avem
xp+y. +zl =59 si x2+y; +z2 =59, deci ecuatia x* +y’ +z° =59" are
solutii in Z pentru ne{1,2}. Pentru pasul de inductie definim (x,,y,,z,),
5, =59z, (V) n>1. Atunci

x,f+2 +y,f+2 + z,f+2 = 592(x,f +y,f +z,f) , deci x,f + y,f + z,f =59% implica

n>3, prin x,,=59x, y,,=57"y, z

n
9k+2

2 2 2
xk+2 +yk+2 +Zk+2 =5

R4.5.2. Sa se arate ca pentru orice n = 3, ecuatia
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1 1 1 N .
—+—+...+— =1 are solutii in multimea numerelor naturale

XX, X

n

distincte.

Solutie Pentru n = 3 avem %+%+é =1. Presupunem ca pentru k >3

.1 1 1
are loc relatia —+—+...4+—=1, unde x,x,,..x, sunt numere naturale

X X Xy
. o . 1 . 1 1 1 1
distincte. Prin nmultirea cu — obtinem + ...+ =—, de unde
2 2x,  2x, 2x, 2
1 1 1 1 .
deducem —+ + +..+ =1. Am demonstrat propozitia pentru
2x, 2x, 2x,

numerele naturale distincte 2,2x,,2x,,...,2x,, deci pentru orice n >3 ecuatia

are solutii numere naturale distincte.

R4.5.3. Demonstrati ci ecuatia x° +(x+1)> = y* are o infinitate de solutii in
multimea numerelor naturale.

Solutie. Ecuatia este verificatd pentru x, =3, y, =5. Definim sirurile
(x,),51> (7,),51 » prin relatiile de recurenta:

X, =3x,+2y, +1
,eux, =3, y, =5
yn+l =4xn +3yn +2
Pentru pasul de inductie, presupunem cd perechea (x,, v, ) este solutie
pentru ecuatia datd. Tinand seama de x_ + (x, +1)> = y>, obtinem
+1)° =Cx, +2y, +1)* +(3x, +2y, +2)* =(4x, +3y, +2)*. Deci

+ 1)2 = y§+l ,adica (x,,,,»,,, ) este solutie a ecuatiei.

2
‘xn+l + (.X

n+l

2
X, +(x

n+l
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5. Inductia matematica in geometrie

Metoda inductiei matematice este frecvent utilizata in diferite ramuri ale
matematicii §i constituie “unul dintre cele mai puternice mijloace de

demonstratie in matematicd” dupa afirmatia academicianului Miron Nicolescu.

forma slaba, inductia cu pasul 2 si forma tare. Urmatoarele exemple ilustreaza
utilizarea metodei inductiei matematice la rezolvarea unor probleme de

In paragraful 4.4 sunt prezentate trei forme ale inductiei matematice:

geometrie.
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Probleme rezolvate (5.1)

R5.1.1. Fie O un punct de pe dreapta I, iar O—PI,O—Q,...,O—PH, sunt n vectori de

lungime 1, astfel incat punctele Py,..., P, se afld intr-un plan care contine
dreapta I si sunt toate de aceeasi parte a acesteia. Sd se demonstreze ca daca n

este impar, atunci O—Pl. +OP, +---+0OP | =21,
unde ‘OM ‘ reprezinta lungimea vectorului OM .

(O.LM. — 1973 propusa de Cehoslovacia)

Solutie:
Demonstram prin metoda inductiei, forma slaba.

Pentru n=1,

O—P;‘ >1, adevarat. Presupunem proprietatea adevaratd pentru 2n—

1 vectori si o demonstram pentru 2n + 1 vectori. Renumerotand eventual
punctele Py, Py,
..., Pan+1, putem presupune ca cel mai mare unghi ZPOP, 1,)=1, 2n+1 este

ZPOP,,,.
IOPZ +OP, +---+OP,,| 21

Din ipoteza inductiva rezulta

Fie OP, +OP,, =OR. P +OP, .. = OR . Daci OS =OP, + OP, ++--+OP, _si
OT =OR+0S , atunci T, Se int Z/(ROP,,,,) sau T, Seint Z(ROP,) de unde

OT=0S, deoarece ROS este ascutit. Rezulta |OT | >1 si inductia este incheiata.

R5.1.2. Sa se demonstreze ca pentru orice n > 4 exista un poligon convex cu n
laturi, nu toate egale, astfel Incat suma distantelor de la orice punct interior la
laturi sa fie constanta.

(Baraj — 1974, Dan Schwartz)
Solutie:
Sa observam mai intai cd triunghiul echilateral i dreptunghiul cu proprietatea
ca suma distantelor oricdrui punct interior la laturi este constanta, P(4) este deci
adevarata. Pentru a demonstra P(5) pornim de la triunghiul echilateral ABC pe
care-l tdiem cu doud drepte paralele dupa o directie care nu este paralela cu nici
o latura a triunghiului ABC, ca in figura.
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N
M
Q
B 5 c
A N, D,
M,
Q,
B P, C,
Fig. 5.1 Fig. 5.2

Pentagonul BMNQP are proprietatea cerutd. Pentru P(6) consideram
dreptunghiul A; B; C; D, pe care-l tdiem cu douad drepte paralele dupa o directie
neparalela cu laturile dreptunghiului; atunci hexagonul B; M; N; D; P; Q, are
proprietatea cerutd. Am demonstrat cd proprietatea este adevdrata pentru
n=4,5,6. Vom demonstra implicatia P(n)=P(n+2) (inductie cu pasul 2).
Consideram un poligon convex cu n laturi care satisface conditia problemei.
Repetand procedeul de mai sus, tdiiem doud varfuri ale poligonului cu doua
drepte paralele dupa o directie neparaleld cu nici o latura a poligonului si
obtinem un poligon cu n+2 laturi, nu toate egale. Suma distantelor unui punct
interior la laturi este egala cu suma distantelor la laturile vechiului poligon, care
este constantd, plus suma distantelor la cele doud laturi noi, care sunt paralele,
deci si aceastd suma este constanta.

R5.1.3. Se dau n suprafete patratice arbitrare (n > 2). Sd se demonstreze ca ele
pot fi tdiate in parti, astfel incat din partile obtinute sa se poatd construi o noua
suprafata patratica.

(Golovina L. L., laglom .M. — Inductia in geometrie, Ed. Tehnica, Bucuresti,
1964)
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Solutie:
In demonstratia prin inductie este esential cazul n=2. Fie suprafetele patratice

[ABCD] si [A’B’C’D’] avand lungimile laturilor 1, respectiv I’. Daca I=I’
ducem diagonalele [AC], [B’D’] formand patru suprafete triunghiulare care se
pot compune formand un patrat cu latura 1V2 ca in figura. Fig 5.3

D C D C’
S
S
S S
A B A B
o
S | s
D> B
S |'s
X
Fig 5.3. Fig. 5.4

In cazul 1 #’. putem lua 1> 1.
Consideram punctele Me(AB), Ne(BC), Pe(CD), Qe(DA), astfel ca
AM:BN:CP:DQ:%.Atunci MN:NC:PD:QA:%
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Q

A

Fig. 5.5

M

B A’ B’
fig. 5.6

Triunghiurile dreptunghice AQM, BMN, CNP, DPQ fiind congruente, rezulta
QM=MN=NP=PQ, deci MNPQ este romb. Din congruenta triunghiurilor AQM

si BMN rezulta

m/(AMQ)=m2/(BNM ). Dar mZ(BMN )+ mZ(BNM )=90°, deci
m(AMQ)+m(BMN) = 90° si prin urmare m(QMN )=90° si MNPQ este patrat

1"\ 2 2 2,
cu lungimea laturii MN:\/(IZIJ +(l lj = ! ;Z si lungimea

diagonalei MP =~/[* + 1" .
Du C!’

AH

2

Notand [MP]N[NQJ={0}, patrulaterele
inscriptibile AQOM, BMON, CNOP, DPOQ sunt
congruente, deci suprafata patraticd s-a descompus
in patru suprafete patrulatere congruente. Detasam
aceste suprafete si le alaturam suprafetei patratice
[A’B’C’D’], astfel ca varfurile O ale celor patru
patrulatere devin varfurile A’’B>’C’’D’’ ale noului

patrat de laturd A”’B’’= V(I*+1’?) . Sa demonstram

B’ implicatia P(n)=P(n+1). Presupunem

proprietatea adevarata pentru n suprafete patratice (n > 2). Fie Sy, S, fig.

5.7

..»3n, Spi1 suprafete patratice. Conform ipotezei de inductie, Sy, So, ...,S,,

pot fi tdiate in parti astfel Incat din partile obtinute sa se poatd construi o alta
suprafata patratica S’. Procedand cu S’ si S,+1 ca si In cazul n=2, obtinem o
noud suprafata patraticd S’’ si demonstratia este incheiata.

R5.1.4. Sa se arate ca numadrul partilor In care planul este Impartit de n drepte
(n > 1) doud cate doua secante §i trei cate trei neconcurente este

F

n

2

_n2+n+2
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Solutie:
Vom intelege prin parte a planului, fie o anumitd suprafata poligonala, fie o
anumita intersectie de semiplane inchise. In cazul n=1, o dreapta imparte planul

. s 1P +1+2 § o

in doud semiplane: F, = — Presupunem ca n drepte (n > 1), doud cate
y o : . . n’+n+2

doud secante si trei cate trei neconcurente, impart planul in F, :T

parti. Consideram in plan n+1 drepte in pozitia generald. Primele n dintre ele
impart planul in F, parti. A(n+1)—a dreaptd, pe care o notdm cu d, se
intersecteazd cu fiecare dintre cele n drepte (din ipotezd). Cele n puncte
distincte de pe dreapta d determind pe aceastan-1 segmente si doua semidrepte.
Astfel, dreapta d intersecteazd n+1 parti din F, parti cate erau, deci numarul
partilor creste cu n+1. Rezulta

2 5 5
Fo :Fn+”+1=%n+2+n+1=n +3”l+4:(n+1) +2(n+1)+2

R5.1.5. Se da o suprafatd poligonald convexda [AjA2A3...A,] (n > 5) cu
proprietatea ca oricare trei diagonale nu sunt concurente. Sa se arate cd numarul
suprafetelor poligonale 1n care [A;A2A3...A,] este descompusd de diagonalele
sale este

;o (n—1)n—2)n> —3n+12)
" 24 '
(Taglom A.M., Iaglom .M. — Probleme neelementare tratate elementar)

Solutie:
Pentru n=5, suprafata [A;A2A3...A,] se descompune in 11 suprafete (vezi
4.3-(25-15+12)

figura), notate cu S;...S;;. Avem f, = =11. Presupunem

24
proprietatea adevaratd pentru (n = 5) si
A, consideram o suprafatd poligonala convexa

[A1A2A3... Ay Ani] cu oricare trei diagonale
neconcurente. Ducem diagonalele acestei
A, | suprafete exceptandu-le pe cele care pleaca din

So S varful Apq. Notam [A1A2A3.. Ay Ant1]=Sh+1,
S Sy s [A1A2A3...A]=S, .Din ipoteza de inductie
S S avem ca S, se descompune in f, suprafete

S poligonale.
A A, Snt1 se descompune 1n f,+1 suprafete
Fig. 5.8 poligonale, deoarece am adaugat [A;A2As... Ay

Ap+1] 1 sd ducem diagonalele din varful A,y; in
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numar de n-2, apoi sd vedem cu cat se mareste numarul f,+1.

Consideram diagonala [An+1Ax] (k€2,3,...n-1) (vezi figura 5.8). De o parte a ei
se afla k-1 varfuri (AjA2A3...Axs) iar in cealaltd n-k varfuri (Agr1Axeo...An).
Deci diagonala [A,+1Ak] intersecteaza (k-1)(n-k) diagonale ale lui S, prin
urmare se obtine un adaos de (k-1)(n-k)+1 suprafete poligonale. Rationamentul
este valabil pentru toate cele n-2 diagonale ce pornesc din A, §i putem scrie:

f=f +1+§[(k—1)(n—k)+l]=fn +1+§[(n—l)k—k2 +=1., +(n—1)”fk—

_"Z-Z:kz Cna (n—1)n—2)n —3n+12)+(n+1)(n—2)(n—1)_(n—2)(n—l)(2n—3)+
e 24 2 6
nn=1fn> =n+10) _ nln=1f(n+1)* ~3(a +1)+ 12|
24 24

+n-1=

Observatie: Formula pentru f,

n

ramane valabilda atat pentru
suprafete triunghiulare

2-19-9+12)
A e G )
S5 24
pentru suprafete patrulatere
convexe cu 2 diagonale
P 3-2(16-12+12)
A. A 4 24

=1, cat si

R5.1.6. Fie in plan o retea de
A A, linii ce unesc intre ele punctele

fig. 5.9 A1,A,... A, 1 nu au alte puncte
comune. Presupunem reteaua
ca fiind construitd “dintr-o
singura bucatd”, adica din fiecare punct A;,A,,...A, se poate ajunge 1n oricare
altul numai de-a lungul liniilor retelei. O astfel de retea de linii 0 numim harta,
punctele date — varfurile ei, portiunile de curbe dintre doua varfuri vecine —
frontierele (granitele) hartii, portiunile din plan in care ea este descompusa de
cdtre frontiere — tarile hartii.

Teorema lui Euler

Sa notam cu S numarul tarilor unei harti arbitrare, cu 1 numarul frontierelor ei si
cu p numarul varfurilor. Atunci

S+p=I1+2
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Solutie:
Demonstram egalitatea prin inductie dupa numarul | al frontierelor hartii.
L. Fie 1=0, atunci S=1, p=1 =>S+p=1+2
II. Presupunem ca relatia este adevdratd pentru orice hartd care are n
frontiere. Considerdm o hartd cu I=n+1 frontiere, S tari si p varfuri.
Distingem doua situatii:
1)  Pentru orice pereche de varfuri ale hartii existd un drum unic care
le uneste de-a lungul frontierelor (exista cel putin unul, deoarece harta este
conexd). In acest caz harta nu contine nici un contur inchis. (vezi figura 5.9)

A

A A,

fig. 5.10

In acest caz S=1. Sa aratim ci pe o astfel de harta se va gisi cel putin
un varf apartinand numai unei singure frontiere (de exemplu A; sau Az)numit
varf extrem. Intr-adevir si luim un varf arbitrar. Dacd el nu este extrem, atunci
el reprezintd capatul a cel putin doud frontiere. Sa parcurgem una dintre
frontiere pana la al doilea varf al sdu. Daca nici acest varf nu este extrem, atunci
el constituie capatul unei alte frontiere si parcurgem aceasta frontiera pana la al
doilea capdt al ei si asa mai departe. Deoarece harta nu contine contururi
inchise, nu ne vom intoarce la nici unul din varfurile parcurse inainte si dupa un
numir finit de pasi ajungem la un varf care va fi extrem. Indepartand acest varf
impreund cu o frontierd care il are drept capat, obtinem o noua hartd in care
I’=1-1, S’=S, p’=p-1... Din ipoteza de inductie, S’+p*=1’"+2, de unde S+p=1+2.

i1) Exista doua varfuri unite prin mai multe drumuri (vezi figura 5.10)
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fig. 5.11

Indepartand una din frontierele acestui contur (fara varfuri) obtinem o
noud hartd conexa in care I’=l-1, p’=p. S’=S-1. Din ipoteza de inductie
S’+p’=I"+2, de unde S+p=I1+2.

R5.1.7. Notam cu v numarul varfurilor, m numarul muchiilor si f numarul
fetelor unui poliedru din spatiul euclidian. Pentru a obtine formula v-m+{=2, in
cazul unui poliedru simplu (conex) procedam in modul urmator: Ne imaginam
ca poliedrul este confectionat dintr-o foitd de cauciuc subtire si observam ca
daca inlaturam una din fete putem deforma suprafata ramasa intinzdnd-o pe un
plan. Obtinem astfel o hartd planara care ale acelasi numar de varfuri si muchii
ca poliedrul initial. Inlocuind fata inliturati cu fata infinitda si utilizind
rezultatul demonstrat mai sus pentru harti plane conexe gasim relatia lui Euler
in cazul poliedrelor simple.

Sa aratam ca exista cinci tipuri de poliedre conexe regulate si anume: tetraedrul,
hexaedrul (cubul), dodecaedrul, octaedrul si icosaedrul regulat.

Solutie:
Fie q numarul muchiilor de pe o fatd si p numarul muchiilor ce pleaca dintr-un
varf. Cum fiecare muchie apartine frontierei pentru doud fete si contine doua

Vérfuri,rezultécé2m=f‘q=v-p:>v=2—m,f=2—m.
q
Din formula Tui Euler 2_m -m+ 2_m =2 sau
p q
m[l+l—lj:1:>l+l—l>0:>
p q 2 p q 2
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:>l l—lzl—l:l. Deci p<6 si  analog, ¢<6. Daca
p 2 g 2 3 6
I 1 1 1 1 1 . : .. .
p>4=>—>———>, >———=—deci g <4. Obtinem ca singurele perechi
qg 2 p 2. 4 p
(p,q) care verifica inegalitatea 1 + 1 —% >0 sunt (3,3), (3,4), (3,5), (4,3),
p q
(5,3)
p lq|v|m| f | Denumire
3 13]4]16]| 4 | tetraedru
3 14[8]12] 6 cub
4 13]16|12] 8 octaedru
3 | 5]20]30] 12 | dodecaedru
5 13 ]12]30] 20 | icosaedru
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6. Metoda vectoriala in geometrie

6.1. Consideratii teoretice

Pentru studiul geometriei euclidiene plane se folosesc mai multe
modele: sintetic, analitic, vectorial, complex. Fiecare dintre aceste modele se
dovedeste a fi mai eficient intr-un anumit tip de probleme, de aceea este util sa
le cunoastem pe toate si sd avem posibiltatea de a trece cu usurintd de la unul la
altul. Modelul vectorial se preteaza la probleme in care apar drepte, segmente,
rapoarte, probleme care de multe ori se rezolva mai simplu decét s-ar rezolva pe
cale sinteticd. Planul euclidian definit axiometric (modelul sintetic) il
consideram cunoscut, elementele sale fiind puncte.

Modelul analitic il obtinem alegand un sistem de coordonate in plan si
considerand planul ca produsul cartezian a doua drepte (ortogonale) :

7=R’>={x,y)\xeR,yeR}.

Modelul vectorial il obtinem alegand in planul 7 un punct fix, numit
origine si doi vectori necoliniari de bazi, de exemplu i si ; reprezentati prin
doud sageti (versorii directori ai axelor O, si O,).

Fig. 6.1.
¥
T’ [
[ p—— x
1

Deci 7=R* :{\7=x-17+y-j\x,yeR}.

Orice punct M din planul 7 are in modelul analitic doua coordonate M(x,y),
deci este unic determinat de doud numere reale xeR (abscisa) si
yeR (ordonata) Acelasi punct M are in modelul vectorial un vector de pozitie

7, =x-1+y-j, deci orice punct este unic determinat de vectorul siu de

pozitie, care se reprezintd printr-o sigeatd ce porneste din originea O si se
termina in M.
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Pentru o pereche de puncte (4,B) € 7 x x , reprezentam printr-o sageata
ce porneste din A4 si se termind in B, segmentul orientat (4,B). Fiecarui segment

orientat (4,B) 1 se ataseaza un vector AB e R?, definit prin
AB=r,—r,.

Fig. 6.2.

(A.B)
A

X8

Trei puncte 4, B, C € 7 sunt coliniare daca vectorii AB si AC sunt

coliniari, adica daca exista un numar real ¢ astfel ca AC=t-AB

Multimea punctelor coliniare cu doud puncte distincte 4, B formeaza
dreapta 4B.

Dintre ecuatiile dreptei amintim:

a) D: ;=E+t-1_/; teR

Ecuatia dreptei ce trece prin varful vectorului E si este paraleld cu vectorul
v#0.
b) D: ;_f=(1—t)a+t-g; teR.

Ecuatia dreptei ce trece prin 4 si B.

In ecuatia b) a dreptei, punctul M , al cirui vector de pozitie este
ry = (1- t)a +iory,cutE [0,1] se afld pe segmentul [4B] si este determinat de
dtam) ]
145) " as

In particular mijlocul C al segmentului [AB] are vectorul de pozitie

raportul distantelor 7 =

65



- 1 —
7o ZE(rA +rB).

Daca ABC este un triunghi, atunci pentru orice punct M din plan, exista
numerele reale «, f,y unic determinate astfel ca:

Yy :a-a—i-ﬂ-aﬂf-z, cua+pf+y=1.
Daca a, f,y sunt pozitive, punctul M se afld in interiorul triunghiului

ABC sinumerele «, 3,y reprezinta rapoarte de arii:
a:SMBc:; ﬁ=SMCA; :SMAB.
S asc S ipc S 4nc
In particular pentru punctele importante din triunghi avem:

r = 3 (a +r, + Z) (centrul de greutate);

— a-r,+b-rg+cr. L

r,=—-A4 B ¢ (centrul cercului inscris);
a+b+c

— tgA-r,+1gB-ry +1gC 1. o

ry = gAT, 718D T TIEL Ve (ortocentrul triunghiului);
tgA+tgB+1gC

— sin2A-a+sin23-g+sin2C-Z . .

v, = : : - (centrul cercului circumscris);
sin2A4+sin2B +sin2C

— 33— — o

P =—T5+1y (centrul cercului lui Euler);
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6.2. Probleme rezolvate (6.1)

R6.2.1. Fie ABCDE un pentagon si M, N, P, O, R, S mijloacele segmentelor
AB, BC, CD, DE, MP si NQ. Sa se arate ca RS= iAE.

Solutie. Avem a = %(E + E) si analoagele.

= == = — .= - — — .
Rezulta r, =Z(rA +ry +7, +rD) st g =Z(r3 +r. 41, +rE), deci

R_S:Z—rR =Z(rE —Z):%AE.

Atunci HR_SH = %HEH si in plus segmentele RS si AE sunt paralele.

R6.2.2. Doud segmente [4,,B, ] si [4,,B,] aluneci pe doua drepte
(d,) si (d,). Fie 4, mijlocul segmentului [4,,4,] si B, mijlocul segmentului

[B,,B,]. Si se arate ca segmentul [4,, B, ] are lungime constant.

Solutie. Daca Z este vectorul de pozitie al punctului X, avem:
— 1 —\ — 1~ —\. . — —
ry, =5( PR ), rs, =E( 3 +rBz) statunci 4,B; =r, —r, =

1 (— — — —
=3 g — Tyt =T,
AB, si A,B, ,asociati segmentelor orientate (4,,B,) si (4,,B, ), sunt vectori
constanti.

Observatie:

a) Mdrimea segmentului 4,8, este egald cu mediana unui triunghi ABC
incare AB= AB, , AC=A,B,si ZBAC = /(d,.d,).

b) Din egalitatea vectoriald rezultd ca 1n orice doua pozitii ale
segmentelor care alunecd, segmentele [A3,B3] s [A;,B;] sunt paralele.

c¢) Rezultatul se mentine dacd se definesc punctele 4, si B, ca impartind

l - . ..
) )= — (AIB1 + 4,B, )= ¢, vector constant, caci vectorii

segmentele [4,, 4, |, respectiv [B,, B, ] in acelasi raport.
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R6.2.3. Doud mobile M, si M, se miscd cu viteze constante \71 si Z pe
dreptele (d,) si (d,). Daca M este mijlocul segmentului [M,, M, ]s se arate ca
M se deplaseaza pe o dreaptd, cu viteza constanta.

Solutie. Fie 4,, 4, pozitiile din care pleaca cele doud mobile si

M, (t),M,(¢) pozitiile lor dupa timpul £. Avem: a = a +1v,,

=7 v 5 = )= e S e, inde d

TR o= 1= = L .
este pozitia initiald a lui M , iar v = E(v1 + vz) este media vitezelor. O miscare

rectilinie si uniforma este definitd de legea: Patyy =Tty TV >0 reprezinta

timpul, deci M se misca rectiliniu si uniform.

Observatie: Dacd P este un punct de pe segmentul [M,, M, ]care il
imparte In raport constant, atunci punctul P se misca pe o dreapta cu viteza
medie ponderatd a vitezelor punctelor M, si M,.

R6.2.4. Fie ABC un triunghi si M un punct in planul sdu. Notdam cu 4,,5,,C,
simetricele lui M fata de mijloacele A4,,B,,C, ale laturilor BC, CA. AB. Sa se

arate ca dreptele 44,, BB,, CC, sunt concurente.

Solutie. Avem a = 2a —ry, = E + Z - a si analoagele.
Un punct de pe dreapta A4, are vector de pozitie de forma :
Adyr=(=t)r +t-r, = (=0, +t-(ry +7. -1, ), teR.
Analog:
BB, r= (1—s)g+s-(Z+Z—§), seR;

Ccc, 1;:(1—M)Z+u'(a+a—a) ueR;

1 : .
Pentru t=s=u= 5y se obtine acelasi punct:

— 1(— — —) — 3— 11—
VNZEI’A+7‘B+VC —EI’MZEI’G—EI"M,
Punctul de intersectie N se afla pe dreapta GM.
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R6.2.5. Pe laturile AB si AC ale triunghiului ABC se iau punctele variabile M
si N astfel ca BM = CN. Sa se arate ca punctul P, mijlocul segmentului [M ,N ]
se misca pe o dreapta paraleld cu bisectoarea unghiului 4.

Solutie. Alegem originea In A4 si atunci AB=b, AC=c.

— - ¢ — b+c (b ¢
, Iy =C—t—, 1p= —t|—+—|, teR.
c 2 b ¢

Avem: r,, =b—t-

o~ | o

b .c . . . . C .
Dar 3 si — sunt versorii laturilor AB si AC, suma lor dand directia bisectoarei
c

din 4. Deci Z = rj —t al_1 te R, P se afla pe dreapta ce trece prin 4, mijlocul
lui BC, paralela cu bisectoarea din 4.

R6.2.6. Fie triunghiul 4,4, A4, si M un punct in planul sau. Pentru fiecare
permutare a varfurilor 4, 4,,,, 4,3, notdm cu M simetricul lui M fata
de 4, ,cu M, simetricul lui M, fata A4,,, , M, simetricul lui M,
fata de A, . Sa se arate ca pentru toate cele 6 permutari se obtin trei puncte

M, M,,M, care formeaza un triunghi de arie S, ,, ,, =16-S,, , .

Solutie. Avem: r,, ~=2r, =1, ;

r =2r, =2r, +r,;
Mgy A5(2) A5y M >

r 2r, =2r, +2r, -r,;
Mo'(3) As(s) AJ(Z) Aa(l) M >

Cele trei puncte au vectorii de pozitie:

i =2(rA2 +ry—r, )—rM;

e =2y vy =)
T, = 2(1’/12 +r, = rA3)— Ty
Avem: M\M, = 4(a—a)= 44,4, , deci laturile triunghiului M, M, M, sunt

paralele cu ale triunghiului 4, 4, 4, si de patru ori mai mari. Raportul de

asemanare este 4, iar raportul ariilor 16.
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R6.2.7. Sa se determine locul geometric al centrelor de greutate al
triunghiurilor 4,,B,,C, cu varfurile variabile pe laturile BC, CA, AB ale

triunghiului 4ABC.

Solutie. Avem:a:(l—t)-g+t-z, te[0,1];
a=(l—s)~z+s‘a, se[O,l];

e, :(l—u)-rA +u-g, u 6[0,1];

— 1(— — —) l-u+s— 1—-t+u— l1-s+t—
r61:§ ry g e )= r, 3 Ty 3 o .
Notand azl_u+s, ,le_t+u, 7:1_S+t,avem a+p+y=1,
3 3 3
2

a>0,20,y>20,1-u+s<1-0+1=2deci aﬁg,ﬂﬁg,yﬁg. Din simetrie

se obtin o > %, p= l, Y2 % , deci locul geometric este

3
- — — — 12 12 12
r=a-r,+p-r,+y-r.\a+pf+y=lLaec|—,—,fe|—,—|,ye|—,—|;, care
{ ST BTty B+y {33:|/8[33:|7|:33:|}
reprezinta interiorul si frontiera unui hexagon in care trei laturi sunt treimile din
mijloc ale fiecdrei laturi din triunghiul ABC.

Fig. 6.3.

72



7. Probleme de concurenta si de coliniaritate rezolvate vectorial

Aceasta tema este o continuare a temei precedente in care au fost amintite
principalele notiuni teoretice , necesare rezolvarii problemelor de geometrie
vectoriala.

Pentru demonstrarea problemelor de coliniaritate amintim urmatoarea :

Teorema de coliniaritate:  Doi vectori nenuli sunt coliniari daca si

. o e * ~ ~n e
numai daca existd @ € R astfel incata = ab.

Ca o consecintd a teoremei avem conditia de coliniaritate a trei puncte :
Punctele 4, B, C sunt coliniare daca si numai daca vectorii AB, AC sunt
coliniari.
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Probleme rezolvate (7.1)

R7.1.1 Teorema lui Menelaus : Fie triunghiul ABC si punctele coliniare

4, € BC,B € AC ,C, € AB. Atunci are loc relatia 4B BC GA_ NG

AC BA CB

Solutie.  Consideram cazul cand doua puncte sunt pe laturi si unul pe
prelungirea unei laturi ( Fig.7.1)

" Notdm a = AB ,
AC
_BC
ﬂ_ BIA’
B C A
A1 C\B
B C
Fig 7.1
C1
Din AC_1 rezulta ﬂzL, deci C—AlzLﬁ
AB « BC l+a I+a
i€ = S rezulti CB,=———CA .
B A 1+
/4
y—1

_—

Putem acum exprima vectorii B 4, si B/C, .

BA -Ci-cB-—c8-L_¢ci

I+« 1+ 4
B,C,=CC, —CB, =CA+ 7123’—1 ﬂc?:l lﬂ@ 71(A_c’+c73)=
V- + + V-
“1=pr CA+-L—CB. Din conditia ca vectorii BA s E(i sa fie
) )

1
1

coliniari, rezulta

, de unde obtinem afly =1, care

V-
y-1 _B+p)(r-1)
(1+a)y (1+ 8)(1+ Br)

este tocmai (*)
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Observatii 1. Analog se trateaza cazul cand punctele 4,, B,, C, sunt pe

prelungirile laturilor.
2.Are loc si reciproca teoremei : Daca pentru punctele 4, € BC,B, € AC,

C, € AB are loc relatia (*) , atunci punctele 4,, B,, C, sunt colineare.
Pentru demonstratia afirmatiei sa considerdm configuratia din ( Fig 7.1).

Noténda=AlB,ﬂ=Blei7/=C1A=L,avemm=C—Al—C—B]=
AC B,A CB af
L A CA (1)
I+a 1+p
== A= AT +8r = 7V A5 . : 1 .
BC =CC -CB =- CA+ CB siinlocuind y = — obtinem
(1+8)(y-1) y—1 of
BC -2 L G P Gl (2).Din(1)si 2) avem
l-af\ 1+« 1+

a+1l —— . .. O
—— B4, , deci 4, B, C, sunt puncte coliniare. Cealalta situatie se

BC, =

trateaza analog.

R7.1.2. Teorema triunghiurilor ortologice
Fiind date doua triunghiuri ABC si A’B’C’ situate in acelasi plan si
dispuse astfel incat perpendicularele din 4, B, C pe laturile B’C’, C’A’, A’B’,
sunt concurente , atunci si perpendicularele din 4, B’,C’ respectiv pe laturile
BC, CA, AB sunt concurente.

Solutie




Notam cu O punctul de concurentd al perpendicularelor din 4, B, C pe
laturile triunghiului 4 ’B°C” si cu O’ punctul de intersectie al perpendicularelor
din 4’ si B’ pe BC respectiv AC (Fig 7.2 ). Avem :

B'C'=0'C'-0'B'

C'4A'=0'4'-0'C'

A'B'=0'B'-0'4"

Folosind aceste relatii obtinem O = OA-B'C'+OB-C'A'+0C-A'B'=
=0'C""BA+0O'B"-AC+0'A"-BC .Cum O'B' L AC si O'A' L BC, avem
W-E:O, O'A"-BC=0 si deci O'C"-BA=0 , de unde rezulta

O'C' L AB. Prin urmare perpendicularele din 4°, B’, C’ pe laturile triunghiului
ABC sunt concurente in O’.

R7.1.3. ( Dreapta lui Gauss)
Fie ABCD un patrulater convex, ADNBC ={E}, ABNDC ={F}.

Atunci mijloacele M, N, P ale segmentelor (AC), (BD), (EF) sunt puncte
colineare.

Solutie

AF AE _— - = -
Notiand —=p si —=¢q, AB=u,AD =v (Fig 7.3) atunci
5 Ps o pT (Fig 7.3)

AF = pui, AE = v, AN == (i+v). AP = (pi+qv). Notind =7

76



Q=t,avemﬁpu+rv=u+n]v,deunde p__ ! , " tq.
E 1+r 1+1¢ 1+ 1+t 1+r 1+t

-1) . -
Obtinem ¢= L sl r= M Inlocuind iIn AC =2A4AM obtinem

rq q-1
AM = 2(p(1]_1)[p(q—l);+q(p—l)ﬂ
Din NP=NA+AP = =—{(p-1)u+(g-1)v],

Y Y T prq - N P9 75
rezultd MP=MA+ AP=——"—|(p-1)u+(g—1)v |=———NP ,
prin urmare punctele M, N, P sunt coliniare .

Observatie Rezultatul demonstrat mai sus mai are si urmdtorul enunt :
Mijloacele diagonalelor unui patrulater complet sunt coliniare. (punctele se
afla pe dreapta lui Gauss).

R7.1.4. Sa se arate ca punctele 4, 4,, 4, sunt coliniare daca si numai daca
pentru orice punct M din plan (sau din spatiu ) exista numerele reale m,,m,,m,
nu toate nule , astfel Incat

m, -]\7,41’-1-7112 -MA, +m, - MA, =0, m +m,+my, =0 (*)

Solutie. Fie punctele colineare 4, 4,, A, si M un punct arbitrar . Exista
Ae SR*\{I} astfel ca M = ZTA; (1) Dar 44, =MA,—M4, ,
A A, =MA, —MA si (1) devine (1—A)MA, —MA, +A . Luand m, =1-1 ,
m,=-1, my =A,relatia este demonstrata.

Reciproc, fie punctele 4, 4,, A, cu proprietatea ca pentru orice punct M

din plan (sau spatiu) exista numerele m,,m,,m, € R, nu toate nule astfel incat

au loc relatiile (*). Trebuie sa ardtam ca A4,, 4,, 4, sunt coliniare.

Unul din numerele m,,m,,m; este nenul , fie m, #0

Din (*) , putem scrie —(m, +my)MA, + m, MA, + my M4, = 0, sau
m, A A, +m; A A, =0 (2).Daca m, =0, arrezulta m, =0 sau 4, = 4,,

imposibil , deci m, #0.
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Aratdm cd m, # —m, . Dacd m; =—-m, , atunci m, (AIA2 —A1A3) =0 de
unde rezultd 4, = 4, , imposibil , asadar m, # —m, # 0. Avem atunci

LR L {1} sirelatia (2) sescrie 44, = -4 A4 , deci punctele
m, m,

A, 4,, A, sunt coliniare.
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8. Metoda geometrica in rezolvarea problemelor de algebra

O cale deosebit de elegantd de aflare a solutiei In cazul unor probleme
de algebra, este cea geometricd. Formula distantei dintre doua puncte in plan si
spatiu, teorema cosinusului, exprimarea in diferite moduri a unei arii sau a unui
volum, sunt cateva dintre ideile care pot conduce la probleme interesante de
algebra. Frumusetea acestor probleme constd 1n simplitatea si naturaletea
solutiei care de cele mai multe ori nu se intrevede la prima vedere.

Vom prezenta cateva probleme de algebrd in care apar inegalitati,
probleme de maxim si minim, ecuatii functionale si sisteme de ecuatii rezolvate
prin metoda geometrica.
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Probleme rezolvate (8.1)
A. Inegalitati

R&.1.1. Sa se demonstreze ca
\/az+b2 +\/b2 +c? +\/02 +a’ 2(a+b+c 2, a,b,ceR

Solutie. Daca a, b, ¢ sunt pozitive putem considera un model geometric sugerat
de expresiile din primul membru care sunt distantele si de membrul doi in care
apare diagonala unui patrat de latura a+b+c. Consideram asadar patratul ABCD
cu latura a+b+c ca in figura 8.1

D b a C C
a a
N P
C C
M
Q
b b
A b a c B
Fig. 8.1

Avem BM =+b* +c¢*, MN =+ a* +¢* ,ND=+a’ +b*,

BD=(a+b+ c)\/E . Inegalitatea de demonstrat este echivalentd cu

BM+MN+ND2>BD, care este evidenta.
Observatii: Pornind de la figura... putem deduce si alte inegalitati.

BP+PD2BD <> +Jc* +(b+c)* +4Ja* +(a+b)* > (a+b+c)N2
BN+ND>BD< \/(a+c)2 +(b+c): +Na +b2 > (a+b+cW2

AQ+OP+PC2ACe N2b> +24a* +¢* > (a+b+cW2
Daca unul dintre numerele a, b, c este negativ, de exemplu c<0, aplicam
modelul de mai sus numerelor a, b, -c¢ si avem
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\/a2 +c’ +\/b2 +c’ +\/02 +a’ Z(a+b—c)\/52 (a+b+c)\/§, deci
inegalitatea este adevarata pentru orice numere reale a, b, ¢, cu egalitate
<a=b=c.

Inegalitatile de mai sus admit si generalizari.

R8&.1.2. Sa se demonstreze inegalitatea lui Minkowski.
a’ +b’ ++Ja,’ +b, +.+qfa, +b] 2 [(a, +a,+...+a,)} +(b+b, +..b,)

a,b,eR,i=1n.

Solutie:
Membrul intdi ne sugereazd o suma de segmente, iar membrul doi,

diagonala unui dreptunghi. Considerdm dreptunghiul de laturi a, +a, +...+a,

si b +b,+...+b, cain figura 8.2

D C

bn Mn-l

T
b /|

A a a an B
Fig. 8.2
Se formeazd n* dreptunghiuri de dimensiuni a; si bj, ij=1,n. Dintre acestea
considerdm dreptunghiurile de dimensiuni a; si b;, i,j=1,n ale cdror diagonale

sunt N ai2 + bi2 i=Ln. Diagonala  dreptunghiului  ABCD  este
AC:\/(al +a,+..+a,)’ +(b, +b, +..+bh)’

Inegalitatea de demonstrat este echivalenta cu
AM+MM+...+M, ;2AC, care este evidenta. Egalitatea are loc dacd si numai
daca toate dreptunghiurile formate sunt asemenea cu ABCD,

adica ﬂzﬁ,izl,n
b. AD

1
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Observatii:
1. Facand un rationament analog pentru diagonala BD, obtinem

\/alz +b’ +\/a22 +b,’ +...+\/an2 b, > J(a, +a, +...+a,) +
+(b+b,+...4+b,)
2. Daca ABCD este patrat, inegalitatea devine

Z”: \lai2 +bi2 2 \/E(Zn:az) :\/E(Zn:bz)

3. Modelul foloseste numere a;, b; pozitive, celelalte situatii se deduc usor din
prima.

R8.1.3. Sa se arate ca dacd a, b, ceR", are loc inegalitatea

\/a2 +b* —ab3 +\/b2 +c? —bc\/§+\/a2 +c2—acy3 >a\2

Solutie:
Expresiile de sub radicali ne sugereaza folosirea teoremei cosinusului.
Consideram modelul geometric din figura..., in care OA=0D=a,

OB=b, OC=c,m(BOC) = m(COD) = 30°.Din teorema cosinusului avem:

AB:\/a2 +b> —ab3 BC=+b*+c* —bc3 CD =+a*+¢* —ac\3
Scriind 4AB+BC+CD2>A4D obtinem inegalitatea ceruta. Egalitate se obtine daca
Be(AD) si Ce(AD). In acest caz avem b=c si teorema sinusurilor aplicati in

AABO, obtinem relatia b= a(\/§ —1), prin urmare inegalitatea devine
egalitate> b=c= a(\/g -1).
In exemplul urmitor, expresiile de sub radical ne sugereazi un model spatial.

[¢]

B

fig. 8.3

R8.1.4. Sa se arate cd oricare ar fi x,,y, € R, i=1,n, are loc inegalitatea:

$ e ($) (3] (32
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Solutie:

Consideram un paralelipiped dreptunghic cu un varf in originea unui sistem de
axe ortogonale in spatiu, iar axele OX, OY, OZ, de-a lungul celor trei muchii ce
pleaca din O. Consideram pe OX punctele X1,X2,...,%s, pe OY punctele

V1,2, yn1ar pe OZ punctele z;,z,...,z,. Ducand prin punctele x;, i =1,n plane

paralele cu YOZ, prin punctele y;, i=1,n plane paralele cu XOZ, iar prin

punctele z;, i =l,_n, plane paralele cu XOY, se formeaza o retea spatialda de

paralelipipede. Exprimand faptul ca diagonala din O a paralelipipedului este
mai micd decdt suma diagonalelor paralelipipedelor de dimensiuni x;;z;,

i =1,n, obtinem inegalitatea ceruta.
Comentariu:
Pentru inegalitatea

2
n—1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
\/a1 +a; +a; +\/a2 +a; +a, +...+\/a +a, +a +\/an +a; ta;, 2

2 (a1 +a, +...+an)\/§

cu egalitate dacd si numai dacd a;= a,=...= a,20 putem folosi ca model de
pornire un cub §i parcurgem un rationament similar cu cel prezentat in
problema R - 8.1.4.

Exemplele urmatoare folosesc ca model geometric notiunile de arie si
volum.

R8.1.5. Daca x, y, z, te[0,1], sa se arate ca
x(1-)+y(1-x)+x(1-y)+t(1-2z)<2.
Solutie:

Pe laturile patratului ABCD, de latura 1, considerdm punctele Me[AB],
Ne[BC], Pe[CD], Q€[AD], astfel incat AM=x, BN=y, CP=z, DQ=t (vezi
figura).

Suma ariilor triunghiurilor AMQ, BMN, CNP si DQP este cel mult egala
cu aria patratului ABCD, ceea ce se scrie echivalent:

x(=0)  y(1=x) z(1-y) 1-2) _ > iz T
2 2 2 2
1y
t
N
Q
14 y
ATTX M 1x B
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Egalitatea se realizeaza pentru (x, y,z,¢) € {(1,0,1,0),(0,1,0,1) }.

R8.1.6. Fie x,y,z,te(0,1). Stiind cd aceste numere variaza independent in

intervalul (0,1), sa se arate ci
xyz+uv(l-x)+(1-y)1-v)t+(1-z)A-u)1-1)<1.

Solutie:

Consideram cubul ABCDA’B’C’D’, de laturda 1 si punctele Me(4B),
Ne(44’), Pe(4AD), Re(CC’), Se(B’C’), Qe(C’D’), astfel incat AM=x, AN=y,
AP=B’S=z, A’Q’=t, TC=v. Exprimam faptul cd& suma volumelor
paralelipipedelor ce contin varfurile 4, A’, C si C’ este cel mult egald cu
volumul cubului, obtinem tocmai inegalitatea ceruta.

D Q 14
Pamm— sl
= |

D M’
; C

A x M 1-x B

B. Probleme de extrem

R8.1.7. Sa se arate ca daca a, b, ceR si exista relatia a2+b2=2(a+b); +d?
+4=4(c+d), atunci

1. 4-22<a+b+c+d <2(4+242)
2. 0<(a—c)+(b-d)* <4(3+242).
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Solutie:
Cele doua relatii din ipoteza se scriu echivalent

(a—1)%+(b-1)* =(2)*;(c-2)* +(d —2)* =2%, ceea ce ne sugereazi
sa folosim un model geometric cu cercurile C,(O, ,\/E) s
C,(0,,2),AB=4,0C =42  (vezi figura).

M(a,b)

A M,(c,d)

Deoarece O4 :@ =272 -2, A2-2)si BQ+~2,2+2).

Avem OM; <00,< 0 <a*+bh*< 8.
a’+b*

Din a+b= =0<a+b<4.(1).

Avem OA<OM<OB< OA’<c*+d*<OB* <
2 2
o 12-8J2<c+d*<124182. Din  c+d=ST4 A
4-22 <c+d <4+22..(2).
Adunand (1) cu (2) obtinem
4—2\/§£a+b+c+d £8+2\/5.
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2. MM, =+/(a—c)’ +(b-d)* .M, €C,(0,,72) si M, eC,(0,.2).
Cele doua cercuri au doua puncte comune, deci min M;M,=0, maxM;M,=0OB.
Deci 0< M;M,*<OB*<0<(a-c)+(b-d)’<4(3+2/2)

R8.1.8.
a) Aflati valoarea minima a functiei
b) f(ep) =P+ 44y (y—x) +1+y(4-y) +16
c) Aflati peR astefel incat minimul functiei
d) g(x,y)z \/x2 +9 +\/(y—x)2 +16 +\/(p—y)2 +1
Sa fie acelasi cu minimul lui f(x,y)

Solutie:
a) Fie A(x,2), B(y,3), C(4,7), (vezi figura), deci

f(x,y)=04+ AB+BC>0C =4* +7* = /65

Avem egalitate dacd 4,8 OC<

x y 4 8 12
—:—:—:)x:_,y:_
2 3 7 7 7
7 C 8 F
7 E
3 3 |B)
27
0x vy 4 0 Xy p
Fig. Fig.

b) Fie D(x,3), E(y,7), F(p,8) (vezi figura). Atunci

g(x,y)=0D+DE + EF > OF =/ p* + 64
Din

Obtinem p=1. / p> + 64 =/65

R8.1.9. Sa se determine valoarea maxima si valoarea minima a expresiei
E(x,y) =x’ +y2 —6x—10y daca x’ +y2 -2y <0.
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Solutie:
Conditia x”+y*—2y>0 se mai scrie x”+(y—1)> <1, deci punctele
M(x,y) se afla in interiorul discului de centru C(0,1) si razd R=1. Daca
notam A(3,5) atunci

E(x,y)=(x=3)" +(y—5)" -34=MA" -34.
Deci punctele situate in discul D(C,1) la distanta minima $i maxima sunt
situate pe cerc la intersectia cu dreapta AC. Avem AC=5 si deci AP=5-1,
AQ=5+1 (vezi figura). Obtinem E,,;,=2 $1 E}pin=-18

0 3
Fig.

C. Ecuatii functionale

R8.1.10. Determinati functiile care verifica ecuatia functionala

fx+y)=fx)+ f(¥),(V)xeR.

Solutie: Relatia data se scrie echivalent
f(x il y)_ f(x) =LVx,zeR (1)
(x+y)-x
Reamintim cd o conditie a punctelor M, (x,,»,);M,(x,,y,); M;(x;,y,) fie
Vo= N _Vs= N
X=X XX

coliniare este m,, ,, =m,,,, care este echivalenta cu

(am notat m,,panta dreptei AB). Daca in (1) in locul lui x luam k, keZ,
f(kx+y)—f(kx) =lkeZ,x,yeR

(ox + y)— ke
Obtinem ci punctele M, (x+y, f(x+)),M,(x, f(x)), M, (kx, f(kx)) sunt
coliniare §i apartin unei drepte de pantd m=1. Prin urmare f(x) =x+b, VxeR,
care verificad ecuatia functionala.

obtinem
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D. Sisteme de ecuatii

R8.1.11. Sa se rezolve sistemul

\/(x—l)2 +(z+1) +\/(x—y)2 +(z—1) +\/(y+1)2 +(r+1) =6

x+z’ :y2+t2 =2;x,z,t >0,y <0

Solutie:
Prima ecuatie a sistemului ne sugereazd considerarea urmdatoarelor

puncte: A(x,z);B(y,t);C(-1,—1); D(1,—1). Din a doua si a treia relatie rezulta ca
punctele se afla pe cercul C(O,\/E (vezi figura). Avem

AD =J(x=1F +(z+17,BC=\/(x=yf +(z =t} , AB =/(y +1) +(t+1)}
CD=2=latura patratului (/,) inscris in C(O,\/E ). Dar patrulaterul inscriptibil de

perimetru maxim inscris intr-un cerc dat este patratul. Din ipotezd avem ca se
atinge maximul perimetrului, deci ABCD patrat. Tinand cont de egalitdtile a
doua si a treia din ipoteza, solutiile sistemului sunt (1,-1,1,1), (-1,-1,-1,1).

y

Bit) (x2)

[

X
DA ,-1)

Fig.

In exemplul urmitor, modelul geometric il constituie un triunghi in care se ia un
punct interior. Esential este faptul cd pentru unghiurile sub care se vad laturile
triunghiului, din acest punct interior, se cunosc valorile functiei trigonometrice
cosinus. O solutie algebrica in acest caz necesitd eforturi mari, nu intotdeauna
incununate de succes.
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R8.1.12. Numerele x, y, zeR " verifici urmitoarele relatii:
(1) =9
(i)  yHyzt’=16
(i)  ZHxz+tx’=25
Sa se calculeze valoarea expresiei xy+yz+zx.
Solutie:
Prima conditie este echivalenta cu existenta unui triunghi cu laturile x,y,3 si
unghiul dintre x si y de 120° (teorema cosinusului). Un rationament similar
pentru celelalte doua relatii ne sugereaza urmatorul model (vezi figura), in care
ABC are laturile 3,4 si 5 iar unghiurile cu varful in T au masurile de 120°,

C

[

120°

Fig.
Avem

S e :%(xysinIZOO + yzsin120° +zxsin1200):g(xy+yz+zx

w\_/

Pe de alta parte, triunghiul ABC fiind dreptunghic, S ;. :'74:6. Deci
xytyztzx= 83 .

Comentariu: Punctul T cu proprietatea

m( £ ATB)=m( £ BTC)=m( £ CTA)= 120°
existd pentru orice triunghi care are unghiurile mai mici de 120° si se numeste
punctul lui Torricelli. Acest punct realizeaza minimul sumei TA+TB+TC si se
afla la intersectia cercurilor circumscrise triunghiurilor echilaterale construite
pe laturile triunghiului 4BC, in exterior.
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9. Functii speciale

Intr-o expunere ficutd de Euler in anul 1749 se mentioneazi de mai
multe ori functia ca o marime variabila care depinde de o altd marime variabila.
Pentru unele scopuri, o astfel de definitie a functiei este suficienta. In
dezvoltarea ulterioard a matematicii s-a impus necesitatea de a da notiunii de
functie un continut mai general si mai abstract. Nu dependenta variabilelor (prin
care de obicei se inteleg numere care pot fi comparate in ceea ce priveste
marimea) este esentiald in continutul notiunii de functie, ci corespondenta prin
care anumitor obiecte li se ataseaza alte obiecte. In felul acesta, notiunea de
functie se fundamenteaza pe notiuni ale teoriei multimilor. In consideratiile ce
urmeaza se considera functii care nu sunt nominalizate in trunchiul comun, insa
care faciliteazd rezolvarea unor probleme de teoria multimilor sau teoria
numerelor.

9.1. Definitii si proprietati ale functiilor speciale

9.1.1.Definitie: Fie E o multime nevida fixata si 4 < £ . Aplicatia

LLxe A
f,E—>R, f, (x)= , se numeste functia caracteristica multimii
0,xeE\NA

A.

9.1.2.Teorema: Fie 4, B submultimi ale unei multimi E.
Atuncid =B & f1=/f5.

Demonstratie: Dacd multimile sunt egale, din definitia 9.1.1.
deducem imediat f; = fz. Reciproc, presupunem f; = fz si vom demonstra
identitatea 4 = B prin dubla incluziune. Fie x € 4 , deci f,(x)= f,(x)=1, de

unde obtinem x e B; astfel 4 B. Fie xeB, deci f,(x)=f,(x)=1, de
unde obtinem x € 4; astfel B — A.

9.1.3. Observatie: =~ A demonstra egalitatea a doud multimi este
echivalent cu a demonstra ca functiile lor caracteristice sunt egale.

9.1.4. Teoremi: Fie 4, B P (E). Atunci
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lo-f; =1-f,

2O'fAUB =futSs—FiTs
3o-fAﬂB =faJs

4°.f uz :fA(l_fB)

5 s =Sa+ 5 =2f 4S5

Demonstratie:
1°. Pentru x € E sunt posibile doar situatiile:

(i) xe A, dect f, (x) =1; aceasta implica x ¢ Z, deci f, (x) =0. Astfel
identitatea este verificata.

(ii)) x¢ A, deci f, (x): 0, ceea ce implicda x ¢ A, deci £y (x): 1. Astfel
formula 1° este verificata si in acest caz.

2°. Fie x e E si pentru sistematizarea demonstratiei prezentam datele pe
cazuri:

l.xgAdsixegB, xg AUB: fAUB(x):O fA(x)+fB(x)_fA(x)'fB(x):0
2.xgAsixeB, xeAUB: fAUB(x):l fA(x)"'fB(x)_fA(x)'fB(x):1
3.xedsixegB,xeAUB: fAUB(x):l fA(x)"'fB(x)_fA(x)'fB(x):1
4. xeAsixeB,xe AUB: fAUB(x)=1 £ix)+ fo(x)= £, (x)- f(x)=1

Deducem Vxe E, fAUB(x):fA(x)+fB(x)—fA(x)-fB(x).

3°. Se demonstreaza analog, ludndu-se in discutie aceleasi patru cazuri.
4°. Putem utiliza identitatea A\B=ANB si vom aplica succesiv
proprietatile 3° i 1% obtinem f,, = f, 2= f,- /3 = /4 -(l—fB).
5°. Prin definitie 4AB =(4\B)U(B\ 4). Utilizam proprietatile 2° si 4°. Astfel
Sass=Fas + Soa=Fas Sou=
=L L)+ LU= L) =1 0= 1) 1= 1)) =fa4 Sy =21, fy  cic

pentru orice multime M — E si orice numir natural k >0, fi = f,, .

9.1.5. Exerecitii:
1. Aratati ca diferenta simetrica este asociativa.

Solutie: Va trebui sa aratam ca (AAB)AC = AA(BAC), VA,B,C eP
(E).Conform teoremei 9.1.2. este suficient sd aratam ca@ f aznc = faa(sac)» 18T

pentru aceasta utilizim formula 5° din teorema 9.1.4.

f(AAB)AC:fAAB"'fc 2 funp Sc=
=fat S =214 S5 _Z(fA + /=27, 'fB)fC -
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:fA +f3 +fC_2(fA 'fB +fA 'fc +fB 'fc)+4'fAfoc~

Calculand f (55 se obtine acelasi rezultat.

2. Studiati injectivitatea functiei caracteristice unei multimi 4, AcC E,

card(E) > 1.
Solutie: Fie Ae AE), f,:E — R. Daci E are un element, atunci AE)

={0, E}. Functiile fp, fr sunt injective. Daca E are doud elemente, E = {a,
b}, atunci AE)= {0, {a}, {b}, E}. Deducem f,; si f;»; sunt injective. Fie card (E)
> 3. Pentru orice submultime 4 a lui £, Im f; < {0, 1} nu are mai mult de doua
elemente, in schimb domeniul de definitie al functiei are cel putin 3 elemente;
astfel f; nu poate fi injectiva. In concluzie, functia caracteristici unei multimi
A c E este injectiva in ipotezele

(i card (E) =1

(ii) card (E) =2 si card (4) = 1.

3. Fie 4, B submultimi disjuncte ale lui E. Determinati X € AE) incat
AU(B\X)=BUX.
Solutie: Prin utilizarea functiei caracteristice, ecuatia datd se poate scrie
S +(f3 — /5 'fx)_fA(fB /s fX) =fotSx—So Jx-
Din4 N B = @ deducem f, - f, =0. Dupd reducerea termenilor asemenea
obtinem f, = f, , adicd X = A4, solutie unica a ecuatiei.

4. Fie A, B submultimi disjuncte ale lui E. Determinati X, ¥ € AE) astfel
incat

XUY=E
XNY=4
X\Y=B8B

Solutie: Aplicand functia caracteristica si proprietatile acesteia sistemul
devine:

Sx+ Sy =Sy Sy =1

Sy fy =1,
Sx =TSy =15
Inlocuind relatia a doua in relatia a treia si utilizand faptul ca A

N B = @, ceea ce inseamnd f, - f, =0.
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Vom avea f,+ f,=/f,+fz—f, fs =S s $i astfel relatia a treia
conduce la f, = f,,,adicd X = AU B. Inlocuim relatia a doua in prima si
utilizdm solutia gasitd pentru X care implicd f, = f, + f,. Dupa reducerea
termenilor asemenea se obtine f, =1-f,, adica f, =f;, ceea ce

inseamnd Y = B. Solutia sistemului este (A U B,E).

9.1.6. Definitie: Functia /- R — Z, data de legea f(x)=][x], unde [x]
reprezintd cel mai mare Intreg mai mic decat x, se numeste functia parte
intreaga.

9.1.7. Observatie: Au loc inegalitatile [x]< x <[x]+1.

9.1.8. Definitie: Functia - R — [0,1) datd de legea f(x)=x—[x] se
numeste functia parte fractionard.

9.1.9. Proprietiti ale functiei parte intreaga:
Fie f:R—Z, f (x) = [x] Atunci au loc proprietatile:

1° flx+y)> f(x)+ f(»).x,y € R;

- -

3°. f(x+%):f(2x)—f(x),x € R;
1 2 n-1
4°.f(x)+f(x+—j+f(x+—j+...+f(x+ ]—f(nx)zo,
n n n
x e Ryne Z*
Demonstratie:
1°. Se scrie inegalitatea sub forma: [x+ y]>[x]+[y]. Ori pentru X,

y € Ravem x=[x]+ {x}, y= [v]+ {v}, deci x+y= [x]+[v]+ {x}+{y}. Cum
Ix}+{y}>0, obtinem [x]+[y]eZ si[x]+[v]<[x+ y]. Dar [x+ y] este cel mai
mare intreg ce nu depaseste pe x +y. Deci [x+ y]>[x]+[y].
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2°. Egalitatea se mai scrie: {M} = {f} . Plecim de la x = [x]+ {x} si de
n n

M:q+£ sau [M:l:q, ceea ce
n n n

la [x]=gqn+r, 0<r<n—1 cand obtinem
incheie demonstratia proprietatii.

3°. Are forma {x + %} = [2x]-[x] cu x =[x]+ {x}. Avem cazurile:

Avem x+%:[x]+{x}+% si deci {x+%}:[x],

<{x}<1. Cum x+%:[x]+{x}+% avem: {x+%}:[x]+l;

[2x]=[2[x]+ Z{x}] =2[x]+1 si relatia 3° este verificata.
4°. Ca si in celelalte cazuri rescriem proprietatea cu ajutorul simbolului [

1 si avem: [x]+ {x + l} + [x + %} +.ot [x + 2= 1} —[nx]=0. Aceasta egalitate
n n n

este cunoscutd sub numele de identitatea lui Hermite. Notam {x} = a, deci x
=[x] + a. Partitiondm intervalul [0,1] In # subintervale , mai exact fie

-1
[O,l)zb[ﬁ,k_l} Deoarece ae[O,l) , va exista ke {0,1,...,n— 1},

k=0l 1
- .k k+1 .
incat —<a< <l & & k<n-a<k+1<n.Atunci
n n

[x+i}: :{[x]+a+i} = [x]_{a-nﬂ}. Pentru primele n — k& valori
n n n

n-p+i

ale lui i si anume i=0,1,..., n—k—1deducem 0 < <1, adica
n
. . n—k-1 .
[w} =0. Folosind aceasta va rezulta z [x+i} =(n—k)-[x]. Pentru
n = n

urmitoarele & valori ale lui i, si anume i=n—k,n—k+ln—k+(k-1)

n-a+i k+n
deducem: 1< <

= 1+E, adica {n'aﬂ} =1. Folosind aceasta

n n n n
n-1 ; n-1 .

avem z {x +i} = k[x]+k . Prin urmare {x +i} = n[x]+k si pe de altd
A n 5 n

i=n—k i=
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parte [n-x]=[n[x]+n-a]=n[x]+[n-a]=n[x]+k, deoarece [n-a]=k, deci

n-l1 i
z[ﬁ_}:[n ]
i=0 n
9.1.10. Definitie: Functiasgn: R — {- 1,0, 1} definita prin
LLx>0
sgnx =¢0,x=0
-L,x<0
se numeste functia signum (functia indicator de semn).
9.1.11. Proprietati ale functiei signum
1°. Functia signum este surjectiva, dar nu este injectiva.

2°. Functia signum este impara.
3°.Pentru orice (x, y) € R X R avem: sgn(x . y) =sgnx-sgny.

9.1.12. Observatie: Functia signum mai poate fi definita astfel:

X
—,xz0
sgn: R— R, sgnx= |x
0,x=0
9.1.13. Definitii:
. U X, X2y
(1) Functia f: R x R — R, definita prin f (x, y): se numeste
Y, X<y

functie maximum din x i y (prescurtat, functie max) si se noteazd
f(x,y)zmax{x,y}.
X+ y+[x—)

Altfel , functia max se mai scrie f(x,y)= 5

. e X,xsy
(2) Functia f: R x R — R, definita prin f (x, y): se numeste
Vs x>y
functie minimum dintre x s1 y (functie min) si se noteazd f (x, y) = min{x, y}.
x+y—h—ﬂ

Functia minimum se mai poate scrie min{x, y} = 5

9.1.14. Proprietati ale functiilor maximum i minimum:
(1) Functiile max, min nu sunt injective, dar sunt surjective.
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(2) Fie functia f(x,y) ,unde x e [a,b]=1, ye[c,d]=J. Atunci au loc
relatiile:
a) min min f(x, y) < max max f(x,y);

xel yeJ xel  yeJ
b) min min f(x,y) < max max f(x, y).
yeJ xel yeJ  xel
Demonstratie:

(2) a) Pentru xel, x fixat, fie g(y) = f(x,y),y eJ: Avem
min g(y) < max g(y) & mijn f(x,y) < max f(x,y). Darmijn f(x,y) este un
ye Ye ye ye

yed

numar ce depinde de valoarea fixati pentru x. Fie h(x)= 1}16151 flx,y) si
I(x)= max flx,y). Atunci h(x)<I(x),xel daci si numai daci
max h(x)< max I(x) .

Dar max h(x)> r£1E11n I(x), deci minh(x)<maxh(x)<max/(x), si deci

xel xel xel

min min £(x, y) < max max f(x, y).
xel yeJ xel  yeJ

9.1.15. Definitii si proprietati (alte functii):

o[ fxle {o%
1+[x]_x,{x}{l,1]

2

(1) Functia f: R - R, f(x)=(x)= se numeste

functia distanta la cel mai apropiat intreg.
Functia distantd la cel mai apropiat intreg este o functie pard, marginita,

Imf = {O,%} , periodica, cu perioada principald 7, =1 .

0,x<0 ]
se numeste functia
Lx>1

(2) Functiaf: R— {0, 1}, f(x)= T (x) = {

lui Heaviside sau functia treapta unitate.
Este functia caracteristicd a multimii Rs.

. o LxeQ
(3) Functia f: R — {0, 1} definitd prin f (x): se numeste
0,xeR\Q

functia lui Dirichlet.
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Este o functie para, marginita, surjectiva, care admite ca perioada orice numar 7’
€ Q*. Functia lui Dirichlet este functia caracteristica a multimii Q.

9.2. Aplicatii ale functiilor speciale
Probleme rezolvate

R9.2.1 Fie 4, B, C multimi cu proprietatea AU (C\B)=BU(C\ 4).
Determinati AAB .
Solugie: Conform teoremei 9.1.2. vom avea f ¢\ = fpyc.4)- Calculam

fiecare membru utilizand formulele teoremei 9.1.4:

fAU(C\B) =fatSfes—Fa-Sow = fAfC _fc 'fB _fA 'fc +fA 'fB 'fc-
fBU(C\A) :fB +fC\A _fB 'fC\A = fB +fc _fc 'fA _fB 'fc +fA 'fB 'fc-
Ipoteza conduce la f; = f3, adica 4 = B, ceea ce implicd AAB= 0.

R9.2.2 Sa se demonstreze cu ajutorul functiei caracteristice ca daca
AUX =BUX si ANX =B X, atunci 4 = B.
Solutie: Avem:
(x)+fx( ) ( ) fx( ) fB(x)""fX(x)_fB(x)'fx(x) si

£,(x)- fy(x)= £, (x)- fy (x). Din aceste relatii rezulta f,(x)= f,(x), deci 4
=B.

R9.2.3 Sa se arate ca pentru orice x > 0 sin € N, avem:

el .

k=1
Solutie: Avem x>0 si k € N, de unde rezulta [kx] > (0 sise stie ca:

=

n kx n [kx]
Dar kx > [kx], rezultd +=— > 4!
n n
ih n xik X n(n + 1) n n
Deci T[] & T =25 A & s A,
n k=1 n n k=1 2 k=1



R9.2.4 Sa se arate ca pentru orice x > 0, avem:
i[ukx]zﬂ@[x].
k=1

Solutie:

n [+ kx]=[1+x]+[1+2x]+..+[1+nx] . Dar [1+kxc]=1+[kx]>1+[k] [x].

k=1

Deci i[lm]zﬂ[x]ikzﬁ@[x].
k=1 k=1

R9.2.5 Sa se determine exponentul numarului 7 in numarul 90!.
Solutie: Stim ca exponentul unui numar prim p in numarul n! este egal

n n n - <
cu {—} + {—} + {—} + ... In cazul nostru exponentul cautat este:

rl Lp] LP

{%}L[g}{g—ﬂa..:12+1+0:13.
7 7 7

R9.2.6 Daci a este un numir real, notim {a} = a —[a] partea sa fractionara.
Fiind dat m (m>2) un numdr natural, si se arate cd functia f: N — R,
definita prin f (n) = {m” A2 } este injectiva.

(C. Nita)

Solutie: Presupunem prin absurd cd functia f n-ar fi injectivd, adica ar

exista x, #x,, x1, x € N, astfel ca f(x,)= f(x,). Aceasta din urmi este
echivalenta cu:

{m"‘ \/5}: {me \/5} sau m" -ﬁ—[mx‘ -\/EJ:m"2 -\/E—lm”2 \/EJ sau
5l )

, deci V2 e Q, fals. Prin urmare f este injectiva.

R9.2.7 Sa se arate cad singura functie f : R — R cu proprietatea ca:
£+ y)=max(f(x),y)+min(f(x),y), ¥x,y € R este functia identica.
Solutie: Schimband pe x cu y in relatia din enunt obtinem:
f(x+y) = max(f(y).x)+min(f(x). y). vx,y € R.
Adunand aceasta relatie cu cea din enunt si folosind relatia
max(x,y)+ min(x,y) =x+y,Vx,ye R
obtinem:
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2f(x+y)=x+y+f(x)+f(y), Vx,ye R,
Pentru y = 0 avem f(x) =x+ f(O), Vx e R. Fie f(O) =a, atunci relatia din
enunt devine: x+y+a= max(x + a,y)+ min(y + a,x), Vx,y € R. Pentrux =
0,y =—arezulti 0 = max(a,—a)+0 , de unde @ = 0 si deci f(x)=x,VxeR.

9.3. Ecuatii functionale

9.3.1. Exemple de ecuatii functionale

La fel ca notiunea de multime, pentru notiunea de ecuatie functionald
este dificil de dat o definitie care sd cuprindd toate tipurile de ecuatii
functionale. Vom intelege prin ecuatie functionala, o relatie de egalitate in care
apare una sau mai multe functii necunoscute, care trebuie sa satisfaca relatia
identic pentru valori atribuite variabilelor dintr-o multime data.

Dintre ecuatiile functionale clasice amintim, ca exemplu:

9.3.1.1. Ecuatia lui Cauchy

{f:D -0
J+y)=f0)+f(»), x,yel
9.3.1.2. Ecuatia lui Jensen

f:0 -0

f(Hyj:f(XHf(y)

, x,yel
2 2 Y

9.3.1.3. Ecuatia general liniara
f:0 -0
fla-x+b-y+c)=A4-f(x)+B- f(»)+C, x,yel]
unde a,b,c,4,B,Cell .
9.3.1.4. Ecuatia lui d’Alambert
{f:D -0
S+ +f(x=p)=2f(x)-f(»), x,yel
9.3.1.5. Ecuatia lui Pexider
{ fog.h:l =[]
Jx+y)=g(x)+h(y), x,yell
9.3.1.6. Ecuatia lui Hosszu
{f 0 -0
fx+y=x) =)+ ()~ (), x,yel
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9.4. Probleme rezolvate (9)
Atribuirea unor valori particulare variabilelor

R9.3.2.1. Sa se decida daca existd un numar real a si o functie f:[J —[] cu
proprietatea f(x)+ f(a—x)=x,pentru orice x el .

Solutie. Daca ar exista, inlocuim x cu a—xobtinem o noud relatie

f(a—x)+ f(x)=a—-x, pe care comparand-o cu prima, obtinem x=a—-x

. a : g : .
pentru orice x €l < x =7 pentru orice x €[, care este falsa, deci nu exista

asif

R9.3.2.2. Sa se rezolve ecuatia functionald
{ f:0 -0,
fx=»)=fx)-f(»),xyel.
Solutie. x=y=0= £ (0)=(f(0))* = f(0)€{0,1}.
Daca f(0)=0, punand in ecuatie y=0= f(x)=0, xell ,deci f=0.
Daca f(0)=1, facem in ecuatie schimbdrile x —>2x si y—>x, si

rezulta
J(x)=f(2x)- f(x)
(2)
Daca exista ae€ll astfel ca f(a)=0, din ecuatie, pentru y=a =
f=0.
Daca f(x)#0 pentru orice x, din (2) rezulta f(2x)=1, xell deci
f=1.

Singurele functii care verifica ecuatia sunt functiile constante f =0 si f =1.
R9.3.2.3. Determinati toate functiile f :[J —[] care satisfac relatia
G+ NSO =N =L =),
pentru orice xell si yell .
Solutie. Pentru y=0 si y =1 obtinem:

X(f(x)=f(0) = f(x*) = £(0),
(x+ D) =)= f(x" = fD),
din care prin scadere:
S =(D=f(0))-x+ (0),
deci f(x)=ax+b, xell ,unde a, b sunt constante reale arbitrare.
Se verifica usor ca toate aceste functii satisfac relatia.
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Substitutii de functii si schimbari de variabile

R9.3.2.4. Sa se rezolve ecuatia functionalad
f:0->0,
41 (x)=3/(-x)=2|x

Solutie. Inlocuim x cu —x si obtinem relatia: 4 f(—x)—3f(x)= 2| X

, xel.

9

adica sistemul:
{4f(x)—3f(—x) =2| x|
=3f(x)+4f(—x) =2 x|
cu necunoscutele f(x) st f(—x).
Inmultim prima relatie cu 4, a doua cu 3 si le adundm. Rezulta:
7f(x)=14]x|= f(x)=2|x
R9.3.2.5. Fie f:l >[I o functie care verificd relatia

flra)+ f)=1+3( Y0 =7 ).

. * - . - - -
pentru orice xell, unde aell este o constantd arbitrarad. Sa se arate ca
functia f'este periodica.

Solutie. Scriem relatia sub forma

fara)=(1-™) = J7Gra) =1-J7@.

Notand g(x) =3/ f(x) obtinem:
g(x+a)=1-g(x),
g(x+2a)=1-g(x+a)=1-(1-g(x)) =g(x),

, xel .

deci

Yf(x+2a) =3 f(x) & f(x+2a) = f(x), xell .
Functia f are perioada 7 =2a .
R9.3.2.6. Sa se determine functiile f:[J - si g:[J — [ care pentru orice

x el verifica sistemul
f(x+6)+2g(2x+15)=6x+40,

f(x;2j+g(x+5):2x+6.

y+2

Solutie. Daca = x+6 atunci y+5=2x+15. Inlocuind in relatia a

doua pe x cu 2x+10 obtinem sistemul
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f(x+6)+2g(2x+15)=6x+40

{f(x+6)+g(2x+15):4x+26
g2x+15)=2x+14, xell =>g(x)=x-1,xell .
f(x+6)=2x+12,xell = f(x)=2x, xell .

R9.3.2.7. Fie a si b doud numere reale fixate. Sa se determine toate functiile
f:[0 >0 care verifica relatia:
f(x)-fRa-x)=x-(x-2a)+b, xell .
Solutie. Daca in locul lui x punem x — 2a — x, obtinem relatia:
fQRa—x)-f(x)=—x(x-2a)+b,

care dacd o adunam cu prima, obtinem 0=5, deci pentru b#0 nu existd
functii care sa verifice relatia data.

Pentru b =0 ramane o singura relatie:

f(x)- fRa-x)=x(x—-2a), xell .
Daca x=a=0=0,deci f(a) este arbitrara.

Dacda x<a=2a—-x>a, intre valorile lui f pentru fiecare din
intervalele (—o0,a) si (a,+9) nu existd nici o relatie. Obtinem:

h(x) , x<a
fx)=
x(x—2a)-h(2a—x), x>a
unde /4 :(—o0,a] —> [ este o functie arbitrara.

Folosirea unor proprietati de monotonie, surjectivitate, injectivitate

R9.2.3.8. Sa se determine toate functiile f:[1 —»0 si g:l0 - care
verificd conditiile:
a) g este injectiva;
b) f(g(x)+y)=g(x+ f(»y)), pentruorice xell si yell .
Solutie. Pentru x =0 obtinem: f(g(0)+y)=g(f(»)), deci:
g(f(x))=f(x+b), xell unde b=g(0)
(1)
Pentru y =0, obtinem:
f(g(x))=g(x+a), xell ,unde a= f(0).

(2)
Din (1) si (2) rezulta

g(glr+a)=g(f(x)=(g°/Ng(x) =

=f(g(X)+b)2g(X+f(b)) = glx+a)=x+f(b)=
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@)
> g(x)=x+c= f(x+c)=x+a+c

si obtinem:
f(x)=x+a, xell si g(x)=x+b, xell,
unde a si b sunt parametri reali arbitrari.
R9.3.2.9. S& se decidd dacd existd numerele naturale m, n si functiile
f:0 -0 sig:ll >0 astfel ca:

(feg)(x)=x""si (go f)x)=x"".

Solutie. g(x)=g(x,)= f(g(x))=f(g(x,))= x]2m+1 = x§m+1 =X =Xy,
deci functia g este injectiva.

Avem:
g((f o)) =(go fHg(x) & g(x™") = (g(x))™".
Pentru x=0, x=1 si x=-1, obtinem:
g(0)=(g(0)™, g()=(g)***, g(=1) =(g(-1))*"*"
deci

g(O) € {0:1}: g(l) € {0:1}: g(_l) & {091}9
adicd numerele g(0), g(1) si g(—1) nu sunt toate distincte. (Contradictie cu

injectivitatea functiei g). In concluzie, raspunsul este negativ.
R9.3.2.10. Sa se arate cd nu existd functii f :[] — [ astfel ca:

- functia g(n)= f(3n+1)—n, nell sa fie crescatoare, iar

- functia A(n)= f(Sn+2)—n, nell sa fie descrescatoare.

Solutie. Daca prin absurd g ar fi crescatoare si 4 descrescatoare atunci
functiile g, (n)=g(5n+2) si h(n)=h(Bn+1) ar fi crescatoare, respectiv
descrescatoare, deci functia f,(n) = g,(n)—h,(n) ar fi crescatoare. Dar:

fi(n)=f(A5n+7)-5n-2—- f(15n+7)+3n+1=-2n-1,
care este o functie descrescatoare
R9.3.2.11. Sa se determine functiile injective f :[] —[] cu proprietatea

(feH)X)=-f(x)-1=0, xell.

Solutie. Dacd y=f(x)elmf atunci f(y)=y+1. Aratam ca
Im f =00,dect f(y)=y+1, yell.

( f este surjectivd) si atunci unica solutie este functia
f(x)=x+1, xell.

Daca yelm f = y+lelm f deci {y,y+L...,y+n,.. cIm f.

Daca presupunem ca Im f #[] atunci in Im f ar exista un element
minim y, € Im f.
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Fie x,€ll cu f(x,)=y,. Deoarece pentru y >y, avem f(y—-1)=y
rezultd cd x <y, si pentru orice x<x,, f(x)elmf dect f(x)=y=f(y-1)
cu x # y—1, deci fnu ar fi injectiva.

Folosirea unor inegalitati

R9.3.2.12. Fie f:[0 - o functie bijectiva, strict crescatoare. Sd se
determine functiile g:[1 — [ pentru care
(feg)x)<x<(gof)x), xell.
Solutie. Functia inversd f~' este si ea strict crescitoare
[N <x= (S [T (x) & gl)< f7(x).
Punem in relatia x<g(f(x)) in loc de x pe f'(x) si avem:
/7' (x)< g(x). Din cele doui relatii avem: f~'(x)< g(x). Din cele doui relatii
rezultd g(x)= f'(x), x e[l , deci singura functie este g = .
R9.3.2.13. Sa se determine functiile f :(0,00)— (0,0) cu proprietatea

1 1
ax+by)<—- f(x)+—- ,
S( ) 22 S(x) 2 f)
pentru orice numere pozitive a, b, x, y.

Solutie. Pentru a = 1 si b= 1x obtinem
2 2y

f(x)s%-f(xw%-f-f(y)@x~f(x)£y-f(y>.

Pentru a = % si b=l:>y'f(y)SX~f(X) deci x-f(x)=y-f(»)

1
2 2

pentru orice x, y.

. = c < . <
Rezultd cd f(x)=—, xell unde c € (0,%0) este o constantd arbitrara.
X

Avem:
c 1 1 c c
ax+by)= , — f(x)+—- = +
A ) ax+by 4a S 4b S 4a-x 4b-y
.. . . : g (1 1
si inegalitatea din enunt este echivalentd cu <—.| —+—| care este
ax+by 2 \ax by

cunoscuta (inegalitatea dintre media aritmetica §i armonica).

104



Metode recursive si inductive

R9.3.2.14. Sa se determine functiile f:[J —[J care indeplinesc simultan
conditiile:
a) f(m+n)=f(m)+ f(n)+2mn, oricare ar fi m,nell ;
b) Pentru orice nell , numarul f(n) este patrat perfect.
Solutie. Pentru m =n=0, din a) rezultd f(0)=0.Pentru m=n=1, din
a) rezulta f(2)=2f(1)+2. Din b) exista aecll,bel]l astfel ca
f()=a’, f£(2)=b". Daci a ar fi un numdr par atunci numarul 24> +2 ar fi de

forma 4M +2, deci nu poate fi patrat perfect. Ramane cd a este impar
a=2k+1,s1 b este un numdr par b=2p si avem relatia:

Q2p) =2Qk+1) ' +2 < 4p* =4k° +4k+4 = p* =k> +k+1

din care rezulti p >k deci p>k+1= p* > k> +2k+1>k>+k+1,daci k#0.

Deci conditia p>=k>+k+1 poate fi indepliniti pentru k=0 si
p=1= = f()=1si f(2)=4=2".

Aritim prin inductie ci f(n)=n", nell .

Avem: f(n+1)= f(n)+ f(1)+2n sidin ipoteza de inductie

f(m)=n"= f(n+)=n*+2n+1=(n+1)".
R9.3.2.15. Sa se determine functiile f :[] — [ care satisfac conditiile

a) f(f(m)=n, nel;

b) f(f(n+2)+2)=n, nell;

c) f(0)=I.

Solutie. f(f(n))=n, nell = f este bijectivd. n=f(f(n))=
=f(f(n+2)+2)

= f(n)=f(n+2)+2

(1
Din (1) pentru n=0= f(2) =—1 si prin inductie

fQRk)=1-2k, kell;
f(fQRk)=2k= f(1-2k)=2k=1-(1-2k), kel .
Deci, f(n)=1-n, nell este singura functie care satisface cele trei conditii.
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10.2. Probleme rezolvate (10)

R10.2.1. Inegalitatea lui Cauchy-Buniakovski-Schwarz. Fie numerele reale a;,
a, ..., a,,by, by, ..., b,. Atunci:

[iz;:a,.bj < (gafJ(gbfj(l)

Cu egalitate dacd si numai daca 7 p,qeR astfel incat pa, = gb, pentru orice

iefl,2,...n}
Demonstratie. Inegalitatea este verificatd cu egalitate pentru
a,=a, =-=a, =0 Presupunem ci existd ie71,2,...,nt cu a diferit de zero.

Consideram functia

f:R—>R, f(x) :i(aix—bi)z

Observam ca f(x)>0 pentru orice x € R. Pe de alta parte avem

f(x)= i(anZ —2abx+ biz) = (ialz sz - 2[iaibin + ibﬁz
= i=l i=1 i=1

i=l1

Cum

deducem Af<0 sau

{fo] {58

care conduce la (1). Egalitatea in (1) este echivalentd cu Af=0. Atunci exista
reR, cu f(r)=0, rezultd a,r = b,, pentru orice i € {1,2,. ..,n}si numerele p,g din
enunt sunt p=r, g=1.

R10.1.2. Inegalitatea lui Aczel. Fie a;, as ..., anby, b,..., by si a/>
a22+...+ a,,z. Atunci
(a; by —as bo...- aph,)’>( ai’- ar’-...- a2 )(b - by -...- b))
egalitatea obtinandu-se daca si numai daca existd p,geR astfel incat pa,=gb;
pentru orice i €71,2,...n /
Demonstratie: Consideram functia f*R—R,
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fx)=(a;x-b;)*-(axc-b)’-...-(ax-b,)’. Pentrur = ﬁ, a;# 0, avem f(r)=-(a;r-b;)*-
a,

(agr-bg)z-...-(anr-bn)z <0. Dar

f0)=(ar-ar-...- a,)x*-2(a; by — as bo-...- ayby)x+ bj*- by*-...- b,’

si cum a 12- 6122 —- an2 >(), deducem Af>0, inegalitate echivalentd cu cea din

enunt.

Daca in (2) avem egalitate, atunci Af=0, deci f(x) >0, oricare ar fi x real. Rezulta

b )
f{r) 20 cu r = —-Dar am demonstrat ci f{7) <0, adica ax=b, iefl2,.n/t
a,
R10.2.3. Fie a;, ay, ..., ay, by, by, ..., b, numere reale pozitive si a;<b;, oricare ar
fi ie{],l ...n/ Atunci:

{ Z(aiaj+bibj)}224{ Zaiij{ Zb,.aj]

1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n

Demonstratie:
Consideram functia

Din a;<b;, rezulta

FO= Y(a-b)p,-a,)<0

1<i<j<n

Pe de alta parte,

f(x)= ( Zaibjsz —( S (aa, +bp, )Jx + Yha,

1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n
Cum coeficientul lui x” este pozitiv,folosind varianta II a principiului, rezulta
Af>0, inegalitate echivalenta cu cea din enunt.

In urmatorul exemplu vom prezenta un alt rationament pentru deducerea
semnului lui Af ,decat variantele prezentate. Fie f; f> functii de gradul al doilea
cu coeficientii dominanti pozitivi. Atunci f=f;+f> este o functie de gradul doi cu
coeficientul dominant pozitiv. Daca f;+f> ia si valori nepozitive, atunci au loc
una din inegalititile A0, Af 0. Intr-adevir, presupunand Af;<0 si Af;<0
obtinem f;(x)>0 si f>(x)>0, oricare ar fi xeR si atunci (f;+/2)(x)>0 oricare ar fi
x €R, contrar ipotezei.

R10.2.4. Fie a,a,,a,,...,a,,,b,b,,b,,....,b,, €R
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Daca a’>2a +2a; +-+2a; , si a’>2a: +2a; +---+2a;, atunci

(ab—ab, —a,b, —---—a,,b,, ) >min{4,C,, 4,C, }, unde
A =a*-2al -2a; =245, ,, C,=b>-2b} =2b; —---=2b |
A, =a’ -2a; -2a; —+-—2a;,, C,=b>-2b]-2b; —---—2b] .

Demonstratie: Fie f:R—>R,
fx)=(ax—b)2—(alx—bl)z—(azx—bz)z—---—(a2nx—b2n)2=
(az_az_“._aZZn)Xz_ (ab_ab _..._aanZVl)x_i_bz_blz_“._b2271:

f,(x) unde f,,f,:R—>R
( 2—2a1 2a3 —~-~—2a22n_1)x2—(ab—alb1—azbz—-~~—a2nb2n)x++%

b —2b7 —2b2 —---—2b7, | )= ;Ax —Bx+;C

_—

fz() (a _2a2_2a4 "'_2a§n)"2_(ab_a1b1_azbz_"'_a2;1b2n)x++

2(b2—2b2—2b2 = 2B )= ;Ax —Bx+C,.

Din ipoteza, coeficientii dominanti ai functiilor f; si f> sunt pozitivi, deci si f are
coeficientul dominant pozitiv. Cum

2 2
f[éj:_(alé_blj _"'_[aZné_ban SO
a a a

deducem Af;>0 sau Af>>0, adica B’>4,C;sau B22A2C2, atunci Bzzmin(A 1Ch,
A,C,), care este tocmai inegalitatea (3).
R10.2.5. Fie (a,) n=I un sir de numere reale pozitive astfel Incat (a2 1) este

monoton $i az, ;+ d,+1< 2a,, oricare ar fi numarul n>/. Atunci

S o] (S| S

k=1 k=1 k=1
Demonstratie: Fie R—R

2

f(x)= Z akx + ak+l)

Vom folosi varianta III de aphcare a principiului trinomului. Sa evaludm
semnul produsului f(-1)f(1). Avem
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SED S = [22"(— (-a, +a,, )TZ"(— (e +a,., )ﬂ

k=1 k=1
In prima paranteza dreaptd avem o suma de n expresii de forma
o= - (-a2p—]+a2p)2+('a2p—[+a2p)2, pG{],Z, ont
iar in a doua paranteza dreapta avem o suma de n expresii de forma
Bo=- (agp_1+a2p)2+(a2p_1+a2p)2 ,DE {1,2, /) A
Avem
= (a2p+1 —yp vaerl ta,, - 2a2p )9 $i
b= (az,m 4y, Xa2p+l +a,,,+2a,, )
Folosind ipoteza problemei deducem ca «,f3,<0, de unde obtinem ca f(-
1)f(1)<0 si prin urmare Af>(0. Scriind functia data sub forma:

2n

2n 2n
f@ =2 1) aix +23 (-1 qya 0+ (-1) af,
k=1 k=1 k=1
conditia Af>0 este echivalenta cu inegalitatea (4).
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11. Principiul includerii si excluderii

In acest capitol vom urmari prezentarea unei metode prin care sa se
poatd numara elementele unei multimi.

11.1. Multimi finite. Principiul includerii si excluderii

11.1.1. Definitie: Spunem ca o multime A este finita dacd existd o functie
bijectiva [ :{l1,2,...,n} > A. Atunci numarul n este unic si spunem ca A este

finitd cu n elemente sau A4 este o multime de cardinal n.

11.1.2 Notatie: Vom nota cu |A| cardinalul (sau numarul de elemente ) al

multimii 4.

11.1.3 Teorema (PRINCIPIUL INCLUDERII SI EXCLUDERII)
Fie 4,,..,4,0 familie de multimi finite. Atunci cardinalul multimii

A UA4,U...UA4, este dat de formula:

’Al UAz UUAn ‘:
:iw- 3 A NA | DT S N4 [+ DA N4 .04,

numitd formula lui Boole-Sylvester.

Demonstratie:
Procedam prin inductie dupa n. Pentru n=2 trebuie sa demonstram relatia:

|4, U 4| =[ 4] +[4,] |4, N 4,

Aceasta rezultd din faptul ca 4, U 4, este reuniunea multimilor disjuncte 4, si
A, \(A4,NA4,), iar A, este reuniunea multimilor disjuncte 4, \(4,N4,) si
A, N 4,. Din egalitatile: |4, =|4,\ (4, N 4,)|+]|4, N 4,|

4, U 4| = |4,|+|4,\ (4, N 4)|

rezultd egalitatea de demonstrat. Presupunem cd formula din enunt este

adevaratd pentru familii de n-1 multimi si o vom demonstra pentru familii de »
multimi:
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+]4, -~ ZAl.ﬂAj‘+...+

1<i<j<n

Al’l

o[ o

i=l i=1

D YA NN A [ (DA NN 4, |-
I<i)<.<iy<n-1

= i|Ai|— YlaNA |+ D YA NN A [+ (D4 N 4,0 4, -

1<i<j<n 1<) <..<ip <n-1
n—1
-2 l4N4,
i=l

n—1
-+
i=1

04=U4U%
i=1

i=1

iy
i=1

+H=D"4,N..N4,,N 4,

+ >l4,N4,N4,

I<i<j<n-1

Grupand sumele cu acelasi numar de factori in intersectie se obtine formula din
enunt.

11.1.4. Observatii:
(1) Formula lui Boole-Sylvester se mai scrie sintetic astfel:

LnJAi: z (_1)(‘1‘“)“‘41‘

Ic{1,2,...,n} iel
(2) O formd mai generald a principiului includerii si excluderii este
urmatoarea: Fie 4 o multime finitd s1  f: B —[0,40) o functie.
Pentru orice submultime B c 4notam: f(B) = z f(x), iar

xeB

f(#)=0. In aceste ipoteze, daci A = U A; atunci are loc egalitatea:

i=1

f= 3 "

1c{1,2,...,n} iel

N4

Daca f este functie constantda f(x)=1, Vxe A atunci se obtine
11.1.4.(1).

11.1.5. Teorema (indicatorul lui EULER)
Daca n=p"-py*-..-.p:»,unde 2< p, < p, <...< p, sunt numere prime, iar

a,,a,,....,a, e N atunci ke N'|k<n,(k,n)=1=p(n)=n- 1—L 1—L
1 2 m

1 m

(@ (n) numindu-se indicatorul lui Euler aferent numarului natural n>2).
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Demonstratie:
Pentru un intreg pozitiv n se noteaza prin ¢(n) functia lui Euler, care este

egala cu numarul Intregilor pozitivi mai mici sau egali cu # $i primi cu 7.
Sa notdm cu 4, multimea numerelor naturale mai mai mici sau egale cu n, care

, deoarece numerele

sunt multipli de p,. Deducem: |A[| :—
p; P, D,

p; st p; fiind numere prime sunt prime intre ele. Numerele naturale mai mici

sau egale cu n §i care sunt prime cu n sunt numerele din multimea
X ={1,2,...,n} care nu apartin nici uneia dintre multimile 4, pentru 1<i<m.

Deci ¢ (n) =n—|A1 U4, U-'-UAm| =

=n—i|Ai|+ Y|4 ﬂA\— A (=D"

I<i<j<m

i=1

=n— z—-‘r > et (=

i=l Pi 1si<jsm P ” p PPy
1
—n-(-Ly.a-ty. a2y,
pl p2 pm

11.1.6. Proprietati ale indicatorului lui Euler

(1) Daca (m,n) = 1 atunci @(m-n) = @(m)-@(n), adica functia lui Euler este o
functie aritmetica multiplicativa.
(2) Pentru orice n avem Z(p(n) =n.

d\n

Demonstratie:

Vom demonstra (2). Presupunem ca n=p/ - ps*-...- po",c, >0. Dupa o idee
a lui Gauss vom demonstra afirmatia prin inductie dupd suma
s=a,+a,+..+a,. Dacd s = 1 rezultd cd n este numdr prim si are doar
divizorii 1 si m; prin urmare suma devine @(1)+@(n)=1+(n-1)=n.
Presupunind proprietatea adevaratd pentru numerele in care suma exponentilor
este mai mica decat s, o vom demonstra pentru s. Impartim multimea D a
divizorilor lui » in doud clase disjuncte: D, este multimea divizorilor in care

p,apare la puteri mai mici decat ¢, iar D,este multimea divizorilor in care
p,apare la puterea «,. Avem D=D,UD, si D,(1D, =¢. Prin urmare:
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o)=Y od)+ Y od)=Y pd)+plp )Y p(d) =

deD deD, deD, d\i a-
n P!
n o 1 n n n
=—+p/|l-——|—=—+n-——=n.
1
P b)) P P P

In continuare vom prezenta cateva exemple clasice de utilizare a principiului
includerii si excluderii.
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11.2. Probleme rezolvate (11)

R11.2.1. (PR1) Cate numere naturale mai mici sau egale cu 1000 sunt
divizibile cu 2 sau cu 3 sau cu 5.
Solutie: Fie A={2n|ne N,2n <1000} ; B={3n|ne N,3n <1000} ;
C={5n|ne N,5n<1000}. Se observa ca
ANB={6n|ne N,5n<1000},...,ANBNC={30n|ne N,30n<1000}. Evident
numarul cautat este |A UBUC|. Aplicand formula Boole-Sylvester avem:

|[A4UBUC|=|4+|B|+|C|-|4N B|-[BNC|-|cN 4+[4ANBNC|=

1000 N 1000 N 1000 | 11000 | | 1000 | |1000 N 1000 |
2 3 6 10 15 12 30

500+333+200-166—-100—-66+33=734.

R11.2.2. Calculul numéarului numerelor prime dintr-o multime

Fie »>1 un numar natural nenul si ne propunem sa calculam numarul
numerelor prime din multimea 4 = {1,2,...,n}. Ideea este de a proceda ca in
ciurul lui Eratostene: se pun numerele de la 1 la »n intr-un sir (crescator) din care
se elimind cele divizibile cu 2, exceptandu-I pe 2, se retine 3 si se sterg multiplii
lui 3 s.a.m.d. Pentru numere » mai mici se poate proceda astfel, dar pentru
numere mari este necesard o analizd mai atentd. Se observd ca orice numar

compus din 4 este multiplu al unuia din numerele prime cel mult egale cu l\/; J
Fie p,=2,p, =3 sirul numerelor prime cel mult egale cu [\/; J Pentru fiecare
p;din acest sir notam A, ={a[l<a<n,p,|a}. Atunci numarul numerelor
k

U4,
De exemplu, sa calculam numarul numerelor prime mai mici decat 250.

prime cel mult egale cun este n+k—1-

Deoarece l\/250J: 15 rezultd ca sirul numerelor prime cu care vom lucra este:
2,3,5,7,11,13 si avem de calculat cardinalul unei reuniuni de 6 multimi:

|4, U4, U4,UA4,U4,UA4,|=
=Nlal-3a N4+ X|an4,04|-X|4an4,04,04]

Formula este aceasta deoarece din inegalitatea 2-3-5-7-11> 250
rezultd ca intersectia a cinci multimi este vidd. Tindnd seama de faptul ca
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APi ﬂAP

J

‘Ap,‘ = {i} , = {L} s.a.m.d. obtinem | U 4,|=202. Prin urmare
pPi P p;

rezultd ca in multimea {1,2,3,...,250} sunt 53 numere prime.

R11.2.3. ( PR3) Intr-un institut de cercetare se afld 67 de cercetitori. Dintre
acestia 47 vorbesc limba engleza, 35 vorbesc limba germana si 23 ambele limbi.
Cati cercetatori din institut nu vorbesc nici una dintre cele doud limbi?

Solutie: Pentru rezolvarea problemei nu se poate aplica sub forma data
principiul includerii si excluderii si prin urmare il reformulam. Fie 4 o multime
cu n elemente avand sau nu cel putin una dintre proprietdtile notate 1,2,...,p.
Notam cu 4; multimea elementelor ce au proprietatea i(1 <i<p) (indiferent daca
elementele multimii mai au si alte proprietati); 4, A; multimea elementelor ce
au proprietatile 1 s1j (chiar daca elementele din 4, A4;mai au si alte proprietati),
etc. De asemenea, notdm cu A4; multimea elementelor ce nu au proprietatea
i(1<i<p) 4N A, multimea elementelor ce nu au proprietatile 1 si j etc.
Atunci principiul includerii si excluderii are forma:

‘AI N A, m...mAp‘=

=n - ‘Al U4, u...uAp‘= n- i|Ai|+ Z‘Ai mAj‘—...+ (-1)”
i=1

I<i<j<p

)4
A4
i=1

In cazul nostru 4, este multimea cercetdtorilor ce vorbesc limba engleza, 4,

multimea cercetatorilor care vorbesc limba germana si se cere ‘Z N A_z‘ Avem:
|4, 0 4,[=67-| 4| | 4| +|4, 4, =67 - 47 -35-23=38.
Acesta este numarul celor care nu vorbesc nici limba englezad si nici

limba germana.

R11.2.4. ( PR4 ) Cate numere compuse din n cifre exista, care nu contin
cifrele 1,2,3 dar pe fiecare dintre acestea cel putin o datd?

Solutie: Fie A; multimea numerelor de n cifre care nu-l contin pe

i(i=1,2,3). Atunci pe baza principiului includerii si  excluderii

A CA A =3 - [4 04, A=3"-3.27 +3,

R11.2.5. Problema coincidentelor ( a punctelor fixe )
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Definitie : O aplicatie bijectivd ¢ : {1,2,...,11} - {1,2,...,n} cu (p(i) =1 se
spune ca admite o coincidenta n i. Numarul i se numeste punct fix al aplicatiei .
Numarul total de aplicatii bijective ( permutari ) ¢ este egal cu n!.

Se pot defini urmatoarele multimi A4, ={(p|(p(i):i} cu |Ai| =(n—1)!,

4,N4; = {(p|(p(i)= i,o(j)= j}, i<j,cu ‘Ai N AJ,‘ =(n-2)!, s.am.d.

Problema coincidetelor : Un lucrator la postd are in fatd n plicuri cu
adresele a n persoane diferite si n scrisori adresate fiecarei persoane ( cate una
de fiecare persoand ) . El trebuie sd introducd in fiecare plic cate o scrisoare.
Discutand cu oamenii de la ghiseu lucratorul este neatent si introduce oricum
scrisorile 1n plicuri.

In cate moduri poate introduce cele n scrisori in plicuri astfel ca nici o
persoand sa nu-si primeascd scrisoarea ? Dar numai una sd-si primeasca
scrisoarea ?

Solutie : Pentru a determina numarul de modalitati in care nu avem
permutari cu coincidente aplicdm formula includerii si excluderii si avem :

- n!—(’:j-(n —1)!+@-(n )t (1) (Zj -

:n!.(l_l+l_...+(_1) J
1 2! n!

e vy

A,

incat nici una dintre persoane sd nu-si primeasca scrisoarea. Pentru a determina
in cate moduri doar o persoand isi poate primi un plic cu scrisoarea care 1i era
adresata proceddam astfel : dacd unul dintre plicuri are scrisoarea adresatd ,
atunci in celelalte n—1 plicuri se pot introduce astfel incat nici unul sa nu

o . 1 -1)" .
contind scrisoarea cu acelasi numar in (n - 1)!- I——+—=-+ (—) moduri.
o2 (n—1)!

Deoarece un plic se poate alege din cele n plicuri in » moduri deducem ca

n-1
numarul total de moduri este 7-(n—1)!-| 1- 1 + 1_. + (1) :
I 2 (n—1)!
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12. Metoda apropierii de extrem, sau metoda variatiei partiale a lui Sturm

12.1. Introducere

In cadrul acestei teme ne propunem si descriem o metodd elementard de
demonstrare a unor inegalitdti, propusa in 1884 de matematicianul german R.
Sturm.

Metoda este prezentata pe larg in revista sovieticd Kvant
(nr. 1/1981) si se refera la inegalitati cu functii de mai multe variabile, in care se
fixeazd pentru moment o parte din variabile, lasdnd sa varieze una sau doud
dintre acestea. De aceea metoda este cunoscutd si sub numele de “metoda
variatiei partiale”.

Metoda lui Sturm de demonstrare a unor inegalitdti in care apar n, n>2
numere reale constd in a studia comportarea unei expresii mai simple, de doua
variabile, atunci cand acestea iau valori apropiate, in ipoteza cd suma sau
produsul lor este o marime constanta. Rationamentul continua in cazul a »
numere in care cel putin doud sunt distincte si se aplica rezultatul obtinut
anterior de mai multe ori.

Studiul riguros al functiilor de mai multe variabile se face cu ajutorul
analizei matematice si depaseste nivelul cunostintelor de liceu.

Primul exemplu, preluat din revista citatd, are ca scop descrierea
metodei la o problema de geometrie.

Bibliografie

o Gh. Eckstein, Metoda apropierii de extrem a lui Sturm, RMT 1/1984 pag
3-10

o M. Ganga, Teme si probleme de matematica,Ed tehnica, Bucuresti,
1991, pag 117-123
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Probleme rezolvate (12)

R12.2.1 Dintre toate poligoanele de » laturi Inscrise intr-un cerc dat, sd se
gaseasca poligonul de arie maxima.
Solutie. Consideram A4,B,C trei varfuri consecutive ale poligonului si
presupunem AB>BC (vezi figura).

Fig.
Sa studiem cum variaza aria triunghiului ABC, daca fixam 4 si C, iar

B se deplaseaza pe arcul ABC, astfel incat lungimile 4B si BC sa se “apropie”.
Baca B’ apartine arcului AC cu B’A=BC, atunci a “apropia” lungimile 4B si BC
inseamna a inlocui B cu orice punct B; apartinand arcului BB’. Iniltimea
B;H;>BH, deci aria triunghiului creste. Trecand la analiza cazului general, sa
observdm cd nici un poligon neregulat nu este solutie a problemei, deoarece
daca [AB] si [BC] sunt laturi neegale, inlocuind B cu B;, B; apartinand arcului
BB’, obtinem un poligon cu arie mai mare.

Sa demonstram ca poligonul regulat are aria mai mare decat aria oricarui
alt poligon inscris in acelasi cerc. Sa observam cad dacd inlocuim B cu B’,
obtinem un poligon cu aceeasi arie §i aceleasi laturi, doar ca ordinea a doud
laturi vecine s-a schimbat. Repetand de un numadr finit de ori aceastd operatie,
putem schimba intre ele oricare doud laturi. Fie /7 un poligon diferit de
poligonul regulat cu » laturi. Cea mai mica laturd subintinde un arc mai mic
decat 3 600/n, jar cea mai mare un arc mai mare decat 360°/n. Permutim laturile
lui /7 astfel incat cea mai micd si cea mai mare laturd sa fie vecine. In figura,
acestea sunt [BC] si [4AB]. Alegem pe arcul AB punctul B;, astfel ca
m(ABC)=360"/n. Obtinem poligonul /7 de arie mai mare si in care cel putin o
latura are lungimea laturii poligonului regulat.
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E

Fig.
Daca poligonul 77, nu este regulat, repetam rationamentul §i obtinem poligonul
Ih cu aria i mai mare §i cel putin doud laturi egale cu lungimea laturii
poligonului regulat. Dupa cel mult n-/ pasi, ajungem la poligonul regulat si am
demonstrat ca poligonul regulat cu » laturi inscris intr-un cerc are aria strict mai
mare decét orice alt poligon cu » laturi inscris in acelasi cerc. In urmatorul
exemplu vom demonstra o inegalitate cu metoda lui Sturm.

R12.2.2. Pentru orice numere reale a;, a, ...,a,, este adevarata inegalitatea

2 2 2 2
al +a; +--+a, >(a1+a2+---+an] 0

n
Solutie. Sd observam ca dacd a, +a, +---+a, = 0atunci inegalitatea este
satisfacutd, cu egalitate dacd s§i numai dacd a,=a,=---=a,=0. Daca

a,+a,+---+a, =S #0atunci (1) se mai

2 2 2
. (a a a 1 . a
scrie | - | +|—2| +---+|—=| >—. Notand b, =%k e {1,2,...,n} problema
S s s n s
devine:

Stiind ca b;+b,+...+b,=1, sa se demonstreze ca

1
2 2 2
b'+by +---+b, 2; (2)

Sa studiem cum se modifica suma patratelor a douda numere reale a si b daca le
modificam fara a schimba suma lor. Inlocuim a cu a+x iar b cu b-x. Daca a<b,
iar x€(0,b-a), numerele se “apropie”, iar daca x<0, numerele se “departeaza”.
Sa presupunem ca “apropiem” numerele. Avem:

2 2
(a+x)f +(b-x) =a* +b*—2x(b—a-x)<a’ +b*.
Deci apropiind numerele, suma patratelor lor scade. In concluzie, daci nu toate
numerele b,,b,, ...,b, sunt egale, atunci suma
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b} +b; +---+b’ poate fi micsoratd. Vom demonstra ci dacd b;+b,+...+b,=1,

2 2 2
atunci bf+b§+---+bfz(lj +[1) ++(1] 1L
n n n) n

- - . 1 )
Intr-adevar, dacd nu toate numerele b,,b,,...,b, sunt sunt egale cu —, atunci
n

) .. Al . A
unul dintre numere este mai mic decat —, altul mai mare decat
n

1 5 Lo s . 1.
— . Putem presupune cé aceste numere sunt b; si b,. Inlocuind b; cu—, iar pe b,
n n

1 . 9 RV
cub, +b, ——, noile n numere au tot suma 1, dar suma patratelor mai mica. In
n

: . 1 .
plus, cel putin unul dintre aceste numere este egal cu—. Repetand de cel mult
n

n-1 ori aceastd operatie, inegalitatea (2) este demonstrata si prin urmare (1) este
adevarata.

Observatii:

1. In exemplele R — 12.2.1 si 12.2.2. am cautat extremul unei functii de
variabile facand sa varieze doar un varf (Ex. 1) sau doud numere (Ex.2).

2. In etapa a doua a demonstratiei, (Ex. 1) am “apropiat” variabilele astfel: la
trecerea de la /7 1a 77, am ales B, astfel ca [4B;] sa aiba lungimea laturii
poligonului regulat. Daca alegeam B, la mijlocul arcului AC, maream aria,
dar nu ajungeam la poligonul regulat dupa un numar finit de pasi.

3. Exemplul R-12.2.2. a fost ales pentru exemplificarea metodei lui Surm,
inegalitatea (1) putindu-se demonstra si prin alte metode. De exemplu:
pornim de la x*-2xs+s’20 < x’-s’>2s(x-s) (3) Inlocuim succesiv x cu
a;tax*...+a, si adunand inegalitatile obtinute, apoi Inlocuim s cu media
aritmetica a numerelor a;+a,+... +a, $i obtinem (1).

Urmatorul exemplu trateazd aplicarea metodei la o problema de
Trigonometrie.
R12.2.3. Daca a,b,c,d>0, iar a+b+c+d=r, atunci

) ) ) ) 1
sinasinbsincsind SZ

Solutie. Sa analizdm produsul sinasinb, cu a+b=constant, daca numerele
a si b se “apropie” (a+b<n). Fie a<b, 0<2x<b-a.

In identitatea  sinasinb= % [cos(a - b)—cos(a + b)], inlocuim

121



a $1 b cu a+x, respectiv b-x. Identitatea devine:

sin(a + x)sin(b - x) = %[cos(a —b+2x)—cos(a+b)|=

=%[cos(b —a—-2x)—cos(a+b)|

Cum 0<b-a—-2x<b—-a<rsi functia cosinus este descrescatoare pe [0,m].
Deducem cos(b-a-2x)>cos(b-a), deci sin(a+x)sin(b-x)>sinasinb. Prin urmare,
dacad inlocuim numerele a si b de suma constantd cu altele mai “apropiate”
avand de asemenea suma constanta, produsul sinusurilor creste. Vom
demonstra cd maximul produsului are loc cand numerele a,b,c,d sunt egale.
Daca intre unghiurile a,b,c,d, exista doua inegale, atunci unul este strict mai mic

AT . . T T . s .
decatz, iar altul strict mai mare decatz. Fie a < Z@l b> e Inlocuind aceste

_ T . V4 . A ..
unghiuri cu Zsl respectiv a—i—b—z, suma ramane constanta, iar produsul de

sinusuri s-a mdrit, dupd cum rezultd din rationamentul facut anterior. Repetand

. . A . T
rationamentul, obtinem in final cd pentru a=b=c=d = e produsul este

maxim.
Observatie: Problema admite urmatoarea generalizare:

n
Daca x, 20, = 1,2,...,n} cu in =, atunci are loc inegalitatea
i=1

n 72_ n

Hsinxi < (sin—j ,n=>2,neN.
- n

i=1

In exemplul urmitor extremele nu se ating pentru valori egale ale
variabilelor asa cum s-a intdmplat in celelalte exemple.

R12.2.4. Sa se gaseasca maximul si minimul expresiei:
E(a,b,c,d)=—2 b ¢ d

+ + +
a+b+d a+b+c b+c+d a+c+d
unde a,b,c,d sunt numere nenegative, cel mult doua egale cu zero.

(0.IM.)
Solutie. Dacd a +b+c+d = s atunci E(a,b,c,d):E[ﬁ,é,E,ij.
ssSs s
A a b C d ) ’ s ) :
Notand —=a’,—=b",—=c¢,—=d’,avem a’+b’+c’+d =1, deci putem
s s S s

presupune a+b+c+d=1 si In acest caz avem
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E(a,be,d)=—2—+- 5+ b, d
l-¢c 1-a 1-d 1-b

Observam ca expresia este simetricd in a si ¢, in b si d, iar perechile (a,c) si
(b,d) joaca si ele un rol simetric. S& presupunem a<c si sa studiem cum se
modificd E(a,b,c,d) daca inlocuim a cu a+x, ¢ cu c-x, astfel incat a+x<c-x.
Avem:

E(a+x,b,c—x,d)—E(a,b,c,d) = atx y_c-x a4 ¢ _
l-c+x 1l-a—-x 1-c¢ 1-a

_ x(-a-¢ @ x(-a-¢) _x(l-a-c)2-a-c)(c—a—x)
(I-c+x)(1-¢) (I-a-x)(1-a) (-c+x)(1-c)(-a—-x)1-a)
Deducem de aici ca daca a si ¢ se “apropie” (x > O) , expresia E creste, iar daca a

si ¢ se “indeparteaza” (x < O), valoarea expresiei E scade. In situatiile extreme
cind se apropie, a=c si b=d, iar cand se indeparteaza, a—0, c—>a+c, b—0,
d—b+d. Daca notam a+c=2u, b+d=2v,

obtinem E(u, v,u, v) > E(a,b, c, d) > E(0,0,2u,2v) =1. Deci minimul lui £ este 1.

C 2u  2v . .
Pentru maxim si luam E(u,v,u,v)= — + - s1 sa cautdm maximul lui £,

cand 2(u+v)=1. Urmarind un rationament analog ajungem la concluzia cd F
creste cand u se indeparteaza de v. Ajungem in final sd obtinem ca maximul lui
E(a,b,c,d) este E£(0,2,0,2)=2.
Observatie:

In acest exemplu, nici minimul nici maximul nu s-au atins in cazul in
care toate variabilele sunt egale. In aceasti situatie, a=b=c=d, iar

expresia £ (a, a, a,a) = 3 ,care nu este nici minim, nici maxim pentru £.

In exemplele precedente am variat doud dintre variabile, celelalte
ramanand fixe. Se poate insd varia si numai o singura variabild, asa cum este
cazul prezentat In urmatorul exemplu.

R12.2.5. Inegalitatea lui Schweitzer.
Dacd 0<a<b iar x,,x,,...,X, € [a,b], atunci

1 1 1
(o +x,+o4+x)| —+—+. . +—|<

XX, X

(a+bf
4ab

n

123



Solutie. Studiul variatiei unei singure necunoscute ne sugereaza

considerarea functiei f:(0,00) >R, f(x)=(c+ x)(d +lj ,
X

e.d>0.Avem f(x)=cd +1+xd +< > ed +1+23ed =(ed +1) . Minimul
X

.. lc . g c .
functiei are loc pentru x = i deci f'este descrescatoare pe (O,J;J si

lc : . . .
crescatoare pe [ E’+OO]’ prin urmare, maximul functiei f'pe intervalul [a,b]

este atins la unul din capete. Fixand n-1variabile si variind-o pe a n-a, deducem

(x1+x2+-‘-+xn)[L+L+~-+LJS(pa+qb{£+ij,
X a b

XX "

cu p,q naturale si p+g=n (in p puncte variabilele iau valoarea a si in g puncte
valoarea b). Folosind inegalitatea 44B<(4+B)*, obtinem

2 >
(pa+qb)(£+gj:4(Pa+qb)(pb+qa)S(pa+qb+pb+qa) _(a+b) 2
a b 4ab dab 4ab

In continuare propunem aplicarea metodei lui Sturm la rezolvarea
urmatoarelor probleme, care au fost propuse la diverse concursuri.
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13. Baricentre si centre de greutate

In cadrul acestei teme prezentim o metoda de rezolvare a problemelor
de geometrie plana si n spatiu care 1si are originea in mecanica.

Vom prezenta mai intdi consideratiile de mecanicd care au condus la
notiunea de baricentru.

Prin punct material in fizica intelegem cuplul (punct, numar): (4,m).
Altfel spus, in punctul 4 se afla masa m > 0. Pentru (4,m) scriem simplu mA4. Sa
consideram doud bile de mase m; si m, la capetele unei bare 4,4, (vezi figura
13.1). Exista un punct G in care daca bara este legatd, atunci sistemul este in
echilibru. Punctul G se numeste centrul masei sistemului de puncte materiale S,
sau baricentrul sistemului S = {m, 4,,m, A, }

AldS [ a}Az

Fig. 13.1

Notiunea poate fi extinsd la o configuratie spatiald cu sferele de mase m;, mo, ...,

m,. Pentru aplicarea conceptului la rezolvarea problemelor de geometrie trebuie

sd tinem seama de urmatoarele reguli:

1. Orice sistem format din » puncte materiale are un baricentru si acesta este
unic.

2. Baricentrul a doua puncte materiale este situat pe segmentul determinat de
cele doud puncte. Pozitia acestuia este determinatd de regula pdrghiei:
produsul masei punctului material cu distanta dintre acesta la baricentru este
acelasi pentru cele doud puncte materiale, adica m;d;=md..

3. Daca intr-un sistem format dintr-un numar finit de puncte materiale marcam
cateva puncte materiale si masele lor le mutdm in baricentrul acestor puncte
materiale, atunci pozitia baricentrului sistemului initial nu se schimba.

13.1 Definitia matematica a baricentrului

Vom analiza pentru inceput cazul a doua puncte materiale  m;A;, mA;
avand in G baricentrul (regulal) Egalitatea m,d, = m,d, (regula 2) se poate

_—

GA,

—_—

scrie sub forma: ml‘GAl‘ =m, . Cum vectorii G4, , GA, au sensuri opuse,

relatia se scrie vectorial mlG—A1 =m,GA, (l)
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Fie acum trei puncte materiale m;A;, myA;, msA; si G baricentrul
acestui sistem. (vezi figura 13.2).

m 3A3

m1A1 (m1+ mz)G1 m2A2

Fig. 13.2
Fie G; baricentrul sistemului format din punctele m;A;, myA,. Conform (1)

putem scrie: m, G, 4, +m,G, 4, =0 (2) Tinand cont de regula 3, baricentrul
sistemului initial format din punctele materiale m;A;, myA,, m3As coincide cu
baricentrul sistemului format din punctele materiale (m;+m;)G;, m3As si tindnd
seama de (1) avem

(m1 +m2)@+m3@20 (3).Dar (m1 +m2)G—Q:mlﬁ+

+m, GG, =m, (GA1 -G, 4, )+ m, (GA2 - GlAz)z m,GA, + m, GA, —
- (ml G A4 +m,G A, ): m,GA, + m,GA, .
Prin urmare (3) devine: m, GA, + m,GA, + m;GA, = 0 (4)

In mod asemanator se poate deduce o relatie pentru mai multe puncte materiale.
Cu acestea putem da urmatoarea:

13.1.1. Definitie: Baricentrul sistemului de puncte materiale m;A;, myA,,...,
m,A, este punctul G pentru care are loc egalitatea:

m,GA, + m,GA, +---+m, GA, =0
Masele m; my,...,m, se numesc ponderi. Daca aceste ponderi sunt egale
obtinem un caz particular de baricentru, numit centru de greutate.

13.1.2. Definitie: Un punct G se numeste centru de greutate al punctelor A,
As, ...,Aydin spatiu daca

—_—

@+@+---+GA}1 :6
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Orice sistem de puncte din spatiu are un unic centru de greutate (din regula 1)
Notand prin S = {mlAl,mzAz,. M, An} sistemul de puncte materiale, avem

urmatoarea teorema de caracterizare a baricentrului unui sistem de puncte
materiale:

13.1.3. Teorema: a) Daca G este baricentrul sistemului de puncte materiale S,
atunci oricare ar fi punctul O, are loc egalitatea

mla+m2@+--~+mm@ (5)

m+m,+--+m,

0G =

b) Daca pentru orice punct O are loc (5), atunci G este baricentrul sistemului S.
Demonstratie
Vom trata cazul n=2, pentru n>2 procedandu-se analog.

a) Fie O un punct arbitrar. Egalitatea m, G4, + m,GA, =0 se scrie sub forma
ml(OAl —OG)+ m, (OA2 —OG)= 0 sau m, 04, + m,04, =

= (m, +m, )OG , care este relatia de demonstrat.

b) Afirmatia se deduce parcurgand in sens invers egalitatile de la punctul a).
Din teorema enuntatd rezultd ca orice sistem S format dintr-un numar finit de

puncte materiale are un baricentru unic (rezultatul corespunde regulii 1). Sa
aratam ca definitia baricentrului ne conduce la regula 2.

13.1.4. Teorema: Baricentrul a doud puncte materiale este situat pe segmentul
ce uneste cele doua puncte. Pozitia acestuia se determind prin regula parghiei:
m1d1= m2d2
Demonstratie: Consideram punctele materiale mlAI, mpA, cu baricentrul G.

-

Atunci m, GA +m, GA = 0 adica vectorii G4, , GA2 sunt coliniari si de sens

contrar, deci G se afla intre A §i Ay, Ge[AA;]. Din m, GA1 =-m, GA2 rezultd
m;d;= mpd,. Verificarea regulii numarul 3 este datd de urmatoarea

13.1.5. Teorema de grupare a punctelor materiale: Fie sistemul de puncte
materiale S = {mlAl,mzAz,...,mnAn} in care marcdm k puncte materiale

m;A;,mpA,,...,mAx si fie G’ baricentrul punctelor marcate. Daca intreaga masa
a punctelor marcate o concentram in G’, atunci baricentrul sistemului de puncte
materiale (m;+my+...+my)G’, Mg Ags,...,MpA,  coincide cu baricentrul
sistemului S.

Demonstratie:

Fie G baricentrul sistemului S, deci are loc egalitatea

m1@+m2@+-~-+mkGAk +m,,,GA, +-~-+mn@:0
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Deoarece G’ este baricentrul sistemului {m, 4,,m,4,,...,m, A, }, avem
Si obtinem

55 _ mOA + myOA; -+ m,O,

m +m,+--+m,

(m, +m, +---+m, GG +m,, GA, ., +--+m, ,GA" =0

prin urmare G este baricentrul sistemului de puncte materiale
(mp+my+...+my)G’, mysAgert...+ mpyA, si teorema este demonstrata. Formula
(%) are loc pentru orice punct O. Putem folosi o scriere simplificata

mA +mA, +...+m A

n*"nk

G=
m +m,+...+m,

24+1B+4C

7
Aratd ca G este baricentru a trei puncte materiale 2A, 1B, 4C. Analog,
5A+3B=8G arata ca G este baricentrul punctelor materiale 5A, 3B. Implicatia
G- (24+3B+1C)+4D _ 6E+4D :>Ge[ED]

10 10
are urmdtoarea semnificatie: G este baricentrul punctelor materiale 2A, 3B, 1C,
4D. Daca concentram masele a trei puncte materiale 2A, 3B, 1C 1n baricentrul
E, atunci Ge[ED].

Observatii:

1. Daca G este baricentrul maselor m;, m,, ms, plasate in varfurile A, B si
respectiv C (vezi figura 13.3). Atunci dreapta AG intersecteaza latura BC in A’
care este baricentrul punctelor materiale m;B si m3C.

2. Baricentrul G se poate determina astfel: In varfurile A,B,C ale triunghiului
ABC sunt plasate masele m;, m, si ms (vezi figura 13.4). Dacd B’ este
baricentrul sistemului {mlA,m3C } si C° baricentrul sistemului {mlA, sz},

De exemplu scrierea G =

atunci G=BB’"CC’ este baricentrul sistemului de puncte materiale? mA,m,B,
1’1’13C }

m.A

m,B A m,C

Fig. 13.3 Fig. 13.4
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Aceastd observatie este importantd, servind la demonstrarea concurentei a
doua sau mai multor drepte prin gruparea convenabild a punctelor materiale
(regula 3).

3. Utilizarea metodei baricentrelor in rezolvarea problemelor de geometrie
constd in: 1) alegerea convenabild a punctelor; ii) punerea maselor
corespunzatoare in aceste puncte, astfel incat problema sa fie usor rezolvabila.

13.2. Baricentrul unui sistem de puncte materiale in care apar si mase
negative

Datorita faptului ca am definit centrul de masa al unui sistem de puncte
materiale printr-o relatie vectoriald, putem lua coeficientii vectorilor §i numere
negative. De exemplu, centrul de masa al sistemului (-3)A, 4B este acel punct G
pentru care are loc relatia vectorialda

(- 3)54+3&§ =0. Conditia pentru ca un sistem de puncte materiale
{mlAl,mzAz,...,mnAn} sa aibd un baricentru este ca suma maselor

m;+my+...+m, sd fie nenuld. Au loc rezultatele din paragraful precedent si
putem afirma cd: Centru G a doud mase m; si m; cu m;+m, #0, agezate la
capetele segmentului AjA, se afld pe dreapta AjA, si verificd conditia
|m1| d1=| m2| d,, unde d1=| GA1| , d2=| GA2|. Avem Ge[AA;] daca m;,m, au
acelasi semn sau G apartine exteriorului segmentului [A;A;] dacd numerele
m;,m; au semne diferite. In cazul maselor negative, centrul de masa este mai
aproape de acea masa care este mai mare in valoare absoluta.

13.3. Coordonate baricentrale in plan

in paragrafele anterioare am ardtat cd orice mase m;,mp,m; asezate in
varfurile triunghiului A;A,A; definesc un punct unic G care este baricentrul
sistemului de puncte materiale m;A;,mpA;,m3;As. Are loc si proprietatea
reciproca, adica pentru orice punct G din planul triunghiului A;AA3 exista trei
mase m;,mp,m;3 plasate in varfurile A;A,As ale triunghiului astfel incat sistemul
de puncte materiale sd aiba centrul de masa G. Cele trei numere m;,mp,ms nu
definesc iIn mod unic punctul G, deoarece (kmj)A;, (kmy)A,, (kms)Asz are
acelasi baricentru. Luand k=1/( m;+m;+m;) si notand o; =k;, i = {1,2,3}, avem
ca G este baricentrul punctelor materiale oyAj, i:{1,2,3}. Putem spune ca

pentru orice punct Geint[A;AAs] existd trei numere pozitive oy, O, O3 cu
artoptos =1 pentru care G este baricentru sistemului {a1AL, A, a3Asl,
adica G=9 o1 AtonArtasAs. Numerele oy, o, a3 care verifica proprietatile de
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mai sus se numesc coordonatele baricentrice ale punctului G relative la
triunghiul A;AzA;.

In cazul particular in care G este punctul de intersectie al medianelor
triunghiului AjAA3, atunci G este centrul de masa al sistemului cu suma

ponderilor 1: %Al, %AZ, %Ag_ deci coordonatele baricentrice ale Iui G sunt

=3
Daca extindem coordonatele baricentrice si la mase negative atunci
centrul de masa G apartine planului (A;A,As3). Are loc urmétoarea:

13.3.1. Teoremia: Fie A;AA; un triunghi dat si M un punct in planul
triunghiului. Atunci existd numerele reale unice ay, o, a3 cu ataxtoz=1 si M
baricentrul sistemului a.1A1, 02A, azA3, deci M=o A1t ArtosAs.

In urmitoarea teoremd vom raporta coordonatele baricentrice la ariile
unor triunghiuri.

13.3.2. Teorema: Fie punctul P situat in interiorul triunghiului A;A,A; si fie
S,S1,S,,S; ariile triunghiurilor A1A2A3, P1AA3, APA;, PAJA,. Atunci
coordonatele baricentrice ale punctului P sunt

S S S
Deci, daca punem in varfurile A;A,As; masele egale cu S,,S,,S; atunci
baricentrul acestor puncte este P.
Demonstratie:
Fie (oy, ap, a3) coordonatele baricentrice ale punctului P din interiorul
triunghiului A;A»A;3 (vezi figura 13.5). Sistemul format din punctele materiale
oA; si a3Asz au baricentrul in punctul B;e[AA3], prin urmare punctele Aj, P,
B, sunt coliniare. Are loc relatia

B A
a,|B,A,| = a;|B, 4;| sau % = BIAZ
2 1473
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A, B A
Fig. 13.5
Triunghiurile A;A;B; si AjB1Aj au aceeasi inaltime (din A)), la fel triunghiurile

S S
PA,B, si PBA;z. Atunci —28 = “P45 B4,
SA1A331 SPA331 B 1 A3

S =S B, A BA
De unde deducem —228 A5 _ 12 oy 5 =12
SA1A3Bl - SPBlA3 B1A3 Sz BIAS

S
Din (1) si (2) avem 2> = %3 o %2 _ %
S, a, S, S

Analog obtinem relatia

A B % O G tata; 1
S, S, S8, S S+5,+85, S
S S S
Rezulticd a, =—,a, =—=>,0, =—
S S S
Care sunt coordonatele baricentrice ale punctului P.

Consecinte:

1. Cu ajutorul teoremei 13.3.2. putem deduce coordonatele baricentrice ale
ortocentrului unui triunghi A;A,Aj ascutitunghic, daca

m(A)=a, m(Ay)=p m(Asz)=y. Daca (o, o, a3) sunt coordonatele baricentrice a
lui H atunci P=H si A|B; L A;Bs. Din (1) avem

&: B4, _ B4, 4B, = ctgBigy :l‘g_]/
a, B4, AB, B4, 1gf
Deducem analog ﬂ=@ si obtinem coordonatele baricentrice ale lui H:
a, 1ga
iga 1gf gy

tga+1gf+1gy tga+i1gf+igy tga +1gf +1tgy
Tinind seama de identitatea tgo+tgB+tgy= tgatgptgy, coordonatele se mai scriu
(ctgPBetgy, ctgactgy, ctgoctgp).
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2. Coordonatele baricentrice ale centrului inscris in triunghiul ABC
avand laturile a,b,c sunt a/(atb+c), b/(at+b+c), c/(atb+c). Intr-adevar, daca r

este raza cercului inscris in triunghiul ABC, avem: S, = ﬂ, S, = %, S, = %
. (a+b+c)r .
iar § = ————. Coordonatele lui I sunt
S, a S, b c
al = —= , aZ = —— = . a3 =
S a+b+c S a+b+c a+b+c
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13.4. Probleme rezolvate (13)

R13.4.1. Sa@ se arate cd intr-un triunghi medianele sunt concurente intr-un
punct G care imparte fiecare mediana in raportul 2:1, de la varfuri. Punctul G se
numeste centrul de greutate al triunghiului.

b) Segmentul determinat de un varf al unui tetraedru si centrul de greutate al
fetei opuse se numeste mediand. Aratati cd intr-un tetraedru medianele sunt
concurente intr-un punct G, care se numeste centrul de greutate al tetraedrului.
Solutie:

a) Fie triunghiul ABC si A;, B;, C;, mijloacele laturilor [BC], [AC] si
respectiv[AB] (vezi figura 13.6). Cum A; este mijlocul segmentului [BC],
punem in B si C aceeasi masa. Un rationament similar ne conduce la agezarea in
A,B si C a aceleiasi mase, de exemplu 1. Avem deci sistemul S = (IA,IB,IC )

14+1B+1C
—3 .

si AlB: A1C1.

Exista baricentrul sistemului S (regula 1), notat cu G, deci G =

1B+1C

Fie A, baricentrul sistemului {1B,1C}, deci 4, =

Aplicand regula 3, deducem ca S nu-si schimba centrul de greutate G, deci

14+2A4 .
G:1A+(lf+lc): il -, de unde Ge[AA,] si 2GA=1*GA. Analog

obtinem GB/GB=GC/GC,=2/1.
b) Consideram sistemul de puncte materiale S = {lA,lB,lC,lD} (vezi figura

13.7). Existda G, centrul de greutate al sistemului S, G = IAHBZIC-HD.
Grupam {IB,IC,ID} si fie Ga centrul de greutate al sistemului, deci

_1B+1C+1D

G, =3G,=1B+1C+1D.

Din teorema de grupare a punctelor materiale, deducem ca sistemul 3Gy, 1A are
acelasi centru de greutate G ca si sistemul S.

1A 1A
2C, 2B
1B 2 1C
A v
1B 1C
Fig. 13.6 Fig. 13.7
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(IB+1C+1D)+14 _3G,+14 _

Avem deci cd G= 1 1 =, ceea ce inseamna ca

) .. G4 3 o ) .
Ge[AG4A] 51 3GGA=1Gy, adica pr = T Deci G imparte mediana tetraedrului

A
in raportul 3:1 plecand de la varf. Avem si
G=(1A+lB+1C)+1D=3GD+1D:>GE[DGD] N GD _3 Analog
4 4 GG, 1
obtinem ca Ge[CGc] si G :é; Ge[BGg] si GB = E
GG, 1 GG, 1

Observatie: Problema are o rezolvare simpla folosind chestiuni elementare.
Scopul alegerii problemei a fost exemplificarea metodei baricentrelor pe o
problema clasica.

R13.4.2. Pe laturile (AB), (BC), (CA) ale triunghiului ABC se considera
punctele M, N respectiv P, astfel incat M—A:l, N—C:l si P—Czl . Sa se
MB 5 NB 4 PA 6
determine raportul in care punctul de intersectie al segmentelor [AN] si [MP]
imparte fiecare din aceste segmente.
Solutie: Vom pune mase convenabile in varfurile triunghiului astfel ca punctele
M, N si P sa fie baricentre. Din NB=4NC rezultd ca trebuie sa luam punctele 1B
si 4C (vezi figura 13.8). In A punem masa x astfel ca M si fie baricentrul
punctelor materiale 1B, xA.

A

1B 5N 4C
Fig. 13.8

1B+54

Din relatia SMA=1MB rezultd x=5, deci M = . De asemenea in A

punem masa y astfel ca P sa fie baricentrul punctelor materiale 3C,yA. Din
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6PC=PA si 4PC=yPA deducem y= 4Pc = 4 = 2 . Deci P este baricentrul
PA 6 3
) 4C + 2 A
punctelor 4C, EA , cand P= T3 Fie G baricentrul sistemului
3
2
S= {IB,4C,5A,§A}.
3
1B+4C+54+ 5 A
Deci G = 32
2
Aplicdm teorema de grupare a punctelor materiale si avem:
(1B+5A)+(4C+§A] oM+ 14 p
_ _ 3
o 2 R
3 3
14
deci Ge[MP] si 6GM =2GP . adica S -3 7
3 GP 6 9
Folosind alta grupare, avem
(13+4C)+(5A+;Aj sl 4 y
G= 32 = 2 deci Ge[AN] si SGN :?GA, adica
3 3
Gi_5 15
GN 17 17

13

R13.4.3. Teorema lui Pappus.
Pe laturile triunghiului ABC se considerda punctele Me(AB), Ne(BC) si

Pe(AC), astfel ca. Atunci triunghiurile ABC si MNP au acelasi centru de

greutate.

Demonstratie:
Vom alege mase convenabile pentru varfurile triunghiului astfel ca punctele M,

N si P sa fie baricentre (vezi figura 13.9).
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Fig. 13.9

Din MA=rMB rezulta ca trebuie sa luam punctele 1A si rB, iar M = 1/111:8 .
Din NB=rNC rezulta punctele !B, rC cand N = Hi::C . Din PC=rPA rezulta
punctele materiale 1C, rA, iar P = 1(;::14 .

Fie G baricentrul sistemului S = {lA,rB,lB,rC,lC, rA}, deci

G= 1A+rB+ 1;(?111(; H1C+rd G. Folosind teorema de grupare a punctelor

(14+7B)+(1B+rC)+(1C +r4) _
3(1+r) -

(1+r M +(1+7)N+(1+r)P M+N+P

3(1 + r) -
triunghiului MNP. Grupand altfel avem:
G (14+7r4)+(1B+rB)+(IC+rC) _A+B+C
3(1+7)
greutate si pentru triunghiul ABC.

materiale, avem: G =

, deci G este centrul de greutate al

3, prin urmare G este centru de

R13.4.4. Teorema lui Pappus generalizata
Pe laturile triunghiului ABC consideram punctele Me(AB), Ne(BC) si

. ., MA NB PC x
Pe(AC), astfel incat —— = 22 , —— = 2 , —=—2, unde X1,X2,Y1,y2,Z1,22
x NC y P4 2z
sunt numere pozitive oarecare. Atunci baricentru sistemului de puncte materiale
S, ={(x, +x,)4,(y, + v,)B.(z, +z,)C} este acelasi cu baricentrul sistemului
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S, = {(xl +y2)Ma(y1 +Zz)Na(Zl +x2)P}.
Demonstratie:
Consideram sistemul de puncte materiale
S = {xlA,sz,le,yzB,le,zzC}. Conform regulii 1, S are baricentrul G, cu
xA+x,A+y,B+y,B+zC+z,C

G= .
X\ +x,+y,+y,+z,+z2,

Folosind regula 3 avem:
G- (3 +x, )4+ (v, +,)B+(z,+2,)C
X, +xX,+y,+y,+z+z,

, deci G este baricentrul sistemului S;.

Din x;MA= y,MB rezulta ca trebuie considerate punctele materiale x;A, y,B si

X+, Ytz X, 2z,
Folosind din nou teorema de grupare a punctelor materiale, avem:
G- (xlA + yzB)Jr (le + 22C)+ (sz + ZIC) _
X, ty,+y, +z,+x,+z
= (o 42, )M +(y1 42, )N + (s, +2,)P , prin urmare G este baricentru si pentru
X, +X,+y,+y,+z,+z,

S,. In cazul particular x;=y;=z;=u. X,=y,=z,=v, atat A,B,C cat si M,N,P au
aceeasi pondere u+v, deci baricentrul comun al celor doud sisteme devine
centrul de greutate comun si am obtinut teorema lui Pappus.

Observatie:

Ca o consecinta imediatd avem urmatorul rezultat: Fie G centrul de greutate al
triunghiului ABC. Atunci pentru orice Me(AB) existda Ne(BC) si Pe(CA)
astfel incat G sa fie centrul de greutate al triunghiului MPN.
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14. Probleme de geometrie combinatorica
14.1. Partitii ale multimii numerelor naturale

Problemele care se refera la partitii ale multimii numerelor naturale pot
aparea in contexte aparent diferite.

In general, o astfel de problemi poate avea enuntul de forma:

Daca partitiondm multimea numerelor naturale Intr-un numadr finit de
submultimi, atunci una din multimi are o proprietate data. Aceastd proprietate
poate fi legata strict de multimea numerelor naturale (de exemplu, daca ea este
legatd de operatiile cu numere naturale), legatd doar de faptul cd multimea
numerelor naturale este numarabild (ideea de sir) sau de faptul ca este o
multime discreta si le putem parcurge pe toate “pas cu pas”.

Una din problemele celebre, cu aplicatii foarte interesante, este
problema lui Baudet, rezolvata de Van der Waerden. Demonstratia teoremelor
legate de aceastd problema ar ocupa mult spatiu (dar, ar merita urmaritd din
bibliografie), noi vom da doar enunturile §i cateva aplicatii.

14.1.1. Teorema. Pentru orice partitie a lui U in doua clase
0 =A4UA4,, (4NA4,=9D) si pentru orice k>3 existd o clasa care contine k
numere in progresie aritmeticd.

14.1.2. Observatii. a) Orice partitie a lui [J 1n doud clase, are o clasa
care contine progresii aritmetice finite oricat de lungi.

b) Existenta progresiilor cu oricat de multi termeni nu implicad existenta
in una din clase a unei progresii aritmetice infinite dupd cum rezultd din
exemplul [1 = 4, U 4, unde

4:1, ,4,5,6, yens
A,: 2,3 7,8,9,10,...

c¢) In general, in teoria numerelor, considerim ci 0 nu este numir
natural, deci [ ={1,2,3,...}.

14.1.3. Teorema. Pentru orice partitie a multimii [ intr-un numar
finit de multimi 1) = A U...UA4, si pentru orice k>3 esxista k numere in
progresie aritmeticd, toate aflate in aceeasi submultime a partitiei.

14.1.4. Teorema. (Van der Waerden). Pentru orice numar natural n
si k>3 exista un numar natural (minim) N =W (n,k) cu proprietatea ca
pentru orice partitie a multimii {1,2,...,N} in n multimi, cel putin o multime
contine k numere in progresie aritmetica.

14.1.5. Teorema. (Kakeya, Morimoto). Pentru orice numere naturale

k si d exista un numar natural N cu proprietatea ca orvice multime de N numere
naturale
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a,<a,<...<a,
cu a,, —a,<d, i=1,N—1, contine o progresie aritmetica cu k termeni.

14.1.6. Observatie. Nu se poate trage concluzia cd daca sirul infinit de
numere naturale @, <a, <...<a,<... verificd conditia a,, —a <d, iell”,

atunci el ar contine progresie aritmetica infinita. (Multimea progresiilor infinite
este numarabild, o progresie fiind determinatd de primul termen si de ratie, iar
multimea [ x[] este numarabila).

Dacd presupunem cd am ordonat toate progresiile: F,P,...,P,... si

alegem b ePB,b,eP,....b,eP,... atunci sirul [] \{bn|n ell } verifica
conditia | a., —a, | <2, dar nu contine nici o progresie aritmetica infinita.

O interpretare interesanta a teoremei lui Van der Waerden a fost data de
R.Rado [2] s1 anume: oricum am Imparti numerele naturale Intr-un numar finit

de clase, sistemul de ecuatii
X, =X, =X, =Xy =...=X, —X

n+l * O
are solutie 1n una din clase.
Aceasta interpretare a deschis un tip de probleme:

O ecuatia de forma F(x,,x,,...,x,) =0 sau un sistem de astfel de ecuatii

are solutie Tn una din multimile partitiei, oricare ar fi aceasta partitie?

14.1.7. Definitie. Dacd o ecuatie sau un sistem de ecuatii are
proprietatea cd oricum am Imparti multimea numerelor naturale intr-un numar
finit de clase, ecuatia sau sistemul are solutie cu toate componentele in aceea
clasd, spunem ca ecuatia sau sistemul este # normala.

14.1.8. Observatii. a) Daca o ecuatie este » normala si k£ <n atunci ea
este £ normala.

b) O ecuatie care este n normali pentru orice n €[]~ se numeste ecuatie
normala.

c¢) Din teorema lui Van der Waerden rezulta cd ecuatia x+ y =2z este
normala (chiar 1n ipoteza suplimentara ca numerele x, y si z sunt distincte).

Un rezultat general, interesant, In acest domeniu este

14.1.9. Teorema. Ecuatia ax+by =cz este 2-normald pentru orice

* A ~ ~ ~ .
a,b,c €[]l (in general Insa ea nu este n normald pentru orice n).
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14.2. Probleme rezolvate (14)

R14.2.1. Sa se arate ca pentru orice partitie a punctelor planului intr-un numar
finit de multimi, exista trei puncte in una din multimi, care sunt varfurile unui
triunghi echilateral.

Solutie. Pentru partitia in doud multimi vom da o solutie elementara:

A7 (1’2)

1A4

Consideram doud puncte A4;, 4, din aceeasi multime C;. Cele doud
puncte A3 §i A4 care sunt varfuri ale triunghiurilor 4, 4,4, si 44,4, sunt in C,
(In caz contrar se formeaza triunghi echilateral in C;). Punctul 4s situat pe
semidreapta [4,4, pentru care triunghiul A4,4,4; este echilateral va fi in C;.

Punctul 46 pentru care triunghiul A4, 4,4, este echilateral (situat In aceeasi parte

a dreptei AjAs ca si 43) va fi In C,. Analizdm in ce multime este punctul 47
(pentru care triunghiurile 4,4,4, s1 4 A4, sunt simultan echilaterale). Daca
A4, € C, avem triunghiul 4 4.4, in Cj, iar dacd este in C,, atunci 4,4, A, este
triunghi echilateral in C,. Pentru partitia in » multimi, aceasta metoda nu pare a
avea sanse. Vom folosi teorema Van der Waerden.

Consideram in plan o retea de triunghiuri echilaterale (de latura 1).
Consideram nodurile retelei situate pe una din dreptele d, ale retelei.

Consideram nodurile retelei situate pe una din dreptele d; ale retelei.
Exista pe ea suficient de multe (orice numar finit) puncte in aceeasi multime a
partitiei Cj, echidistante (in progresie aritmeticd). Daca L, este distanta intre
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douad astfel de noduri consecutive, consideram toate triunghiurile echilaterale de
laturi L; situate in acelasi semiplan fata de d,, cu cate doua varfuri pe d;. Daca
unul din aceste noduri este in C; se formeaza triunghi in C;. Daca toate sunt in
celelalte (n—1) multimi, se pare ca putem continua inductiv, daca la inceput am

luat suficient de multe puncte pe d;. Acest numdr este N =a, unde sirul (a,),
este definit astfel:
a,., =W(a, +Lk+1), k=1n si a, =2,

unde am notat W (p,q) numarul minim pentru care daca partitiondm multimea
{1,2,...W(p,q)} in g multimi existd p numere in progresie aritmetica in aceeasi
multime.

R14.2.2. Fie x>1, y>1 numere reale. Sa se arate cd multimile
A :{[n-x]| nell *} , B :{[n-y]| nell *} formeazi o partitie a multimii [,

dacd si numai dacd x,yelJ \lJ si
1 1

—+—=1.
x oy
Solutie. Fie A,={kel’|[k-x]<n|, B,={kel|[k-y]<n}. Daca
k,=max A, [ =maxB,  atunci |An =k,,|B |=[ st conditia

U(4,UB,)=0" revine la: pentru orice ¢ >0, oricat de mic, existdi N ell”
n=1

astfel ca
1—5<M<1 pentrutoti n> N .
n
. n+l1 . .
Avem: [k-x]<nek-x<n+1 deci k<—— si  atunci
X
n—“—lskﬂ <n_+1 s1 analog, n—ﬂ—lsln <n_+1.
X X v v

Adunand relatiile obtinem:

n+l(1 1) 2 k+I[ n+l{1 1
—+—|-=Z < —+—,

n\x y) n n no\x y

. . N |
relatii care au loc pentru orice n numai daca —+—=1.
Xy

Réamane sa aratam ca x,y €[] \[J .
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Daca, prin absurd, x €[] atuncisi yell , fie x :Z, y -7 Avem:

q pP—q
[q-x]1=[(p—q)-y]=y deci ANB=#J.

. y .11 e
Reciproc, dacd x,yell \[l si —+—=1 trebuie sd aratim ca orice
Xy
numir natural nell” se afli doar in una din multimile 4 sau B. Fie

A’:{keD kzﬁ}, B':{zem 122} si k,=mind’,l,=minB’. Daci
X Y
n n .
ky=—+¢, ly=—+¢,, cu £,¢&,€(0,1), atunci
x y
1 1 .
ky+ly=n|—+—|+&+& =n+¢g+¢,€ll, deci g+e, =1 sau
Xy
X-& Y& . o : :
——+-—==1. Unul din numerele x-¢,, y-&, este mai mic ca 1, iar altul mai

X Y
mare (dacd am avea x-g =y-&, =1 atunci x-k,=n+1€ll sau xell ). Daca
O<x-g<lsty-e>1atuncit x-ky,=n+x-¢ s1 [x-k,]=n,iar [y-[,]>n.
R14.2.3. a) Sa se arate cd oricum am partitiona multimea numerelor naturale
in doud multimi, existd numerele x, y, z in una din multimile partitiei astfel ca
ele sa verifice relatia
x+y=3z.

b) Ramane afirmatia adevdratd dacd partitia se face in mai multe
multimi?

Solutie. Observim ci in [~ ecuatia x+y =3z are solutia (2,1,1) si
Qk,k,k), kel .

Notam cu C; multimea care contine pe a, =3 si cu C; cealaltd multime.
Daca in sirul {3n|neD , n23} toti termenii ar fi din C; am avea solutia
(18,9,9) e S(C,). Fie deci nell ,n=3 astfel incat a, =3neC, si notdm
k=3(n-1). In sirul {mk| mell *} existd termeni din C; (in caz contrar am
avea solutia (2k,k,k)eS(C)), fie a,=m-keC, si considerim numerele
a,=m(n—-1)+n si a; =(m+1k. Tripletele (a;,a,,a,) si (as,a,,a,) verifica
ecuatia x+y =3z si din a,,a, € C, rezultd a, €C, iar din a,,a, € C, rezultd
a, € C,. Atunci, din ipoteza m-k € C, arezultat (m+1)k € C, si, prin inductie,
(m+2)k €C,,...,2mk € C, si am obtinut solutia (2mk,mk,mk) € S(C,).

143



b) Vom arata cd daca, de exemplu, partitionam [J 1in 4 clase, ecuatia
X+ y =3z nu are solutie in nici una din clase.

Pentru aceasta punem in evidenta o astfel de partitie:
Se stie ca orice numar natural se poate scrie sub forma N =5”-¢, unde
¢ nu se divide cu 5. Definim clasele:
C ={(5n+1)-5"|nmel };

:{(5n+2)'5’"|n,meD };
(5n+3)-5m|n,meD };
{

(5n+4)-5"
Daca ecuatia ar avea solutie in una din multimi am avea:
(5n,+¢)-5" +(5n,+c)-5™ =3(5n, +¢c)-5™.
Distingem cazurile:
a) Unul din m,,m,, m, este strict mai mic decat celelalte doua;

G
G
o

n,meD}.

b) Unul din m,,m,,m, este strict mai mare decat celelalte doua;
c) m=m,=m,.
Toate, dupa simplificare cu puterea maxima a lui 5, dau contradictiile de forma
C =0(mod5) sau 2C =0(mod5), sau 3C =0(mod5).
Observatie. Ecuatia x+ y =3z este 2—normald dar nu este 4—normala
(nici n—normala pentru n > 4).
1

R14.2.4. Se considera in plan a, :1+n!(1+%+5+...+%), n=1 puncte

oricare trei necoliniare, iar segmentele ce unesc aceste puncte se partitioneaza
in » multimi (se coloreaza in n culori). S& se arate ca se formeaza cel putin un
triunghi cu laturile in aceeasi multime a partitiei (monocolor).
Solutie. Vom incerca o inductie dupa n.
n=1; a, =3 evident;
n=2; a,=6
n=3; a, =17
(Problema data la Olimpiada Internationald de Matematicd, 1964
(17 oameni corespondeaza intre ei pe trei teme. Sa se arate ca existd 3
care corespondeaza pe aceeasi tema).
Pentru inductie, in general, este utila o relatie de recurenta de tipul
a,=f(a,,). Avem
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a,—1=n! 1+l+...+ ! =
I! (n—-1)!

an—1=n-[(n—l)!{l+l+...+ ! HH@
1! (n-1)!

a,—1=n(a, , —1)+1

Unim punctul 4; cu celelalte a, —1 puncte cu segmente de »n culori,
a,—1=n(a, ,—1)+1= cel putin a,, segmente sunt de aceeasi culoare

C (n(an1 -D+1 S an_lj .

n
Daca unul din segmente ce unesc aceste a, , puncte ar fi de culoare C;

am avea un triunghi de culoare C;.
Dacd nu, problema s-a redus la pasul de inductie (a,, puncte cu

segmentele ce le unesc partitionate in (7 —1) multimi).
Alta formulare: 4, multime cu a, elemente si B (A,) multimea partilor
cu doud elemente. Daca partitiondm PB(4,) in #» multimi existd o multime C; a
partitiei si «, 5,y € A, distincte astfel ca {«, B},{8,7},{y.a}€C,
(Pentru idee n se poate lua n=2, a,=6)
R14.2.5. Numerele naturale de la 1 la b = n!(l+%+%+...+%} se

partitioneaza n » multimi. Sa se arate ca ecuatia
X+y=z

are solutie 1n cel putin una dintre multimi.
(existd C, :x,y,z € C, neaparat distincte astfel ca x+y =z).

Solutie. Vom proceda in mod analog cu problema anterioara.
b =2,14+1=2 deci (1,1,2) este solutie.

Relatia de recurentd este b, =n-b,  +1.

Din relatie suntem inspirati la o primd concluzie: cel putin N =5, , +1
numere sunt in aceeasi multime C; a partitiei. Fie ele

I<g<a,<...<ay,
si sd consideram diferentele
I<o,—a<a,—-a,<...<ay,—aq

in numar de b, ,.

Daca una din aceste diferente ar fi in C; problema este rezolvata.
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Dacdanu, cum b, , =(n—-1)b, , +1 cel putin b, , +1 sunt in C,.

Fie ele 1<f <pf,<...<p, ., si consideram cele b, , diferente

,Bz _ﬂ1 <ﬂ3 _ﬂz <... <:an,2+1 _:Br

Daca nu ar fi in C; s-a terminat (solutie in ()

Daca nu ar fi in C(C;, din nou s-a terminat caci
Bi—pB,=(a,—ay)—(a, —a) =, —a, (solutie in ().

Dupa n pasi ajungem la b, =2 elemente (diferente) din care daca unul
este in multimile C,,...,C, , s-a terminat. Daca ambele sunt in C, oriunde ar fi
diferenta lor avem o solutie in aceastd multime.

Avem: b, =5, b, =16, b, =65, b, =326, b, =1957 <1978.

Pentru n =6 Olimpiada Internationald de Matematica, Bucuresti 1978
s-a dat problema: Membrii unei Societdti Internationale fac parte din 6 tari.
Lista membrilor contine 1978 de nume, numerotate de la 1 la 1978. Sa se arate
ca existd un membru care are numarul de ordine egal cu suma numerelor de
ordine a doi compatrioti (sau dublul unuia).

Observatii. a) In limbajul partitiilor lui [J , problema afirma ca ecuatia

x+y =z este n-normald pentru orice nell , deci este o ecuatie normali.
Metoda de rezolvare a fost data de I. Schur.
b) Intre problemele R.13.2.4 si R.13.2.5 din relatia a, =1+b, se

intrevede o legaturd. Solutia problemei R.13.2.5 s-ar putea obtine din cea a
problemei 13.2.4.
Daca {1,2,...,b,} =M, UM,U...UM, consideram in plan punctele

Ay, A4, 4,,...,4, (a, puncte) oricare trei necoliniare §i colordm segmentul
[4,4;] cu culoarea Cj corespunzatoare multimii M in care se afld numarul
li—jlefl,2,....b,}.

Faptul ca un triunghi 4,4, 4, este monocolor este echivalent cu faptul ca
numerele x=j—i, y=k—j $i z=k—i sunt In aceeasi multime si atunci ele
verificd ecuatia x+y =z.

R14.2.6. Sa se arate ca oricum am partitiona planul Tn » multimi, exista patru
puncte in aceeasi multime care sunt varfurile unui dreptunghi.

Solutie. Consideram reteaua laticeald. Pe dreapta y=0 avem o
infinitate de noduri, dintre care o infinitate Tn aceeasi multime a partitiei C).
Consideram nodurile de deasupra lor situate pe dreapta y =1, daca doua din
ele ar fi in C; s-a format dreptunghi in Cj, daca nu ramanem cu o infinitate de
puncte de pe dreapta y =1, aflatd in C,, deasupra unor puncte de pe dreapta
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v =0, din Cj. Consideram nodurile de deasupra acestora pe dreapta y=3, o
infinitate sunt in C;. Rationand inductiv ajungem pe dreapta y=n cu o
infinitate de puncte in una din multimile C,,C,,...,C,. Daca acesta este C; se
formeaza dreptunghi cu varfurile in C; (doud noduri pe dreapta y =n si doud
noduri pe dreapta y =k —1).

R14.2.7. Varturile unui poligon regulat sunt colorate 2x in rosu si 2z in negru.
Sa se arate ca existd doua poligoane cu (n+1) varfuri, unul nergru si unul rosu,
congruente.

Solutie. Ne imaginam cd am construit doud roti identice in care pe
cercurile de pe margine am ficut 4n giuri. In gaurile corespunzitoare punctelor
rosii avem cate o sursd de caldura iar in cele negre avem cartuse. Putem roti
roata de sus peste cea de jos, care rdmane fixa. Dacd se suprapune o gaura
negara peste una rosie atunci pusca un cartus. Este suficient sa aratdm ca exista
o rotatie la care se produc (n+1) puscaturi.

Avem 4n—1 rotatii si fiecare punct negru ajunge peste fiecare punct
2

rosi, in total avem 2nx2n = 4n” puscituri. Deoarece

> n, exista o rotatie
4n—-1

la care se produc (n+1) puscaturi.
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