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OBIECTIVE DE REFERINŢĂ  
ŞI EXEMPLE  DE ACTIVITĂŢI DE ÎNVĂŢARE 

          
  1. Cunoaşterea şi înţelegerea conceptelor, a terminologiei şi a procedurilor de calcul 
 
            Obiective de referinţă 
 La sfârşitul clasei a VII-a elevul va fi 
capabil 
 
1.1.să utilizeze noţiuni de logică şi teoria 
mulţimilor 
 
 
 
 
1.2.să utilizeze metode şi principii 
adecvate în rezolvarea problemelor 
 
 
 
 
 
 
 
 
1.3.să rezolve ecuaţii prin diferite metode 
şi să utilizeze ecuaţii şi inecuaţii în 
rezolvarea problemelor  
 
 
 
 
 
1.4.să utilizeze noţiuni de divizibilitate 
 
 
 
1.5.să efectueze calcule cu numere reale 
 
 

 

   Exemple de activităţi de învăţare  
 Pe parcursul clasei a VII-a se 
recomandă următoarele activităţi : 
 
-rezolvarea unor probleme folosind 
proprietăţi comune oricărei partiţii 
-exerciţii de determinare a numărului de 
elemente al unor mulţimi folosind 
principiul includerii şi excluderii 
 
-rezolvarea unor probleme de maxim şi 
minim 
-rezolvări de probleme folosind principiul 
invariantului 
-probleme care se rezolvă folosind 
principiul lui Diriclet 
-probleme de numărare 
-probleme folosind principiul parităţii 
-probleme de ordonare 
 
-rezolvarea ecuaţiilor care conţin modul şi 
parte întreaga 
-folosirea inegalităţilor mediilor în 
rezolvarea unor inegalităţi sau a unor 
inecuaţii 
-rezolvări de ecuaţii diofantice (în 
mulţimea numerelor întregi) 
 
-rezolvarea unor probleme folosind 
noţiuni de divizibilitate, congruente 
modulo n 
 
-exerciţii de calcul a unor sume folosind 
diferite metode 
-compararea, ordonarea şi reprezentarea 
pe axa a unor numere reale 
-calcularea valorii unor expresii 
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1.6.să rezolve problemele puse la alte 
discipline folosind metode matematice 
 
1.7.să utilizeze metode, axiome, leme, 
teoreme şi relaţii geometrice în 
demonstrarea problemelor  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1.8.să recunoască şi să utilizeze în 
demonstraţii proprietăţile unor figuri 
geometrice sau a unor linii importante în 
triunghi 

-rezolvarea problemelor de geometrie 
plana care îşi au originea în fizica 
 
-rezolvarea problemelor de concurenta şi 
coliniaritate folosind teoreme 
reprezentative : Menelaos, Van Aubel, 
Ceva 
-calculul lungimilor liniilor importante în 
triunghi 
-calculul ariilor unor figuri geometrice şi 
aplicarea metodei areolare în 
demonstrarea unor probleme 
-rezolvarea problemelor folosind relaţii 
trigonometrice 
 
-demonstrarea unor inegalităţi geometrice 
-construcţii de figuri geometrice  
-determinarea locurilor geometrice 
remarcabile şi rezolvarea problemelor de 
loc geometric 
 

 
 
2.Dezvoltarea capacităţii de a emite judecăţi de valoare pentru rezolvarea proble-
melor inventiv şi euristic-creative 
 
 
             Obiective de referinţă 
 La sfârşitul clasei a VII-a elevul va fi 
capabil : 
2.1.să analizeze, să elaboreze un plan de 
rezolvare şi să rezolve probleme dificile 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2.2.să formuleze probleme echivalente cu 
o problema data modificând părţi ale 
ipotezei şi/ sau ale concluziei 

 
   Exemple  de activităţi de învăţare  
 Pe parcursul clasei a VII-a se recomanda 
următoarele activităţi : 
-analizarea ipotezei, concluziei şi 
înţelegerea problemei 
-alegerea metodei de abordare a rezolvării 
problemei 
-rezolvarea problemei şi verificarea 
rezultatului 
-analiza rezolvarii  
-verificarea redundantei unor ipoteze şi 
încercări de eliminare ale unor cerinţe 
(părţi ) din ipoteza 
 
-formulări de probleme prin extragerea 
unor cazuri particulare sau prin 
generalizare 
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2.3.să identifice tehnici de lucru pentru 
clase de probleme 
 

 
-identificarea unor tehnici de lucru 
valabile pentru clase de probleme 
-analizarea eficienţei metodei 

 
 
3.Dezvoltarea capacităţii de a face conexiuni cognitive în cadrul disciplinei şi a ariei 
curriculare 
 
 

Obiective de referinţă 
 La sfârşitul clasei a VII-a elevul va fi 
capabil : 

 
3.1.să utilizeze raţionamente inductive în 
rezolvarea problemelor din domeniile 
studiate 
3.2.să-şi formeze o gândire creativă şi 
divergentă  
 
 

 
Exemple  de activităţi de învăţare 

 Pe parcursul clasei a VII-a se recomandă 
următoarele activităţi 
 
-folosirea intuiţiei şi perspicacităţii în 
alegerea modului de abordare a unei 
probleme 
 -combinarea elementelor cunoscute şi 
crearea altora noi  
-rezolvarea unor probleme teoretice 
complexe prin stabilirea unor relaţii între 
cunoştinţe 

 
 
4.Dezvoltarea capacităţii de a comunica utilizând limbajul matematic 
 
               Obiective de referinţă 
   La sfârşitul clasei a VII-a elevul va fi 
capabil : 
 
4.1.să folosească terminologia specifica 
matematicii 
4.2.să discute avantajele şi dezavantajele 
utilizării unei anumite tehnici de abordare 
a unei probleme 
 
 

Exemple  de activităţi de învăţare 
   Pe parcursul clasei a VII-a se 
recomanda următoarele activităţi : 
 
-redactarea matematica a unui text 
folosind scrierea specifica 
-citirea unui text scris matematic şi 
interpretarea lui 
-discutarea argumentelor folosirii unei 
anume metode de rezolvare 
-descrierea etapelor de rezolvare 
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5. Dezvoltarea interesului şi a motivaţiei pentru studiul şi aplicarea matematicii în 
contexte variate 

 

Obiective de referinţă 
   La sfârşitul clasei a VII-a elevul va fi 
capabil : 
 
5.1.să sesizeze importanta noţiunilor de 
geometrie în rezolvarea unor probleme 
concrete 
5.2.să manifeste ingeniozitate pentru 
găsirea de soluţii noi  
5.3.să manifeste interes pentru folosirea 
tehnologiilor informaţiei în studiul 
matematicii 

Exemple  de activităţi de învăţare 
   Pe parcursul clasei a VII-a se 
recomanda următoarele activităţi 
 
-transpunerea unor probleme din limbaj 
uzual în limbajul geometriei , rezolvarea 
lor şi interpretarea rezultatelor 
-abordarea unor probleme la moda în 
concursurile şcolare 
 -utilizarea unor soft-uri pentru învăţarea 
matematicii; explorarea internetului 
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CONŢINUTURI 
 
 

              ALGEBRĂ 
 
1.Mulţimi 
     1.1.Partiţii 
     1.2.Principiul includerii şi excluderii 
 2.Congruente. Aplicaţii la rezolvarea problemelor de divizibilitate 
 3.Principiul parităţii 
 4.Principiul invariantului 
 5.Metoda reducerii la absurd 
 6.Probleme de numărare. Principiul lui Diriclet 
 7.Ecuatii în Z. Ecuaţii diofantice 
 8.Modulul unui număr real. Ecuaţii cu module 
 9.Partea întreagă a unui număr real. Ecuaţii cu parte întreagă 
10.Inegalităţi 
11.Probleme de ordonare 
12.Rezolvarea ecuaţiilor şi inecuaţiilor cu ajutorul inegalităţii mediilor 
13.Probleme de maxim şi minim  
14.Puncte laticiale 
             
 
                  GEOMETRIE  
 
1.Relatii metrice în triunghi 
      1.1.Teoreme ale bisectoarelor    
      1.2.Teorema lui Pitagora generalizata 
      1.3.Teorema lui Stewart 
      1.4.Teorema lui Van Aubel în triunghiul dreptunghic 
      1.5.Lungimile bisectoarelor interioare 
      1.6.Lungimile înălţimilor 
      1.7. Teorema medianei 
      1.8. Teorema lui Lebniz 
      1.9. Teoreme de concurenta şi coliniaritate 
      1.10. Teorema sinusurilor 
      1.11. Teorema cosinusului 
 2.Inegalitati geometrice 
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 3.Locuri geometrice 
 4.Patrulatere inscriptibile şi circumscriptibile 
 5.Constructii geometrice 
 6.Figuri echivalente 
 7.Metoda areolara 
 8.Triunghiuri speciale 
      8.1.Triunghiul ortic  
      8.2 Triunghiul tangenţial 
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ALGEBRĂ 
 
 1. Mulţimi 
 
 1.1. Partiţiile unei mulţimi 
 
 Definiţia  1.1.1. Se numeşte partiţie a unei mulţimi A o mulţime de submulţimi 
nevide ale lui A, disjuncte două câte două, a căror reuniune este mulţimea A. 
 
 
Probleme rezolvate 
 
  R1.1.1. Pentru mulţimea A={1,2,3} există partiţiile:  

1) {1}, {2}, {3}; 2) {1}, {2,3}; 3) {2}, {1,3}; 4) {3}, {1,2}. 
  R1.1.2. Fie A={a,b,c,d}. Avem partiţiile:  
 1) {a}, {b}, {c}, {d}; 2) {a}, {b,c,d}; 3) {b}, {a,c,d}; 4) {c}, {a,b,d}, 5) {d}, 
{a,b,c}; 6) {a,b}, {c}, {d}; 7) {a,c}, {b}, {d}; 8) {a,d}, {b}, {c}, 9) {b,c}, {a}, {d}; 
10) {c,d}, {a}, {b}; 11) {b,d}, {a}, {c}, 12) {a,b}, {c,d}; 13) {a,c}, {b,d}; 14) {a,d}, 
{b,c}. 
 Mulţimea submulţimilor unei mulţimi nu reprezintă o partiţie, deoarece nu 
toate submulţimile sunt disjuncte. 
 Mulţimea submulţimilor unei mulţimi A se numeşte mulţimea părţilor mulţimii 
A şi se notează P(A). 
 Dacă o mulţime A are n elemente (n∈N) atunci P(A) are 2n elemente. 
  R1.1.3. Să se determine numărul submulţimilor 

A={a,b,c,d}⊂{1,2,...,102} 
cu proprietatea că a+b=c+d=102. 
 Soluţie. Presupunem că a<b<c<d. Atunci perechile cu suma 102 sunt: (1,101), 
(2,100), (3,99),..., (49,53), (50,52). Perechii (1,101) îi corespund 49 de perechi: 
(2,100), (3,99),..., (50,52). Perechii (2,100) îi corespund 48 de perechi: (3,99), 
(4,98),..., (50,52). Numărând analog obţinem pentru perechea (49,53) perechea (50,52). 
Numărul cerut este:  

12252549
2
504912...474849 =⋅=
⋅

=+++++ . 

  R1.1.4. Fie mulţimea A={1,2,3,...,998,999}.  
Care este cel mai mic număr de submulţimi în care poate fi partiţionată 

mulţimea A astfel încât dacă într-o submulţime se află 2x cu x∈N*, în acea submulţime 
să nu se mai afle (2x)y cu y natural diferit de zero şi unu. 
 Soluţie. Puterile naturale 2x cu x≠0 mai mici ca 999 sunt 21, 22, 23, 24, 25, 26, 
27, 28, 29. Dacă fiecare din aceste elemente sunt în submulţimi disjuncte atunci 2x nu 
este în aceeaşi submulţime cu (2x)y, dar nu este satisfăcută condiţia de minim (de 
exemplu 22, 23, 25, 27 pot fi în aceeaşi submulţime – orice putere cu exponent natural 
diferit de zero şi unu a acestor numere nu are ca rezultat pe unul din ele). 
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 Vom construi un model care să realizeze minimul cerut, având în vedere că 
submulţimea ce-l conţine pe 2 să nu mai conţină şi altă putere a sa; în submulţimea în 
care se află 22 să nu se mai afle altă putere a lui 22, în submulţimea în care se află 23 să 
nu se mai afle o altă putere a lui 23, etc. Atunci A1={1,2,3}, fiindcă 4=22∉A1. 
 A2={4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15}. A2 poate conţine elementele 4 şi 8 
deoarece 8=23≠(22)y dar nu poate să conţină pe 16 deoarece 16=(22)2. 
 A3={16,17,18,...,254,255}. A3 nu-l poate conţine pe 256=(24)2, dacă îl conţine 
pe 16=24. Şi în sfârşit A4={256,257,...,998,999}. 
 Deci numărul minim de submulţimi care satisfac ipoteza este 4, şi am dat un 
model de realizare. Evident soluţia nu este unică. 
  R1.1.5. Partiţionaţi mulţimea A={1,2,3,4,...,49} în şapte submulţimi disjuncte, 
astfel încât suma elementelor fiecărei submulţimi să fie aceeaşi. 
 Soluţie. Mulţimea A are 49 de elemente. Din fiecare element scădem 

25
2

149
=

+
 pentru a obţine o mulţime ce are suma elementelor 0, adică 

}24,23,22,...,2,1,0,1,...,22,23,24{*
1 −−−−=A . Această mulţime se poate partiţiona. 

Din *
1A  extragem şapte submulţimi disjuncte de câte trei elemente, cu suma 

elementelor zero. Fie aceste submulţimi B1, B2, B3, B4, B5, B6, B7, cu B1={24,-7,-17}, 
B2={-24,7,17}, B3={20,-5,-15}, B4={-20,5,15}, B5={16,-3,-13}, B5={-16,3,13}, B7={-
1,0,1}. 
 Elementele rămase sunt şapte cvadruple de numere întregi, egale în valoare 
absolută două câte două, dar de semne contrare:  

(-2,-4,2,4), (-6,-8,6,8), (-9,-10,9,10), (-11,-12,11,12), 
(-14,-18,14,18), (-19,-21,19,21), (-22,-23,22,23). 

 Ataşăm acestea submulţimilor B1, B2, B3, B4, B5, B6, B7 şi obţinem: 
A1={24,-7,-17,-2,-4,2,4}, A2={-24,7,17,-6,-8,6,8},  
A3={20,-5,-15,-9,-10,9,10}, A4={-20,5,15,-11,-12,11,12} 
A5={16,-3,-13,-14,-18,14,18}, A6={-16,3,13,-19,-21,19,21} 
A7={-1,0,1-22,-23,22,23} 
 Adunând 25 la fiecare element al mulţimilor A1, A2, A3, A4, A5, A6, A7 
obţinem: 
C1={49,18,8,23,21,27,29}, C2={1,32,42,19,17,31,33}, 
C3={45,20,10,16,15,34,35}, C4={5,30,40,14,13,36,37}, 
C5={9,28,38,6,4,44,46}, C6={24,25,26,3,2,47,48}. 
 Mulţimile C1, C2, C3, C4, C5, C6, C7 sunt disjuncte şi fiecare are suma 
elementelor 175. 
  R1.1.6. Să se cerceteze dacă există numere naturale n astfel încât mulţimea 
A={n,n+1,n+2,n+3,n+4,n+5} să poată fi împărţită în două submulţimi disjuncte cu 
proprietatea că produsul tuturor elementelor uneia dintre acestea să fie egal cu produsul 
tuturor elementelor celeilalte submulţimi. 
 Soluţie. Pentru n=0 problema nu are soluţie. 
 Problema nu are soluţie dacă cel puţin un element al mulţimii A se divide cu 
un număr prim mai mare sau egal cu 7. Fiindcă mulţimea are cele şase elemente 
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numere consecutive, dacă unul din acestea se divide cu un număr prim mai mare sau 
egal cu 7 nu va mai exista în mulţimea A un alt element divizibil cu un număr prim mai 
mare sau egal cu 7. Cum A conţine şase numere naturale consecutive, cel puţin unul 
este divizibil cu 5. Dacă există numai un element divizibil cu 5 problema nu are 
soluţie. Trebuie să existe două elemente divizibile cu 5. Acestea pot fi numai n+5 şi n. 
Deci n este multiplu de 5. Elementele n şi n+5 trebuie să facă parte din submulţimi 
diferite. Să observăm că produsul a două dintre elementele mulţimii A este mai mare 
decât fiecare dintre celelalte elemente ale mulţimii. Este suficient să arătăm că produsul 
cel mai mic este mai mare decât cel mai mare dintre elementele rămase, adică 
n(n+1)>n+5 ⇔ n2-5>0. Această diferenţă este pozitivă pentru orice n≥5, n∈N. 
 Rezultă că produsele care ar putea îndeplini cerinţa problemei trebuie cu 
necesitate să conţină câte trei şi numai câte trei factori. Avem situaţiile: 
 a) (n+1)(n+2)(n+5) şi n(n+3)(n+4) 
 b) (n+1)(n+3)(n+5) şi n(n+2)(n+4) 
 c) (n+1)(n+4)(n+5) şi n(n+2)(n+3) 
 d) (n+2)(n+4)(n+5) şi n(n+1)(n+3) 
 e) (n+2)(n+3)(n+5) şi n(n+1)(n+4) 
 f) (n+3)(n+4)(n+5) şi n(n+1)(n+2). 
 În situaţia a) avem: 

(n+1)(n+2)(n+5)=n(n+3)(n+4) ⇔ n3+7n2+12n=n3+8n2+17n+10 ⇔ 
n2+5n+10=0, 

relaţie imposibilă pentru n≥5, n∈N. 
 Situaţiile b), c), d), e), f) nu sunt posibile pentru că fiecare dintre factorii 
primului produs sunt mai mari decât factorul corespunzător din cel de-al doilea produs. 
Deci produsul din membrul stâng este mai mare decât cel din membrul drept. 
 Deci nu există nici un număr natural care să satisfacă enunţul problemei. 
 
 
 1.2. Principiul includerii şi excluderii 
 
 Fie A o mulţime finită cu n elemente. 
 Notăm cu CardA cardinalul (numărul de elemente) mulţimii A. 
 Teorema  1.2.1 (principiul includerii şi excluderii). Fie A, B, C mulţimi 
finite şi CardA, CardB, CardC numărul elementelor acestor mulţimi. 
 Cardinalul mulţimilor A∪B, A∪B∪C este dat de relaţiile: 

Card(A∪B)=CardA+CardB-Card(A∩B)                     (1) 
Card(A∪B∪C)=CardA+CardB+CardC-Card(A∩B)- 

-Card(A∩C)-Card(B∩C)+Card(A∩B∩C).                    (2) 
Relaţiile (1) şi (2) sunt cazuri particulare (pentru n=2 şi n=3) ale formulei lui 

Boole-Sylvester, care va fi studiată mai târziu. 
 Să arătăm relaţia (1): Numărul elementelor din reuniunea mulţimilor A şi B 
este egal cu suma numerelor elementelor din A şi B, din care se scade numărul 
elementelor comune mulţimilor A şi B, care au fost numărate de două ori. 
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 A∪B este reuniunea mulţimilor disjuncte A şi B\(A∩B), iar B este reuniunea 
mulţimilor disjuncte B\(A∩B) şi A∩B. 
 Din Card(A∪B)=CardA+Card(B\(A∩B)) şi  
  CardB=Card(B\(A∩B))+Card(A∩B) obţinem: 
Card(A∪B)=CardA+CardB-Card(A∩B), adică tocmai relaţia (1). 
 
 
 

 Pentru relaţia (2) folosiţi diagrama şi observaţi că adunând cardinalele 
CardA+CardB+CardC şi comparând cu Card(A∪B∪C), trebuie scăzute cardinalele 
Card(A∩B), Card(B∩C), Card(A∩C), dar atunci se pierde şi Card(A∩B∩C) şi de 
aceea trebuie adunat Card(A∩B∩C). 
 Vom prezenta în continuare câteva probleme care folosesc în rezolvare acest 
principiu. 
  R1.2.1. Elevii unei clase joacă fotbal sau baschet: 19 joacă fotbal, 24 joacă 
baschet şi 16 practică ambele jocuri. Câţi elevi sunt în clasă? 
 Soluţie. Aplicăm principiul includerii şi excluderii. Fie F mulţimea elevilor ce 
joacă fotbal, B – mulţimea elevilor ce joacă baschet. Atunci CardF=19, CardB=24, 
Card(F∩B)=16,  

Card(F∪B)=CardF+CardB-Card(A∩B)=19+24-16=43-16=27. 
 Deci numărul elevilor din clasă este 27. 
  R1.2.2. Din cei 1000 de elevi ai unei şcoli 506 participă la olimpiada de limba 
română, 460 participă la olimpiada de fizică şi 442 participă la olimpiada de 
matematică. Dintre aceştia 160 participă la olimpiadele de limba română şi fizică, 162 
participă la olimpiadele de fizică şi matematică şi 131 participă la olimpiadele de limba 
română şi matematică. Câţi dintre elevii şcolii participă la toate cele trei olimpiade. 
 Soluţie. Aplicăm principiul includerii şi excluderii (relaţia (2)). 
 Fie R – mulţimea elevilor ce participă la olimpiada de limba română, F – 
mulţimea elevilor ce participă la olimpiada de fizică, iar M – mulţimea elevilor ce 
participă la olimpiada de matematică. Atunci CardR=506, CardF=460, CardM=442, 
Card(R∩F)=160, Card(F∩M)=162, Card(R∩M)=131, Card(R∪F∪M)=1000. 
 Folosim relaţia (2) şi obţinem: 

Card(R∪F∪M)=CardR+CardF+CardM-Card(R∩F)- 
-Card(R∩M)-Card(F∩M)+Card(R∩F∩M), 

deci 1000=506+460+442-160-131-162+Card(R∩F∩M), de unde Card(R∩F∩M)=45. 
Deci 45 de elevi din şcoală participă la câte trei olimpiade. 

 

A B

A B∪

BA ∩
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 Principiul includerii şi excluderii permite rezolvarea simplă a unor probleme 
de divizibilitate. 
  R1.2.3. Aflaţi numărul numerelor naturale mai mici sau egale cu 500 care sunt 
divizibile cu 2, 3 sau 5. 
 Soluţie. Fie A mulţimea numerelor naturale nenule mai mici sau egale cu 500 
divizibile cu 2, B – mulţimea numerelor naturale mai mici sau egale cu 500 divizibile 
cu 3, iar C – mulţimea numerelor naturale mai mici sau egale cu 500 divizibile cu 5. 
Numerele divizibile cu 2, mai mici sau egale cu 500 sunt: 2, 4, 6, 8,..., 500. 
 Vom folosi partea întreagă fiindcă la împărţiri ne interesează numai câturile nu 
şi resturile. Atunci  

250
2

500CardA =



= , 166

3
500CardB =



= , 100

5
500CardC =



= , 

82
6

500B)Card(A =



=∩ , 33

15
500C)Card(B =



=∩ , 

50
10
500C)Card(A =



=∩ , 16

30
500C)BCard(A =



=∩∩  

Din Card(A∪B∪C)=CardA+CardB+CardC-Card(A∩B)- 
-Card(A∩C)-Card(B∩C)+Card(A∩B∩C) obţinem Card(A∪B∪C)=367. 
 Acum putem afla şi numărul numerelor naturale nenule mai mici sau egale cu 
500 care nu sunt divizibile cu 2, nici cu 3, nici cu 5. Acestea sunt în număr de 500-
267=233. 
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 2. Congruenţe în Z. Aplicaţii la rezolvarea problemelor de divizibilitate 
 
 Definiţia  2.1. Două numere întregi a şi b se numesc congruente modulo n, n 
fiind un număr întreg, dacă n divide pe a-b, adică n|(a-b). 
 Numărul n se numeşte modulul relaţiei de congruenţă. În loc de a scrie n|(a-b), 
se scrie a≡b(mod n) şi citim: a este congruent cu b modulo n. 
 Proprietăţi ale relaţiei de congruenţă în Z 
  2.1.1. Relaţia de congruenţă este reflexivă, adică a≡a(mod n), oricare ar fi 
numărul întreg a, când modulul n este dat. (Orice număr întreg (diferit de zero) este 
congruent cu el însuşi modulo n). 
 Avem n|0, dar a-a=0, deci n|(a-a), adică a≡a(mod n). 
  2.1.2. Relaţia de congruenţă este simetrică, adică dacă a≡b(mod n), atunci 
b≡a(mod n). 
 Faptul că a≡b(mod n) înseamnă că n|(a-b). 
 Folosind proprietăţile relaţiei de divizibilitate obţinem n(-1)(a-b), deci n|(b-a), 
adică b≡a(mod n). 
  2.1.3. Relaţia de congruenţă este tranzitivă, adică dacă a≡b(mod n) şi b≡c(mod 
n), atunci a≡c(mod n). 
 Faptul că a≡b(mod n) înseamnă că n|(a-b), iar b≡c(mod n) înseamnă că m|(b-c).  
 Folosind proprietăţile relaţiei de divizibilitate obţinem n|[(a-b)+(b-c)], deci 
n|(a-c), de unde a≡c(mod n). 
 Relaţia de congruenţă în raport cu un modul dat n fiind reflexivă, simetrică şi 
tranzitivă este o relaţie de echivalenţă. 
  2.1.4. i) Două relaţii de congruenţă în raport cu un acelaşi modul se adună 
membru cu membru, adică: dacă a≡b(mod n) şi c≡d(mod n) atunci: 

a+c≡b+d(mod n). 
 ii) Două relaţii de congruenţă în raport cu acelaşi modul se scad membru cu 
membru, adică dacă a≡b(mod n) şi c≡d(mod n) atunci 

a-c≡b-d(mod n). 
 iii) Într-o relaţie de congruenţă se poate trece un număr întreg dintr-un membru 
în altul al relaţiei de congruenţă cu semnul schimbat, adică dacă a≡b+c(mod n), atunci 
a-c≡b(mod n). 
 
 i) Deci a≡b(mod n) înseamnă că n|(a-b), iar c≡d(mod n) înseamnă  
n|(c-d). Folosind proprietăţile relaţiei de divizibilitate obţinem n|[(a-b)+(c-d)] sau 
n|[(a+c)-(b+d)], de unde a+c≡b+d(mod n). 
 ii) Din a≡b(mod n) şi c≡d(mod n) obţinem n|(a-b) şi n|(c-d), de unde n|[(a-b)-
(c-d)], sau n|[(a-c)-(b-d)], deci a-c≡b-d(mod n). 
 iii) Din a≡b+c(mod n) obţinem n|[a-(b+c)], deci n|[(a-c)-b], adică  
a-c≡b(mod n). 
  2.1.5. i) Două relaţii de congruenţă în raport cu acelaşi modul n se pot înmulţi 
membru cu membru, adică dacă a≡b(mod n) şi c≡d(mod n), atunci a⋅c≡b⋅d(mod n). 
 ii) Ambii membri ai unei relaţii de congruenţă se pot înmulţi cu orice număr 
întreg diferit de zero, adică: 
Dacă a≡b(mod n) atunci a⋅c≡b⋅c(mod n), oricare ar fi numărul întreg c nenul. 
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 iii) Ambii membri ai unei relaţii de congruenţă se pot înmulţi cu orice număr 
întreg nenul, înmulţind în acelaşi timp şi modulul, adică: 
Dacă a≡b(mod n), atunci a⋅c=b⋅(mod n⋅c), oricare ar fi numărul întreg c nenul. 
 Demonstraţie. i) Din a≡b(mod n) obţinem n|(a-b), iar din c≡d(mod n) obţinem 
că n|(c-d). Folosind proprietăţile relaţiei de divizibilitate avem: n|[c(a-b)+b(c-d)], de 
unde n|(ac-bd) adică ac≡bd(mod n). 
 ii) Din a≡b(mod n) obţinem n|(a-b), şi folosind proprietăţile relaţiei de 
divizibilitate, pentru orice număr întreg c avem: n|(a-b)c, deci n|(ac-bc), adică 
ac≡bc(mod n). 
 iii) Din a≡b(mod n) rezultă că n|(a-b). Folosind proprietăţile relaţiei de 
divizibilitate obţinem: nc|(a-b)c, pentru orice număr întreg c.  

Deci nc|(ac-bc), adică ac≡bc(mod nc). 
 2.1.6. Orice relaţie de congruenţă în raport cu un modul dat este în acelaşi 

timp o relaţie de congruenţă în raport cu orice modul care este un divizor al modulului 
iniţial, adică dacă a≡b(mod n) şi k|n, atunci a≡b(mod k). 
 Demonstraţie. Din a≡b(mod n) obţinem n|(a-b). Din k|n şi n|(a-b) obţinem k|(a-
b), deci a≡b(mod k). 
  2.1.7. Dacă un membru al relaţiei de congruenţă între două numere întregi se 
divide cu modulul, atunci şi celălalt membru al relaţiei de congruenţă se divide cu 
modulul, adică 
dacă a≡b(mod n) şi n|a, atunci n|b sau 
dacă a≡b(mod n) şi n|b, atunci n|a. 
 Demonstraţie. Din a≡b(mod n) obţinem n|(a-b). 
 Dacă n|a atunci n|[(-1)(a-b)+a], deci n|b. 
Dacă n|b atunci n|[(a-b)+b], deci n|a. 
  2.1.8. Două numere întregi oarecare sunt întotdeauna congruente în raport cu 
modulul 1 şi (-1), adică a≡b(mod 1) şi a≡b(mod (-1)) oricare ar fi numerele întregi a şi 
b nenule. 
 Demonstraţie. Fiindcă a,b∈Z şi atunci 1|(a-b), deci a≡b(mod 1), iar din -1|(a-b) 
obţinem a≡b(mod (-1)). 
 Relaţia de egalitate este un caz particular al relaţiei de congruenţă în cazul 
când modulul este zero şi reciproc. 
 
 
Probleme rezolvate 
 
  R2.1. Să se afle restul împărţirii numărului A=985⋅1275+970 la 11. 
 Soluţie. Avem: 985≡6(mod 11), 1275≡10(mod 11), 970≡2(mod 11). 
Atunci 985⋅1275+970≡(6⋅10+2)(mod 11)=62≡7(mod 11). 
 Restul împărţirii numărului A la 11 este 7. 
  R2.2. Să se afle restul împărţirii numărului B=46907⋅1578-1515 la 13. 
 Soluţie. Avem relaţiile:  

4690≡10(mod 13), 157≡1(mod 13), 151≡8(mod 13). 
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Atunci  
B=46907⋅1578-1515≡107⋅18-85(mod 13)=(107-85)(mod 13). 

 Fiindcă 103≡-1(mod 13),   82≡-1(mod 13) 
  106≡1(mod 13),   84≡1(mod 13) 
  107≡10(mod 13),   85≡8(mod 13) 
obţinem B≡=(107-85)(mod 13)≡(10-8)(mod 13)≡2(mod 13). 
 Deci restul împărţirii lui B la 13 este 2. 
  R2.3. Rezolvaţi în Z ecuaţiile: 
 a) 4x≡3x+2(mod 7); b) 5x+6≡3x+4(mod 6). 
 Soluţie. 4x≡3x+2(mod 7), rezultă că 4x-3x≡2(mod 7), rezultă că x≡2(mod 7) 
adică x=7k+2, unde k∈Z. 
 b) 5x+6≡3x+4(mod 6) rezultă că 2x+6≡4(mod 6), rezultă că  
2x≡-2(mod 6) deci x≡-1(mod 6), adică x=6k-1, k∈Z. 
  R2.4. Să se arate că pentru orice număr natural n, numărul 103n-1 se divide cu 37. 
 Soluţie. Fiindcă 1000=37⋅27+1, rezultă 1000≡1(mod 37).  
Deci 103n≡1n(mod 37)≡1(mod 37), adică 103n-1 se divide cu 37. 
  R2.5. Să se demonstreze că numărul N=7+73+75+77+...+795 se divide cu 336. 
 Soluţie. Avem 336=7⋅48 (numere prime între ele). Dăm factor comun pe 7 şi 
obţinem: N=7⋅(1+72+74+76+...+794), deci 7|N. Trebuie să mai arătăm că 48 divide pe 
1+72+74+76+...+794.  
Dar 1+72+74+76+...+794=490+491+492+493+...+4947. Fiindcă 49≡1(mod 48), obţinem: 

)48(mod01...1149...494949
ori de 48

47210 ≡+++=++++ 43421  

Deci N se divide cu 7 şi 48 (prime între ele) atunci se divide cu 7⋅48=336. 
  R2.6. Să se găsească n∈N, astfel încât numărul A=nn+1+(n+1)n să fie divizibil 
prin 3. 
 Soluţie. Un număr împărţit la 3 poate da unul din resturile: 0, 1, 2. Avem 
situaţiile: 
 i) n≡0(mod 3); ii) n≡1(mod 3); iii) n≡2(mod 3). 
 
 i) În primul caz din n≡0(mod 3) obţinem nn+1≡0(mod 3). Din n≡0(mod 3) 
obţinem n+1≡1(mod 3) şi atunci (n+1)n≡1n(mod 3), deci (n+1)n≡1(mod 3). 
 Deci )3(mod0/)3(mod11)(nn n1n ≡≡+++ . 
 ii) Din n≡1(mod 3), rezultă nn+1≡1n+1(mod 3) şi deci nn+1≡1(mod 3). 
 Din n≡1(mod 3) obţinem n+1≡2(mod 3), rezultă că 
(n+1)n≡2n(mod 3)≡(-1)n(mod 3). Deci nn+1+(n+1)n≡[1+(-1)n](mod 3), rezultă că n 
trebuie să fie impar şi cum n≡1(mod 3) rezultă că n=6k+1. 
 ii) Pentru n≡2(mod 3) obţinem nn+1≡2n+1(mod 3)≡(-1)n+1(mod 3). 
Din n≡2(mod 3) rezultă că n+1≡0(mod 3) şi deci (n+1)n≡0(mod 3). 
Atunci )3(mod0/)3(mod)1(1)(nn 1nn1n ≡−≡++ ++ . 
 În concluzie avem n=6k+1. 
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 3. Principiul parităţii 
 
 Multe probleme elementare, care de care mai neaşteptate, folosesc noţiunea de 
paritate. 
 Principiul parităţii constă în separarea cazurilor pare şi impare dintr-o situaţie. 
Regulile parităţii: 
 - suma a două numere pare este un număr par 
 - suma a două numere impare este un număr par 
 - suma dintre un număr par şi altul impar este un număr impar 
 - produsul dintre un număr par şi un număr impar este un număr par 
 - produsul a două numere pare este un număr par 
 - produsul a două numere impare este un număr impar. 
 
 
Probleme rezolvate 
 
  R3.1. Fie 2, >∈ nn N .  

 Demonstraţi că numărul fracţiilor ireductibile din mulţimea 






 −

n
n

nnn
1,...,3,2,1  

este par. 

 Soluţie. Să arătăm că dacă fracţia 
n
k

 este ireductibilă, atunci şi fracţia 
n
kn −

 

este ireductibilă. Dacă fracţia 
n
k

 este ireductibilă atunci k şi n sunt prime între ele. 

 Să demonstrăm că şi n-k şi n sunt prime între ele. Folosim metoda reducerii la 
absurd. Presupunem că există p≠1 astfel încât p|n şi p|(n-k), deci p|[n-(n-k)] adică p|k. 

Deci np |  şi kp | , adică n şi k nu sunt prime între ele, fals fiindcă 
n
k

 este ireductibilă. 

Să arătăm că fracţiile 
n
k

 şi 
n
kn −

 sunt diferite. Dacă am avea 
n
kn

n
k −
=  am obţine 

kn 2=  şi atunci 
k
k

n
k

2
=  nu ar mai fi ireductibilă. Deci 

n
kn

n
k −
≠ . Atunci numărul 

fracţiilor ireductibile din mulţimea dată este par. 
  R3.2. La olimpiada de matematică s-au întâlnit n elevi, dar nu fiecare a dat 
mâna cu toţi ceilalţi. Să se arate că numărul elevilor care au dat mâna de un număr 
impar de ori este par. 
 Soluţie. Fie ix  numărul strângerilor de mână pe care le-a realizat elevul cu 
numărul de ordin i. Când un elev dă mâna cu un alt elev se realizează două strângeri de 
mână, deci numărul total al strângerilor de mână este par, adică 

sxxx n 2...21 =+++                                      (1) 
 Printre cei n elevi sunt k elevi care au realizat fiecare câte un număr par de 
strângeri de mână şi n-k elevi care au realizat fiecare câte un număr impar de strângeri 
de mână. 
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 Atunci (1) se mai poate scrie: 
sxxxxxx nkkk 2......

impare numerek -n

21

pare numerek 

''
2

'
1 =+++++++ ++ 444 3444 2144 344 21

 

 Suma alcătuită din k numere pare şi (n-k) numere impare este un număr par 
dacă şi numai dacă numărul numerelor impare este par, deci (n-k) este număr par. 
  R3.3. Determinaţi numerele reale 1221 ,...,, +naaa  ştiind că 

12... 12221 +=++++ + naaaa nn    şi   ||...|||| 1123221 aaaaaa n −==−=− +  
 Soluţie. Fie kaaaaaa n =−==−=− + ||...|||| 1123221 . Atunci 

kaa
kaa

kaa
kaa

n

nn

±=−
±=−

±=−
±=−

+

+

112

122

32

21

.................                                       (1) 

 Adunând membru cu membru relaţiile (1) obţinem: 
kkk ±±±±= ...0    sau   )1...1(0 ±±±= k                       (2) 

 Din (2) rezultă k=0 sau numărul din paranteză este zero. În paranteză având un 
număr impar de ±1 obţinem că numai k=0 convine. Atunci obţinem 

1... 1221 ==== +naaa . 
  R3.4. Ce condiţie trebuie să îndeplinească numărul natural n pentru ca să 
existe n numere naaa ,...,, 21  egale cu +1 sau –1, cu proprietatea că: 

0... 113221 =++++ − aaaaaaaa nnn                          (1) 

 Soluţie. Suma conţinând n termeni, pentru a avea loc (1) trebuie ca 
2
n

 termeni 

să fie 1 iar 
2
n

 termeni să fie –1. Deci este necesar ca n să fie par, adică n=2k, *N∈k . 

Condiţia nu este suficientă (exp. 21 =⇒= nk  şi deci 02 211221 ≠=+ aaaaaa ). 
 Vom calcula în două moduri produsul termenilor din (1) şi anume: 

1...))((...))(( 22
2

2
1113221 =⋅⋅=⋅⋅ − nnnn aaaaaaaaaaa                (2) 

 Ţinând seama că avem k termeni din (1) egali cu +1, iar 







2
nk  termeni egali 

cu –1 obţinem:  kk
nnn aaaaaaaa )1()1())((...))(( 113221 −⋅+=⋅⋅ −                 (3) 

 Din (2) şi (3) rezultă că kk )1()1(1 −⋅+= , adică trebuie ca k să fie par. Deci 
k=2l, *N∈l . Atunci llkn 4222 =⋅== . 
 În concluzie n trebuie să fie multiplu de 4. 
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 4. Principiul invariantului 
 
 Invariantul este o mărime, o relaţie, sau o proprietate care rămâne neschimbată 
în urma aplicării sau intervenţiei unei transformări. 
 Deci o situaţie iniţială este supusă în mod repetat unor transformări. De obicei 
se cere să se demonstreze că în urma acestor transformări nu se poate ajunge la o 
anumită formă. Aceasta se poate face alegând caracteristica obiectului care a fost supus 
transformării, adică "invariantul" transformării. Dacă în final obiectul nu posedă 
"invariantul" atunci el nu poate fi obţinut în urma transformărilor descrise. 
 
 
Probleme rezolvate 
 
  R4.1. Într-un sistem cartezian xOy  din punctul ),( yx  este permisă 
deplasarea într-unul din cele patru puncte: )1,1( −− yx , )1,1( +− yx , )1,1( −+ xx , 

)1,1( ++ yx . Demonstraţi că din punctul (0,0) nu se poate ajunge prin deplasări 
succesive în punctul (2003,2004). 
 Soluţie. Observăm că un punct ),( yx  având suma coordonatelor yx +  un 
număr par se poate deplasa într-un punct având suma coordonatelor tot pară: 
 I. )1,1( −− yx  are suma coordonatelor 2−+ yx  
 II. )1,1( +− yx  are suma coordonatelor yx +  
 III. )1,1( −+ xx  are suma coordonatelor x2  
 IV. )1,1( ++ yx  are suma coordonatelor yx ++2 . 
 Punctul (0,0) are suma coordonatelor 0, deci un număr par, el se poate deplasa 
succesiv în puncte cu aceeaşi paritate a sumei coordonatelor, deci nu se poate deplasa 
în punctul (2003,2004) care are suma coordonatelor impară. 
  R4.2. O cameră are dimensiunile podelei de 7m şi 10m. În cele patru colţuri 
ale camerei se aşează câte un dulap având baza pătrat cu latura de 1m. Să se arate că ce 
rămâne din suprafaţa podelei nu poate fi acoperită cu plăci dreptunghiulare de 
dimensiuni 3m×1m. 
 Soluţie. Se împarte camera într-o reţea de pătrate cu latura 1m pe care le 
vopsim în trei culori: roşu, alb, negru ca mai jos: 
RANRANRANR 
ANRANRANRA 
NRANRANRAN 
RANRANRANR 
ANRANRANRA 
NRANRANRAN 
RANRANRANR 
 Obţinem 24 de R, 23 de A, 23 de N. Eliminând colţurile rămân 20 de pătrăţele 
roşii, 23 de pătrăţele albe, 23 de pătrăţele negre. Dar oricum am aşeza o placă de 3×1 
ea acoperă un pătrăţel roşu, unul alb şi unul negru. Dacă s-ar putea acoperi suprafaţa cu 
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un număr întreg de plăci ar trebui să existe acelaşi număr de pătrăţele pentru fiecare 
culoare. 
  R4.3. Pe o tablă scriem numerele de la 1 la 4n-1 (n≥1, N∈n ).  
Printr-o operaţie înţelegem că ştergem două numere oarecare de pe tablă şi în locul lor 
scriem valoarea absolută a diferenţei celor două numere. Să se demonstreze că după 
4n-2 operaţii pe tablă rămâne un singur număr par. 
 Soluţie. La orice pas i, înainte de ştergerea a două numere x şi y, fie 1+iS  suma 
numerelor de pe tablă şi iS  suma numerelor de pe tablă după ştergerea numerelor x şi 
y. Atunci avem: 





≥
<

=−−+=−+ yxy
yxx

yxyxSS ii daca,2
daca,2

||1  

 Deci ii SS −+1  este totdeauna un număr par. Suma: 

nnnnn 2)14(
2

4)14(14...321 ⋅−=
⋅−

=−++++  

este un număr par, rezultă că 1S  este tot un număr par. Dar 1S  este ultimul număr de 
pe tablă. Deci pe tablă a rămas un număr par. 
  R4.4. Se consideră numerele 31,31,3 −+ . După un pas este permisă 
scrierea a noi trei numere, înlocuind fiecare din numerele date prin semisuma celorlalte 
două. Se poate efectua de câteva ori această operaţie, să se obţină tripletul 

32,32,2 −+ ? 
 Soluţie. În acest caz rămâne invariantă suma numerelor. Dacă x, y, z sunt 

numerele, atunci ele se înlocuiesc cu 
2

,
2

,
2

yxxzzy +++
, ce au suma  

zyxzyxzyzxyx
++=

++
=

+
+

+
+

+
2

)(2
222

 

 Suma numerelor iniţiale este 531313 =−+++ , iar suma numerelor 

finale este: 632322 =−+++ . Deci plecând de la numerele 31,31,3 −+  nu 

se poate ajunge la numerele 32,32,2 −+ . 
  R4.5. Considerăm numerele: 1, 2, 3,..., 2001. Alegem două numere x şi y din 

cele de mai sus şi le înlocuim cu 
yx

xyz
++

=
1

. Repetăm procedeul cu alte două 

numere, ş.a.m.d. Demonstraţi că după 2000 de paşi se obţine întotdeauna acelaşi număr 
(indiferent de modul în care luăm perechile). Care este acest număr? 

 Soluţie. Din 
yx

xyz
++

=
1

 obţinem xyyzxzz =++ , de unde avem 

xyxyzyzxzzxyz +=+++ , deci ⇔+=+++ )1()1()1( zxyxzxyz  
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)1()1)(1()1())(1( +=++⇔+=++ zxyyxzzxyzyzx , care se mai poate scrie 

z
z

xy
yx 1)1)(1( +

=
++

, deci 
zy

y
x

x 1111
+=

+
⋅

+
 sau  

zyx
111111 +=








+






 + .  

Dacă notăm cu nxxx ,...,, 21  numerele existente la un moment dat, atunci 
expresia 









+








+








+=

nxxx
E 11...1111

21

 

este invariantă. Dacă xeste ultimul număr, avem: 

x
11

2001
2002...

2
3

1
2

2001
11...

2
11

1
11 +=⋅=






 +






 +





 +  

 Deci 
x
112002 += , de unde 

2001
1

=x . 

  R4.6. Pe o tablă sunt scrise numerele: 1, 2, 3,..., 1986, 1987. La fiecare pas se 
şterg câteva numere şi se scrie restul dat de suma numerelor şterse la împărţirea cu 7. 
La un moment dat, au rămas pe tablă două numere, unul dintre ele fiind 987. Care este 
acel număr? 
 Soluţie. În acest caz invariantul este restul dat la împărţirea cu 7 de suma: 
1+2+3+...+1986+1987=1987⋅7⋅142, adică zero. 
 Dacă x este numărul cerut, rezultă că x+987 se divide cu 7, de unde x se divide 
cu 7. Fiindcă 987 nu poate fi restul la împărţirea cu 7, atunci x trebuie să fie acest rest 
şi deci 6≤x . Pentru că x se divide cu 7, rezultă 0=x . 
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 5. Metoda reducerii la absurd 
 
 Metoda reducerii la absurd este o metodă specifică de demonstraţie în 
matematică. La baza acestei metode stă una din legile fundamentale ale logicii clasice: 
legea terţului exclus, ce are următorul enunţ: 
 Din două propoziţii contradictorii una este adevărată, cealaltă falsă, iar a treia 
posibilitate nu există. 
 Legea terţului exclus nu ne precizează care din cele două propoziţii este 
adevărată şi care este falsă. 
 Când la două propoziţii contradictorii aplicăm legea terţului exclus este 
suficient să stabilim că una dintre ele este falsă pentru a deduce că cealaltă este 
adevărată. 
 Metoda reducerii la absurd constă în a admite în mod provizoriu, ca adevărată 
propoziţia contradictorie propoziţiei de demonstrat, apoi pe baza acestei presupuneri se 
deduc o serie de consecinţe care duc la un rezultat absurd, deoarece ele contrazic sau 
ipoteza problemei date sau un adevăr stabilit mai înainte. Mai departe raţionăm astfel: 
dacă presupunerea ar fi fost adevărată, atunci în urma raţionamentelor logic corecte ar 
fi trebuit să ajungem la o concluzie adevărată, deoarece am ajuns la o concluzie falsă, 
înseamnă că presupunerea noastră a fost falsă. Aceasta duce la concluzia că 
presupunerea făcută nu este posibilă şi rămâne ca adevărată concluzia propoziţiei date. 
 Metoda reducerii la absurd nu se reduce la propoziţia că "a demonstra o 
propoziţie este acelaşi lucru cu a demonstra contrara reciprocei ei", deoarece pot apărea 
şi situaţii în care nu se contrazice ipoteza ci o altă propoziţie (un rezultat cunoscut, o 
axiomă, o teoremă). Metoda reducerii la absurd se foloseşte atât în rezolvarea 
problemelor de calcul (de aflat) cât şi la rezolvarea problemelor de "demonstrat". 
Metoda este des utilizată în demonstrarea teoremelor reciproce, precum şi în 
demonstrarea teoremelor de unicitate. 
 
 
Probleme rezolvate 
 
 Vom prezenta câteva exerciţii şi probleme rezolvate în care folosim metoda 
reducerii la absurd. 
 
  R5.1. Suma a 12 numere naturale nenule este 77. Arătaţi că printre ele se află 
cel puţin două numere egale. 
 Soluţie. Presupunem că există 12 numere naturale nenule distincte ce au suma 
77. Dacă le considerăm pe cele mai mici, suma lor este: 

78136
2
13121211...321 =⋅=
⋅

=+++++  

 Cum suma celor mai mici 12 numere naturale nenule distincte este mai mare 
decât suma dată, 77, rezultă că presupunerea făcută este falsă. Deci printre numerele 
considerate există cel puţin două numere egale. 
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  R5.2. Suma a trei numere naturale este 139. Demonstraţi că cel puţin unul 
dintre ele este mai mare sau egal cu 47. 
 Soluţie. Folosim metoda reducerii la absurd, presupunem concluzia falsă, adică 
nici unul dintre numere nu este mai mare sau egal cu 47. Fie a,b,c numerele. Deci 
a<47, b<47, c<47. Fiindcă a,b,c sunt numere naturale rezultă că 46≤a , 46≤b , 

46≤c . Ţinând seama că 139=++ cba  obţinem: 138≤++ cba  sau 139≤138, 
ceea ce este absurd. Atunci presupunerea făcută este falsă şi deci concluzia este 
adevărată, adică cel puţin unul dintre numere este mai mare sau egal cu 47. 

  R5.3. Să se arate că pentru orice număr natural diferit de zero fracţia 
12
12

+
−

n
n

 

este ireductibilă. 
 Soluţie. Presupunem că fracţia dată nu este ireductibilă, atunci există un număr 
natural d diferit de unu astfel încât )12(| −nd  şi )12(| +nd , de unde 

)]12()12[(| −−+ nnd  adică 2|d . Fiindcă 1≠d , rezultă d=2. Atunci rezultă că 
)12(|2 −n  ceea ce este absurd. Deci presupunerea făcută este falsă, şi deci fracţia este 

ireductibilă. 
  R5.4. Să se determine numărul elementelor mulţimii: 







 =

+
+

= 2003,...,3,2,1,
12

1 n
n

nM  

 Soluţie. Mulţimea are atâtea elemente câte valori distincte are fracţia 
12

1
+
+

n
n

, 

n=1,2,...,2003. Presupunem prin absurd că există 1n  şi 2n , cu 21 nn ≠  pentru care 
fracţia are aceeaşi valoare, adică: 

⇔++=++⇔
+
+

=
+
+ )12)(1()12)(1(

12
1

12
1

1221
2

2

1

1 nnnn
n

n
n

n
 

2112212121 122122 nnnnnnnnnn =⇔+++=+++ . 
 Am ajuns la o contradicţie pentru că 1n  a fost presupus diferit de 2n . Deci 
mulţimea M are 2003 elemente. 
  R5.5. Ştiind că x, y, z sunt numere reale, să se arate că următoarele inegalităţi 
nu pot fi simultan adevărate: 

12 >− zx  
1≤− zy  
12 ≥− xy  

 Soluţie. Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem că toate inegalităţile 
sunt adevărate. Înmulţim a doua inegalitate cu –2 şi adunându-le obţinem: 

02222 >−+−+− xyyzzx , 
adică 0>0, ceea ce este absurd. Deci presupunerea făcută este falsă. Deci inegalităţile 
considerate nu pot fi simultan adevărate. 
  R5.6. Să se arate că numărul 53 +  este iraţional. 
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 Soluţie. Aplicăm metoda reducerii la absurd. Presupunem că 53 +  este 
raţional; rezultă că există x∈Q astfel încât x=+ 53 , de unde obţinem că 

215253 x=++  sau 21528 x=+ , de unde Q∈
−

=
2

815
2x

, fals. Deci 

presupunerea făcută este falsă şi deci 53 +  este iraţional. 
  R5.7. Se consideră un pătrat cu latura 1cm şi 10 puncte în interiorul său. 
Demonstraţi că printre cele 10 puncte date există două puncte astfel încât distanţa 

dintre ele să nu depăşească 
3
2

cm. 

 Soluţie. Cu metoda reducerii la absurd, presupunem că nu există astfel de 2 

puncte cu distanţa dintre ele să nu depăşească 
3
2

cm. Împărţim pătratul în 9 pătrate 

mai mici cu latura 
3
1

cm. Diagonala unui astfel de pătrat va avea lungimea 

3
2

9
2

3
1

3
1 22

==





+






 cm calculată cu teorema lui Pitagora. Cele 10 puncte fiind 

situate în interiorul pătratului "mare" înseamnă că putem aşeza 2 puncte în două pătrate 

"mici" alăturate astfel încât distanţa dintre ele să fie mai mare decât 
3
2

cm. Pentru ca 

problema să fie rezolvată trebuie să existe atâtea pătrate "mici" câte puncte (zece). Am 
ajuns la o contradicţie, rezultă că presupunerea făcută este falsă, rezultă că există 2 

puncte la care distanţa dintre ele nu depăşeşte 
3
2

cm. 

1
3

2
3 1
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  R5.8. Fie ∆ABC şi punctele M, N, P diferite de vârfurile triunghiului cu 

M∈BC, N∈AC, P∈AB astfel încât 1
PB
PA

NA
NC

MC
MB

=⋅⋅ , atunci punctele M, N, P sunt 

coliniare. (Reciproca teoremei lui Menelaus) 
 Soluţie. Folosim metoda reducerii la absurd, presupunem că punctele M, N, P 
nu sunt coliniare. Unind M cu P printr-o dreaptă ce taie pe AC într-un punct N' diferit 
de N şi conform teoremei directe a lui Menelaus avem: 

1
PB
PA

AN'
CN'

MC
MB

=⋅⋅                                      (1) 

Din ipoteză avem: 

1
PB
PA

NA
NC

MC
MB

=⋅⋅                                      (2) 

 Din relaţiile (1) şi (2) obţinem 
NA
NC

AN'
CN'
=  şi deci N'≡N. Deci presupunerea 

că punctele M, N, P nu sunt coliniare este falsă. Deci are loc relaţia din ipoteză. 
 Reciproca teoremei lui Menelaus constituie una din principalele metode de 
demonstrare a coliniarităţii multor triplete de puncte. 
  R5.9. Se consideră triunghiul ABC şi punctele K, M, L situate pe laturile 
(AB), (BC), (AC) şi diferite de vârfurile triunghiului. Să se demonstreze că cel puţin 
una din ariile triunghiurilor MAL, KBM, LCK nu depăşeşte un sfert din aria 
triunghiului ABC. 
 Soluţie. Avem relaţiile: 

2
sinAACABS[ABC]
⋅⋅

= ,     
2

sinAALAMS[AML]
⋅⋅

=  

 Deci 

ACAB
ALAM

S
S

[ABC]

[AML]

⋅
⋅

=                                         (1) 

 Analog obţinem: 

BCBA
BKBM

S
S

[ABC]

[BMK]

⋅
⋅

=                                        (2) 

şi 

A

M

B K C

L
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CBCA
KCCL

S
S

[ABC]

[CLK]

⋅
⋅

=                                         (3) 

 Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem că 

4
1

S
S

,
4
1

S
S

,
4
1

S
S

[ABC]

[CLK]

[ABC]

[BMK]

[ABC]

[AML] >>>  

 Ţinând seama de relaţiile (1), (2), (3), obţinem 

64
1

CBCA
KCCL

BCBA
BKBM

ACAB
ALAM

>
⋅
⋅

⋅
⋅
⋅

⋅
⋅
⋅

 

sau 

64
1

BCBC
CKBK

ABAB
AMBM

ACAC
CLAL

>
⋅
⋅

⋅
⋅
⋅

⋅
⋅
⋅

                      (4) 

 Cu inegalitatea dintre media aritmetică şi geometrică avem: 

2
AC

2
CLALCLAL =

+
≤⋅ ,   deci   

4
1

ACAC
CLAL

≤
⋅
⋅

 

şi analog 
4
1

ABAB
BMAM

≤
⋅
⋅

, 
4
1

BCBC
CKBK

≤
⋅
⋅

. 

 Înmulţind membru cu membru aceste ultime trei inegalităţi obţinem: 

64
1

BCBC
CKBK

ABAB
BMAM

ACAC
CLAL

≤
⋅
⋅

⋅
⋅
⋅

⋅
⋅
⋅

                           (5) 

 Din (4) şi (5) rezultă că presupunerea făcută este falsă, adică găsim un triunghi 

cu aria ce nu depăşeşte 
4

S[ABC] . 

  R5.10. Într-un triunghi ascuţitunghic neechilateral, printr-un vârf este dusă 
înălţimea, prin altul mediana, iar prin cel de-al treilea bisectoarea. Arătaţi că aceste linii 
nu pot forma prin intersecţie un triunghi echilateral. 
 Demonstraţie. Considerăm triunghiul ABC cu înălţimea AA', mediana BB' şi 
bisectoarea CC'. 

 Aplicăm metoda reducerii la absurd. Presupunem că triunghiul DEL este 
echilateral. Din triunghiul dreptunghic CDA' obţinem:  

m(∠DCA')=90°-60°=30° 

A

C'

B A' C

B'
D

EL



 31

 Deci m(∠C)=60° şi atunci m(∠B'CE)=30°. Dar ∠DEL≡∠B'EC (opuse la 
vârf), atunci m(∠B'EC)=60°. În triunghiul B'EC avem 

m(∠EB'C)=180°-(30°+60°)=90° 
 Fiindcă BB' este mediană rezultă că (BA)≡(BC). Dar m(∠C)=60° şi atunci 
rezultă că triunghiul ABC este echilateral. dar din ipoteză triunghiul ABC nu este 
echilateral. Atunci presupunerea făcută (că triunghiul DEL este echilateral) este falsă şi 
deci triunghiul DEL nu este echilateral.  
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 6. Probleme de numărare 
 
 Multe probleme din viaţa cotidiană cer numărarea elementelor unor mulţimi 
finite, ale părţilor unei mulţimi, etc. şi de aici importanţa aprofundării operaţiei de 
numărare prin probleme care conduc la numărarea elementelor unor mulţimi diverse. 
Domeniul matematicii în care se studiază astfel de probleme se numeşte combinatorică. 
Pentru a aborda diverse probleme de numărare un rol important îl joacă noţiunea de 
partea întreagă, numărul divizorilor naturali ai unui număr natural, forma canonică a 
unui număr natural n (descompunerea în mod unic în produs de factori primi), etc. 
 1) Prin partea întreagă a unui număr x înţelegem cel mai mare număr întreg 
care nu îl depăşeşte pe x şi se notează [x]. 
 Avem xxx ≤<− ][1 . 
 Folosim partea întreagă, de exemplu când numărăm multiplii unui număr 
natural p cuprins în mulţimea: {1,2,3,...,n}. 
 2) Orice număr natural n, diferit de zero, se descompune în mod unic într-un 
produs de factori primi:  

k
kpppn ααα ⋅= ...21

21 ,                                         (1) 
unde kppp ,...,, 21  sunt numere prime, iar kααα ,...,, 21  sunt numere nenule. Relaţia 
(1) se numeşte forma canonică a lui n. 
 Numărul divizorilor naturali ai lui n este: )1)...(1)(1( 21 +α+α+α k . 
 Vom prezenta în continuare câteva probleme de aritmetică, teoria numerelor, 
geometrie, care se încadrează la această problematică. 
  R6.1. Care este exponentul lui 3 în descompunerea în factori primi a 
numărului 100! (100!=1⋅2⋅3⋅...⋅100). 
 Soluţie. Dintre numerele 1,2,3,4,...,100 fiecare al treilea este divizibil cu 3. 
Fiindcă 100=3⋅33+1, rezultă că de la 1 la 100 sunt 33 de numere divizibile cu 3. Dintre 
aceste 33 de numere fiecare al treilea este divizibil cel puţin cu puterea a 2-a a lui 3. 
Fiindcă 33:3=11, rezultă că sunt 11 numere divizibile cu 32. Dintre cele 11 fiecare al 3-
lea este divizibil cu 33. Fiindcă 11=3⋅3+1, rezultă că sunt 3 astfel de numere. Dintre 
aceste 3 numere unul este divizibil cu 34. Nu există nici un număr dintre primele 100, 
divizibil cu 35 pentru că 35>100. Atunci exponentul lui 3 din descompunerea în produs 
de factori primi a numărului 100! este: 33+11+3+1=48. 
 Fiindcă la împărţirile efectuate am reţinut numai câturile, acestea reprezintă de 

fapt părţile întregi ale numerelor: 432 3
100,

3
100,

3
100,

3
100

. Deci exponentul lui 3 din 

descompunerea în factori primi a numărului 100! este: 

48131133
3

100
3

100
3

100
3

100
432 =+++=



+



+



+



 . 

 Cu acelaşi raţionament se arată că exponentul numărului prim p din 
descompunerea în factori primi a lui !n  (n!=1⋅2⋅3...n) este: 



 33

...32 +







+








+








p
n

p
n

p
n

 

  R6.2. Se consideră într-un plan 5 puncte, oricare trei necoliniare. 
 a) Câte drepte determină aceste puncte? 
 b) Câte triunghiuri determină aceste puncte? 
 c) Dacă avem n puncte (oricare trei necoliniare), câte drepte şi câte triunghiuri 
determină? 
 Soluţie. a) Fie A1,A2,A3,A4,A5 punctele din ipoteză. Punctul A1 determină cu 
celelalte 4 puncte un număr de 4 drepte. Din cele 5 puncte pleacă 4⋅5=20 semidrepte. 
Fiecare dreaptă a fost numărată de două ori (de exemplu A1A2 şi A2A1). Atunci 
numărul dreptelor care trec prin cele 5 puncte este 20:2=10. 
 În general, dacă avem n puncte (n≥3) şi oricare trei sunt necoliniare atunci ele 

determină 
2

)1( −nn
 drepte. 

 Fie punctele A1,A2,...,An. Fixând punctul Ai, acesta va determina cu celelalte 
puncte n-1 drepte. Având n puncte, din ele pleacă n(n-1) semidrepte. Fiecare dreaptă 
este numărată de două ori: AiAk şi AkAi. Atunci n puncte (oricare trei necoliniare) 

determină 
2

)1( −nn
 drepte. 

 b)-c) Pentru numărul de triunghiuri considerăm cazul când avem n puncte 
(oricare trei necoliniare). Fixăm un vârf Ai de exemplu, fapt ce poate fi realizat în n 
moduri. Fixăm al doilea vârf Aj, realizabil în n-1 moduri (după prima fixare). Fixăm al 
3-lea vârf Ak, realizabil în n-2 moduri. Ţinând seama cum au fost alese vârfurile, 
obţinem )2)(1( −− nnn  variante. Fiecare triunghi AiAjAk a fost numărat de 6 ori: 
AiAjAk, AiAkAj, AjAiAk, AjAkAi, AkAjAi, AkAiAj. Atunci numărul de triunghiuri 

determinat de n puncte (oricare trei necoliniare) este 
6

)2)(1( −− nnn
. 

  R6.3. Determinaţi numărul diagonalelor unui poligon convex cu n laturi 
(n≥4). 
 Soluţie. Din fiecare vârf pleacă n-3 diagonale pentru că un vârf şi cu două 
adiacente nu determină diagonale. Fiind n vârfuri avem n(n-3) segmente. Dar fiecare 
diagonală a fost numărată de două ori, deci numărul diagonalelor unui poligon convex 

cu n laturi este 
2

)3( −nn
. 

 Altfel. Dacă avem n puncte distincte (oricare trei necoliniare), ele determină 

2
)1( −nn

 drepte. Pentru a afla numărul diagonalelor trebuie să scădem numărul 

laturilor. Obţinem: 

2
)3(

2
3

2
2

2
)1( 22 −

=
−

=
−−

=−
− nnnnnnnnnn

. 
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  R6.4. Să se determine numărul minim de monede de 1, 3, 5 euro de care avem 
nevoie pentru a plăti orice sumă întreagă cuprinsă între 1 şi 5n euro. 
 Soluţie. i) Pentru a plăti orice sumă întreagă cuprinsă între 1 şi 5n euro avem 
nevoie de cel puţin 2+n  monede: pentru a plăti sumele de 2 euro şi 5n euro avem 
nevoie de două monede de un euro şi încă cel puţin n monede. 
 ii) Pentru a plăti toate sumele întregi între 1 euro şi 5n euro sunt suficiente 

2+n  monede: două monede de 1 euro, o monedă de trei euro şi 1−n  monede de 5 
euro.  

Orice număr natural cuprins între 1 şi 5n inclusiv are una din formele 
55,45,35,25,15 +++++ kkkkk  unde 10 −≤≤ nk . 

 Sumele de forma 15 +k  pot fi plătite cu k din cele 1−n  monede de 5 euro 
)1( kn ≥−  şi una dintre monedele de 1 euro. Sumele de forma 25 +k  pot fi plătite cu 

k monede 5 euro şi monedele de 1 euro. Sumele de forma 35 +k  şi 45 +k  le putem 
plăti cu orice monede de 5 euro şi moneda de 3 euro respectiv k monede de 5 euro o 
monedă de 3 euro şi una de 1 euro. Sumele de forma 55 +k  )1( kn ≥−  pot fi plătite 
cu k monede de 5 euro şi cu monede de 1 şi 3 euro. Deci numărul minim cerut este 

2+n . 
 
 
 6.2. Principiul cutiei sau principiul lui Dirichlet 
 

Sunt multe probleme de matematică cu enunţuri inedite ce pot fi abordate cu 
mijloace ale gândirii cotidiene, fără a fi nevoie de metode rafinate. Un exemplu 
elocvent este principiul cutiei sau principiul lui Dirichlet. Ceea ce caracterizează 
problemele în care acest principiu se foloseşte este dificultatea de a le aborda pe căi 
cunoscute. Într-o formulare fără pretenţii acest principiu revine la observaţia că dacă 
avem două cutii în care trebuie puse trei obiecte, într-una din ele va trebui să aşezăm 
cel puţin două obiecte. Mai general, dacă repartizăm un număr mai mare de n obiecte 
în n clase, atunci cel puţin într-o clasă vor fi cel puţin două obiecte. Deci avem 
 Teorema  6.2.1. Considerăm o mulţime nevidă A şi A1,A2,...,An o partiţie a 
mulţimii A (adică A1∪A2∪...∪An=A şi Ai∩Aj=∅, pentru i≠j. Dacă avem n+1 elemente 
din A: a1,a2,...,an,an+1 atunci există o submulţime Ai a partiţiei care să conţină cel puţin 
două elemente ale mulţimii {a1,a2,...,an,an+1}. 
 În general principiul cutiei este un principiu de numărare. În ultimul timp acest 
principiu a căpătat o mare popularitate, fiind pus la baza unui mare număr de probleme, 
dintre care unele deosebit de dificile. Vom prezenta câteva exemple în care se foloseşte 
acest principiu în aritmetică, geometrie. 
  R6.2.1. Considerăm mulţimea },...,,{ 21 naaaA =  cu elementele numere 
întregi. Să se demonstreze că A are cel puţin o parte nevidă cu proprietatea că suma 
elementelor sale se divide cu n. 
 Soluţie. Dacă a este număr întreg şi n număr natural, există numerele q şi r 
unice astfel încât rqna +⋅=  cu Z∈q  şi }1,...,2,1,0{ −∈ nr . Vom aplica principiul 
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cutiei. Considerăm următoarele n submulţimi ale lui A: }{ 11 aA = , },{ 212 aaA = , 
},,{ 3213 aaaA = ,..., },...,,{ 21 nn aaaA = . 

 Dacă notăm cu iS  cu ni ,1=  suma elementelor fiecărei mulţimi avem: 

11 aS = , 212 aaS += , 3213 aaaS ++= ,..., nn aaaS +++= ...21 .  

Dacă unul din numerele iS  cu ni ,1=  se divide cu n problema este rezolvată. 
Dacă nu, cele n resturi obţinute prin împărţirea cu n a numerelor iS  aparţin mulţimii 
{1,2,3,...,n-1} ce are n-1 elemente diferite. Deci există cu siguranţă două numere iS  şi 

jS  care dau acelaşi rest la împărţirea cu n. Fie ii aaaS +++= ...21  şi 

jj aaaS +++= ...21  cele două numere. Fie ji < . Fiindcă n divide pe ij SS −  

rezultă că submulţimea căutată este },...,,{ 21 jii aaaB ++= . 
  R6.2.2. Să se arate că oricum am alege cinci numere întregi, există două dintre 
acestea, care au suma sau diferenţa divizibile cu 7. 
 Soluţie. La împărţirea cu 7 a unui număr se obţine unul din resturile 
0,1,2,3,4,5,6. Pătratul său va da la împărţirea cu 7 unul din resturile 0,1,2,4. Deoarece 
avem cinci numere a,b,c,d,e, cele cinci pătrate ale lor nu pot da la împărţirea cu 7 decât 
unul din cele patru resturi: 0,1,2,4. Conform principiului cutiei cel puţin două din 
aceste cinci pătrate dau la împărţirea cu 7 acelaşi rest. Deci există },,,,{, edcbayx ∈  
astfel încât 22 yx −  se divide cu 7. Deci 7 divide pe ))((22 yxyxyx +−=− , dar 
fiind şi prim rezultă că 7 divide pe yx +  sau 7 divide pe yx − . 
  R6.2.3. Patru drepte distincte situate într-un plan, îl împart în mai multe 
regiuni distincte. Să se arate că oricum s-ar aşeza 12 puncte în acest plan astfel încât 
nici unul să nu aparţină dreptelor date, cel puţin două dintre ele se află în aceeaşi 
regiune. 
 Soluţie. Dreptele fiind distincte pot fi amplasate în felul următor: 

 

 

 

a) b) 

c) d)
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 Numărul maxim de regiuni este 11 şi se obţine în cazul i). Regiunile în care a 
fost împărţit planul vor fi "căsuţele" din principiul cutiei. Dacă am aşeza câte un punct 
în fiecare regiune am avea nevoie de 11 puncte. Având însă 12 puncte, rezultă că în cel 
puţin o regiune vor fi două puncte. 
  R6.2.4. Considerăm nouă puncte într-un pătrat cu latura de lungime 1. Să se 
demonstreze că există un triunghi cu vârfurile în trei din cele nouă puncte a cărui arie 

să fie cel mult egală cu 
8
1

. 

 Soluţie. Unind două câte două mijloacele laturilor opuse în pătratul dat, 

obţinem o împărţire a acestuia în patru pătrate de arie 
4
1

. Oricum am plasa cele nouă 

puncte, întotdeauna trei se vor afla în interiorul sau pe laturile aceluiaşi pătrat. Fie A, 
B, C cele trei puncte situate în pătratul EFGH. Să arătăm că aria triunghiului ABC este 

mai mică sau egală cu 
8
1

. Ducem prin A, B, C paralele la EH. Una dintre acestea se va 

afla între celelalte două, deci va intersecta latura opusă vârfului prin care trece. Fie AQ 
această paralelă la EH, Q∈[BC]. Ducem BN⊥AQ şi CP⊥AQ (N,P∈AQ). Atunci avem: 

≤+=
⋅

+
⋅

=+= CP)(BN
2

AQ
2

CPAQ
2

BNAQSSS [ACQ][ABQ][ABC]  

e) f)

g) h)

i)
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8
1

4
1

2
1

2
1

2
1

][ =⋅==⋅≤ EHGFSHGEH . 

 Deci 
8
1

][ ≤ABCS . Egalitatea are loc dacă şi numai dacă 

HGEHCP)AQ(BN ⋅=+ , deci NQ=HF şi BN+CP=HG. Deci egalitatea se obţine 
când o latură a triunghiului coincide cu o latură a pătratului şi celălalt vârf al 
triunghiului se află pe latura opusă. 

  R6.2.5. Considerăm 17 drepte care împart un pătrat în două patrulatere care au 

raportul ariilor 
6
1

. Să se arate că cel puţin 5 dintre aceste drepte trec prin acelaşi punct. 

 Soluţie. Fiecare din cele 17 drepte nu poate tăia două laturi consecutive ale 
pătratului, deoarece atunci pătratul ar fi împărţit într-un triunghi şi un pentagon. Deci 
fiecare dreaptă împarte pătratul în două trapeze dreptunghice care au aceeaşi înălţime. 
Fie a una din aceste drepte care taie laturile AB şi CD în punctele T şi R. Dacă L şi K 
sunt mijloacele laturilor AD respectiv BC, iar E1 este punctul de intersecţie al dreptelor 
Q şi TR, avem: 

6
1

LE
KE

2
ADDR)(AT

2
BCRC)(TB

S
S

1

1

[ATRD]

[BTRC] ==
⋅+

⋅+

=  

 Am ţinut seama că trapezele au înălţimile egale şi liniile mijlocii au lungimile: 

2
RCTBKE1

+
= , 

2
DRATLE1

+
= . 

 Pe dreapta LK există două puncte care împart segmentul LK în raportul 
6
1

. Fie 

al doilea punct E2. Atunci avem: 

6
1

LE
KE

LE
KE

2

2

1

1 == . 

 Fiindcă într-un pătrat există numai două segmente care unesc mijloacele 
laturilor opuse rezultă că în interiorul pătratului există exact patru puncte: E1,E2,E3,E4 

care împart liniile mijlocii ale pătratului în raportul 
6
1

. deci oricare din cele 17 drepte 

E F L

H
G

R

M T K

E

H G

F

P

B

Q
C

N

A
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trece prin unul din punctele E1,E2,E3,E4. Fiindcă avem 17 drepte care trec prin patru 
puncte, conform principiului "cutiei" cel puţin 5 drepte trec prin acelaşi punct. 

  R6.2.6. Să se arate că oricum am aşeza 37 puncte în interiorul unui triunghi 
echilateral cu latura de lungime 1, există cel puţin două puncte astfel încât distanţa 
dintre ele să nu depăşească 0,1(6). 

Soluţie. Împărţim fiecare latură a triunghiului în 6 segmente cu lungimea 
6
1

. 

Prin punctele de diviziune ducem paralele la laturile triunghiului şi obţinem 

1+3+5+7+9+11=36=62 triunghiuri echilaterale cu latura de lungime 
6
1

. Considerând 

37 puncte în triunghiul iniţial, cel puţin două dintre acestea se vor afla în interiorul (sau 

pe laturi) unui triunghi cu latura )6(1,0
6
1
= , şi deci distanţa dintre acestea va fi cel 

mult 
6
1

. 

 R6.2.7. Să se arate că, oricum am aşeza 12 +n  puncte în interiorul unui 
triunghi echilateral cu latura de lungime 1, există cel puţin două puncte astfel încât 

distanţa dintre ele să nu depăşească 
n
1

. 

 Soluţie. Împărţim fiecare latură a triunghiului în n segmente cu lungimea 
n
1

. 

Ducând paralele la laturile triunghiului prin punctele de diviziune, triunghiul se 
descompune în 2)12(...7531 nn =−+++++  triunghiuri echilaterale cu latura de 

lungime 
n
1

. Căsuţele din principiul cutiei sunt acum cele 2n  triunghiuri echilaterale. 

Considerând 12 +n  puncte în interiorul triunghiului iniţial evident cel puţin două 

D

L

A

a
T B

E2 E1
K

R C
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dintre acestea se vor afla în interiorul unui triunghi (sau pe laturi) cu latura de lungime 

n
1

 şi distanţa dintre acestea va fi cel mult 
n
1

. 

 
B C

A



 40

 7. Ecuaţii în Z.  Ecuaţii diofantice 
 
  7. 1 Consideraţii teoretice 
 
Ecuaţiile în Z pot fi cu coeficienţi în Z, sau cu coeficienţi într-o altă mulţime, dar în 
ambele cazuri se cer soluţii în Z. Restricţia impusă de soluţii în Z conduce la discuţia 
ecuaţiei pe cazuri în funcţie de coeficienţi. Cea mai cunoscută ecuaţie în care 
necunoscutele nu sunt liniare este cea pitagorică, adică: x2+y2=z2 . Ecuaţia a fost 
studiată de Pitagora în legătură cu triunghiurile dreptunghice cu laturi numere naturale. 
Pentru ecuaţia dată, dacă tripletul (x0, y0, z0) este soluţie a ecuaţiei atunci (kx0, ky0, kz0) 
cu k∈Z este de asemenea soluţie, deci este suficient să determinăm triplete în care 
elementele componente sunt prime între ele, în acest sens dăm următoarea: 
Teorema 7. 1. 1. Orice soluţie (x, y, z) a ecuaţiei x2+y2=z 2 cu componente prime între 
ele este de forma :x=m2-n2;y=2mn;z=m2+n2 , cu (m, n)=1;m>n.  
Demonstraţie:(m2-n2)2+(2mn)2=(m2+n2)2 deci este soluţie.  
Să arătăm că(x, y, z)=1. Numerele x, y nu pot fi ambele impare, deoarece dacă sunt 
impare atunci:x2+y2=4k+2 iar z par ⇒ z2=4p(contradicţie), ca atare exact unul din 
numerele x, y este par. Dacă d=(x, y, z) şi d ≥2 ⇒ d|(m2+n2)+(m2-n2) ⇒ d|2m2 şi d|2n2 
şi cum (m, n)=1 ⇒ d|2 ⇒ m2+n2 par, dar m, n sunt de parităţi diferite, deci d=1.  
Reciproc, dacă (x, y, z)=1 şi este soluţie, y=2a ⇒ x, z sunt impare ⇒ z+x, z-x sunt 
pare, atunci:z+x=2b;z-x=2c. Avem (b, c)=1 deoarece (z, x)=1. Mai avem :      
4a2=y2=z2-x2=(z-x)(z+x)=4bc ⇒ a2=bc şi b=m2, c=n2 deoarece (b, c)=1.  
Obţinem:x=b-c=m2-n2 

        z=b+c=m2+n2 

        y=2mn 
care este o soluţie cu componentele prime între ele.  
 
Definitie 7. 1. 2. O ecuaţie de forma a1x1+a2x2+…+anxn = b, unde a1, a2, …, an, b sunt 
întregi fixaţi se numeşte ecuaţie diofantică liniară.  
În mod obişnuit se cere rezolvarea acestei ecuaţii în Z. Vom studia această ecuaţie 
pentru două necunoscute, şi avem: 
Teorema 7. 1. 3. Ecuaţia ax+by=c are soluţii în Z, dacă şi numai dacă (a, b)|c 
Demonstraţie: Fie d=(a, b) ⇒ a=da1; b=db1 cu (a1, b1)=1 şi avem: da1x+db1y=c ⇒ 
d(a1x+b1y)=c ⇒ d|c (c=dc’) 
Dacă d=(a, b) atunci (∃) x1, x2 ∈ Z pentru care : ax1 +bx2 =d (algoritmul lui Euclid) şi 
înmulţind cu c’ avem a(x1 c’)+b(x2 c’)=dc’ ⇒ aX1 +bX2 =c, deci are soluţie.  
Obs. 1. 1. Dacă (x0 , y0) este o soluţie particulară atunci toate soluţiile sunt date de : 
       x1 = x0 +a2 t = x0 + bt 
       x2 = y0 –a1t = y0 - at 
 
Probleme rezolvate  
 

 R7. 2. 1. Rezolvaţi în Z×Z×Z ecuaţia : 3x+4y+5z=6.  
Soluţie : 3x+4y=5k+1, are soluţia de forma : 
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       x = -1+3k 
       y = 1-k  
deoarece : 3x+4y= -3+9k+4-4k=5k+1. Din aceasta avem : 5z=6-(5k+1)=5-5k ⇒ z=1-k 
Aceasta este o soluţie particulară. Avem însă: 
x = -1+3k+4t 
y = 1-k-3t şi z = 1-k, unde k, t ∈ Z.  
 

 R7. 2. 2. Rezolvaţi în numere naturale ecuaţia: 
1/x+1/y+1/z=2/3.  
Soluţie: Din simetrie putem presupune : 2 ≤ x  ≤ y  ≤ z ⇒ 1/x+1/y+1/z ≤ 3/x ⇒ 
3/x ≥ 2/3 ⇒ 2x ≤ 9 ⇒ x ≤ 4 deci x ∈ { 2, 3, 4 } 
Pentru x=4 ⇒ 1/y+1/z = 2/3 – 1/4⇒ 1/y+1/z=5/12 ⇒ 1/y+1/z ≤ 2/y ⇒ 5/12 ≤ 2/y deci 
5y ≤ 24 ⇒ y ≤ 4 
Dacă y=4 ⇒ 1/z=5/12 – ¼=2/12=1/6 ⇒ z=6, şi tripletul (4, 4, 6) este soluţie.  
Dacă y=3 ⇒ 1/3+1/z = 5/12 ⇒ 1/z = 5/12-1/3=1/12 ⇒ z=12 şi tripletul (4, 3, 12) este 
soluţie.  
Dacă y=2 ⇒ ½+1/z=5/12 ⇒ 1/z = -1/12 (fals).  
Pentru x=3 ⇒ 1/y+1/z = 2/3-1/3=1/3 ⇒ 1/3 ≤ 2/y ⇒ y ≤ 6.  
Dacă y=6 ⇒ z=6, tripletul (3, 6, 6) este soluţie.  
Dacă y=5 ⇒ 1/z= 1/3-1/5=2/15 ⇒ z ∉ Z.  
Dacă y=4 ⇒ 1/z= 1/3-1/4=1/12 ⇒ z=12 şi tripletul (3, 4, 12) este soluţie 
Dacă y=3 ⇒ 1/z= 1/3-1/3=0 (imposibil) şi de asemenea pentru y=2 nu avem soluţie.  
Pentru x=2 ⇒ 1/y+1/z=2/3-1/2 = 1/6, din care putem avea : 
y=z=12 şi tripletul (2, 12, 12) soluţie 
y=10, z=15 şi tripletul (2, 10, 15) soluţie 
y=9, z=18 şi tripletul (2, 9, 18) soluţie 
y=8, z=24 şi tripletul (2, 8, 24) soluţie 
y=7, z=42 şi tripletul (2, 7, 42) soluţie.  
Pentru y≤6 nu avem soluţie. Avem în total 9 triplete în soluţie.  
 

 R7. 2. 3. Determinaţi numerele prime p, q pentru care : 
5p2 - 2q2 =6q-9p.  
 
Soluţie: Relaţia dată conduce la : 5p2 +9p = 6q + 2q2 ⇔ p(5p+9) = q(2q+6) ⇒ p=q sau  
q|5p+9. Pentru p=q avem : 3p2 = -3p ⇒ p= -1 (imposibil), rămâne că : 5p+9=qn ⇒  
pqn=q(2q+6) ⇒ 2q+6 = np şi q= (np-6)/2 ⇒ 5p+9 = (np-6)n/2 ⇒ (n2 -10)p = 6n+18 ⇒ 
6n+18 ≥ n2 -10 (p≥2) ⇒ n (n-3) ≤ 19 ⇒ n ≤ 6 şi (6n+18)/(n2 -10) ∈ N ⇒ n=4 şi p=7  
de unde q=11, care este soluţia.  
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  8. Modulul unui număr real.  Ecuaţii cu module 
 

 Pentru definirea noţiunii de modul a unui număr real (sau valoarea absolută a 
unui număr real) vom da o exprimare algebrică. Modulul folosindu-se adesea în 
stabilirea distanţei dintre două puncte situate pe o dreaptă, vom da o exprimare 
geometrică a noţiunii de modul. 
 
 
 8.1. Definiţia modulului unui număr real 
 
Definiţia 1. Modulul unui număr pozitiv este egal cu acel număr. 
Definiţia 2. Modulul unui număr negativ este egal cu opusul lui. 
Definiţia 3. Modulul lui zero este egal cu zero. 
 
Putem scrie: 
 

(∀) x∈R, 




<−
≥

=








<−
=
>

=
0xdacă,x

0xdacă,x
xsau

0xdacă,x
0xdacă,0
0xdacă,x

x  

 
 Dacă notăm cu E(x) o expresie algebrică care conţine pe x (şi ne propunem să 
o studiem în raport cu variabila x) atunci: 
 





<−
≥

=
0)x(Edacă),x(E

0)x(Edacă),x(E
)x(E  

 
Considerăm punctele M(a), punctul M de abscisă a, situat pe axa numerelor reale: 
 
    O  M(a) 
 
     0    a 
 
Definiţia 4. Distanţa, măsurată pe axa numerelor reale, de la origine la punctul M(a) se 
numeşte modulul numărului real a. 
 
Deci: d(O,M) = OM = |a| ,  a∈R 
 
Considerăm punctele A(x1) şi B(x2) pe axa numerelor reale: 
 
   A(x1) O  B(x2) 
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Distanţa dintre aceste două puncte se exprimă astfel: 
 
d(A,B) = AB = 21 xx −  
 
 
 8.2. Proprietăţile modulului unui număr real 
 

1. (∀) x∈R, .0x ≥  

2. (∀) x,y ∈R, yxyx ⋅=⋅ . 
Această proprietate o putem generaliza: 
(∀) x1, x2, ... , xn∈R, n21n21 x...xxx,...,x,x ⋅⋅⋅=  
Consecinţe: 
(∀) x∈R, xx =− , 

(∀) x∈R, 22 xx = . 

3. (∀) x,y∈R, y≠0, 
y
x

y
x
=  

4. (∀) x,y∈R, yxyx +≤+  
Această proprietate o putem generaliza: 
(∀) x1,x2,...,xn∈R: n21n21 x...xxx...xx +++≤+++  

5. Dacă x∈R şi a>0: ax = axsauax =−=⇔  

6. Dacă x∈R, a>0: ax < axa <<−⇔  

7. Dacă x∈R, a>0: ax > axsauax >−<⇔  
 
Probleme rezolvate 
 

 R8.1.1. Să se calculeze: 
 

a) 5049

50491263252610032

2

21642...222 +−−⋅⋅⋅⋅
 

 

b) ( ){ } ( )5599121111332199819982997 2:55332 −−−−−−  

[C.M.2001] 
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Soluţie. 
 

a) =
+−−

=
+−−

5049

5049505250505052

5049

5049505250525050

2
2222

2

2222
 

    
( ) 1

2
122

5049

5049
−=

+−
=  

 
b) 2997199899999999999919981997 23899832 −=−=−=− , 

   1332199833333333333313321998 5362572962572953 −=−=−=−  

 Înlocuind în expresia dată, obţinem: 
 
( ) ( ) ( ) ( ) 42:22:55323 29952997299513321332199819971998 =−−=−−+−−  
 

 R8.1.2. Să se determine numerele reale x1, x2, ... , x1997 astfel încât 
 x1 + x2 + ... + x1997=1997 şi   
 11997199719963221 xxxx...xxxx −=−==−=−  

[C.M 1997] 
 
Soluţie. 
Notăm ,kxx 21 =− atunci 
x1 – x2 = k, x2 – x3 = k, ... , x1996 – x1997 = k, x1997 – x1 = k; 
sau 
x1 – x2 = –k, x2 – x3 = –k, ... , x1996 – x1997 = –k, x1997 – x1 = –k. 
Adunăm egalităţile şi obţinem: 0 = k sau 0 = –k, deci 

1x..xx
 xx...xxdar

1997x...2x1x

0xx...xxxx

199721
1997199721

199719963221

====⇒




=+++
===⇒

⇒=−==−=−

 

 
 R8.1.3. Fie x,y,z∈R, x + y + z = 4. Arătaţi că: 

a) ,23z2y1x ≥−+−+−  

b) 1
2

2yy
1x ≥

−+
+−  

[C.M 2001] 
Soluţie. 
a) Vom folosi inegalitatea Rc,b,a)(,cbacba ∈∀++≤++  
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23z2y1x264

6zyx3z2y1x3z2y1x

≥−+−+−⇒=−=

=−++=−+−+−≥−+−+−
 

b) 1
2

2yy
1x ≥

−+
+− 22yy1x2 ≥−+++⇔   

Demonstrăm că această inegalitate este adevărată folosindu-ne de punctul a). 
2yy1x2 −+++ =−++−+−≥+−+−+−= 1yx2y1xy1x2y1x  

= 3z2y1x −+−+− ≥2 
 

 R8.1.4. Să se rezolve în mulţimea numerelor reale ecuaţiile: 

a) ( ) ,02x1x22x 22 =−+−−  

b) ,03x2
1x
3x2

=−−
+
−

 

c) .421x3 =+−  

 
Soluţie. 

a) Amintim egalitatea aa 2 = , (∀)a∈R 

Atunci  ( )1x22x2 −− ( ) 2x2x2x22x
22 −=−=+−=  

Ecuaţia devine  

( )( )

( ) { }2S,2x02x02x12x

02x2x2x

02x2x2x02x2x 2

==⇒=−⇒=++−⇔

⇔=+⋅−+−⇔

⇔=+−+−⇔=−+−

 

b) 
2
3x03x201

1x
13x203x2

1x
3x2

=⇔=−⇔=









−

+
−⇔=−−

+

−
 

Facem observaţia că }.1{\Rx)(01
1x

1
−∈∀<−

+
 

 
c) 421x3sau421x3421x3 −=++=++⇔=++  

Rezolvăm ecuaţia 

3
4xsau0x22x3sau22x322x3421x3 −==⇔−=+=+⇔=+⇔=++  

Rezolvăm a doua ecuaţie  
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421x3 −=++ ,21x3 −=+⇔  ecuaţie imposibilă 

Soluţia finală este S =






 −

3
4,0  

 
 R8.1.5. Să se afle numerele x1, x2, ..., xn care verifică egalitatea: 

( ) 0n|x|...|x||x|2x...xx n21
2
n

2
2

2
1 =++++−+++ , n∈N*. 

Soluţie. 
⇔=+−+++−++− 01|x|2x...1|x|2x1|x|2x n

2
n2

2
21

2
1  

( ) ( ) ( ) ⇔=−++−+−⇔ 01|x|...1|x|1|x| 2
n

2
2

2
1  

⇔=−==−=−⇔ 01|x|...1|x|1|x| n21  
⇔====⇔ 1|x|...|x||x| n21  

}1,1{x...,,x,x n21 −∈⇔ . 
 

 R8.1.6. Determinaţi valorile naturale ale lui a pentru care ecuaţia 
3|ax|a =−+  are două rădăcini întregi. Rezolvaţi în acest caz ecuaţia. 

Soluţie. 
3a|ax|sau3a|ax|3|ax|a −=+−=+−⇔=−+ . 

Ecuaţia 3a|ax| −=+−  este imposibilă dacă a∈N. 
Atunci: a3|ax|3a|ax| −=−⇔=+− , are două rădăcini întregi dacă 3 – a > 0 ⇒ 
a<3 şi a∈N ⇒ a∈{0, 1, 2}. 
Dacă a = 0, }.3,3{x3|x|3|x| −∈⇔=⇔=  

Dacă a = 1, 4|1x|sau2|1x|3|1x|1 −=−=−⇔=−+  ecuaţie imposibilă 

}3,1{x2|1x| −∈⇔=−⇒ . 
Dacă a = 2, 5|2x|sau1|2x|3|2x|2 −=−=−⇔=−+  ecuaţie imposibilă 

}3,1{x1|2x| ∈⇔=−⇒ . 
 

 R8.1.7. Să se arate că ecuaţia 
|x – a| + |x – b| + |x + a| + |x + b| = |a + b| ,  a, b∈R+ 
nu are rădăcini reale. 
Soluţie. 
Folosim inegalitatea: |a + b| ≤ |a| + |b| ,  (∀)a, b∈R 
şi egalitatea |a| = |–a| , (∀)a∈R. 
|x – a| + |x + a| = |x – a| + |–x – a| ≥ |x – a – x – a| = |–2a| = 2|a| 
Analog |x – b| + |x + b| ≥ 2|b|. 
Adunând inegalităţile, obţinem: 
|x – a| + |x + a| + |x – b| + |x + b| ≥ 2|a| + 2|b| = 2(|a| + |b|) ≥ 2|a + b| > |a + b| , 
deci nu poate avea loc egalitate pentru orice x∈R. 
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 9. Partea întreagă a unui număr real.  Partea fracţionară a unui număr real.  
Ecuaţii cu parte întreagă 
 
 9.1 Definiţii şi notaţii 
 
 Considerăm un număr real x care are scrierea zecimală x = x0,x1x2... unde 
x0∈Z şi x1, x2∈{0, 1, 2, ...,9}. 
 Partea întreagă a unui număr real x este cel mai mare număr întreg mai mic sau 
egal cu x. Notăm: [x] partea întreagă a lui x şi o definim astfel:  





∉<−
∈≥

=
Zxsau0xdacă1x

Zxsau0xdacăx
]x[

0

0  

 Dacă se ţine seama de reprezentarea pe axă a numerelor reale, atunci partea 
întreagă a unui număr real o putem considera primul număr întreg din stânga lui x.  
 Partea întreagă a unui număr real mai poate fi reprezentată şi astfel: 

[ ]




∈−<≤−−−−
+<≤

=
Nn,nx1ndacă1n

1nxndacăn
x  

 Exemple: [3,25] = 3; [3,91] = 3; [–5,37] = –6; [–5,95] = –6; [ 2 ] = 1; [–π] = –4; 
 Partea fracţionară a unui număr real o notăm prin {x} şi o definim prin 
egalitatea {x} = x – [x]. 
 Exemple: {2,35} = 0,35; {–3,51} = 0,49 
 Observaţie: Oricare ar fi x∈R, x = [x] + {x}, x∈[0,1). 
 Exemple: 2,57 = [2,57] + {2,57} = 2 + 0,57 
      –3,72 = [–3,72] + {–3,72} = –4 + 0,28 
 Prezentăm, în cele ce urmează, proprietăţi ale părţii întregi care se deduc direct 
din definiţie: 
 Proprietatea 1. (∀) x∈[k, k+1), k∈Z avem egalitatea [x] = k 
 Proprietatea 2. Dacă x,y∈R, şi x,z∈[k, k+1), k∈Z atunci are loc egalitatea: [x] 
= [y] 
 Proprietatea 3.  Dacă x∈R, x < 0, atunci [x] < 0 
   Dacă x∈R, x ≥ 0, atunci [x] ≥ 0 
 Proprietatea 4. (∀) x∈R există egalitatea [[x]] = [x] 
 Proprietatea 5. (∀) x∈R sunt adevărate inegalităţile: 
   1)  [x] ≤ x < [x+1]   şi   2)   x – 1 < [x] ≤ x 
 Folosind definiţia părţii întregi şi aceste proprietăţi vom afla partea întreagă a 
unor expresii algebrice şi vom rezolva ecuaţii în care necunoscuta este exprimată prin 
partea întreagă. 
 
Probleme rezolvate 

 R9.2.1.Aflaţi partea întreagă a expresiei 
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1
43

1
32

1
21

1A
−

+
−

+
−

+
−

=  
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Soluţie. 
( ) [ ]

( )[ ] 51,1323,273,141,125
)32(2554433221A

−=+++−≈
≈++−=+++++++−=

 

[A] = –14 
 

 R9.2.2.Să se calculeze partea întreagă a numărului: ( )21nna ++= , n∈N, 
n ≥ 3. 

L. Pârşan 
Soluţie. 
 După ridicarea la pătrat obţinem )1n(n21n2a +++= . 
 Folosim în continuare inegalitatea: 

 
,3n4a2n43n4)1n(n21n22n4

3n)(,2n2)1n(n21n2

+<<+⇔+<+++<+⇔

⇔≥∀+<+<+
 

 deci [a] = 4n + 1, (∀) n∈N, n ≥ 3 
 

 R9.2.3.Să se rezolve ecuaţia: 
4

1x3
2

1x −
=



 +

. 

Soluţie. 

 Ştiind că [a] este un număr întreg (∀) a∈R vom face substituţia: 
4

1x3 −
= k, 

k∈Z 

 
3

1k4x1k4x3k41x3k
4

1-3x +
=⇔+=⇔=−⇔=  

 Ecuaţia devine: 

 k
3

2k2k
6

4k4k
2

1
3

1k4

=



 +

⇔=



 +

⇔=

















 +
+

. 

 Folosind proprietatea 5 suntem conduşi la rezolvarea inecuaţiei: 
 

}2,1,0{k,2k12k2k332k2
3

2k2k1
2

2k2
∈≤<−⇔+≤<−+⇔

+
≤<−

+

 

 Deci 






∈ 3,

3
5,

3
1x . 
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 R9.2.4Să se rezolve ecuaţia: 

 
7

3x5
4

5x3
4

7x3 +
=



 −

+



 −

. 

Soluţie. 

 Notăm k
7

3x5
=

+
, k∈Z

5
3k7x3k7x5 −

=⇐−=⇔  

 Utilizăm proprietatea 5 pentru cele două părţi întregi ale ecuaţiei. 

 
4

7x3
4

7x31
4

7x3 −
<



 −

≤−
−

 

 
4

5x3
4

5x31
4

5x3 −
<



 −

≤−
−

 

 Prin adunarea inegalităţilor se obţine: 

 
4

12x6
4

5x3
4

7x32
4

12x6 −
<



 −

+



 −

≤−
−

 

 şi apoi folosind substituţia avem: 

 

.
5

32,5x},5,4{kdeci,
11
59k

11
39

59k113939k115939k21k1059k21
10

39k21k
10

59k21
2

6
5

9k21

k2
2

6
5

9k21







∈∈<≤⇔

⇔≤≤⇔−<−≤−⇔−<≤−⇔

⇔
−

<≤
−

⇔
−

−

<≤−
−

−

 

 
 R9.2.5.Să se demonstreze că ecuaţia: 

6
2

2x3
2

1x3
=



 +

+



 +

 nu are soluţii întregi. 

[G.M. 2/1988] 
Soluţie. 

Presupunem că x = a∈Z este o soluţie a ecuaţiei  
I. a = 2k,  k∈Z. 

[ ]

Z
6
5k61k661k3k3

61k3
2
1k36

2
2k6

2
1k6

∉=⇒=+⇔=++⇔

⇔=++



 +⇔=



 +

+



 +

 

II. a = 2k + 1,  k∈Z 
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[ ]

.Z
3
1k2k662k32k3

6
2
5k32k36

2
5k6

2
4k6

∉=⇔=⇔=+++⇔

⇔=



 +++⇔=



 +

+



 +

 

Rezultă că ecuaţia nu are nici o soluţie întreagă. 
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 10. Inegalităţile algebrice 
 
 Prezentăm în cele ce urmează câteva proprietăţi elementare ale inegalităţilor 
precum şi câteva inegalităţi remarcabile. Acestea vor constitui baza raţionamentului în 
soluţionarea problemelor care implică inegalităţile. 
 
 10.1. Proprietăţile inegalităţilor  
 
  10.1.1. (∀) x∈R, x≤x (reflexivitatea) 
  10.1.2. Dacă x,y,z∈R astfel încât x≤y şi y≤z atunci  x≤z (tranzitivitatea) 
  10.1.3. Dacă x,y ∈R astfel încât x≤y şi y≤x atunci  x=z (antisimetria) 
  10.1.4. (∀) x,y,z∈R dacă x≤y atunci x+z≤ y+z. 
  10.1.5. (∀) x,y,z∈R dacă x≤y atunci 1. xz≤yz, pentru z≥0. 
           2. xz≥yz, pentru z≤0. 

  10.1.6. (∀) x,y,∈R dacă x>0 x≤y atunci  
y
1

x
1
≥ . 

  10.1.7. (∀) x,y,a,b∈R dacă x≤y atunci x+a≤y+a. 
  10.1.8. Dacă x,y,a,b∈R astfel încât 0≤a≤b şi 0≤x≤y , atunci ax≤by. 
  10.1.9. (∀) x,y,∈R dacă x≤y atunci  x2n+1≤y2n+1, (∀) n∈N. 
  10.1.10.  (∀) x,y,∈R, dacă 0≤x≤y atunci xn≤yn , (∀) n∈N. 
 
 10.2 Inegalităţi remarcabile  
 
 10.2.1 (∀) x∈R, x2≥0 
Generalizare (∀) x∈R, x2n≥0, (∀) n∈Z 
Observaţii referitoare la proprietăţile 1.9. şi 1.10 

1. dacă -3<2 atunci (-3)3<23 ⇔ -27<8 adevărat 
2. dacă -3<2 atunci (-3)4<24 ⇔ 81<16 fals 

 
 10.2.2. (∀) x1,x2,...,xn∈R, x1

2,x2
2,...xn

2≥0 
Se obţine egalitatea pentru x1=x2=...=xn=0 
 10.2.3. (∀) x,y,∈R, x2+z2≥2xy 
 10.2.4. (∀) x,y,∈R, x>0, y>0 există inegalitatea: 

 2
x
y

y
x

≥+  

 10.2.5. (∀) x,y,∈R; x,y>0 

y
1

x
1

2xy
2

yx

+
≥≥

+
( inegalitatea mediilor) 

Observaţie. Se poate da o generalizare pentru inegalitatea ce există între media 
aritmetică şi media armonică a numerelor reale pozitive: 
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(∀) x1,x2,...,xn∈R+: 

n21

n21

x
1...

x
1

x
1

n
n

x...xx

+++
≥

+++
 

 10.2.6. (∀) x,y,z∈R: x2 + y2 + z2 ≥ xy + yz + zx 
 
 
Probleme rezolvate 
 

 R10.3.1. Să se arate că oricare ar fi x,y,z ∈R există inegalitatea x2 + y2 + z2 + 
6x – 4y + 2z + 14≥0 
Soluţie.  
Căutăm să formăm o sumă de pătrat folosind formulele de calcul prescurtat: 
x2 + 6x + 9 + y2 + 4y + 4 + z2 + 2z + 1 ≥ 0 ⇔  
⇔  (x+3)2 + (y-2)2 + (z+1)2 ≥ 0, inegalitate adevărată. 
 

 R10.3.2. Să se arate că oricare ar fi numerele reale strict pozitive are loc 

relaţia:   a1
2 + a2

2 + ... + an
2 – 2(a1+a2 2 +...+an 0

2
)1n(n)n ≥

+
+  

Soluţie. 
Observăm că ultimul termen al expresiei reprezintă suma primelor n numere naturale: 

1 + 2 + ... + n 
2

)1n(n +
=  

Aplicând proprietăţile adunării şi înmulţirii formăm pătrate perfecte cu intenţia 
de a ajunge la o inegalitate adevărată 
a1

2-2a1+1+a2
2-2a2 2 +2+...+an

2-2an n +n = (a1-1)2+(a2- 2 )2+...+(an- n )2≥0 
Egalitate se obţine pentru a1=1, a2= 2 ,..., an= n  

 
 R10.3.3. Să se arate că dacă a,b şi c sunt numere strict pozitive, atunci 

 

cba
b
ca

a
bc

c
ab

++≥++  

 
Soluţie. 
Dăm două metode pentru justificarea acestei inegalităţi. Prima se va referi la reducerea 
inegalităţii date la o inegalitate cunoscută ( remarcabilă), iar în a doua metodă vom 
justifica inegalitatea dată pornind de la o inegalitate cunoscută. 
 
Metoda I 

⇔++≥++ cba
b
ca

a
bc

c
ab

a2b2+b2c2+c2a2≥a2bc+ab2c+abc2 ⇔  

⇔ 2a2b2+2b2c2+2c2a2≥2a2bc-2ab2c+2abc2 ≥0⇔ a2(b-c)2+b2(a-c)2+c2(a+b)2≥0, 
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inegalitate adevărată. 
 
Metoda a II-a 

Numerele reale 
a
bc

şi 
b
ac

 sunt strict pozitive şi verific inegalitatea: 

c2
b
ac

a
bc

b
ac

a
bc2

b
ac

a
bc

≥+⇔⋅≥+  

Analog se obţin inegalităţile b2
c
ab

a
bc

≥+  şi a2
c
ab

b
ac

≥+ . 

Adunând ultimele trei inegalităţi se obţine inegalitatea cerută: 

( ) ( )cba2
b
ca

a
bc

c
abcba2

b
ca

a
bc

c
ab2 ++≥++⇔++≥






 ++  

 
 R10.3.4. Să se arate că oricare ar fi numerele strict pozitive a,b,c există 

inegalitatea: 

cb
a
+

+
ac

b
+

+ 2
ba

c
>

+
 

 
Soluţie.  

Pentru demonstrarea inegalităţii vom folosi inegalitatea mediilor pentru 
ac

b
+

 şi 1, 

deci 

1
ac

b
⋅

+ ac
b

2

1
ac

b

+
⇔

+
+≤ ≤

a2
cba ++

 

Analog: 
b

ca +
≤

b2
cba ++

 şi 
c

ba +
≤

c2
cba ++

. 

Folosind proprietatea 1.6. , obţinem inegalităţile: 

cba
a2

cb
a

++
≥

+
, 

cba
b2

ca
b

++
≥

+
, 

cba
c2

ba
c

++
≥

+
, iar prin însumare se 

obţine inegalitatea cerută  

cb
a
+

+
ca

b
+

+ 2
ba

c
>

+
 

Inegalitatea este strictă pentru că a+b+c>0 şi egalitatea b+c=a, a+c=b şi a+b=c nu pot 
avea loc simultan. 
 Cu rezultat bun putem folosi în demonstrarea acestei inegalităţi şi inegalitatea 
dintre mediile geometrice şi şi media Armonică a două numere strict pozitive. 
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cba
a2

cb
a

1
cb

a
cb

a2

cb
a

++
≥

+
⇒

+
+

+≥
+

 

Analog: 
ca

b
+

≥
cba

b2
++

, 
ba

c
+

≥
cba

c2
++

 

 
 

 R10.3.5. Să se  arate că  oricare ar fi x, y,z, numere reale pozitive, există 
inegalitatea 

( ) ( ) ( ) ( )zyx
2
3yxzyxyzyx ++≤+++++  

Arătaţi că se poate găsi în acest caz o inegalitate mai bună (fină), adică 
( ) ( ) ( ) ( )zyx2yxzyxyzyx ++≤+++++  

Soluţie. 
Folosim inegalitatea dintre media geometrică şi cea aritmetică. 

 ( )zyx + ≤
2

zyx ++
; ( )yxy +  ≤

2
zyx ++

; ( )yxz +  ≤
2

zyx ++
 

Adunând inegalităţile, obţinem inegalitatea cerută: 

( ) ( ) ( ) ( )zyx
2
3yxzyxyzyx ++≤+++++  

Facem un raţionament asemănător pentru a obţine o îmbunătăţire a inegalităţilor date 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 22 2 2
2 2 2

4
2

2

x y z y x z z x yx y z y x y z x y

x y z
x y z

+ + + + + +
+ + + + + ≤ + + =

+ +
= = + +

deci 

( ) ( ) ( ) ( )zyx2yxzyxyzyx ++≤+++++  
 

 R10.3.6. Să se arate că: 
a4+b4+c4≥abc(a+b+c)  [M.A.D.] 
Soluţie. 
a4+b4+c4≥a2b2+b2c2+c2a2= (ab)2+(bc)2+(ac)2≥ =⋅+⋅+⋅ caabcabcbcab  abc(a+b+c) 
 
 
Probleme propuse 

 
 P10.4.1. Să se arate că (∀) x,y,z∈R, are loc inegalitatea  

x2+19y2+6z2-8xy-4xz+12yz>0 
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 P10.4.2. Să se arate că oricare ar fi numerele reale strict pozitive a,b,c există 
inegalitatea: 

8
bc
ac

ab
cb

ac
ba ≥






 +





 +





 +  

 
 P10.4.3. Demonstraţi că (∀)t∈R şi n∈N, are loc inegalitatea: 

(1+t)n+(1+t-1)≥2n+1 

 

 P10.4.4. Se dau numerele reale pozitive a,b,c, astfel încât a+b+c=1. Arătaţi că  

 a) 9
c
1

b
1

a
1

≥++ ; 

 b) ( ) ( ) ( )
2
3baccabcba ≤+++++ . Generalizare 

 c) 51c41b41a4 <+++++ . Generalizare 
 

 P10.4.5. Să se arate că dacă a1,a2,...,an sunt numere reale pozitive cu 
proprietatea a1a2...an=1, atunci au loc inegalităţile: 
 
 a) ( )( ) ( ) n

n21 2a1...a1a1 ≥+++ . 

 b) ( )2
11 aa1 ++ ( ) ( ) n2

nn
2

22 3aa1...aa1 ≥++++ . 
 
  P10.4.6. Să se arate că dacă n∈N* şi a>0, atunci  

 a) ;
2
n

na
1na...

2a
1a

1a
a

≤
+

−+
++

+
+

+
+

 

 

 b) n2
1na

na...
1a

2a
a
1a

≥
−+

+
++

+
+

+
+
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 11. Probleme de ordonare 
 
 Dacă notăm cu ),max( ba  cel mai mare dintre numerele a şi b, iar prin 

),min( ba  cel mai mic dintre numerele a şi b atunci avem: 









<
=
<

=
bab
baba
baa

ba
daca
dacasau  
daca

),min(  

iar 









<
=
>

=
bab
baba
baa

ba
daca
dacasau  
daca

),max(  

sau 

2
||),min( bababa −−+

= ,   iar   
2

||),max( bababa −++
= . 

 Problemele de ordonare îmbracă forme variate. Unele situaţii necesită metode 
ingenioase pentru rezolvare. Există cazuri când operaţia de ordonare ajută la dovedirea 
egalităţii a două numere a şi b, prin stabilirea simultană a inegalităţilor ba ≤  şi ba ≥ . 
 Numerele iraţionale ridică în unele situaţii probleme dificile de ordonare. De 
aceea se impun metode adaptate fiecărui caz în parte. 
 
Probleme rezolvate 
 

 VII_algR11.1. Comparaţi numerele: 
3

2  şi 
2

3 . 

 Soluţie. Fie 
3

2=x  şi 
2

3=y , atunci avem: 

332
2

32 222 ==





=x ,   iar   222

2
22 333 ==





=y  

 Atunci 

( ) 8222)( 362322 =<==x    şi   ( ) 933)( 22222 ===y . 

 Deci 
23

32 < . 
  R11.2. Demonstraţi că numerele reale a,b,c,d care verifică relaţiile de mai jos 
sunt egale 

023 ≥+− cba  
023 ≥+− dcb  
023 ≥+− adc  
023 ≥+− cad  

 Soluţie. Adunând membru cu membru relaţiile date obţinem 0≥0. rezultă că 
toate relaţiile devin egalităţi (nici una din inegalităţi nu este strictă). Deci obţinem: 

023,023,023,023 =+−=+−=+−=+− cadadcdcbcba , 
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care se mai scriu: 
caadaddcdccbcbba 22,22,22,22 −=−−=−−=−−=−  

sau 
)(2),(2),(2),(2 caadaddcdccbcbba −=−−=−−=−−=− . 

 Atunci 
)(2)(2)(2)(2 432 baaddccbba −=−=−=−=−  

de unde )(24 baba −=−  rezultă 0)12)(( 4 =−−ba . Atunci obţinem ba = . Analog 
dccb == , , deci dcba === . 

  R11.3. Să se decidă dacă numărul 20032004

20042003

20042003
20042003

+
+

 este supraunitar, 

echiunitar sau subunitar. 
 Soluţie. Scoatem factor comun pe 20042003: 

12003
2004
2003

12003
2004
2003

12003
2004
20032004

2004
2004
20032004

2003

2003

2003
2003

2003
2003

+⋅







++







=












+⋅



















+








 

1
2004
2003

< , rezultă că 1
2004
2003 2003

<





  (orice putere naturală a unui număr subunitar 

este un număr subunitar. Fiindcă 1
2004
2003 2003

<





  rezultă că 

20032003
2004
2003 2003

<⋅





 . (Produsul dintre un număr subunitar pozitiv a şi un număr 

pozitiv beste mai mic ca b). Atunci  

2004
2004
20031200312003

2004
2003 20032003

+





<+<+⋅






  

şi obţinem că 

2004
2004
200312003

2004
2003 20032003

+





<+⋅






  

 Deci numitorul este mai mic decât numărătorul şi atunci fracţia este 
supraunitară. 

 R11.4. Scrieţi în ordine crescătoare numerele: 32
32 1,1,1,,,

aaa
aaa , unde 

}1,0,1{−∉a . 
 Soluţie. 1) Dacă –1<a<0 avem: 
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2
23

3

111
a

aaa
aa

<<<<<  

 2) Dacă 0<a<1 avem: 

32
23 111

aaa
aaa <<<<<  

 3) Dacă a>1 avem: 
32

23

111 aaa
aaa

<<<<< . 

   R11.5. Fie 

nn
S

2
1

12
1...

4
1

3
1

2
111 −

−
++−+−=  

nnnn
S

2
1...

3
1

2
1

1
1

2 ++
+

+
+

+
+

=  

)1(
1...

32
1

21
1

3 +
++

⋅
+

⋅
=

nn
S  









+++
++

++
+

+
+=

n
S

...21
1...

321
1

21
11

2
1

4  

 Scrieţi în ordine crescătoare expresiile 4321 ,,, SSSS . 

 Soluţie. =





 +++−+

−
++++=

nnn
S

2
1...

4
1

2
12

2
1

12
1...

3
1

2
111  

=





 +++−+

−
++++=

nnn
1...

2
11

2
1

12
1...

3
1

2
11  

nnn 2
1...

2
1

1
1

++
+

+
+

=  

Deci 21 SS = . 

11
1

1
1

1
11...

3
1

2
1

2
1

1
1

3 +
=

+
−=








+
−++






 −+






 −=

n
n

nnn
S  

Atunci 
1

1...
1

1
1

1
2
1...

2
1

1
1

+
++

+
+

+
<++

+
+

+ nnnnnn
 

Deci 32 SS < .  

Fiindcă 
2

)1(...21 +
=+++

nnn  

)1(
1...

32
1

21
1

)1(
2...

43
2

32
2

21
2

2
1

4 +
++

⋅
+

⋅
=








+

++
⋅

+
⋅

+
⋅

=
nnnn

S  

Deci 4321 SSSS =<= . 
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 12. Rezolvarea ecuaţiilor şi inecuaţiilor cu ajutorul inegalităţii mediilor 
 
 12.1.Consideratii teoretice si exemple 
 
Definiţie  12.1.1.Numim ecuaţie o propoziţie cu una sau mai multe necunoscute,şi care 
este adevărată pentru anumite valori ale variabilelor,propoziţia conţinând semnul de 
egalitate. 
Observaţie  12.1.2.Dacă propoziţia este adevărată pentru toate valorile variabilelor 
(necunoscutelor)spunem că avem o identitate. 
Exemple : 1.a.3x+4y=5 x,y ∈ N este o ecuaţie 
                 1.b.3x+4y=3(x-4)+4(y+3);x,y  ∈ R este o identitate 
Mulţimea valorilor variabilelor pentru care propoziţia de acest fel este adevărată,se 
numeşte soluţia ecuaţiei şi se notează de obicei cu S. 
În exemplele precedente avem Sa=∅;Sb=R. 
Observaţie  12.1.3.Mulţimea din care este soluţia trebuie precizată,altfel enunţul este 
incomplet. 
Ecuaţia : 3x+4y=5 are în Z×Z o infinitate de soluţii,ele sunt date de : 
xn=4n+3;yn= -3n - 2 deoarece 3xn+4yn=12n+9-12n-4=5. 
Observaţie  12.1.4.Soluţia unei ecuaţii poate fi formată dintr-un număr sau o 
pereche,sau un triplet,după numărul de necunoscute.Sunt probleme care conduc la 
ecuaţii,sau sisteme de ecuaţii. 
Definiţie  12.1.5.Numim o inecuaţie ,o propoziţie care are una sau mai multe 
necunoscute,şi care este adevărată pentru anumite valori ale variabilelor ,propoziţia 
conţinând unul din semnele : <  ;    ≤   ;     > ;   ≥ 
Exemplu 2.a.     3x+2y≤5 (x,y) ∈ N×N 

               2.b.     3x+4y≥9 (x,y) ∈ R×R 
Observaţie  12.1.6.Mulţimea valorilor variabilelor pentru care o inegalitate este 
adevărată se numeşte soluţie a inecuaţiei.Şi la inecuaţie soluţia conţine perechi 
,triplete,sau mulţimi formate din numere,după cum ea conţine mai multe variabile sau 
una. 
  3x+2y≤5 (x,y) ∈ N×N ; Sa={ (0,0);(0,1);(0,2);(1,0);(1,1) } iar  
  3x+4y≥9 (x,y) ∈ R×R ; Sb={ (3-4y/3+a,z);y∈R;a≥0} 
Cele două mulţimi sunt una finită şi una infinită. 
Dacă a,b ∈R+  ; atunci următoarele numere ,cunoscute sub numele de medii: 
Maritmetică = M.A.= (a+b)/2 = ma   
Mgeometrică = M.G. = ab  = mg 

Marmonică = M.H. = 2/(1/a+1/b) = mh 

Mpătratică = M.P. = 
2

22 ba +
  =mp; verifică inegalităţile din :  

 
Teorema  12.1.7  a) mh ≤ mg ≤ ma 
                            b) mh ≤ mg ≤ ma ≤ mp 
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Demonstraţie: 
mh ≤ mg  ⇔  2ab⁄ (a+b) ≤  ab  ⇔ 2 ab  ≤ a+b ⇔ ( a - b )2 ≥ 0 (cu egalitate ⇔ 
a=b). 
mg≤ ma ⇔ ab  ≤ (a+b)/2 ⇔ ( a - b )2 ≥ 0 (evident). 

ma≤mp ⇔ (a+b)/2 ≤  
2

22 ba +
 ⇔ 2(a2+b2) ≥ (a+b)2 ⇔ (a-b)2 ≥ 0. 

Dovedirea acestor inegalităţi este mult mai interesantă dacă se poate face pe cale 
geometrică.Dăm în continuare câteva astfel de demonstraţii: 
 
(a) Considerăm semicercul de diametru MN. 

Ip: MP=a; 
    PN=b; 
    MO≡ON; 
C: LP ≤ LO. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
LO=(a+b)/2; LP2=ab ⇒ LP= ab  ⇒ ab  ≤ (a+b)/2. 
 

(b) Considerăm două cercuri tangente de raze b şi a.(exterior) şi coarda lor comună 
AB. 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fie O2P ⊥ O1A  

O2P= 22 )()( abab −−+ = ab4 =2 ab  ≤ O1O2 = a+b ⇒ ab  ≤ (a+b)/2 
Este evident că O2P≡O1O2,adică AB||O1O2,adică O1ABO2-dreptunghi deci 
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O1A≡O2B ⇒ a=b. 
 

 (c) Considerăm un trapez dreptunghic şi un semicerc înscris în el tangent laturii           
neparalele,diametrul fiind înălţimea trapezului,vom obţine o nouă interpretare     
geometrică pentru mh ≤ mg ≤ ma. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ON-linie mijlocie ; BC=b  ; AD=a ;  CR = 2 ab  ; 2LO = AB. 
Din unghiurile cu laturi perpendiculare ∠KLO şi ∠ RCD avem : 
∆RCD~∆ KLO (U.U) ⇒ CD/LO=RD/KO=CR/LK ⇒ 
KL=(LD∗CR)/CD=2/(1/a+1/b). 
Avem inegalităţile evidente : 
LK ≤ LO ≤ ON ⇒ mh ≤ mg ≤ ma. 

 
Probleme rezolvate  
 

 R12.2.1. Să se determine numerele reale x∈[1,∞), y ∈(0,1] pentru care avem : 
( x +1/ x )( y +1/ y ) ≥ 2( yx / + xy / ). 
Soluţie: Inegalitatea este echivalentă cu : 
 [(y+1)/ y ]∗ [(x+1)/ x ] ≥ 2[(x+y)/ xy ] ⇔ (x+1)(y+1) ≥ 2(x+y) ⇔ 
xy+1 ≥ x+y ⇔ x(y-1)+1-y ≥ 0 ⇔ (y-1)(x-1) ≥ 0.Din condiţii însă y-1 ≤ 0 şi 
x-1 ≥ 0,ca atare obţinem soluţia : { y=1;x ∈[1,∞) } ∪ { x=1;y∈(0,1]  }. 
În rezolvarea acestei inecuaţii nu este neaparat să folosim inegalităţi cunoscute,deci 
nu forţăm utilizarea lor. 
 R12.2.2. Determinaţi x,y ∈ R ştiind că : 
1/(x2 – 4x + 5) + 1/(y2 +4y +5) + x2 + y2 = 4(x-y) – 6. 
Soluţie: Egalitatea dată este echivalentă cu : 
1/( x2 – 4x + 5) + (x2 – 4x + 5) + 1/(y2 +4y +5) + (y2 +4y +5) = 4 
Din x2 – 4x + 5 = (x-2)2 + 1 > 0 ⇒ 1/( x2 – 4x + 5) + (x2 – 4x + 5) ≥ 2 şi analog  
1/(y2 +4y +5) + (y2 +4y +5) ≥ 2 (inegalitatea ma ≥ mg).Egalitatea are loc dacă şi 
numai dacă (x2 – 4x + 5)2=1, (y2 +4y +5)2=1,de unde [x2 – 4x + 5 ∈{ -1,1 }; x2 – 
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4x + 5>0] ⇒ x2 – 4x + 5=1 şi analog y2 +4y +5=1 ⇒ x=2,y= -2 care este  şi soluţia 
ecuaţiei. 
 R12.2.3. Determinaţi numerele reale a1,a2,…,an ∈ (0,∞) ; n ∈ N ; n≥2 pentru care 
avem : (a1a2)/(a1+a2) + (a2a3)/(a2+a3) + … + (ana1)/(an+a1) – n/3 ≥ (a1

3+a2
3+…+ 

an
3)/6 

Soluţie : Din mh ≤ ma, (xy)/(x+y) ≤ (x+y)/4 ⇒ (a1a2)/(a1+a2) ≤ (a1+a2)/4 şi 
analoagele,care adunate dau:  
(a1a2)/(a1+a2) + (a2a3)/(a2+a3) + … + (ana1)/(an+a1) ≤ ½( a1+a2+…+an),dar pe de altă 
parte avem: ½( a1+a2+…+an) – n/3 ≤ (a1

3+a2
3+…+ an

3)/6 ⇔  
(a1-1)2(a1+2) + (a2-1)2(a2+2) + … + (an-1)2(an+2) ≥ 0(evidentă).Numerele cerute 
sunt deci cele pentru care avem egalitatea,adică a1=a2=…=an=1. 
 R12.2.4. Demonstraţi că există x,y ∈ R astfel încât : (x2+x+1)(3y2+2y+3)=2. 
Soluţie: x2+x+1 ≥ ¾ ⇔ x2+x+1/4≥0 ⇔ (x+1/2)2≥0. 
             3y2+2y+3 ≥ 8/3,deoarece 3y2+2y+3=3(y+1/3)2+8/3 deci luând x=-1/2 şi y= 
-1/3 avem egalitate. 
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 13. Probleme de maxim şi minim 
 
 Importanţa practică a problemelor de maxim şi minim este de necontestat. La 
gimnaziu se studiază foarte puţin asemenea probleme, deoarece ele solicită procedeee 
mai deosebite pentru rezolvare. 
 Problemele de maxim şi minim nu sunt uşor de abordat fără a stăpâni anumite 
tehnici de rezolvare. Iată câteva dintre acestea: 
 a) Folosim două teoreme care ne ajută la determinarea maximului şi 
minimului. 
 Teorema  13.1. Dacă suma mai multor variabile pozitive este constantă, 
maximul produsului are loc când variabilele sunt egale. 
 Deci dacă nxxxP ...21=  cu =+++ nxxx ...21 constant, P este maxim când 

nxxx === ...21 . Dacă n
nxxxP ααα ⋅= ...21

21  cu iα  N∈= ),1( ni  maximul lui P are loc 

când 
n

nxxx
α

==
α

=
α

...
2

2

1

1 . 

 Pentru două variabile 1x  şi 2x , 21xxP =  cu =+ 21 xx constant, P este maxim 
când 21 xx =  deoarece 

2
221

2
1

2
21

2
221

2
1

2
21 2)(,2)( xxxxxxxxxxxx +−=−++=+  

atunci ])()[(
4
1 2

21
2

2121 xxxxxx −−+= , deci 21xx  este maxim când 0)( 2
21 =− xx  

adică 21 xx = . 
 Teorema  13.2. Dacă produsul mai multor variabile pozitive este constant, 
atunci suma lor este minimă când variabilele sunt egale. 
 Pentru două variabile 1x  şi 2x  pozitive cu 21xxP =  (constant) 21 xxS +=  
este minimă dacă şi numai dacă 21 xx = , deoarece  

21
2

21
2

21 4)()( xxxxxx +−=+  
cu 21xx  constant şi atunci cea mai mică valoare a sumei se obţine când 

0)( 2
21 =− xx , deci 21 xx = . 

 b) Metoda reflexiei 
 Metoda constă în completarea figurii iniţiale asociată problemei (sau a unei 
părţi din ea) cu simetrica ei în raport cu o dreaptă (adică cu imaginea "reflectată" într-o 
oglindă). 
 c) Metoda liniei frânte 
 Dacă problema ne cere să determinăm minimul sumei lungimilor unor 
segmente atunci folosind această metodă trebuie să efectuăm o construcţie care să 
conducă la o linie frântă formată cu segmente dintre segmentele date şi cu segmente 
congruente cu cele care intervin în suma al cărei minim se cere. Această linie frântă va 
avea ca extremităţi puncte fixe A şi B. Deoarece drumul cel mai scurt între două puncte 
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este segmentul de dreaptă determinat de ele este posibil ca AB să fie realmente 
minimul căutat. 
 d) Metoda curbei de nivel 
 Se foloseşte pentru problemele în care minimul sau maximul respectiv este 
condiţionat de poziţia unui punct M, poziţie ce trebuie precizată pe o dreaptă sau pe un 
cerc. Se presupune că expresia din concluzia problemei are valoarea constantă k şi se 
determină curba loc geometric Ck, a punctului M în acest caz. Pentru a determina 
poziţia cerută a punctului M se alege din familia de curbe de nivel Ck acea curbă care 
este tangentă dreptei sau cercului pe care am căutat punctul M, poziţia care realizează 
extremul va fi chiar punctul de tangenţă. 
 
 
Probleme rezolvate 
 
  R13.1. Să se afle maximul expresiilor: 

33
22

2
224

1
2)(),(),4()(
x
axxExaxExaxxE −

=−=−=  

unde +∈Ra  şi *
+∈Rx . 

 Soluţie. )(1 xE  se mai scrie: )4()()( 2222
1 xaxxE −= . Cei doi factori au 

suma constantă: 2222 44 axax =−+  (const.) Maximul are loc când 
1

4
2

222 xax −
= , 

de unde obţinem: 22 83 ax = , deci 
3

62ax =  şi atunci produsul maxim este 

27
256

3
4

9
64

3
84

3
8 6242

2
22 aaaaaa

=⋅=







−








. Pentru expresia 2E , maximul 

produsului )( 22 xax −  are loc în acelaşi timp cu al pătratului său 2222 )( xax − . Suma 

factorilor 2x  şi 22 xa −  este 2a  (constant), maximul are loc când 
21

222 xax −
= , de 

unde 

3
3

33
3

2
222 aaxaxax ==⇒=⇒=  

9
32

33
3 32

2
max2

aaaaE =







−=  

 Expresia )(3 xE  se mai poate scrie: 







 −=






 −=






 −

=
x
a

xx
a

x
x

xx
ax

x
xE 2112121)( 2223  
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 Condiţia de maxim nu se schimbă dacă multiplicăm expresia cu 24a . 
Obţinem: 







 −






=






 −⋅=

x
a

x
a

x
a

x
axEa 2122114)(4

2

2
2

3
2  

 Suma factorilor este 1212
=−+

x
a

x
a

 (constant). Atunci maximul are loc când 

1

21

2

2
x
a

x
a

−
= , de unde obţinem 242

=+
x
a

x
a

, deci 26
=

x
a

, de unde 
2

6ax = . Deci 

ax 3= . 

233max 27
1

2727
23)(

aa
a

a
aaxE ==

−
=  

  R13.2. Să se afle minimul expresiei 2

3

1 )(
)(

bx
xxE
−

= , *
+∈Rx , iar 0>b . 

 Soluţie. Minimul expresiei corespunde maximului expresiei inverse: 3

2)(
x
bx −

, 

care se scrie: 
22

2

2

2 111)(1






 −=






 −

=
−

⋅=
x
b

xx
bx

xx
bx

x
E . 

 Înmulţind cu b obţinem 
2

2 1 





 −=⋅

x
b

x
bEb . Cei doi factori au suma constantă 

11 =−+
x
b

x
b

. Deci 
2

1

1
x
b

x
b

−
= , de unde bx 3= . Deci  

4
27

4
27

)3(
)3(

2

3

2

3

min
b

b
b

bb
bE ==
−

= . 

 R13.3. Să se afle minimul expresiei 2

44

x
xaE +

=  unde 0≠x , a şi x sunt 

numere reale pozitive. 

 Soluţie. 2
2

4

x
x
aE += . Produsul termenilor este 42

2

4

ax
x
a

=⋅  (constant). 

Minimul are loc când 2
2

4

x
x
a

= , de unde ax = . Minimul expresiei este 

2
2

44

min 2a
a
aaE =

+
=  (a>0). 
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  R13.3. Se consideră o dreaptă d şi două puncte A şi B situate de aceeaşi parte 
a ei. Să se determine poziţia unui punct M de pe dreapta d astfel încât suma MA+MB 
să fie minimă. 
 Demonstraţie. Fie T un punct oarecare pe dreapta d. Construim simetricul B' al 
punctului B faţă de dreapta d. 

 Fie {E}=d∩BB'. Din congruenţa triunghiurilor dreptunghice TBE şi TB'E 
obţinem că (TB)≡(TB'). Atunci AT+TB=AT+TB'≥AB' (inegalitatea triunghiului în 
ATB'). Fiindcă A şi B' sunt fixe, poziţia lui M astfel ca suma să fie minimă se obţine la 
intersecţia dreptei d cu AB'. (Problema se mai numeşte teorema reflexiei sau teorema 
biliardului). 
  R13.4. În interiorul unghiului AOB se consideră punctele C şi D. Să se 
găsească pe latura OA a unghiului dat un punct F şi pe latura OB un punct E astfel ca 
linia frântă DEFC să fie cea mai scurtă posibilă. 
 Demonstraţie. Construim simetricul C' al punctului C faţă de OA şi D' 
simetricul lui D faţă de OB. 

 În loc de punctele C şi D acum punctele C' şi D' îndeplinesc condiţiile cerute 
de problemă. Deci trebuie să găsim drumul cel mai scurt posibil între C' şi D' care să 
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întâlnească laturile OA şi OB ale unghiului AOB. Drumul cel mai scurt între două 
puncte este segmentul de dreaptă ce le uneşte. Segmentul [C'D'] intersectează laturile 
unghiului AOB în F respectiv E. Acestea sunt punctele căutate. 
 Din triunghiurile dreptunghice congruente KC'F şi KCF obţinem că 

(C'F)≡(CF)                                             (1) 
 Din triunghiurile dreptunghice congruente EDP şi ED'P obţinem că 

(ED)≡(ED')                                             (2) 
 Atunci CF+FE+ED=C'F+FE+ED'=C'D'. Linia frântă CEFD este cea mai 
scurtă. Oricare alte două puncte luate pe laturile OB şi OA, în afară de E şi F găsite mai 
sus ne vor da o linie frântă mai lungă decât CEFD. 
 Fie L şi T două puncte oarecare situate respectiv pe laturile OA respectiv OB, 
vrem să arătăm că CF+EF+FD<CL+LT+TD. Datorită simetriei putem scrie:  

CF+EF+ED=C'F+EF+ED'=C'D'   şi   CL+LT+TD=C'L+LT+TD' 
 În patrulaterul C'D'TL, C'D' este mai scurt decât linia frântă C'LTD'. 
  R13.5. Se consideră triunghiul ascuţitunghic ABC. Să se determine triunghiul 
DEF cu D∈(BC), E∈(CA), F∈(AB) care are perimetrul minim 
 Demonstraţie. Fie Q simetricul punctului D faţă de AC şi T simetricul lui D 
faţă de AB. Atunci triunghiurile dreptunghice DEP şi EPQ sunt congruente (P fiind la 
intersecţia dreptelor DQ şi AC). 

 Din congruenţa acestor două triunghiuri obţinem că  
(DE)≡(EQ)                                             (1) 

şi triunghiurile dreptunghice DFR şi TRF sunt congruente (R este intersecţia dreptelor 
AB şi DT). Din congruenţa acestor două triunghiuri obţinem că 

(FD)≡(FT)                                              (2) 
Folosind relaţiile (1) şi (2) obţinem: Perimetrul triunghiului DEF este: 

EF+DF+ED=EF+TF+EQ                                   (3) 
 Din congruenţa triunghiurilor dreptunghice ART şi ARD obţinem că 

m(∠RAD)=m(RAT)                                        (4) 
 Din congruenţa triunghiurilor dreptunghice APD şi APQ obţinem că 

m(∠DAP)=m(∠PAQ)                                     (5) 
 Din relaţiile (4) şi (5) obţinem că m(∠TAQ)=2m(∠BAC), deci m(∠TAQ) este 
constantă. 
 Perimetrul triunghiului DEF nu poate fi mai mic decât (TQ) iar acesta este 
minim când AT=AQ=AD, este minim deci când AD este minim, adică D este piciorul 
perpendicularei din D pe BC. Punctele E şi F se obţin ca intersecţii ale dreptei TQ cu 
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AC respectiv AB. Am obţinut astfel că triunghiul de perimetru minim DEF este 
triunghiul ortic al triunghiului ABC. 
  R13.6. Se consideră un triunghi ABC şi M∈(BC). Fie E şi F proiecţiile 
ortogonale ale lui M pe AB respectiv AC. Să se determine poziţia lui M pe (BC) astfel 
încât aria triunghiului MEF să fie maximă. 
 Demonstraţie. Patrulaterul AEMF este inscriptibil având unghiurile opuse din 
E şi F suplementare. 

 Rezultă că m(∠BAC)+m(∠EMF)=180°.  
Deci m(∠EMF)=180°-m(∠BAC). Atunci 

2
EMF)sin(MFMES[MEF]

∠⋅⋅
=                        (1) 

 Dar BAC)sin(BAC)]sin(sin[180EMF)sin( ∠=∠−°=∠ . Deci 

2
BAC)sin(MFMES[MEF]

∠⋅⋅
=                        (2) 

 Dar [ACM][ABM][ABC] SSS +=  sau 
2
MFAC

2
MEABS[ABC]

⋅
+

⋅
= , de unde 

[ABC]S2MFACMEAB ⋅=⋅+⋅  sau  

[ABC]2SMFbMEc =⋅+⋅                                (3) 

 Din (2) avem că maximul ariei triunghiului MEF se atinge când ME⋅MF este 
maxim. Dar maximul produsului ME⋅MF se atinge odată cu maximul lui 
(c⋅ME)⋅(b⋅MF) adică dacă c⋅ME=b⋅MF, ceea ce implică egalitatea ariilor triunghiurilor 
ABM şi AMC, deci M este mijlocul lui (BC). 
  R13.7. Dintre toate dreptunghiurile de aceeaşi arie să se determine cel de 
perimetru minim. 
 Soluţie. Perimetrul drepunghiului este )(2 yx + , iar aria yxS ⋅=  (unde x şi y 
sunt dimensiunile dreptunghiului). Fiindcă =⋅ yx constant, suma lor este minimă când 

yx = . Deci perimetrul dreptunghiului este xyx 4)(2 =+ . 
 Dintre toate dreptunghiurile de aceeaşi arie, pătratul are perimetru minim. 
  R13.8. Dintre toate dreptunghiurile cu acelaşi perimetru care este cel de arie 
maximă? 

A

E

B M C

F
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 Soluţie. Dacă x şi y sunt dimensiunile dreptunghiului, atunci perimetrul este 

Pyx =+ )(2 , rezultă 
2
Pyx =+ , yxS ⋅= . Suma factorilor x şi y este constantă şi 

atunci produsul este maxim când yx =  (pătrat). Deci 2
max xS = . 

 Dintre toate dreptunghiurile cu acelaşi perimetru pătratul are arie maximă. 
  R13.9. Dintre toate triunghiurile dreptunghice cu aceeaşi ipotenuză aflaţi pe 
cel de arie maximă. 

 Soluţie. 
2
cbS ⋅

=  unde b şi c sunt lungimile catetelor. Din teorema lui Pitagora 

avem că 222 acb =+  (constant). Suma factorilor 2b  şi 2c  fiind constantă, produsul 
este maxim când 22 cb = , adică cb = . Deci triunghiul este dreptunghic isoscel. 
Atunci cu teorema lui Pitagora obţinem: 222 bba += , deci 222 ⋅= ba , de unde 

2
2ab = . Deci  

42
1

2
2

2
2

2

2

max
aaacbS =⋅⋅=

⋅
= . 

  R13.10. Dintre toate triunghiurile cu acelaşi perimetru, aria maximă o are 
triunghiul echilateral. 
 Soluţie. Fie a,b,c lungimile laturilor triunghiului şi 2p perimetrul triunghiului. 
Folosim formula lui Heron pentru aria triunghiului: 

c)b)(pa)(pp(pS −−−=  
 Suma factorilor variabili este p-a+p-b+p-c=3p-2p=p deci este constantă. 
Produsul celor trei factori este maxim când p-a=p-b=p-c, adică a=b=c. Deci triunghiul 
de arie maximă este cel echilateral (cu perimetru constant).  

4
32

max
aS =  

  R13.11. Dintre toate patrulaterele cu acelaşi perimetru înscrise într-un cerc, 
aria maximă o are pătratul. 
 Soluţie. Dacă notăm cu a,b,c,d lungimile laturilor şi cu 2p perimetrul, aria 
patrulaterului înscris se calculează cu relaţia: 

d)c)(pb)(pa)(pp(pS −−−−=  
 Suma factorilor variabili este p-a+p-b+p-c=3p-2p=p (constantă). Atunci S este 
maxim când p-a=p-b=p-c=p-d ⇒ a=b=c=d. 

2
max aS = . 

  R13.12. Dintre toate dreptunghiurile înscrise într-un cerc de rază dată R, care 
este cel de arie maximă? 
 Soluţie. Dacă una din laturi are lungimea x, cealaltă va avea lungimea 

224 xR −  (calculată cu teorema lui Pitagora din triunghiul dreptunghic). 
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 Atunci aria este: )4(4 22222 xRxxRxS −=−⋅= . Suma factorilor 

variabili 2x  şi 224 xR −  este 24R  (constantă). maxS  se obţine când factorii sunt egali 

adică 222 4 xRx −= , rezultă 2Rx = . Cealaltă latură a dreptunghiului are lungimea 

2244 2222 RRRxR =−=− . Deci dreptunghiul de arie maximă este pătratul 
înscris. 

 R13.13. Se consideră un punct A' pe latura (BC) a unui triunghi ABC. 
Paralela prin A' la latura AC întâlneşte latura AB în punctul C' şi paralela prin A' la 
latura AB întâlneşte latura AC în punctul B'. 

a) Să se exprime aria paralelogramului A'B'AC' în funcţie de aria triunghiului 
BA'C' şi de aria triunghiului CA'B'. 
 b) Pentru ce poziţie a punctului A' aria acestui paraloegram este maximă? 
 Demonstraţie. Poziţia punctului A' pe latura [BC] este dată de raportul 

k
CA'

BA'
=  0)(k > .  

 A 

B' 

C' 

B A' C  

Atunci obţinem 
1k

k
BA'CA'

BA'
+

=
+

, de unde 
1k

k
BC
BA'

+
= . Din k

CA'
BA'

=  

mai obţinem 
k
1

BA'
CA'
= , de unde 

1k
1

CA'BA'
CA'

+
=

+
, deci 

1k
1

BC
CA'

+
= . Avem: 

S[A'B'AC']=S[ABC]-S[BA'C']-S[CA'B']                     (*) 
 Fiindcă A'C'||AC, triunghiurile A'BC' şi ABC sunt asemenea. Şi A'B'||AB, 
atunci triunghiurile A'B'C şi ABC sunt asemenea. Fiindcă raportul ariilor a două 
triunghiuri asemenea este egal cu pătratul raportului de asemănare putem scrie relaţiile: 

22

k
1k

BA'
BC

]C'S[BA'
S[ABC]







 +

=





=                             (1) 

iar 

2
2

1)(k
CA'
CB

]B'S[CA'
S[ABC]

+=





=                             (2) 

Din relaţiile (1) şi (2) obţinem: 
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222

2

k
1

1)(k
1

k
1)(k

]B'S[CA'
S[ABC]:

]C'S[BA'
S[ABC]

=
+

⋅
+

= , 

deci 

2k
1

]C'S[BA'
C]B'S[A'

=                                         (3) 

Cu relaţiile (1), (2), (3), relaţia (*) devine: 

=−−
+

= ]C'S[BA'
k
1]C'S[BA']C'S[BA'

k
1)(k]AC'B'S[A' 22

2

 

]C'S[BA'
k
2

k
1k12kk]C'S[BA' 2

22

=






 −−++
=  

Deci 

]C'S[BA'
k
2]AC'B'S[A' =                             (4) 

Cu (3), relaţia (4) devine: 

C]B'2kS[A'C]B'S[A'k
k
2]AC'B'S[A' 2 ==  

Deci 
S[A'B'AC']=2kS[A'B'C]                                (5) 

Din (4) şi (5) obţinem: C]B']S[A'C'4S[BA']AC'B'[A'S2 = . 
 b) Din relaţia (2) rezultă că 

S[ABC]
1)(k

1]B'S[CA' 2+
=                          (6) 

Din relaţiile (5) şi (6) obţinem: 

S[ABC]
1)(k

2k]AC'B'S[A' 2+
=                        (7) 

 Maximul ariei S[A'B'AC'] are loc atunci când 21)(k
2k
+

 este maxim (S[ABC] – 

constantă). Dar 
2

k
1k

2

k
12kk

2
1)(k

2k
22

++
=

++
=

+
, care este maximă când 

k
1k +  

este minim. Termenii pozitivi variabili k, 
k
1

 au produsul 1
k
1k =⋅  (constant) suma 

k
1k +  este minimă când 

k
1k = , de unde 1k 2 =  0)(k >  rezultă k=1. Deci A' este 

mijlocul lui (BC). Atunci din (7) obţinem: 
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S[ABC]
2
1]AC'B'S[A' ariei Maximul =  

  R13.14. Determinaţi cel mai mare număr natural n pentru care numărul 
1⋅2⋅3⋅...⋅2002⋅2003 se divide cu 1129 +n . 
 Soluţie. Numărul 29 este prim şi divide pe fiecare al 29-lea număr natural. 
Există 69 (2003:29=69 rest 2) numere mai mici sau egale cu 2003 divizibile cu 29. 
Există 2 numere mai mici sau egale cu 2003 divizibile cu 292 (2003:292=2 rest 321), iar 
cu 293 nu există numere mai mici sau egale cu 2003, divizibile. Deci numărul 
1⋅2⋅3⋅...⋅2002⋅2003 se divide cu 2969+2=2971. Atunci 71=n+11 ⇒ n=60. Numărul căutat 
este 60. 
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 14. Puncte laticiale 
 
 Definiţia  14.1. Orice punct care are ambele coordonate exprimate prin numere 
întregi se numeşte punct laticial. 
 
 
Probleme rezolvate 
 
  R14.1. Să se demonstreze că nu există două puncte laticiale ),( baA  şi 

),( dcB  )( BA ≠  care să aibă aceeaşi distanţă la punctul de coordonate 







7
5,3C  

),,,( Z∈dcba . 
 Soluţie. Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem că există astfel de 
puncte. Distanţa dintre punctele ),( 11 yxP  şi ),( 22 yxQ  este dată de relaţia: 

2
12

2
12 )()( yyxxPQ −+−= . Atunci fie A, B punctele laticiale pentru care 

CA=CB. Obţinem: 
2

2
2

2

7
5)3(

7
5)3( 






 −+−=






 −+− dcba , 

care se mai scrie: 

)(
7
523)(2 2222 dbbadcac −⋅+−−+=⋅−                  (1) 

 Când ac ≠ , în membrul stâng este un număr iraţional, iar în membrul drept 
este un număr raţional, rezultă cu necesitate că 0=− ac  şi 

0)(
7

102222 =−+−−+ dbbadc                        (2) 

Din (2) pentru ac =  obţinem: 0)(
7

1022 =−+− dbbd , care se mai scrie: 

0
7

10)(0)(
7

10))(( =





 −+−⇔=−−+− bdbdbdbdbd  

 Fiindcă Z∈db,  rezultă că 
7

10
≠+ bd  şi atunci obţinem că bd = . Fiindcă 

ca =  şi db =  rezultă că punctele A şi B coincid. Deci nu există două puncte laticiale 

care să aibă aceeaşi distanţă la punctul 







7
5,3C . 

  R14.2. Să se arate că nu există în planul raportat la două axe ortogonale, nici 
un triunghi echilateral, având toate cele trei vârfuri în puncte laticiale. 
 Soluţie. Presupunem că există un triunghi având vârfurile în puncte laticiale. 
Putem de asemenea presupune că unul din vârfuri este în originea O, iar celelalte două 
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sunt ),( baA , ),( dcB . Atunci 222 baOA += , 222 dcOB += , iar 
222 )()( dbcaBA −+−= . 

 Triunghiul OAB fiind echilateral avem: 
xdbcadcba =−+−=+=+ 222222 )()(                    (1) 

 Fiindcă a,b,c,d sunt întregi rezultă că Z∈x . Din (1) obţinem: 
xbdacdbca =+−+++ )(22222  

 Fiindcă xdcba =+=+ 2222 , rezultă că xbdacxx =+−+ )(2 , de unde 

2
xbdax =+                                               (2) 

 Avem relaţia 
222222 )())(()( bdacdcbabcad +−++=−                    (3) 

 Ţinând seama de (1) şi (2), relaţia (3) devine: 
2

2

2
)( 






−⋅=−

xxxbcad , 

de unde obţinem: 
4

3)(
2

2 xbcad =− , rezultă 
2)(23 



 −

=
x

bcad
 şi deci 

32 ±=





 +

x
bcad

 relaţie imposibilă fiindcă în stânga avem un număr raţional iar în 

dreapta un număr iraţional. Deci nu există un triunghi care să satisfacă ipoteza. 
  R14.3. Să se demonstreze că dacă pentru orice număr natural n există în plan 
un cerc de centru ),( baO , care conţine în interiorul său exact n puncte laticiale, atunci 
a şi b nu pot fi simultan numere raţionale. 

 Demonstraţie. Fie 
d
cx =  şi 

d
ey =  cu Z∈dec ,,  şi 0≠d . Punctele laticiale 

),( ceA −  şi ),( ceB −  au aceeaşi distanţă până la punctul de coordonate ),( yxM  
deoarece 

2222







 −+






 −−=






 −−+






 −

d
ec

d
ce

d
ec

d
ce  

 Deci pentru orice punct de coordonate raţionale există două puncte laticiale 
distincte egal depărtate de acel punct. Dacă Q∈a  şi Q∈b  atunci există două puncte 
laticiale distincte care sunt egal depărtate de punctul de coordonate ),( ba . Dacă cercul 
cu centrul ),( baO  care trece prin aceste două puncte conţine în interiorul său n puncte 
laticiale, atunci orice cerc concentric cu el şi de rază mai mare va conţine în interiorul 
său cel puţin 2+n  puncte laticiale. În nici un caz nu există un cerc cu centrul în 

),( baO  care să conţină exact 1+n  puncte. Deci sau Q∉a  sau Q∉b . 
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GEOMETRIE 
 
1. Relaţii metrice în triunghiul oarecare 
 
 1.1. Teoreme ale bisectoarelor 
 

Teorema  1.1.1. (Teorema bisectoarei interioare) 
 Fie triunghiul ABC, (AD bisectoarea interioară a unghiului A şi D∈(BC), 
atunci: 

AC
AB

DC
DB

= . 

 Demonstraţie. Ducem prin B o paralelă la AD care întâlneşte pe CA în M. 
Aplicăm teorema lui Thales în triunghiul CBM şi obţinem: 

AC
AM

DC
DB

=                                              (1) 

 (AD fiind bisectoarea interioară a unghiului A, avem că ∠CAD≡∠BAD, dar 
∠BAD≡∠ABM (alterne interne) şi ∠BMA≡∠DAC (corespondente). Deci 
∠BMA≡∠ABM. Obţinem astfel că triunghiul ABM este isoscel cu  

AM=AB                                                (2) 

 Din relaţiile (1) şi (2) obţinem că 
AC
AB

DC
DB

= , şi astfel teorema este 

demonstrată. 

 Din 
AC
AB

DC
DB

=  obţinem 
AC

ACAB
DC

DCDB +
=

+
 sau 

AC
ACAB

DC
BC +

= , de 

unde 
ACAB
ACBCDC
+
⋅

= , care se mai scrie 

cb
ab
+

=DC                                             (3) 

 Atunci 
cb

ac
cb

aba
+

=
+

−=−= DCBCBD , deci 

cb
ac
+

=DB                                            (4) 

M

B D

A

C
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 Observaţie. Pentru un plus de precizie se poate numi aceasta "prima teoremă a 
bisectoarei interioare". 

 
Teorema  1.1.2. (Teorema reciprocă a teoremei bisectoarei interioare) 

 Fie triunghiul ABC, D∈(BC) astfel încât 
AC
AB

DC
DB

= , atunci  (AD este 

bisectoarea interioară a unghiului ∠A. 
 Demonstraţie. Facem aceeaşi construcţie ca la teorema directă, adică ducem 
prin B o paralelă la AD care întâlneşte pe CA în M. Din ipoteză avem că 

AC
AB

DC
DB

=                                               (1) 

 Fiindcă AD||MB obţinem 

AC
AM

DC
DB

=                                              (2) 

 Din (1) şi (2) obţinem AB=AM, deci triunghiul AMB este isoscel cu 
∠ABM≡∠BMA                                     (3) 

 Din paralelism avem: 
∠MBA≡∠BAD (alterne interne)                        (4) 

şi 
∠BMA≡∠DAC (corespondente)                        (5) 

 Din relaţiile (3), (4), (5) obţinem că ∠BAD≡∠DAC, adică (AD este 
bisectoarea interioară a unghiului A. 

Teorema  1.1.3. (Teorema bisectoarei exterioare) 
 Fie triunghiul ABC cu AB≠AC. Dacă (AE este bisectoarea exterioară a 

unghiului ∠A, E∈BC, atunci 
AC
AB

EC
EB

= . 

 Demonstraţie. Ducem prin punctul B o paralelă la AE care întâlneşte pe AC în 
N. Aplicăm teorema lui Thales în triunghiul CAE: 

AC
AN

EC
EB

=                                               (1) 

 Din paralelism obţinem ∠ANB≡∠MAE (corespondente), ∠ABN≡∠EAB 
(alterne interne). Din ipoteză avem că ∠MAE≡∠EAB, deci ∠ANB≡∠ABN, adică 
triunghiul ABN este isoscel cu  

(AB)≡(AN)                                             (2) 

 Din (1) şi (2) obţinem: 
AC
AB

EC
EB

=  şi teorema este demonstrată. 
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 Din 
AC
AB

EC
EB

=  obţinem (în ipoteza AC>AB) 

ABAC
AB

BC
EB

ABAC
AB

EBEC
EB

−
=⇔

−
=

−
 

de unde 
ABAC
ABBCEB
−
⋅

= , care se mai scrie 
cb
ca
−
⋅

=EB . Atunci 

cb
ab

cb
acabaca

cb
ac

−
=

−
−+

=+
−

=+= BCEBEC  

Deci 
cb

ab
−

=EC . 

 Observaţii. 1) Condiţia AB≠AC din teorema bisectoarei exterioare este 
esenţială deoarece dacă AB=AC atunci bisectoarea exterioară a unghiului A este 
paralelă cu BC, deci nu mai există E. 
 2) Teorema bisectoarei exterioare a fost demonstrată de Pappus. 
 3) Un plus de precizie cere să numim această teoremă drept "prima a 
bisectoarei exterioare". 

Aplicaţie. Dacă I este centrul cercului înscris în ∆ABC şi {D}=AI∩BC are loc 

relaţia: 
cb

a
+

=
IA
ID

. 

 Demonstraţie. Cu teorema bisectoarei în ∆ABD obţinem: 
BA
BD

IA
ID

= , dar 

cb
ac
+

=BD , atunci 
ccb

ac 1
IA
ID

⋅
+

= , deci 
cb

a
+

=
IA
ID

. 

 M 

A
N

C
BE 
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Teorema  1.1.4. (Teorema reciprocă a teoremei bisectoarei exterioare) 

 Fie triunghiul ABC şi E∈BC\[BC] astfel încât  

AC
AB

EC
EB

= ,                                                (1) 

atunci (AE este bisectoarea exterioară a unghiului ∠A. 
Demonstraţie. Trebuie ca AB≠AC, deoarece dacă AB=AC, din (1) ar rezulta EB=EC, 
relaţie imposibilă din cauza poziţiei lui E pe BC. Facem aceeaşi construcţie ca la 
teorema bisectoarei exterioare, adică ducem prin B o paralelă la AE care întâlneşte pe 

CA în N. Cu teorema lui Thales în triunghiul CAE obţinem: 
AC
AN

EC
EB

= , iar din 

ipoteză 
AC
AB

EC
EB

= , deci AN=AB, adică ∆ABN este isoscel cu ∠ABN≡∠ANB. Dar 

∠ABN≡∠EAB şi ∠ANB≡∠MAE, deci ∠EAB≡∠MAE, relaţie ce asigură că (AE este 
bisectoarea exterioară a unghiului ∠A. 
 
1.2. Teorema lui Pitagora generalizată 
 
 Teorema lui Pitagora din triunghiul dreptunghic admite o generalizare pentru 
triunghiul oarecare. 
 Teorema  1.2.1. Într-un triunghi oarecare pătratul lungimii unei laturi este egal 
cu suma pătratelor lungimilor celorlalte două laturi din care se scade sau se adună 
dublul produsului lungimii uneia dintre aceste laturi cu lungimea proiecţiei celeilalte pe 
ea 

CDCB2CBCAAB 222 ⋅⋅−+=                             (1) 
CDCB2CBCAAB 222 ⋅⋅++=                             (2) 

 Demonstraţie. Fie ABC un triunghi şi D proiecţia lui A pe BC. Din 
triunghiurile ABD şi ACD dreptunghice în D obţinem:  

222222 DCADAC,BDADAB +=+=  
 1) Dacă m(∠C)<90° atunci trebuie să arătăm că: 

CDCB2CBCAAB 222 ⋅⋅−+=                             (1) 

A

B D C

I
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 Avem BD=|BC-CD|. Într-adevăr dacă m(∠B)<90° atunci D∈[BC] şi BD=BC-
CD. Dacă m(∠B)=90° D coincide cu B şi avem BD=0=BC-BC. Dacă m(∠B)>90°, 
B∈(CD) şi BD=DC-BC=|BC-DC|. Avem deci 

=−+=+= 22222 CD)(BCADBDADAB  
CDCB2CBCACDBC2BC)DC(AD 22222 ⋅⋅−+=⋅−++=  

 2) Dacă m(∠C)>90° trebuie să demonstrăm că: 
CDCB2CBCAAB 222 ⋅⋅++=  

 În acest caz avem BD=BC+CD şi obţinem: 
=++=+= 22222 CD)(BCADBDADAB  

CD2CBCBCACD2BCBC)DC(AD 22222 ⋅++=⋅+++=  
 Observaţii. 1) Semnul din faţa dublului produs este influenţat numai de 
unghiul opus laturii pe care o calculăm. 
 2) Enunţul teoremei lui Pitagora generalizată nu prevede drept caz special 
alternativa m(∠C)=90° în care funcţionează teorema lui Pitagora propriu zisă: 

222 CBCAAB += . Acest caz poate fi inclus, relaţiile (1) sau (2) conservându-şi 
valabilitatea. 
 3) Teorema lui Pitagora generalizată ne ajută să facem o demonstraţie rapidă a 
reciprocei teoremei lui Pitagora. 
 4) Teorema lui Pitagora generalizată şi reciproca teoremei lui Pitagora ne 
permit să precizăm (după măsura unghiurilor) felul triunghiului: obtuzunghic, 
ascuţitunghic, dreptunghic. 
 
 
 1.3. Teorema lui Stewart 
 
 Teorema  1.3.1. Fie M un punct pe latura [BC] a unui triunghi ABC. Are loc 
relaţia: 

CMBMBCMBACMCABBCAM 222 ⋅⋅−⋅+⋅=⋅             (1) 
 Demonstraţie. Fie L proiecţia punctului A pe BC. Aplicăm teorema lui 
Pitagora generalizată în triunghiurile ACM şi AMB. Obţinem: 

BM|ML2MCMCAMAC 222 ⋅⋅−+=  

A

B D C B C D

A
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MC|ML2BMMBAMAB 222 ⋅⋅++=  

Dacă înmulţim cele două egalităţi, prima cu BM, iar a doua cu MC şi le 
adunăm membru cu membru se va reduce termenul 2MC⋅BM⋅ML şi obţinem: 

⇔⋅+⋅+⋅+⋅=⋅+⋅ MCMBMCAMBMMCBMAMMCABBMAC 222222  
⇔⋅+⋅++=⋅+⋅ MCMBBMMCMC)(BMAMMCABBMAC 22222  

⇔+⋅+⋅=⋅+⋅ MB)BM(MCMCBCAMMCABBMAC 222  
⇔⋅⋅+⋅=⋅+⋅ BCBMMCBCAMMCABBMAC 222  

MCBMBCBMACMCABBCAM 222 ⋅⋅−⋅+⋅=⋅  
adică obţinem relaţia de demonstrat. 
 
 
 1.4. Teorema lui Van Aubel în triunghiul dreptunghic 
 
 Teorema  1.4.1. Dacă M este un punct oarecare pe ipotenuza [BC] a unui 
triunghi dreptunghic ABC, are loc relaţia: 

222222 BCAMACMBABMC ⋅=⋅+⋅                     (1*) 
 Demonstraţie. Aplicăm teorema lui Stewart: 

MCBMBCBMACMCABBCAM 222 ⋅⋅−⋅+⋅=⋅              (1) 
 Înmulţim relaţia (1) cu MC şi obţinem: 

22222 MCBMBCMCBMACMCABMCBCAM ⋅⋅−⋅⋅+⋅=⋅⋅        (2) 
 Înmulţim relaţia (1) cu MB şi obţinem: 

MCBMBCBMACMBMCABMBBCAM 22222 ⋅⋅−⋅+⋅⋅=⋅⋅      (3) 
 Adunăm membru cu membru relaţiile (2) şi (3) şi grupând, obţinem: 

 A

B M L C

A C

M

B
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+⋅+⋅=+⋅⋅ 22222 BMACMCABMB)(MCBCAM  
MB)MC(MCBMBCMCMBACMBMCAB 22 +⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+  

sau 
−+⋅+⋅+⋅=⋅ )ACMB(ABMCBMACMCABBCM 22222222A  

MCBMBC2 ⋅⋅−                                          (4) 
 Dar 222 BCACAB =+  şi atunci (4) devine 

MCBMBCBCMBMCBMACMCABBCAM 22222222 ⋅⋅−⋅⋅+⋅+⋅=⋅  
deci 222222 BMACMCABBCAM ⋅+⋅=⋅ . 
 Corolar  1.4.1. Pătratul lungimii bisectoarei este medie armonică între 
pătratele lungimilor segmentelor determinate de ea pe ipotenuză. 
 Dacă AM este bisectoare atunci 

22

22
2

MCMB
MC2MBAM

+
⋅

= . 

 Cu teorema bisectoarei obţinem 
MC
MB

AC
AB

= , de unde 2

2

2

2

MC
MB

AC
AB

=  sau 

2222 MBACMCAB ⋅=⋅                                 (5) 
 Cu (5) relaţia lui Van Aubel (1*) se mai scrie 

222222222 MA)AC(ABMCAB2MABCMC2AB ⋅+=⋅⇔⋅=⋅  
sau 

⇔
⋅

+
⋅

=⇔
⋅
+

= 22

2

22

2

222

22

2 MCAB
AC

MCAB
AB

AM
2

MCAB
ACAB

MA
2

 

22222

2

22 MB
1

MC
1

AM
2

MBAC
AC

MC
1

AM
2

+=⇔
⋅

+=  

deci 22

22
2

MBMC
MC2MBAM

+
⋅

= . 

 Corolar  1.4.2. Dacă triunghiul ABC este dreptunghic isoscel, avem: 

2
MCMBMA

22
2 +
=  

 Dacă AB=AC relaţia (1*) devine: 
)BCAB(AB2ABAM)MB(MCAB 22222222 =+⋅=+  

sau 
2

MBMCAM
22

2 +
= . 
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 1.5. Calculul lungimii bisectoarelor interioare 
 
 Teorema  1.5.1. Fie ABC un triunghi şi [AD bisectoarea interioară a unghiului 

∠BAC, cu D∈(BC). Atunci )(
)(

4AD 2
2 app

cb
bc

−⋅
+

=  sau 

)(2AD apbcp
cb

−
+

=  (unde 
2

cbap ++
= ) sau )(2 apbcp

cb
la −

+
= . 

 Demonstraţie. Din teorema bisectoarei avem că 
DC
BD

AC
AB

= , care se mai scrie 

DC
BD

=
b
c

, de unde obţinem: 
DC
BC

DC
DCBD

=
+

⇔
+

=
+

b
bc

b
bc

, de unde 

cb
ab
+

=DC . Atunci 
cb

ac
cb

aba
+

=
+

−=−= DCBCBD . Deci 
cb

ac
+

=BD . Vom 

scrie relaţia lui Stewart pentru cazul când M este în D. Obţinem: 
DCBDBCBDACDCABBCDA 222 ⋅⋅−⋅+⋅=⋅  

 Înlocuind pe BC cu a, AB cu c, AC cu b şi DC cu 
cb

ab
+

, iar BD cu 
cb

ac
+

 

obţinem: 

cb
ab

cb
aca

cb
acb

cb
abca

+
⋅

+
⋅−

+
⋅+

+
⋅=⋅ 222AD , 

de unde 

2
2222

)(
AD

cb
bca

cb
cb

cb
bc

+
−

+
+

+
= , 

care se mai scrie: 

=







+
−+

+
=








+

−+
+

=
cb

acb
cb

bc
cb

abc
cb

bc 222
2 )(AD  

)22(2
)(

))((
2 app

cb
bc

cb
acbacb

cb
bc

−⋅
+

=
+

−+++
⋅

+
=  

(Am ţinut seama că cbap ++=2  şi atunci acbap −+=− 22 ). 

 Deci 2
2

)(
)(4AD

cb
apbcp

+
−

= , adică relaţia de demonstrat. 

 
 1.6. Calculul lungimii înălţimilor unui triunghi 
 

Teorema  1.6.1. Dacă ABC este un triunghi oarecare avem 

))()((2 cpbpapp
a

ha −−−= , 
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unde ha este înălţimea corespunzătoare laturii a, iar 
2

cbap ++
= . 

 Demonstraţie. În triunghiul ABC, ducem înălţimea AA' (ha). Dintre cele două 
unghiuri B şi C cel puţin unul este ascuţit. Să presupunem că acesta este B. Cu teorema 
lui Pitagora generalizată obţinem: 

CA'BC2ACBCAB 222 ⋅⋅−+= , 
de unde obţinem: 

2BC
ABACBCCA'ABACBCCA'BC2

222
222 −+

=⇔−+=⋅⋅ , 

care se mai scrie 
a

cba
2

CA'
222 −+

= . 

 Din triunghiul dreptunghic AA'C (m(∠A')=90°) cu teorema lui Pitagora 
obţinem: 

=






 −+
−=−=

2222
2222

2
''

a
cbabCAACAA  

=






 −+
+







 −+
−=

a
cbab

a
cbab

22

222222

 

=
−++

⋅
+−−

=
a

cbaab
a

cbaab
2

2
2

2 222222

 

=






 −+
⋅

−+−
=

a
cba

a
abbac

2
)(

2
)]2([ 22222

 

=
++−+

⋅
−−

=
a

cbacba
a

bac
2

))((
2

)( 22

 

=
++−++−−+

= 24
))()()((

a
cbacbabacbac

 

22

))()((4
4

2)22)(22)(22(
a

cpbpapp
a

pcpapbp −−−
=

−−−
=  

)22,22,22( cbacpcbabpacbap −+=−+−=−−+=−  

Deci 2
2 ))()((4'AA

a
cpbpapp −−−

= , de unde 

))()((2'AA cpbpapp
a

−−−= , 

adică tocmai relaţia de demonstrat. 
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 1.7. Teorema medianei 
 
 Teorema  1.7.1. Într-un triunghi ABC avem relaţia: 

4
)(2 222

2 acbma
−+

= ,                                (1) 

unde a=BC, b=CA, c=AB, ma=AA', A' este mijlocul lui [BC]. 
 Demonstraţie. Scriem relaţia lui Stewart în cazul când M este mijlocul A' al 
segmentului [BC]. Obţinem: 

⇔⋅⋅−⋅+⋅=⋅ CA'BA'BCBA'ACCA'ABBCAA' 222  

⇔⋅⋅−⋅+⋅=⋅
2222

222 aaaabacama  

4
)(2 222

2 abcma
−+

= , 

adică relaţia de demonstrat. 

Fig. 1. 

Probleme rezolvate 
 
  R1.7.1. În orice triunghi suma pătratelor lungimilor medianelor este trei 
pătrimi din suma pătratelor lungimilor laturilor, adică: 

)(
4
3 222222 cbammm cba ++=++                        (2) 

 Demonstraţie. Din relaţia (1) şi analoagele obţinem: 

4
)(2 222

2 acbma
−+

= ,   
4

)(2 222
2 bcamb

−+
= ,   

4
)(2 222

2 cbamc
−+

= . 

 Atunci 

=
−+

+
−+

+
−+

=++
4

)(2
4

)(2
4

)(2 222222222
222 cbabcaacbmmm cba  

4
)(3

4
222222 222222222222 cbacbabcaacb ++

=
−++−++−+

= . 

A

B A' L C
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  R1.7.2. Dacă G este punctul de concurenţă a medianelor AA', BB', CC' al 
triunghiului ABC, să se demonstreze relaţia: 

4
CC')GC'(GCBB')GB'(GBAA')GA'(GA

222 cba ++
=⋅−+⋅−+⋅−  

 Soluţie. Ţinem seama că centrul de greutate al unui triunghi se găseşte la 
3
2

 de 

vârf şi la 
3
1

 de bază, adică am
3
2GA = , am

3
1'GA = , bm

3
2GB = , bm

2
1'GB = , 

cm
3
2GC = , cm

3
1'GC = , relaţia de demonstrat devine: 

=
++

=





 −+






 −+






 −

33
1

3
2

3
1

3
2

3
1

3
2 222

222 cba
cba

mmmmmm  

4
)(

3
1

4
3 222

222 cbacba ++
=++⋅= . 

Am ţinut seama că )(
4
3 222222 cbammm cba ++=++ . 

Fig. 2. 
 
  R1.7.3. Într-un triunghi dreptunghic cu lungimile catetelor b şi c şi lungimea 
ipotenuzei a avem relaţia 

4
5 2

22 amm cb =+                                            (4) 

 Demonstraţie. Într-un triunghi dreptunghic mediana ma corespunzătoare 

ipotenuzei aare lungimea 
2
a

. Atunci folosind relaţia 

)(
4
3 222222 cbammm cba ++=++  

şi ţinând seama că 222 acb =+  (teorema lui Pitagora), obţinem: 

B A' C

C' B'

A

G
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)(
4
3

2
2222

2

aamma
cb +=++






 , 

de unde 

4
5 2

22 amm cb =+ ,                                         (5) 

iar dacă triunghiul este dreptunghic isoscel relaţia (4) devine 
4

52
2

2 amb = , de unde 

8
5 2

2 amb = . 

  R1.7.4. Triunghiul cu două mediane congruente este isoscel. 
 Soluţie. Din 22

baba mmmm =⇒=  sau 

4
)(2

4
)(2 222222 bcaacb −+

=
−+

, 

care se mai scrie 222222 2222 bcaacb −+=−+ , de unde 22 33 ba = , deci ba = . 
           R1.7.5. Diferenţa pătratelor lungimilor a două laturi ale unui triunghi este egală 
cu dublul produs dintre lungimea laturii a treia şi lungimea proiecţiei medianei 
corespunzătoare pe acea latură. 
 Aplicăm teorema lui Pitagora generalizată în triunghiurile ABA' şi ACA' 
obţinem (Fig. 1): 

LA'B2A'BA'AA'AB 222 ⋅++=  
şi 

LA'C2A'CA'AA'AC 222 ⋅−+= , 
de unde prin scădere membru cu membru obţinem: 

LA'2CBACAB 22 ⋅=−  
(am ţinut seama că A'B=A'C) relaţie care se mai scrie (fără a restrânge generalitatea 
considerăm AB>AC) 

LA'222 ⋅=− abc                                        (6) 
adică: 
          R1.7.6. Se consideră triunghiul ABC cu mediana AD şi înălţimea AE. Să se 
demonstreze relaţia: 

DEBC
4

BCADAB
2

22 ⋅=







+−  

Soluţie. În triunghiul ABD cu m(∠ADB)<90°, aplicăm teorema lui Pitagora 
generalizată: 

DE2BDADBDAB 222 ⋅−+=                           (*) 
 Aplicăm aceeaşi teoremă în triunghiul ADC cu m(∠ADC)>90° şi obţinem: 

DE2CDCDADAC 222 ⋅++=                         (**) 
 Adunăm membru cu membru relaţiile (*) şi (**) şi obţinem: 
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2222 2AD2BDACAB +=+                         (***) 

Fig. 3. 
 
 Din relaţia (6) avem: 

ED2BCACAB 22 ⋅=−  
 Adunând membru cu membru ultimele două relaţii obţinem: 

ED2BC2AD2BD2AB 222 ⋅++=  
sau 

EDBCADBDAB 222 ⋅++= , 
care se mai scrie: 

EDBC
2

BCADAB
2

22 ⋅=





−− , 

relaţie care trebuia demonstrată. 
 
 1.8. Teorema lui Leibniz 
 

Teorema  1.8.1. Dacă M este un punct arbitrar în planul triunghiului ABC, iar 
G este centrul de greutate al triunghiului, are loc relaţia: 

2222222 GCGBGA3MGMCMBMA +++=++                (1*) 
 Demonstraţie. Fie A' mijlocul lui [BC]. Scriem relaţia lui Stewart pentru 
triunghiul MAA' şi punctul G∈(AA') şi obţinem: 

GA'AGAA'AGMA'GA'MAAA'MG 222 ⋅⋅−⋅+⋅=⋅  
 Atunci obţinem: 

2222 AA'
9
2MA'

3
2MA

3
1MG −⋅+⋅=                   (1) 

 Fiindcă MA' este mediană în triunghiul MBC, avem 

4
)(2'

222
2 BCMCMBMA −+
=                         (2) 

 Cu (2), relaţia (1) devine: 

2
222

22 AA'
9
2

4
BC)MC2(MB

3
2MA

3
1MG −

−+
⋅+= , 

care se mai scrie (prin înmulţirea cu 3) 

A

B E D C
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2
2

2222 AA'
3
2

2
BCMCMBMA3MG −−++=                  (3) 

 Fiindcă GA' este mediană în triunghiul GBC obţinem: 

4
BC)GC2(GBGA'

222
2 −+
= , 

de unde 
2222 4GA')GC2(GBBC −+=                               (4) 

Fig. 4. 
 
 Cu (4), relaţia (3) devine: 

22222222 AA'
3
22GA'GCGBMCMBMA3MG −+−−++=         (5) 

 Folosind egalităţile GA
2
1GA'=  şi GA

2
3AA'= , relaţia (5) devine: 

2
2

222222 GA
4
9

3
2

4
GA2GCGBMCMBMA3MG ⋅−⋅+−−++= , 

care se mai scrie 
2222222 GCGBGA3MGMCMBMA +++=++ , 

relaţie ce trebuia demonstrată. 
 Consecinţa  1.8.1. Suma pătratelor distanţelor de la M la vârfurile triunghiului 
este minimă când M coincide cu G. 

 Fiindcă )(
4
3 222222 cbammm cba ++=++  şi am

3
2GA = , bm

3
2GB = , 

cm
3
2GC =  atunci (1*) devine: 

)(
3
13MGMCMBMA 2222222 cba +++=++                  (6) 

 A

G

B A' C

M
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iar când MG=0 obţinem 
3

MCMBMA
222

222 cba ++
=++ . 

 Consecinţa  1.8.2. Dacă M coincide cu centrul cercului circumscris O, atunci 

)](9[
9
1OG 22222 cbaR ++−=                              (7) 

 Când M coincide cu O avem OA=OB=OC=R, iar (6) devine: 

)(
3
13OGOCOBOA 2222222 cba +++=++ , 

adică )(
3
1OG33 22222 cbaR +++= , de unde obţinem: 

9
)(9OG

2222
2 cbaR ++−
= , adică relaţia (7). 

 Din 0OG2 ≥  rezultă 0)(9 2222 ≥++− cbaR , de unde 
9

222
2 cbaR ++
≥ . 

 Consecinţa  1.8.3. 
)(9OH 22222 cbaR ++−=  

)](9[
9
4GH 22222 cbaR ++−=  

 Se folosesc relaţiile OH=3⋅OG şi GH=2⋅OG. Pentru 
3

OHOG = , relaţia (7) 

devine 

)](9[
9
1

9
OH 2222

2

cbaR ++−= , 

de unde 
)(9OH 22222 cbaR ++−=                               (8) 

 Cu GH=2⋅OG, adică 
2

GHOG = , relaţia (7) devine 

)](9[
9
1

4
GH 2222

2

cbaR ++−= , 

de unde 

)](9[
9
4GH 22222 cbaR ++−=  
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 Consecinţa  1.8.4. Dacă O9 este centrul cercului lui Euler avem 

)](9[
36
1GO 22222

9 cbaR ++−=  

 Avem relaţia 
6

OHGO9 = , de unde 2
9

2 GO36OH ⋅=  iar din (8) obţinem: 

)(9GO36 22222
9 cbaR ++−= , 

de unde 

36
)(9GO

2222
2
9

cbaR ++−
= . 

 
 1.9. Aplicaţii 
 
  1.9.1. Fie A, B, C, D vârfurile unui pătrat şi M, N, P, Q mijloacele laturilor 
lui. Să se demonstreze că, dacă O este un punct oarecare din planul pătratului, atunci 
expresia: 

)OQOPON(OMODOCOBOA 22222222 +++−+++  
are ca valoare aria pătratului. 

 Demonstraţie. Aplicăm teorema medianei în triunghiurile: AOB, BOC, COD, 
DOA şi obţinem: 

4
AB)OB2(OAOM

222
2 −+
= ,   

4
BC)OC2(OBON

222
2 −+
=  

4
CD)OD2(OCOP

222
2 −+
= ,   

4
AD)OA2(ODOQ

222
2 −+
=  

 Adunând membru cu membru cele patru relaţii de mai sus obţinem: 
222222222 4AB)ODOCOB4(OA)OQOPON4(OM −+++=+++  

(am ţinut seama că AB=BC=CD=DA), de unde obţinem 
222222222 ABOQOPONOMODOCOBOA =+++−+++ , 

adică relaţia cerută. 
 Teorema  1.9.2. (Teorema lui Euler pentru patrulater) 

O

A M B

N

C
PD

Q
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 În orice patrulater ABCD suma pătratelor lungimilor laturilor este egală cu 
suma pătratelor lungimilor diagonalelor plus de patru ori pătratul segmentului care 
uneşte mijloacele diagonalelor, adică 

2222222 4EFBCACDACDBCAB ++=+++                 (1*) 
unde [AC] şi [BD] sunt diagonalele patrulaterului ABCD, iar E este mijlocul lui [AC], 
F este mijlocul lui [BD]. 

 Demonstraţie. Cu teorema medianei în triunghiul ABC obţinem: 

4
AC)AC2(ABBE

222
2 −+
=  

 Din triunghiul ADC cu aceeaşi teoremă obţinem: 

4
AC)DC2(ADDE

222
2 −+
=  

 Din triunghiurile ABD şi CBD, pentru medianele [AF] şi [CF] avem relaţiile: 

4
BD)AB2(ADAF

222
2 −+
= ,   

4
DB)CB2(CDCF

222
2 −+
=  

 Adunând membru cu membru cele patru relaţii de mai sus obţinem: 

2
BD

2
ACDACDBCABCFAFDEBE

22
22222222 −−+++=+++      (1) 

 Aplicăm teorema medianei în triunghiurile BED şi AFC şi obţinem 

4
BD)DE2(BEEF

222
2 −+
= ,   

4
AC)CF2(AFEF

222
2 −+
=  

de unde 

2
BD2EFDEBE

2
222 +=+                               (2) 

şi 

2
AC2EFCFAF

2
222 +=+                                (3) 

 Folosind relaţiile (2) şi (3), relaţia (1) devine: 

D C

B

A

F E
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2
BD

2
ACDACDBCAB

2
AC2EF

2
BD2EF

22
2222

2
2

2
2 −−+++=+++ , 

relaţie echivalentă cu 
2222222 DACDBCABBDAC4EF +++=++ , 

adică tocmai relaţia de demonstrat. 
 Cazuri particulare 
 1) ABCD – paralelogram (mijloacele diagonalelor coincid). Deci EF=0. Atunci 
(1*) devine 

222222 BDACDACDBCAB +=+++ , 
relaţie care se mai scrie 2222 BDAC)BC2(AB +=+  deci: 
 În orice paralelogram suma pătratelor lungimilor laturilor este egală cu suma 
pătratelor lungimilor diagonalelor. 

 2) ABCD – trapez cu bazele AB şi CD (AB>CD). Atunci 
2

DCABEF −
=  şi 

(1*) devine 

⇔





 −

++=+++
2

222222

2
DCAB4BDACDACDBCAB  

DC2ABCDBCBDAC 2222 ⋅++=+ , 
deci 
 Într-un trapez suma pătratelor lungimilor diagonalelor este egală cu suma 
pătratelor lungimilor laturilor neparalele plus de două ori produsul lungimilor bazelor. 
 3) ABCD este dreptunghi. 
 Atunci relaţia (1*) devine 

222 2AC)BC2(AB =+    sau   222 ACBCAB =+  
adică obţinem teorema lui Pitagora. 
 
 1.10. Teorema lui Menelaus 
 
 Teorema  1.10.1. Fie ABC un triunghi A', B', C' trei puncte astfel încât 
A'∈BC, B'∈CA, C'∈AB. Dacă punctele A', B', C' sunt coliniare, atunci are loc relaţia: 

1
BC'
AC'

AB'
CB'

CA'
BA'

=⋅⋅  

 Demonstraţie. 1) Transversala C'A' intersectează două laturi şi prelungirea 
celeilalte laturi a triunghiului. 

 A
C'

B1 

B 

A1 B'

C1 

C A'
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 Proiectăm vârfurile triunghiului ABC pe dreapta A'C', şi obţinem punctele A1, 
B1, C1. 
 Fiindcă CC1||BB1 rezultă că ∆A'BB1~∆A'CC1. Atunci obţinem: 

1

1

CC
BB

CA'
BA'
=                                            (1) 

 Triunghiurile CC1B' şi AA1B' sunt asemenea (CC1||AA1) şi atunci 

1

1

AA
CC

AB'
CB'
=                                          (2) 

 Şi triunghiurile AC'A1 şi BC'B1 sunt asemenea (AA1||BB1) şi avem: 

1

1

BB
AA

BC'
AC'
=                                          (3) 

 Înmulţind relaţiile (1), (2) şi (3) membru cu membru şi simplificând, obţinem: 

1
BC'
AC'

AB'
CB'

CA'
BA'

=⋅⋅ . 

 2) Transversala C'A' intersectează prelungirile laturilor triunghiului ABC. 

 Proiectăm vârfurile triunghiului ABC pe dreapta A'C' şi obţinem respectiv 
punctele A1, B1, C1. 
 Fiindcă CC1||BB1, triunghiurile A'BB1 şi A'CC1 sunt asemenea. Atunci are loc 
relaţia: 

1

1

CC
BB

CA'
BA'
=                                              (1) 

 Din asemănarea triunghiurilor B'CC1 şi B'AA1 (CC1||AA1) obţinem: 

1

1

AA
CC

AB'
CB'
=                                             (2) 

 Acum din asemănarea triunghiurilor C'AA1 şi C'BB1 (AA1||BB1) rezultă că: 

1

1

BB
AA

BC'
AC'
=                                             (3) 

 Prin înmulţirea relaţiilor (1), (2) şi (3) membru cu membru şi după simplificări, 

obţinem: 1
BC'
AC'

AB'
CB'

CA'
BA'

=⋅⋅ , adică relaţia ce trebuia demonstrată. 

 Teorema  1.10.2. (Reciproca teoremei lui Menelaus) 

 A

B 

C' B1 
A1

C1 

C

B'

A'
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 Considerăm un triunghi ABC şi punctele A'∈BC, B'∈AC, C'∈AB. Dacă două 
dintre punctele A', B', C' sunt situate pe două laturi ale triunghiului, iar al treilea punct 
este situat pe prelungirea celei de-a treia laturi sau că toate punctele A', B', C' sunt pe 
prelungirile laturilor triunghiului şi are loc relaţia: 

1
BC'
AC'

AB'
CB'

CA'
BA'

=⋅⋅                                       (1) 

atunci punctele A', B', C' sunt coliniare. 
 Demonstraţie. Considerăm cazul când două puncte sunt pe laturi şi celălalt pe 
prelungirea celei de-a treia laturi. Presupunem că dreapta A'B' intersectează latura [AB] 
în punctul C''≠C'. Aplicăm teorema lui Menelaus pentru punctele A', B', C''. Obţinem: 

1
B'C'
A'C'

AB'
CB'

CA'
BA'

=⋅⋅                                   (2) 

 Din relaţiile (1) şi (2) obţinem: 

B'C'
A'C'

BC'
AC'
=  

 Fiindcă există un singur punct interior unui segment care împarte segmentul 
într-un raport dat, rezultă că punctul C'' coincide cu C', adică punctele A', B', C' sunt 
coliniare. 
 
 1.11. Teorema lui Van Aubel 
 
 Teorema  1.11.1. Fie ABC un triunghi şi punctele A'∈(BC), B'∈CA, C'∈AB. 
Dacă dreptele AA', BB', CC' sunt concurente într-un punct M atunci are loc relaţia: 

MA'
MA

BC'
AC'

CB'
AB'

=+  

 A

C',C''

B C A'

B' 
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 Demonstraţie. Aplicăm teorema lui Menelaus pentru triunghiul AA'C şi 
transversala BB'. Obţinem: 

1
MA'
MA

AB'
CB'

BC
BA'

=⋅⋅                                     (1) 

 Din relaţia (1) obţinem: 

MA'
MA

BC
BA'

CB'
AB'

⋅=                                       (2) 

 Aplicăm acum teorema lui Menelaus pentru triunghiul AA'B şi transversala 
CC'. Obţinem: 

1
BC'
AC'

MA
MA'

CA'
CB

=⋅⋅ , 

de unde rezultă că 

MA'
MA

CB
CA'

BC'
AC'

⋅=                                          (3) 

 Adunând relaţiile (2) şi (3) membru cu membru obţinem: 







 +

=+
BC

CA'BA'
MA'
MA

BC'
AC'

CB'
AB'

, 

de unde 

MA'
MA

BC'
AC'

CB'
AB'

=+ . 

 
 1.12. Teorema lui Ceva 

 
Teorema  1.12.1. (Teorema lui Ceva) 

 Se consideră triunghiul ABC şi punctele A'∈BC, B'∈CA, C'∈AB. Dacă 
dreptele AA', BB', CC' sunt concurente, atunci 

1
BC'
AC'

AB'
CB'

CA'
BA'

=⋅⋅  

 Demonstraţie. 1) Considerăm punctul O de intersecţie al dreptelor AA', BB', 
CC' ca fiind situat în interiorul triunghiului. Considerăm triunghiul BCC' şi 
transversala AA'. Cu teorema lui Menelaus obţinem: 

 A 

B C
A'

M

C' B'
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1
AB
AC'

OC'
OC

CA'
BA'

=⋅⋅                                        (1) 

 Aplicăm acum teorema lui Menelaus pentru triunghiul AC'C şi transversala 
BB'. Obţinem: 

1
BC'
BA

AB'
CB'

OC
OC'

=⋅⋅                                        (2) 

 Înmulţind membru cu membru relaţiile (1) şi (2) şi simplificând obţinem: 

1
BC'
AC'

AB'
CB'

CA'
BA'

=⋅⋅ , adică relaţia ce trebuia demonstrată. 

 2) Considerăm punctul de intersecţie al dreptelor AA', BB', CC' ca fiind O şi 
care este situat în exteriorul triunghiului ABC. 
 Aplicăm teorema lui Menelaus pentru triunghiul AA'B şi transversala COC'. 
Obţinem: 

1
BC'
AC'

OA
OA'

CA'
CB

=⋅⋅                                       (1) 

 Aplicăm acum teorema lui Menelaus pentru triunghiul AA'C şi transversala 
BOB'. Obţinem: 

1
OA'
OA

AB'
CB'

BC
BA'

=⋅⋅                                      (2) 

 Înmulţim membru cu membru relaţiile (1) şi (2) şi obţinem după simplificări 

1
BC'
AC'

AB'
CB'

CA'
BA'

=⋅⋅  

 A

C'

B A' C 

B' 

O

 

C' 

O 

B' 

B C 

A

A'
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Teorema  1.12.2. (Reciproca teoremei lui Ceva) 
 Dacă pe laturile unui triunghi ABC considerăm punctele A', B', C' (A'∈BC, 
B'∈CA, C'∈AB) toate pe laturi sau unul pe laturi şi celelalte două pe prelungiri, astfel 
încât să avem relaţia: 

1
BC'
AC'

AB'
CB'

CA'
BA'

=⋅⋅  

atunci dreptele AA', BB', CC' sunt concurente. 
 Demonstraţie. Presupunem că dreptele AA', BB', CC' nu sunt concurente. Fie 
AA'∩BB'={O} şi CO∩AB={C''}, C'≠C''. Din teorema lui Ceva obţinem 

1
B'C'
A'C'

AB'
CB'

CA'
BA'

=⋅⋅                                   (1) 

 Din ipoteză avem 

1
BC'
AC'

AB'
CB'

CA'
BA'

=⋅⋅                                    (2) 

 Din relaţiile (1) şi (2) rezultă C' este identic cu C''. 
 
 
 1.13. Concurenţa liniilor importante în triunghi 
 

 1.13.1. Medianele unui triunghi sunt concurente în punctul G (centrul de 
greutate al triunghiului). 
 Demonstraţie. Fie AA', BB', CC' medianele triunghiului ABC. Atunci A', B', C' 
sunt mijloacele laturilor [BC], [CA] şi respectiv [AB]. 

 Aplicăm reciproca teoremei lui Ceva şi obţinem: 

1
BC'
AC'

AB'
CB'

CA'
BA'

=⋅⋅ , 

adică medianele sunt concurente. 
  1.13.2. Bisectoarele interioare ale unghiurilor unui triunghi sunt concurente în 
I (centrul cercului înscris). 
 Demonstraţie. Cu teorema bisectoarei interioare obţinem: 

AC
AB

CA'
BA'
= ,   

BA
BC

AB'
CB'
=    şi   

CB
CA

BC'
AC'
= . 

A

C'

B A' C

B'

G
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Prin înmulţirea relaţiilor de mai sus membru cu membru obţinem: 

1
CB
CA

BA
BC

AC
AB

BC'
AC'

AB'
CB'

CA'
BA'

=⋅⋅=⋅⋅ , 

de unde conform reciprocei teoremei lui Ceva obţinem că bisectoarele interioare ale 
unghiurilor unui triunghi sunt concurente. 
  1.13.3. Bisectoarele exterioare a două unghiuri a unui triunghi sunt concurente 
cu bisectoarea interioară a celui de-al treilea unghi într-un punct Ia (centrul cercului 
exînscris). 
 Demonstraţie. Cu teorema bisectoarei interioare pentru AA' obţinem: 

AC
AB

CA'
BA'
=  

 Cu teorema bisectoarei exterioare pentru BB' şi CC' obţinem: 

BA
BC

AB'
CB'
=    şi   

CB
CA

BC'
AC'
=  

 Înmulţind membru cu membru cele trei relaţii de mai sus obţinem: 

A

C' B'

J

B A' C

 A 

B CA'

Im J

B' 
C' 
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1
CB
CA

BA
BC

AC
AB

BC'
AC'

AB'
CB'

CA'
BA'

=⋅⋅=⋅⋅  

de unde conform reciprocei teoremei lui Ceva rezultă că cele două bisectoare 
exterioare şi bisectoarea interioară sunt concurente în Ia. 
  1.13.4. Înălţimile unui triunghi sunt concurente în punctul H (ortocentrul 
triunghiului). 
 Demonstraţie. Fie AA', BB', CC' înălţimile triunghiului ABC. Din asemănarea 
triunghiurilor A'AB şi C'CB obţinem: 

BC
AB

BC'
BA'
=                                             (1) 

 Din asemănarea triunghiurilor dreptunghice BB'C şi AA'C obţinem: 

AC
BC

CA'
CB'
=                                              (2) 

 Din asemănarea triunghiurilor dreptunghice C'CA şi B'BA obţinem: 

AB
AC

AB'
AC'
=                                              (3) 

 Din relaţiile (1), (2) şi (3) prin înmulţire membru cu membru obţinem: 

1
AB
AC

AC
BC

BC
AB

AB'
AC'

CA'
CB'

BC'
BA'

=⋅⋅=⋅⋅ , 

care se mai scrie: 

1
BC'
AC'

AB'
CB'

CA'
BA'

=⋅⋅  

şi conform reciprocei teoremei lui Ceva, înălţimile AA', BB', CC' sunt concurente. 
 
 
 1.14. Lema lui Carnot şi aplicaţii 
 
 Teorema  1.14.1 (Lema lui Carnot). Fie triunghiul ABC şi punctele A'∈BC, 
B'∈CA, C'∈AB. Perpendicularele în A', B', C' pe BC, CA, respectiv AB sunt 
concurente dacă şi numai dacă 

0BC'AC'AB'CB'CA'BA' 222222 =−+−+−                 (*) 

A

C'

B'

B A' C

H
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 Demonstraţie. Presupunem că cele trei perpendiculare sunt concurente într-un 
punct M. Aplicăm teorema lui Pitagora în triunghiul dreptunghice MBA', MCA', 
MCB', AB'M, AMC', BMC' şi obţinem relaţiile: 

222 MA'BMBA' −= ,     222 MA'CMCA' −=  
222 MB'CMCB' −= ,     222 MB'AMAB' −=  
222 MC'AMAC' −= ,     222 MC'BMBC' −=  

 Scăzând a doua relaţie din prima obţinem: 
2222 CMBMCA'BA' −=−                                 (1) 

 Scăzând a patra relaţie din a treia obţinem 
2222 AMCMAB'CB' −=−                                 (2) 

 Scăzând a şasea relaţie din a cincea obţinem 
2222 BMAMBC'AC' −=−                                 (3) 

 Adunând membru cu membru relaţiile (1), (2), (3) obţinem relaţia (*). 
 Reciproc, presupunem că are loc relaţia din enunţ şi prin reducere la absurd 
presupunem că cele trei perpendiculare nu sunt concurente. Fie M punctul de 
intersecţie al perpendicularelor din B' şi C' pe laturile corespunzătoare şi A'' piciorul 
perpendicularei din M pe BC. 

 Din ipoteză avem: 
0BC'AC'AB'CB'CA'BA' 222222 =−+−+−  

 Cu teorema directă avem 
0BC'AC'AB'CB'C'A'B'A' 222222 =−+−+−  

 Scăzând relaţiile de mai sus obţinem: 
⇔−=−⇔=+−− 22222222 C'A'B'A'CA'BA'0C'A'CA'B'A'BA'  

A

C' B'

M

B A' C

A

C'

B A' A'' C

M

B'
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⇔+−=+− C)'A'B'C)(A''A'B'(A'C)A'BC)(A'A'B(A'  
⇔⋅−=⋅− BCC)'A'B'(A'BCC)A'B(A'  
⇔=−⇔−=− 'A'A''A'A'C'A'CA'B'A'BA'  

'A'A'0'A'A' =⇔= . 
 Observaţie. Relaţia (*) poate fi utilizată în rezolvarea unor probleme care cer 
demonstrarea concurenţei unor drepte. 
 Corolar  1.14.1. Pentru cazul când MA', MB', MC' sunt mediatoarele laturilor 
concurenţa este evidentă şi are loc relaţia (*). 
 
 1.15. Teorema triunghiurilor ortologice 
 
 Teorema  1.15.1. Fie ABC şi A'B'C' două triunghiuri situate în acelaşi plan. Să 
se demonstreze că dacă perpendicularele din A, B, C pe laturile [B'C'], [C'A'], [A'B'] 
sunt concurente atunci şi perpendicularele din A', B', C' pe laturile [BC], [CA], [AB] 
sunt concurente. (Cele două triunghiuri se numesc ortologice.) 
 Demonstraţie. Fie A1, B1, C1 picioarele perpendicularelor coborâte din A, B, C 
pe laturile [B'C'], [C'A'], [A'B'] şi '

1
'
1

'
1 C,B,A  picioarele perpendicularelor coborâte din 

A', B', C' pe [BC], [CA], [AB]. 

 Cu lema lui Carnot avem: 
0B'CA'CA'BC'BC'AB'A 2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1 =−+−+−             (1*) 
 Cu teorema lui Pitagora în triunghiurile dreptunghice AB'A1 şi AC'A1 obţinem 

2
1

22
1 AAAB'B'A −=    şi   2

1
22

1 AAAC'C'A −=  
de unde prin scădere membru cu membru devine 

222
1

2
1 AC'AB'C'AB'A −=−                                (1) 

 În triunghiurile dreptunghice BB1C' şi BB1A', cu teorema lui Pitagora obţinem: 
2
1

22
1 BBBC'C'B −=    şi   2

1
22

1 BBBA'A'B −=  
de unde prin scădere obţinem: 

A

B '

A 1C '1

C '
B '1

O
B 1

O '
C 1

CA 1B

A'
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222
1

2
1 BA'BC'A'BC'B −=−                                (2) 

 Din triunghiurile A'CC1 şi B'CC1 obţinem: 
2
1

22
1 CCCA'A'C −=    şi   2

1
22

1 '' CCCBBC −=  
de unde prin scădere rezultă că 

222
1

2
1 CB'CA'B'CA'C −=−                              (3) 

 Din relaţiile (1*), (1), (2), (3) obţinem prin adunare 
0CB'CA'BA'BC'AC'AB' 222222 =−+−+−               (4) 

 Însă 
222'

1
2'

1 CA'BA'CABA −=−                       (5) 
222'

1
2'

1 '' ABCBABCB −=− ,     222'
1

2'
1 BC'AC'BCAC −=−  

 Din relaţiile (4) şi (5) rezultă că 
0BCACABCBCABA 2'

1
2'

1
2

1
2'

1
2'

1
2'

1 =−+−+−  
deci perpendicularele din A', B', C' pe [BC], [CA], [AB] sunt concurente. 
 Aplicaţie. Fie ABC un triunghi cu ortocentrul H şi punctele A', B', C' situate 
respectiv pe dreptele AH, BH, CH. Să se arate că perpendicularele din A, B, C pe B'C', 
C'A respectiv A'B' sunt concurente. 

(Vasile Pop, 1998, Olimpiada jud. Cluj) 
 Demonstraţie. Fiindcă perpendicularele din A', B', C' pe BC, CA, AB sunt 
concurente în H, cu teorema triunghiurilor ortologice obţinem că şi perpendicularele 
din A, B, C pe B'C', C'A', A'B' sunt concurente. 

 
 
 1.16. Teorema ortopolului 
 
 Teorema  1.16.1. Fie ABC un triunghi şi d o dreaptă oarecare. Proiectăm 
vârfurile A, B, C pe d în punctele A', B', C'. Perpendicularele coborâte din A', B', C' pe 
laturile [BC], [CA], [AB] sunt concurente, iar punctul lor de intersecţie ω poartă 
numele de ortopolul dreptei d faţă de triunghiul ABC. 
 Demonstraţie. Fie A1, B1, C1 picioarele perpendicularelor coborâte din A', B', 
C' pe laturile triunghiului. 

B C

B' C'

A'

A
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Cu teorema lui Pitagora în triunghiurile A'A1B şi A'A1C obţinem: 
2
1

22
1 AA'BA'BA −= ,     2

1
22

1 AA'CA'CA −=  
 Din aceste două relaţii, prin scădere obţinem: 

222
1

2
1 CA'BA'CABA −=−  

care se mai scrie: 
22222

1
2

1 CC'C'A'BB'B'A'CABA −−+=−                    (1) 
 Analog obţinem: 

2222222
1

2
1 AA'A'B'CC'C'B'AB'CB'ABCB −−+=−=−          (2) 

2222222
1

2
1 BB'B'C'AA'A'C'BC'AC'BCAC −−+=−=−          (3) 

 Din (1), (2) şi (3) prin adunare obţinem: 
⇔=−+−+− 0BCACABCBCABA 2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1  
perpendicularele în A1, B1, C1 pe [BC], [CA], [AB] sunt concurente. 
 
 
 1.17. Teorema sinusurilor 
 
 Teorema  1.17.1. (Teorema sinusurilor) Într-un triunghi, raportul dintre o 
latură şi sinusul unghiului opus este egal cu diametrul cercului circumscris triunghiului 
sau 

Rcba 2
CsinBsinAsin
===                              (*) 

unde a, b, c sunt lungimile laturilor triunghiului ABC iar R raza cercului circumscris 
triunghiului. 
 Demonstraţie. i) Considerăm cazul triunghiului ascuţitunghic. 
 Fie O centrul cercului circumscris triunghiului şi A' punctul diametral opus lui A. 

B' A' C'
d

C
A1

B

C1

B1

A

ω
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 În triunghiul dreptunghic ACA' (m(∠ACA')=90°) avem: 

R
b

2AA'
AC'Asin == , 

dar ∠AA'C≡∠ABC (subîntind acelaşi arc). 
 Atunci obţinem: 

R
b

2
Bsin = , 

de unde Rb 2
Bsin
= . 

 Analog obţinem: Ra 2
Asin
= , Rc 2

Csin
= . 

 Deci Rcba 2
CsinBsinAsin
=== . 

 ii) Considerăm cazul triunghiului obtuzunghic. (m(∠A)>90°).  
În acest caz punctul O, centrul cercului circumscris este situat în exteriorul 

triunghiului. 

 
Ducem diametrul BB', atunci m(∠BCB')=90°. În triunghiul BCB' avem 

R
a

2BB'
BC'Bsin ==                                      (1) 

A

B

A'

C

O

A

B C

B'

O
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Patrulaterul ACB'B fiind inscriptibil rezultă că 
°=∠+∠ 180C)BB'm(BAC)m( , 

de unde m(∠BB'C)=180°-m(∠BAC). Atunci obţinem: 
sin(∠BB'C)=sin(180°-A)=sinA                           (2) 

 Deci cu (1) şi (2) obţinem 
2R
aAsin = , rezultă că Ra 2

Asin
= . Celelalte 

relaţii se demonstrează ca în cazul precedent. Rezultă că şi în acest caz sunt satisfăcute 
relaţiile (*). 
 
 
 1.18. Teorema cosinusului 
 
 Teorema  1.18.1. Considerăm un triunghi oarecare ABC. Vom demonstra mai 
întâi că între elementele triunghiului avem relaţia: 

BcosCcos cba +=                                    (1) 
 Mai întâi presupunem că unghiurile B şi C sunt ascuţite şi deci piciorul A' al 
înălţimii coborâte din A este situat între punctele B şi C. 

 Din triunghiurile dreptunghice AA'B şi AA'C obţinem: 

AB
BA'Bcos = ,   de unde   BA'=ccosB 

AC
CA'Ccos = ,   de unde   A'C=bcosC. 

 Dar BA'+A'C=a, deci ccosB+bcosC=a, adică tocmai relaţia (1). 
 Dacă unghiul B este obtuz, piciorul A' al înălţimii din A este situat în 
exteriorul segmentului [BC]. 
 Din triunghiurile dreptunghice AA'B şi AA'C obţinem: 

AB
BA'ABA'cos = , 

de unde A'B=ABcos(180°-B), sau A'B=ccos(180°-B), iar 
AC

CA'Ccos = , de unde 

A'C=bcosC. 
 Dar cos(180°-B)=-cosB şi a=A'C-A'B. Atunci a=bcosC+ccosB, adică relaţia 
(1). 
 Analog se demonstrează că 

A

B A' C

A

A' B C



 106

b=ccosA+acosC                                     (2) 
c=acosB+bcosA                                     (3) 

 Înmulţind relaţia (2) cu b şi (3) cu c, adunând membru cu membru obţinem: 
Acos2)BcosCcos(22 bccbacb ++=+                (4) 

 Ţinând seama de (1), relaţia (4) devine: 
Acos2222 bcacb +=+  

adică 
Acos2222 bccba −+=                                    (5) 

relaţie care poartă numele de teorema cosinusului: 
 Pătratul lungimii unei laturi a unui triunghi este egal cu suma pătratelor 
lungimilor celorlalte două laturi minus de două ori produsul lungimilor lor înmulţit cu 
cosinusul unghiului dintre ele. 
 Analog cu (5) avem 

Bcos2222 accab −+=                                    (6) 
Ccos2222 abbac −+=                                    (7) 

 Din (5), (6), (7) obţinem: 

ab
cbaC

ac
bcaB

bc
acbA

2
cos,

2
cos,

2
cos

22222222 −+
=

−+
=

−+
=       (8) 

 Relaţiile (8) constituie o modalitate pentru determinarea naturii unui triunghi 
(ascuţitunghic, dreptunghic sau obtuzunghic). 
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 2. Inegalităţi geometrice 
 

 La concursurile de matematică, în revistele de matematică apar probleme de 
inegalităţi geometrice. În manualele şcolare sunt foarte puţine probleme de acest tip. În 
această temă, vom face o ordonare a tipurilor de inegalităţi geometrice, la nivel 
gimnazial. 
 
 2.1. Unghi exterior. Relaţii între laturile şi unghiurile unui triunghi 

 
 Între un unghi exterior unui triunghi şi unghiurile interioare neadiacente lui, 
există o relaţie de inegalitate dată de teorema următoare. 
 
Teorema  2.1.1. Măsura unui unghi exterior unui triunghi este mai mare decât măsura 
oricărui unghi interior triunghiului, neadiacent lui. 
 

Demonstraţie . Fie M mijlocul lui AC  şi  
BMN ∈  astfel încât MNBM ≡  

(fig.1). Deoarece 
      CNMABM ∆≡∆  .)..( LUL , 

rezultă că NCMBAM ˆˆ = . Dar 
)ˆ()ˆ()ˆ( XCNmNCMmXCAm += , 

deci )ˆ()ˆ( BAMmXCAm > . Analog se 

arată că )ˆ()ˆ( CBAmXCAm > . 
 
Consecinţa  2.1.1. Suma  măsurilor oricăror două unghiuri ale unui triunghi este mai 
mică decât o180 . 
 
Demonstraţie. Ţinând seama de teorema 3.1.1., avem 
 o180)ˆ()ˆ()ˆ()ˆ( =+<+ BCAmXCAmBCAmCABm . 
 
Consecinţa  2.1.2. Un triunghi poate avea cel mult un unghi drept sau cel mult un 
unghi obtuz. 
 
Demonstraţie . În caz contrar , suma măsurilor unghiurilor triunghiului este strict mai 
mare decât o180 . 
 
Teorema  2.1.2. Într-un triunghi, laturii mai mari i se opune  unghiul mai mare şi 
reciproc. 
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Demonstraţie . Fie triunghiul ABC , 
ACAB <  şi [ ]ACM ∈  astfel încât 
ADAB ≡  (fig.2). Atunci 

    triunghiul ABM  este isoscel, deci 
)ˆ()ˆ( BMAmMBAm = . Ţinând 

seama de teorema 2.1.1., rezultă că 
)ˆ()ˆ( BCAmBMAm > , deci 

)ˆ()ˆ( BCAmMBAm >  şi  cum 

)ˆ()ˆ( MBAmCBAm > , în final 

obţinem că )ˆ()ˆ( BCAmCBAm > . 

 Reciproc, presupunem că )ˆ()ˆ( BCAmCBAm >  şi arătăm că ABAC > . Demonstrăm 
prin reducere la absurd, adică presupunem că  ABAC <  sau ABAC ≡ . Dacă 

ABAC < , conform teoremei directe ar rezulta că )ˆ()ˆ( BCAmCBAm < , ceea ce este 
o contradicţie. Dacă ABAC ≡ , rezultă că triunghiul ABC  este isoscel, deci 

)ˆ()ˆ( BCAmCBAm = , ceea ce este o contradicţie. În concluzie, rezultă că ABAC > . 
 
Consecinţa  2.1.3.  Într-un triunghi dreptunghic, lungimea ipotenuzei este mai mare 
decât lungimea oricărei catete. 
Demonstraţie . Rezultă din teorema 2.1.2 şi consecinţa 2.1.2. 

 
 
 Fiind dată o dreaptă d, un punct 

dA∉ , dAB⊥ , dB∈ , dC∈ , 
CB ≠  (fig.3), punctul B se numeşte 

piciorul perpendicularei din A pe    
dreapta d, AC se numeşte oblică, iar 
C se numeşte piciorul oblicei AC . 
 
 
 
 

 
Consecinţa  2.1.4.  Fie o dreaptă d şi un punct A , dA∉ . Dintre două oblice cu 
picioarele pe d, inegal depărtate de piciorul perpendicularei din A  pe d , oblica cu 
piciorul mai îndepărtat de piciorul perpendicularei din A pe d are lungimea mai mare. 
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Demonstraţie . Fie dAB⊥ , dB∈ , dDC ∈,  distincte şi diferite de B , 
BDBC < (fig.4). Din triunghiul 

dreptunghic ABC  rezultă că unghiul 
BCA ˆ  este ascuţit, deci unghiul 
DCA ˆ  este obtuz. Atunci 

)ˆ()ˆ( CDAmDCAm > , de unde, 
conform teoremei 2.1.2 rezultă că 

ACAD > . Cazul oblicelor situate 
de o parte şi de alta a perpendicularei 
din A  se reduce la cazul de mai sus, 
construind simetrica unei oblice faţă 
de perpendiculara din A. 

  
 2.2.  Relaţii de inegalitate între laturile unui triunghi 

 
 În acest paragraf vom da condiţia necesară şi suficientă ca trei segmente să 
poată forma un triunghi. 

Teorema  2.2.1.  Într-un triunghi, 
lungimea oricărei laturi este strict mai 
mică decât suma lungimilor celorlalte 
două laturi. 
 
Demonstraţie . Fie triunghiul ABC . 
Pe prelungirea laturii AB , construim 

ACAD ≡ (fig.5). 
  În triunghiul isoscel ADC , avem că 

DCACDA ˆˆ ≡ , deci 
)ˆ()ˆ( DCBmCDAm < . 

Conform teoremei 2.1.2 , rezultă că 
BDBC < . Dar ADBABD += şi 

cum ACAD ≡ , obţinem că ACBABC +< . Analog se arată că BACBCA +<  şi 
CBACAB +< . 

 
Teorema  2.2.2.  Trei numere strict pozitive pot fi lungimile laturilor unui triunghi 
dacă oricare dintre ele este strict mai mic decât suma celorlalte două. 
 
Demonstraţie . Rezultă din construcţia triunghiului când se dau lungimile laturilor lui. 
 
Consecinţa  2.2.1. Trei numere strict pozitive pot fi lungimile laturilor unui triunghi 
dacă şi numai dacă oricare dintre ele este strict mai mic decât suma celorlalte două. 
 
Demonstraţie . Rezultă din teorema 2.2.1. şi teorema 2.2.2. 
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Teorema  2.2.3. Trei numere strict pozitive pot fi lungimile laturilor unui triunghi dacă 
şi numai dacă oricare dintre ele este strict mai mare decât modulul diferenţei celorlalte 
două. 
 
Demonstraţie . Notăm cu cba ,,  lungimile celor trei segmente. Conform consecinţei 

2.2.1 avem că 




>+
>+
bca
cba

, de unde 




−>
−>
cba
bca

, sau cba −> . Analog se arată şi 

celelalte inegalităţi. Reciproc, din cba −>  se obţine 




−>
−>
cba
bca

,sau  




>+
>+
bca
cba

. 

Folosind şi celelalte inegalităţi, în final obţinem că orice număr este strict mai mic 
decât suma celorlalte două. 
 
Observaţia  2.2.1.  Dacă trei puncte CBA ,,  sunt coliniare, spunem că triunghiul 
ABC  este degenerat. Într-un triunghi degenerat, exact una din cele trei inegalităţi 

devine egalitate. 
 
 2.3.  Triunghiuri care au două laturi respectiv congruente şi unghiurile cuprinse 
între ele necongruente 

 
 Dacă două triunghiuri au două laturi respectiv congruente şi unghiurile dintre 
laturile respectiv congruente sunt congruente, atunci triunghiurile sunt congruente 
(cazul L.U.L.). Dacă unghiurile dintre laturile respectiv congruente sunt necongruente, 
atunci cele două triunghiuri sunt necongruente. 
 
Teorema  2.3.1.  Fie triunghiurile ABC  şi CBA ′′′  astfel încât BAAB ′′≡  şi 

CAAC ′′≡ . Atunci )ˆ()ˆ( CABmCABm ′′′> CBBC ′′>⇔ . 
 

Demonstraţie . Considerăm că )ˆ()ˆ( CABmCABm ′′′> . Construim punctul D  astfel 
încât C  şi D  să fie de aceeaşi parte a lui AB  şi CBAABD ′′′∆≡∆  (fig.6). Fie AM  

bisectoarea unghiului DAC , 
BCM ∈ .Deoarece 

AMCAMD ∆≡∆  (cazul 
L.U.L.), rezultă că 

MCMD ≡ . În triunghiul 
BDM  avem că 

BDMDBM >+ , sau 
CBMCBM ′′>+ , adică 

CBBC ′′> . 
Reciproc, considerăm că  

CBBC ′′>  şi vom arăta că  
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)ˆ()ˆ( CABmCABm ′′′> . Vom demonstra această afirmaţie prin metoda reducerii la 

absurd. Negând concluzia, avem că  )ˆ()ˆ( CABmCABm ′′′>  ceea ce implică, conform 

teoremei directe, că CBBC ′′< , contradicţie cu ipoteza, sau )ˆ()ˆ( CABmCABm ′′′= . 
În această situaţie, conform cazului L.U.L. avem că CBAABC ′′′∆≡∆ , de unde 

CBBC ′′≡ , ceea ce este în contradicţie cu ipoteza. În concluzie, avem că 
)ˆ()ˆ( CABmCABm ′′′> . 

 
 2.4.  Probleme 
 
 2.4.1.  Inegalităţi generale 

 
Probleme rezolvate 
 R2.4.1.1.  Să se arate că pentru orice punct M  din interiorul triunghiului ABC , au 
loc inegalităţile 

a)       ACABMCMB +<+ ; 
b) pMCMBMAp 2<++< . 

Soluţie . Fie { }BACBM ′=∩  (fig.7). În triunghiurile BAB ′  şi CBM ′  avem 
BAABBB ′+<′  sau 

BAABBMMB ′+<′+ , respectiv 
CBBMMC ′+′< . Adunând cele două 

inegalităţi se obţine inegalitatea de la a). 
În triunghiurile MCAMBC,  şi MAB  avem 

MCMBBC +< , MAMCCA +< , 
respectiv MBMAAB +< . Prin adunare se 
obţine MCMBMAp ++< . Ţinând seama 
de a) avem ACABMCMB +<+ , 

BABCMAMC +<+  şi CBCAMBMA +<+ , de unde rezultă că 
pMCMBMA 2<++ . 

 R2.4.1.2.  Fie triunghiul ABC  şi D  mijlocul laturii BC . Să se arate că 
)ˆ()ˆ( DACmDABm >  dacă şi numai dacă ABAC > . 

 
Soluţie . Fie E  simetricul lui A  faţă de D (fig.8) şi atunci ABEC  este paralelogram. 

 Deoarece  )ˆ()ˆ( DACmDABm >  şi cum 

)ˆ()ˆ( DECmDABm = , rezultă că 

)ˆ()ˆ( DACmDECm > . Atunci, în triunghiul 
AEC  avem că ECAC >  şi cum ABEC ≡ , 

rezultă că ABAC > . Reciproc, dacă 
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ABAC >  şi cum CEAB ≡ , rezultă că CEAC > .  
Atunci, în triunghiul ACE  avem că )ˆ()ˆ( DACmCEAm > . Dar 

)ˆ()ˆ( DABmCEAm = , deci )ˆ()ˆ( DACmDABm > . 
 
 

 R2.4.1.3. Fie M  un punct arbitrar în 
interiorul triunghiului echilateral 
ABC . Să se arate că distanţele 

MCMBMA ,,  pot fi lungimile 
laturilor unui triunghi (teorema lui 
Pompeiu). 
 
Soluţie . Facem o rotaţie de centru A  
a triunghiului ABC  şi obţinem 
triunghiul CAC ′ , iar punctul  M  se 
transformă în punctul M ′ (fig.9). 

 Avem că MAAM ′≡ , MCBM ′≡ , MCCM ′′≡  şi deoarece o60)ˆ( =′MAMm , 
rezultă că triunghiul MAM ′  este echilateral. Prin această rotaţie, se obţine triunghiul 

MCM ′ , în care AMMM ≡′  şi BMMC ≡′ , deci distanţele MCMBMA ,,  pot fi 
lungimile laturilor unui triunghi. 

 
 

 2.4.2. Inegalităţi între laturile unui triunghi 
 

Probleme rezolvate 
 

 R2.4.2.1. Fie cba ,,  lungimile laturilor unui triunghi. Să se arate că 
)(44)(3 2 cabcabpcabcab ++<≤++ , unde p  este semiperimetrul triunghiului. 

F.E.Wood 
Soluţie . Prima inegalitate 2)()(3 cbacabcab ++≤++  are loc 0,, >∀ cba , iar 
egalitatea are loc dacă şi numai dacă cba == . Dacă cba ,,  sunt lungimile laturilor 
unui triunghi, atunci acb <− , bac <−  şi  cba <− . Prin ridicare la pătrat 

22)( acb <− , 22)( bac <−  şi 22)( cba <− , de unde,  prin adunare se obţine a 
doua inegalitate. 
 
 R2.4.2.2. Dacă cba ,,  sunt lungimile laturilor unui triunghi, atunci 

pcpbpap
9111

≥
−

+
−

+
−

. 
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Soluţie . Deoarece cba ,,  sunt lungimile laturilor unui triunghi, rezultă că 

0
2

>
−+

=−
acbap  şi analog 0>− bp , 0>− cp . Notăm xap =− , 

ybp =− , zcp =− ,  unde 0,, >zyx . Atunci zya += , xzb += , yxc +=  şi 

inegalitatea din enunţ devine 
zyxzyx ++

≥++
9111

, care este o inegalitate 

adevărată. Egalitatea are loc dacă şi numai dacă zyx == , echivalent cu cba == , 
adică triunghiul este echilateral. 
 
 R2.4.2.3. Să se arate că dacă cba ,,  sunt lungimile laturilor unui triunghi, atunci cu 

segmentele de lungime cba ,,  se poate construi un triunghi. 
 
Soluţie. Pentru ca să existe un triunghi cu lungimile laturilor  cba ,,  este necesar 

şi suficient ca cba +< , acb +<  şi bac +< . Arătăm că  

cba +< . Avem ( )2bc2 cbcbcba +=++<+< , de unde  

cba +< . Analog se demonstrează celelalte inegalităţi. 
 
 
 2.4.3 Inegalităţi între elementele unui triunghi 

 
În cele ce urmează vom folosi notaţiile consacrate în triunghi. 
 
Probleme rezolvate 

 

 R2.4.3.1. Fie triunghiul ABC , ( )BCD∈ , k
DC
DB

= . Atunci 

AB
k

AC
k
kAD ⋅

+
+⋅

+
<

1
1

1
. 

 
Soluţie . Construim ABCE , ADE∈  
(fig.10). Din asemănarea triunghiurilor ABD  
şi ECD  avem   

 că  
ED
AD

CD
BD

EC
AB

== , de unde AB
k

EC 1
=  

şi AD
k

ED 1
= . În triunghiul ACE  avem 

CEACAE +< , sau 
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CEACDEAD +<+ . Înlocuind cu relaţiile de mai sus, obţinem 

AB
k

ACAD
k

AD 11
+<+ , de unde rezultă inegalitatea din enunţ. 

 
 R2.4.3.2. În triunghiul ABC  să se arate că are loc inegalitatea 

oo 9060 <
++

⋅+⋅+⋅
≤

cba
CcBbAa

 

 
Soluţie . Presupunem că cba ≥≥  şi atunci CBA ≥≥ . Avem că 
( )( ) 0≥−− BAba , ( )( ) 0≥−− CBcb  şi ( )( ) 0≥−− ACac . Adunând cele trei 
inegalităţi avem ( ) ≥++ cCbBaA2  
( ) ( ) ( ) CbaBacAcb ⋅++⋅++⋅+≥  şi adunând în ambii membri cCbBaA ++ , se 

obţine  ( ) ( )( )CBAcbacCbBaA ++++≥++3 , de unde rezultă prima 
inegalitate.Egalitatea are loc dacă şi numai dacă triunghiul ABC  este echilateral. Din 
inegalitatea triunghiului avem că acba 2>++ , bcba 2>++  şi ccba 2>++ . 
Înmulţind cu BA,  respectiv C  şi adunând obţinem 
( )( ) ( )cCbBaACBAcba ++>++++ 2 , de unde rezultă a doua inegalitate din 
enunţ. 
 
 R2.4.3.3. Într-un triunghi are loc rR 2≥  (inegalitatea lui Euler). 
 
Soluţie . Notăm  0>=−+ xacb , 0>=−+ ybac , 0>=−+ zcba  şi atunci 

2
zya +

= , 
2
xzb +

=  şi 
2
yxc +

= . Cu aceste notaţii avem  

( )( )( ) ( ) xyzzyxcpbpappS ⋅++=−−−=
4
1

, 
zyx

xyz
P
Sr

++
==

2
1

 şi 

( )( )( )
( ) xyzzyx

xzzyyx
S
abcR

⋅++
+++

==
84

. Atunci 
( )( )( )

xyz
xzzyyx

r
R

82
+++

=  şi cum 

xyyx 2≥+ , yzzy 2≥+ , zxxz 2≥+ , rezultă inegalitatea din enunţ. 
Egalitatea are loc dacă şi numai dacă zyx == , echivalent cu cba == , adică 
triunghiul ABC  este echilateral. 
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 3. Locuri geometrice 
 
 3.1. Locuri geometrice uzuale 
 
      Noţiunea de “loc geometric în plan” care se găseşte şi în “ELEMENTELE  LUI  
EUCLID” se pare că a fost folosită încă de PLATON (427-347) şi ARISTOTEL(383-
322). Locurile geometrice reprezintă unul din cele mai frumoase capitole ale 
geometriei. 
      Definiţia locului geometric poate fi găsită în mai multe formulări: 
      a) loc geometric este totalitatea punctelor dintr-un spaţiu definite printr-o 
proprietate (Dicţionarul explicativ al limbii române); 
      b) loc geometric este mulţimea punctelor din plan sau spaţiu care au o anumită 
proprietate (Micul dicţionar enciclopedic); 
      c) loc geometric este figura plană sau în spaţiu ale cărei puncte se definesc toate 
prin aceeaşi proprietate (Dicţionar de neologisme). 
      Toate aceste formulări au acelaşi sens: un loc geometric este o mulţime de puncte 
DEFINITE.  În esenţă, problemele de loc geometric sunt probleme de găsire a unor 
proprietăţi echivalente celor prin care este dată o anumită mulţime sau altfel spus, 
probleme de egalitate a două mulţimi. 
      În continuare dăm o listă care conţine locuri geometrice uzuale, care pot oferi idei 
şi soluţii în rezolvarea altor probleme de loc geometric: 
     3.1.1 – Locul geometric al punctelor egal depărtate de extremităţile unui 
segment este mediatoarea acelui segment. 
             3.1.2 – Locul geometric al punctelor din plan interioare unui unghi egal 
depărtate de laturile sale este bisectoarea. 
             3.1.3 – Locul geometric al punctelor din plan egal depărtate de două drepte 
concurente sunt bisectoarele unghiurilor formate de cele două drepte 
(bisectoarele sunt perpendiculare în punctul de intersecţie al celor două drepte). 
             3.1.4 – Locul geometric al punctelor din plan situate la o distanţă dată faţă de o 
dreaptă este reprezentat de două drepte paralele cu o dreaptă dată, situate de o parte şi 
de alta a ei. 
             3.1.5 – Locul geometric al punctelor din plan situate la o distanţă dată faţă de 
un punct fix este un cerc. 
             3.1.6 – Locul geometric al punctelor din plan egal depărtate de trei puncte 
distincte, necoliniare este reprezentat de centrul cercului circumscris triunghiului 
determinat de cele trei puncte. 
              3.1.7 – Locul geometric al punctelor din plan egal depărtate de două drepte 
paralele date este o dreaptă paralelă cu dreptele date şi situată la jumătatea distanţei 
dintre ele. 
             3.1.8 – Locul geometric al punctelor din plan pentru care diferenţa pătratelor la 
două puncte fixe este constantă, este o dreaptă perpendiculară pe dreapta determinată 
de cele două puncte fixe. 
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             3.1.9 – Locul geometric al punctelor din plan pentru care raportul distanţelor la 
două drepte paralele este constant, este reprezentat de două drepte paralele cu dreptele 
date sau o dreaptă (dacă raportul este 1). 
            3.1.10 – Locul geometric al punctelor din plan pentru care suma pătratelor 
distanţelor la două puncte date este constantă, este un cerc cu centrul în mijlocul 
segmentului determinat de două puncte. 
             3.1.11 –  Locul geometric al punctelor din plan din care un segment se vede 
sub un unghi drept este cercul care are ca diametru segmentul respectiv. 
                3.1.12 – Locul geometric al punctelor din plan, mijloace ale segmentelor 
paralele cu o direcţie dată şi cuprinse între două drepte paralele fixe, este dreapta 
paralelă cu dreptele date şi egal depărtate de ele. 
             3.1.13  –  Locul geometric al punctelor din plan din care un segment se vede 
sub un unghi dat este reprezentat de două arce de cerc care au aceleaşi extremităţi ca şi 
segmentul şi sunt simetrice faţă de dreapta pe care este situat segmentul. 
             3.1.14 – Locul geometric al punctelor din plan care împart într-un raport 
constant segmentele determinate de un punct fix A şi punctul M ce descrie o dreaptă 
dată (d) este o dreaptă paralelă cu (d) şi care împarte distanţa de la A la (d) în acelaşi 
raport. 
             3.1.15 – Locul geometric al punctelor din plan pentru care raportul distanţelor 
la două puncte fixe este constant (k≠ 1) este un cerc (pentru raportul distanţelor k=1 se 
obţine o dreaptă). 
               3.1.16 – Locul geometric al punctelor N din plan, situate pe segmentele care 
unesc un punct fix A cu un punct M ce descrie o dreaptă (d) dată, astfel încât AN x 
AM=K este un cerc care trece prin A şi are centrul pe perpendiculara dusă din A pe (d). 
             3.1.17 –  Locul  geometric al punctelor din plan care au puteri egale faţă de 
două cercuri date este o dreaptă (numită axa radicală a celor două cercuri)  
perpendiculară pe linia centrelor cercurilor. 
             3.1.18 – Locul geometric al punctelor din plan de putere constantă faţă de un 
cerc dat, este un cerc concentric cu cercul dat, un punct sau mulţimea vidă.       
        
   
Probleme rezolvate  
        

 R3.2.1   Două cercuri ζ  şi 'ζ  sunt tangente exterioare într-un punct A. Fie 
TT’ una din tangentele comune exterioare şi M, M’ intersecţiile celor două cercuri cu o 
dreaptă variabilă ce trece prin A. 

Să se afle locul geometric al punctelor P de intersecţie a lui MT cu MT’. 
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                                          Fig. 3.1.      

Soluţie.  1) Din TTOO
TTOT

TTOT
''

''
'

⇒




⊥
⊥

trapez dreptunghic ⇒  

( ) ( ) 0180'' =∠+∠⇒ AOTmTOAm  ( ) ( ) 0180' =+⇒ ATmTAm  

Dar ( ) ( ) ( ) ( )( ) ⇒==+=∠+∠ 00 90180
2
1'

2
1'' ATmTAmAMTmTMAm  

  ( ) 090' =∠⇒ MPMm , deci 'PTT∆  este un triunghi dreptunghic cu ipotenuza 
constantă TT’. 
Rezultă că locul geometric este cercul de diametrul TT’. 
 

 
 R3.2.2 O proprietate simplă a punctelor mediane AA’ a ABC∆  este 

următoarea:     )()()'( ACMABM SSAAM =⇒∈          
Se pune problema dacă singurele puncte M din plan cu proprietatea 

)()( ACMABM SS =  sunt punctele medianei din A ?  
 Pentru aceasta ajungem la următoarea problemă de loc geometric: 

 Să se determine locul geometric al punctelor M din planul ABC∆  pentru care 
)()( ACMABM SS = . 

 
Soluţie. 1. Din proprietatea specificată anterior rezultă că AA’   aparţine locului 

geometric. 
               2. Arătăm că în interiorul CAB∠ nu există alte puncte ale locului 

geometric. 
- presupunem că ar exista ∈M Ω  , 'AAM ∉  
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( )

( )

"*'*

2
"*

2
'*

MMACMMAB
MMACS

MMABS

MAC

MAB

=⇒










=

=
 

 
din ∈1M Ω  avem ( ) ( ) "*'* 11111

MMACMMABSS ACMABM =⇒= ; 

dar '' 1MMMM >  şi "' 1MMMM < . Deci 

( ) ( )11
"*"*'*'* 111 ACMABM SSMMACMMACMMABMMAB =⇒<=<  

           Rămâne să căutăm puncte ale locului în exteriorul acestui unghi. 
           Fie B’ simetricul faţă de A. 
           Din ( ) ( )MABABM SSABAB '' =⇒= , deci relaţia ce o verifică punctele locului 

este: ( ) ( )ACMMAB SS =' , care din nou conform proprietăţii medianei în ACB'∆  este 
mediana AA” paralelă cu BC. 
           Deci locul geometric este mediana din A şi paralela prin A la BC.      
     
                                              Fig. 3.2. 

 
 R3.2.3. Să se determine locul geometric al punctelor M din planul dreptelor 

1d şi 2d  pentru care raportul: 

       
( )
( ) k

dMd
dMd

=
2

1

,
,

, k>0.  

 
 Soluţie.  Rezolvăm problema în cazurile: 
                           { }≠=∩ Odd 21  Ø şi 2121 ||,0 dddd =∩     
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                                                  Fig. 3.3.        
 
          Fie M∈Ω  situat în unul din cele patru unghiuri format de dreptele 1d  şi 2d . 
          Pe laturile acestui unghi luăm 1dA∈  astfel ca 1=OA  şi 2dB∈ astfel ca 

kOB = , relaţia ( ) ( ) kdMddMd *,1*, 21 = 21 ** MMOBMMOA =⇔ ⇔  

( ) ( )OBMOAM SS =⇔ . 
         Deci am ajuns la problema determinării locului geometric al punctelor din planul 
triunghiului OAB cu ( ) ( )OBMOAM SS =  care este format din două drepte: mediana din O 
şi paralela prin O la AB.  
         În cazul 1d || 2d  diferenţiem cazul k=1 şi cazul k 1≠ . 
         Dacă k=1, pe fiecare dreaptă perpendiculară pe 1d şi 2d  avem un singur punct în 
loc (mijlocul segmentului determinat de intersecţia ei cu cele două drepte). 
          Deci locul va fi o dreaptă paralelă la 1d  şi 2d  egal depărtată de cele două drepte. 
          Dacă 1≠k  pe fiecare dreaptă perpendiculară pe 1d şi 2d   se obţin câte două 
puncte, unul între punctele de intersecţie şi unul în afară, situat la distanţă determinată. 
          Deci locul geometric în acest caz va fi format din două drepte paralele la 1d şi 

2d . 
 

 R3.2.4  Două puncte mobile M şi N se mişcă rectiliniu şi uniform. Să se 

determine locul geometric al punctelor P [ ]MN∈   astfel ca k
NP
MP

= (constant). 
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                                              Fig. 3.4.                                                      
 
 Soluţie.  Vom arăta că locul geometric este o dreaptă. Pentru aceasta este 
suficient să arătăm că dacă 0P şi 1P  sunt două poziţii ale lui P , orice altă  poziţie este 
coliniară cu 0P şi 1P . 

Rapoartele 
1

0

NN
NN

 şi 
1

0

MM
MM

 nu depind de vitezele Mv şi Nv , ci doar de 

intervalul de timp, deci 

          







====

2

1

22

12

21

11

1

0

1

0 *
t
t

tv
tv

tv
tvx

MM
MM

NN
NN

; 

 
            Dacă { } MNPPP ∩= 10  , pentru a arăta că P=P’ este suficient să arătăm că 

k
NP

MP
=

'
'

. 

            Fie '
0N , '

0M  , N ' , M ' , '
1N , '

1M , formând proiecţiile pe dreapta 10PP  ale 

punctelor 0N , 0M  , N, M, 1N , 1M , avem :  
'
'

'
'

NN
MN

NP
MP

= . 

          Din trapezul '
0

'
110 NNNN  ⇒  

x
NNNNxNN

+
+

=
1

*'
'
00

'
11 ,    analog 

x
MMMMxMM

+
+

=
1

*'
'
00

'
11  

 

Deci ⇒== k
PN
PM

NN
MM o

00

00
'
00

'
0  







=

=
'
11

'
11

'
00

'
00

*

*

NNkMM

NNkMM
.  Deci .

'
' k

NP
MP

=  
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           R3.2.5  Să se găsească locul geometric al punctelor din plan pentru care 
raportul distanţelor la două puncte fixe este constant. 
 

Soluţie.  Fie A şi B două puncte fixe distincte. Căutăm locul geometric al 

punctelor M pentru care k
MB
MA

= , unde k este o constantă pozitivă. 

           În plan pentru k=1, orice punct M pentru care 1=
MB
MA

, aparţine mediatoarei 

segmentului [ ]AB  şi reciproc. De aceea în acest caz locul geometric este mediatoarea 
segmentului AB. 
 
                                             Fig. 3.5. 

   Fie 1≠k  şi M un punct care nu se află pe dreapta AB, astfel încât k
MB
MA

= . 

Bisectoarea interioară a unghiului AMB∠ taie pe AB în C. 
           Deoarece 1≠k implică AMBMBMA ∆≠ ,  nu este isoscel. De aceea şi 
bisectoarea exterioară unghiului AMB∠ taie pe AB în D. 

           În proprietatea bisectoarei avem: k
DB
DA

MB
MA

CB
CA

=== . Astfel C şi D sunt 

puncte fixe pe AB, care împart segmentul [ ]AB  în raportul k. Deoarece 
( ) 090=∠CMDm  rezultă M aparţine cercului de diametru CD. 

           Reciproc: fie M’ un punct al cercului de diametru CD, unde C şi D sunt fixe pe 
AB , care împarte [ ]AB  în raportul k. 
          Deoarece DMCM '' ⊥  rezultă că M’C şi M’D sunt bisectoarele unghiului M’, 

adică .
'
' k

CB
CA

BM
AM

==  

           Punctele C şi D convin prin definiţie. De aceea locul geometric al punctelor 
pentru care raportul distanţelor la două puncte fixe A şi B este un număr pozitiv 1≠k , 
este cercul de diametru CD,  punctele C, D împărţind pe [ ]AB  în raportul dat. 
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 4.  Patrulaterul inscriptibil şi circumscriptibil 
 
        PATRULATERUL INSCRIPTIBIL 
 
În acest paragraf se vor studia proprietăţile patrulaterului inscriptibil. 
 
 4.1. Arc capabil de un unghi dat 
 
 În acest paragraf vom rezolva următoarea problemă: Se dau două puncte fixe 
diferite, A şi B şi un număr α0∈ (0,1800). Să se determine locul geometric al punctelor 
M astfel încât 0)ˆ( α=BMAm . 
Soluţie. Dreapta AB împarte planul în două semiplane S şi S’. Vom determina locul 
geometric al punctelor M cu proprietatea din enunţ situate în semiplanul S. Fie 
semidreapta (AX în semiplanul S’ astfel încât 0)ˆ( α=BAXm . Notăm cu O punctul de 
intersecţie dintre perpendiculara în A pe AX şi mediatoarea segmentului AB. 
Considerăm cercul C de centru O şi rază OA (fig.1). 
 

O

N

S

S’
A

X

M

B

.

 
 

Fig. 1. 
 

Fie M un punct arbitrar al arcului BA
)

 situat în semiplanul S şi N un punct al arcului 
BA
)

 situat în semiplanul S’. Deoarece AX este tangentă cercului C avem că 

2
)()ˆ( BNAmBAXm

)

= . Dar 
2

)()ˆ( BNAmBMAm
)

= , deci 0)ˆ()ˆ( α== BAXmBMAm . 

Dacă P∈Int C ∩S, atunci 0

2
)()ˆ( α=>

BNAmBPAm
)

 deoarece unghiul BPA ˆ  este un 

unghi cu vârful în interiorul cercului C. Dacă P∈ExtC∩S, atunci 
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2
)()ˆ( BNAmBPAm

)

< . Arcul BA
)

 din semiplanul S, fără punctele A şi B este locul 

geometric al punctelor M din semiplanul S pentru care 0)ˆ( α=BMAm  şi se numeşte 
arc capabil de unghiul 0α . Locul geometric din plan este format din două arce capabile 
de unghiul 0α , unul situat în semiplanul S şi celălalt în semiplanul S’. 
Observaţia 5.1.1. Arcul deschis BA

)
 situat în semiplanul S’ este un arc capabil de 

unghiul 1800 - 0α . 
 
 4.2 Patrulaterul inscriptibil 
 
În acest paragraf vom defini şi vom caracteriza patrulaterul inscriptibil. 
Definiţia  4.2.1. Un patrulater se numeşte înscris într-un cerc sau inscriptibil, dacă 
vârfurile patrulaterului aparţin cercului.  
Teorema  4.2.1. Un patrulater convex este inscriptibil dacă şi numai dacă mediatoarele 
laturilor sale sunt concurente.  
Demonstraţie. Fie patrulaterul convex ABCD (fig.2), cu proprietatea că mediatoarele 
laturilor sale sunt concurente în O.  
 

A

B

D

O

C  
Fig. 2. 

 
Atunci, pe baza proprietăţii pe care o au punctele de pe mediatoare, avem că 

OA ≡ OB, OB ≡ OC, OC ≡ OD şi OD ≡ OA, de unde OA ≡ OB ≡ OC ≡ OD. Deci 
vârfurile patrulaterului se găsesc pe un cerc de centru O şi rază R=OA, deci 
patrulaterul ABCD este inscriptibil. Reciproc, dacă ABCD este inscriptibil şi O este 
centrul cercului circumscris, atunci OA ≡ OB ≡ OC ≡ OD = R, deci O se află pe toate 
mediatoarele laturilor patrulaterului ABCD, rezultă că mediatoarele sunt concurente.  
 
Teorema  4.2.2. Un patrulater convex este inscriptibil dacă şi numai dacă un unghi 
determinat de o latură şi de o diagonală este congruent cu unghiul format de latura 
opusă primei laturi şi cealaltă diagonală. 
 
Demonstraţie. Fie patrulaterul inscriptibil ABCD şi C (O,R) cercul circumscris (fig.3).  
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A
B

D

M

C

 
 

Fig. 3. 
 

Atunci avem că 
2

)()ˆ()ˆ( CDmCBDmCADm
)

==  şi analog pentru celelalte perechi de 

unghiuri. Reciproc, dacă patrulaterul este convex şi dacă CBDCAD ˆˆ ≡ , atunci ţinând 
seama de proprietatea arcului capabil de unghi dat şi de faptul că A şi B se află în 
acelaşi semiplan limitat de dreapta DC, rezultă că punctele B şi C aparţin unui cerc în 
care DC este coardă. Deci patrulaterul ABCD este inscriptibil. 
 
Teorema  4.2.3. Un patrulater convex este inscriptibil dacă şi numai dacă suma a două 
unghiuri opuse ale patrulaterului este de 1800. 
 
Demonstraţie. Dacă patrulaterul ABCD este inscriptibil şi C este cercul circumscris 

(fig.3), atunci 0180
2

)(
2

)()ˆ()ˆ( =+=+
CBAmCDAmCDAmCBAm
))

. Reciproc, se 

ţine seama de observaţia 4.1.1.  
 
Teorema  4.2.4. (Inegalitatea lui Ptolemeu) În patrulaterul convex ABCD are loc 
inegalitatea AC⋅BD ≤ AB⋅CD+AD⋅BC. Egalitatea are loc dacă şi numai dacă 
patrulaterul este inscriptibil.  
 
Demonstraţie.  Construim triunghiul ADE asemenea cu triunghiul ABC, 

ADEABC ∠≡∠ şi DAEBAC ∠≡∠  (fig. 4) 
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A B

D

E

C

 
  

Fig. 4. 
 

Din această asemănare avem că AD DE AE
AB BC AC

= = , de unde BC ADDE
AB
⋅

=  şi 

AD AB
AE AC

= . Ţinând seama de ultima relaţie şi de faptul că DABEAC ∠≡∠ , rezultă 

că triunghiurile EAC şi DAB sunt asemenea, deci 
DB
EC

AB
AC

= , de 

unde AC DBEC
AB
⋅

= . În triunghiul EDC, care poate fi şi degenerat, avem că                

EC ≤  ED + DC şi înlocuind pe DE şi EC rezultă inegalitatea cerută. Egalitatea are loc 
dacă şi numai dacă punctele E, D şi C sunt coliniare, adică 

0180)()( =∠+∠ ADCmDAEm , dacă şi numai dacă patrulaterul ABCD este 
inscriptibil.  
 
Consecinţa  4.2.1. (Teorema lui Pompeiu) Fie triunghiul echilateral ABC şi M un 
punct în planul triunghiului ce nu aparţine cercului circumscris triunghiului. Atunci 
distanţele MA, MB, MC pot fi lungimile laturilor unui triunghi. 
 
Demonstraţie.  În patrulaterul ABMC, aplicând inegalitatea lui Ptolemeu, avem că 
AM⋅BC<CM⋅AB+BM⋅AC. Dar triunghiul ABC fiind echilateral avem că AM<CM+BM. 
Analog obţinem că BM<AM+CM şi CM<AM+BM, deci AM, BM, CM pot fi lungimile 
laturilor unui triunghi. 
 
Teorema  4.2.5. (Prima teoremă a lui Ptolemeu) Fie un patrulater convex ABCD. 
Următoarele afirmaţii sunt echivalente: 
(i) Patrulaterul ABCD este inscriptibil; 
(ii) AC⋅BD=AB⋅CD+AD⋅BC.  
 
Demonstraţie.  Rezultă din teorema 5.2.4.  
 
Teorema  4.2.6. (A doua teoremă a lui Ptolemeu) În patrulaterul inscriptibil  ABCD 
are loc relaţia: 
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 AC AB AD CB CD
BD BA BC DA DC

⋅ + ⋅
=

⋅ + ⋅
 

 
Demonstraţie.  Notăm AC∩BD= {M}(fig. 3). Din asemănarea triunghiurilor ABM şi 

DCM avem MB MA AB
MC MD DC

= = , de unde MA MD
AB AD DA DC

=
⋅ ⋅

 şi MB MC
BA BC CD CB

=
⋅ ⋅

 . 

Analog, din asemănarea triunghiurilor ADM şi BCM avem MA MB
AD AB BC BA

=
⋅ ⋅

. 

Deci
DCDA

MD
CBCD

MC
BCBA

MB
ADAB

MA
⋅

=
⋅

=
⋅

=
⋅

 , sau  

DCDABCBA
MDMB

CBCDADAB
MCMA

⋅+⋅
+

=
⋅+⋅

+
, de unde rezultă egalitatea ce trebuia 

demonstrată. 
 
Observaţia  4.2.1. Se poate arăta că dacă într-un patrulater convex are loc relaţia din 
teorema 4.2.6, atunci patrulaterul este inscriptibil. 
 
Teorema  4.2.7. (Schooten) Dacă M este un punct situat pe arcul CB

)
 (arcul care 

nu-l conţine pe A) al cercului circumscris triunghiului echilateral ABC, atunci 
AM=BM+CM. 
 
Demonstraţie.  Aplicând prima teoremă a lui Ptolemeu în patrulaterul inscriptibil 
ABMC (fig. 5), avem AM⋅BC=BM⋅AC+CM⋅AB. Ţinând seama că triunghiul ABC este 
echilateral, se obţine identitatea cerută. 
 

A

B

M

C

 
 

Fig. 5. 
 
Lema  4.2.1. (Brahmagupta)  Fie triunghiul ABC, R raza cercului circumscris 
triunghiului. Dacă AA’ este înălţimea din A, A’∈BC, atunci AB⋅AC=2R⋅AA’. 
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Demonstraţie.  În cercul circumscris triunghiului ABC, fie A1 punctul diametral opus 

lui A (fig. 6). Din asemănarea triunghiurilor ABA’ şi AA1C avem 
1

'AB AA
AA AC

=  , de 

unde, ţinând seama că AA1=2R, obţinem identitatea din enunţ. 
 

     

A

B

O

A’

A1

C

.

                            

A
M

A’B

D

D’

B’

CC’

.

..

.

   
 

                      Fig. 6.                           Fig. 7. 
 

Teorema  4.2.8. (Pappus)  Într-un patrulater inscriptibil, produsul distanţelor unui 
punct al cercului circumscris patrulaterului la două laturi opuse este egal cu produsul 
distanţelor la celelalte două laturi opuse. 
 
Demonstraţie. Fie patrulaterul inscriptibil ABCD, M un punct al cercului circumscris, 
A’,B’,C’,D’ proiecţiile lui M pe laturile AB, BC, CD, respectiv DA (fig.7). Conform 
lemei 4.2.1 avem MA⋅MB=2R⋅MA’, MB⋅MC=2R⋅MB’, MC⋅MD=2R⋅MC’ şi 
MD⋅MA=2R⋅MD’, de unde rezultă că MA’⋅MC=MB’⋅MD’. 
 
Definiţia  4.2.2.  Într-un patrulater, bimedianele sunt segmente determinatele de 
mijloacele laturilor opuse sau mijloacele diagonalelor. 
 
Lema  4.2.2.  Într-un patrulater convex, bimedianele sunt concurente. 
 
Demonstraţie.  Fie A’, B’, C’, D’, E’, F’ mijloacele laturilor AB, BC, CD, DA, respectiv 
a diagonalelor AC şi BD (fig.8).  
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A

O

A’
B

D

D’

B’

CC’

F
E

 
 

Fig. 8. 
 
Deoarece A’B’ şi C’D’ sunt linii mijlocii în triunghiurile ABC şi ADC, avem că 

A’B’||AC, ' '
2

ACA B =  şi C’D’||AC, ' '
2

ACC D = . Rezultă că A’B’||C’D’ şi A’B’≡C’D’, 

deci patrulaterul A’B’C’D’ este paralelogram. Fie O punctul de intersecţie al diagonale-
lor A’C’ şi B’D’, deci O este mijlocul acestor segmente. Deoarece A’F şi C’E sunt linii 
mijlocii în triunghiurile ABD şi ACD, avem că A’FC’E este paralelogram cu diago-
nalele A’C’ şi EF, de unde rezultă că diagonala EF trece prin mijlocul diagonalei A’C’, 
adică prin O. Analog, se arată şi pentru celelalte bimediane că trec prin punctul O. 
 
Teorema  4.2.9. (Mathot)  Într-un patrulater inscriptibil, perpendicularele duse din 
mijloacele laturilor pe laturile opuse sunt concurente. 
 
Demonstraţie.  Fie O centrul cercului circumscris patrulaterului inscriptibil ABCD şi 
A’,B’,C’, D’ mijloacele laturilor AB, BC, CD, respectiv DA (fig. 9). Deoarece O se află 
pe mediatoarele laturilor patrulaterului, rezultă că OA’⊥AB, OB’⊥BC, OC’⊥CD şi 
OD’⊥DA. Conform lemei 4.2.2, bimedianele patrulaterului sunt concurente şi fie E 
punctul de concurenţă. Notăm cu M simetricul lui O faţă de E. Patrulaterul MA’OC’ 
este paralelogram deoarece diagonalele lui se înjumătăţesc. Rezultă că MA’||OC’. Dar 
OC’⊥CD, deci MA’⊥CD. Analog MB’⊥DA, MC’⊥AB şi MD’⊥BC, deci punctul de 
concurenţă este M, simetricul lui O faţă de E. 
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Fig. 9. 
 
Observaţia  4.2.2.  Punctul M de concurenţă din teorema 4.2.9 se numeşte punctul lui 
Mathot. 
 
Consecinţa  4.2.2.  Într-un patrulater inscriptibil, perpendiculara din mijlocul unei 
diagonale pe cealaltă diagonală conţine punctul Mathot al patrulaterului. 
 
Demonstraţie.  Folosim notaţiile din teorema 4.2.9. şi fie P, Q mijloacele diagonalelor 
BD, respectiv AC. Din demonstraţiile lemei 4.2.2 şi a teoremei 4.2.9, rezultă că 
patrulaterul OPMQ este paralelogram deoarece diagonalele lui se înjumătăţesc, deci 
MP||OQ. Dar Q fiind mijlocul coardei AC, rezultă că OQ⊥AC, deci MP⊥AC. Analog 
QM⊥BD. 
 
Lema  4.2.3.  Un trapez este incriptibil dacă şi numai dacă este isoscel. 
 
Demonstraţie. Dacă trapezul ABCD, AB||CD este inscriptibil atunci             m(∠A)+ 
m(∠C) =180°. Dar m(∠A)+ m(∠D) =180°, deci ∠C ≡ ∠D, adică trapezul este isoscel. 
Reciproc, dacă trapezul este isoscel atunci ∠C≡∠D şi cum       m(∠A)+ m(∠D) =180°, 
rezultă că m(∠A)+m(∠C) =180°, adică patrulaterul este inscriptibil. 
 
Teorema  4.2.10.(Euler) Mijloacele laturilor unui triunghi, picioarele înălţimilor şi 
mijloacele segmentelor ce unesc vârfurile triunghiului cu ortocentrul lui, sunt situate pe 
un acelaşi cerc, numit cercul lui Euler. 
 
Demonstraţie.  Fie triunghiul ABC, A’, B’, C’ mijloacele laturilor BC, CA, respectiv 
AB, BCAA ⊥1 , BCA ∈1 , CABB ⊥1 , CAB ∈1 , }{11 HBBAA =∩ , '

1A  mijlocul 
segmentului AH (fig. 10). 
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B'C'
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.

 
 

Fig. 10. 
 

În triunghiul dreptunghic AA1B, A1C’ este mediană, deci 
2

'1
ABCA =  . În triunghiul 

ABC, A’B’ este linie mijlocie, deci 
2

'' ABBA = . Rezultă că A1C’≡ A’B’ şi deoarece 

B’C’ este linie mijlocie în triunghiul ABC, deci B’C’||BC, în final obţinem că 
patrulaterul  B’C’A1A’ este trapez isoscel. Cum orice trapez isoscel este inscriptibil, 
rezultă că A1 se găseşte pe cercul C determinat de punctele A’, B’, C’. Analog, celelalte 
picioare ale înălţimilor sunt pe cercul C. În triunghiul ABC, A’C’ este linie mijlocie, 
deci A’C’||AC. În triunghiul ABH, A1’C’ este linie mijlocie, deci A1’C’||BH. Dar 
BH⊥AC, deci A1’C’⊥A’C’ sau  m(∠A1’C’A’)=90°. Analog, m(∠A1’B’A’)=90°, deci 
patrulaterul A1’C’A’B’  este inscriptibil, rezultă că A1’ se găseşte pe cercul C. Analog, 
pentru celelalte mijloace de segmente determinate de vârfuri şi ortocentru. 
 
Consecinţa  4.2.3.  Fie triunghiul ABC, A’,B’,C’ mijloacele laturilor BC, CA, respectiv 
AB, A1’, B1’, C1’ mijloacele segmentelor AH, BH, respectiv CH. Atunci dreptele A1’A’, 
B1’B’, C1’C’ , sunt concurente, iar punctul de concurenţă este centrul cercului lui Euler. 
 
Demonstraţie.  Din demonstraţia teoremei 4.2.10 rezultă că A1’A’, B1’B’, C1’C’ sunt  
diametre în cercul lui Euler. 
 
Consecinţa  4.2.4.  Într-un triunghi ABC, ortocentrul, centrul de greutate, centrul 
cercului circumscris triunghiului şi centrul cercului lui Euler sunt situate pe o aceeaşi 
dreaptă, numită dreapta lui Euler. 
 
Demonstraţie. În triunghiul ABC, fie A’ mijlocul segmentului BC, A’’ punctul 
diametral opus lui A în cercul circumscris triunghiului ABC, O centrul acestui cerc, A1’ 
mijlocul segmentului AH (fig.11). 
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Fig. 11. 

 
Deoarece BH⊥AC şi A’’C⊥AC, rezultă că BH||CA’’. Analog, CH||BA’’, deci BHCA’’ 
este paralelogram, rezultă că A’ este mijlocul lui HA’’. În triunghiul AHA’’, OA’ este 

linie mijlocie, deci AHOA
2
1'= . Dacă AA’∩HO={G},atunci ∆AHG∼∆A’OG, raportul 

de asemănare este 2, deci AG=2⋅A’G, adică G este centrul de greutate al triunghiului 
ABC. Înseamnă că G∈ [HO] şi HG=2⋅GO. Mai avem că OA’≡HA1’ şi OA’||HA1’, deci 
patrulaterul A1’HA’O este paralelogram şi atunci diagonalele acestui paralelogram se 
înjumătăţesc. Fie A1’A’∩HO={O9}. Deoarece A1’A’ este diametru în cercul lui Euler, 
rezultă că O9 este centrul cercului lui Euler şi se găseşte la mijlocul lui HO. 
 
Teorema  4.2.11. (Simson) Proiecţiile unui punct de pe cercul circumscris unui 
triunghi pe laturile acestuia, sunt trei puncte coliniare. 
 
Demonstraţie.  Fie triunghiul ABC, M un punct pe cercul circumscris triunghiului şi 
A’, B’, C’ proiecţiile lui M pe laturile BC, CA şi respectiv AB (fig. 12). 
 

A'
A''

C

M
C'

A

B'

B

.

.

.

 
 

Fig. 12. 
 

Unim B’ cu C’ şi B’ cu A’. Deoarece patrulaterele AB’MC’, CA’B’M şi ABCM sunt 
inscriptibile, avem m(∠A’B’C)=m(∠A’MC)=900-m(∠A’CM)= 



 132

=900- m(∠MAC’)=m(∠C’MA)=m(∠AB’C’), ceea ce înseamnă că punctele A’, B’, C’ 
sunt coliniare. 
 
Observaţia  4.2.3.  Dreapta pe care se află punctele A’, B’, C’ se numeşte dreapta lui 
Simson. 
 
Consecinţa  4.2.5.  În condiţiile teoremei 4.2.11, dacă MA’ mai intersectează cercul 
circumscris triunghiului ABC în A’’, atunci AA’’ este paralelă cu dreapta lui Simson. 
 

Demonstraţie.  Avem că  m(∠AA’’M)=m(∠ACM)=
2

)( MAm
)

 şi ∠B’A’M≡∠B’CM  din 

patrulaterul inscriptibil B’A’CM (fig. 12). Rezultă că ∠AA’M≡∠B’A’M , deci AA||BA. 
 
Teorema  4.2.12. (reciproca teoremei lui Simson) Fie M un punct exterior 
triunghiului ABC şi A’, B’, C’ proiecţiile pe M pe laturile BC, CA, respectiv BC. Dacă 
A’, B’, C’ sunt coliniare, atunci M se află pe cercul circumscris triunghiului ABC. 
 
Demonstraţie.  Deoarece punctele A’, B’, C’ sunt coliniare, rezultă că  ∠AB’C’≡∠A’B’C  
(fig. 13). 
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.

 
 

Fig. 13. 
 

Din patrulaterele inscriptibile AB’MC’ şi CA’B’M rezultă că 
m(∠AB’C’)=m(∠AMC’)=900-m(∠MAC’),  
m(∠A’B’C)=m(∠A’MC)=900-m(∠MCA’) şi ţinând seama de relaţiile de mai sus, 
obţinem că ∠MAC’≡∠MCA’, adică patrulaterul ABCM este inscriptibil. În concluzie, 
M este pe cercul circumscris triunghiului ABC. 
 
Teorema  4.2.13. (Salmon)  Fie triunghiul ABC, M este un punct arbitrar pe cercul 
circumscris triunghiului. Cercurile de diametre MA, MB şi MC se intersectează două 
câte două în trei puncte coliniare. 
 



 133

Demonstraţie.  Fie C’ al doilea punct de intersecţie a cercurilor de diametre MA şi MB. 
Deoarece m(∠AC’M)=m(∠BC’M)=90°, rezultă că MC’⊥AB, C’∈AB. Ţinând seama de 
teorema lui Simson, rezultă că cele trei puncte sunt coliniare. 
 

A

B

B'
M

 
 

Fig.14. 
 

Teorema  4.2.14. (Naghel) Fie triunghiul ABC, C(O) cercul circumscris triunghiului, 
B’, C’ proiecţiile vârfurilor B, C pe laturile opuse. Atunci, perpendiculara din A pe B’C’ 
trece prin O. 
 
Demonstraţie.  Perpendiculara din A pe B’C’ intersectează a doua oară cercul în A’ şi 
intersectează pe B’C’ în D (fig. 15). Patrulaterele ABA’C şi BCB’C’ sunt inscriptibile, 
deci ∠ABC≡∠AA’C şi ∠AB’C’≡∠ABC. Rezultă că ∠AA’C≡∠AB’C’. Dar 
triunghiurile AA’C şi AB’D au unghiul ∠B’AD comun şi ∠AA’C≡∠AB’C’, deci 
∠ACA’≡∠ADB’. Ţinând seama că m(∠ADB’)=900, rezultă că m(∠ACA’)=900, deci 
AA’ este diametru în cercul  C(O). 
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Fig.15. 
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4.3. Patrulaterul circumscriptibil 
 
 În acest paragraf vom studia proprietăţile patrulaterului circumscriptibil. 
 
 Definiţia  4.3.1. Un patrulater se numeşte circumscris unui cerc sau 
circumscriptibil, dacă laturile sale sunt tangente la un cerc. 
 
 Teorema  4.3.1.  Un patrulater convex este circumscriptibil dacă şi numai dacă 
bisectoarele unghiurilor sale sunt concurente. 
 
Demonstraţie. Arătăm că dacă patrulaterul ABCD este circumscriptibil, atunci 
bisectoarele unghiurilor sale sunt concurente (fig. 1). Fie I centrul cercului înscris 
patrulaterului ABCD. Atunci d(I,AB)=d(I,BC)=d(I,CD)=d(I,DA)= r şi ţinând seama de 
proprietatea bisectoarei unui unghi, rezultă că I se află pe bisectoarele unghiurilor 
patrulaterului ABCD. Deci avem proprietatea de concurenţă. Reciproc, dacă I este 
punctul de concurenţă al bisectoarelor unghiurilor patrulaterului ABCD, atunci 
d(I,AB)=d(I,BC) =d(I,CD)=d(I,DA). Cercul de centru I şi rază r = d (I, AB) este 
tangent fiecărei laturi a patrulaterului ABCD, deci patrulaterul ABCD este 
circumscriptibil. 

 
Teorema  4.3.2. (Pithot)  Dacă patrulaterul ABCD este circumscriptibil, 

atunci AB+CD= AD+BC. 
 
Demonstraţie.  Fie M,N,P,Q punctele de contact ale cercului înscris cu laturile AB, BC, 
CD , respectiv DA (fig. 2). 
 
 

A

B

D C

I

 

A
M

N

Q

P

B

D C

I

 
Fig.1. Fig.2. 

 
Au loc următoarele egalităţi de tangente la cerc AM≡AQ, BM≡BN, CN≡CP şi  
DP≡DQ, de unde  
AB+CD=(AM + BM)+(CP+DP)=(AQ+DQ)+(BN+CN)=BC+AD, adică identitatea 
din enunţ. 
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Teorema  4.3.3.  Dacă un patrulater  convex ABCD are proprietatea că 
AB+CD=AD+BC, atunci patrulaterul ABCD este circumscriptibil. 

 
Demonstraţie. Considerăm un cerc C, tangent la AB, BC şi CD, apoi o dreaptă AD’  
tangentă acestui cerc D’∈CD. 

A

B

D D’ C 
fig. 3 

 
În patrulaterul ABCD’ care este circumscris cercului C, conform teoremei lui Pithot, 
avem că AB+CD’=AD’+BC. Dar din ipoteză AB+CD=AD+BC, de unde, prin scăderea 
celor două relaţii, obţinem că DD’=|AD’ – AD|. Această relaţie are loc dacă şi numai 
dacă triunghiul ADD’ este degenerat, adică D coincide cu D’. Rezultă că patrulaterul 
ABCD este circumscriptibil. 
 

Consecinţa  4.3.1.  Patrulaterul convex ABCD este circumscriptibil dacă şi 
numai dacă AB+CD=AD+BC. 

 
Demonstraţie.  Rezultă din teoremele 4.3.2 şi 4.3.3. 
 

Observaţia  4.3.1.  Condiţia de convexitate intervine în demonstraţie destul de  
subtil. Figura 4 este un exemplu de patrulater ABCD cu AB≡AD şi BC≡CD, deci are 
loc AB+CD=AD+BC, fără a fi însă patrulater circumscriptibil. 

 
A

B

C

D 
 

Fig.4. 
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Propoziţia  4.3.1.  Dacă un trapez isoscel este circumscriptibil, atunci 
diametrul cercului înscris este medie geometrică între bazele trapezului. 
 
Demonstraţie.  Fie trapezul ABCD, AD||BC, C(I,r) cercul înscris şi  T punctul de 
contact al cercului cu AB (fig.5).  

 
B

T

C

A D

I.

 
 

fig. 5 
 

Deoarece m(∠AIB)=90°, aplicând teorema înălţimii în triunghiul AIB, avem 

că IT2=AT·BT. Dar ţinând seama că IT = r, ADAT
2
1

= şi BCBT
2
1

= , rezultă 

identitatea din enunţ. 
 
 
 4.4. Relaţii metrice 
 
 În cele ce urmează, pentru un patrulater ABCD, vom folosi următoarele notaţii: 

AB=a, BC=b, CD=c, DA=d, BD=e, AC=f şi p= 
2

dcba +++
. 

Teorema  4.4.1. (Arhimede )  Aria S a unui patrulater convex ABCD este 

dată de formula S2

2
cos))()()(( 2 DBabcddpcpbpap +
⋅−−−−−= . 

Demonstraţie. Ţinând seama că A[ABCD]=A[ABC]+A[ADC], rezultă că 
2S=ab·sinB+cd·sinD, de unde prin ridicare la pătrat avem 

DBabcdDdcBbaS sinsin2sinsin4 2222222 ++= . Pe de altă parte din teorema 
cosinusului în triunghiurile ABC şi ADC avem BabbaAB cos2222 −+=  şi 

DcddcAB cos2222 −+= , de unde DcddcBabba cos2cos2 2222 −+=−+ , 
sau DcdBabdcba cos2cos22222 −=−−+  şi prin ridicare la pătrat obţinem 

DBabcdDdcBbadcba coscos8cos4cos4)( 22222222222 −+=−−+ .  
Se înmulţeşte relaţia care-l  dă pe 4 S2 cu 4 şi se adună cu ultima relaţie obţinută şi 
avem )cos(844)(16 2222222222 DBabcddcbadcbaS +−+=−−++ ,  
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sau 
=++−−−+−+= )]cos(1[8)()22(16 222222 DBabcddcbacdabS

.
2

cos16))()()((

2
cos16])()][()()[(

2
cos16)22)(22(

2

22222

222222222

DBabcddcbadcbabadcbadc

DBabcddcbabadc

DBabcddcbacdabdcbacdab

+
−−+++−+−+++−+=

=
+

−−−+−−+=

=
+

−−−+++++−−+=

 

Ţinând seama că 2p= a+b+c+d şi înlocuind mai sus, obţinem formula lui Arhimede. 
Propoziţia  4.4.1.  Fie patrulaterul inscriptibil ABCD. Să se arate că 

bcad
cdabbdace

+
++

=
))((2  şi 

cdab
bcadbdacf

+
++

=
))((2  . 

 

Demonstraţie.  În triunghiurile ABC, respectiv ACD avem 
ab

fbaB
2

cos
222 −+

=  şi 

cd
fdcD

2
cos

222 −+
=  . Patrulaterul ABCD fiind inscriptibil avem că B+D=180°, deci 

cosB= -cosD, de unde 
cd

fdc
ab

fba
22

222222 −+
−=

−+
, iar după calcule obţinem 

identităţile din enunţ. 
 
 Observaţia  4.4.1.  Folosind relaţiile demonstrate, cu ajutorul lor se pot 
demonstra cele două teoreme ale lui Ptolemeu. 
 
 Teorema  4.4.2. (Arhimede)  Aria patrulaterului inscriptibil ABCD este dată 
de formula ))()()(( dpcpbpapS −−−−= . 
 
Demonstraţie. Rezultă din teorema 5.4.1. 
 

Teorema  4.4.3  Dintre toate patrulaterele convexe de laturi date, patrulaterul 
inscriptibil are aria maximă. 
 
Demonstraţie. Deoarece a, b, c, d sunt date, avem 

.))()()((
2

cos))()()(( 22 constdpcpbpapDBabcddpcpbpapS =−−−−≤
+

−−−−−=

Atunci S2 este maxim dacă şi numai dacă 0
2

cos =
+ DB

, adică B+D=1800, deci 

patrulaterul ABCD este inscriptibil. 
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Teorema  4.4.4.  Aria patrulaterului circumscriptibil este dată de formula 

2
sin DBabcdS +

= . 

Demonstraţie. Într-un patrulater circumscriptibil avem a+c=b+d, deci 

cdcbaap =
+++−

=−
2

şi analoagele. Atunci  

2
sin)

2
cos1(

2
cos 2222 DBabcdDBabcdDBabcdabcdS +

=
+

−=
+

−= , de 

unde rezultă formula din enunţ. 
 
 Consecinţa  4.4.1.  Aria unui patrulater ABCD inscriptibil şi circumscriptibil 
este dată de formula abcdS = . 
Demonstraţie. Rezultă din teorema 4.4.4.  
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 5. Construcţii geometrice 
 
 Prin probleme de construcţie vom înţelege acele probleme de geometrie în care 
se cere construirea unor figuri geometrice ce satisfac anumite proprietăţi, folosind 
numai rigla şi compasul. 
 Înainte de a considera probleme de construcţie cu rigla şi compasul, Edwin 
Moise în lucrarea "Geometrie elementară" face câteva precizări: 

i) Când vorbim de riglă şi compas, înţelegem o "riglă ideală" şi un "compas 
ideal", care trasează liniile drepte şi cercurile exact. 
 ii) Rigla nu are un marcaj pe ea. O putem utiliza pentru a desena drepte între 
două puncte date, dar aceasta este tot ceea ce putem face cu ea. Nu o putem utiliza 
pentru a măsura distanţele dintre puncte sau pentru a vedea dacă două segmente sunt 
congruente. 
 iii) Compasul se poate utiliza astfel. Fie un punct P şi un punct Q în plan. 
Putem desena atunci cercul cu centrul în P şi care trece prin Q. Aceasta este tot ce 
putem face cu el. Altfel spus, dându-se un al treilea punct P' nu este permis să mutăm 
vârful compasului în P' şi apoi să desenăm un cerc cu centrul în P' şi de rază PQ. Din 
acest motiv compasul este numit nerigid; nu i se poate muta vârful deoarece "când 
ridici vârful de pe hârtie, compasul se închide". 
 
 
 5.1. Construcţia unor expresii algebrice 
 
 5.1.1. Construcţia expresiilor ba +  şi ba −  )( ba >  
 Considerăm numerele pozitive a şi b cu ba > . Pe o dreaptă d considerăm un 
punct O şi trasăm un arc de cerc de rază a, până când întâlneşte dreapta d în punctul A. 
Cu centrul În A trasăm cercul de rază b care va intersecta dreapta d în punctele B şi C 
(B între O şi A). Lungimea segmentului OC reprezintă expresia ba + , iar lungimea 
segmentului OB reprezintă expresia ba − . 

d

C
A

bBO

a

b
a
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  5.1.2. Construcţia expresiilor ba ⋅  şi 
b
a

 )( ba >  

 i) Construcţia expresiei ba ⋅  
 Trasăm două semidrepte c şi d cu originea comună O. Pe c trasăm segmentul 
unitate OA şi segmentul OB se lungime a. Pe semideapta d cu originea în O trasăm 
segmentul OC de lungime b. Paralela prin B la AC întâlneşte pe d în D. Cu teorema lui 

Thales în ∆OBD obţinem: 
OD
OC

OB
OA

= , de unde ba ⋅=
⋅

=
OA

OCOBOD . 

 ii) Construcţia expresiei 
b
a

 

 Trasăm două semidrepte c şi d cu originea comună în O. Pe semidreapta c 
luăm segmentul unitate OA şi segmentul OB de lungime b. Pe semidreapta d luăm 
segmentul OC de lungime a. Prin A ducem paralela la BC care întâlneşte pe c în D. În 

∆OBC cu teorema lui Thales obţinem: 
OB
OA

OC
OD

= , de unde 
b
a

=
⋅

=
OB

OAOCOD . 

 5.1.3. Construcţia mediei aritmetice, geometrice 
 i) Construcţia mediei aritmetice 
 Considerăm două segmente de lungimi a şi b )( ba > . Construim segmentului 
AB care reprezintă suma ba + . Construim mediatoarea segmentului AB. Mediatoarea 

determină pe segmentul AB două segmente congruente care reprezintă numărul 
2

ba +
. 

  

AO B

C

D

d

c

a⋅b

b

1

b

a

a

A
C D

B

a b

a

b

a b+
2



 141

ii) Construcţia mediei geometrice 
 Considerăm două segmente ce au lungimile aşi b )( ba > . Construim 
segmentul AB care reprezintă suma ba + . Construim un semicerc de diametru AB. 
Fie C punctul de pe [AB] cu AC=a. Ridicăm în C o perpendiculară pe AB care 
întâlneşte semicercul în E. Cu teorema înălţimii în triunghiul dreptunghic AEB 
(m(∠E)=90°) obţinem: EC2=AC⋅CB sau EC2=a⋅b, de unde ba ⋅=EC . 

 Aplicaţie. Construcţia expresiei a  cu a>0.  
 Este o aplicaţie a construcţiei mediei geometrice pentru numerele 1 şi a (a>0). 

  5.1.4. Determinarea a două numere când se cunosc suma lor şi media 
geometrică 
 Fie aşi b numere pozitive cu suma bax +=  şi media geometrică aby = . 
 Problema se reduce la construcţia triunghiului dreptunghic cu ipotenuza x şi 
înălţimea y. 
 Trasăm diametrul AB reprezentând numărul x. Construim semicercul de 
diametru AB. Trebuie să găsim intersecţiile acestui semicerc cu o paralelă d dusă la el 
de aceeaşi parte cu semicercul faţă de AB situată la distanţa y. 
 1) Dacă paralela d la AB intersectează semicercul în două puncte distincte E şi 
K, considerăm proiecţiile acestor puncte pe AB, adică E' şi K', obţinem perechile de 
segmente AE' şi E'B respectiv AK' şi K'B, care sunt numerele căutate. 
 2) Dacă paralela d la AB este tangentă semicercului avem soluţie unică, 
numerele sunt egale. 
 3) Dacă paralela d la AB nu intersectează semicercul nu avem soluţie. 

 

a

b
E

A C B

a b

a b⋅

E

A C1 a b

a

E

A E' b

K

K'
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 6. Figuri echivalente 
 
 Figurile echivalente sunt figurile geometrice plane care au aceeaşi arie fără a fi 
neapărat congruente. 
 
 6.1. Triunghiuri echivalente 

 Din relaţia ariei 
2

inaltimeabazaS ⋅
=  rezultă că ariile a două triunghiuri sunt 

egale dacă bazele celor două triunghiuri au lungimi egale şi înălţimile de asemenea 
sunt de lungimi egale. 
 Exemple. i) Două triunghiuri care au un vârf fixat, iar bazele de lungimi egale 
se află pe aceeaşi dreaptă au aceeaşi arie (BC=DE). 
 Deci S[ABC]=S[ADE]. 

 ii) Două triunghiuri cu aceeaşi bază şi vârfurile situate pe o paralelă la bază, au 
aceeaşi arie. Deci BC][A[ABC] 1

SS =  (d||BC). 

 iii) În figura de mai jos avem 
S[AOD]=S[BOC]                                                                   (*) 

S[AOD]=S[ADB]-S[AOB]                                                           (1) 
S[BOC]=S[ACB]-S[AOB]                                                           (2) 

 Dar  

2
AB)d(C,AB

2
AB)d(D,ABSS [ACB][ADB]

⋅
=

⋅
⇔=               (3) 

 Din (1), (2) şi (3) ⇒ relaţia (*). 

A

B C D E

A A1

B C

d
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 6.2. Triunghi echivalent cu un paralelogram dat 
 Aria unui paralelogram este egală cu dublul ariei unui triunghi. 
 i) S[ABCE]=S[ADB], unde C este mijlocul lui [BD]. 

S[ABCE]=BC⋅d(A,BC)=BC⋅AA1 

1
11

[ADB] AABC
2
AABC2

2
AABDS ⋅=

⋅
⋅=

⋅
=  

 ii) S[ABCE]=S[ABD], unde DF=2EL, a||AB 
S[ABCE]=AB⋅d(E,AB)=AB⋅EL 

ELAB
2
2ELAB

2
DFABS[ABD] ⋅=

⋅
=

⋅
=  

 
 6.3. Triunghi echivalent cu un trapez dat 
S[ABCD]=S[LBT], unde [DC]≡[AT] 

A B

O

D C

A E

B A1 C D

L

D a

E C

A L F B
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[LBT][ABCD] S
2

AB)d(L,TB
2

AB)d(D,TB
2

AB)DC)d(D,(ABS =
⋅

=
⋅

=
+

=  

 6.4. Triunghi echivalent cu un patrulater 
S[ABCD]=S[LCK]                                         (**) 

 Fie ABCD un patrulater oarecare. Ducem printr-un vârf oarecare (de exemplu 
A) o dreaptă d. Prin vârfurile D şi B ale patrulaterului ABCD ducem paralele la AC, 
care întâlnesc pe d în L respectiv K. Obţinem trapezele ACDL şi ACBK. Avem 
S[LCK]=S[ACL]+S[ACK]. Atunci  

S[ABCD]=S[ADC]+S[ABC]                                                         (1) 
 Dar 

[LAC][ADC] S
2

AC)d(L,AC
2

AC)d(D,ACS =
⋅

=
⋅

=              (2) 

[AKC][ABC] S
2

AC)d(K,AC
2

AC)d(B,ACS =
⋅

=
⋅

=             (3) 

 Din (1), (2) şi (3) obţinem relaţia (**). 

 6.5. Triunghi echivalent cu un pentagon 
S[ABCDE]=S[DLM] 

 Considerăm pentagonul ABCDE. Trasăm diagonalele [DA] şi [DB]. Ducem 
prin E o paralelă la DA care întâlneşte pe AB în L, iar prin C o paralelă la DB care 
întâlneşte pe AB în M. 
 Triunghiurile ADL şi AED sunt echivalente deoarece: 

[AED][ADL] S
2

AD)d(E,AD
2

AD)d(L,ADS =
⋅

=
⋅

=                (1) 

 Şi triunghiurile BMD şi DBC sunt echivalente deoarece: 

L

T A B

CD

d

KAL

B

D

C



 145

[DBC][BMD] S
2

DB)d(C,DB
2

DB)d(M,DBS =
⋅

=
⋅

=                    (2) 

[ADE][BDA][BCD][ABCDE] SSSS ++=                                (3) 
 Din relaţiile (1), (2) şi (3) obţinem: 

[LDM][ADL][BDA][BMD][ABCDE] SSSSS =++=  
 Deci triunghiul LDM este echivalent cu pentagonul ABCDE. 

 6.6. Împărţirea unui triunghi în părţi echivalente 
 i) Împărţirea unui triunghi în n părţi echivalente prin împărţirea unei laturi a 
triunghiului, considerată ca bază, în n segmente congruente. 
 Considerăm triunghiul ABC cu baza [BC], pe care o împărţim în n părţi egale. 
Obţinem triunghiurile echivalente BAD1, D1AD2,...,Dn-1AC. (Triunghiurile au aceeaşi 
înălţime d(A,BC)). 
 ii) Împărţirea unui triunghi în n părţi echivalente prin drepte paralele cu una 
din laturi. 
 Vom studia cazul n=3. Deci triunghiul ABC trebuie împărţit în trei părţi 
echivalente prin paralele duse la baza [BC]. 
 Fie (LT)||(BC) şi (PQ)||(BC) cu L∈(AP), P∈(LB), T∈(AQ), Q∈(TC). 
 Deci [ALT][ABC] 3SS =  şi  

[ABC][APQ] S
3
2S =                                       (1) 

 Ţinem seama că: 
 Raportul ariilor a două triunghiuri asemenea este egal cu pătratul raportului de 
asemănare. 
 Cu (1) obţinem: 

3
1

AC
AT 2

=





    şi   

3
2

AC
AQ 2

=





                                (2) 

 Din (2) obţinem: 







⋅=

3
ACACAT2    şi   






⋅= AC

3
2ACAQ2                    (3) 

 Din (3) rezultă că AT şi AQ sunt medii geometrice a lungimilor segmentelor 

AC, 
3

AC
 şi respectiv AC, AC

3
2

. 

D

E

L A B M

C
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 Acum efectuăm construcţia. 
 Construim pe latura AC ca diametru un semicerc în afara triunghiului ABC. 
Împărţim latura AC în trei segmente congruente prin punctele H şi K. Perpendicularele 
în H şi K pe AC întâlnesc semicercul în E respectiv F. 
 Conform teoremei catetei în triunghiul dreptunghic AEC avem: 

3
ACACAHACAE ⋅=⋅= , iar în triunghiul dreptunghic AFC avem: 

3
2ACACAQ ⋅= . 

 Arcele de cerc cu centrul în A şi raze AE, respectiv AF determină pe AC 
punctele T şi Q care sunt punctele căutate. Ducem prin T şi Q paralele la BC şi 
obţinem împărţirea ∆ABC în trei părţi echivalente. 

 
 6.7. Pătrat echivalent cu un paralelogram ABCD 

S[ABCD]=Spătrat. 
 Considerăm paralelogramul ABCD. Construim înălţimea DL cu L∈[AB]. 
Luăm pe prelungirea laturii [CD] un segment (DL)≡(DQ). Construim media 
geometrică a lungimii segmentelor CD şi DQ, determinând punctul de intersecţie T al 
semicercului de diametru CQ cu dreapta DL. Atunci DT este latura pătratului 
echivalent cu paralelogramul ABCD. 

 

 A
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Q
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 6.8. Dreptunghi echivalent cu un patrulater dat 

 [HRPE][HLTE][LTPR][ABCD] SSS
2
1S === , unde H şi E sunt mijloacele segmentelor 

LR respectiv PT. Fie ABCD un patrulater oarecare. Prin vârfurile B şi D ducem 
paralele la AC. Prin vârfurile A şi C ducem perpendiculare pe AC. Obţinem 
dreptunghiul LTPR. Ducem din B respectiv D perpendiculare pe AC care au picioarele 
în K şi respectiv N. 

 Avem relaţiile: 
[DPC][ARD][BCK][ABK][ABCD] SSSSS +++=                          (*) 

[ABK][ALB] SS =                                             (1) 

[BKC][BTC] SS =                                             (2) 

[DNA][ARD] SS =                                             (3) 

[DNC][DPC] SS =                                             (4) 

[DPC][ARD][BCK][ABK][ABCD][RPTL] SSSSSS ++++=                   (5) 

 Din relaţiile (*) şi (5) obţinem: [ABCD][RPTL] 2SS = , rezultă  

[RPTL][ABCD] S
2
1S =                                        (6) 

 Fiindcă H şi E sunt mijloacele laturilor [RL] respectiv [PT] avem 
[HLTE][RPEH][RPTL] 2S2SS ==                                    (7) 

 Din (6) şi (7) rezultă [HLTE][RPEH][ABCD] SSS == . 
 
 6.9. Dreptunghi echivalent cu un trapez dat 
 [EFGH][ABCD] SS = , unde ABCD este trapez, iar EFGH dreptunghi. 
 Fie ABCD un trapez cu AB||CD dat, cu mijloacele laturilor neparalele L şi T 
(L∈(AD), T∈(BC)). Prin L şi T ducem perpendiculare pe baze, care întâlnesc baza 
mare în E, respectiv F, iar prelungirea bazei mici în H respectiv G. 

R
D

P

E

B
L

H

A

T

N
K

C



 148

 Din triunghiurile congruente HDL şi EAL rezultă că (HD)≡(AE), iar din 
triunghiurile congruente GCT şi FBT, obţinem că (CG)≡(FB). Atunci 

=⋅
+++

=⋅
+

= AB)d(D,
2

DC)FBAE(EFAB)d(D,
2

DC)(ABS[ABCD]  

[HEFG]SAB)d(D,EF
2

AB)d(D,2EF
=⋅=

⋅
= . 

 6.10. Construcţia unei drepte care să împartă un patrulater convex în două părţi 
având aceeaşi arie 
 Considerăm patrulaterul convex ABCD, a cărui diagonale se intersectează în 
O. Analizăm situaţiile: 
 i) (OD)≡(OB)                                                                               (1) 

 Avem [AOD][AOB] D
2

BD)d(A,OD
2

BD)d(A,OBS =
⋅

=
⋅

=  

 Deci 
[AOD][AOB] SS =                                            (2) 

[DOC][COB] S
2

OB)d(C,OD
2

OB)d(C,OBS =
⋅

=
⋅

=  

Deci 
[DOC][COB] SS =                                            (3) 

 Din (2) şi (3) obţinem: [DOC][AOD][COB][AOB] SSSS +=+  adică [ADC][ABC] SS = , 
adică AC este dreapta căutată. 
 ii) (OD)≠(OB). Presupunem că OB>OD. 
 Ducem prin D o paralelă la AC care întâlneşte pe BC în K. Se obţine triunghiul 
AKB echivalent cu patrulaterul ABCD. (Un triunghi echivalent cu un patrulater). Deci 

[ABCD][AKB] SS = . Fie T mijlocul lui [KB], atunci [KTA][ABT] SS =  fiindcă 

[KTA][ABT] S
2

TK)d(A,KT
2

BK)d(A,BTS =
⋅

=
⋅

= . Atunci 
2

S
S [ABK]

[ABT] =  şi deci 

2
S

S [ABCD]
[ABT] = . 

H D C G

T

BFEA

L
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 Pentru a arăta că dreapta AT este soluţia problemei trebuie să arătăm că 
triunghiul ABT este parte a patrulaterului ABCD, ceea ce înseamnă că T∈(BC). Fie Q 
mijlocul lui (BD). Fiindcă (OB)>(OD) rezultă Q∈(OB). 
 În triunghiul ABK, [TQ] este linie mijlocie deci QT||DK. Fiindcă OC||DK 
obţinem că OC||TQ şi cum Q∈(OB) rezultă că T∈(BC). 

Construcţia unei drepte care să împartă un patrulater convex în două părţi având 
aceeaşi arie  
 
 6.11. Împărţirea unui patrulater printr-o dreaptă care trece printr-un vârf, în 
părţi, având ariile într-un raport dat (Fig. 1) 

 Fie patrulaterul ABCD şi 
b
a

 raportul în care trebuie să împărţim aria 

patrulaterului printr-o dreaptă care să treacă prin D. Transformăm patrulaterul ABCD 
într-un triunghi echivalent cu el, care să aibă o latură pe dreapta AB. Prin C ducem o 
paralelă la BD care întâlneşte dreapta AB în L. Obţinem triunghiul ADL care este 
echivalent cu patrulaterul ABCD deoarece 







 ⋅

=
⋅

=
2

BD)d(L,BD
2

BD)d(C,BDSS [BDL][BDC]  

şi atunci [ADL][BDL][ADB][BCD][ADB][ABCD] SSSSSS =+=+= . 

 Împărţim aria triunghiului ADL în raportul 
b
a

. Pentru aceasta este suficient să 

împărţim latura AL în raportul 
b
a

. Fie K punctul pentru care avem 
b
a

KL
AK

= . Atunci 

b
a

2
KL)d(D,KL

2
AK)d(D,AK

=
⋅

⋅

, adică  

b
a

S
S

[DKL]

[ADK] =                                                (1) 

K

D C

O

Q

T

BA
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 Ducem prin K o paralelă la BD care întâlneşte pe BC în Q. Unim D cu Q. 
Obţinem: 

b
a

S
S

[DQC]

[ABQD] =                                              (2) 

fiindcă 





 ⋅

=
⋅

=
2

BD)d(Q,BD
2

BD)d(K,BDSS [DBQ][DBK] , iar  

[DBK][DBL][DKL] SSS −=  sau ][[BDQ][DBC][DKL] SSS DQCS=−= . 
 Triunghiul ADK este echivalent cu patrulaterul ADQB pentru că triunghiurile 
BDQ şi BDK sunt echivalente. Deci [ADQB][ADK] SS = . 

 În relaţia (1) înlocuim pe [ADK]S  cu [ADQB]S  şi [DKL]S  cu [DQC]S  şi obţinem 
relaţia (2). 
 Din construcţia de mai sus rezultă că în loc să construim triunghiul ADL 

echivalent cu patrulaterul ABCD putem să împărţim diagonala AC în raportul 
b
a

. Fie 

T punctul de pe AC pentru care avem 
b
a

TC
AT

= . Prin T ducem o paralelă la BD care 

întâlneşte pe BC în Q. Dreapta DQ împarte aria patrulaterului în raportul 
b
a

. 

 6.12. Împărţirea unui patrulater prin drepte duse printr-un vârf în mai multe 
părţi echivalente 
 De exemplu, pentru a împărţi un patrulater ABCD în trei părţi echivalente prin 
două drepte duse prin D procedăm astfel: 
 Se împarte diagonala AC în trei părţi egale prin punctele R şi V. Prin aceste 
puncte ducem paralele la diagonala BD, care întâlnesc laturile (AB) respectiv (BC) în 
punctele J şi S. Dreptele DJ şi DS împart patrulaterul în trei părţi echivalente. 

Fig. 1. 

S
Q

D

A
R

J

B

V T

K

C

L
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 6.13. Împărţirea unui poligon convex în părţi echivalente, prin drepte duse 
printr-un vârf 

 Considerăm pentagonul EFGHT pe care dorim să-l împărţim în părţi 
echivalente prin drepte duse prin vârful G. 

 Vom arăta mai întâi că putem împărţi aria poligonului în raportul 
b
a

 printr-o 

dreaptă ce trece prin G. Vom construi un patrulater echivalent cu pentagonul 
considerat. Ducem prin F o paralelă la diagonala GE care întâlneşte pe ET în L. 
Patrulaterul LGHT este echivalent cu pentagonul EFGHT. Arătăm în continuare acest 
lucru. Avem  

[GLE][GFE] SS =                                              (1) 

deoarece 
2

GE)d(L,GE
2

GE)d(F,GE ⋅
=

⋅
. Deci 

[LGHT][EGHT][LGE][EGHT][EFG][EFGHT] SSSSSS =+=+=  
 Am redus problema la una pe care am studiat-o. 

 Vom împărţi diagonala HL în raportul 
b
a

. Fie K punctul pe HL pentru care 

avem 
b
a

KH
LK

= . Prin K ducem paralela KQ la GT care întâlneşte pe [HT] în R, Q∈ET. 

Dreapta GR împarte aria patrulaterului LGHT în raportul 
b
a

. Dacă prin H ducem 

paralela HV la GT, V∈ET patrulaterul GLTH este echivalent cu triunghiul LGV 
deoarece 







 ⋅

=
⋅

=
2

GT)d(V,GT
2

GT)d(H,GTSS [GTV][GHT]  

şi atunci 
[GLV][GLT][GTV][GLT][GHT][GLTH] SSSSSS =+=+=  

 Fiindcă KQ||GT, iar HV||GT obţinem că KQ||HV. Cu teorema lui Thales în 

∆LHV avem: 
b
a

KH
LK

QV
LQ

== , de unde obţinem că 

b
a

2
QV)d(G,QV

2
LQ)d(G,LQ

=
⋅

⋅

, 

care se mai scrie 

b
a

S
S

[QGV]

[LGQ] =                                                 (2) 
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 Dar [GTR][GTQ] SS =  deoarece 
2

GT)d(R,GT
2

GT)d(Q,GT ⋅
=

⋅
 

 Atunci [GTQ][GTV][QGV] SSS −= , care se mai poate scrie: 

[GTR][GTH][QGV] SSS −= , 
deci 

[GHR][QGV] SS =                                             (3) 
 Atunci relaţia (2) se mai poate scrie: 

b
a

S
SS

[GHR]

[GTQ][LGT] =
+

   sau   
b
a

S
SS

[GHR]

[GTR][LGT] =
+

   sau 

b
a

S
S

[GHR]

[LGRT] =                                               (4) 

 Ţinând seama de (1), relaţia (4) se mai scrie 
b
a

S
S

[GHR]

[GFETR] = , deci putem împărţi 

aria unui poligon convex (în cazul nostru pentagon) într-un raport dat, printr-o dreaptă 
ce trece printr-un vârf al său (în cazul nostru G). Acest rezultat ne dă posibilitatea să 
împărţim un poligon convex oarecare în părţi echivalente, prin drepte duse prin unul 
din vârfurile sale.  

În cazul problemei noastre, se construieşte patrulaterul echivalent cu poligonul 
dat. Dacă cerinţa era să împărţim pentagonul în patru părţi echivalente, atunci 
împărţeam diagonala [LH] în patru părţi egale prin punctele S, W, U, iar prin aceste 
puncte ducem paralele la diagonala (CT) care întâlnesc laturile ET şi TH în punctele C, 
B, A. Unind punctele C, B, A cu G obţinem dreptele GC, GB, GA care împart 
pentagonul dat în patru părţi echivalente: 

[GAH][GBTA][CRB][GFET] SSSS === . 

 G

F K
H

L E T Q V

R
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 6.14. Împărţirea unui poligon dat în părţi cu arii proporţionale cu mai multe 
numere date, prin drepte duse printr-un punct interior poligonului 
 Considerăm patrulaterul ABCD pe care să-l împărţim în trei părţi cu ariile 
proporţionale cu numerele a, b, c, prin drepte duse prin punctul M din interiorul 
patrulaterului. Prin M ducem dreapta ML, L∈(DC). 
 i) Unim punctul M cu D, iar prin L ducem o dreaptă paralelă cu MD care 
întâlneşte pe AD în P. Atunci [MDL][MDP] SS =  deoarece 

2
MD)d(L,MD

2
MD)d(P,MD ⋅

=
⋅

. Atunci  

[AMP][MDP][ADM][MDL][ADM][ADLM] SSSSSS =+=+=  
 Deci 

[AMP][ADLM] SS =                                            (1) 
 Ducem prin P paralela la AM care întâlneşte pe BA în R. Atunci avem: 

[AMR][AMP] SS =                                           (2) 

deoarece 
2

AM)d(R,AM
2

AM)d(P,AM ⋅
=

⋅
. 

[ABM][AMR][RMB] SSS +=                                    (3) 
 Din (2) şi (3) obţinem: 

[ABM][AMP][RMB] SSS +=                                    (4) 
 Cu (1), relaţia (4) se mai poate scrie 

[MLDAB][RMB] SS =                                          (5) 
 Acum ducem prin R o paralelă la BM care întâlneşte pe CB în T. Atunci 

[MBT][RMB] SS = , deoarece 
2

MB)d(T,MB
2

MB)d(R,MB ⋅
=

⋅
. 

[TMB][MCB][MCT] SSS +=                                     (6) 

 Folosind relaţia (5), obţinem: [MLDAB][CMB][MCT] SSS +=  sau 

[MLDABC][MCT] SS =                                       (6*) 
 Ducem prin T o paralelă la MC care întâlneşte pe DC în V, atunci avem: 

G

F U W S H

A

L E C B T
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[MCV][MCT] SS =                                            (7) 

deoarece 
2

MC)d(V,MC
2

MC)d(T,MC ⋅
=

⋅
. Din relaţiile (6*) şi (7) obţinem: 

[MLC][MLDABC][MLC][MCT] SSSS +=+ , care se mai scrie: [ABCD][MLC][MCV] SSS =+  sau 

[ABCD][MLV] SS = . 

 ii) Împărţim latura LV a triunghiului MLV în trei părţi proporţionale cu 

numerele a, b, c prin punctele J şi K, adică 
c

JV
b

KJ
a

LK
== , relaţie care se mai poate 

scrie: 

c
2

JV)d(M,JV

b
2

KJ)d(M,KJ

a
2

LK)d(M,LK ⋅

=

⋅

=

⋅

                   (8) 

deoarece d(M,LK)=d(M,KJ)=d(M,JV). Relaţia (8) se mai scrie: 

c
S

b
S

a
S [MJV][MKJ][MLK] ==                                    (8*) 

Ducem prin K o paralelă la CM care întâlneşte latura BC în G. Patrulaterul 
LMGC este echivalent cu triunghiul MLK deoarece [MCG][MLC][LMGC] SSS +=  sau 

[CMK][MLC][LMGC] SSS +=  deoarece d(G,MC)=d(K,MC). Deci [MLK][LMGC] SS = . 
iii) Prin punctul J ducem o paralelă la CM care întâlneşte dreapta CB în Q, iar 

din Q ducem o paralelă la MB care întâlneşte pe BA în I, iar din I ducem o paralelă la 
AM care întâlneşte pe AD în W. Pentagonul GBAWM face parte din patrulaterul 
ABCD şi avem: 

[MKJ][GBAWM] SS =                                           (9) 
Vom demonstra în continuare relaţia (9). 

[CMK][MCJ][MKJ] SSS −=  
sau 

[CMG][MCJ][MKJ] SSS −=                                 (9*) 

T

Q

J A B

R W

D
M

G

L C K J V

P
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dar 
[CMQ][MCJ] SS =                                          (10) 

deoarece 
2

MC)d(Q,MC
2

MC)d(J,MC ⋅
=

⋅
. Scăzând din ambii membri ai relaţiei 

(10) pe [CMG]S  obţinem: 

[CMG][CMQ][CMG][MCJ] SSSS −=−                              (11) 

 Ţinând seama de relaţia (9*), (11) se scrie: [QMG][MKJ] SS = . Dar 

[MBQ][MGB][MGQ] SSS +=  şi [MBI][MBQ] SS =  fiindcă 

2
MB)d(I,MB

2
MB)d(Q,MB ⋅

=
⋅

 

[MAW][MBA][MAI][MBA][IMB] SSSSS +=+=  

deoarece [MAW][MAI] SS =  (MA⋅d(I,MA)=MA⋅d(W,AM)). Atunci avem: 

[MAW][MBA][MGB][MKJ] SSSS ++= , 

care se mai scrie [MGBAW][MKJ] SS = . Analog găsim [MLDW][MJV] SS = . Deci 

[MKJ][MGBAW][MLK][MLCG] SS,SS ==    şi   [MJV][MLDW] SS =           (11) 
 Din (8*) şi (11) obţinem 

c
S

b
S

a
S [MLDW][MGBAW][MLCG] == . 
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 7. Metoda areolară 
 
 Vom demonstra unele relaţii metrice prin consideraţii areolare. 
 Teorema  7.1. Dacă x, y, z sunt distanţele unui punct M interior triunghiului 
ABC, la BC, AC. AB şi S[ABC] este aria triunghiului, avem relaţia: 

[ABC]S2czbyax =++  

 Demonstraţie. Avem relaţiile: 

2
xBCS[MBC]
⋅

=                                            (1) 

2
yACS[AMC]
⋅

=                                           (2) 

2
zABS[BMA]
⋅

=                                           (3) 

 Atunci 

2
zAB

2
yAC

2
xBCSSSS [BMA][AMC][MBC][ABC]

⋅
+

⋅
+

⋅
=++= , 

care se mai scrie zcybxa2S[ABC] ⋅+⋅+⋅= , adică tocmai relaţia de demonstrat. 
 Corolar  7.1. Dacă M coincide cu I, centrul cercului înscris atunci relaţia 

[ABC]2Sczbyax =++  devine [ABC]2Sc)br(a =++  sau [ABC]Spr =⋅ unde r este 
raza cercului înscris în triunghi. 
 Corolar  7.2. Dacă triunghiul este echilateral relaţia [ABC]2Sczbyax =++  

devine 
a

2S
zyx [ABC]=++  care se mai scrie 

2
3azyx =++  (am ţinut seama că 

4
3aS

2

[ABC] = ) sau: 

 Suma distanţelor unui punct interior la laturile unui triunghi echilateral este 
constantă. 

A

z

x

y

M

B C
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 Lema  7.1. Dacă P este un punct arbitrar pe latura BC a unui triunghi oarecare 
ABC atunci PB şi PC sunt proporţionale cu ariile triunghiurilor APB respectiv APC, 

adică 
[APC]

[ABP]

S
S

PC
PB

= . 

 Demonstraţie. Avem 
2

BP)d(A,BPS[ABP]
⋅

= , de unde 

BP
2S

BP)d(A, [ABP]=                                      (1) 

2
PC)d(A,PCS[APC]

⋅
=  

de unde obţinem: 

PC
2S

PC)d(A, [APC]=                                      (2) 

 Dar 
d(A,BP)=d(A,PC)                                     (3) 

 Din (1), (2) şi (3) obţinem: 
PC

2S
BP

2S [APC][ABP] = , care se mai scrie 
[APC]

[ABP]

S
S

PC
PB

=  

şi cu aceasta lema este demonstrată. 
 Teorema  7.2. (Teorema lui Ceva) Se consideră un triunghi ABC şi punctele 
A'∈BC, B'∈CA, C'∈AB. Dacă dreptele AA', BB', CC' sunt concurente, atunci 

1
BC'
AC'

AB'
CB'

CA'
BA'

=⋅⋅  

A

CPB
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 Demonstraţie. Folosind lema obţinem: 

[AMC]

[AMB]

][MCA'][ACA'

][BMA'][ABA'

][MCA'

][BMA'

][ACA'

][ABA'

S
S

SS
SS

S
S

S
S

CA'
BA'

=
−
−

=== , 

deci 
[AMC]

[AMB]

S
S

CA'
BA'

=  

[AMB]

[BMC]

MA][B'][ABB'

MC][B'C][BB'

MA][B'

MC][B'

][ABB'

C][BB'

S
S

SS
SS

S
S

S
S

AB'
CB'

=
−
−

===  

deci 
[AMB]

[BMC]

S
S

AB'
CB'
=  

[BMC]

[AMC]

][BMC'][BCC'

][AMC'][ACC'

][BMC'

][AMC'

][BCC'

][ACC'

S
S

SS
SS

S
S

S
S

BC'
AC'

=
−
−

=== , 

deci 
[BMC]

[AMC]

S
S

BC'
AC'
= . Atunci 

1
S
S

S
S

S
S

BC'
AC'

AB'
CB'

CA'
BA'

[BMC]

[AMC]

[AMB]

[BMC]

[AMC]

[AMB] =⋅⋅=⋅⋅  

 În demonstraţiile unor relaţii vom folosi următorul rezultat: 
 Teorema  7.3. (Teorema lui Van Aubel) Dacă AA', BB', CC' sunt cevienele 
unui punct M din planul triunghiului ABC avem relaţia: 

BC'
AC'

CB'
AB'

MA'
AM

+=  

 Acum să trecem la demonstraţia teoremei. 
 1) Punctul M este în interiorul triunghiul ABC.  

A

C'

B A' C

B'

M
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Folosim lema 7.1 demonstrată mai sus. Avem: 

[BMC]

[AMB]

MC][B'][BCB'

][AMB'][BAB'

MC][B'

][AMB'

][BCB'

][BAB'

S
S

SS
SS

S
S

S
S

CB'
AB'

=
−
−

===  

[BMC]

[AMC]

][BMC'][CBC'

][AMC'][CAC'

][BMC'

][AMC'

][CBC'

][CAC'

S
S

SS
SS

S
S

S
S

BC'
AC'

=
−
−

===  

 Atunci 

[BMC]

[AMC][AMB]

[BMC]

[AMC]

[BMC]

[AMB]

S
SS

S
S

S
S

BC'
AC'

CB'
AB' +

=+=+                   (4) 

 Dar 

[BMC]

[AMC][AMB]

][CMA'][BMA'

[ACM][ABM]

][CMA'

[ACM]

][BMA'

[ABM]

S
SS

SS
SS

S
S

S
S

MA'
AM +

=
+
+

===          (5) 

 Din (4) şi (5) obţinem: 
MA'
AM

BC'
AC'

CB'
AB'

=+ . 

 2) Punctul M este în exteriorul triunghiului ABC. 

[BMC]

[ABM]

MC][B'CB][B'

MA][B'AB][B'

MC][B'

MA][B'

CB][B'

AB][B'

S
S

SS
SS

S
S

S
S

CB'
AB'

=
−
−

===  

A

C'

B A' C

B'

M

A

B CA'

M

C' B'
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 Deci 
[BMC]

[ABM]

S
S

CB'
AB'

=  

[BCM]

[MAC]

BM][C'BC][C'

AM][C'AC][C'

BM][C'

AM][C'

BC][C'

AC][C'

S
S

SS
SS

S
S

S
S

BC'
AC'

=
−
−

===  

 Deci 
[BMC]

[MAC]

S
S

BC'
AC'

= . Atunci 

=
+
+

===
C][MA'B][MA'

[MAC][MAB]

C][MA'

[MAC]

B][MA'

[MAB]

SS
SS

S
S

S
S

MA'
MA

 

BC'
AC'

CB'
AB'

S
S

S
S

S
SS

[BCM]

[MAC]

[BCM]

[MAB]

[BCM]

[MAC][MAB] +=+=
+

= , 

adică 
BC'

AC'
CB'

AB'
MA'
MA

+= . 

 Corolar  7.3. Dacă M esre punctul de intersecţie al medianelor triunghiului 

ABC, relaţia lui Van Aubel devine 11
MA'
AM

+=  sau 2
MA'
AM

= . Deci M coincide cu G 

centrul de greutate. Avem atunci 2
GA'
AG

= , de unde AG=2⋅GA'. 

 Corolar  7.4. Dacă M este centrul cercului înscris I, atunci 
a
c

CB'
AB'

=  şi 

a
b

BC'
AC'

= , iar relaţia lui Van Aubel devine: 1
a

cb
a
b

a
c

IA'
AI

>
+

=+=  deci punctul I 

este mai aproape de A' decât de A (AI>IA'). 

 Corolar  7.5. Dacă M este centrul cercului înscris I avem 
1h

r
AA'
IA'

=   

(r – raza cercului înscris în triunghi) şi analoagele 
2h

r
BB'
IB'

=  şi 
3h

r
CC'
IC'

= , atunci 

321 h
r

h
r

h
r

CC'
IC'

BB'
IB'

AA'
IA'

++=++  (h1, h2, h3 sunt înălţimile triunghiului ABC).  

Cu relaţia lui Gergonne (când M≡I) 1
CC'
MC'

BB'
MB'

AA'
MA'

=++  obţinem: 

1
h
1

h
1

h
1r

321

=







++ , de unde 

r
1

h
1

h
1

h
1

321

=++ . 
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 Teorema  7.4. (Gergonne) Pe laturile [BC], [AC], [AB] ale triunghiului ABC 
se consideră punctele A', B', C' astfel încât dreptele AA', BB', CC' să fie concurente în 
M. Atunci are loc relaţia 

1
CC'
MC'

BB'
MB'

AA'
MA'

=++  

 Folosim în continuare lema 7.1. 

[MBC]

[MAC][MAB]

C][MA'][MBA'

[MAC][MAB]

C][MA'

[MAC]

][MBA'

[MAB]

S
SS

SS
SS

S
S

S
S

MA'
MA +

=
+
+

===  

 Deci 
[MBC]

[MAC][MAB]

S
SS

MA'
MA +

= , de unde obţinem: 

[MBC]

[MBC][MAC][MAB]

S
SSS

MA'
MA'MA ++

=
+

   sau   
[MBC]

[ABC]

S
S

MA'
AA'

=  

de unde 
[ABC]

[MBC]

S
S

AA'
MA'

= . 

 Analog obţinem 
[ABC]

[AMC]

S
S

BB'
MB'

= , 
[ABC]

[AMB]

S
S

CC'
MC'

= . 

 Adunând membru cu membru relaţiile de mai sus obţinem relaţia lui 
Gergonne: 

1
CC'
MC'

BB'
MB'

AA'
MA'

=++  

 Când M=I relaţia lui Gergonne devine: 

r
1

h
1

h
1

h
1

321

=++  

 Din relaţia 
[MBC]

[MAC][MAB]

S
SS

MA'
MA +

=  obţinem 

[MAC][MAB][MBC]

[MAC][MAB]

SSS
SS

MAMA'
MA

++
+

=
+

   sau   
[ABC]

[MAC][MAB]

S
SS

AA'
MA +

=  

A

C'

B A' C

B'

M
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 Analog obţinem 
[ABC]

[MBC][MAB]

S
SS

BB'
MB +

=  şi 
[ABC]

[MBC][MAC]

S
SS

CC'
MC +

= . 

 Atunci prin adunare obţinem: 

2
CC'
MC

BB'
MB

AA'
MA

=++ . 

 În continuare considerăm o aplicaţie a relaţiei lui Gergonne. 
 Aplicaţie. Se consideră un patrulater convex ABCD ale cărui diagonale se 
intersectează în E. Prin E se duce o dreaptă arbitrară care intersectează laturile AB şi 
CD în M respectiv N. Dreptele NA, NB. MC, MD intersectează diagonalele BD şi AC 
în punctele L, K, P, Q. Să se demonstreze relaţia: 

1
CQ
EQ

DP
EP

AK
EK

BL
EL

=+++ . 

 Demonstraţie. Scriem relaţia lui Gergonne pentru triunghiurile MCD şi NAB. 
Obţinem: 

1
MN
EN

CQ
EQ

DP
EP

=++    şi   1
NM
EM

AK
EK

BL
EL

=++  

 Adunând membru cu membru obţinem 

2,
MN
EM

MN
EN

AK
EK

BL
EL

CQ
EQ

DP
EP

=





 +++++  

care se mai scrie: 

1
CQ
EQ

DP
EP

AK
EK

BL
EL

=+++  

fiindcă EN+EM=MN.  

 Cercetaţi dacă 3
CQ
CE

DP
DE

AK
AE

BL
BE

=+++ . 

 Teorema  7.6. (Teorema lui Menelaus) 
 Fie ABC un triunghi şi A', B', C' trei puncte astfel încât A'∈BC, B'∈CA, 
C'∈AB. Dacă punctele A', B', C' sunt coliniare, atunci are loc egalitatea: 

A
M

B

Q
P

K
L

E

D N C
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1
BC'
AC'

AB'
CB'

CA'
BA'

=⋅⋅  

 Demonstraţie. Pentru demonstraţie vom folosi următorul rezultat: 
 Lema  7.2. Raportul ariilor a două triunghiuri despre care se cunoaşte că un 
unghi al unuia este congruent sau suplementar cu un unghi al celuilalt triunghi, este 
egal cu raportul dintre produsele laturilor care formează acele unghiuri. 
 Conform lemei avem: 

C'B'AB'
B'A'CB'

S
S

,
B'A'CA'
C'A'BA'

S
S

,
A'C'BC'
B'C'AC'

S
S

]C'[AB'

]B'[CA'

]B'[CA'

]A'[BC'

]A'[BC'

]B'[AC'

⋅
⋅

=
⋅
⋅

=
⋅
⋅

=  

 Înmulţind membru cu membru cele trei relaţii de mai sus obţinem: 

AB'
CB'

CA'
BA'

BC'
AC'1 ⋅⋅=    şi deci   1

BC'
AC'

AB'
CB'

CA'
BA'

=⋅⋅ . 

 

A

C'

B C
A'

B'
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 8. Triunghiuri speciale 
 
 8.1. Triunghiul ortic 
 
 Definiţia  8.1.1. Triunghiul determinat de picioarele înălţimilor unui triunghi 
nedreptunghic se numeşte triunghi ortic. 
 Triunghiul dreptunghic nu are triunghi ortic, fiindcă două din picioarele 
înălţimilor coincid cu vârful unghiului drept. 
 Vom studia triunghiul ortic corespunzător unui triunghi ascuţitunghic. 
 Considerăm triunghiul ABC ascuţitunghic cu ortocentrul în H şi triunghiul 
ortic corespunzător A1B1C1. 

Fig. 1 
 
 1) Măsurile unghiurilor triunghiului ortic A1B1C1 
 Din patrulaterele inscriptibile A1BC1H şi B1HA1C (au unghiurile din A1 şi C1 
suplementare, respectiv unghiurile din B1 şi H1 suplementare) obţinem: 

m(∠C1A1B)=m(∠C1HB)=m(∠B1HC)=m(∠B1A1C) 
 Deci m(∠C1A1B)=m(B1A1C). Atunci 

m(∠C1A1B)=180°-2m(∠C1A1B)                         (1) 
 În patrulaterul inscriptibil AC1HB1 (unghiurile din C1 şi B1 sunt suplementare) 
avem  

m(∠C1AB1)+m(∠C1HB1)=180°, 
dar 

m(∠BHC1)+m(∠C1HB1)=180°, 
deci 

m(∠C1AB1)=m(∠BHC1)=m(∠C1A1B)                           (2) 
 Din (1) şi (2) obţinem: 

m(∠C1A1B1)=180°-2m(∠CAB) 
 Analog obţinem: 

m(∠A1C1B1)=180°-2m(∠ACB) 
m(∠C1B1A1)=180°-2m(∠ABC) 

 2) Lungimile laturilor triunghiului ortic 

A

C1
B1

H

B A1 C



 165

 Triunghiurile ABC şi AB1C1 sunt asemenea având un unghi comun A şi 
∠ABC≡∠AB1C1 (patrulaterul C1B1CB este inscriptibil). 
 Din proporţionalitatea laturilor obţinem: 

111 AB
AB

CB
BC

=                                            (3) 

 Din triunghiul dreptunghic ABB1 avem 

Acos
AB
AB1 =                                            (4) 

 Din relaţiile (3) şi (4) obţinem: 
Acos

1
CB

BC

11

= , de unde B1C1=BCcosA, care 

se mai scrie B1C1=acosA. 
 Analog obţinem: A1B1=ccosC şi A1C1=bcosB. 
 Mai folosim notaţia Acos0 aa = , Bcos0 bb = , Ccos0 cc = . 
 3) Perimetrul triunghiul ortic 
 Notăm cu P0 perimetrul triunghiul ortic. Atunci 

P0=A1B1+B1C1+C1A1=ccosC+acosA+bcosB 
 Deci P0=acosA+bcosB+ccosC. 
 Se pot da pentru P0 multe exprimări în funcţie de necesităţi. De exemplu, din 

teorema sinusurilor Rcba 2
CsinBsinAsin
=== , obţinem: 

a=2RsinA,   b=2RsinB,   c=2RsinC. 
 Atunci P0=R(2sinAcosA+2sinBcosB+2sinCcosC) sau 

P0=R(sin2A+sin2B+sin2C) 
(am ţinut seama că 2sinxcosx=sin2x). 
 Dar sin2A+sin2B+sin2C=4sinAsinBsinC şi atunci 

20 2222
4CsinBsinAsin4

R
abc

R
c

R
b

R
aRRP =⋅⋅⋅==               (4*) 

 Dar S
R
abc

=
4

, de unde abc=4RS. 

 Atunci putem scrie 
R
S

R
RSP 2

2
4

20 == . Deci 

R
SP 2

0 =                                                    (5) 

 Corolar  8.1. maximul perimetrului triunghiului ortic este semiperimetrul 
triunghiului de referinţă. 

 Din inegalitatea lui Euler rR 2≥  obţinem: 
rR
12

≤ , de unde 
r
S

R
S
≤

2
 sau 

r
SP ≤0 , care se mai scrie pP ≤0  (am ţinut seama că rpS ⋅= ). 
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 Corolar  8.2. Dintre toate triunghiurile înscrise într-un triunghi ascuţitunghic, 
triunghiul ortic are perimetrul minim.  
 Dacă sunt date punctele B1, C1 pe laturile AC, AB, punctul A1 de pe latura BC 
pentru care suma B1A1+A1C1 este minimă este determinat de proprietatea că dreptele 
B1A1, A1C1 formează acelaşi unghi cu BC. 
 4) Semiperimetrul triunghiul ortic (p0) 

 
R
SPp ==

2
0

0  (am folosit relaţia (5)) 

 Deci 
R
Sp =0 . 

 Din relaţia de mai sus rezultă RpS ⋅= 0  (relaţia lui Ţiţeica). 
 Avem relaţia: 

r
R

rp
pR

S
pR

R
S
p

p
p

P
P

=
⋅
⋅

=
⋅

===
2

2
2
2

00

 

 Deci: 
 Raporul dintre perimetrul unui triunghi şi perimetrul triunghiului său ortic este 

r
R

. 

 i) Segmentele ce unesc proiecţiile picioarelor înălţimilor pe laturile adiacente 
sunt egale cu semiperimetrul triunghiului ortic. 
 Fie B2 şi C2 proiecţiile piciorului A1 al înălţimii AA1 pe laturile AC şi AB. În 
cercul de diametru AA1, B2C2 este o coardă opusă unghiului A, din teorema sinusurilor 

avem: 1
22 AA

Asin
=

CB
 






 = Ra 2

Asin
 de unde obţinem: 

B2C2=AA1⋅sinA 

 În triunghiul ABA1, AB
AABsin 1= , de unde AA1=ABsinB.  

Cu teorema sinusurilor în triunghiul ABC avem R2
sinC
AB

= . Atunci 

B2C2=AA1sinA=ABsinBsinA=2RsinAsinBsinC                 (6) 

 Din (4*) şi (6) obţinem 0
0

22 2
pPCB == . 

 ii) În triunghiul ascuţitunghic ABC cercurile construite pe AB şi AC ca 
diametru determină pe B1C1 un segment de lungime egală cu perimetrul triunghiului 
ortic. 
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Fig. 2. 
 
 5) Aria triunghiului ortic (S0) 

2
)A2180sin(BcosCcos

2
sinACABA 11111

0
−°⋅⋅⋅⋅

=
⋅

=
bcS  

)A2sin)A2180(sin(A2sinBcosCcos
2

=−°
⋅

=
cb

 

)AcosAsin2A2(sinAcosAsin2BcosCcos
2

=⋅
⋅

=
cb

 

AcosBcosCcos2AcosBcosCcosAsin
2

2 Sbc
=






=  

 Deci S0=2ScosAcosBcosC. 

 Atunci AcosBcosCcos
2

0 =
S
S

. 

 Fiindcă 
8
1AcosBcosCcos ≤ , atunci 

8
1

2
0 ≤
S
S

, de unde 
40
SS ≤ . 

 Deci maximul ariei triunghiului ortic este 
4
S

 şi se obţine când triunghiul ABC 

este echilateral. 
 6) Raza cercului înscris în triunghiul ortic (r0) 

AcosBcosCcos2AcosBcosCcos2

0

0
0 R

R
S

S
p
S

r ===  

 Deci r0=2RcosAcosBcosC. 
 7) Raza cercului circumscris triunghiului ortic )( 0R  este jumătate din raza 
cercului circumscris triunghiului considerat (R0). 

22
1

4AcosBcosCcos24
AcosBcosCcos

4 0

000
0

R
S
abc

S
abc

S
cbaR =⋅=

⋅
==  

(am folosit relaţia abc=4RS). 

A

T

T1

C1

C2

B1

B2

A1B C

O
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 8) Laturile triunghiului ortic sunt antiparalele cu laturile triunghiului de 
referinţă, pe care sunt egal înclinate. 
 Patrulaterul BCB1C1 este inscriptibil şi atunci ∠AC1B1≡∠ACB, de unde 
rezultă că C1B1||BC. 
 9) Laturile triunghiului ortic sunt paralele cu tangentele în A, B, C la cercul 
circumscris triunghiului ABC. 
 De exemplu B1C1 este paralelă cu AT1, deoarece m(∠T1AC) este jumătate din 
măsura arcului AC, iar )()( 11 ABCmCABm ∠=∠  (jumătate din măsura arcului AC). 
 10) Înălţimile triunghiului ascuţitunghic ABC sunt bisectoarele triunghiului 
ortic A1B1C1. 
 i) Triunghiul ABC este ascuţitunghic. În figura 1 patrulaterul BCB1C1 fiind 
inscriptibil rezultă că  

∠B1BC≡∠CC1B1                                    (7) 
 Din patrulaterul inscriptibil AC1A1C rezultă că 

∠A1C1C≡∠A1AC                                    (8) 
 Unghiurile ∠A1BB1 şi ∠A1AC sunt congruente având acelaşi complement 
(90°-m(∠C)) (8*). 
 Din patrulaterul inscriptibil BA1HC1 avem că 

∠A1BH≡∠A1C1H                                  (9) 
 Din relaţiile (7), (8), (9), (8*) obţinem că [CC1 este bisectoarea ∠A1C1B1. 
 Analog se demonstrează că şi [A1A este bisectoarea ∠C1A1B1, iar [B1B este 
bisectoarea ∠C1B1A1. 
 ii) În triunghiul obtuzunghic înălţimea dusă din vârful unghiului obtuz este 
bisectoarea unghiului interior al triunghiului ortic, al cărui vârf este piciorul înălţimii 
respective, iar înălţimile duse din vârfurile celor două unghiuri ascuţite sunt bisectoare 
pentru unghiurile exterioare corespunzătoare, ale triunghiului ortic. 
 Triunghiul ABC fiind obtuzunghic să arătăm că [A1A este bisectoarea 
interioară a unghiului ∠C1A1B1, iar [B1B este bisectoarea exterioară a unghiului 
C1B1A1. 

 Din patrulaterul inscriptibil B1AA1B (unghiurile opuse din A1 şi B1 sunt 
suplementare) obţinem: 

∠AA1B1≡∠ABB1                                                         (10) 

A

H
D1

D

B1C1

C A1 B
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 Din patrulaterul inscriptibil C1CA1A (unghiurile opuse din C1 şi A1 sunt 
suplementare) obţinem: 

∠AA1C1≡∠ACC1                                                        (11) 
 Dar  

∠C1BH≡∠B1CH                                   (12) 
având acelaşi complement (90°-m(∠H)). Atunci obţinem din relaţiile (10), (11), (12) 
că ∠C1A1A≡∠B1A1A, adică [A1A este bisectoarea unghiului ∠C1A1B1. 
 Din patrulaterul inscriptibil A1AB1B obţinem 

∠BB1A1≡∠A1AB                                 (13) 
 Dar  

∠A1AB≡∠C1AH (opuse la vârf)                   (14) 
 Din patrulaterul inscriptibil HC1AB1 obţinem 

∠C1AH≡∠C1B1H≡∠DB1B                      (15) 
 Din relaţiile (13), (14), (15) rezultă că ∠A1B1B≡∠BB1D, deci [B1B este 
bisectoarea ∠A1B1D. 
 
 
 8.2. Triunghiul tangenţial 
 
 Definiţie  8.2.1. Triunghiul tangenţial este triunghiul format de cele trei 
tangente duse prin vârfurile unui triunghi nedreptunghic la cercul său circumscris. 
 În cazul triunghiului dreptunghic două tangente devin paralele şi deci nu există 
triunghi tangenţial. 
 1) Măsurile unghiurilor 
 i) Triunghiul ABC este ascuţitunghic. 

 
Fig. 1. 

 
 Triunghiul A'B'C' este triunghiul tangenţial. 

B

C' 

A

B'

C

H

A''

A'

C''
B''
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 Tangentele din A' la cerc sunt congruente şi deci triunghiul BA'C este isoscel. 
 Avem că măsura ∠BAC este jumătate din măsura arcului BC, iar măsura 

unghiului CBA' este jumătate din măsura arcului BC, deci unghiurile ∠BAC şi ∠CBA' 

sunt congruente. 

 În triunghiul A'BC avem 
m(∠BA'C)+m(∠A'BC)+m(∠A'CB)=180°, 

care se mai scrie m(∠BA'C)+2m(∠BAC)=180° de unde 
m(∠BA'C)=180°-2m(∠BAC) 

sau m(∠A')=180°-2m(∠A). 
 Analog obţinem m(∠B')=180°-2m(∠B), m(∠C')=180°-2m(∠C). 
 ii) Triunghiul ABC este obtuzunghic cu unghiul obtuz în A. Tangentele dintr-
un punct exterior la cerc fiind congruente, rezultă că triunghiurile B'AC şi C'AB sunt 
isoscele şi unghiurile ∠A'B'C' respectiv ∠A'C'B' sunt exterioare acestor două 
triunghiuri. Atunci BA)C'2m()B'C'A'm( ∠=∠  (măsura arcului AB) =2m(∠BAC). 

Deci m(∠C')=2m(∠C). 

 
Fig. 2. 

 
 Analog obţinem m(∠B')=2m(∠B). 
 Atunci 

m(∠A')=180°-(m(∠B')+m(∠C'))=180°-2(m(∠B)+m(∠C))= 
=180°-2(180°-m(∠A))=2m(∠A)-180° 

 Deci m(∠A')=2m(∠A)-180°. 
 

O 

B

C

A

C'

B'

A'
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Fig. 3 
 
 2) Lungimile laturilor triunghiului tangenţial 
 Fie ABC triunghi ascuţitunghic cu A'B'C' triunghiul tangenţial (Fig.1). 
 Triunghiul A'BC este isoscel cu (A'B)≡(A'C). Cu teorema sinusurilor în 

triunghiul AB'C obţinem: 
sinB
AB'

sinB'
AC

=  care se mai scrie:  

sinB
AB'

)B2180sin(
=

−°
b

, de unde 
)B2180sin(

Bsin'AB
−°

=
b

. 

 Dar sin(180°-2B)=sin2B=2sinBcosB.  

Atunci 
Bcos2BcosBsin2

Bsin'AB bb
== , deci 

Bcos2
'AB b
=  şi 

Bcos2
CB' b
= . 

 Cu teorema sinusurilor în triunghiul isoscel C'AB obţinem: 

sinC
AC'

sinC'
AB

= , 

de unde 

Ccos2CcosCsin2
Csin

C2sin
Csin

)C2180sin(
Csin

'Csin
Csin'AC ccccc

===
−°

==  

 Deci 

Ccos2
'AC c
=                                           (1) 

 Atunci 
Ccos2Bcos2

AC'AB'C'B' cb
+=+= . 

 Din teorema cosinusului avem: 

B

C
A'

B'

C'

A

O
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ac
bca

2
Bcos

222 −+
=    şi   

ab
cba

2
Ccos

222 −+
=  

 Atunci 

=








 −+
+








 −+
=+=

ab
cba

c

ac
bca

bcb

2
2

2
2

Ccos2Bcos2
C'B'

222222
 

=







−+
+

−+
=

−+
+

−+
= 222222222222

11
cbabca

abc
cba

abc
bca

abc
 

=
−+−+

⋅
=








−+−+
−++−+

=
))((

2
))(( 222222

2

222222

222222

cbabca
aabc

cbabca
bcacbaabc  

BcosCcos24
22

2
2

222222

3 a

bca
ab

cba
ac

bca
bca

=
⋅

−+
⋅

−+
= . 

 Deci 
BcosCcos2

C'B' a
= . 

 Analog obţinem 
AcosCcos2

C'A' b
= , 

AcosBcos2
B'A' c
= . 

 Dăm şi alte exprimări pentru lungimile laturilor triunghiului tangenţial. 
Folosim teorema sinusului. 

 Din Rb 2
Bsin
=  obţinem: Bsin2Rb = . 

 Atunci tgB
Bcos2
Bsin2

Bcos2
CB' RRb

=== . 

 Analog obţinem tgC
Ccos2
Csin2

Ccos2
AC' RRc

=== . 

 Atunci B'C'=B'A+C'A=RtgB+RtgC adică B'C'=R(tgB+tgC). 
 Analog obţinem: A'C'=R(tgA+tgC) şi A'B'=R(tgA+tgB). 
 3) Perimetrul triunghiului tangenţial (P') 

P'=A'B'+B'C'+A'C'=2R(tgA+tgB+tgC) 
 Dar tgA+tgB+tgC=tgA⋅tgB⋅tgC, atunci P'=2RtgA⋅tgB⋅tgC, relaţie care se mai 

scrie 
CcosBcosAcos
CsinBsinAsinR2P'=  şi cu teorema sinusurilor ( Ra 2

Asin
= , Rb 2

Bsin
= , 

Rc 2
Csin
= ) obţinem: 

AcosBcosCcos4AcosBcosCcos
1

222
2' 2R

abc
R
c

R
b

R
aRP =⋅⋅⋅⋅= . 
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Dar abc=4RS şi atunci 
sAcosBcosCsCcosAcosBco4

4' 2 Rco
S

R
RSP == . 

Deci 
sCcosAcosBco

'
R

SP = , atunci semiperimetrul 
sCcosAcosBco2

'
R

Sp =  sau 

p'=RtgA⋅tgB⋅tgC. 
 4) Raza cercului înscris în triunghiul tangenţial (r') 
 Laturile triunghiului tangenţial sunt tangente în A, B, C la cercul circumscris 
triunghiului ABC, deci raza cercului înscris în triunghiul tangenţial este  

r'=R. 
 5) Aria triunghiului tangenţial 'S  
 Fiindcă ''' rpS ⋅=  obţinem tgCtgBtgA' 2 ⋅⋅= RS . 
 6) Raza cercului circumscris triunghiului tangenţial (R') 
 Cu teorema sinusurilor în triunghiul tangenţial obţinem: 

'2
'Asin

' Ra
=    sau   '2

)A2180sin(
C'B' R=
−°

, 

de unde 

==
−°

=
n2AcosBcosCsi4)A2180sin(2

C'B'' aR  

sCcosAcosBco4nAcosAcosBcosCsi8
Asin2 RR

==  

(Am ţinut seama că Ra 2
Asin
=  şi sin2A=2sinAcosA). 

 Deci 
sCcosAcosBco4

' RR = . 

 7) Înălţimile triunghiului tangenţial ( '
'

'
'

'
' ,, cba hhh ) 

 Din 
2
''

'
'ahaS ⋅

=  obţinem  

=⋅⋅⋅=
⋅⋅

==
a

Ra
R

a
Sha

cosBcosC
Ccos
Csin

Bcos
Bsin

Acos
Asin4

cosBcosC2

tgCtgBtgA2
'
'2 2

2
'
'  

Asin2
sinBsinC

Acos
Asin4sinBsinC

Acos
Asin4

2
2

R
R

a
R ⋅=⋅=  

 Deci 
Acos

sinBsinC2'
'

Rha = . 

 Analog obţinem 
Bcos

sinAsinC2'
'

Rhb =  şi 
Ccos

sinAsinB2'
'

Rhc = . 
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 8) Distanţele de la centrul cercului circumscris triunghiului ABC la vârfurile 
triunghiului tangenţial A'B'C' 
 În patrulaterul inscriptibil AOBC', cu prima teoremă a lui Ptolemeu obţinem: 
C'O⋅AB=AC'⋅BO+AO⋅C'B (O – centrul cercului circumscris triunghiului ABC). 
 Dar AB=c, BO=AO=R şi AC'=C'B, deci C'O⋅c=2AC'⋅R, din (1) avem 

Ccos2
AC' c

=  şi atunci 
Ccos2

2OC' Rcc ⋅⋅
=⋅ , de unde 

Ccos
OC' R
= . 

 Analog obţinem: 
Acos

OA' R
= , 

Bcos
OB' R
= . 

 9) Distanţele între vârfurile triunghiului considerat şi vârfurile corespunzătoare 
ale triunghiului tangenţial: AA', BB', CC'. 
 Aplicăm teorema cosinusului în triunghiul ABA' 

AA'2=AB2+A'B2-2AB⋅A'Bcos(∠ABA') 
 În triunghiul A'BC cu teorema sinusului obţinem: 

sinA'
BC

)BCA'sin(
BA'

=
∠

   sau   
2A)sin(180

BC
sinA

BA'
−

=  

care se mai scrie: 

sin2A
BC

sinA
BA'
=    sau   

2sincosA
BC

sinA
BA'
= , 

de unde 
Acos2

BA' a
= . Atunci 

)'ABAcos(
Acos2

2
Acos2

'AA
2

22 ∠−





+=

caac  

 Obţinem 
Acos

'AA 2

2
2 am= , de unde 

222 Acos' amAA =  

 Atunci avem şi 222 Bcos' bmBB = , 222 Ccos' cmCC = . 
 Adunând relaţiile de mai sus şi ţinând seama că 

)(
4
3 222222 cbammm cba ++=++  

obţinem 

)(
4
3Ccos'CCBcos'BBAcos'AA 222222222 cba ++=++  

 10) Aria unui triunghi nedreptunghic este medie proporţională între aria 
triunghiului său tangenţial şi aria triunghiului său ortic, adică '''2 SSS ⋅= , unde 'S  şi 

''S  sunt ariile triunghiurilor tangenţial şi respectiv ortic. 
tgCtgBtgA' 2 ⋅⋅⋅= RS    iar   sCcosAcosBco2'' SS = , 

relaţie demonstrată la triunghiul ortic. Atunci 
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sCcosAcosBco2
cosC
sinC

cosB
sinB

cosA
sinA''' 2 SRSS ⋅⋅⋅⋅=⋅  

de unde obţinem: 
nCsinAsinBsi2''' 2SRSS =⋅  

 Din teorema sinusurilor 

Rcba 2
CsinBsinAsin
===  

avem: 

R
c

R
b

R
a

2
Csin,

2
Bsin,

2
Asin ===  

 Atunci 
RRR

cbaSRSS
222

2''' 2

⋅⋅
⋅⋅

⋅=⋅ , de unde 
R
abcSSS

4
''' ⋅
=⋅ , iar cu 

SRabc 4=  obţinem 2

4
4''' S
R
SRSSS =

⋅
=⋅ , adică 2''' SSS =⋅ . 

 11) Produsul distanţelor unui punct de pe cercul circumscris unui triunghi la 
laturile triunghiului său tangenţial este egal cu produsul distanţelor aceluiaşi punct la 
laturile triunghiului considerat. 
 Pentru demonstraţie folosim o propoziţie ajutătoare. 
 Lema  8.2. Distanţa unui punct oarecare de pe un cerc la o coardă este medie 
proporţională între distanţele aceluiaşi punct la tangentele duse prin extremităţile 
coardei. 
 Demonstraţie. Considerăm un punct P pe cerc şi PD, PE distanţele lui P la 
tangentele duse prin extremităţile coardei AB. 

 
Fig. 4. 

 
 Triunghiurile dreptunghice PBE şi PAM sunt asemenea fiindcă unghiurile 
PAM şi PBE au ca măsură jumătate din măsura arcului PB. 
 Din proporţionalitatea laturilor obţinem: 

D 

P

E

A 
BM
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PA
PB

PM
PE

=  

 Şi triunghiurile dreptunghice PBM şi PAD sunt asemenea având unghiurile 
PBA şi PAD congruente. 
 Scriem proporţionalitatea laturilor 

PD
PM

PA
PB

=  

 Atunci obţinem: 
PD
PM

PM
PE

=  de unde PM2=PD⋅PE. şi lema este demonstrată. 

 În figura 5 se consideră punctul P pe cercul circumscris triunghiului ABC şi 
PR, PM, PN distanţele lui P la laturile triunghiului ABC, iar PD, PE, PF distanţele lui P 
la laturile triunghiului tangenţial. Cu lema considerată obţinem: 

PM2=PF⋅PD,   PR2=PF⋅PE,   PN2=PE⋅PD 
 Înmulţind membru cu membru relaţiile de mai sus obţinem: 

PM⋅PR⋅PN=PF⋅PD⋅PE. 
 

Fig. 5 
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