OBIECTIVE DE REFERINTA SI EXEMPLE
DE ACTIVITATI DE INVATARE

1. Cunoasterea §i intelegerea conceptelor, a terminologiei §i a procedurilor de calcul

Obiective de referinta
La sfarsitul clasei a VIII-a elevul va fi
capabil
1.1.sa opereze cu multimi pe axa numerelor
reale

1.2.sa foloseascd metode adecvate in
demonstrarea unor inegalitati, identitati sau
identitdti conditionate

1.3.sd utilizeze elemente de calcul algebric in
rezolvarea ecuatiilor si a sistemelor de ecuatii

1.4.sa identifice functii liniare si sd opereze
cu acestea

1.5.s3 efectueze calcule cu numere reale

1.6.s3 utilizeze matematica in rezolvarea
problemelor puse la alte discipline

1.7.sa utilizeze, teoreme, leme, axiome si
tehnici adecvate in demonstrarea problemelor
de geometrie n spatiu

1.8.sa recunoasca si sa utilizeze proprietatile
figurilor si corpurilor geometrice in
demonstratii

Exemple de activititi de invitare
Pe parcursul clasei a VIII-a se recomanda
urmatoarele activitati
-scrierea unei multimi de numere reale data
sub forma implicita ca interval
-efectuarea unor operatii cu intervale

-demonstrarea unor inegalitati folosind
inegalitati cunoscute; a mediilor, a lui
Cauchy-Buniakovsky, a lui Minkovski, a lui
Holder

-demonstrarea identitatilor folosind calculul
algebric

-discutarea comparativa a mai multor solutii
pentru aceeasi problema

-exercitii de rezolvare a unor ecuatii cu
parmetru

-abordarea unor sisteme de ecuatii cit mai
diverse si incadrarea lor in tiparele clasice

-determinarea unor functii liniare in anumite
conditii §i reprezentarea lor grafica
-reprezentarea grafica a unor functii definite
pe reuniune de intervale

-rezolvarea unor ecuatii functionale

-exercitii de evaluare a rezultatelor unor
calcule

-reprezentarea grafica a unor date statistice
-calculul volumelor unor obiecte

-probleme de paralelism in spatiu, dreapta-
dreapta, dreapta-plan, plan-plan
-probleme de perpendicularitate in spatiu,
dreapta-plan, plan-plan, dreapta-dreapta
-determinarea unor sectiuni cu plane in
corpuri geometrice

-calculul lungimilor de segmente, a unor arii
si volume folosind proprietatile aseméanarii
-rezolvarea problemelor de maxim §i minim
in geometrie




2.Dezvoltarea capacitdtii de a emite judecati de valoare pentru rezolvarea problemelor

inventiv §i euristic-creative

Obiective de referinta
La sfarsitul clasei a VIII-a elevul va fi
capabil :

2.1.sa analizeze, sa elaboreze strategii de
rezolvare si s rezolve probleme cu grad
sporit de dificultate

2.2 sa formuleze probleme, generalizéri in
anumite ipoteze sau sa stabileasca conditiile
necesare si/ sau suficiente pentru o
concluzie fixata

2.3.sa identifice metode de lucru pentru
clase de probleme

Exemple de activititi de invitare
Pe parcursul clasei a VIII-a se recomanda
urmadtoarele activitati :

-intelegerea problemei prin analizarea
ipotezei si concluziei

-elaborarea unui plan de rezolvare si
rezolvarea problemei

-verificarea rezultatului si analiza rezolvarii

-formularea unor probleme

-formularea unor concluzii in ipoteze date
-formularea unor conditii necesare si/ sau
suficiente pentru o concluzie data

-rezolvarea mai multor probleme folosind
aceeasi metoda

-rezolvarea unei probleme folosind mai
multe metode

-analiza eficientei metodelor

3.Dezvoltarea capacitatii de a face conexiuni cognitive in cadrul disciplinei si a ariei

curriculare

Obiective de referinta
La sfarsitul clasei a VIII-a elevul va fi
capabil :

3.1.sd utilizeze rationamete, judeciti, solutii
optime pentru rezolvarea unor probleme
dificile din domeniile studiate

3.2.sa-si formeze o gandire creativa,
abstracta, si flexibila

Exemple de activititi de invatare
Pe parcursul clasei a VIII-a se recomanda
urmatoarele activitati

- folosirea intuitiei si perspicacitatii In
alegerea modului de abordare a unei
probleme

-combinarea elementelor cunoscute si
crearea altora noi

-rezolvarea unor probleme teoretice
complexe prin stabilirea unor relatii intre
cunostinte




4.Dezvoltarea capacitatii de a comunica utilizand limbajul matematic

Obiective de referinta
La sfdrsitul clasei a VIII-a elevul va fi
capabil :
4.1.sa-s1 insuseasca terminologia specifica
limbajului matematic

4.2.sa discute corectitudinea unui demers
matematic, argumentandu-si opiniile

Exemple de activititi de invatare

Pe parcursul clasei a VIilI-a se
recomanda urmadtoarele activitati
-corelarea limbajului literar cu limbajul
matematic, si redactarea unui text folosind
simbolurile consacrate specifice
matematicii
-discutarea metodei si eventual descrierea
algoritmului folosit
-studierea unor metode alternative

5.Dezvoltarea interesului si a motivatiei pentru studiul si aplicarea matematicii in contexte

variate

Obiective de referinta
La sfarsitul clasei a VIII-a elevul va fi
capabil :

5.1.sd sesizeze importanta rationamentului
logico-matematic in diferite domenii

5.2.sd manifeste perseverenta si gandire
creativa in rezolvarea unei probleme

5.3.sa manifeste interes pentru folosirea
tehnologiilor informatiei In studiul
matematicii

Exemple de activititi de invatare
Pe parcursul clasei a VIII-a se recomandd
urmatoarele activitati

-brainstorming : metode matematice
utilizate intr-un anumit domeniu
-activitate-proiect: concepte si metode
matematice necesare intr-un anumit
domeniu

-utilizarea mai multor metode pentru
rezolvarea unei probleme

-discutarea mai multor moduri de rezolvare
a unei probleme

-utilizarea unor soft-uri pentru invatarea
matematicii; explorarea internetului




CONTINUTURI
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ALGEBRA

1. Ecuatii functionale

Problema determindrii expresiei prin care este datd o functie care indeplineste
o egalitate este o ecuatie functionald. Chiar dacd existd clasificari ale ecuatiilor
functionale, solutionarea problemelor de acest tip lasd o libertate destul de mare
gandirii si ingeniozitatii rezolvatorului. Aceste probleme dezvoltd gandirea abstracta,
obligand de multe ori elevii sa faca artificii algebrice destul de delicate. Prezentdm in
cele ce urmeaza cateva probleme de acest tip.

Probleme rezolvate
R1.1. Si se determine functia f : R—R care verifica egalitatea f(3x—1) = x> + 2, VxeR.
Solutie.

Facem  inlocuirea 3x - 1 =t X=— si  obtinem:

2 2
f(t):[t_”j Lo LT H2t+ T

3 3
x> +2x+7

Deci am obtinut functia f : R—R, f(x) = 3

R1.2. Fie f: R—R, astfel incat a-f(x)+b-f(3—x)=-3x+5,a, beR.

a) Determinati a, beR, daca f(1) =2 si f(2) = 5.
b) Aflati f(x), oricare ar fi x real cu a si b determinati la a).

[C.M. 1994]
Solutie.
3
x=1, af(l)+bf(2)=2 2a+5b=2 A=y
= =
x =2, af(2)+bf(1)=-1 5a+2b=-1 o2
7

b) Faceminlocuirea3 —x=t = x=3—t.
Obtinem: af(3—t)+bf(t) =-3(3—-t)+5.

Revenim la variabila x si inlocuim pe a si b cu valorile obtinute anterior:
3 4
—7f(3—x)+7f(x) =3x-4

Se ajunge la sistemul de ecuatii:
-3f3-x)+4f(x)=21x—-28
-3f(x)+4f3—x)=-21x+35
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si apoi f(x) =3x + 1.

R1.3. Fie f: R—>R, care verifica relatia:
f(x—y)+f(2x +y)=6x+10, oricare ar fi x, yeR.
Sa se determine functia f.
[C.M. 1992]
Solutie.
Daca x =y =0, avem 2f(0) =10 = f(0)=>5.
Daca x =y, avem f(0) + f(3x) = 6x + 10
Deci f(3x) =6x+5 = f(x)=2x+5.

R1.4. Sa se determine functiile f si g: R—>R stiind ca
26(x) + (1 —y) + g(x) —g(y) = 3(x + 1)’ ~ 6y, Vx,yeR.

Solutie.

Daci y = x, obtinem 2f(x) + f(1 — x) + g(x) — g(x) = 3(x + 1)* = 6x =
2f(x) + (1 —x) =3x* + 3 (1)

Daca inlocuim pe x cu 1 —x 1n relatia (1) se va obtine:

2f(1 —x) + fix) =3(1 —=x)* + 3 2)

Din (1) si (2) avem f(x) = x* + 2x.

Determindm functia g:

facem y = 0, atunci 2f(x) + f(1) + g(x) — g(0) =3(x + 1)* =

2(x +2x) + 3 + g(x) —g(0) =3(x + 1)* = g(x)=x"+2x + g(0)

Daci g(0) =k, keR, atunci g(x) = x> + 2x + k, keR.

Observatie: In timp ce functia f este unic determinati, pentru g exista o multime de
functii care verifica relatia data.
R1.5. Sa se determine functia f: R\{-1,1}—>R, care verifica relatia:

f(x)—f()l(+3)—f(x_3j — X, VxeR\(-1,1}.

- X 1+x
[C.M. 1986]
Solutie.
N ) X+ t—3
Facem inlocuirea =t =_ -
1-x t+1
f E —f(t)-f ﬂ =g.
1+t t—1 1+t

Revenim la variabila x si obtinem relatia:

-3 +3 -3
Tt S = )
I+x x—1 I+x
Aplicam aceiasi substitutie in relatia (1) si obtinem:
f

x+3j_f(x)_f(x—3j_x+3 2
x+1

—n

1-x C1-x’
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Adunand relatiile (1) si (2) se gaseste relatia prin care este data functia f:

_2f(x):x—3_x+3 = f(x)= 4x

x+1 x-1 x2 =1

R1.6. Determinati functia f: N—Q care indeplineste conditiile:

£(2002) = 2003 si f(x +1) = f(x) + 1(% , WxeN.

Solutie.
1
x=1, fQ2)=f)+—
(2) =11 1001
2
x=2, f3)=f2)+——
(3)=1(2) 1001
x=n-1, f(n)=f(n—1)+ 1
’ 1001
Dupa adunarea egalitatilor avem:
I+2+..+n-1 n(n—1)
f(n)=1(1)+ =f()+—=.
=1 1001 @ 2002
2002 - 2001

Pentru x = 2002, £(2002) = f(1) +
2002

= 2003 =1(1)+2001 = f(1)=2.
Revenind la variabila x si folosind rezultatele anterioare putem scrie functia f:
x(x—1)

2002

f:N-Q, f(x) =2+

Bibliografie
1. Pop Vasile “Ecuatii functionale”, Ed. Mediamira, Cluj-Napoca, 2002.

2. B.M.Bitinetu Giurgiu, [.Crangasu, M.Bitinetu Giurgiu, C.Ursu “Culegere de
probleme, clasa a 1X-a”, Ed.Portofranco, Galati, 1992.
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2. Functia “parte intreaga”, functia “parte fractionara”
2.1. Functiile “parte intreaga” si “parte fractionara”

Vom defini partea intreaga si partea fractionara a unui numar real si vom pune
in evidenta cateva proprietiti ale lor. Apoi vom defini §i vom reprezenta grafic functia
“parte Intreagd” si functia “parte fractionara”.

Daca xeR, atunci [x] este partea intreaga a lui x si

{ndacén£x£n+l

—n-1ldaca—n—-1<x<-n, neN.

Daca xeR, atunci {x} este partea fractionara a Iui x §i {x} =x — [x].
Functia f care asociaza fiecarui numar real x partea intreaga a sa, adica [x], se
numeste functia “parte intreaga”:
f: R>7Z, f(x) = [x].
Graficul functiei “parte intreaga”

Functia parte intreaga
54
4 -
3 |
[x]
2 -
14
0 T T T T 1
0 1 2 3 4 5 6
X

Functia g care asociaza fiecdrui numdr real x partea fractionard a sa, se
numeste functia “parte fractionara”.

g:R—>[0.1), g(x) = {xj,
explicitarea functiei g:

X +n,dacd x e[-n,—n +1)
x+1,dacd x e[-1,0)
g(x) =4x,daca x €[0,1)

x —1, daca x €[, 2)

X +n,daca x €[n,n+1)
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Graficul functiei “parte fractionara™:

Functia parte fractionara

1.2

0.8 -
{x} 0.6 -
0.4
0.2 -

2.2. Proprietatile partii intregi a unui numar real.
Proprietatea 1. (V) xe[k, k+1), keZ avem egalitatea [x] =k
Proprietatea 2. Daca x,yeR, si x,ye[k, k+1), keZ atunci [x] = [y]
Proprietatea 3. Daca xeR, x <0, atunci [x] <0
Daca xeR, x > 0, atunci [x] > 0
Proprietatea 4. (V) xeR exista egalitatea [[x]] = [X]
Proprietatea 5. (V) xeR sunt adevarate inegalitatile:
D [x]<x<[x]+1 si 2) x-1<[x]<x
Proprietatea 6. (V) xeR si keZ are loc egalitatea: [x + k] =[x] + k
Demonstratie.
Notimx=a +m, aeZ, me[0,1) b [x]=a
[xt+kl]=[ao+m+k]=[(a+k)+m]=a+k=[x]+k
Proprietatea 7. (V) xeR are loc egalitatea

[x]+ [X + %:l =[2x], (identitatea lui Hermit)

Demonstratie.
Consideram doua cazuri:

1
I x—-[x]|<—
[x] >

[x+ﬂ=[x], [2x]=2-[x].
in aceasta situatie avem:

[2x]-[x]=2[x]-[x]=[x] = [x +%} =[x]+ [x +%} =[2x].

1
II. x —-|x]=2—
[x] 5
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{x—i—%}:[x]ﬂ-l, [2x]=2-[x]+1,

acum obtinem:

[2X]—[X]=2[X]+1—[X]=[X]+1={X+%}:>[X]+[X+%:|=[2X].

Proprietatea 7 se poate generaliza §i obtinem identitatea lui Hermit in caz
general:

[x]+[x+l}+[x+g}+...+[x+n—_l}=[nx], (V)xeR,(¥V)neN.
n

n n

Proprietatea 8. (V) x, yeR are loc inegalitatea:
[x+yl=[x]+I[yl.
Demonstratie.
Scriem x si y astfel: x = [x] + {x} si y=[y]+ {y}, 0<{x}<1, 0
y}< 1.

X+y=[X]+[y]+{X}+{y}:X+y2[X]+[y]}
[x]+[yleZ

= [x+y]=[x]+[y]
Probleme rezolvate

R2.1. Sa se rezolve ecuatiile:

a) [x+1]+[x-2]-[x-3]=2;

b) [x+3]-[x—-5]=8;

c) [x+4]-[x+1]=2.

Solutie. In rezolvarea ecuatiilor ne folosim de egalitatea

[x +k]=[x]+[k], (V)xeR, (V)xeZ.

a) [x+1]=[x]+1;[x-2]=[x+(2)]=[x]-2,
[x+3]=[x]+3.
Ecuatia initiald devine: [x]+ 1 +[x] -2 - [x]-3=2 <
S [x]=66<x<7<x€[6,7).

b) [x]+3-[x]+5=8 < xeR

c) x]t4-[x]-1=2 & 3=2 = xed

. ol x=1 x+1
R2.2.S4 se rezolve ecuatia > = 3|

Solutie.

. x—1 X +1
Notim = =k
[ 2 } [ 3 }
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{XT_I}:k<:>k£XT_l<k+1<:>2k+1£x<2k+3<:>—2k—3<—x<—2k—1

{%ﬂ}:kckg%ﬁ<k+1©3k—lgx<3k+2

adunand obtinem: —1 <k <4 dar keZ atunci ke {0,1,2,3}.
Studiem cele patru situatii:

k=0, {X_l}zOsl[X;q:O

{X 1} o<—1<1@xe[13)

{erl

Solutia ecuatiei in acest caz S; = [1,3)"[-1,2) =[1,2).
1,[ }_1 1[“1}_1
3

} <:>1<—<2<:>xe[35)

[-1,2).

>
;—a

+N\

><

<—<2<:>xe[2 5).

e

S,= [3,5)m[2 5)=[3.,5).

I

2 2<

=2,

><
,_.

ol
+ N
[

} 2<—1<3<:>xe[57).

|| w‘

5,8)N[5,7) =[5,7).
- {x+l} 3

<3< 1<4<:>xe[79)

5
5

=3,

SRy
i

,_a

X —

Il
w

|

} 3<:>3<—1<4<:>Xe [8,11).

+N

><

|
5
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S4=[7,9N[8,11)=[8,9).
Solutia finala va fi: S;USUS;US, = [1,2)U[3,7)U[8,9)

R2.3. Sa se rezolve inecuatia x[x] + 2x — 3[x] < 6.
Solutie. Ducem pe 6 in primul membru al inegalitétii si transformam in produs.

x[x]+2x-3[x]-6<0 <
< x([x]+2)-3([x]+2)<0 & x-3)([x]+2)<0 <
{X—3SO {x—3zo
&
[x]+22>0 [x]+2<0
{x—3 <0 {x € (—»,3]
<~
[x]+22>0 X €[-2,+0)
{x—320 {xe[l+w)
<
[x]+2<0

Solutia inecuatiei este S = [-2, 3].
R2.4. Sa se rezolve sistemul de ecuatii:

{qx}+ﬂy]=5
[x]+2[y]=4

& x e[-2,3]

[G.M.1979]

Solutie.
Notam [x] =a si [y]=b.
Obtinem sistemul:

2a+3b=5 a=-2 [x]=-2 x €[-2,-1)
= = =

a+2b=4 b=3 [y]=3 y€[3.4)
R2.5. Sa se determine xeN* astfel incat:

{a + l} +[a(x —1)] =[ax], (V)aeR.
X

[D.M. Bitinetu Giurgiu]
Solutie.
Facem notatia a = [a] + {a} =k + {a}, {a}€[0,]), keZ.
Pentru x = 1, ecuatia devine: [a + 1] + [a-0] = [a] <
< [a+ 1] =[a], imposibil.

Pentru x = 2, ecuatia devine: [a + %} +[a]=[2a].
[a], daca {a} {0,1)
gt

2 [a]+]1, daca {a} {E,l)
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2-[a], daca {a} € {0,1)
[22] = ?

1
2-[a]+1, daca {a} € {E,lj
Rezolvam ecuatia in doud cazuri:

dacad {a} {0,%}: [a] + [a] = 2[a], adevarat (V)aeR.

daca {a} e {%,lj: [a] + 1 +[a]=2[a] + 1, adevdrat (V)aeR.

Pentru x > 3 ardtam cé existd acR astfel incat egalitatea datd nu este adevarata.

Fie keZ, {a}e(x—zjx—zj sia=k+ {a}, [a] =k,
x x-1

X
[a(x — 1)] = [(k + {a}(x— )] = [(x— Dk + (x = D){a}] = (x= Dk + x 3.
[ax] =[(k + {a})x] =[kx + {a}x] =kx + x - 2.
[ax]-[a(x—1)]=kx—-x-2-kx+k—-x+3=k+1=[a] + 1 #][a].

atunci {a +l:| =k,

Bibliografie
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3. Ecuatii diofantiene

Rezumat — in cadrul temei se vor prezenta principalele metode de rezolvare a
ecuatiilor diofantiene precum si alte ecuatii care se reduc la acestea. Se prezinta si
cateva ecuatii remarcabile ( ecuatia Pitagorica, ecuatii de tip ax+by=c ) si aplicatii ale
acestora.

3.1. Proprietitile divizibilitatii in Z (a,b din Z)
3.1.1 a|b®& (3)ceZali b=ac
3.12 Dacid|a,d|b= d|aa+Bb,(V)ap € Z
3.1.3 albc |
(a,b)=1 afc
ce”Z =
3.14 ajc
b|c ab|c
ab=1 | =
3.1.5 abeN; d=(a,b) = (3I)x,yeZ a.li. d=ax+by
3.1.6 abeN; (ab)=1 < (3I)x,yeZal. ax+tby=1

3.2. Metode elementare de rezolvare a ecuatiilor diofantice
Ecuatii diofantice — ecuatii cu coeficientii Intregi care se rezolva in Z

3.2.1. Metoda descompunerii

Punem o ecuatie diofantiana de forma f(x,,x,,...,x,) =0 sub forma

FiCeeens X)) o (Xsees X)) oo £ (X5 X050, ) =a € L= fi(x,,...,x,) € D(a).

Ecuatiile respectiv sistemul de ecuatii la care s-a ajuns sunt mult mai usor de
rezolvat.
Exemplu: Rezolvati in Z ecuatia 6xy-3x-4y=5. (1)
Rezolvare.
Ecuatia (1) este echivalentd cu (2y-1)(3x-2)=7

2v—-1=1 =1
Cazul I Y = Y etc.
3x-2=17 x=3

3.2.2. Rezolvarea ecuatiilor diofantice cu ajutorul inegalitatilor

- constd In determinarea unor intervale in care se afla necunoscutele prin
utilizarea unor inegalitati adecvate

Exemplu

Determinati toate perechile (x,y) de numere intregi astfel incat x>+y*=(x+y)?

Rezolvare

(k,-k), ke Z solutie pentru ecuatie
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x+y#0 ecuatia se reduce la ecuatia x2-xy+y?>=x+y & (x-y)*H(x-1)*+(y-1)=2 =
(x-1)<1, (y-1<1 = x,ye{0,1,2}
Solutiile convenabile sunt in acest caz (0,1),(1,0),(1,2),(2,1),(2,2)

3.3. Ecuatii diofantice remarcabile

3.3.1. Ecuatii de tipul ax+by=c, a,bcZ*,ccZ(1)

Observatii
orice ecuatie de tipul ax+by=c, a,b e Z*, c e Z se poate aduce la o ecuatie de

tipul

a’x+b’y=c’ unde (a’,b’,c’)=1

ecuatia (1) are solutii < d | c unde d=(a,b) (evidenta din proprietatile
divizibilitatii)

Fie (x¢,yo) 0 solutie particulard a ecuatiei (1)

Demonstram ca exista o astfel de solutie particulara .

Fie d=(ab) = (3)x;,y; €Zai. ax;+by,=d | (-d)

d|c = c=dd,
= ax1d1+by1d1=dd1=c
X1d1:X0
y1di=yo
Fie d=(a,b)
a=da’
b=db’ (a,b’)=1
c=dc’
(1) = a’xtb’y=c’ Scadere
a’xotb’yo=¢c' ([ — a’(x-X¢) =-b’(y-yo) (2)
a’ | b’(yo-y)
(a’,b’)= :a’|y0—y =((keZ’

astfel incat yo-y=ka’ = y=y¢-ka’ (3)

“(3)—(2)” a’(x-xg)=b’ka’ = x=xotkb’ .keZ

Multimea solutiilor ecuatiei diofantiene este S={(x¢+kb’,y,-ka”) | keZ}
Exemplu: Rezolvati ecuatia 5x-3y=2 in Z.

3.3.2. Ecuatia pitagorica

x> +y*=z (studiati de citre Pitagora in legdtura cu triunghiurile
dreptunghice ale caror laturi au lungimile numere naturale, ecuatie
cunoscuta de pe vremea vechilor babilonieni).

Demonstratia destul de laborioasa o vom omite , ddm insa solutia
acestei ecuatii in multimea numerelor intregi:

S={k(m’-n?), 2kmn, k(m*+n?) | kmneZ}

21



Proprietati: Fiea,beQ
deN, d nu este patrat perfect

(a+bJd)" = a, +bn\/g unde a,,b, € O,n>1
Atunci (a —bJd)" = a,—b, Jd unde a,,b, sunt cele de mai sus.

Aplicatie

Demonstrati ci ecuatia x>-3y’=1 are o infinitate de solutii intregi iar ecuatia
x*-3y’=-1 nu are solutii intregi
Rez.

2+3)" =a, +b 3
2-3)" =a,—b 3 |=a>-3b> =1
nx2

xP=3yP=-l=>x’=M , +2 imposibil un patrat perfect avand forma
3n+1 respectiv 3n.

Probleme rezolvate

R3.3.1. Determinati toate perechile de numere intregi (x,y) care verifica
egalitatea:
2x> =5xp+2y° =27
Rezolvare
2% —Sxy+2y° =27 < 2x" —4xy—xy+2y° =27 < (2x—y)(x-2y) =27.
2x—y=1 .
Cazul (metoda descompunerii)
x=2y=27
Celelalte cazuri se trateaza similar.
R3.3.2. Determinati solutiile intregi ale ecuatiei

(x2 + 1)(y2 +D)+2(x—y)A—-xy)=4(1+xy): (1)

Rezolvare
D)o x’y’ —2xp+1+x" +y° = 2xp+2(x—y)(1-xp) =4 &
(=17 +(x=1) -2x-p)w-D=4=y-1-(x-))'T =4

xy—l-x+y=R < x(y-D+y-1=2< x+1)(y-1)==%2
rezolvare imediata.

x+1=1 x=0
Cazul &
y—1=2 y=3
Analog se trateaza si celelalte cazuri.
R3.3.3. Rezolvati in Z ecuatia
(=7 =x"+y°
Rezolvare
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x*y? —14xy +49 = x° +y2‘+ 2xy < (xp)’ —12xy+49 = (x+ )’ &
(=6 —(x+y) =13 (x+y—xp+6)(x+y+xy—6)=13

x+y—-xy+6=1 x+y=7
Cl1 =
X+y+xy—-6=13 xy =12

sistem simetric

t =

t* =7t +12 =0 cusolutia . In acest caz printre solutii sunt

t, =
perechile (3,4),(4,3).
Analog se trateaza restul cazurilor.
R3.3.4. Rezolvati in multimea numerelor naturale nenule ecuatia:

i1 1. 1.3
x vy z 5
Rezolvare

2 <x <y <z (fardarestrange generalitatea) afland apoi solutiile in
celelalte cazuri se obtin prin permutari circulare.

35351 {2,3,4,5}, etc.
x 5

R3.3.5. Determinati numerele prime p si q a.i p+q=(p-q)’

(r-9)(p-q)+)=2p
p—qz2L(p—q) +122
pP—q<p=>p-q=2=>p=54=3

2
a”+b
R3.3.6. Determinati numerele naturale nenule a si b daca numerele 2 si
b* +a . )
sunt intregi.
a —

Rezolvare

Cazull a=b a=#0,

(@’ - a)‘(at2 +a)

a—1|a+1

a(a-Da(a+1) = =(a-D2=a-1e{l2}=

a-— 1|a -1
a-1e{l2}=ac{23}
convenabile perechile (2,2),(3,3)
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Cazul 2 Pentru fixarea ideilor fie b>a.

>ho
@ +b2b —a=braz(b-abra= “Isb=a+1
>a

. _a2+b
' b —a
. _b2+a
> at-b

2

a“ +3a+1 da+2
nlzl,n2=2—21+2—eZ

a —a-1 a " —a-1
4a+22a2—a—lc>a2—5a—3£0®a£5:?a—+2162©a=1,

a’ —a-

sau a=2.

Solutiile in acest caz sunt (1,2),(2,3) si pentru b<a (2,1),(3,2)
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4. Inegalitati algebrice

Primele inegalitati pe care elevii de gimnaziu le intdlnesc sunt a’>0 , care este
adevaratd pentru orice numar real a si |X|Z 0, care sunt foarte importante in

demonstrarea altor inegalitati.

In cadrul temei vom prezenta proprietatile relatiei de inegalitate, inegalitati
remarcabile si exemple rezolvate cu aportul lor, apoi un set de probleme propuse spre
rezolvare.

4.1. Proprietitile relatiei: “x<y” (inegalitate strictd)
1) X £ X, oricare ar fi xeR (ireflexiva)
i) X<y =>z>Xx
l)x <ysiy <z =>x <z (tranzitivd)

Proprietatile relatiei “X <y ” (inegalitate nestricta)

i) X £ X, oricare ar fi xeR (reflexiva)
i) x<ysiy<x=X=y (antisimetrica)
iii) x <ysiy<z=x <z (tranzitiva)

4.2. Proprietiti ale inegalititilor in legatura cu operatiile definite pe R
) VX,y,zeR,x<y=>x+z<y+z

. - . |xz<yzdacaz>0
il) Vx,y,ze R.Dacax <y atunci 5
xz > yz dacaz< 0

1_1
iii) Vx,y,ze R dacax <y, xy >0=>—2>—
Xy
iv) Vx,y,a,be R.Dacix <y,a<b atuncix+a<y+a

v) Dacd x,y,a,be Rsi 0 <a<b;0<x <y atunci ax < by
vi) VX,y € R.Dacax <y atunci x 2 < y2k+1,‘v’k eN

vii) Vx,ye R.Dacd 0 < x <y atunci x" <y",Vne N
Inegalitati care se rezolva pe baza proprietatilor operatiilor in R
Probleme rezolvate

R4.2.1. Sa se arate ca daca 1<a, 2c<a+1, b<c, atunci:
a>b;

a+c>b+1;

a+1>b+c;

a+1>2b;

2a+c>3b;

Nk W=
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6. 2a+2>3b+c;
7. 2a+1>3b;
8. atc+1>3b.

(G.M. 8/1978)

Solutie
1. Din a>1

si at1>2c¢
= 2atl>2ctl | 4
& 2a>2c¢ -2
& a>c
Din a>¢ si ¢>b = a>b
2. Din a>1 si c>b obtinem a+c>b+1
3. Din a+1>2c¢ n
si c¢>b

avem: at+c+1>2c¢+b ‘ -C

—atl>ct+b
4. Din c>b si at+t1>b+c = a+ct+1>2b+c -C

= at+1>2b
. Din atc>b+1 si at+1>2b = 2atc+1>3b+1 = 2a+c>3b
. Din at+1>b+c si a+1>2b = 2a+2>3b+c
. Din a>b si at1>2b = 2a+1>3b
. Din ¢c>b si at+1>2b = a+ct+1>3b
R422. Sa se arate ca dacda xe[-3;4] si  ye[-5:;2], atunci:

)(2+y2 +4x—-2ye [—5;67]

Solutie

o0 3 N

X2+ y? +4x -2z =x> +4x+4—-4+y* -2y +1-1=(x+2)* +(y-1)* -5
Din —3<x<4 [+2 =-1<x+2<6=0<(x+2)° <36 (1)
Din -5<y<2|-1 = -6<y-1<1=0<(y-1)><36 ()
Adunand inegalitatile (1) si (2) obtinem:
0<(x+2)° +(y-1)? <72-5 = -5<(x+2)> +(y—-1)> =567

—=x>+y?+4x-2ye [-5:67]

4.3. Inegalitati care se rezolva pe baza inegalitatilor:

1) Vae R,avema2 >0

2) Vag,as,...... ,a, €R, avema12+a%+ ....... +aﬁ >0

3) Va,b,c,d € R, astfel incat a > b si ¢ > d atunci ac > bd
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Probleme rezolvate
R4.3.1. Dacd a,beR, atunci a’+ab+b% >0

Solutie
2 2 2 2
a’ +ab+b? :a2+2-a-5+%+%=(a+9j +£20

R4.3.2. Daca a,b,ceR atunci avem:

a2 +b? +c¢?>ab+ac+be
Solutie

aZ +b% +c? 2ab+ac+bc|-2 &2a? +2b% +2¢? —2ab—2ac —2bc >0
< (a® +b% —2ab)+(a? +c? —2ac) + (b +¢? —2bc) >0

o@-b)l+@-c)?+(b-c)?20

R4.3.3. Sd se arate ca oricare ar fi numerele reale a;,a5,23,000008,
atunci (a] +1)(a3 +1)(a3 + Duwreeeee. (a2 +1)>2"aa,a;5...a,
(G.M. 10/1975)
Solutie
(a,-1)?>0=a —2a,+1>0 =a’ +1>2a,
Analog: a% +12>2a,
arz1 +1>2a, |
Obtinem: (a7 +1)(a3 +1)(a3 +1)......... +(@2+1)>2"aa,a;...a,

4.4. Inegalitati care se rezolva pe baza inegalititii mediilor
Probleme rezolvate

R4.4.1 Inegalitatea mediilor
Daca a si b sunt numere reale strict pozitive atunci are loc inegalitatea:

2 2
< abSa+bS a’+b unde:
2 V 2

s
b

1
—+
a

2
11 =m,; (media armonica)
J— + J—
a b
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vab = m, (media geometricd)

+b

a 5 =m, (media aritmetica)
2 2

/ +b

aT =m, (media patraticd)
Solutie

212

_r 2ab <\/7‘ LbZSab:(ab) o 4ab231-(a+b)2<:>

(a+Db)

(a+Db)

a b
<(a+b)? >4ab <a? +2ab+b% —4ab>0<(a—-b)> =0 (1)

2
\/_b<aJ2rb ‘ abS—(a+4b) 4 < 4ab<(a+b)® <a’ +2ab+b° —4ab20
<:>(a—b)2>0 (2)

2 2
a+b /a +b ‘ (a+b) a +b |4 <:>(a+b) <232 192 o

< 2a? +2b2 —2ab>0 < (a-b)220 (3)
Din relatiile (1), (2) si (3) rezultd cd my < m, <m, <m,

Inegalitatea mediilor pentru n numere reale pozitive

Daca a,a,,.......,a, sunt numere reale pozitive avem:
n A + 8y + e tay _ (2] +23 +.tal
<vaa,....a, <12 n g A2 B
1 1 n n
— t — F +—
a A an

4.5. Inegalitati care se rezolva pe baza inegalitatii lui Cauchy-Buniakowski

Probleme rezolvate

R4.5.1. Inegalitatea lui Cauchy-Buniakowski
Fie a;,a,,by,b, numere reale, atunci avem inegalitatea:

2 2 2 2 2
(aby +2a,b,)" <(ay +a3)(by +b3)
Egalitatea are loc dacd si numai dacd numerele a;,a, sunt proportionale cu

by,b,.
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Solutie
2 2 2 2 2
(ajby +ayby)” <(aj +a3)(by +b3)
Efectudm calculele si obtinem:
alzbl2 +2a,ba,b, +a§b% Salzblz +a12b% +a§b12 +a%b% de unde
obtinem:

2a;bja,b, <aibj +ajb; te echivalenti cu : (a,by—a,b;)> 20
a;bja,b, <ajbj +ajby care este echivalenta cu: (a;b,—a,b;)” 2

a

Fie —= b—z =k=a; =kb; ; a, =kb, siinlocuind in inegalitate rezulta:
1 2

(bik +b3k)? <(bik? +b3k?)(b? +b3) sauk? (b7 +b3)% <k?(b? +b3)?
adica egalitate.
Reciproc:
Daca are loc egalitatea avem (a;b,—a,b; )2 =0
a;b, =a,b; = 3—1:2—2
In cazul general se scrie:
2

(a;b; +a,by, +. 4 anbn)2 < (a12 +a5 +..+ aﬁ)(bl2 + b% 4.t blzl)
R4.5.2. Inegalitatea lui Holder
Fie a;,a,,b;,b, numere reale pozitive. Demonstrati inegalitatea:

a;b; +a,b, S\/a% +a% \/bf +b§

Egalitatea are loc daca a;,a, sunt direct proportionale cu by,b, .
Solutie
In inegalitatea lui Cauchy-Buniakowski aplicadm radical in fiecare membru

(a;b; +a,b,)* <(af +a3)(b{ +b3)
\/(albl +a,b,)? g\/(af +a3)(bi +b3)

albl + azbz S\/alz +a% \/blz +b%
R4.5.3. Inegalitatea lui Minkovski
Fie a;,a,,b;,b, numere reale pozitive. Demonstrati inegalitatea:

J@ag+b)? +(ay +by)? <y/a? +ak +/b? +b2
Solutie
\/(a1 +b1)2 +(a, +b2)2 s\/alz +a% +\/b12 +b§

Ridicam la patrat fiecare membru §i obtinem:
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(a, +b))% +(ay +by)2 <a? +al +b? +b3 +2\(a? +al)(b? +b3) de
unde prin efectuarea calculelor obtinem:

a2 +a2+b? +bJ +2a;b, +2a,b, <al +a2 +b? +bJ +2y(a? +al)(b} +b3)

—2a,b, +2a,b, <24/(a? +a3)(b} +b3) |:2

=a;b; +a,b, S\/a% +a§ \/b% +b§ inegalitatea lui Holder
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5. Ecuatii si sisteme de ecuatii. Metoda ecuatiilor, sistemelor de ecuatii in
rezolvarea unor probleme

Rezumat:
-in cadrul temei se vor prezenta principalele tipuri de sisteme, respectiv metode de
rezolvare, discutie dupa unul sau doi parametri.

Ecuatii si sisteme de ecuatii

5.1. Formule de calcul prescurtat - utilizate in rezolvarea unor sisteme

a" —=b" =(a=b)a"" +a"*b+..+ab" > +b""),n>2
a2n+1 +b2n+1 — (a+b(a2n _a2n—lb+”‘_ab2n—l +b2n)

a’+b’+c’ —3abc=(a+b+c)a’ +b*> +c* —ab—ac—bc) =

:%(a+b+c)[(a—b)2 +(a-c)’ +(b—c)2]

. . ax+by=c .
5.2. Metode de rezolvare a sistemelor de tipul in multimea
a'x+b'y=c

numerelor reale.
5.2.1. Metoda reducerii

Sistemul are solutie unica daca si numai daca ab’-a’b#0.
Daca sistemul trebuie rezolvat intr-o multime NxM < RxR verificam daca solutia

unica apartine NxM (deci sistemul are cel mult o solutie).
Daca ab’-a'b=0 sistemul ori nu are nici o solutie, ori o infinitate de solutii(daca se
rezolva intr-o multime NxM < RxR verificam care dintre solutii apartin lui NxM).

5.2.2. Metoda substitutiei
ax+by =c(l)
a'x+b'y=c'(2)
b
Presupunem a#0. Atunci x=-—y — < (3) . Introducem relatia (3) in (2) si obtinem o
a a

ecuatie de tipul AY+B=0 care are exact o solutie (daca ecuatia e de gradul I, A#0) sau
o infinitate de solutii sau nici una (dupa caz ca si la metoda reducerii).
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5.3. Metoda solutiei unice

5.3.1. Orice ecuatie de gradul I are cel mult o solutie, indiferent de multimea in
care o rezolvam

5.3.2. Orice sistem de ecuatii de gradul I:

- are o solutie

- nu are nici o solutie

- o infinitate de solutii(daca o rezolvam in RxR) respectiv daci o rezolvam in NxM
scoatem relatia Intre necunoscute si verificim care dintre solutii apartine lui NxM.

5.3.3. Orice ecuatie de forma ax+b=0:

- are o solutie

- nici o solutie

- un numadr de solutii = card A, unde A este multimea pe care rezolvam ecuatia

5.4. Sisteme formate dintr-o ecuatie de gradul I si una de gradul al II-lea

ax+by+c=0
mx® +ny’> + pxy+qx+ry+s=0

Se scoate x in functie de y (sau y in functie de x din prima ecuatie) si inlocuim in a
doua obtinand o ecuatie de gradul doi.

5.5. Sisteme omogene

ax’ +bxy+cy’ =d|d'
ax*+b'xy+c'y’ =d'|-d

Daca d sau d'=0, verificaim daca (0,0) este solutie y#0 mpartim ecuatia
. . . . X o, .
corespunzatoare acelui d sau d” nul cu y2 si notdm — =t. Se determina t si se obtin

doua sisteme de tipul anterior.

Daca d, d'#0, operam ca mai sus, prima ecuatie o Inmultim cu d’, a doua cu —d, le
adunam si obtinem o ecuatie de tipul Ax” + Bxy + Cy* = 0. impartim ecuatia cu x°
sau y2 ((0,0) nu convine 1n caz contrar d=d"=0 ctr.).

Pentru fixarea ideilor impartim ecuatia cu y2 (A#0 spre exemplu)

%zt At* + B+ C =0, de unde obtinem t; si t,

Ecuatiei x=yt; , 1i atagdm una din ecuatiile initiale.
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5.6. Sisteme simetrice elementare

x+y=S
xy=P
fi atagam ecuatiei ¢ —St+P =0
Solutia sistemului este multimea A={(t; t2);(t2.t;)}.
Prin sistem simetric intelegem un sistem in care daca schimbam necunoscutele intre ele
obtinem acelasi sistem.
Obs: x> +y>=8>-2P
x’+y' =8 -3PS
Probleme rezolvate

R5.7.1. Rezolvati ecuatia:
x+1 x+2 X+n
+ +ot =

a) =n ,n>2
2 3 n+l

b) x+1+2x+1+m+nx+1:n 2
2 3 n+1

Rezolvare:

Ambele sunt ecuatii de gradul I —au cel mult o solutie x=1 solutie unica.

R5.7.2. Sa se arate ca oricare ar fi a apartindnd multimii numerelor reale, solutia
ecuatiei

(a+x)+QRa+x)+..+(ma+x)’ =(a-1-x)°+QRa-1-x)*+..+(na—-1-x)*
nu depinde de a.

Rezolvare:

Ecuatia este de tipul Ax+B=0

x=-— solutie
2

x=0 nu este solutie , deci, ecuatia are solutia unicad x= -5

x Y a’+b’
R5.7.3. Rezolvati sistemul: S a+b a—-b a’—-b* ,(1)at+b
ax+by=a’> +b’

Rezolvare:
a#tb = a’ +b>#0.
Metoda I

xX=a . |x=0 .
solutie nu e solutie = S={(a,b)}
y=b y=0
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Metoda a-lI-a (1)<
{(a—b)x+(a+b)y=a2 S EN {—xa(a—b)—a(a+b)y=—a(a2 +b%)

ax+by=a*+b*|a-b a(a—b)x+ (a—b)by = (a—b)a’ +b*)

—(a2 +b2)y :—b(a2 +b2)

R5.7.4. Rezolvati si discutati sistemul:

mx— y=m
(1)
mx+y)=1
Rezolvare:

2 — =
(I)Q{m x2 y=m

2
—-mx—m'y=-m

~(1+m*)y=0
mx =1

y=0=>m’x=m=>m=#0 } = x=

)

R5.7.5. Rezolvati si discutati sistemul:

1
m
xz0

kx+y=3
(1)
x+ky=3
Rezolvare:
kx+y=3|-1 —kx—-y=-3
&
x+ky=3k kx+k’y =3k
(k> =)y =3(k-1)

cazl: k=1

0=0

x+y=3 = S={(x,3-x)[xeR}.

cazll: k=-1 =>0=-61fals S=O0
caz III: k#+1

:y:i:kx:{l—Lj@x:i:S: (i,i) .
k+1 k+1 k+1 k+1 k+1
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R5.7.6. Rezolvati sistemele:
2x> —xy—y> +2x-2y+6=0
a) { @)
y—x=1

x3+y3 =2
b 1 )
x =xy+y =1

2 2 _
0 {3x -2y°=-5 3)

xy =12
Rezolvare:
a)
2x> —xy—y> +2x-2y+6=0
y=x+1
2+ —x(x+D)—(x+1)* +2x-2(x+DN+6=0=>x=-5=y=—4
§ ={(-5.-4)
{(x+y)(x2—xy+y2):2 {y=2—x
=

X' —xy+yi=1 X =x2-x)+2-x) =1
C

y=2-x y=2-Xx x=1
= = =
3x* —6x+3=0 (x=1 y=1
3x7 =27 ==5[-12 X :
{ y | @7:&%}%%;% ]é§+
xy=121-5 ool el L
36x% +5xy—24y> =0

b)

y=0 < x=0 nu convine

. . . . X .
y#0 impartim ultima relatie cu y° si notim — = ¢. Obtinem 361> +5¢t—24 =0, cu

AR
1:4$ 2 9-
x_3 x:éy 3
C N 4 X=—)
azl:3y 4 < 3 < 4
xy =12 Zy2=12 y =14
yi=4=x,=3

Y2:-4 = X,=-3
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Cazll:{” S={(3.4) i(-3,-4)}.
- gyz =12 fals

Rezolvati sistemul b) care este si simetric prin alta metoda
x4y =2 S*-3PS=2 S(S*-3P)=2 {522
P = feg
x'—xy+y’=1 S*-3P=1 S*-3P=1 P=1
Ecuatia atasata:
1 =2t+1=0
t1:t2:1
S={(1,1)}.
R5.7.7. Rezolvati sistemul:
4x* +4x-3(y° —y-1)=0
4x* +4x+ (1’ —y-1)=4]|3
Rezolvare:
4X2 +4x=3=> X1,X2
Analog se determina y,,y,
S={(x1,y1) 3(X1,y2) 5(X2,¥1) 5(X2,¥2)}-
X+2y=m-2

R5.7.8. Se considera sistemul 5 meR

2
X +y —mx—-2y=3
a) sa se rezolve sistemul
b) sa se determine valorile parametrului m pentru care sistemul admite numai solutii
numere Intregi negative
c) sa se determine valorile parametrului real m pentru care sistemul admite o solutie

(x,y) cu x=y.
Rezolvare:
a) x=m-2-2y
(m=2)" —4m—-2)y+4y° +y" —m(m—-2)+2my-2y-3=0&
59" +y2m—-4m+8-2)+m’ —4m+4-m’> +2m-3=0 <
59 =2(m—=3)y+1-2m =0
A=4(m* —6m+9—5+10m) = 4(m +2)*
2m=3)£2(m+2) m-3+(m+?2)

Yi,¥2=
10 5
Y1:'1 :>X1=m-2+2=m
2m—1 dm-2 Sm-10—-4m+2 m-8
yo= = X;=m-2- = = :

5 5
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b) m<O,me Z

52m-1

5|m-8

Conditiile =~ 2m-1<0

m-8<0 ,sunt implicate de conditia m<0.
5|m-8 = m-8=5k = m=5k+8, k<-2
keZ

2m-1=10k+16-1=10k+15 :5

=me {5k +8| ke Z,k <-2}.

c) x=y< m=-1 sau

2m—-1_ m-38

5 5

R5.7.9. Sa se determine numerele reale a si b stiind ca atbe Z si a’+b*=2..
Rezolvare:
(a+b)* <2(a’*+b*)<4=|a+b|<2 < a+be{-2,-10,12}

(s-a folosit inegalitatea intre media aritmetica §i cea patratica).

a+b=0 b=-a b=-a
Caz I: = & Perechile cautate sunt: (1,-1);(-1,1).

etc.

a’+b* =2 2a’ =2 a=+=l1
Caz Il atb=1 b=l-a b=1-a b=1-a
az II: = = PN
a’+b*=2  |a’+(1-a)’=2 |24’ -2a-1=0 a:liz\/g
1-43 1+4/3
a= =b=
2 2
1+4/3 1-4/3
= 2 =b= etc.

R5.7.10. Sa se rezolve in multimea numerelor reale sistemele de ecuatii
(x> +y* +2°)a’ +b* +c*) = ax+by +cz =1 unele a,b,c sunt numere reale nu
toate nule.
Rezolvare:
Inegalitatea C.B.S.
(x> +y°+z2°)a’ +b> +c*) 2 (ax+by+cz)’ =l=ax+by+cz
Are loc egalitatea <> exista ke R* astfel incat: x=ka
y=kb
z=kc.
1

k(a> +b*+cH=12k=—"——
( ) a’+b>+c?
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L . a b c
Solutia sistemului este | —————,—————>—5—5 5 |
a +b"+c” a"+b"+c” a +b +c
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GEOMETRIE
1. Probleme de numarare

Rezumat: In cadrul temei se vor prezenta elementele de bazi ale
combinatoricii, regula sumei, produsului, precum si aplicarea lor in diferite probleme
de algebra, aritmeticd, respectiv geometrie combinatoricd (probleme de numdrare,
colorare, descompunere).

1.1 Reprezentarea regulei sumei, respectiv produsului, si aplicatii ale acestor
reguli in studierea unor probleme de combinatorica, respectiv a unor probleme de
numarare

1.1.1. Regula sumei

Daca un anumit obiect poate fi ales in m moduri, iar un alt obiect poate fi ales

in n moduri , atunci alegerea “lui A sau B” poate fi realizatd in m+n moduri (trebuie
avut grija ca nici o alegere a lui A sd nu coincida cu nici o alegere a lui B ).Daca totusi
exista astfel de coincidente, atunci regula sumei de mai sus dd m+n-k moduri de
alegere ” a lui A sau B” unde k este numarul de coincidente.

1.1.2. Regula produsului

Daca un obiect A se poate alege in m moduri si dacd dupa fiecare astfel de
alegere, un obiect B se poate alege in n moduri, atunci alegerea perechii (A,B) in
aceasta ordine poate fi realizatd in m'n moduri.

1.1.3. Principiul cutiei (Dirichlet)

Daca n cutii i mai mult de n+1 obiecte trebuie aranjate in cele n cutii, atunci
cel putin 2 obiecte se afla in aceeasi cutie.

1.1.4. Principiul inductiei matematice

Fie P(n),n2k o propozitie matematica, ke N fixat, ne N.

Daca sunt indeplinite urmatoarele conditii:

L. P(k) “A”

II. Daca P(p) “A”, (V) p=k,n atunci P(n+1) “A”

Atunci p(n) “A”, (V) n2k

Schita de demonstratie P(k) “A”=>P(k+1) “A”=>P(k+2) “A”=>...
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1.1.5. Principiul includerii si excluderii
|A U B|=|A|+B|-|ANB]
|A U BU Cj=|A|+BJ+C|-|]ANBJ-|ANC|- BNC|+|/ANBNC]|

AU LUAED A [ = DA NA, |+ + (D" | 4]
i=1

i=1 1<i<j<n

unde A,B,C, AL,A,,...,A, multimi finite
1.2. Probleme rezolvate (Algebra)
1.2.1. Multimi ordonate

O multime impreund cu o ordine bine determinatd de dispunerea elementelor
sale este o combinatie (sau multime ordonatd).

Se numeste aranjament de n elemente luate cate k orice combinatie alcatuita
din k elemente ale multimii A.

Doud aranjamente de n elemente luate cite k se deosebesc prin natura
elementelor sau prin ordinea lor.

A,*=numdrul aranjamentelor de n elemente luate cite k=n(n-1)"...(n-

|
Ky =—2
(n—k)!
nisn n
nmoduri n-1 moduri n-k+1 moduri

Prima pozitie a unui aranjament se poate completa in n moduri.
A doua pozitie In n-1 moduri... etc.

Total, conform regulii produsului = n(n-1)"..."(n-k+1)= unde n!=1-2"3...°n,

' b

n_
01=1, 1!=1.

1.2.2. Permutari
Pentru A={a, a,,...,a,} consideram un aranjament de n elemente luate cate n. Acest
aranjament se numeste permutare de n elemente.

Numarul permutarilor de n elemente =Pn=n(n-1)-...-1=n!, Pn=n!, n>1.

1.2.3. Numiirul de functii f:A>B (|A|=m, |B|=n)

Numarul de functii A->B (JA|=m, |B|=n) este n".
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Rezolvare

B*={fi:A>B}

[BY=B|"

A={a,...,an}, B={by,...,bn}

f: A B este bine determinata daca stim care sunt valorile lui f(a;), f(a,) ,..., f(am)

care se pot alege conform regulii produsului dintre elementele lui B in numar de
n'n'...'n moduri= n" moduri =>|B*|=n".
m ori

1.2.4. Functii injective

f:A>B injectivé & (V ) X1,X2 € A, X # Xp=> f(Xl) * f(Xz)
S (Vxxe A, f(x) = f(x) => x1 = x,
< ecuatia f(x)=y are cel mult o solutie in A.
Functii surjective
f:A>B surjectiva <> (V') y e B, ecuatia f(x)=y are cel putin o solutie in A
& Im f=B
Functii bijective
f:A->B bijectivd & functie injectiva+ surjectiva
& (V)ye B, ecuatia f(x)=y are exact o solutie in A.
Numarul de functii injective =A,,", n<m.
f:A>B ali. |Al=n, |BFm.
Numarul de functii bijective
f:A->B, |A]=|B|=n este P,=n!.

Observatii
f:A->B bijectiva => |A|=|B|, A,B-finite

1.2.5. Combinari

Daca A este o multime cu n elemente, atunci submultimile lui A formate din k
elemente 0<k<n se numesc combinari de n elemente luate céte k.

k k!

k
. . k n - .
Numarul lor se noteaza = ===" deoarece nu conteazd ordinea

n

n!
elementelor= —— 0<k<nneN.

Kl(n—k)!’
1.2.6. Multimea partilor unei multimi date

Fie A o multime. P(A)={BBC A}
Daca |AJ=n, atunci [P(A)|=2".
Rezolvare
I. Verificam daca P(0) este adevarata.
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A=0, |A]=0 Singura submultime a lui A este @

=>|P(A)|=1=2° adevarata.

II. Presupunem ca daca |A]=p, 0<p<n, atunci |P(A)=2",A este o multime oarecare
Fie B a.i.|B|==n+1, B={al,a2,. . .,an,an+1}.

P(B)=TUS

T={multimea submultimilor lui B, cu proprietatea ca a,_, ¢ unei altfel de

n+l
submultimi}.
S={multimea submultimilor lui B, cu proprietatea ca a,.; ¢ unei altfel de
submultimi}.
ISI=IT]
S={UU {a,1}[U e T}
IT=P ({a1,...a,})|=2" =>[P(B)|=|T U S|HT[+S|=2"+2"=2""".
Din I si Il => [P(A)}=2"" (V) A multime finiti

. . o . o 0 1
Observatie. Din aceasta relatie rezultd (' + (' +...+ C: ="

Probleme rezolvate

R1.2.1. Se considera un tablou in forma de patrat astfel incat pe fiecare linie si
fiecare coloand sia avem n cdsute (n>2) care se completeazd cu numere intregi.
Determinati in cate moduri poate fi completat tabloul dacd produsul numerelor de pe
fiecare linie, coloana este 5 sau -5.

Rezolvare

Pentru inceput determindm numarul de aranjari ale numerelor 5 sau -5. Daca pe
o linie, coloana apare 5 sau -5, atunci pe acea linie, coloand nu va mai aparea 5 sau -5.

Este suficient sa vedem in cate moduri putem completa liniile cu 5, respectiv -5.

sau -5
2
-n

In continuare pentru fiecare completare a unei linii cu 5 sau -5 mai avem 2"

elemente (pozitiile ramase libere) cu valori in multimea {-1,1}.
In total numarul de completéri este 2* -n!-212=n= 2n2.n|

R1.2.2. Fie n>3 un numar intreg. Demonstrati cé este posibil ca eliminand cel
mult doua dintre elementele multimii {1,2,...,n} sd obtinem o multime care are suma
elementelor patrat perfect.
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Rezolvare

2
s= 14243+, n= 20D 200 o
2 2

Se considera S,S-1,S-2,...,S-2n+1 sumele formate cu elementele multimii A
din care ori nu scoatem nici un element, ori un element, respectiv 2 elemente (am ales
aici sumele distincte).

Presupunem ca nici un numar nu este patrat perfect => (3 ) k<n a.i. (k-1)’< S-
2n+1<S-2n<...<S<k2,

Numerele dintre cele doud patrate perfecte sunt in numar de k*-(k-1)>+1-2=
=2k-2 numere =>contradictie, ele fiind cel putin S-S+2n-1+1=2n numere si 2k-2<2n.
Deci cel putin unul dintre numerele de mai sus este patrat perfect.

R1.2.3. La un turneu de tenis au participat de doua ori mai multi baieti decat
fete. Fiecare pereche de participanti a jucat exact o data si nu au fost rezultate egale.
Raportul dintre numarul victoriilor obtinute de fete, fatd de cele obtinute de baieti a

7 . S
fost de g . Céati participanti au fost la acest turneu?

Rezolvare

n-numarul fetelor

2n-numarul baietilor

3n-numdr participanti

~3n(3n-1)
2
_ 5n(3n-1)

. . 5 .. .S o
baietilor reprezinta E din total, dec1EC3n = ———= . Meciurile jucate intre

8

.y 2 . .
Numarul total de meciuri =C3n .. Numarul total de victorii ale

i . 5 > 2n(2n-1 . L o
baieti sunt in numar de ( . =¥ =n(2n-1)- considerate victorii ale baietilor.

2

@ >n(2n-1)& 15n-5 >16n-8 <n<3.
Analizdm cazurile n=1, n=2, nu convin. n=3 convine. Numarul participantilor este 9.
R1.2.4. Se considerd un dreptunghi de dimensiunilx n, n>1numaér natural si
dale patrate de dimensiuni 1 x 1 de patru culori. Se paveaza dreptunghiul cu dale astfel
incét oricare doua dale alaturate sa aiba culori diferite.
a) Cate pavari simetrice exista?
b) Cate pavari au proprietatea ca oricare trei dale consecutive au culori diferite?
Rezolvare
a) Cazul I n=2k, imposibila efectuarea unei pavari simetrice ca mai sus, cele
doua dale din mijloc avand aceeasi culoare
Cazul II n=2k+1 — vom discuta modalitatile de pavare in functie de dala din
mijloc spre dreapta, tindnd cont ca pavarea este simetrica.
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k+1 k+2 k+3 2k+1
| <€ <«
v« y
4 posibilitati Y

b)

o —~

Total, 4-3-2n-2=3-2n posibilitati.

R1.2.5.S4a se determine numarul de diagonale ale unui patrulater convex cu n
laturi.
Rezolvare
Numarul de diagonale = numarul de segmente determinate de cele n varfuri din care
n(n—1) - n(n—-73)

2 2

R1.2.6. Care sunt poligoanele convexe care au proprietatea: numaérul
diagonalelor lor este egal cu numarul punctelor de intersectie ale acestor diagonale
situate in interiorul poligonului si nu exista trei diagonale concurente in interiorul
poligonului?
Rezolvare

. 2
scoatem cele n laturi Cn =

Numarul diagonalelor =

n(n-3)
2

< 4 . . . 3 N .
Numarul punctelor date = Cn = deoarece intersectia a doud diagonale in interiorul

patrulaterului convex reprezintd intersectia diagonalelor in patrulaterul convex
determinat de 4 varfuri ale poligonului corespunzatoare celor doud diagonale si
reciproc 4 varfuri ale poligonului determind doud diagonale care se intersecteaza in
interiorul poligonului.
n(n—3)
2

Deci ramane de rezolvat ecuatia C: . , >4 & (n-1)(n-2)=12 & n=5

Poligoanele cautate sunt pentagoanele convexe.

R1.2.7. Care este numarul maxim de unghiuri ascutite pe care le poate avea un
poligon convex cu n laturi?
Rezolvare
Consideram ca poligonul are k unghiuri ascutite. Deci suma unghiurilor sale este mai
mica decat k-90°+(n-k)-180°. Pe de alta parte suma unghiurilor unui poligon cu n laturi
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este egald cu (n-2)-180°. Deci (n-2)-180°< k-90°+(n-k)-180° => k<4 => k=3 numarul
maxim (vezi cazul unui triunghi ascutitunghic).

R1.2.8. Fiecdrui punct din plan i se asociazd un numadr real astfel incat
numarul asociat centrului cercului inscris intr-un triunghi si fie egal cu media
aritmeticd a numerelor asociate varfurilor triunghiului, oricare ar fi acesta. Sa se arate
ca tuturor punctelor din plan le este asociat acelagi numar.

Rezolvare

Fie ABCDEF hexagon regulat

D,E alese arbitrar, de la ele pornind constructia.

A(a), B(b), C(c), D(d), E(e), X(x) unde {X}=AF N BC

A ACE si A BDF - triunghiuri echilaterale cu centrul 0 =>a+c+e=b+f+d.

A XBF si A XAC — au aceleasi centru pentru cercurile Tnscrise datorita simetriei fata de
dreapta OX. x+b+f=x+a+c==b+f=a+c=>d=-ecq.e.d, DsiE fiind alese
arbitrar.

O este centrul hexagonului regulat

E D

R1.2.9. In interiorul unui patrat de laturd 1 se considerd 9 puncte. Si se arate
ca putem alege 3 dintre acestea sa fie varfurile unui triunghi cu aria cel mult egala cu
1/8.

Rezolvare
A P B
Se iau mijloacele laturilor patratului ca in figura.
R N Conform principiului lui Dirichlet, cel putin 3
se afla intr-un patrat mic.
D Q C
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M R
Ducem ES || MR (cazul cand una din laturile triunghiului este paraleld cu o latura a

patratului sau inclusa n ea este trivial).

11
WSE  hSE _SE(h +h) 2 2 1
> 2 2 2 8

Are=AresT ARG g.ed. FF '=h, GG’=h,
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2. Paralelism in spatiu

In cadrul temei vom prezenta principalele teoreme de paralelism respectiv
teorema de paralelism a unei drepte cu un plan, plane paralele si alte teoreme de
paralelism deosebit de utile in rezolvarea problemelor, definirea corpurilor geometrice,
a sectiunilor in corpuri geometrice, determinarea unor distante in spatiu, a unghiului a
doua drepte.

2.1. Drepte paralele

Definitia 2.1.1. Doua drepte coplanare care nu au nici un punct comun se
numesc drepte paralele.

Axioma 2.1.1. ( Axioma paralelelor — Axioma lui Euclid ) Printr-un punct
exterior unei drepte putem construi o singurd paraleld la dreapta data.

2.2. Dreapta paralela cu un plan

Definitia 2.2.1 O dreapta este paralela cu un plan dacd nu are nici un punct
comun cu planul.

Notatie: Daca d No = ®, notam d || o saua ||l d.

In rezolvarea problemelor apelim mai putin la definitie si mai mult la teorema
de paralelism.

Teorema 2.2.1 Daci o dreapta este paralela cu o dreaptd inclusa intr-un plan
atunci ea este paralela cu planul sau inclusa in plan.

Demonstratie: —d

« T2

Fie planul a si dreapta d & a. Fie d’ o dreapta inclusaina sid || d.
Dreptele d si d’ sunt coplanare, (d; d’) =p. Presupunemcad || a,\a{unci dloa={A}

= Aedc B, darAecanP = Ae d atunci d~d ={A }, contrazice
ipoteza, rezulta ca presupunerea este falsa. = d || a.

Teorema 2.2.2 Fie d o dreaptd paraleld cu un plan a, iar  un plan care
contine dreapta d. Atunci o || P sau P intersecteazd pe o dupd o dreaptd d’ si d || d.

/

/
[o_/

Presupunem ca a \ B, atunci alp =d’ si demonstram ca d || d’.
Presupunem ca d X{ d’, dsid suntcoplanare = dnd’={A}.Din Aed si

Demonstratie

o
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Aedc a; = Aea; = A edca, contradictie cu d || o; = presupunerea este
falsa = d|| d.

Teorema 2.2.3 Fie d o dreapta inclusd, sau paraleld cu un plan a si fie d’ o
dreapta paralela cu d, dusa printr-un punct A al planului o, atunci d este inclusa in
planul o.

Demonstratie:

1° Cazuldc «

Fie p=(d; &). Planele a si B coincid, avand dreapta a si punctul A in comun.

Rezultad c a _d

a d

2° Cazuldz «
Notam B = (d; d’). Daca 1 a=d”, atunci conform teoremei precedente rezultd d ||
d’ .Daca d si d” nu coincid atunci prin A trec doua paralele la d, ceea ce contrazice
axioma paralelelor rezultd ca &’ = d”.

Teorema 2.2.4. Daci a, b, ¢, sunt trei drepte astfel incat a||b si b| ¢ atunci a||c
(tranzitivitatea relatiei de paralelism).
/\ /\
Teorema 2.2.5 Fie XOY si X'O'Y" doud unghiuri diferite.
Daca OX | O'X" si OY | O'Y’, atunci unghiurile XOY si XOY’
sunt congruente sau suplementare.

2.3 Masura unghiului a doua drepte in spatiu

Fie dreptele a i b astfel incat alb = {O}
A A
Atunci O;= O, (opuse la varf) T

Os= O (opuse la varf)

Definitia 2.3.1.: Cea mai micd dintre masurile m si 180° - m se numeste masura
unghiului dreptelor concurente asib .
Observatii: 1° Daca m=90° atuncia L b ;
2° Dacam = 0° atunci a|| b;

Definitia 2.3.2.: Masura unghiului dreptelor a si b este masura unghiului dreptelor a’
si b’ paralele cu a si b, duse printr-un punct oarecare P. (conform teoremei unghiurilor
cu laturile paralele).

Daca m(a; b) =90° = a 1 b;
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Probleme rezolvate

R2.4.1. Fie 4,B,C,D patru puncte necoplanare astfel incat BC=BD . Bisectoarele
unghiurilor Z4ABC si £ABD intersecteaza pe AC in P si respectiv pe AD in Q.

1. Demonstrati ca PQ / / (BCD)
Perpendicularele duse din A pe bisectoarele BP si respectiv BQ intersecteaza pe BP
in E si pe BC In M, si respectiv pe BQ in F si pe BD in N, determinati pozitia
dreptei EF fatd de planul (ACD).

3. Determinati intersectia planelor (PCD) si (MNF).

Solutie:

1. In A ABC,(BP este bisectoare)
BC CP

= T. bisectoarei: — = —— (1)
BA PA

in A ABD, (BQ este bisectoare)
= T. bisectoarei: @ = E 2)
BA QA
BC =BD (ip). (3)
Din relatiile (1), (2), si (3)
— (P _DQ
PA QA

R.T.Thales PO|CD N ¢
—> CDc (BCD)

A ACD
PQ | (BCD).

2. In AABM, BE bisectoare si indltime = A ABM isoscel
= BE- mediand =AE =EM (3)
In AABN, BF bisectoare si inaltime = BF- mediani =AF = FN (4)
Din relatiile (3) si (4) = EF —linie mijlocie in AAMN = EF || MN

MNc (BCD)
A ABM .1soscel = BM=BA BM = BN,
A ABN isoscel = BN =BA
iar din ipotezd BC=BD = MN|CD si CDc (ACD) = MN | (ACD) } N
MN || EF

EF | (ACD).

49



3. CD | MN
CD c (ACD) — (AMN)"(ACD) =d
MNc (AMN) Aedsid | CD | MN
A € (AMN) 1 (ACD)

Dar (AMN) = (MNF) §i (PCD) = (ACD)
— (ACD) N (MNF) =d

R2.4.2.: Se considerd punctele necoplanare A, B, C, D. Printr-un punct M de pe
segmentele (AB) se duce un plan paralel cu AC si BD. Acest plan intersecteaza pe BC
in Q, pe CD in P si pe AD in N.

1) Sa se arate ca MNPQ este paralelogram;

2) 1In ce conditii patrulaterul MNPQ este dreptunghi?

3) in cazul AM = x, AB= 5 cm, AC =12 cm, BD = 7 c¢m, si se calculeze, in

functie de x, perimetrul patrulaterului MNPQ.

Solutie:

1. Notam cu a planul ce trece prin M si
A ||JACsia | BD

BD ||

(ABD)N a = {MN}

MN | BD (1)

BD | a

(BCD) o = {PQ} }:
PQ | BDA2)

Din relatiile (1) si (2) = MN | PQ (3)

B

AC | a
(ABO)na = MQ} [=MQ | AC (4)

AC || o
(ACD)~ o = {NP} }QNP | AC (5)
Din relatiile (4) si (5) = NP | AC (6)
Din relatiile (3) si (6) = MNPQ este paralelogram

2. MN || BD

MQ ||AC — BD.L AC
MN 1L MQ

Deci MNPQ este dreptunghi daca AC L BD.

3. DinMN | BDinA ABD = T.F.A.= A AMN ~A ABD
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AM MN x MN Tx
= —=——=>MN=—
AB BD 5 7 5

Din MQ || AC in AABC = T.f.a.ABMQ ~A BAC

BM M - -
BA 12 5 12 5

pvneg = 2MN +2MQ =2 75_x +9. 12(55—)6) _ 14X+1§0—12x _ 2x_;120

R2.4.3.: Fie O si G centrele de greutate ale triunghiurilor BDC si respectiv ACD
situate 1n plane diferite. Dacd N este mijlocul segmentului [CD], iar Me(AB) astfel

incat AM = 2 si MNNAO = {E}, demonstrati ¢ EG | (BCD).
AB 5 C

Solutie
O centrul de greutate al

BO _2

1
G. Centrul de greutate al
AG 2

1
BO AG2

ar —— = ——

—=
ON GN 1
R.T.Thales in AABN=  OG | AB

Fie OG N MN ={S}
in ANBM, OS || BM = (T.F.A) A NOS ~ ANBM

ABCD =

AACD=

OS ON 1 BM
—=——=-=>0S=—+
BM NB 3 3
pin AM_2_ BM_3_ py_34B
AB 5 AB 5
34B
atunci inlocuind in relatia OSZB— - 0S=—2_= A5 s :l
3 5 AM 2
AM=2AB
5
din OS| AM = AAEM ~ AOES:E:%ZL
AM EA 2
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OE 1 NG
Daci — = —=—— => R.T.Thales- A ANO EG|NO

EA 2 GA } — EG || (BCD)
NOc (BCD)

2.4. Plane paralele

Definitia 2.4.1 : Douad plane a si § sunt paralele dacd nu au nici un punct
comun.
Notdm: o || B. Dacad oo " B =® atunci a || B.
In rezolvarea problemelor nu este suficienta definitia pentru a determina solutia
unei probleme, fiind nevoie de o teorema care sa justifice paralelismul planelor.
Lema 2.4.1. (teorema ajutatoare). Daca a si b sunt doud drepte paralele, iar a si
B doud plane astfel incat ac a si bc B i o N B =c, atunci ¢ este paraleld cu a i b.
Teorema 2.4.1. Dacd un plan contine doud drepte concurente, paralele cu
celalalt plan atunci planele sunt paralele.
Demonstratie: fie planul a astfel incat a,bc a, anb = {O} si O’exterior planului o.
Prin O’ ducem dreptele a’ || asib’||b,
rezulticia’ o sib'|a
Dreptele a’ si b’ determina planul f3 . b’
Daca a4 § atunci se intersecteaza dupa B 0,7421'
dreapta c, atunci conform lemei (2.3.1)
rezultd cd cllasic|b, dar anb= {O} \

contrazice axioma paralelelor rezulta ca b a c
presupunerea este falsa = a| B. a O

Teorema 2.4.2. Fiind date un plan o si un punct A exterior planului, exista un
plan unic, ce contine punctul A si este paralele cu planul a

Demonstratie : X
Prin A ducem dreptele Ax si Ay paralele cu o, B — y
atunci B o, B = (Ax; Ay). Vom demonstra ca
planul B este unic.Fie a si b incluse in planul o a

sial| Ax sib| Ay o ,4 b
Orice plan y care contine pe A si este paralel cu

o, este paralel cu a si b. Conform teoremei (2.2.3) planul y trebuie sa contina dreptele
Ax si AX prin urmare y = 3

Teorema 2.4.3 Daca doua plane sunt paralele, orice plan care intersecteaza pe
primul il intersecteaza si pe al doilea si dreptele de intersectie sunt paralele.

Teorema 2.4.4. Doua plane distincte paralele cu al treilea sunt paralele intre
ele.

Teorema 2.4.5. Daca trei plane nu au toate trei un punct comun dar se taie
doud cate doua atunci dreptele de intersectie sunt paralele.
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Demonstratie : presupunem cd a~f~b,atunci anb = {C} ,dar in aceste conditii

C € a. N B Ny, contrazice ipoteza , rezultd cd presupunerea este falsi = a|b, analog
alblc.

Teorema 2.4.6 (teorema lui Thales in spatiu). Mai multe plane paralele
determind pe doua drepte oarecare, care le intersecteazad pe acestea, segmente

proportionale. di dyy \

Demonstratie: /

Fie o || B || y si distincte doud cate doua. S As
Dreptele d; si d, sunt distincte si taie cele /
Trei plane A,, By, C; respectiv A, B, ,Co. pd B, B, B,
Ducem prin A, dreapta d; cu B siy. Atunci / p /
inAA,C,C; avem B,B; | C,C; rezulta (’:1 W
Conform teoremei lui Thales ca ﬂ = ﬂ (1) ! / ©

B,C, B,C, / /

Dar A;B, | A;Bs, B C, || B;C; si
AA, | BiBs|| C,C; atunci A|BBsA, si B;C,C;B; sunt paralelograme
, N . . AB, _A,B,
= AB, = A,B; si B,C,=B;C;, inlocuind in relatia (1) obtinem — = —
BlCl B2C2
Probleme rezolvate

R2.7.1 Fie a si B doud plane paralele, iar A si B € a; C si D € B astfel incat
A,B,C,D sa fie necoplanare. Dacd M este mijlocul lui(AC) si N este mijlocul lui (BD)
iar ANNB = {F} , BM\p = {E} , demonstrati ca:
1° ABCE si ABDF sunt paralelograme;
2° (AED) || (BCF);
3° AADE = ABCF

Solutie : 1
1 afB
(ABC)na=AB AB || CE (1)
(ABC)nB=CE
AAMB = ACME (ULU
(AM)=(MC) 5
M, = M, ( opuse la varf)
AN
Af = C (alt. int.) /




= (AB) =(CE) (2). Din relatiile (1) si (2) = ABCE paralelogram
Analog demonstram ca ABFD este paralelogram.

2° ABCE —paralelogram = AE || BC
ABFD- paralelogram = AD || CFJ = (ADE) | (BCF)

N T
3° AADE AD = CBF ( au lat. paralele)
{?AE) =(BC) (op.in L7 L.UL.)= AADE=ABCF
ABCF |[(AD)=(BF) (op.in 7/

R2.7.2. In triunghiul ABC, a’b—c’b +a’c —-b’c=b’+¢’.
Fie D ¢ (ABC) si G, G,. Gj respectiv centrele de greutate ale triunghiurilor DBC,
DAB, DAC. Sa se arate ca:
I (G1, Ga. G3) || (ABC); D
2° G1G2J_ G1 G3; A\

1° In ADBC, DM este mediani, MeBC si G, este

D 2
centrul de greutate = ﬁ = —( )
GM 1

in ADAB, DN este mediani, NeAB si G, este

D 2
centrul de greutate = 2= —( )

G,N 1
iar 1n triunghiul DAC, DP este mediana, ‘ N
PeAC si Gj este centrul de greutate. B M C
DG, _ g(3) din relatiile (1), (2), (3)
G,P 1 ’ o

N DG, DG, DG, _%
GM G,N G,P 1
Aplicam reciproca teoremei lui Thales in triunghiurile DMN si DNP si rezulta ca:
GG, | MN; MN —(ABC) = G,G| (ABC)
G,G; | NP; NP c(ABC) = G,G;s| (ABC)
= (G1 G,G3)| (ABC)

2° Din a’b—c’b+a’c —b’c=b’ +¢’. Rezultd ca
a’(b +c)- be(b +¢) = (btc )(b*-bet+c?) : (bl+c)
si obtinem a®—bc=b”*—bc +c¢ It
a’ = b’ + ¢’ Din R.T.P..>A ABC dreptunghic in A.
Din G|G, | MN; MN | AC = G,G,| AC (4)
G\G; | MP; MP | AB = G,Gs| AB (5)
Din relatiile (4) si (5) si ACLAB rezultd ca GG, L GG;
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R2.7.3. Daca patru drepte paralele intersecteaza un plan o in varfurile
A,B,C,D ale unui paralelogram, atunci, ele determina pe orice plan care le
intersecteaza varfurile unui paralelogram. Dreptele a si AB determind un plan (a;AB),
dreptele d si CD determind planul (d; CD) si ald, AB||CD = planele (d;CD) si (a;
AB) sunt paralele, analog planele (a;AB) || (b;BC), atunci orice plan B care
intersecteaza dreptele va determina:

Df
BN (2;AB) = A'B’ c
B(d;CD) = C'D’ AB' | C'D (1) N B’
(a;AB) | (d;CD)

B(a;AD) = A'D’

B(b;BC) =B'C’ AD' | B'C(2) D c
(a;AD) || (b;BC) A B

Din relatiile (1) si (2) = A'B'C'D’ este paralelogram a d b c
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3. Perpendicularitate in spatiu

Tema va cuprinde principalele teoreme de perpendicularitate si anume:
teorema de perpendicularitate a unei drepte pe un plan, teorema celor trei perpen-
diculare, plane perpendiculare, unghiul unei drepte cu un plan, unghiul a doud plane,
proiectii, teoreme deosebit de utile In abordarea problemelor de perpendicularitate si
studiul corpurilor geometrice.

3.1. Dreapta perpendiculara pe un plan

Definitia 3.1.1. Doud drepte a si b din spatiu sunt perpendiculare daca
paralelele duse printr-un punct P la ele sunt perpendiculare.

Definitia 3.1.2. O dreaptd este perpendicularda pe un plan dacd este
perpendiculara pe orice dreapta a planului.

Notatie:d L oo sau oo L d

In rezolvarea de probleme nu este eficientd definitia fiind necesara teorema de
perpendicularitate care reduce conditia la perpendicularitatea dreptei pe doud drepte
concurente din acel plan.

Teorema 3.1.1. Daca o dreapta este perpendiculara pe doud drepte concurente
dintr-un plan, atunci dreapta este perpendiculara pe plan.

Teorema 3.1.2. Dintr-un punct M se poate duce pe un plan o, o unica
perpendiculara.

Teorema 3.1.3. Doua plane perpendiculare pe aceeasi dreaptd sunt paralele
intre ele.

Teorema 3.1.4. Exista un plan unic perpendicular intr-un punct pe o dreapta.

Teorema 3.1.5. Doui drepte perpepndiculare pe un plan sunt paralele.

Definitia 3.1.3. Fie un plan « si trei perpendiculare necoliniare A, B, C. Daca
D este un punct ce nu apartine planului a, atunci planele (DAB), (DBC), (DAC) vor
intersecta o dupa triunghiul ABC. Multimea punctelor interioare triunghiurilor DAB,
DBC, DAC, ABC reunita cu multimea punctelor segmentelor [AB], [BC], [CA]; [DA],
[DB], [DC], formeaza tetracdrul DABC sau ABCD.

D

\
\
\
\
\
\
\
1
\
\
)
s

7z

Elementele tetraedrului:
- varfurile: A, B, C, D
- fetele tetraedrului: ADAB, ADAC, ADBC, AABC
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- muchiile tetraedrului: [DA], [DB], [DC], [AB], [AC], [BC]

- baza tetraedrului: AABC, dar oricare fata poate fi baza

- Inaltimea este perpendiculara din varf pe baza.

Tetraedrul regulat este tetraedrul cu toate muchiile congruente.

Definitia 3.1.4. Fiind dat un poligon convex A;A;...A, continut intr-un plan o
si un punct V ce nu apartine lui o, interioarele triunghiurilor V A A,, V AA;, ...,
V A, _ 1A, reunite cu interiorul poligonului convex dat si cu multimea punctelor
segmentelor [A1A;], [A2As], ..., [AvA1]; [VA4], ..., [VA,]; formeazd o piramida de
bazd AjA,... A, sivarf V.

Definitia 3.1.5. Fie a si B doud plane paralele si un poligon A A,...A,, situat
in planul o si o dreaptd d ce intersecteaza o intr-un singur punct. Prin fiecare punct P
al poligonului A;A,...A, construim un segment PP’ paralel cu d si P’ € B. Multimea
punctelor P’ formeaza in planul § un poligon A’1A’;...A’, congruent cu A A;... A,

Multimea tuturor segmentelor PP’ reunitd cu multimea punctelor interioare
celor doui poligoane convexe congruente se numeste PRISMA.

Elementele prismei:

*  bazele prismei sunt poligoanele: AjA,...A, 51 A”A;.. A%,

*  fetele laterale sunt paralelogramele: AjA; A’,A; ... ApA A A,
*  muchiile laterale sunt segmentele: [A1A’]; [A2A%]; ... [AnA 4]
*

muchiile bazelor sunt segmentele: [A1Az]; [A2Asz]; ...; [AvAL]; [AT1A;];
[AA’]; .. [ATWA]

*  inaltimea prismei este distanta dintre baze.

Prisma dreaptd este prisma care are inaltimea egala cu lungimea muchiei
laterale.

Paralelipipedul este prisma care are toate fetele paralelograme.
Paralelipipedul dreptunghic este prisma cu toate fetele dreptunghiuri.

Cubul este paralelipipedul dreptunghic cu toate muchiile congruente.

Probleme rezolvate

R3.2.1. Dreptunghiurile ABCD si CDEF sunt situate n plane diferite.
Demonstrati ca:
1) CD L (ADE)

E F
/\
2) m(CD; AE) = 90°

3) AB L (BCF) D c

Solutie:
1) ABCD dreptunghi = CD L AD
CDEF dreptunghi = CD L DE
— CD L (ADE). A B
2) DinCD 1 (ADE)
AE c (ADE) CDLAE= m(£(CD;AE))=90"
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3)

R3.2.2. In varful A al dreptunghiului ABCD se ridica perpendiculara MA pe

CD L CF (CDEF dreptunghi)

CD 1 BC (ABCD dreptunghi) = CD1(BCF)

Din CD L (BCF)
AB | |CD = ABL(BCF)

planul dreptunghiului.

1) Daca N este mijlocul segmentului [MC], aratati ca MA | | (NBD)

2)
3)

4) Aratati ca punctul N este egal departat de varfurile dreptunghiului ABCD.

Demonstrati ca BC L (MAB)
Demonstrati ca NO L CD

Solutie:

1)

2)

3)

4)

R3.2.3. Dintr-un punct A exterior planului o se duc, perpendiculara AO si
oblicele AB si AC fatd de acest plan. Fie H, H; ortocentrele triunghiurilor ABC si
OBC, [AD] si [BE] inaltimi in triunghiul ABC, iar BE, inaltime in triunghiul OBC, D

ACNnBD={0} =

AO=0C

MN = NC= [NO] Lm in A
MAC

— NO || MA

NO c (BND)=MA | | (BND)

ABCD dreptunghi = BC L AB
MA 1 (ABCD)

BCc (ABCD) = MALBC
= BC 1L (MAB).

Din NO || MA si MA L (ABCD) = NO L (ABCD)
CD c (ABCD) = NOLCD

Din BC 1L (MAB) = BC L MB = AMBC este dreptunghic si BN este

mediana =

MC

M
Analog iIn AMDC avem DN = T 3)

Din relatia (1), (2), (3) = NA =NB =NC = ND.

e (BC), E € (AC), E, € (OC).
Demonstrati ca:

1)

BC L (AOD);
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2) BE; L (AOC);
3) AC L (BEE));
4) HH,; 1 (ABC);
OA . DH; ‘ BE 1
AD H;B EE,
Solutie:
1) BC LAD(p.) (1)

AO“‘} —~BCLOA (2)

5)

BC ea

Dinrel. (1) i (2) = BC L (AOD) B
2) BE; L OC((p.) (3) C

AO la

BE, ca =AOLBE, 4

Din rel. (3) si (4) = BE, L (AOC)
3) Din BE; L (AOC) = AC 1 BE;,

AC 1 BE (ip.) = AC L (BEE))

4) Avem BC 1 (AOD) si HH; < (AOD) = BC L HH; (5)
Din AC L (BEE)) si HH,c (BEE,) = AC L HH, (6)
Din rel. (5) si (6) = HH, L(ABC).

5) HH,;L(ABC) = AHH,D dreptunghic

AO 1 (OBC) .
OD — (OBC)} = AO L OD = AAOD dreptunghic
ADH,H {O =H (90") | = ADH,H~ADAO
ADAO D comun

OA AD OA HH,
= = = = @)

HH;, HD AD HD
Triunghiul BHH este dreptunghic pentru cd HH, 1 (ABC), BH < (ABC)

= HH, L BH.
Din BE,; 1 (AOC) si EE; c (AOC) = BE, L EE; = ABEE, dreptunghic.

Triunghiurile dreptunghice BH;H si BEE; au unghiul B comun, deci sunt
BE EE

=——  (9).
H,B HH,
Inmultim relatiile (7) si (8) membru cu membru si obtinem:
OA BE HH; EE,| DH, . . .

. = . . dupa inmultire obtinem:
AD H,B H;D HH,| EE,
OA BE DH; _q
AD EE, HB

asemenea, rezulta ca
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3.2.Teorema celor trei perpendiculare
Teorema 3.2.1.(Teorema celor trei perpendiculare)

a
o
o}

Fie o un plan,M un punct,M ¢ a. si a o dreaptd,ac a.

DacaMO L a, Oca si AO L a,A €a,atunci MA L a.

Teorema se utilizeazd la determinarea distantei de la un punct la o dreaptad si
determinarea perpendicularei dintr-un punct pe o dreapta.

Ipoteza teoremei contine trei propozitii:(2) MOL «; (1) OALa; (3) acuo.
Schimbind oricare dintre cele trei propozitii cu concluzia teoremei obtinem trei
reciproce.

Teorema 3.2.2. (Reciproca(l))
Daca

MO_La, Oeaq,
MAla, Aca
ac o
atunci OAla
Teorema 3.2.3. (Reciproca (2))
Daca
aca
OAla
Aea, Oca
MAla
MO_LOA
atunci MOL a
Reciproca a II-a este folosita pentru a determina distanta de la un punct la un plan.Ea
aratd existenta perpendicularei dintr-un punct pe un plan si cum se construieste aceasta
folosind perpendicularitatea dreptelor.

Teorema 3.2.4. (Reciproca (3))

Daca
MOL a, Oca
MAla, Aca
OAla
atunci aca

60



Definitia 3.2.1.

Reuniunea punctelor unei drepte d cu punctele a doud semiplane marginite de
dreapta d se numeste unghi diedru.

e d— muchia diedrului

e semiplanele sunt fetele diedrului

Dacd Oed si prin O construim un plan o, perpendicular pe d, atunci intersectia

unghiului diedru cu planul o se numeste unghi plan corespunzator diedrului.

Teorema 3.2.5. Doud unghiuri plane ale aceluiasi unghi diedru sunt congruente
Demonstratie

Fie ZxOy si Zx’0’y’ doud unghiuri plane corespunzatoare aceluiagi unghi
diedru.

Din d1(xOy)=d 1 Ox si d 1Oy

Dindl(x’0O’y’)= dLO’x’5idLO’y’

Ox si O’x’ coplanare ; Oy si O’y’ coplanare
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Dacd dLOx si dLO’x’=> Ox | |O’x* (1)

Daci dLOy si dLO’y’=0y | |0y’ (2)

Din (1) 5i (2) =£x0y=£x’0’y’ (au laturile paralele)

Definitia 3.2.2. Masura unui unghi diedru este mdsura oricdrui unghi plan

corespunzator unghiului diedru.

Cum determinam unghiul plan corespunzator diedrului ?

1) Se determina punctul O pe muchia diedrului in mod convenabil

2) Construim in O perpendicularele pe muchie in fiecare semiplan

3) Unghiul dintre cele doua perpendiculare este unghiul plan corespunzditor
diedrului.

Definitia 3.2.3. Daca doud plane sunt concurente atunci ele formeaza patru unghiuri

diedre. Cea mai mica dintre masurile celor patru unghiuri se numeste unghiul celor

doua plane

anp=d, a si B determina 4 unghiuri diedre. Prin O ducem planul y1d. Atunci
intersectia diedrelor cu planul y sunt unghiuri plane corespunzatoare fiecarui diedru.

Daca masura unui unghi este a , 0<a<90°, atunci celelalte au masura de  180°-a;
a :180%-a.

Probleme rezolvate

R3.5.1. Fie un triunghi ABC cu laturile AB=9 cm, AC=10 cm, BC=11 cm. Un punct S
care nu apartine planului (ABC) este asezat in spatiu astfel Incdit SA=SB=SC=12 cm.
Sa se afle:
1. Distanta de la S la planul (ABC)
2. Distanta de la S la dreapta BC
3. Unghiul format de planul (SBC) si (ABC)
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Solutie A S

A

1) SA=SB=SC (ip)
Ducem SOL(ABC), Oe(ABC)
= O este centrul cercului circumscris AABC=d(S;(ABC))=SO, pentru a
determina pe SO avem nevoie de raza cercului circumscris AABC
abc
R="2 iS=p(p-a)p-b)p—0)
_10+9+11

=15 ;p—a=6;p—b:5;p—c:4:>S=30\/§

R 21011332

43042 8
SOL(ABC)
OCc (ABC) SOLOC=SO0C dreptunghic. Din T.P.=

3782
8

2
—S0? =SC? -0C? =122 —(%} = S0 =

2) Pentru a determina distanta de la S la dreapta BC, ducem in planul (ABC),
OEL1BC. Avem:
SOL(ABC)

OELBC
OE c (ABC)

BC c (ABC)
(d(S ;BC)= distanta de la S 1a BC)

SOL(ABC) : 2 2 . OR2
= SOLOE = ASOEdr.DinT.P. = SE* = SO + OE
OE c (ABC)

DinT31 = SE1BC = d(S;BC) = SE

OE mediatoarea lui [BC]
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— AOECdr.DinTP.= OE> =0C2 —CE? =R2 — 121

4
SE= 7038 _(Rr2 _E _ 4860 +121-16 _ 6796
64 4 64 64
SE = V6796
8

3.)Din

OELBC

SEL1BC =

(SBC)n (ABC)=BC
m(Z((SBC);(ABC))) = m(< (OE;SE)) = m(£(SEO))

ASOE dr.in 0= sinEZE
SE

34782
8 34782

sinE= =

J6796 /6796

8

R3.5.2. Pe planul trapezului isoscel ABCD,cu AB| |CD, AB>CD, AB=24cm,
m(B)=60° si diagonala trapezului este bisectoarea unghiului ascutit, se ridica
perpendiculara AM,AM=6cm.
Sa se afle:

1) aria trapezului si diagonalele;

2) d(M;BC)sid (M;CD);

3) m(£((MCD) ;(ABO))) ;

4) d(A ;(MCD));

Solutie M

64



1) In trapezul ABCD (BD —bisectoarea /B=> /DBA = /DBC (1)

Din AB/| | CD si BD sec. =/BDC= /DBA (2)

Din (1) si (2) = ZBDC =/DBC => ABDC isoscel = BC=CD=DA

In AABD,m(ZA)=60° si m(£B)=30° =m(£D)=90° = ADLBD si AD=

% = AD=12=DC=BC.

Ducem DE L AB=> in A ADE avem DE =6+/3

A ABCD :w A Acp =108 /3 cm®
In AABD de in D avem sin 600=@ £=@ = 12\/§=AC.
AB 2 24
2)MA L (ABCD)
ACL1LBC
ACc (ABCD)

BCc(ABCD)  |Din T31= MCLBC=d(M ;BC)=MC

MA L (ABCD)=>MA L AC=> AMAC dr.in A = MC=MA>AC=
—6>+(12/3 =613

MA_L(ABCD)
AFLCD, FeCD

AFc (ABCD)
CDc (ABCD) | Din T3L =MF1CD=d(M ;CD)=MF

MA L (ABC)=MA L AF= AMAF dr. =MF=VMA? + AF? = 12
3) (MCB)N (ABC)=BC

ACLCB (£ (MCD) ;(ABC) («LMCA
= ; =
MCLCE m(<£ (MCD) i( ))=m\ )
In AMAC dr. in A avem th=L th=£
1243 6

Pentru a determina distanta de la punctul A la planul (MCD) aplicim reciproca
teoremei celor trei perpendiculare.

APLMF
PeMF|
Ducem Din RT3.L = APL(MCD)
PFLCD
AFL1CD

— d(A;(MCD)) = AP.
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CL.CH

1p
R3.5.3. Pe planul rombului ABCD de laturd a si diagonala AC:ax/g se ridica
perpendiculara DV=a. Fie M si N mijloacele segmentelor [VD] si [VB]. Sa se afle:
1) d(V;BC)
2) d(D;(VAQC))
3) m(Z((AMN);(ABC)))

AP iniltime in AMAF dr. in A = AP= : = AP =34/3.

Solutie:
C
E
A B
ABCD —romb
1 A/éB:aj/g — A0 =0C = #
ACNBD = {0}

TP.  OD=+AD? - AO?

In AAOD dr. = a = ABCD echilateral.
OD:5:>BD:2OD:a

Pentru a determina distanta de la M la BC ducem DE L BC si avem:
VDL1(ABCD)

DELBC,E e BC| T3-L
—, VELBC = d(V;BC)=VE
DE c (ABCD)

BC c (ABCD)

T.P. 5 5 a \/7
VD L(ABCD) = VD.1DE = AVDE dr. = VE=4VD” + DE* = VE = T
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2) Aplicam T.3. L . si avem:
VD_L(ABCD)
DOLAC T3.L
= VOLlAC
DO < (ABCD)

AC c (ABCD)
Aplicam reciproca T.3. L si obtinem:
DFLVO
RT3.1

Ducem EOLAC} = DFL(VAC)= d(D;(VAC))=DF
DOLAC

V5

. . . C1-Cy a
DF inaltime in AVDO = DF=— ; DF= 5

ip
VO=+4VD? + DO?

5
(T.P.in A dreptunghic VDO)

a

VO= 5
3) in AVDB, NO 1.m.=NO|| VD,dar VD L (ABCD)=>NO L (ABCD)
AOLBD(ip)
= A0 L (DMN)
AOLNO(NOL(ABCD))
Aplicam T.3. L si avem:
AOL(DMN)
ON_LMN
=(T.3. L) ANLMN
ON < (DMN)
MN_(DMN)
Determinam (dreapta)muchia diedrului.
MN| |BD
Ae(MNAfm(ABC) (MNA)N(ABC)=d
Aedsid | |BC| |MN

Determinam unghiul plan corespunzitor diedrului
Din ANLMN, MN | |d =ANLd
AOLBD,BD| |d= AOLd
m(Z( (AMN);(ABC)))=m(<NAO)
a

fn ANAO dr. in O = tgA = 23 = 73 = m(£A) =30°
a

2
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3.3. Plane perpendiculare

Definitia 3.3.1.Doud plane concurente sunt perpendiculare dacd determind un unghi
diedru drept.

Notim : oL
Teorema 3.3.1. Doud plane sunt perpendiculare dacd unul contine o dreaptd
perpendiculara pe celalalt.
DacidcfsidLla = pBla

Teorema 3.3.2. Daca doua plane sunt perpendiculare atunci orice dreapta continuta in
unul dintre ele si perpendiculard pe dreapta lor de intersectie este perpendiculard pe
celalalt plan.
Dacd ac a si ald,anp=d atuncia lf3.
Teorema este utild cind trebuie sd demonstram ca o dreapta este perpendiculara pe un
plan.

Demonstratie

Pl

d T b B

Fie alB,anB=d,aldand={A}
Ducem dreaptabbc 3 sibLd,bnd = {A}
anP=d
ald = m(ZLa;B) = m(La;b) =90°
bld

—alb,darald,bcfB,dcpf=alp

Teorema 3.3.3. Daca doud plane sunt perpendiculare si dintr-un punct oarecare al
unuia ducem o perpendiculard pe celalalt,atunci ea este continutd in iIntregime in
primul plan.

rd
P

A’ V
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Demonstratie
Aca
m=o NP
FieAA’ L3 ,presupunem ca AA’ ¢ o ,dar ol = (EI) in o o dreapta g perpendiculara
pe B = g este perpendiculara pe orice dreapta din 3.
Ducem prin A dreapta d paraleld cu g. Si ea va fi perpendiculara pe toate dreptele din
B.
dnm= {B}
in planul (AA’B) existd doud drepte AB si AA’ perpendiculare pe BA’,contradictie
pentru cd AB si AA’ sunt concurente, ramane situatia cind A € g ,dar atunci problema
este rezolvata.

Probleme rezolvate

R3.8.1. Fie a si B doua plane neparalele si perpendiculare pe planul Yy, atunci
dreapta lor de intersectie este perpendiculara pe 7y .
Solutie B

o PB=d
oaly,any=a
BLy.poy=b ]
o Nb={0} Y |
Presupunem ca d 1P

Dina L y = existiodreaptad’ca,d’LainO,cum oo L y =d’ L y
Din B L y= exista in B o dreaptd d”_Lb in punctul O, d’cp, dar BLy =
d”> L vy, contradictie, in O se pot duce doua drepte d’ si d” perpendiculare pe y =

presupunere este falsa = d’=d’’=d.
R3.8.2. Fie triunghiul echilateral ABC. Pe laturile AB si AC se iau punctele E si F
astfel incit AE =2BE si CF = 2AF. Dreptele BF si CE se intersecteaza in D.
Pe perpendiculara in A pe planul (ABC) se ia punctul M astfel incat

MA=AB=a.

1) Sa se arate ca (EFM) L (FAM)

2) Determinati masura unghiului dintre planele (CDM) si (DAM);

3) Determinati distanta de la pct. M la EF.
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Solutie

1)in A AEF, m( £ A)=60° si AE=2AF=2% : AF=%
Ducem EP L AF = A EAP dreptunghic
si m( 2 A)=60°=m( / E)=30°= AP=AE/2=% dar AF=% =P =F=EF L AC (1)

din MAL(ABC)
EF < (ABC)
Din relatiile (1) si (2)= EF L (MAC)
Dar (MAC)=(MAF)= EF | (MAF) si EF — (MEF)= (MEF) L (MAF)

2)Aratam ca planele sunt L
ABAF

}:>EF 1 MA (2)

(BE) = (AF)ip
ACBE { (BC)=(AB)ip = ABAF = A CBE = m(£/BCE)=m(ZABF
Z(B)= Z(A)(60°)
),dar m(ZLABF)+ m(£LFBC) = 60° = m(£LFBC) + m(£BCE) = 60°,atunci in
ABDC, m(£D)=180"~(m(ZFBC)+m(/BCE))=120"=m(LEDF)=120",
dar m(ZEAF)=60"= m(ZEDF)+m(ZEAF)=180°=AEDF patrulater inscriptibil si
m(ZLEFA)=90"=m(LADE)=90" (unghiuri formate de diagonale cu lat.op.)= ADLCE
A3).
Din MA_L(ABC), CEc (ABC)=CELMA (4)
Din relatiile (3) si (4) = CEL(MAD), dar CEc (MDC)=>(MDC)_L(MAD)
—=m(£(MDC);(MAD)))=90".
3) Aplicam T3 si obtinem:
MA_L(BAC)
AF_LEF
EF,AFc (ABC) |Din T31=MF_1EF=d(M;EF)=MF

70



MA_L(AEF)=>MALAE = AMAF dr. Din T.P.= MF= a\ém
R3.8.3. Fie triunghiul echilateral ABC si trapezul dreptunghic ABMN , avand
unghiurile drepte In A si B situate in plane perpendiculare astfel incat AB=8 cm,
AH=12 cm,
BM=6 cm. Sa se afle:

1) d(N:BC)

2) d(C;MN)

3) tg (£(ABC),(CMN))

4) d(By(CMH))

Solutie
Aratam ca NA este perpendiculara pe planul (ABC)

(ABC)L(ABMN)
1) (ABC)(ABMN) = AB! = NAL(ABC)
NALAB

Aplicam T.3. L . si obtinem:
NAL(ABC)

AE1BC,E e BC
AE c (ABC)
BC c (ABC)

Din T3.L = NELBC = d(N;BC) = NE

In ANAE dr.in A .Din T.P= NE = NA? + AE? =

=144+ 48 =8/3
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83

AE=h A echilateral= AE = T

2) Ducem din C perpendiculara CF pe AB. Cum planele (ABC) si (ABMN) sunt
perpendiculare si CF este perpendiculard pe dreapta lor de intersectie rezultd ca
CF L (ABMN)
Aplicam teorema celor trei perpendiculare si obtinem:
CFL(ABMN)
FD1MN
MN,FDc (ABMN) Din T31=CD L MN= d(C; MN) = CD.

MNN AB = {P}
In AANP,BM|| ANsi BM=% = BM lm. = AB=BP =38

Triunghiurile FDP si NAP sunt asemenea pentru ¢ci £ D= ZA 200 si £
FP FD

P este comun = — =

NP AN
in A dreptunghic ANP Din T.P.= NP = v NA? + AP? =/256 + 144 =20

FD _ o 121236

12 20 5

. . . . .. 12
Inlocuim in proportia de mai sus si obtinem :2—0 =

In A CFD dreptunghic in F Din T.P. = CD=+ CF? +FD? = (4\/5)2 + (%)2

D 8\/55

3) (ABC) N (CMN)=CP
Triunghiul CBP isoscel (CB=BP=8cm) si m( LCBP)=120°;(180°-m(LABC))

180% —120° .
— m(£BCP) = f::soo,aumm m( ZACP)=60°+30°=90° = AC_LCP.

Folosind T.3.L. punem in evidentd unghiul plan corespunzétor diedrului.

NAL(ABC)

ACLCP
Din T31 = NCLCP = m(Z(CMN);(ABC))) = m(£NCA)
CP c (ABC)
AC c (ABC)
in ANCA dr.inA=> tgC = E:E: 3
AC 8 2
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4) Pentru a determina d(B;(CMN)) vom folosi reciproca t.3. L.

MB_L(ABC) i
DinT3.L = MR.LCP
BR1CP,R € CP
BS1MR
Ducem SRLICP ; Din R.T.3L = BS1(CMN) = d(B;(CMN)) = BS
BRLCP
BS inaltime in A dreptunghic BRM = BS = Cl.' 2 ; BS = BM-BR = 64
1p MR 2413

12413

13
[BR] L.m. in AACP = BR = % =4cm

BS=

Triunghiul MBR dr. in B.Din T.P.= MR = /62 + 42 =436+ 16 = +/52 = 2413

3.4. Proiectii

Tema va cuprinde proiectia unui punct pe o dreaptd si a unui segment pe o
dreapta, lungimea proiectiei unui segment pe o dreaptd, proiectia unui punct pe un
plan,a unei drepte pe un plan,unghiul unei drepte cu un plan,lungimea proiectiei unui
segment pe un plan si aria proiectiei unei figuri pe un plan.

Proiectii pe o dreapta

Definitia 3.4.1.

Se numeste proiectie a unui punct pe o dreapta d,piciorul perpendicularei dusa
din P pe dreapta d.

Fie dreapta d si punctul P a.i. P& d :Ducem PP’Ld=P’ = Pr (P) (P’ este
proiectia lui P pe d).
Observatie : DaciPe d = Pry (P) =P

Teorema 3.4.1.

Lungimea proiectiei A’B’ a unui segment AB pe o dreaptd d este egald cu
lungimea segmentului inmultitd cu cosinusul unghiului dintre d si dreapta ce contine
segmentul
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A’B’=AB -cos(LAB; A'B')
Convenim sa consideram:1°) .cos 0°=1 ;2°).cos 90°=0

Proiectii pe un plan

Definitia 3.4.2. A

o A’

Proiectia ortogonala a unui punct A pe un plan a este piciorul perpendicularei
dusa din acel punct pe plan.
Fie planul a si punctul A,ai. A¢ .

Ducem AA’ Lo atunci A’ = Pr (A) ( A’ este proiectia lui A pe o).
Observatie: Dacd A€ o = Pr(A) =A

Definitia 3.4.3.

Se numeste proiectia unei figuri geometrice pe un plan figura geometrica
formata din proiectiile punctelor figurii pe acel plan.
Teorema 3.4.2.

Proiectia unei drepte pe un plan este o dreapta sau un punct.

B —

o A’ M’ B’

Demonstratie

Fie planul o si dreapta d a.i. d nu este perpendiculara pe o.

Fie A si B pe d si AA’La; BB’ La ; A’si B’ea atunci dreapta A’B’ este
proiectia lui d pe planul a..Pentru a justifica acest fapt demonstrdm ca proiectia oricarui
punct M ed este situat pe A’B’.

Daca M’ este proiectia lui M pe a, arditam ca M’ € A'B'.
| BB’(perpendiculare pe o0 ) = ele determina planul 3 si pt. ca AA’ Lo= Bla

AA’
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Medc = M e rezulta cd perpendiculara dusa din M pe planul este
continutd in [, deci M’ apartine dreptei de intersectie planelor asif. =M’ € A’B’

Daca d_La atunci proiectia este un punct.
Teorema 3.4.3. Proiectia unui segment pe un plan este un segment pe un
plan este un segment sau un punct.

Definitia 3.4.4. B
, \ P

7
_

A’ B’

Unghiul unei drepte cu un plan este numit unghiul format de acea dreaptd cu
proiectia ei pe plan.

Fie dreapta d si planul a, iar A si B

Doua puncte situate pe d AA’ 1L a; BD’ La

A’ B’e a = A’B’=pr, (AB) =>m( £ (AB; o ))=m( £ (AB; A’B’)) sau

M(Z (d;A’ B”))

Obs.1%.daca dL @ atunci m(Z (d;0))=90°.

2° dacid| |a atunci m(Z(d;a)) =0°

rezultd ci unghiul dintre o dreapti si un plan are masura cuprinsa intre 0° si
90°.

Teorema 3.4.4. Lungimea proiectiei plan este egala cu produsul dintre
lungimea segmentului si cosinusul unghiului dintre dreapta suport a segmentului si
planul respectiv.

Convenim sa consideram: 1°.c0s90°=0
2% cos0’=1

Teorema 3.4.5. A

el

A?

o C/
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Aria proiectiei A’B’C’ a unui triunghi ABC pe un plan o este egald cu aria
triunghiului ABC inmultitd cu cosinusul unghiului dintre planele(ABC) si a.

Fie uv=m Z((ABC); )
Fie AABC si. AA’lo, BB'la; CC'la; A',B',C'ea atunci

AA'B'C'= Pr, (AABC)
Appc = Aapc -cosu
Dacd u=0° atunci Axpc = Aspc => AABC = AA’B’C’.

Dacid u = 90" atunci A ABC se proiecteazi dupi un segment.
Teorema este utilizatd la determinarea unghiului dintre doua plane cand nu avem

determinatd muchia diedrului si unghiul plan corespunzator lui.

Probleme rezolvate
R3.11.1.  Un triunghi ABC cu AB =8 cm, BC =5 cm; AC = 7 cm are
latura BC inclusa in planul a. Sa se afle aria proiectiei triunghiului pe plan stiind
ca proiectia este un triunghi dreptunghic.
Solutie
A

Ducem AA’ L o =

A’ =pro.(A)
B si C e a => proiectiile lor sunt B si C, deci A A’BC este proiectia A ABC

pe planul a. Triunghiul A’BC dreptunghic.

AA'la

, _A'BLBC| T3l , PP,
1) Fie A’B L BC atunci = AB 1 BC imposibil 7° #8°+ 5
ca

A'Bca
Analog aratam ca A’C L B(’\atunci triunghiul A’BC este dreptunghic in A’.

T.P.
Din A AA’Bde = AA*=AB>A'B’=8-A’'B*’=8—x’(1)
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Notam: A’B=xs51 A’C=y

T.P.
Din A AA’ dr. = AA=AC’-A'C’=7—y*(2)

Din rel. (1) si 2) = 8 - x*=7*—y% iar din A A’BC dr. in A’ avem
conform T.P ¢i x* + y* = 257

X2+y2=25

2 2 _2 2 x?+y?=25 |+

—x"=7T"-y & > T,
-x"+y =-7
2y* " 18]:2
y'=9

R y=3

Inlocuind in prima ecuatie obtinem x= 4.

A'B-A'C 4-3
AA’BC: = :6cm.

2
R3.11.2. Fie ABC un triunghi dreptunghic si isoscel. Varful A se gaseste intr-un

plan a, iar catetele AB si AC formeaza cu planul a unghiuri congruente. Fie B’si C’
proiectiile varfurilor B si C pe planul a.

1) Sa se demonstreze ca (BC)=(B’C’)

2) Care este valoarea maxima pe care o poate avea unghiul u format de catetele
AB si AC cu planul a.

3) Sa se demonstreze cé unghiul C’AB’ nu poate fi ascutit.

4) Sa se afle unghiul diedru format pe planul triunghiului cu planul o cand m
(Z (AB ;0))=30°.

Solutie
1) A ABB’
(AB) = (AC)ip
AACC’ . = AABB’=AACC’
Z(CAC") = Z(BAB)ip

= (BB’) =(CC)

C'=Pr, (C)

B'=Pr, (B); = AC=Pr, (AC);

Aeca

(AB’)=Pr, (AB)=>m( £ (AC ;a))=m £ (CAC’) si
m( £ (AB ;a))=m £ (BAB’) = avem m £ (CAC’)=m £ (BAB’)=u
2) Fie AB = AC = a atunci BC = a~/2 . Din BB | | CC’ si (BB’) =(CC') =
BCC’B’ dreptunghi (BB’ L a)=>B’C’ =a~/2
AB’=acosu; AC’=acosu
in AAC’B’ avem AB’+AC’>B’C’

acos u +acos u >a+/2
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2acos u >a\/5

2 0
cosu >7 = u<45

AB’+AC’=BB’C’ numai in cazul cand A,B’, C’ sunt coliniare, atunci u=45".In
aceste conditii planul triunghiului este perpendicular pe planul a.
3) Fie AD’ inéltimea triunghiului isoscel AB’C’ (AB’=AC’ din (1))

2
(AD’ bisectoare D’C’=aT
R D'C 2 2 1
In AAC’D’ avem: sin C’AD’=—C = i:acosu = £

AC 2 2 cosu
2 1 2 . 2
Deoarece cos u<l = >1, deci £ > £ =sinC'AD'> £
cosu 2 cosu 2

— m(LC’AD’)>45° = m(LC’AB’)>2 - 45°=90°.
Numai cand BCca , B=B’, C=C’ si Z/B’AC’ este drept
4)BC| |B’C’, B’C’co=BC]| | a

atunci (ABC)no=d, Aedsid| |BC| |B°C’
D'A1B'C'=D'Ald

DALBC = DALd } m((£ZABC); ) = m(£DAD’)

AADD’' dr.in D' avemsin A =

bD =% — m(£DAD’) = 45°

AD
Daci n=30°=> BB’ = % - DD’

av?2
5

R3.11.3. Fie ABCD un patrat.Virful A se gaseste Intr-un plan o si laturile AB
si AD formeaza cu planul unghiuri congruente.Se noteazi cu B',C’,D’ proiectiile

Din AABD avem AD =

punctelor B,C,D pe planul a.
1) Ce relatie existd intre dreapta BD si planul o?
2) Ce fel de patrulater este AB'C'D'?
3) AB=a,/BAB’'=30° Saseafle AC'.
4) Sa se afle m((ZABCD); Za)
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Solutie:
D B
D’
o
d
A
B'=Pr, (B
a(B) —Aca
D' = Pr, (D)

AD' = Pr, (AD)
AB' = Pr, (AB) }
m(Z£AB; Za) = m(£BAB’)

m(ZAD; Za) = m(£DAD’) } = m(£BAB’) = m(£DAD’) =u

AABB' [(AB) = (AD)
AADD'{ /DAD' = /BAB' = AABB'= AADD' = DD’ = BB’ si DD’

| BB’

(sunt perpendiculare pe acelasi plan)

BDD'B'paralelog ram
= BB'la — BDD'B'dreptunghi =

—B’D’| |BD
B’D’ca. BD| | o=

2) AB||cD

AD| |BC
Dreptele paralele au proiectiile paralele = C’D’
paralelogram si AB’= AD' = AB'C'D’ este romb.

3) ABCD patrat , AB=a, = BD = av2 = B'D' =a+/2

|AB’ si AD’| |B’C’=AB’C’D’
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Din AABB' = AB' = #

Fie AC'"B'D’' = {0} Din  triunghiul ~ dreptunghic =~ AOB’ aplicand
2
3 3a’ B [aﬁ j B a’

T.P.=AO? = AB’> - B'0?

4 2 4

AO=% — AC'=a.

4) BD| |oc planele se intersecteazd dupd o dreaptd d care trece prin A si
dlBD| |B'D’.
AC'IB'D'= AC'Ld

ACLBD = ACLd } = m(< ((ABCD); o)) = m(< CAC")

AC a \/5

ACAC' dreptunghic = cosA=A—C = cosA= = - = m< (A)=45°.

a2

3.5. Tetraedre particulare

Tema va cuprinde proprietiti referitoare la 1ndltimi, mediane, bimediane,
mediatoare in tetraedru si proprietati speciale referitoare la tetraedrele ortocentrice,
echifaciale respectiv tridreptunghice i ea constituie un suport in pregatirea
concursurilor de matematica.

in geometria in spatiu tetraedrul are rolul triunghiului din geometria plana.
Multe din proprietatile tetraedrului pot fi deduse prin analogie cu proprietatile
triunghiului.

in studiul corpurilor geometrice, introducerea notiunii de volum se poate face
folosind definirea volumului cubului sau a tetraedrului. Deducerea volumului
paralelipipedului dreptunghic se face usor dacd dimensiunile Iui sunt numere naturale,
dar problema se complicd atunci cind dimensiunile paralelipipedului sunt numere
rationale sau irationale. Prin folosirea volumului tetraedrului se evitd demonstratiile
care implicd numarul irational si pe baza lui se pot deduce volumele celorlalte corpuri
geometrice.

Definitia 3.5.1

Fie A, B, C trei puncte necoliniare situate in planul o si D un punct exterior
planului «a, atunci planele (DAB), (DAC), (DBC) vor intersecta planul o dupa
triunghiul ABC.Multimea punctelor interioare triunghiurilor DAB, DBC, DAC, ABC
reunitd cu multimea punctelor segmentelor [AB], [BC], [CA], [DA], [DB], [DC],
formeaza tetraedrul DABC.

Elementele tetredrului:

- Varfurile sunt punctele A,B,C,D

- Fetele sunt triunghiurile ABC, DAB, DAC, DBC
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- Muchiile sunt segmentele [AB], [AC], [BC], [DA], [DB], [DC]
- Baza tetraedrului este oricare dintre fetele sale

Definitia 3.5.2.

Se numeste Tndltime a unui triunghi (tetraedru)

a) dreapta ce trece printr-un varf al triunghiului (tetraedrului) si este
perpendiculara pe latura (fata) opusa.

b) segmentul determinat pe dreapta de la punctul a) de catre varful considerat
si de punctul de intersectie a dreptei suport a laturii (planului fetei) opuse,
numit piciorul inaltimii

Observatii:

Din propozitii ca: “indltimile sunt concurente” ne referim la drepte, iar

expresia “lungimea inaltimii” ne obliga sa consideram indltimea un segment.

2) In general indltimile unui tetraedru nu sunt concurente.

Teorema 3.5.1.

Lungimile inaltimilor unui triunghi sunt invers proportionale cu cele ale

laturilor.

Definitia 3.5.3.

a-h, = b-hy, = c-he , unde BC=a, AC=b,
2 2 2

AB=c, h, - iniltimea corespunzitoare varfului A, analog hy ,h, .

Aria AABC o notam A pc =

Teorema 3.5.2.

inﬁlgimile unui tetraedru sunt invers proportionale cu ariile fetelor
corespunzatoare.

Demonstratie

Fie tetraedrul ABCD

D

A

Ducem AA’ L(BCD), A’e(BCD) si A’ELBC
DD’ L(ABC), D’e(ABC) si D’F1BC
Folosind T31= AE1BC si DF1BC
Avem DF| |A’E si AE| |D’F = ADD’F si AAA’E sunt asemenea avand
m(ZA’)=m(£D*)=90° si ZE=/F (au laturile paralele) =
32_2 1 , AE-BC DF-BC

= =DD"AE = AA'DF | —BC = DD = AA"
AA' AE 2 2 2

= DD'.AABC = AA"ABCD
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Definitia 3.5.4. Prin volumul tetraedrului ABCD inlelegen numérul V spcp,
definit prin relatia :

AABC . DD' _ ABCD . AA' _ AABD . CC' _ AACD BBV
3 3 3 37
A’,B’,C’, D’ sunt picioparele inaltimilor corespunzétoare varfurilor A,B,C respectivD
Teorema 3.5.3.
Aria unui triunghi ABC este data de formula
absinC _ besinA  acsinB
2 2 2
Teorema 3.5.4.
Volumul unui tetraedru ABCD poate fi calculat cu formula:

2- A pc - Apep - Sin(Z((ABC);(BCD)))

unde

VaBcp =

Aapc =

VABCD 3
Demonstratie
Ducem AA’ L(BCD)
A’e(BCD) ; A’E1BC. Din T3 1= AE1BC=

m(Z((ABC):(DBC)))=m(LAEA’)
In AAA’E dreptunghic in A” sinE = % = AA'= AE -sinE | BC
= AA'"BC =AE-BC-sinE = AA"'BC = 2AABC -sin E| ABCD

= AA'BC- ABCD = 2AABC . ABCD -sinE (1)
Dar AA"“Agcp =3 Vapcp, inlocuind in relatia (1) aceasta devine:

2. AABC . ABCD SinE

BC-3-Vapcp = 2-Aapc - Apcp SINE = Vppep = 3BC

Teorema 3.5.5.
Cele trei mediatoare ale unui triunghi sunt concurente intr-un punct O care
este egal departat de varfurile triunghiului
Observatie
1) Punctul de intersectie al mediatoarelor triunghiului se numeste centrul
cercului circumscris triunghiului.
2) Perpendiculara pe planul triunghiului in centrul cercului circumscris se
numeste mediatoarea triunghiului.
Definitia 3.5.4.
Fie A si B doud puncte distincte. Planul mediator al segmentului [AB] este
planul perpendicular pe dreapta AB care trece prin mijlocul segmentului [AB]
Teorema 3.5.6.
Cele sase plane mediatoare ale muchiilor unui tetraedru sunt concurente
intr-un punct care este egal departat de varfurile tetraedrului.

82



Demonstratie

Fie apc, planul mediator al segmentului [BC] si apc, planul mediator al
segmentului [AC], ele sunt concurente pentru ca dreptele BC si AC sunt concurente.
Intersectiile lui agesi apc cu planul (ABC) sunt mediatoarea lui [BC] respectiv

mediatoarea lui [AC].Pentru ca planele sunt perpendiculare pe planul (ABC), dreapta
de intersectie al lor este perpendiculara pe planul (ABC) si trece prin centrul cercului
circumscris triunghiului.

Definitia 3.5.5. Se numeste mediana a unui triunghi segmentul de dreapta
determinat de un varf al triunghiului si mijlocul laturii opuse.

Teorema 3.5.7.

Medianele unui triunghi sunt concurente intr-un punct G situat pe fiecare

1 2
mediana la 5 de baza din lungimea medianei si g fata de varf.

Observatie Punctul de intersectie al medianelor unui triunghi se numeste centrul
de greutate al triunghiului

Definitia 3.5.5.

Se numeste mediand a unui tetraedru segmentul determinat de un varf al
tetraedrului si centrul de greutate al fetei opuse

Definitia 3.5.6.

Se numeste plan median, planul determinat de o muchie a tetraedrului si mijlocul
muchiei opuse.

Teorema 3.5.8.
Medianele unui tetraedru ABCD sunt concurente intr-un punct G situat pe fieca-

1 3
re mediana la Z de baza din lungimea medianei si la Z de varf din lungimea ei.

Demonstratie
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Fie tetraedrul ABCD , E mijlocul lui [BC], Gp- centrul de greutate al AABC si
Ga- centrul de greutate al ABCD. A,G,, E,Gp ,D sunt coplanare. AGanDGp={G}.

EG, EG
—A D Din RT. Thales = G\Gpl|AD. Din TFA =
G,D GpA

AAGD~AGAGGp

GAG GG GG 1
- —A4-D _ A _ D __ Analog se arata ca si celelalte doua mediane
AD GA GD 3

impart pe AGp in acelasi raport, deci ele sunt concurente. G — centrul de greutate al
tetraedrului

Definitia 3.5.7.
Se numeste bimediand a unui tetraedru segmentul de dreaptd determinat de
mijloacele a doud muchii opuse ale tetraedrului.

Teorema 3.5.9.
Bimedianele unui tetraedru sunt concurente in centrul de greutate, centrul
de greutate fiind mijlocul fiecarei bimediane.

Demonstratie
Fie tetraedrul ABCD si M,N,P,Q,R,S mijloacele muchiilor [AB], [BC], [BD],
[CD], [AD] respectiv [AC].

A
[MN] Lm. in AABC= MN| |AC si MN = TC

[RQ] L.m. in AACD= RQ| | ACsi RQ = %

= MNQR paralelogram = [MQ] si [RN] sunt concurente si se injumatatesc.
Analog se arata ca [PR] trece prin mijlocul lui [MQ], deci sunt concurente.
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TETRAEDRUL ORTOCENTRIC

In general inaltimile unui tetraedru nu sunt doua cate doua secante, deci
nici concurente.
Definitia 3.5.8.
Un tetraedru in care cele 4 indltimi sunt 4 drepte concurente se numeste
ortocentric sau ortogonal. Punctul lor de intersectie se noteazd cu H si se numeste
ortocentrul tetraedrului.

Teorema 3.5.10.

in{llﬁmile din A si D ale tetraedrului ABCD sunt secante daca si numai
daca muchiile AD si BC sunt perpendiculare (L’Huilier 1782)

Demonstratie
0 A'— pp (A) CD'=pr O)
Fie A'=pr (BCD) S D'=pr (ABC)
Conditii echivalente: AA’nDD’# ® <> AD1BC

D

= | Daca AA’ si DD’ sunt secante.
AA’I(BCD) = AA’LBC
DD’1(ABC) = DD’ LBC. Din cele doua relatii rezulta BCL(ADD’)=BCLAD

< | Fie E piciorul perpendicularei din A pe BC.Notam planul (AED)=B. Din
BCLAD si BCLAE = BCLB. Cum AA’1BC si DD’ 1BC = AA’ si DD’ sunt incluse
in planul 3 pentru ca perpendicularele duse din A si D pe BC se afld in planul B, deci
sunt secante pentru ca sunt inaltimi in AAED

Consecinta 1°

Daca naltimile AA’ si DD’ sunt secante atunci si celelalte doud inaltimi BB’ si
CC’ sunt secante.
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Demonstratie
Din AA’nDD’#J0= AD1BC= BB’nCC’#J

Consecinta 2°

Daca AA’nBB’ ={H}, atunci perpendiculara comuna a muchiilor [AD] si [BC]
contine punctul H

Demonstratie

Planul determinat de dreptele AA’ si DD’ intersecteaza pe BC in E, EH este cea
de-a treia inaltime a AAED, deci EHLAD, dar BCL(AED)= BCLEH pentru ca
EHc(AED).

Din BCLEH si ADLEH=> consecinta 2°

Consecinta 3°

Daca inéltimile AA’ si DD’ se taie in H, iar indltimile BB’ si CC’ se taie in H’ si
H=H’, atunci HH’ este perpendiculara comuna a muciilor opuse AD si BC

Conform consecintei 2° , punctul H apartine perpendicularei comune dar si H’
apartiene perpendicularei comune, atunci HH’ LAD si HH’ LBC

Consecinta 4°

Tetraedrul ABCD este ortocentric daca si numai daca au loc conditiile: AD1BC,
ABLCD, ACLBD. Cele trei conditii de perpendicularitate a muchiilor opuse, exprima
faptul cé inéltimile tetraedrului sunt doua cate doud secante.

Teorema 3.5.11.

inﬁlgimile din A si D Ale tetraedrului ABCD sunt secante daca si numai

daci are loc relatia: AB? +CD? = AC? + BD?
Demonstratie

Fie E=pryc(A) si F = prge(D). Avem: AB> — AC? = BE? —EC? =
=(BE + EC)(BE — EC) = BC(BE — EC)
BD? — CD? = BF? — FC? = (BF + FC)(BF — FC) = BC(BF — FC)

Tnél‘;imile AA’ si DD’ ale tetraedrului sunt secante daca si numai daca E=F.
Conform egalitatilor de mai sus, dacd E=F atunci avem:

AB? — AC? = BD? - CD? = AB? + CD? = AC? + BD?.

Din relatiile de mai sus = BC(BE — EC)=BC(BF — FC), deci BE — EC =BF+EF
— EF — FC =BF+EF — (EF+FC), adica 2EF=0= EF=0—= E=F.

Consecinta 1° (Feuerbach , 1827)

Tetraedrul ABCD este ortocentric daca si numai daca

AB? + CD? = BD? + AC? = AD? + BC?

Tetraedrul ABCD este ortocentric dacd si numai dacd doud dintre inaltimile
AA’, BB’ , CC’, DD’ sunt secante. Conform teoremei 3.13.11. doud inaltimi sunt
secante dacd si numai dacd are loc egalitatea de sume de patrate de muchii opuse.

Consecinta 2°

Daca au loc doua dintre conditiile ABLCD, AD1BC, AC1BD atunci are loc si a
treia
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Consecinta 3°
Tetraedrul ABCD este ortocentric dacd si numai daca cele trei bimediane sunt
egale.

TEOREMA 3.5.12. (Vecten , 1817)
Tetraedrul ABCD este ortocentric dacd si numai daca proiectia ortogonala

A’ alui A pe planul (BCD) coincide cu ortocentrul A BCD.
Demonstratie

A

Dacé ABCD nu este dreptunghic atunci ortocentru sdu H, nu coincide cu nici un
varf.

o ABLCD}
Conditii echivalente: A'=H,
1BD

Din ABLCD si AA’1CD=CDL(AA’B)= CD1lBA’, BA’nCD={E}=A’
EBHA

Din AC1BD=A’eCH,

Se observa ca tetraedrul ABCD este ortocentric &
AC1BD,AB1DC<«> A’eBH, si A’eCH) < A’=H,

Observatii

i) Daca A BCD este dreptunghic in D = H,=D, propozitia ramdne adevarata.
ii) Daca A BCD este dreptunghic in B sau C este necesard o noud reformulare a
notatiilor.

iii) Mijloacele celor sase muchii ale unui tetraedru ortocentric se afld pe o sfera
de centru G si raza egala cu lungimea unei jumdtati de bimediand, conform
consecintei 3’
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TETRAEDRUL ECHIFACIAL

Numeroase proprietiti ale triunghiului echilateral extinse 1n spatiu, se
indeplinesc in tetraedre echifaciale. De aceea studiul acestor tetraedre este util pentru
studiul interferentei dintre geometria euclidiand pland §i geometria spatiului
tridimensional.

Definitia 3.5.9.

Se numeste “tetraedru echifacial” un tetraedru ale cérui fete sunt echivalente.

Numeroase proprietiti ale triunghiului echilateral, extinse in spatiu, se
indeplinesc in tetradre echifaciale. De aceea studiul acestor tetraedre este util pentru
studiul interferentei dintre geometria euclidiand pland §i geometria spatiului
tridimensional.

Teorema 3.5.13.

Un tetraedru ABCD este echifacial daca si numai dacéd cele patru inaltimi
sunt egale.

Demonstratie

Conditii echivalente:

Aagc =Aacp =Apep =Appp &hp =hg =he =hp, unde h, este
indltimea corespunzatoare varfului A.

—»

13

v = DA Ascp V= hg ";:‘ACD DA ";‘BCD _hg ";‘ACD

:hA:hB

. hy-A hg-A
Din hA = hB S1 A/ = A “BCD 3BCD ,V =B ““ACD 3ACD :ABCD = AACD
Lema 3.5.1.
Intr-un tetraedru echifacial ABCD fiecare bimediand este perpendiculara
comuni a muchiilor ce le injumatateste.

Demonstratie

Fie M mijlocul lui [AB] si E,F,N proiectiile ortogonale ale punctelor A, B, M pe
muchia opusa CD. Daca AM=MB=> EN=NF. Se observa ca :

AE-CD=2-A,cp =2 -Apcp = BF-CD = AE=BF.

Din triunghiurile dreptunghice AEN si BFN = AN=NB. Deci in triunghiul
isoscel NAB , mediana [MN] este si indltime, deci MN este perpendiculara comuna a
muchiilor AB si CD. Daca prin absurd, N nu ar coincide cu mijlocul M’ al muchiei
[CD], s-ar relua constructia si demonstratia, schimband rolul muchiilor [AB] si [CD] si
am gasi o altd perpendiculara comuna M’N’ a muchiilor [AB] si [CD], ceea ce este
absurd.
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Teorema 3.5.14.

Conditia necesara si suficienta ca tetraedrul ABCD sa fie echifacial este ca
orice pereche de muchii opuse sa fie egale.
“yn

Pe aceeasi figurd folosita Tn demonstratia lemei se observda cd NE=NF si
ND=NC, deci ED=FC. AADE=ABCF = [AD]=[BC] si se constata ca [CEJ=[FD],
AAEC=ABFD= [AC]=[BD].
e

Daca muchiile opuse sunt egale, oricare ar fi doua fete ale tetraedrului se gaseste
o corespondenta a varfurilor astfel incét triunghiurile sa fie congruente conform cazului

(L.L.L.), deci ariile triunghiurilor vor fi egale

Teorema 3.5.15.

Daca in tetraedrul ABCD orice bimediana este perpendiculara comuna a
muchiilor ce le uneste atunci tetraedrul este echifacial.

Demonstratie

Fie E si F mijloacele muchiilor [AB] si [CD]. Avem EFLAB < AF=BF&<
4AF=4BF, obtinem :

2(AC? - AD?)-CD? = 2(BC? -BD?)-CD? deci AC? —BD? = BC? - AD*(1)

Analog din EF LCD obtinem :BD? - AC? = BC? - AD? )
Din relatiile (1) si (2) =AC=BD

TETRAEDRUL TRIDREPTUNGHIC

Definitia 3.5.10.

Tetraedrul ABCD este tridreptunghic in D daca oricare doud dintre dreptele DA,
DB, DC sunt perpendiculare.

Se observa usor ca un tetraedru tridreptunghic este si ortocentric, deci are si
proprietatile tetraedrului ortocentric. Aceste tetraedre au insa si proprietdti suplimentare
ce generalizeaza intr-un mod remarcabil relatiile metrice din triunghiul dreptunghic.

Teorema 3.5.16

Tetraedrul ABCD este tridreptunghic daca si numai daca au loc egalitatile:

2-DA? =b?+c? —a2;2-DB2 =a? —p? +c2;2-DC2 =a?+b?-c?
Demonstratie

(13 2

=
Daca ABCD este tridreptunghic aplicam T.P in ADBC, ADAC, ADAB si
obtinem:

a’ = DB? + DC? ;b? = DA% + DC?;¢? = DA? + DB?
Adunam egalitatile si obtinem :
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a’+b? +¢?
2
Folosind relatiile de mai sus obtinem egalitdtile din enunt

DA? +DB? +DC? =

2 42,2 2.
Din 2-DA7=b"+c"-a% prin adunarea lor obtinem
2-DB? =a% —b? +¢?

DA? + DB? = ¢* . Din R.T.P.=ADAB dr. in D
Analog se arata ca si celelalte e triunghiuri sunt dreptunghice

Probleme rezolvate

R3.13.1. Demonstrati ca intr-un tetraedru echifacial cele patru mediane au lungimi
egale

Demonstratie

Fie tetraedrul ABCD, [AE] si [DE] mediane , E€[BC] iar Gp si Ga, centrele de
greutate ale fetelor ABC si BCD. Notam DGp=mp mediana corespunzatoare varfului
D.

Aplicam Teorema lui Stewart si obtinem:

m3 - AE = DE? - AGp, + AD? -GpE — AE- AGp, - GpE

m3 - AE = DE? -2ATE+AD2 -%—AE%AE%AE

AD? 2
~ZAE?
3 9
Folosind teorema medianei pentru [DE] si [AE] obtimen:

o 3(DC? + BD? + AD?)— (BC? + AC? + AB?)
2=
9

2
m} = EDEZ +

Analog obtinem:
3(AD? + AC? + AB?) — (BC? + BD? + CD?)
9

2
mA =
mp = mi
3DC? +3BD? +3AD? - BC? - AC? — AB? = 3AD? +3AC? + 3AB? - BC? - BD? - CD?

4DC? +4BD” = 4AC” +4AB|: 4
DC? +BD? = AC? + AB? (relatie adevarata deoarece muchiile opuse sunt

congruente)
Analog se arata ca celelalte doua mediane sunt congruente cu ele.
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R3.13.2.Daca ABCD este un tetraedru tridreptunghic in D si Hp, piciorul indltimii din
D pe fata ABC, atunci Hp, este ortocentrul triunghiului ABC.

Demonstratie

Din [DHp] L(ABC) = DHpLBC (1)

AD1DC si ADLDB=AD1(BDC) = AD1BC (2)

Din relatiile (1) si (2) =BCL(ADHp) =BC_LAHp= AHp indltime in triunghiul
ABC

Analog BHp, inaltime=>Hp, ortocentrul AABC
R3.13.3.

Daca ABCD este un tetraedru tridreptunghic in D si Hp piciorul indltimii din D

pe fata ABC, Afpc = Aapc - Aprppe
D
Demonstratie
K
A
C

AD1BD, BDLCD, CDLAD si BCL(ADE)

. - BC?
in AADE din T.C = DE? = HpE-AE. Inmultim egalitatea cu % si
obtinem:
DE-BC, AE-BC HpE-BC . g
( ) = . = relatia ceruta

2 2
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4. Distante si unghiuri in spatiu

Tema cuprinde metode de determinare a distantei si calculul distantei intre doua
elemente din geometria in spatiu. Vom prezenta modalitati prin care se pune in eviden-
td segmentul ce reprezinta distanta, dar si modul cum se calculeaza distanta respectiva.
Distanta reprezentand drumul cel mai scurt, este utila in problemele de optimizare.

4.1. Distanta de la un punct la o dreapta

Metode de determinare si calcul a distantei

1. Determinarea distantei folosind teorema celor trei perpendiculare
Fie planul o si punctul M exterior planului, iar dreapta a inclusa in planul a.

M

0 N

(0 a

Pentru a determina distanta de la punctul M la dreapta a procedam astfel:
- ducem MOla ,oca
OAla, Aeca

aca
T3L

— MAla

—> d(M; a)=MA, ea se calculeaza prin teorema lui Pitagora din A MOA cu
m(£ZMOA)=90"
2. Determinarea distantei folosind iniltimea triunghiului
Se considera planul a $i M un punct exterior lui, iar punctele Bea, Cea.
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N

in A MBC ducem ME1BC, EeBC= d(M ; BC)=ME.
Pentru a determina ME, calculam lungimile laturilor triunghiului MBC si
apoi Tndltimea ME , prin teorema lui Pitagora sau folosind aria AMBC.

a

Probleme rezolvate

R4.2.1. Pe planul rombului ABCD de latura a si diagonala AC= a\/§ , se ridicd
perpendiculara VD, VD=a. Fie M si N mijloacele segmentelor [VD] respectiv [VB]. Sa
se afle:

a) d(V;AC);

b) d(V;BC);

¢) d(N;CD);

d) d(A;VB);

e) d(A;MN);

f) m(Z((AMN);(BCD)));

g) m(£(VB;AC))

Solutie
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a) Metodal
ACNBD={0}
2
AAOD dr = DO = ,|a’ —3i _2
4 2
= BD=2D0O=a = A BCD echilateral
VD.L(ABCD)
DOLAC
DOc (ABCD)
ACc (ABCD)

T3L1

— VOLAC= d(V;AC)=VO Tp

2
f a
VDL1(ABCD) = VD.1DO=AVDO dreptunghic = VO = a’+ i =—

Metoda2
VD.1(ABCD)=VD.1AD=AVAD dr T.P.

si VDIDC=AVDCdr = VA=VC=a+y2 =
=AVAC isoscel
[VO] mediana
= VO1AC = d(V;AC)=VO

2
— AVOA dr = VO = /232 _3a” zﬁ
T.P. 4 2

b) In unele probleme rezolvitorul trebuie si construiascd o parte din desen
pentru a putea aplica teorema celor trei perpendiculare astfel:
Ducem DE1BC, E€BC
VDL1(ABCD)
DE1BC
DEc (ABCD)
BCc (ABCD)

T.3L
= VELBC=d(V;BC)=VE
3
ADBC echilateral, [DE]-inaltime = DE=aT
3a? 7
VD.L(ABCD)=VD1DE=AVDE dr = VE = ,/a> +% _ a\2/_
T.P.
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¢) [NO] - linie mijlocie in AVDB = NO| | VD

VD1(ABCD)

— ONL(ABCD)
ON_L(ABCD)
OFLDC

DCc (ABCD)
OFc (ABCD)

T3L
= NF.LCD=> d(N;CD)=NF

ACODdr— OF=h=2_2 _

NOL(ABCD) = NOLOF=A NOE dr = NF = ,|—+

d) AOLBD

a a\/§
.= a\/g

a 4

T.P.

AOLVD ( VDL(ABCD))
— AOL(VBD)
AOL(VBD)

OPLVB

OPc (VBD)

VBc (VBD)

T.31

—> APLVB= d(A;VB)=AP

ABOP | ZP=/D (90°)

ABVD| /B comun = ABOP~ABVD
a

OP OB OP - a a2
s - 2 .0p=— =2
VD VB  a a2 W2 4

AOL(VBD)= AOLOP=A AOP dr.DinT.P. =
2 2
L AP- 3a +2a =a\/14
V 4 16 4

AOL(VBD)
ONLMN
ONc (VBD)
MNc (VBD)
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T3L
— ANLMN=d (A;MN)=AN
[MN] linie mijlocie in AVBD = MN | | BD
NOLBD=NOLMN

3a’ a

AAON dr = AN =,—+

— =24
4 4

f) Ae (AMN)~(BCD)
MN| |BD = (AMN)N(BCD)=d, Aed, d| [MN| | BD

Determinam unghiul plan corespunzator diedrului

ANLIMN, MN| |d = AN.Ld
AOLBD,BD/| |d= AOLd  |= m(Z((AMN);(BCD)))=m(£NAO)

NO 2

ANAO dr.in O = tg (LAy=——7=——
AO 2

g) Din ACL(VBD)= ACLVB=m(Z(VB;AC))=90"

4.2. Distanta de la un punct la un plan

Metode de determinare si calcul a distantei
1. Determinarea distantei folosind reciproca teoremei celor trei perpendiculare

Fie un plan a $i M un punct exterior planului

M

a
ao%

Pentru a determina distanta de la punctul M la planul a procedam astfel:
Consideram dreapta aca.
Ducem OAla, Aca
MO_LOA
RT3L  MAlLa
= MOLla = dM;a)=MO
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2. Determinarea distantei folosind plane perpendiculare

M

Yysnvw;

Punem in evidentd pe desen doud plane perpendiculare astfel ca unul sa contina

punctul iar celalalt este planul la care determindm distanta.

Fie planul o si M un punct exterior lui.

Pentru a determina distanta de la M la planul o, punem in evidenta planul
(MAB) astfel incat (MAB)_La, atunci:

Din (MAB)La

(MAB)No=AB
ducem MELAB

= MElo= d(M;a)=ME
3. Determinarea distantei folosind perpendiculara pe plan
Fie planul a si M un punct exterior lui.

M

|
|
« O T
Daca MO_a, aca si MO_Lb, bco=MO_La = dM;o)=MO

4. Determinarea distantei folosind indltimea unei piarmide
Fie tetredrul MABC

M

98



Daca determindam volumul tetraedrului si
MO_L(ABC)=d(M;(ABC))=MO si
3-V
MO = > _YVABC
AABC
Probleme rezolvate

R4.5.1. Se considerd cubul ABCDA’B’C’D’, cu muchia de lungime a.
Sa se determine:

1) d(A;(A’BD)); A’ D’

2) d(C’; (A’BD)). B’
Solutie

1)
Metodal
ACNBD={0O}
AA’BD isoscel
[A’O]-mediana A B
= A’O1BD
Ducem AE1A’O,E€A’O
EOLBD
AOL1BD

w)
@)

R.T.3.L
= AEL(A’BD)=d(A;(A’BD))=AE
AA"A
AA’AO drin A’, AE=h=—O
A'O
Metoda 2
BD.LAO
BD1AA’ |=BD1(A’AO)

BDc(A’BD) ‘ = (A’BD)L(AA’O)

Dar (A’AO)~(A’BD)=A’0, AELA’O=AE.L(A’BD)=>d(A;(A’BD))=AE

Metoda 3

Ducem AELA’O (1)

BDLAO

BDLAA’ |= BDL(AA’0)=BDLA’O (2)

Din relatiile (1)si (2) = AEL(A’BD)=d(A;(A’BD))=AE

2) CA’BD tetraedru regulat pentru ca CA’=CB=CD=A’B=A’D=BD=

= a\/z , atunci d(C;(A’BD))=hc , unde hc este inaltimea tetraedrului

corespunzatoare fetei (A’BD)
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4.3. Distanta dintre doua drepte

Fiind date doud drepte oarecare a si b in spatiu si doud puncte Mea si Neb astfel
incat Mn.la si MN_Lb, spunem ca dreapta MN este perpendiculara comuna a dreptelor
a si b, iar lungimea segmentului [MN]este distanta de la dreapta a la dreapta b.

Teorema 4.3.1.

Daca a si b sunt drepte necoplanare, atunci existd o dreapta MN
perpendiculara comuna a dreptelor a si b.

Demonstratie

Pe dreapta a consideram un punct P oarecare. Din P ducem o dreapta b’ paralela
cu b. Dreptele a §i b’ determina un plan a care este paralel cu b. Prin dreapta a ducem
un plan 3 care sa fie perpendicular pe a.Panul  intersecteaza dreapta b in punctul N.
Din punctul N ducem in B o dreaptda MN perpendiculara pe a. Dreapta MN_La (din
constructie) si pe b deoarece b | o , BLa deci BLlb, iar MNcP deci bLMN, in
concluzie MN_La si MN_Lb, exista perpendiculara comuna.

Teorema 4.3.2.
Perpendiculara comuna a doud drepte necoplanare este unica.

Demonstratie F

M

Presupunem prin absurd cé existd doud perpendiculare comune MN si EF, deci MN_La,
MN.b, EFla, EFlb. Prin punctul F al dreptei a ducem FT | |MN, dreptele EF si FT
determind un plan y. Avem MF_LMN, deci MFLFT. De asemeneca MF_LFE, deci MF_L y
(D).
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Analog NELNM, deci NELFT si NELFE = NELly (2)

Din relatiile (1) si (2) = MF| |NE = a| |b ceea ce contrazice conditia din
ipoteza prin care am precizat ca a si b sunt necoplanare.

Deci presupunerea facuta ne-a condus la o contradictie = perpendiculara
comuna este unica.

Modul in care am demonstrat existenta perpendicularei comune nu oferd un
procedeu practic util in rezolvarea problemelor de determinare a distantei n spatiu. Din
acest motiv vom prezenta rationamente specifice acestui gen de probleme.

Probleme rezolvate

1. In unele probleme este utili folosirea proprietitii triunghiului isoscel si anume
ca mediana corespunzatoare bazei este si inaltime.
R4.8.1. Fie A,B,C,D patru puncte necoplanare astfel incast DA=DC=BA=BC=a, iar
AC=BD=b. Sa se puna in evidentd distanta dintre dreptele AC si BD si apoi sa se
calculeze 1n functie de a si b.
Solutie

D

Fie M si N mijloacele segmentelor [AC] si [BD], segmentul [MN] se numeste
bimediana. Aratam ca MN este perpendiculara comuna a celor doua drepte.
Triunghiul ADC isoscel, [DM] mediana = DM_LAC (1)
Triunghiul ABC isoscel, [BM] mediana = BM_LAC (2)
Din relatiile (1) si (2) = ACL(DMB), MNc (DMB) = ACLMN (3)
Analog A DCB si A DAB isoscele. In A DCB, [CN] mediana =CN_LBD (4)
in ADAB, [AN] mediand =AN1BD (5)
Din relatiile (4) si (5) = BDL(ANC), MNc(ANC) = BDLMN (6)
Din relatiile (3) si (6) = MN distanta de la AC la BD.
b2
A DMC dreptunghic = DM = a’ —T (T.P)
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1
A MND dreptunghic = MN = 5\/ 4a% - 2b? (T.P)

2. O metoda eficientd de determinare a distantei dintre doud drepte necoplanare a
si b este urmatoarea: determindm un plan a astfel incidt bc a si a| |a, atunci
d(a;b)=d(a;o)

b

Fie a si b cele doua drepte. Printr-un punct O al dreptei b ducem dreapta a’,
astfel incat a’ | a, atunci al | (a’,b)= d(a;b)=d(a; (a’,b))

R4.8.2. Se considera cubul ABCDA’B’C’D’ de muchie a. Sa se calculeze
distanta de la diagonala BD’ la muchia AA’, in functie de a .

Solutie
D,
C b
A’
B b
M
C
A )
B

102



Metoda 1

Fie M mijlocul lui [AA’] si N mijlocul lui [BD’]. Folosind faptul ca triunghiurile
BMD’ si A’NA sunt isoscele iar [MN] este mediana in fiecare = d(AA’;BD’) este MN

) av2

st MN=——.
2

Metoda 2

fn cubul ABCDA’B’C’D’ avem AA’||BB’ , BB'c (BDD’B’)=>
—AA’| | (BDD’B’) = d(AA’;BD’)=d(AA’;(BDD’B’)). Dreapta AA’ fiind paralela cu
planul (BDD’B’), fiecare punct al sdu are aceeasi distantd fatd de planul respectiv.
Alegand un punct convenabil putem calcula distanta. Fie A acest punct.

AOL1BD

AOL1BB’ = AOL(BDD’B’) = AOLBD’ si AOLAA’ (AA’L(ABCD))=

a2

d(AA’;BD’)=Ao=T

3. Pentru a determina distanta dintre doua drepte a si b necoplanare putem
proceda astfel: A

Determinam un plan (ABC) care contine dreapta b si aL(ABC). Din punctul de
intersectie O al dreptei a cu planul (ABC) ducem OD_Lb, Deb. Distanta dintre dreptele
a si b este OD, pentru ca al (ABC), ODc (ABC) = al OD, si din constructie b_L OD.
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R4.8.3. Cubul ABCDA’B’C’D’ are muchia a. Determinati si calculati distanta dintre
dreptele A’D si BD’.

Solutie
D,
C’
A’
B’
E
D
C
AT “B
ADD’A’ patrat = A’DLAD’ (1)

AD’n A’D={0}

ABL(ADD’A’) = ABLA’D (2)

Din relatiile (1) si (2) = A’DL(ABD’)

Ducem OE1BD’ . Din A’DL(D’AB) = A’D.1OE, dar OELBD’ din constructie
= d(A’D;BD’)=0OE

Pentru determinarea distantei folosim aseméanarea triunghiurilor D’OE si D’BA

a
= OE=

6
6
4.4. Distanta dintre doua plane paralele

Definitia 4.4.1 Distanta dintre doua plane paralele o si B, notatd d(a;P), este
distanta de la un punct oarecare al planului a la planul B.

Probleme rezolvate
R4.11.1. Fie ABC un triunghi dreptunghic in A cu catetele de lungime b si c. In B se
ridicd segmentul BD=d, perpendicular pe planul triunghiului. Notdm cu M si N

proiectiile punctului A pe dreptele BC si CD, iar cu P si Q proiectiile punctului B pe
dreptele AD, respectiv DC. Calculati distanta dintre planele (BPQ) si (AMN).
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Solutie

p
A
Q
b
C
: C
B M
Ardtim ¢ (AMN) | | (BPQ)
DB_(ABC)
DBc (DBC) | = (ABC)L(DBC)
(ABC)(DBC)=BC
AM.LBC — AM.L(DBC)
AM.L(DBC)
ANLDC

DCc (DBC) | RT3L
MNc(DBC) | = MNLCD
Avem DC_LAN (ip)
DCLMN(dem) | = DCL(AMN) (1)

ACLAB (ip)
ACLDB (DBL(ABC)) | = ACL(ABD)
ACc (DAC) | = (DAC)L(ABD)

(DAC)L(ABD)
(DAC)N(ABD)=AD
BPLAD — BPL(DAC)

BPL(DAC)
BQ.LDC
DCc (DAC)
PQc (DAC) — PQLDC

RT3L
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PQLDC (dem)
BQLDC (ip) = DCL(BPQ) (2)

Din relatiile (1) si (2) = (BPQ) | | (AMN) si d((BPQ);(AMN))=QN
Pentru calculul distantei procedam astfel:
A ABC dr. Din T.P. avem: BC =/b? + ¢?

2
Din T.C. avem: AC?> = MC-BC = MC = %

b2
Vb2 +¢?

A DBC dr. Din T.P. avem: DC = /b2 + ¢% + d?

= MC=

ADBC || ZC — comun
0 = ADBC~AMNC
AMNC]| 2N = £ZD (90")
_MC_CN | MC:BC
DC BC DC
2
— CN = b“ +c _ b

\/b2+c2+d2 \/b2+c2+d2

BD? d?

A DBC dr. Din T.C. avem: BD? = DQ-DC = DQ = =
CD \/b2 +c?+d°

QN=DC — (DQ+NC)

2 2

= QN=vb% +¢? +d* - d - b
\/b2+c2+d2 \/b2+c2+d2

b2+c?+d?-d*-b* P

\/b2+c2+d \/b2+c2+d
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5.Probleme de maxim, minim

Rezumat: In cadrul temei sunt prezentate diferite metode de a determina maximul,
minimul unei expresii precum si diferite aplicatii in geometrie.

5. 1. Metoda inegalitatilor

Reprezinta o metoda de delimitare a unor expresii, folosind diferite inegalitati,
respective conditiile pentru care are loc egalitatea 1n acestea

Exemplu. Dacd x, y, z € |R si xty+z=1 sa se determine maximul expresiei
E(x,y,z)= \/5x+y+z+\/5y+z+x+\/52+x+y

Rezolvare:

Sx+y+z, Sy+z+x, 5z+x+y>0.

Exemplu de abordare gresita a problemei:

Folosind inegalitatea mediilor
Sx+y+z+S5y+z+x+5z+x+y+3

2

daca 5x+y+z=>5Sy+tz+x=5z+x+y=1 < x=y=z=0, contradictie, = 5 nu e maximul
expresiei, doar un majorant, deoarece nu se atinge pentru nici o valoare a lui x, y, z.
Metoda corecta

\Ox+ y+z=a;
A5V +z+x=b;
\Sz+x+y=c

Sxtyt+z=a %
Sy+z+x=b’;
Sz+x+y=c’;

E(x,y, )< <5 cu egalitate daca si numai

Adunand relatiile, se obtine
S=7=a’+b’+c’;
va’+b’+c* a+b+c
33
1
x—y—z—g
5. 2. Metoda functiilor

& atbt+c< \/:‘B(a2 +b° +¢*) =+/21 cu egalitate <

5. 2. 1. Functii de gradul I pe un interval
f:im, 0)> 0 f(x)=ax+b
a>0  min f=f(m) tindnd cont ca f este strict crescatoare, maximul nu exista

a<0  max f=f(im)
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minimul functiei nu exista.
f:iim,n]> 0 f(x)=ax+b( a>0) x €[m, n] max f(x)=f(n)

xe [m, n] min f(x)=f(m)
Rolurile se schimba daca a<0.
5. 2. 2. Functii de gradul 11
2 b 2
f: 0 >0 f(x)=ax ~ +bx+c=a( X+2—) +( -A/4a).
a
Cazul I
a>0

f este strict descrescatoare pe ( -oo, ;— ) si strict crescatoare pe [ - 27’ o) si
a a

b
min f=-A/4a=f(- 2— ). max f nu exista.

Cazul 1T
a<0

. s -b o 3
f este strict descrescatoare pe [ S o) si strict crescatoare pe ( -oo, - b ),
a a

b
max f=—A/4a=f(—2— ). min f nu exista.
a

Exemplu
Deduceti max f, min f pentru functiile:
a.) f: [-10, 3]> [ f(x)=x " -2x.
p | -10 1 3
f(x) | 800 w 1 # 3
min f=-1=f(1)

max f=80=f{(-10)

b) f(x)=v9—x? ,xe [-2, 1]

X -2 0 1

f(x) J5oA4 3 % 242

3=max, f(x)=f(0), xe [-2, 1]
V5 =min, f(x)=f(-2), xe [ -2, 1]
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5. 2. 3. Deducerea imaginii unei functii

Fie f: A> B. Prin imaginea functiei f, notata Imf intelegem multimea { y € B| ecuatia
f(x)=y are cel putin o solutie xe A}.
2

x"=x+1
Exemplu: f: [1 2> [J f(x)= ———
x +x+1
Determinati min f, respectiv max f.
Deducem Imf adica acei y € |R astfel incat ecuatia f(x) =y sa aiba cel putin o solutie.

2

X =x+1
——— =y are solutie® yx 2 yxty-x 2 +x-1=0 (y-1)x > H(y+1)x+y-1=0
X" +x+1
A>0S (y+1) % -4(y * 2y+1)>=0<> y > +2y+1-dy > +8y-4>=0¢> 3y > -10y+3<0
A=275%2%.3.3=27.4%=8°
¥1.,=( 10:8)/6
y,=3,y,=1/3.
ye [ 1/3, 3]=Imf= min f=1/3 si se atinge pentru solutia ecuatiei f(x)=1/3 respectiv
max f=3 si se atinge pentru solutia ecuatiei f(x)=3.
6. 3. Metoda geometrica
Ex. Sé se gaseasca x e [1 astfel Incat valoarea expresiei E(x) s fie minima unde
E(x)I\/x2 —-2x+5 Jr\/x2 —-8x+32
Rezolvare.

E)= A/(x—1)> +2' +4/(x—4)> +4°

A(1,2),B(4,4).
E(xX)=AM+MB=AM-+MB’ minima <

A, M, B’ coliniare. B’( 4, -4)
Determinam functia de gradul I f: [1 2 [J
F(x)=ax+tb astfel incat G , =AB’

a+b=2
{f(:) :_2 A @ <da+b=-4 f(x)=-2xt4;
A P Y
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B’(4, -4)
G , NOX={Mo( 2, 0)} .
min E(x)= E(2)= +/5 ++/20 =34/5
5. 4. Probleme rezolvate
Algebra
xy—1 z—1 zx-1
R5.4.1.Fiex,y,zel,oo)$iE=\/y +\/y + =
Xy yz zX
Aratati cd max E= 3/2. Precizati In ce conditii se obtine acest maxim.
Rezolvare.
. . : .. Na-1 u :
Determinarea maximului expresiei = Lo u? <1/2 cu egalitate <& u=1<¢ a=2
a +u

xy=2
& yz=2 :>xyz=2\/§ , max E=3/2;

xz=2

4 2
+x"+1
R5. 4. 2. a) Sa se determine numerele reale x pentru care raportul: % are
X" +Xx+

valoare minima.
b) Dacax,,x,,x; €|R, si3x, +x, +x;=1, demonstrati ca

X, X X, X X, X 1
max{ 12 n 23 n 13 }:_

ox’x, +1 9x,’x " +1 9x’°x,>+1]| 2

4 2 2 2

2 f(X):x 2+x +1 _ (x xerl)(x +x+1) S :(x—l)z +§23/4
x“+x+1 x“+x+1 2 4

cu egalitate <& x=1/2

b) g(a)= < 1/6 cu egalitate <> a=1/3

9a° +1
=g(X, X, )tgx, «x;)tg(Xx, < x;)<1/6+1/6+1/6=1/2 cu egalitate <
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XX, =1/3; x,x;=1/3;x, X, =1/3} =X X, X;=—= & X=X, =X, =1/3
33
R5. 4. 3. M={ne|N | x"+y"+z"+t"=xyzt are solutii X, y, z, t € [N*}Determinati maxim,
minim.
Rezolvare:
n>4  xyzt=x"+y"+z"+t">44/x" y" z"t" >4xyzt contradictie cu x, y, z, t € [N*

n=0 o solutie a ecuatiei xyzt=4 este (1, 1, 1, 4)

n=1 x+y+z+t=xyzt are o solutie (1, 1, 2, 4)

n=2  x’+y’+zZ+t’=xyzt solutie (2, 2, 2, 2)

n=3  x+y’+z+t’=xyzt solutie (4, 4, 4, 4)

M={0, 1, 2, 3} max M=3, min M=0

-c* b-a’ c-b
+ +

R5. 4. 4. Calculati max( a

), a,b,ce (-1, ). in ce conditii se
l+a 1+b l+c¢

atinge maximul?

Rezolvare
1+a=x, 1+b=y, 1+c=z, X,Y,z € (0, )
3 3 3 2 2
— —-1-(z-1 -z +3z" -3 —-3z+3
azc 2 (=1 _r7z z Z -1 _2E=3243) si analoagele.
1+a X X X

Réamaéne de determinat min E(x, y, z) =

:z(22—3z+3)+x(x2 —3x+3)+y(y2 -3y+3)

X y z

E(x,y, z)>=3 3\/(x2 —3x+3)(y* =3y +3)(z° =3z+3)>3 %/%%% Z%eg <

x=y=7z=3/2 maximul cerut = 3-Z =3/4

v z
+ + =
vz+1l zx+1 xy+1

RS5.4.5.Dacax,y, z € [0, 1] demonstrati ca max [

Rezolvare

Fara a restrange generalitatea, expresia fiind simetrica, putem presupune ca x<y<z
1 > 1 o 1 :Ml<x+y+z

xy+1 zx+1 yz+1 xy+1

(1-x)(1-y)=0, (o) x,y € [0, 1] = 2xy+1>x+y, 1272 = 2xy+2>x+y+z.

Egalitatea se atinge pentru x=z=1 si y=0

. Rdméane de demonstrat ca x+y+z< 2xy+2.
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Geometrie R5. 4. 6. Sa se determine punctul din interiorul unui triunghi ABC astfel
incat MM, - MM, - MM; s fie maxim, unde M =pr.gcM, My=pr.ocM, M;3=pr.,gM.

Rezolvare

MM, + a+MM, + b+MM; - ¢=28233/ MM -a- MM, -b- MM, -¢ < MM, -MM,+M
8S°
27abc
este centrul de greutate al triunghiului ABC.
R5.4.7.M={T|T tetraedru cu trei laturi cu lungimea de 1 cm si doud de 2 cm}.

Calculati max v(T) unde v(T) este volumul tetraedrului T. TCOOM.
Rezolvare

M3S cu egalitate & MM, -a=MM, - b:MM3 c & A[MBC] :A[MAB]:A[MAC] =M
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Singura posibilitate de constructie, in caz contrar se obtin ca fete triunghiuri degenerate
(1+1=2)

Fie( AO) inéltimea corespunzitoare varfului A.

( AP) Tnéltime in triunghiul ADC.

V15
AO<AP= T ( teorema lui Pitagora in triunghiul APC)

P- A[BCD] \/g

A
V[ ABCD]=< f = ? cm’ cu egalitate pentru (ADC) L (BCD)

Demonstram ca existd un astfel de tetraedru .

J15
2CIl'l

Fie triunghiul BCD echilateral, P mijlocul lui (DC). Luam AP 1 (BCD), AP=

5
= AD=AC=2 cm=> exista un astfel de tetracdru = V(T):%, TeM

R5. 4. 8. a) Descompuneti in factori abct+ab+ac+bc+a+b+c+1

b) Fie triunghiul ABC si P un punct in interiorul sdu. Notam{A’}=APNBC,
{B’}=BPNAC, {C’}=PCNAB si x= PA/PA’, y=PB/PB’, z=PC/PC’. Sa se demonstreze
cd S=xyztxy+xz+yz+x+y+z+1 este minima < P este centrul de greutate al
triunghiului ABC.

Rezolvare

a) abctab+act+bctatb+ct+1=(a+1)(b+1)(c+1)
Conform dezvoltarii de la punctul a) S=(x+1)(y+1)(z+1)=
(CA N CB +1)(BA +BC +1)(AC JrAB i)
A'B B'A A'C C'4 C'B BC
73\/CA"CB"BA' BC' AC' 4B py
A'B B'A AC C'A C'B B'C
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BC'=AC"
egalitate & CA'= A'B ; = P este centrul de greutate al triunghiului ABC
AB'=B'C
(s-a aplicat teorema lui Van Aubel)
R5. 4 .9. Se considera piramida triunghiulara regulata VABC. Din punctul M interior
triunghiul ABC se ridica o perpendiculard pe planul triunghiului care intersecteaza
planele (VAB), (VBC), (VAC) in M,, M, respectiv M.
a) Sa se arate ca MM ;+MM,+MM;=constant.
b) Sa se determine punctul M din interiorul triunghiului ABC pentru suma
MM, - MM, +\|MM, - MM, + MM - MM este maxima.

Rezolvare

O este proiectia lui V pe planul (ABC).

OMNBC={P}, CMNAB={R}, OMNAC={Q}. M, € VP, M, VR, M;eVQ. 0,,0,,0;
proiectiile lui O pe laturile triunghiului ABC. M;’,M,’,M5’, proiectiile lui M pe laturile
triunghiului.

MM, PM MM,
YO PO 00,
MM, RM MM,
VO RO 00,
MM, MQ MM,
vo 00 00,
MM, + MM, + MM, MM ,'+MM,"+MM,’'
VO - 00

( adunand expresiile) rezulta:

= % =3, unde h= inéltimea

3
triunghiului ABC = MM ;+MM,+MM; = 3VO = constant.

S-a folosit: pentru fiecare punct din interiorul unui triunghi echilateral suma
distantelor la laturi este constanta, egala cu indltimea triunghiului. Analog cazul cand
OM || cu una din laturi. Demonstratia 1n acest caz va raméne pentru cititori .

b) SSMM;+MM,+MM;=const=3VO. Egalitatea pentru

VO=MM ;=MM,=MM;=const=3VO

Egalitate pentru VO=MM =MM,=MM; = M =M,=M;=V = O=M.

R5. 4. 10. a) Fiind date doua puncte distincte A , B, de aceeasi parte a unui plan o , sa
se determine punctul M al planului o, pentru care suma AM+MB si fie minima.
b)in aceleasi conditii ca la punctul a) determinati M € a astfel incat [MA-MB] si fie
maxima (AB sa fie neparalel cu o).
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Rezolvare

B
A M
/ S

B’ este simetricul lui B fatd de o
a) AM+MB=AM-+MB’minima <~ A, M, B’ coliniare < M=AB’Na

A
/B

b)

IMA-MB|<AB cu egalitate < M e AB-(AB) => M=ABNa

R5.4.11. Fie AM, BN, CP trei ceviene concurente ale triunghiului ABC ce are aria S
(Me (BC), Ne (AC), Pe (AB)). Stiind ca Qe planului a || cu planul (ABC) si situat
la distanta h de acesta sa se determine volumul maxim al tetraedrului QMNP in functie
de S sih (A. E. Balauca)

Rezolvare

115



\)
00, - A [MNP] _h- AtMnP] _"

3 3 < 34 deoarece valoarea maxima a

ariei i triunghiului MNP se atinge <> triunghiul MNP este triunghi median.
AP/PB=m, BM/MC=n, CN/NA=p, mnp=1.
A[APN] AP-ANsin4A m 1
A[ABC] AB-ACsinA m+1 p+1
A[ABCI=S.

n 1 p 1

A[BMD]=—— - ——-§, A[CMN]=—"—.
n+l m+1 p+1 n+l

A[PMN]= mnp +1

(m+D(n+D(p+1)
(m+1)(n+1)(p+1)>2 Nm-1-24/n-1 -2\/p -1 = 8 cu egalitate <> m=n=p=1 <& MNP
triunghi median.

VIQMNP]=

A[APN] -S unde

T (p+Dm+D)

<1/4 necesar sa demonstram ca (m+1)(n+1)(p+1)>8
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6. Poliedre

In cele ce urmeaza vom prezenta poliedrele regulate impreuni cu aplicatii
reprezentative pentru fiecare. Consideram definitiile poliedrelor cat si formulele de
calcul impreuna cu proprietatile lor cunoscute.

Se doreste dezvoltarea abilitatilor pur geometrice cat si imbinarea cu tehnici metrice.

Problemele propuse sunt exemplele vii de aplicatii Intalnite la diferite etape
ale concursurilor scolare.

6.1 Poliedre regulate

Definitie: Se numeste poliedru regulat un poliedru convex (nici un plan al unei
fete nu taie corpul), la care fetele sunt poliedre regulate egale.

Cubul, tetraedru regulat sunt poliedre regulate, deci definitia nu este lipsita de
continut.

Observatii:
1) Unghiurile poliedre ale poliedrului regulat sunt congruente.
2) Un poliedru regulat poate fi nscris ntr-o sfera. Justificare: sa consideram doua fete
avand muchia comunda AB. Perpendicularele pe aceste fete, duse prin centrele
poligoanelor respective sunt concurente in O. Rezulta OA=0B=0C=0D, deci O este
centrul unei sfere care trece prin A,B,C,D. Parcurgand toate fetele poliedrului din
aproape in aproape sfera ramane aceeasi.
Deducem usor
3) Un poliedru regulat poate fi circumscris unei sfere.

Prezentam fara demonstratie un rezultat important prin consecinta sa:

Teorema lui Euler: dacd V,M,F reprezintd respectiv numarul varfurilor,
muchilor si fetelor unui poliedru convex atunci V+M-F=2.

Cosecinta: exista 5 tipuri de poliedre regulate

Demonstratie: Fie m —numarul muchiilor ce pornesc din acelagi varf si 1 —
numarul laturilor unei fete; m,1>3. Deducem numarul total al muchiilor care este:

M=l I-F sau M=lm-V
2 2

Exprimand F si V din aceste relatii si inlocuind in relatia lui Euler F+V=M+2 obtinem

1 1 1 1

I m 2 M

Vom cerceta

a)pentru care valori intregi (pozitive), superioare lui 2, date literelor, aceasta
relatie este satisfacuta

b)daca la fiecare solutie gasitd corepunde efectiv un poliedru cu datele
respective

) I 1 1 . . .
a) Pentru 1>4, m>4 obtinem — +— <— deci relatia nu este satisfacutd. Rezultd ca

m
trebuie sa luam unul din numerele 1,m egal cu 3. Pentru 1=3 si m>6, obtinem
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+—=< care nu convine. Rdmane sd examinam cazurile 1=3, m=3

1
2

~

1
+ —=
6

W | =

1
m

sau 4 sau 5 si invers m=3, 1=3 sau 4 sau 5.

Obtinem urmatoarele 5 solutii:
1 1=3, m=3, M=6 de unde F=4, V=4 caz ce corespunde tetraedreului regulat.
2 1=3, m=4, M=12 de unde F=8, V=8 caz ce corespunde octaedrului. Reprezentarea
octaedrului imediata se poate realiza unind centrele fetelor unui cub.
3 1=3, m=5, M=30 de unde F=20, V=12 caz ce corespunde icosaedrului.
Reprezentarea se realizeaza analog ca octaedru insa pornind de la poliedrul regulat
numit dodecaedru de la cazul 5.
4 1=4, m=3, M=12 de unde F=6, V=8 caz corepunzator cubului.
5 1=5, m=3, M=30 de unde F=12, V=20 caz corespunzitor dodecaedrului. Fetele
laterale sunt pentagoane regulate.
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OCTAEDRU

6.2. Prisma
Probleme rezolvate

R62.1 Fie ABCDA’B’C’D’ un paralelipiped dreptunghic. Notam cu a,f3,y
unghiurile formate de diagonala [AC’] cu laturile [AB], [AD] si [AA’], iar cu u,v,w
unghiurile formate de AC’ cu planele (ABCD), (ABB’A’) si (ADD’A”).

Sa se arate ca:
1) cos?a + cos?p + cos?y=1
2) sin%o + sin?f + sin?y =2
3) tgla+tg*p +tg?y 26

1 1 1

2 + 2 + 2 29
cos"a cos” f cos'y
5) cos?u +cos?v +cos?w=2
6) sin®u +sin®v +sin*w=1
7) ctg?u+ ctg?v + ctg’w>6
notim AB=a; BC=b; CC’=c;

4)
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| ¢
|
|
|
|
|
|
|
|
|
]
C
B
Solutie:
2 2 2
a b c
1) cos?a+ cos’ + cos?y= + + =1
a’+b*>+c¢* aP+b*+ct at+b 4+’
. ) ) b* +c? a’ +c’ a’+b’
2) sin®o + sin?P + sin?*y= + + =

a’+b*+c? at+b*+ct at+bP+ct

A
b>+c¢* a*+c* b +a’
3) ottgprtgy-—
a b c
b: a’ ¢t at b* ?
= —2+—2 + —2+—2 + —2+—2 22+2+2::6
a b a c c b
b>+c*+a® b*+c*+a’ bP+ct+adl b a4’ c?
4) 2 + 2 + 2 Al Bl bl R
a b c a b a
2 CZ
—2+—2 >34+24+2+2=9
b
b* +c? a’+c? a’+b*
5) cos?u +cos’v teos’w=— 5 >t — P ~t— 5 > =2
a +b"+c¢° a +b " +c° a +b" +c
2 2 2
) ) . a b c
6) sin®u +sin?v +sin*w= + + =1

a’+b*+c* at+b*+c? at+b?+c?
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b* +c’ +a2 +c’ +b2 +a’

2 2 2
a b c

> a’ ¢’ a’ > ¢
:(—Z‘f‘b—zj"‘(—z-i-—z + _2+b_2 >2+2+2=6.
a a c c
R6.2.2. In paralelipipedul dreptunghic ABCDA’B’C’D’ avem AB=a, BC=b, AA’=c.
notam cu E si F proiectiile punctului D pe AC, respectiv, pe A’C si cu P si Q proiectiile
punctului C’ pe B’D’, respective pe BD’. Aratati ca planele (DEF) si (C’PQ) sunt
perpendiculare daci si numai daca b’=a’+c?.

7) ctg?u + ctg?v + ctg*w=

(Subiect unic- judeteand 2001)
Solutie: Fie A’C N BD’={0}. Avem A’C L1 (DEF) si BD’L (C’PQ)< A’CLBD’ de
unde ABOC este dreptunghic. De aici b*=a*+c” si reciproc.

Lr o

G

R6.2.3.Fie ABCDA’B’C’D’ paralelipiped dreptunghic. Fie G mijlocul segmentului
(AB’) si {E}=A’C N (AB’D’). Dacd EGLAB’ aritati ca ABCDA’B’C’D’ este cub.
(Etapa finala ARAD-1994)

Solutie: Fie {O}=A"C’ n B’D’ si AB=a, BC=b, CC’=c. Rezultd imediat ca {E}=AO

N AC’. In triunghiul ADB’, AO si D’G sunt mediane deci E este centrul de greutate al
triunghiului AD’B’. Dar EG 1+ AB’, deci AAB’ D’ este isoscel cu (AD’)=(BD’) de

unde rezulta ca \/ b*+c¢’ = \/ a’+b? echivalentcu a =c¢ si cu ABB'A’ patrat. De
aici, AB' L A'B, dar AB' L BC deci AB' L (A'BC) si cum GE L A'Ciar A'C, EGC
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AA'Z B CZ
A'C Ja’+b2+¢?

(A'BC) din T3 L avem ¢cd AE 1. A'C deunde A'E = si

AC? a’+b’

EC= = @
A'C  Ja’+b>+c?
Dar A'O || AC implica AA'EO ~ ACEA echivalent cu % = ﬂ = l @
A EC 2

C2

Ja®+b?

b =c, deci ABCDA'B'C'D' — cub.

. : 1 :
Din © si @ rezulta ca =— deunde a’ +b”> =2¢” sicum a=c avem ci

A B

R6.2.4. Fie N, P centrele fetelor ABB’A’ respectiv ADD’A’ ale unui paralelipiped
dreptunghic ABCDA’B’C’D’ si M€(A’C), astfel incat A’M=1/3 din A’C. sa se
demonstreze cd MN-LAB’ si MPLAD, daci si numai dacd paralelipipedul este cub.
(Etapa nationala, 1996)
Solutie: Fie AO’NA’C={G}, unde O’ este centrul fetei A’B’C’D’. Deducem ca
AA’GO’=ACGA de unde rezultd A’G=1/2din GC rezultd ca G=M, deci M e(AQ").
Analog se aratd ca MO’=1/3din AO’. Deci M este centrul de greutate al AAB’D’.
Daci MN-LAB’ si MPLAD’, atunci medianele [D’N] si [B’P] sunt indltimi in
AAB’D’, rezulta AAB’D’ este echilateral. AAA’B’ = A = AD’A’A’ (C.1) rezultd
AAN=A’B’=A’D’.
R6.2.5. Fie cubul ABCDA’B’C’D’ cu muchia de lungime a. Se considera punctele
Ke[AB], Le[CC’], Me[D’A’].

a). ardtati ca \/g KL>=KB+BC+CL.
3

b). Arétati ca perimetrul triunghiului KLM este mai mare strict decat 2a\/_ .
(Etapa judeteand, 2002)
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Solutie:
Avem KL’ =LC*+CK’=LC*+CB*+BK’.
Cum 3(x*y*+z)>=(x+y+z)’,oricare ar fi X,Y,Z eR, rezulta

3KL=3(KB*+BC*+CL*>(KB+BC+CL) adici V3 KL>=KB+BC+CL.
b). Se obtin inegalitatile: \/5 ML>=LC’+C’D’+D’M,

\/g MK>=MA’+A’A+AK. Prin insumarea lor cu inegalitatea demonstrata la punctul a)
obtinem:

V3 (KL+LM+MK)>=(KB+AK)HCL+LC HD’M+MA’)+BC+C’'D’+A’A=6a  de
6a

unde KLALM+MK>= \/5 =2a \/g .

Egalitatea nu poate avea loc. Justificarea se face prin reducere la absurd. In caz contrar
k de exemplu ar fi in B simultan cu A.

Desen pr.6.2.4.

o
o
o
A E
F
C
A B
Desen R6.2.5.
DN o
i%
e B’
\\ L
D C
A K
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6.3.Piramida
6.3.1. Tetraedrul

Definitie: Se numeste tetraedru echifacial un tetraedru ale carei fete au aceeasi arie.

Sa demonstram impreuna proprietatile (caracterizarile) :

P1: un tetraedru este echifacial daca si numai dacd cele patru indltimi ale sale sunt
congruente.

P2: Intr-un tetraedru echifacial muchiile opuse sunt egale, iar bimedianele sunt
perpendicularele comune a doud muchii opuse.

P3: Cele patru mediane sunt egale.

P4: Suma distantelor la fetele tetraedrului de la orice punct interior este constanta.

P5: Toate triunghiurile sunt ascutitunghice.

V2
P6: pentru tetraedrul SABC echifacial cu BC=a, AC=b, AB=c volumul este 12
\/(b 2E 2_a 2)(0 2@ 2_b 2)(a 2Bﬂ 2_c 2)

P7: Centrul de greutate coincide cu centrul sferei circumscrise.

P8: Unghiurile diedre opuse sunt congruente.

P9: Suma unghiurilor plane de la acelasi varf este aceeasi.

P10: Desfasurarea tetracdrului se face dupa un triunghi asemenea cu cel al unei fete.
P11: Centrul sferei inscrise coincide cu centrul sferei circumscrise.

Observatie: Se stie cd tetraedrul este corespondentul triunghiului in spatiul cu trei
dimensiuni. Dintre toate tetraedrele singurul care permite evidentierea unei multitudini
de relatii intre elementele sale, urmarind cu fidelitate relatiile din geometria
triunghiului este tetraedrul echifacial.

Probleme rezolvate

R6.3.1.1. Intr-un tetraedru echifacial simetricul piciorului fiecarei indltimi, fati de
centrul cercului circumscris fetei in care se gaseste, este ortocentrul acestei fete.

R6.3.1.2. Doua tetraedre echifaciale ABCD si A’B’C’D’ sunt Inscrise in doua sfere
concentrice. Fie P un punct al sferei circumscrise tetraedrului ABCD, iar P’ un punct al
sferei circumscrise tetraedrului A’B’C’D’. Sa se arate ca are loc relatia:
PA”*+PB’*+PC*+PD’*=P’ A’+P’B*+P’C*+P’D”.

R6.3.1.3 dreptele suport ale medianelor tetraedrului A;A,A3A, intersecteaza a doua
oard sfera circumscrisa tetraedrului in punctele Bi, i=14.

Indicatii:
pl) Exprimam volumul in patru moduri
p2) Inéltimile corespunzitoare aceleiasi muchii sunt congruente. Bimediana este

perpendiculara comuna a muchiilor opuse corespunzatoare, deci congruente
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p3) Folosind p2 si aplicand teorema medianei in spatiu obtinem ca medianele au

2
aceeasi lungime E(a2 +b* + cz)

p4) Descompunem tetraedrul in patru tetraedre de baze echivalente si scriem
volumul 1n doud moduri
pS) Presupunem contrariul. In cazul u® > 90° desfasuram tetraedrul si

reconstituim tetraedrul urmarind suprapunerea fetelor iar in cazul u® = 90° tetraedrul
degenereaza intr-un triunghi

po) Se duc paralele prin A la BC, prin B la AC si prin C la AB, obtindnd un
tetraedru tridreptunghic cu volumul de patru ori mai mare decat ABCD

. . 3 . .

p7) Distantele de la varfuri la centrul de greutate sunt egale cu 2 din mediana

.32 a’+b’+c® | . :
adica Z-g(az +b* +¢? ): ——— deci G este centrul sferei circumscrise
p8) Se pun in evidentd doud triunghiuri dreptunghice congruente cu catete
inaltimi din varfuri opuse
pP9) Fetele sunt triunghiuri congruente. Se arata ca suma este 180°
pl10) Desfagurarea in planul unei baze va fi un triunghi pentru care triunghiul baza
va fi triunghiul median
pll) Deoarece fetele sunt triunghiuri congruente ele sunt inscrise in cercuri

congruente din sfera circumscrisa. Insi distanta de la centrul sferei la cercuri mici
congruente este aceeasi, deci centrul sferei circumscrise va coincide cu centrul sferei
inchise.

R6.3.1.3.

Ay
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Solutie:

al +a’ +a:
a) GA,;GB,;=GA,GB,=GA;GB;=- § (G)=R*-0G’=—1—32—-

1
=3 (GA*+GA,+GA5?)

Puterea lui G fata de sfera circumscrisa tetraedrului.
Aplicam inegalitatea lui Cebasev
1 1 1
: +GAy+ < 2+GA+GAS’ + + = +GB,+
3(GA+GATGA)Z (GA+GA +GA;)( GA GA, GA. )=3(GB,+GB,+GB;)
in inegalitate are loc egalitatea doar dacd GA ;=GA,=GA; echivalent cu G=0 deci
tetraedru va fi echifacial.
b)GAlGAzGA3 GBlGBzGB3| GA [ GA,GA;
GA,*GA,"GA;’< (GA,GB,) (GA,GB,) (GA3GB;) sau
[2(ar™+a5) —ar"]" [2(ar"+as”) —a,"] * [2(ar +ay”) —a5”] < (ar™+ay” +a3°)
Aplicand inegalitatea mediilor, avem ca:
126} +a) -} l12a] +a)) - a}l[2a] +a} - a]l<
[2(a; +a;)—ar]+[2(a; +a5) - ay1+[2(a) +a;)—a;]
3
Se verifica din nou cazul de egalitate echivalent cu G=0.
R6.3.1.4 Se desfasoara tetraedrul obtinandu-se perimetrul suma a trei laturi intr-un
patrulater mai mare strict decat a patra latura de lungime 2° BC.
R6.3.1.2 Deoarece tetraedrele sunt echifaciale cu sfere circumscrise concentrice avem
G=G’=0=0’ si notand razele celor doua cercuri cu R si R’ aplicam relatiile lui Leibuiz
obtinand
P’A%+P’B*+P’C*=3P’0*+0A>+OB*+0C*=3(R*+R %)
analog PA’*+PB>*+PC"*=3(R*+R"?) etc.
R6.3.1.1 Enunt: Fie ABCD un tetraedru echifacial. Notdm cu A’ proiectia punctului A
pe planul (BCD). Demonstrati ca H este simetricul ortocentrului triunghiului BCD fata
de centrul cercului circumscris ABCD.
Solutie: Desfaguram tetraedrul in planul (BCD). Ortocentrul ABCD este centrul
cercului circumscris AAA;A; Proiectia lui A pe planul (BCD) coincide cu ortocentrul
AAA A, Centrul cercului circumscris ABCD este centrul cercului lui Euler asociat
AAA A, Se cunoaste ca centrul w este mijlocul segmentului OH.
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Unghiul a doud muchii opuse intr-un tetraedru
R6.3.4. Se considerd ABCD un tetraedru si 6 unghiul format de dreptele AC si
BD.
Sa se arate ca are loc relatia:
2 AC BD| cosd|=|AD*+BC>-AB*
CD2| D
Solutie: R6.3.4.
Se considera punctul E-& (ABC) astfel
incat ACBE paralelogram si

ABNEC={0}. In ADEC si ADAB A
se aplica teorema medianei ;

pentru DO si se egaleaza. C
Rezulti DE>=AD*+BD’+BC’+AC>-AB’-
CD’

Teorema cosinusului aplicata In 8
ADBE combinata cu

Expresia lui DE* dau relatia dorita: E B

BD* + EB* — ED’
c0S0=
2BD EB

2BD' AC c0sd=BD’+AC*-AD’-BD*-BD*-AC*+AB’+CD’
2BD' AC cosd=AB*+CD’-AD*-BC’

Definitie:

Se numeste tetraedru ortocentric un tetraedru in care muchiile opuse sunt
perpendiculare

Exemplu de tetraedru ortocentric: sectiunea determinata de un plan Intr-
un triedru tridreptunghic este baza unui tetraedru ortocentric.
Proprietati si caracterizari ale tetraedrului ortocentric
P1. ABCD tetraedru ortocentric daca si numai daca:
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(1)AB LCD; AC LBD:; (este suficient numai doud perechi de muchii sa fie
perpendiculare)

(2)AB*+BC’=AC*+BD’=AD’+BC?;

(3)[MN]= [PQ] = [RS] unde M,N,P,Q,R,S mijloacele muchiilor [AB],[CD],[BC],[AD],
[ACL[BD];

(4)DA'BDcos(ADB)=DB DCcos(BCD)=DCDA cos(CDA)

(5)proiectia unui varf pe fata oopusa coincide cu ortocentrul acelei fete.

P2. Se numeste biindltime a unui tetraedru perpendiculara comunad a doud muchii
opuse. Demonstrati ca bilndltimile intr-un tetraedru ortocentric sunt concurente in
ortocentrul tetraedrului.

P3 Bimedianele unui tetraedru ortocentric sunt congruente.

P4 Mijloacele muchiilor unui tetraedru ortocentric se gasesc pe o sfera cu centrul G si

1 . . : .
raza Z VAB? + CD? numiti sfera lui Vogt a tetraedrului ortocentric.

P5 Intr-un tetraedru ortocentric ortocentrul, centrul de greutate si centrul sferei
circumscrise tetraedrului sunt coliniare.
P6 Intr-un tetraedru ortocentric centrul de greutate al tetraedrului se proiecteaza in
centrele cercurilor lui Euler ale fetelor.

Pl(l)Se arata ca BC L (AAID) unde A1=pr(BCD)A

(2) Se considera M,P,N,Q,R,S mijloacele muchiilor [AB],[BC],[CD],[DA],[AC],[BD]
respectiv MPNQ dreptunghi. Din egalitatea diagonalelor rezulti MP*+PN*=RQ*+QS>
si folosind apoi proprietatea liniei mijlocii rezultd concluzia. De aici rezulta si P3 si (3).
(4)Aplicam teorema cosinusului i folosim (2).

(5)Din demonstratia (1).

P2 Este suficient sd se demonstreze ca doua cate doud inaltimile sunt concurente.

De exemplu AA; si BB;; CDL ( AA;B). Dar ( AA;B)N (BB;A)=AB deci au dreapta
comund.

Din unicitatea planului perpendicular pe o dreaptd datd intr-un punct rezultd ca
(AAB)=(BB;A), deci AA; si BB, sunt concurente.

P5 H,G,0 se afla in planul perpendicular pe fata (BCD) dupa dreapta lui Euler a ABCD
si analog se afld in planul perpendicular pe fata (ABC) dupa dreapta lui Euler a AABC
P4 Din configuratia de la P1 si P2.

P6 Fie tetraedrul [ABCD], si H,G’,0’ ortocentrul, centrul de greutate si centrul

cercului circumscris al ABCD, [H’G’]=2/3 H’O’, mediana AG’ a tetraedrului, GE
[AG’] centrul de greutate al tetraedrului (AG’=4GG’) si fie G’ proiectia lui G pe

planul (BCD). Evident G” €[H’O’]. Se va demonstra cd G” mijlocul segmentului
[H*O’], deci este centrul cercului lui Euler al fetei (BCD).

1 HG -HG”
AAH’G’~AGG”G’ avem G’G”/G’H’=G’H/G’A=Z de unde —————=

— lSe
GH 4

obtine (2/3H°0’-H’G”)/(2/3H’0")=1/4 si apoi H’G"=1/2H’O".
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Observatie:
Un alt caz particular de tetraedru ortocentric este trapezul tridreptunghic verificand
proprietati speciale.
Definitie: Un tetraedru ortocentric se numeste tridreptunghic daca ortocentrul coincide
cu un varf al tetraedrului.
Proprietati:
1)OABC un tetraedru tridreptunghic cu ortocentrul O. Atunci A ABC]2= A[ABO]2 +A[BCO]2
+Ajaco)”
1 1 1 1
2) = + +
[d(0;ABC)]> 04° OB* OC?
Solutii: 1)Notam muchiile tetraedrului cu a,b,c si exprimam fiecare arie;
2)Dem. ca OHL(ABC), H ortocentrul triunghiului ABC
R6.1.5.Din mijlocul inaltimii piramidei triunghiulare regulate se duc perpendiculare pe
o muchie laterald si pe o fata laterald de lungime p respectiv q. Determinati volumul
piramidei.
R6.1.6.S4 se arate cd tetraedrul in care inaltimile sunt congruente iar una dintre ele
trece prin ortocentrul fetei opuse este regulat.
R6.1.6.Baza unei piramide patrulatere cu varful in S este paralelogramul ABCD.
Aratati ca:
a)ABCD dreptunghi<>SA*+ SC* =SB’ +SD*
b)Daca muchiile laterale formeaza unghiuri egale cu o semidreaptd SO situata in
interiorul unghiului triedru SABCD atunci SA+SC=SB+SD.
Solutie:
R6.1.6.Fie ABCD tetraedrul, H ortocentrul bazei (BCD) {E}=BHNCD, Bl=pragB
rezultd BB L(ACD) iar volumul tetraedrului Sgcpy AH/3=1/6CD'BE'AH=1/3 SycpBB=
1/6CD'AEBB,=[BEJ=[AE]. ABCE=AACE=ABDE=AADE=BC=AC si BD=AD
analog pentru Tnaltimile din A §i Csi A si D
R6.1.7a)Daca O’ este intersectia diagonalelor se aplica teorema medianei in ASAC si
ASBD.
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b)Daca muchiile laterale fac unghiuri egale cu SO, atunci se ia un plan perpendicular
pe SO, care taie muchiile laterale in A;,B;,C;,D; cand avem S A;=SB,=SC,=SD,. Are
loc egalitatea volumelor:

VspicipitVsaisici= Vsaicisit Vsaipici, unde

VSBICIDIZSBI' SC] SDl/SBSCSD VSBCD:1/3h(SA1 SB1 SC1 SD]/SASBSCSD)
‘SA/SA; Sgcp, unde h este inaltimea piramidei SABCD. Se expliciteaza analog si
celelalte volume si cum Sgcp= Sapp=Sapc= Sapc rezultd ca SA+SC=SB+SD.

R6.1.5 Solutie:Utilizand teorema a II-a a iniltimii in AVON respective AVOC obtinem
ayp’-q’
(49° - p*)*3

Scriind in doud moduri aria AVNC obtinem a=

h=

cu a lungimea laturii bazei.

4pq
V-4’
\P —61 \/_ 64p°q’ VP’
12 \/3_*\/4q -pt 2P -a \/3*\/4q -

Descompunerea ariei se face astfel.
A[VNC]_A[MNC] = A[MNV] + A[VMC]'
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6.4. Trunchiul de piramida
Probleme rezolvate
R6.4.1. Muchiile laterale ale unui trunchi de piramida patrulatera regulata face cu

planul bazei un unghi o cu tg a =7 .Sa se arate ca fetele laterale opuse sunt

perpendiculare.

R6.4.2. Muchia laterala a unui trunchi de piramida triunghiulara regulata face cu
planul bazei un unghi a. Determinati volumul trunchiului daca laturile bazelor sunt a,b
(a>0).

2 h A2
Solutii: R6.4.1. tg a =7 echivalent cu — :T , unde x lungimea proiectiei muchiei
X

laterale pe planul bazei. Aceasta proiectie este ipotenuza in triunghiul dreptunghic

isoscel format cu muchia bazei mari. Deci v/2 y=x. Notand cu § unghiul fetei laterale
cu planul bazei obtinem tg 6 =1 deci & =45.

R6.4.2. Obtinem h=@ tgo
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7. Corpuri rotunde

Rezumat: In aceasta temd ne propunem ca elevii capabili de performanti si-si
antreneze rationamentul in contextul unor aplicatii viziune geometrica,si generalizarea
unor situatii intalnite.

In multe din lista de aplicatii propuse numerele sunt inlocuite cu litere pentru a
stimula familiarizarea elevului cu contextual general,dezvoltandu-i o perspectiva
globald asupra corpurilor rotunde.

Nu lipsesc si probleme in care solide plane se rotesc in jurul unor axe alese
concret!

7.1. Cilindrul

Probleme rezolvate

R7.1.1. Dintr-o bara de otel sub forma unui cilindru se strunjeste o sferd cu raza c.

Daca raza cilindrului este a si indltimea este 2a si a’+b’+¢’ —3abc=0.Sase
afle ce procent din otel se pierde prin prelucrare.

(G.M.S!1994 Eugen Spachu)

3 3 3
. a’ +b’+c .
Solutie: a’+b* +¢* =3abc; ————— =3/a’b’c’ ; deci a=b=c. Volumul

4ra’

cilindrului este 2ma’ si volunul sferei .Prin prelucrare se pierde 33,(3)% din

volumul cilindrului.

R7.1.2. Planul ce trece prin centrul bazei inferioare a unui cilindru face cu planul bazei
unghiul a si intersecteaza baza superioara tiind o coarda de lungime b si care
B subantinde un arc de marime fB.Se cere volumul cilindrului.
Solutie: Exprimam R in functie de /2 si b/2 in

@ A O, MB dreptunghic in M obtindnd R = % *g

In AO,0,M dreptunghic in O, si cu m( LO,MO,)=c
h (planele bazelor sunt paralele) exprimam inaltimea
h=0,0, h=0Miga

Insa OM=R- cosﬁ =E-sin£-cos£
2 2 2 2

Asadar. h= Bsinﬁ . cosﬁ ‘tga
2 2 2
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b> . .fb. B B

Volumul cilindrului este: V, =7zR* -h =7 -—-sin’ £~ —sin~-cos =~ tga
4 22 2 2

3
=ﬂ-b—-sin3£-cos£-tga.
8 2 2

Solutie:
a)iniltimea dupa k operatii
7T 7 7 1 7 x
este7T+—+—+.+—=72—-—)=14——, ke N'!
2 2° 2* ( 2") 2
k3 _

1
+2T)=7Z'477T de unde

b)Volumul coloanei este 7-4-7(1+ i} + Lé
272

233 _1 B 23k+3 _1

P cu k=10.

R.7.1.3.Inaltimea unui cilindru este 16,raza bazei este 10.Capetele unui segment de 20
se afld pe circumferintele celor doua baze.Sa se determine distanta de la acest segment
la axa cilindrului.
Solutii: PR.7.1.3.Determinarea perpendicularei commune:

Ducem AA’-generatoarea din A

FieO,M 1 A'B evident M mijlocul coardei A’B

Deoarece AA'L (A'BO,),AA'L O,M cu O,M 1 A'B

rezulta ca O,M 1 (ABA") ,deci inclusive pe AB. Intersectia planului (O,0,M )
cu(AA’B)este MN cu Ne 4B (mijlocul lui AB).Ducem NP || MO, si deducem ca
PNl 0,0, (PN || O,M )siPNL AB(O,M L AB).Deci NP este perpendiculara
comuna. Calculul distantei:

O,M = PN vom calcula O,M

In AAA'B dreptunghic in A” avem A’B=+/400 —256 =12

In AO,MA'dreptunghic in M avem O, M = m = \/6_4 =8.

PR.7.1.4.0 suprafatd dreptunghiulard de dimensiuni a §i b se roteste o data in jurul
laturii de lungime a si apoi 1n jurul celei de lungime b. Se cere:

Draportul ariilor laterale ale corpurilor obtinute.

2)raportul ariilor totale ale corpurilor obtinute;

Solutie PR. 7.1.4.
Notand:

R =a;hj=bavem R, =b h, =a
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A, =27R h, =27ab A, =27R,h, =2mab

A, =2nmab +2na’ A, =2mab +27b’
A
2y A _ 2mab 1
A4, 2mab
b)i: 27ab + 2ma’ _ 2ma(a + b) _a,
A, 2mb+2zb° 27b(a+b) b’
7.2.Conul

7.2.1. Aria totald a unui con este S, iar unghiul de la varful sectiunii axiale .53 se

determine volumul conului. (cazuri particulare a=90,0=30)
Solutie:

(1)S=7R(R + G) . In AVOB dreptunghic in O si cu m( LOVB ):% ,obtinem

. a
S'sin—

G= p .nlocuind in (1) 7ZR(R + a) =S obtinem R’ =

sin— sin — 7z(sing +1)
2 2 2

. a
In acelasi triunghi VO=h=R*ctg5 Asadar volumul:

. a o . a
- S'sin— COS— S'sin—
V=rR>*h/3 =" 2 w2 2
. a . a . a
w(sin—+1) sin— w(sin—+1
( 5 ) 5 ( 5 )

a / a
S\/Ecos— sin —
2 2

3(sing +1) sin 41
2 2

7.2.2.Se considera un con circular drept cu varful S,baza cercul (C’)si punctele A,B,C
€(C’),De[SALE€[SC],M,,M, €[SB].Stiind ca [BM, E[ADI=[CE]=[BM,] si
notand cu(A,),respective( A, )intersectiile planelor(M ,DE )si (M ,DE )cu planul

bazei conului sa se arate ca( A, )este paralela cu(A, ).

(G.M.5!1981,Ion Voicu)
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Solutie:Se aratd ci DE||AC,ACc «,(M,DE)na=(A,) (M,DE)Na =(A,)
rezultd ca avem () " DE,(A,) || DE si din tranzitivitate rezulta (A, ) || (A)).

S

(A,).

7.2.3 Se considera conul circular drept avand raza de 4 cm.Determinati aria laterala si
volumul conului stiind ca acesta are 2 generatoare care formeaza un unghi de 30° si ca
ele impart suprafata laterala a conului in 2 parti avand raportul ariilor egal cu 1/5.
(Artur Balauca)
Solutie: Fie generatoarele VM si VN care impart suprafata laterala in doua parti astfel

incat S,/ Sypy =1/5, de unde rezultdi ca m(£LMBN)=5-m(£LMAN),deci
m( LMAN )=60° si MN=/,=R=4cm. Aplicand teorema cosinusului in AVMN

avem: MN? = VN + VM2 —2VN-VM -c0s30°  obtinem VN =44/2++/3 Din
AVMO dreptunghic rezultd ca VO=4 \/\/g +1.deci S, =72RG =164/2 + \/g em’ si

V=%-64 B+lrem?.
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7.2.4.In triunghiul isoscel ABC ([AB]=[AC)), se duce
MN || AC,M € (AB),N € (BC).Stiind cd AM=x-2,AB=5x-10,BC=4x+12,NC=x cm, se
cere:
a)Perimetrul,aria si unghiurile triunghiului ABC
b)Volumul si aria corpului obtinut prin rotirea triunghiului in jurul dreptei
CC’,perependiculara pe BC.

(G.M.311980)
Solutie:a) ABAC=ABMN.Se obtine
x=12,AB=AC=50cm,BC=60cm,P=160cm,A=1200cm,h=40cm etc.

b)Volumul este egal cu %h -BC’ =72000cm’ iar aria corpului este egali cu

9600 7cem? .

7.2.5. Un con circular drept cu generatoarea G are trei generatoare perpendiculare doua
cate doud.Aflati volumul conului si aria sferei inscrise in con.
Solutie:Inéltimea este distanta de la varful tetraedului tridreptunghic format cu

muchiile perependiculare 2- 2 de lungime G.Dupa calcul obtinem h= G\/g /3.
_7h-R* 7-G+3/3:-G\6/3 G 322Gz
3 3 27

cercului circumscris Aechilat. de laturd G+/2 ).Raza sferei inscrise coincide cu raza

266

cercului inscris intr-o sectiune axiala cu laturile G,G,——— ,determinandu-se cu

V

(R se calculeaza ca raza

formula S=p- r,adica r=S/p etc.

7.3. Trunchiul de con

R7.3.1 Volumul unui trunchi de con este 28, iar aria unei baze este de 4 ori mai mare
decat aria celeilalte. Sa se determine volumul conului din care face parte trunchiul de
con.

Solutie: Obtinem K = 1 rezulta 1 = 7 rezulta Ve = 8. 28=32
2 Ve 8 7
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R7.3.2 Generatoarea unui trunchi de con este egala cu 1 si face cu planul bazei mari un
unghi de 60 grade. Sa se determine aria totald a trunchiului de con daca raportul ariilor
bazelor este 9.

Solutie: Notam cu r raza bazei mici, deducem R = 3r si apoi —=r

3 1. 9 I 10r* 26/
At=7r—l(—+—)+7r—2+7r—:7rlz+—r = d
4 4 4 16 16 16
R7.3.3 Aria laterald a unui trunchi de con circular drept este 30 [1(m?), volumul de
310Jm’), iar inaltimea 3m. Si se calculeze lungimile razelor bazelor si lungimea

generatoarei.

R+r= 30
G
Solutie: Obtinem sistemul: R* + 7> + Rr =31

R*+r*=2Rr+9=G"

R+r=6

R=5cm ; r=1cm si G=6cm
R-r=1 =
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7.4. Sfera

R7.4.1. Doua cercuri nu se afla in acelasi plan. Ele se intersecteaza in doud puncte

diferite

A si B. Sa se arate cd exista o singura sfera care le contine.

Solutie: -Locul geometric al centrelor sferelor ce contin cercul C1 este perpendiculara

in centrul cercului pe planul acestuia . Notam dreapta cu d;. Analog obtinem dreapta d,,
\

\
\ dl /
\
\
\

1
1
1
N
N
1
1
1

Ci

Dreptele d;, d, sunt:

- coplanare fiind continute in planul determinat de diametrele perpendiculare pe coarda
[AB] in fiecare cerc.

-In ipoteza ca cercurile nu se afld in acelasi plan dreptele d, si d, sunt concurente in
centrul sferei cautate.

R7.4.2. Se considera in spatiu 6 puncte diferite. Se stie ca oricare cinci dintre ele se
afla

pe o sfera . Sa se arate ca toate cele sase puncte se afla pe aceeasi sferd. Generalizare.
Solutie: Analizam doua cazuri:

1. Daca orice patru din cele sase sunt necoplanare. Patru puncte necoplanare determina
o sferd mica. Din enunt, Inca un punct se afla pe aceasta sfera. Al saselea luat cu cele
patru care determina sfera este pe aceeasi sfera.

2. Orice patru puncte din cele patru se afla in acelasi plan. Orice trei nu se afla pe o
dreapta (deoarece se afld pe o sferd). Toate se afla pe acelasi cerc care apartine unei
sfere.

R7.4.3. Sa se arate ca daca trei sfere au un cerc comun, atunci centrele lor sunt
coliniare.

Solutie: Notam cu O; , O, , O; si O centrele sferelor respective si sectiunii comune,
atunci 0,0 L 0,0 L a, O;0 L a ,unde g este planul cercului comun.

R7.4.4 Doua sfere disjuncte S; si S, sunt tangente la o a treia sferd S; in punctele A si
B.

Fie M un punct pe sfera S, ; dreapta MA intersecteaza a doua oard sfera S; in punctul
N, iar dreapta NB intersecteaza a doua oara sfera S, In P. Sa se arate ca daca dreapta
MN este tangenta sferei S, , atunci ea este tangenta si sferei S;.
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Solutie: Se studiaza intdi cazul cand S; si S, sunt tangente exterioare la S; si se
considera sectiunea sferelor date pentru planul ce trece prin punctele M,P, A, B. Din
<) MPB = <)BAN rezultd <) AMB = <)ABN. Analog in celelalte cazuri.

R7.4.5 Se duce un plan prin extremitatea unei raze a unei sfere, care face cu raza un
unghi de 30 grade . Daca sfera are raza R, sa se determine aria sectiunii realizate de
plan 1n sfera.

Solutie: <) (OA; a) =<)OAO0, pentru ca
pro OA = AO;cunoscand ca
O, = prO.Notand cu r raza sectiunij in sferd obtinem:

R7.4.6 Doua sfere de centre O si O, si raze R si R;; R; <R sunt tangente exterior. Sa
se afle aria laterala a trunchiului de con ce are ca baza cercurile de tangenta cu cele
doua sfere ale conului circumscris sferelor.

Solutie: 4 TR Ry

R7.4.7 Fie SABC un tetraedru. O sfera care trece prin S taie muchiile SA, SB, SC in
punctele M, N respectiv P. Fie O centrul sferei circumscrise tetraedrului SMNP. Daca

SO L (ABC), atunci patrulaterele BCPN, ACPM si BAMN sunt inscriptibile.

Solutie: Fie{k}= SO intersectat (ABC) si cum SO L (ABC) rezultd SK_L AB (1).
Notam cu L = prag K si deci KLL_AB (2). Din (1) si (2) rezultd cd AB.L
(SLK), deci (SLK)_L(SAB) si pe de alta parte conform T3 L, SLLAB (3).

Fie acum O, piciorul perpendicularei din O pe SAB. Evident O, apartine SL (4).

Din (3) si (4) rezultd ca in planul (SAB) cercul de centru O, apartine SL (SL este

inaltimea din S pe AB) intersecteaza laturile ASAB in M respectiv N. Notdm cu T
intersectia acestui cerc cu Inaltimea SL. Avem <)SMN = <) STN (5) si deoarece ST
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este diametru <) SNT = <) SLB (90 grade). Asa cd ASNT congruent A SLB si deci
<) STN = <)SBL (6)

Din (5) 51 (6) avem cd <) SNM = <)ABN deci patrulaterul AMNB este inscriptibil.
Demonstratii analoage conduc la concluzia cad si BCPN si ACMP sunt inscriptibile.

NS

R7.4.8 Fie SABC un tetraedru. Pe muchiile SA, SB, si SC ca diametre se construiesc
trei sfere. Cele trei sfere se mai intersecteaza intr-un punct. Care este acesta?

Solutie: Aratam ca piciorul Tnaltimii din S pe (ABC) este un punct comun al sferelor
construite.

ASDA , ASDB,ASDC sunt dreptunghice in D si DM = MS = MA;

DN = SN = NC, DP = PS = PB. Mediane in triunghiuri dreptunghice.
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8. Sectiuni in corpuri geometrice

REZUMAT

Tema cuprinde metoda determinarii sectiunilor plane in corpurile geometrice studiate
cat si calculul unor elemente legate de sectiunea respectiva: perimetrul, aria, raportul
volumelor poliedrelor delimitate in urma sectiunii.

Sunt prezentate sectiuni in prisma (cub sau paralelipiped) urmate de sectiunile 1n
piramida si in corpurile rotunde studiate con, cilindru si sfera.

Pentru fiecare sectiune realizatd se cer: calculul ariei pornind de la datele
corespunzatoare corpului si raportul volumelor corpurilor obtinute exemplele in acest
sens fiind preponderent sectiunilor ce impart corpurile in corpuri echivalente.

8.1.Generalitati

Un gen de probleme frecvent intdlnit in geometria in spatiu este acela in care un plan
taie un poliedru dat si se cere sd se determine forma sectiunii si caracterizari metrice
ale acesteia cum ar fi: aria, raportul in care imparte volumul poliedrului. Acest tip de
probleme dezvolta abilitati de ,,vedere” in spatiu si o viziune tehnica a desenului. in
) Constructia sectiunii
(i1) Calculul unor elemente legate de sectiune
A construi sectiunea unui poliedru P printr-un plan o revine la a determina punctele de
intersectie ale planului de sectiune cu muchiile poliedrului si a uni apoi aceste puncte
prin segmente incluse in fete.

Planul de sectiune poate fi definit prin conditii diferite. Vom aborda probleme de
sectiune relative la principalele corpuri geometrice insistand asupra sectiunilor in
prisma (in special in cub) si in piramida, din cauza complexitatii lor.

Dacd ne referim la sectiuni paralele trebuie amintit un rezultat fundamental in
justificarea poliedrelor echivalente , un puternic instrument de calcul al volumelor.
Principiul lui Cavalieri

Fie Py si P, doua poliedre si oun plan dat. Daca pentru orice plan a 1l o,y multimile
(sectiunile ) o intersectat P; , o intersectat P, sunt echivalente atunci poliedrele P, si
P, sunt echivalente.

Aplicatie: Cunoscand volumul cubului aratati cad daca P = ABCDA’B’C’D’ este
2
a

paralelipiped dreptunghic de dimensiuni AA’ =a, AB = b, BC = 7 , atunci P are

volumul a°
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8.1.1. Sectiuni in piramida

R8.1.1.1 Se considera piramida patrulatera VABCD cu lungimea muchiilor a. Pe
muchiile [AB] si [BC] ale bazei si pe indltimea [VO] se iau respectiv punctele M, N, si
O’ astfel ca:

BM BN VO 1

MA NC 00 3
Sa se determine: a) m<[(ABC);(MNO’)]
b) m<[(VD);(MNO")];
¢) Aria sectiunii in piramida prin planul (MNO”).
Concursul”Gr. Moisil”’-Baia-Mare 1999
R.Marinescu si I.Marinescu.

b

Solutie:

a) (ABC)N(MNO'") = MN;,

In A ABC, MN || AC (din R.T.Thales). Deci BDAMN.Fie BDN MN = {P};

Apoi, 0’0 L(ABC)

OPLMN = O’P1MN
OP, MNc (ABC)
Deci m<[(ABC);(MNO’)]=m(<O’PO);
In AOVB avem: E = ﬁ = l;
o0 PO 3
Din R.T.Thales avem ca O’P| VB. Asadar m<(O’PO) =m<(VBO) (alt int)
Deci m(<[ABC],(MNO’)]=45 grade;

b) Se costatd cu usurinta ¢ VD=0’P. Cunoscand ca O’P|VBLVD, obtinem

m<[VD;(MNO’)]=90 grade;

c) Constructia sectiunii: Intersctia planului (MNO’) cu (VAC) va fi o dreapta
paraleld cu AC deci cu MN.Ducem MN;|[MN. M, e(VA), iar N, €(VC). Astfel,
obtinem intersectiile MM, si NNy, cu fetele (VAB) si (VBC). Unind pe M, cu Q si pe
N cu Q, obtinem intersectia planului (MNO’) cu (VAD), respectiv cu (VDC). Asadar,
sectiunea realizata in piramidd este pentagonul MNN;QM;.

Determinarea ariei sectiunii:

av2

Folosind T.F.A:in AABC obtinem MN=T'

B

3a
in AABV obtinem MMFT ;

7
in AVBD obtinem PQ=?a ;

= Aria] MM, QN N]=Aria] MNN;M;, | + Aria|[M; N,Q] =
32242 3a_3a2\/5+£_332(4\/§+1)].
16

+

MN MM1+1-O'Q-M1N1: 1a3a
2 2 8 4 16 64 64
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R&8.1.1.2 Fie ABCD un tetraedru regulat cu muchia a, inaltimea h, distanta dintre doua
muchii d (neconsecutive).
a) S& se afle aria sectiunii tetraedrului cu planul determinat de indltime si o
muchie consecutiva cu aceasta.

b) Sa se arate ca 3h=2d\/§ .
Solutie:
2

3
a) In A BCD echilateral cu latura a, indltimea este .Aria

si aria

a’\2

si a, adica .
4

sectiunii este aria unui A isoscel cu lungimile laturilor

A . . a
b) Indltimea tetraedrului este h=

a2

(neconsecutive) este de d=T;

, iar distanta dintre doua muchii opuse

Avemdeci:3-h:3-a36 za\/g:2\/§-a\25:2\/§-d;
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a/2

R8.1.1.3 Daca intr-un trunchi de piramida o sectfune paraleld cu bazele are valoarea

2
(5" +5,)
g=V7t 27
4
(Sy, S;- ariile bazelor).

Solutie: Daca notdm cu h; si h, inéltimile celor doud trunchiuri de piramida, rezultate
in urma sectiondrii,volumele lor sunt date de relatiile:

V1——(S +8,+4/5,-5) = }; \/; \/\/j -pentru partea superioara-

By S, —s*
vz——(S+S +5,5)= 2 5

Fie A;B,A;B; o sectiune ce trece prin inaltimea piramidei din care sunt obtinute
trunchiurile, iar A si B punctele in care planul de sectiune intersecteaza planul (A;B;

B)).

Notdm cu D si E intersectia paralelei prin Bl la AjA; cu ABsia paralelei prin B la

/ S, . 4B
avem
2

3
v, NS S
Deci, facand raportul Ak obtinem: — = 1

v, S23 \/_
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, atunci aceasta sectiune Tmparte trunchiul in doud parti echivalente

-pentru partea inferioara-

AIAZ cu Asz.

h _ DB _ S-S,
hy EB, [S,-S

=0



inlocuim in (1) si obtinem :

Cunoscénd din ipoteza ca 3\/§ = w
ﬁ: 2 2 _ 2 _1.

Yt
/|

R8.1.1.4 Dacda VABCD este o piramida patrulaterd regulata si E, F,G sunt
mijloacele muchiilor AB,BC si respectiv VD atunci planul (EFG) imparte piramida in
doua corpuri echivalente.

Solutie:
Notam cu:
{Q}=EF N DC
{P}=EF N AD
{H}=PG N VA
{I}=QGNVC
{J}=EF " DB
Poligonul sectiunii este EFIGH. Elementar, obtinem: AH=VA/4; BJ=DB/4; GD=VD/2;
BF=AB/2;
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[ V(HAEJD) _ AriaAEJD]-d(H3(4BD))/3 _ T
V(VABD)  ArialABD]-d(V;(ABD))/3 32
Aria[AEJD) | ArialEJB) | EB-BJ 7 . d(H.(ABD) AH 1
Aria[ ABD] Aria[[ABD] ~ AB-BD 8  d(V,(ABD)) VA 4
v(HIDG) _ Aria(DGJ)-d(H,(VDB))/3 9
WVABD)  Aria(VDB)-d(A,(VDB))/3 32
Aria(DGJ) _ DG-DJ _3 . d(H.(VBD) VH _3
Aria(WDB) DV -DB 8’ d(A,(VDB)) VA 4

Avem: , pentru ca

deoarece

Apoi,

AEJDGH) 1
Cum v(HAEIDy+v(HIDG)=v(AEIDGH) = YAEDGH) 1.

v(VABD) 2
Observatie: Data fiind simetria constructiei fata de planul (BVD) putem calcula
V(AEJGDH) si sa-1 comparam cu v(VABD)

8.1.2. Sectiuni in cub

R8.1.2.1 Sa se construiasca sectiunea prin cubul ABCDA,B,C,D, de muchie a, printr-
un plan care trece prin mijloacele muchiilor [AB],[BC] si [CC1]. Sa se determine aria
sectiunii.
R8.1.2.2 Se considera cubul ABCDAB;C;D; unde [AA],[BB],[CC,], [DD;] sunt
muchiile laterale. Se considera planul de sectiune care trece prin A, mijlocul muchiei
[BC] si centrul fetei DCCD;. Sa se determine raportul in care planul de sectiune
imparte volumul cubului.
R8.1.2.3 Un cub de muchie a este intersectat de un plan ce contine o diagonald a
cubului. Aria sectiunii, minima posibil determinate in cub este5a’ /4?
R8.1.2.4 Fie [ABCDA'B'C'D'] un cub cu muchia de lungime a, M si P mijloacele
muchiilor [BC] si [AA'] si O' centrul bazei [AIBICID1]. Sa se determine sectiunea
realizata in cub de planul (HPO1), perimetrul si aria ei.

(Admitere Univ. de Arhitectura si Urbanism “Ion Micu”)

R&8.1.2.1 Solutie (sectiuni in cub)

Determinarea sectiunii:

Planul de sectiune a=(MNP) si planul care contine fata ABCD au in comun
doud puncte (M si N) deci au in comun toatd dreapta MN. Aceastd dreapta
intersecteaza
dreptele DC si ADIn K si L.

Planul de sectiune a si celcare contine fataCDD;C, au In comun punctele K si
P, deci dreapta KP este comuna celor doua plane.

in planul patratului CDD,C, dreapta KP intersecteaza dreptele C,D; si DD, in
Q si respective R. Planul a si planul care contine fata ADD;A; au in comun punctele R
si L, deci dreapta LR. Aceasta dreapta intersecteaza laturile [AA;] si [A|D;] in T si
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respective S. Unim punctele 1n care a intersecteazd muchiile cubului obtinand
hexagonal MNPQST.

Determinarea ariei hexagonului de sectiune

AMBN=ANCK=APCK=APC,Q=AQDR=ARD;S=ASA  T=ATAL=ATAM=ALAM
rezultd ca ALMT, ANKP, ARSQ sunt echilaterale de latura \/(a/2)2+(a/2)2=aV2/2
AnnposT=Anrik—3*Aativ=92"V3/8-32’\3/8=3a"\

Obs. Sectiunea este un hexagon regulat.

R8.1.2.2

Determinarea sectiunii:

Planul de sectiune si planul bazei inferioare au in comun punctele A si M (M-
mijlocul muchiei [BC]), deci dreapta Am este dreapta lor de intersectie.

Aceastd dreaptd in planul ABCD va intersecta dreapta DC in N. Din
AABM=AMCN=CN=AB=a, a fiind lungimea muchiei cubului. Planul de sectiune si
planul care contine fata DCCD; au comun punctele N si P (centrul bazei CC,DD).

Prin urmare dreapta NP este dreapta de intersectie a celor doud plane, care taie
[CCi] In Q si muchia [DD;] in R. Cum C mijlocul lui [DN], iar CQ|DD;=
CQ=DR/2. Unim punctele gasite A cu M, M cu Q, Q cu R si R cu A. Sectiunea este
patrulaterul AMQR, care imparte cubul in doua poliedre:

ABMQRD;A ;B C, de volum V; si altul CMQRDA de volum V, Sectiunea
este un trapez de baze MQ si AR)

Determinarea raportului V,/V,

V2=Vgapn—Vounc=1/3-AD-DN/2-RD-1/3-CM-CN/2-QC
Fie PP1||QC= P1 mijlocul muchiei [DC]
PP1=a/2; ANPP1=ANQC cu NC/NP1=2/3=QC/PP1
Deci QC=2/3PP,=2/3-a/2=a/3.In ANDR, [CQ] este linie mijlocie. Deci DR=2QC=2a/3.
Revenind la V,=7a’/36. V,=Vcub —V,=a’ ~7a’/36=292°/36 =V/V,=29/7

R\é/%. 1.2.3 Se arata ca sectiunea este tot timpul un parallelogram cu diagonala de lungime
av3.

Daca P este intersectia cu AA’ atunci aria este minima cand d(P;BD’) , minima
adica d(P BD’)=d(AA’;BD’) situatie care conduce la aV2/2 pentru A’P=a/2.

In aceasta situatie, paralelogramul este romb cu latura a\5/2 si arie
D’P-PQ=a\3-a\2/2=a’\6/2.

Deci raspunsul este NU.
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R8.1.2.4 Ducem (OP, care intersecteaza DA in S. Unim S cu M obtinand intersectia N
cu AB. Planul (ABCD) fiind || cu A;B;C;D;= intersectia lui o cu A;B,C,D; este o
dreaptaprin O paralela cu MN. Sectiunea va fi deci pentagonal MNPQR cu QR||RN.
AACB si transversala SM=>(Th.Menelaus)=BN/NA=3=BN=3a/4;
AN=9/4;=MN=913/4; PN=aV5/4;PQ=aV10/6; QR=a\13/3;RM=aV10/3;
P[mnpor=aV10/2+7aV13/12+av5/4;

A[MNPQR] :A[PMN] +A[PMR] +A[pRQ] :53.2\/14/16

Bibliografie
1. ,, Si tu poti invata geometrie” -lon Danila, Editura TEORA 1993, Bucuresti

2. Manual M1;- autor Mircea Ganga, Editura MATH PRESS Ploiesti 2000
3. Concursul ,, Gr.Moisil”- Al Blaga + Colectiv, Edit
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9. Corpuri inscrise. Corpuri circumscrise

Rezumat

O categorie de probleme interesante si diferite Tn acelasi timp o constituie
combinatiile de corpuri.

Tema constituie puncte de plecare pentru rezolvarea acestor tipuri de
probleme? De probleme incepand cu atenta pozitionare a corpurilor in spatiu
imprimand un desen adecvat demonstratiilor cerute.

De multe ori este util sa rationdm intr-un auxiliary care contine proiecine
proiectii ale elementelor puse in discutie.

In cele ce urmeazi vom analiza situatii in care apar configuratii de doua
corpuri.

9.1 Prisma si sfere

Definitie: O sfera este inscrisda intr-o prisma daca ea este tangentd tuturor
fetelor prismei.

Observatii: - Centrul sferei este la distantd egald de fetele prismei deci pe
planele bisectoare ale unghiurilor diedre.
- Inaltimea prismei este egala cu diametrul sferei.
- Pentru prisma dreaptd, proiectia ortogonala a sferei pe planul
bazei prismei este un cerc inscris in baza prismei.
Proprietate: - Unui paralelipiped i se poate inscrie o sferd daca si numai daca
ariile fetelor sunt egale. Dem.(exercitiu)

Definitie: - O prisma este inscrisd intr-o sferd daca toate varfurile prismei se
afla pe o sferd (echivalent cu a spune ca sfera este circumscrisa
prismei).

Observatii: - Centrul sferei este la egald distanta de varfurile prismei
- Planele mediatoare ale oricirei muchii contin centrul sferei.
- O prisma este inscriptibila intr-o sfera dacd si numai daca
planele mediatoare sunt concurente.
Proprietate: - Unui paralelipiped i se poate inscrie o sferd dacé si numai
daca e paralelipiped dreptunghic. (intersectia diagonalei este
centrul sferei)

Probleme rezolvate

R9.1.1

Aplicatie: - Baza unei prisme regulate este un patrat de latura a. Daca
Inaltimea prismei este h atunci si se calculeze raza sferei
circumscrise prismei.
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Solutie: Fie ABCDA’B’C’D’ prisma $i O;, O, centrele bazelor.
Planele mediatoare ale laturilor bazelor au comuna dreapta O,0,. Deci
mijlocul lui [O;0;] este centrul sferei circumscrise.
in planul ACC;A, consideram AOO,C cu OO,=h/2; OICIa\/2/2. Deci
raza OC este egald cu R=V(h*+2a%)/2.

Observatie: In cazul particular h=a (cub) raza sferei circumscrise cubului de

a3

muchie a este RZT .

R9.1.2. Fie M, N mijloacele muchiilor AB, > o
respectiv AD ale cubului ABCDA’B’C’D’. Sa
se arate ca sfera inscrisd in cub este tangenta la
planul determinat de punctele M, N si A’. —
Concurs pentru ocuparea catedrelor vacante
1998 \

I

|

|

|

|
Solutie: :
Planele (A’MN) si (ACC’A’) sunt VRO — Ao =
perpendiculare pentru ¢ca MN L AC si N
A’A 1 MN=>MN_L (ACC’A’); MNC (A’MN) 4 P
=>(A’MN)_L (ACC’A”).
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Deci piciorul perpendicularei Iui O pe (A’MN) € A’P.
Calculam OS unde S=Pr4-p O si ardtam ca OS= %.

In sectiunea ACC’A’ calculdm aria trapezului A’PQR in doua moduri:

a2 a2

+

(B+b)h:( 2 4 j'a3a2\5
5 .

8
o a afa
2 2., .4 2 05 4P

G[A’PQR]=

6[A’PQR]= 6[A’ROJ+6[PQO]+ 6[A’OP]=

2 2
az-\/z+a2-\/5+0S~3a\/§
8 16 8 '
2 2
2
Gasimos-3a‘5= 3a V2 _3-a ‘/E<=> os~3a‘5=3'a "/E=> 0s=2.
8 8 16 8 16 2

a
Deci Se p| 0;— |.
p( 2)

Observatie: Se cunoaste o generalizare a acestei probleme pe care va invitim
sd o demonstrati:
Daca M e[AB]; Ne[AD] si Pe[AA’] a.i. AM=a,AN=[ si AP=y, atunci sfera inscrisa
in cubul dat este tangenta planului (M,N,P) daca si numai daca are loc relatia:

2afy

ap+ Py +ya—a’ - pr eyt vyt a
R9.1.3. Se considera cubul ABCDEFGH de latura a si M un punct arbitrar ales pe
sfera inscrisa in cub. Sa se arate ca Z:MA2 =8a> -(G.M. 4! 1985).

G

=a. (vezi[2])

F
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Solutie:
Se aplica Th. Medianei in AMHC, AMGB, AMFA, AMED pentru care MO este

2 2 )
mediana. Rezulta: MO *= 2(MH +MC ) HC

2 . MO?
_2(mE” +Z\iBZ )- BG* | o2 2 +A£A2 ) 4F? MO"
_2(ME* + MD* )~ ED* |
; ;

2
=23 MA* = 4(4MO? +d2)=4(4-%+3a2j —4-4a> => 3 MA> =84,

R9.1.4. Fie un cub ABCDA’B’C’D’. Demonstrati ca exista o sferd (S) care trece prin
punctele A,B,C,D si este tangenta la planul (A’B’C’D’).
—Concursul anual al rezolvatorilor —Liviu Parsan 2001

Solutie:
Vom demonstra existenta punand 1n evidenta centrul si raza sferei cu proprietatea din
enunt. Centrul sferei este pe perpendiculara in centrul bazei ABCD, pe planul (ABCD)
pentru cé daca exista atunci A,B,C,D apartin unui cerc unic al sferei si linia centrelor
este perpendiculard pe (ABCD).
Deosebim cazurile O € Int(ABCD,A’B’C’D’] sau O ¢ Int.
Convine (si deducem prin calculul distantei de la O la O, centrul lui ABCD) O € Int
[ABCD, A’B’C’D’].

2
Notdm OO,=x §i R=a-x iar 00,=R=0C. Exprimam OC=, / x?+ % si OO,=a-x.

2 2
a a
Egaland obtinem: x’ +7 =(a—x)*® 5= (a—x)* —x?

2
@%:(a—x—x)(a—erx) &

a’ a % ¢
—:a(a—Zx):>a—2x:—|-2¢> 02
2 2 ,
A |
a '
2a—4x=a = x=—. | B
|
: o a |
Deci am pus in evidenta p(O; R) cuOla — ;2 R
3 4 b= AN C
a o
de O;si R=T cu proprietatea ceruta. A & o1
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RO.1.5. Fie o sferd de raza 6 cm. Determinati cat la sutd din
a) volumul cubului Inscris in sfera reprezinta volumul sferei;
b) volumul cubului circumscris sferei reprezinta volumul sferei;

(Artur Balauca)
Solutie :
00+/3
a) volumul cubului este 3 3 %~ 36,73%.
T
50
b) volumul sferei este 7 o » 52,3%.

9.2. Prisma si cilindru

Definitie: Un cilindru drept este inscris intr-o prisma dacd suprafata laterala a
sa este tangenta fetelor laterale ale prismei, iar bazele cilindrului sunt cercuri inscrise n
bazele prismei.
Observatie :
1) Daca un cilindru circular drept este inscris intr-o prisma atunci prisma este
dreapta
2) Liniile de-a lungul carora suprafata laterala a cilindrului este tangenta fetelor
laterale ale prismei sunt segmente perpendiculare pe bazele prismei.
Definitie : O prisma este inscrisa intr-un cilindru circular drept daca bazele sunt
poligoane inscrise in cercurile bazelor cilindrului.
Observatie :
Inaltimea cilindrului coincide cu inaltimea prismei.

Probleme rezolvate

R9.2.1. Muchia unui cub este a. Sa se determine volumul unui cilindru circular
drept nscris in cub astfel incét diagonala cubului sa fie axa cilindrului, iar cercurile
bazelor sunt tangente acelor diagonale ale fetelor cubului care nu au puncte in
comun cu diagonala considerata ca axa.

Solutie :
In figura am luat diagonala [BD,] a cubului ca axa de rotatie pentru cilindru.
Bazele cilindrului vor fi tangente diagonalelor fetelor laterale [AB,], [AC], [BC]
si respectiv [AC], [DC,], [DA,]. Cercurile de baza ale cilindrului sunt inscrise in
triunghiurile AAB;C, AA;DC,. Fie O,, O, centrele acestor cercuri. Mai intai
observam ca din AC||A,C,, AB||DC; si (AC, AB)), (AC;, DC)) fiind perechi de
drepte concurente se deduce paralelismul planelor (AB;C), (A;DC,). Pe de alta
parte [BB1]=[BC]E[BA] => proiectia lui B pe planul ACB; coincide cu centrul

cercului circumscris. Cum AACB; echilateral de latura a\/E se deduce ca centrele
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cercurilor inscris si circumscris in AACB, coincid. Deci pracgB=0;. Analog
praincD=0,. Calculam inéltimea cilindrului si raza sa.

h= a\/§ (diagonala cubului) —BO;-D;0,. In piramida triunghiularid regulati
2 2 avb6 6
BAB,C avem BO;=+/AB’ —AOI2 unde AB=a, A01=§ma = _a\/_ = a\/_

3 2 3

ma- mediana A echilateral de latura a. Raza este raza cercului Inscris iIn AAB;C

b

S 6
echilateral de latura a\/E . R=—= a . Deci  volumul este

p 6
V=7Z7"2h_72'-£-a\/§_72'-a3\/§
6 3 18

R9.2.2. Un cilindru echilateral este inscris intr-o prisma patrulatera regulata. Este
prisma un cub? Calculati At si V pentru cilindru daca R=9.

Solutie :

Raspunsul este evident afirmativ, cilindrul echilateral fiind cilindrul circular
drept cu sectiunea axiala patrat.

Avand G=2r=10 rezulta At=150x si V=500m.

R9.2.3. O prisma regulata este inscrisa intr-un cilindru si un cilindru se Inscrie in
aceasta prismd. Determinati raportul volumelor acestor cilindrii in cazurile in care
prisma este :

1) triunghiular;

2) patrulatera;

3) hexagonala;

Solutie:
Daca r, R noteaza razele cercurilor inscrise respectiv circumscrise bazei vom

v, m-h [
avea — = =|—|=k
V. R*-h

c

Q
> &

_
p—
N
Il
VR
= |
N—
1l
Q
W
SRR &l
Il
AW

N
S
e
Il
7 N\
= |~
N—
i)
I
Q
N
|
N |~
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R9.2.4. Diagonala sectiunii axiale a unui cilindru echilateral este a. Aflati volumul
prismei octogonale regulate inscrise in cilindru.

e _E

0

AN
I

L]

Solutie :

a2

Gasim R=—— §i h=——. Aria bazei prismei este Ao=8- R* - sin

2 2
a -2 N2 a2 )
4-————= . Deci volumul este V= =
4 2 4 2 4 2-4 4
Observatie : Invitam cititorii sa calculeze volumul prismei regulate cu baza un
poligon regulat cu n laturi, inscrise in cilindru.

360°
8

a 2.a2\/§_a3-2_a

9.3. Piramida si sfera

Definitie: O sferd se numeste inscrisa intr-o piramida daca este tangenta tuturor

fetelor piramidei.
Observatie:
1) Daca I este centrul sferei inscrise atunci este echidistant fata de fetele
piramidei ;
2) Orice muchie a bazei este perpendicularad pe planul determinat de centrul sferei
inscrise si proiectiile acestuia pe fetele adiacentei muchiei.
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3) I este intersectia planelor bisectoare ale unghiurilor diedre ale piramidei si
reciproc.
Propozitii :
1) O sfera poate fi Inscrisa intr-o piramida triunghiulara.
2) O sferd poate fi inscrisa Intr-o piramida regulata.

Definitie : O sferd se numeste circumscrisa unei piramide daca toate varfurile
piramidei se afld pe sfera.
Observatie :
1) Vartfurile piramidei se afla la aceeasi distantd de centrul sferei.
2) Centrul sferei circumscrise este punctul de intersectie al planelor mediatoare
ale muchiilor si bazelor.
3) Proiectia centrului sferei pe fiecare fata este centrul cercului circumscris fetei.
Recomandari :
e Este indicat sd precizam prin constructie centrul sferei
e Adesea este convenabil s construim o sectiune auxiliara care sd impartd combinatia
sfera-piramida 1n doud parti simetrice ridicind problema la una de geometrie plana.

Probleme rezolvate

R9.3.1. O piramida triunghiulara regulata are muchia laterala de lungime I si este
inscrisa intr-o sferd de raza R. Sa se calculeze volumul piramidei.

8

Solutie :

Fie SABC piramida regulata inscrisa in sfera de centru O si D mijlocul muchiei [SA].
2

/
Atunci OD=+R? — Z . ASOD<ASATI unde I=prpc)O centrul cercului circumscris

2

AABC. Deducem @ = & rezultand ca ! = 5 deci SI=I—. in ASAI
ST SA4 2-SI | 2R
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2 2
dreptunghic in I avem Al=+/SA4> — SI* = \/12 - 4le = %\/R2 _IZ . Deoarece Al

. o 33 2 (., 1P,
raza cercului circumscris bazei A[ABC]:T — - Z si volumul

9.4. Trunchi de piramida si sfera

Definitie: O sferd se numeste inscrisa intr-un trunchi de piramida daca ea este
tangenta bazelor si fetelor laterale ale trunchiului de piramida.
Observatie :
1) Diametrul sferei este egal cu inaltimea trunchiului
2) Centrul sferei inscrise este la intersectia planelor bisectoare ale unghiurilor
diedre ale trunchiului de piarmida
3) Raza sferei se calculeaza unind centrul cu varfurile trunchiului impartind

. o : : S .
trunchiul in piramide de inaltime raza sferei . V=r-— cu S-aria totald a

trunchiului.
Definitie: O sferd se numeste circumscrisd unui trunchi de piramida daca
varfurile trunchiului se afla pe suprafata sferei.
Observatie:
1) Centrul sferei se afla la intersectia planelor mediatoare ale muchiilor.
2) Proiectia centrului sferei circumscrise pe fetele trunchiului coincide cu
centrele cercurilor circumscrise acelor fete.

Probleme rezolvate

R9.4.1. Un trunchi de piramida patrulaterd regulata este inscris intr-o sferd de raza R
asa incat baza mare a trunchiului de piramida este inscrisa intr-un cerc mare al sferei.
Latura bazei mici reprezinta jumatate din latura bazei mari. Aflati volumul trunchiului
de piramida.

Solutie :

h
Fie ABCDA’B’C’D’ tetraedul dat. Volumul V=§(S + 5"+ SS ') cu S aria bazei mari

A'BY 1 7
si S’ aria bazei mici. Avem i :% =—. Deci S’=§. Rezulta V=——-. Dar
S' AB 4 4
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S=AB’=2R’. Pentru a gisi OO0’=h lucrim in AOO’A’ dreptunghic. Deci OO’=

2 2 3
\/(OA’)2 —(A'O')Z =1R _R = R—\E Finalizand V= 7R3 2R = R \/§
4 4 12-2 12

2

9.5. Cilindru si sfera

Definitie: O sferd se numeste Inscrisa intr-un cilindru drept daca sfera este
tangenta suprafetei laterale a cilindrului de-a lungul unui cerc mare al sferei situat intr-
un plan paralel cu bazele.

Observatie:

1) Centrul sferei este pe axa de rotatie a cilindrului;
2) Diametrul bazei cilindrului este egal cu diametrul sferei si este egal cu
inaltimea cilindrului;

Definitie: Un cilindru circular drept se spune ca este inscris intr-o sfera daca
cercurile bazei sunt cercuri mici ale sferei.

Observatie:

Centrul sferei coincide cu mijlocul axei cilindrului.

Definitie: Un cilindru se numeste echilateral sau echilater daca sectiunea axiala
a cilindrului este patrat.

Recomandari:

Este util In rezolvarea problemelor sda consideram o sectiune auxiliara care
imparte configuratia In doua parti simetrice, de regula sa contind axa de rotatie. De
exemplu ar putea fi sectiunea axiala.

Probleme rezolvate

R9.5.1. Sa se inscrie in sfera de raza R un cilindru de volum maxim.

Solutie:
Notam cu r -raza cercului, baza a cilindrului, cu R —raza sferei circumscrise si h —
inaltimea cilindrului.
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Avem V=7 r* h. Considerdm sectiunea axiala ABB’A’. In AOO,A dreptunghic in O,

2 2 2 2
2
avem R2=r2+h7 ssuh=2\R —r .Volumul V=2n*>- VR —r .Maximul lui V se

atinge pentru acelasi r pentru care este atins maximul expresiei

2 2 2 2 2 2 2
2 2 2
V ror .. r r R —r
~=—'—| R —r | Cum suma factorilor —+-—+———=R constanta
2 2 2 2 1

167

aplicand inegalitatea echivalenta cu inegalitatea mediilor
2 2 3
2 2 : 6
ror

. 22 —+——+R —r
——| R —r | 2 2 =—5 (ct.) deducem cd maximul se

2 2 3

3
2
2 2

. . LT 2
atinge pentru egalitatea factorilor 7 =R —r saur= R\/; pentru care

3

Vo= 47 - R
max_  _ —
343
BI _— }\ = Al
]
R
el

R.9.5.2. Dintre toti cilindrii de acelasi volum 2ma® s se determine acela care este
inscris in sfera cea mai mica.
Solutie:

/ 3
6
Cilindrul cautat are raza \ a 3\/5 .

R9.3.2. Se considera tetraedru regulat avand lungimea unei muchii egald cu a
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a)Determinati razele sferelor circumscrisa si inscrisa in tetraedru .
b)Sa se arate ca existd o sfera care este tangentd tuturor muchiilor tetraedrului
si determinate de raza ei .
¢)Sa se calculeze ariile sectiunilor determinate in tetraedru si in sfere de un
plan paralel cu una din fetele tetraedrului , la o distanta egala cu a patra parte din
inaltimea tetraedrului .
Solutie :

a)Fie VABCD tetraedru inscris in sferad cu
centrul O si O1 centrul bazei ABC , V'=s,V

2 2 3 3 .

BOI== my== 2B a3 ey,
3 3 2 3

dreptunghic in B (VV1 - diametrul sferei)

aplicand teorema catetei obtinem :

a3

VB2=VV’-VO1 sau a 2 =2R T . De aici

Pentru a calcula raza sferei inscrise calculam volumul tertraedrului in doua moduri :

2
3 .., 1a V2
(a)S=a\/_51V=—-a 3.3\/523\/_
4 3 4 3 12
(b) Descompuneti tetraedrul 1n patru tetraedre cu varful in I si baze fetele laterale , cu

indltimile din I raze ale sfere inscrise .

razx/g 3v a\/g

si rezolvand ecuatia rezultata obtinemr = — =

4S8 12
b) Sfera se sprijind pe muchiile tetraedului In punctele se tangenta .Segmentul care
unesc cu varf al tetraedului pana la punctele de tangenta sunt egale .De unde deducem
cd punctele de tangentd coincid cu mijloacele laturile tetraedului . Cu aceastd

V:

: o A a
observatie se calculeaza usor raza obtinand a

Observatie :De fapt centrul sferei este punctul de concurenta al bimedianelor
congruente in tetraedru regulat .

3 C o
c)Raportul de asemanare este k=Z de aici aria sectiunii in tetraedru este

9 azx/g 9a2\/§
= etc.

16 4 64
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R103.3. Fie R si r razele sferelor circumscrise respectiv inscrise unei piramide
patrulatere regulate . Sa se arate ca :

2a” +h
Solutie : 2a fiind latura bazei si h indltimea, R = aZ—h’ I’:%(\/Clz +h* —a)

) R 2+x ? ,
calculand raportul — unde x=— obtinem x? +4(1+k-

= ——— =k ,
ro 2(Wl+x-1) a’

k2)-x+4+8k=0 cu A =16k2(k2-2k-1), si din conditia A>0 deducem k > +/2 +1 .

R9.3.4.Fie O un punct pe muchia AB a tetracdului ABCD . Sfera circumscrisa
tetraedului AOCD intersecteazd BC si BD in M, respective N, iar sfera circumscrisa

tetraedrului BOCD intersecteaza AC si AD in P respectiv Q . Demonstrati ca AOMN ~

AOQP
Indicatie : Folositi faptul ca ACMO este patrulater unscriptibil .

9.6. Con si sfera

Definitii : 1) O sfera este inscrisa Intr-un con circular drept daca este tangenta bazei
conului 1n centrul acesteia si este tangenta suprafetei laterale a conului de-a lungul unui
cerc situate intr-un plan paralel cu planul bazei conului.

2) Un con se spune inscris intr-o sferd daca varful conului si cercul de baza
al conului se afla pe sfera .

3) Un con se numeste echilater daca sectiunea axiald a conului este un
triunghi echilateral .

Probleme rezolvate

R9.6.1.S4 se circumscrie sferei de raza r conul de volum minim.
Solutie : V=nr*h/2 .Exprimata r si h in functie de r. Considerand o sectiune axiald 1n
con obtinem un cerc de raza r inscris in AVAB isoscel .Folosind asemanarea AVOT ~

h

Jh(h=2r)

(VT?= h(h-2r) — din puterea punctului V in raport cu cercul) De aici

rh . wrlh?
rezulta V =

“h-2r 3(h-2r)

AVO1A avem R/r =

R2
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272

V este minim , atunci raportul este minim atunci cand raportul

-2r
h —22r = LE(l - 2) .Produsul —r(l - E) este maxim cand 2 =1- z sau
h 2r h h h h h h

8z’

h=4-r Asadar volumul minim dacd h=4r,R=r+/2 cind V=

v

R9.6.2. Intr-un con sunt asezate cinci sfere egale . Patru din ele se afld pe baza conului
astfel incat oricare din aceste patru sfere este tangenta la alte doua sfere de pe baza
conului si la suprafata laterald a conului . A cincea sfera este tangenta celorlalte patru
sfere si la suprafata laterala a conului .Determinati volumul conului dacéd sferele au
raza egala cur.

Solutie :In sectiunile desenate 01020304 pitrat de latura 2r .

. 1
In AOsEO1 ,0105=2r ,OIEII'\/E deci OlE/O]OS:E , adicd m unghiul (OsO1E) =

2r

V2

45° . AVAD = AO103E . Deci h = R insd h=+/27 + —= + 7 = 7(24/2 +1) . Acum

(242 +1)
—5

volumul se calculeaza usor V=
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Enunt: Sa se determine aria partilor, din sfera circumscrisd unui cub de muchie a,
determinate de planele fetelor cubului.

Solutie: Planele fetelor cubului impart sfera in 12 unghiuri diedre si sase patrulatere
curbilinii (corespunzator celor sase fete ale cubului). Daca x noteazd aria din sfera
determinatd de m “unghi diedru”, iar y not. aria unui patrulater curbiliniu atunci:

7a*(3-/3)

4x+y=
2

, de unde se obtine
12x-6y=3ma’

@ (2-B) . m(R3-1)
Ty YT

Enunt: O sfera inscrisa Intr-un con care are unghiul de la varf al sectiunii axiale egal cu
0. In aceasta sfera se inscrie un con care are acelasi unghi la varf in sectiunea axiala. Sa
se determine sinusul unghiului a daca raportul dintre volumul primului con si al celui
de-al doilea este egal cu a.

Solutie:
Expriméam raza r ca raza cercului inscris in sectiunea axiala a conului mic
2 .
. abc G sina r
folosind formulele S=p-r; S= ;1= s T=—2
4r G+r sinx

Egaland exprimarile obtinem:

G+
Sil’lz(l: r2( Gz rl)
sino="2 (1 + 1
G G
sin®o= L& 1+ i)
g G G
. o . o
Dar L sm—;i =sin—
g 2 G 2
1 .
jar & = (3&/2 )" = —. Inlocuind obtinem ecuatia trigonometrica
G Va
.2 a1 . a
sin“o=sin—'—=(1+sin—
2 {/5( 2)
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. . . a oy .. . .
Folosind sin’ a = (2 smE-cosz)2 si apoi formula fundamentala a trigonometriei

a .o . a a1 .« .o, .«
obtinem 4sin? 3~(1 —sin 5)(1 + sin 3) = smz-%(l + sin 5)/ :(I+sin 3) smz

. a . a 1 a : 1 ,
4 SmE (1—sin 5) = — Notam sinE = X obtinem 4x-4x’=—= echivalent cu

Va Ya

(2)(-1)2=1-3L cu x=%+—l !

Va N Ve

Enunt: Doua sfere de raza r si o sfera de raza R, (R>r) se afla pe un plan, tangente
exterior una alteia. Sa se determine raza sferei tangenta tuturor sferelor si planului.

Solutie: Notam cu Og, Oy, O, si Oy centrele sferelor de raxe R, 1, r, x (x este lungimea
razei cautate)

Din conditiile de tangenta obtinem lungimiile O,0r=0;0Og=R+r;
OROX:R+ X
OIOX=OZOX=X+1‘
Fie M, N, P proiectiilepe planul a ale punctelor Oy, O, si O, unde O, este punctul de
tangenta al sferelor de razar.
Estimam lungimiile MN si (a;ta;) si din egalitatea lor obtinem o ecuatie in
necunoscuta x a carei solutie pozitiva va reprezenta raza cautata

MN=2VRT; @, +a, = J4xr =17 +4Rr 1
2Ry —4xr —r? = 4Ry — 1 |()2

ARx — 4+ Rx(4xr —r*) +4xr—r> =4Rr—r" |: 4
Rx +rx — Rr = \|Rx(4xr —r*);x(R + ¥) — Rr = V4Rrx> — Rr’x

x*(R+1) 2-2Rr - x(R+1)+R*r*=4Rrx*-Rr’x
x> (R*2Rr+1*-4Rr)-x - Rr(2R+2r-r)+R*r*=0
x> (R-1)2-x'Rr(2R+1r)+R*r*=0
A=R’r? 2r+1) -4R’1* (R-1)*
=R’r* [AR*H4Rr+*-4R*+8Rr-41%]
=R* [12Rr-31%]
3R’ [4Rr-1?]

Rr(2R +r) +—Rr+3(4Rr — r*)

2(R-7)’

X12™
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Observam cd ambele solutii sunt pozitive. Algebric deducem ca existd doua sfere
simultan tangente celor trei §i planului una in spatiul dintre sfere si plan §i una in afara
sferelor, lateral acestora.

p  RA2R+r+ \3(4Rr — )]
-

2(R-r)’
Roe Rr[2R +r —+/3(4Rr — r*)]
° 2R -7

9.7. Prisma si con

Definitie: o prisma este inscrisd intr-un con circular drept daca toate varfurile bazei
superioare a prismei se afla pe suprafata laterald a conului; iar baza inferioara a prismei
se afla pe baza conului.

Probleme rezolvate

R9.7.1 Generatoarea uni con are lungimea 1 si formeaza cu indltimea conului unghiul
o. In con se inscrie o prisma hexagonala regulatd. Determinati aria prismei. Pentru ce
valoare a lui o aceasta suprafata este cea mai mare, daca | este constant ?

R9.7.2 Un con este inscris intr-un cub astfel incat baza conului este inscrisad in una din

fetele cubului, iar varful conului este centrul fetei opuse. Determinati raportul
volumelor cubului si conului.
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3[2sin22a
4sin* (7 /4+a)

Solutii : R9.7.1 Aprisma= ; a=m/4

3-12-sin*2a/4sin?*(n/4+a) ; a=n/4.

R9.7.2 1naltimea conului este cat muchia cubului : Raza bazei este apotema. Deci
3

T
vcon= a*>n/12 . Vcub=a? . Vcon/Vcub=n/12.

9.8. Sfera si trunchi de con

Definitii: 1) O sferd se numeste inscrisa intr-un trunchi de con dacd este tangenta
bazelor trunchiului in centrele lor si suprafetei laterale a trunchiului.

2) Un trunchi de con este inscris intr-o sferd dacd cercurile bazelor
trunchiului sunt cercuri pe sfera.

Probleme rezolvate

R9.8.1 Un trunchi de con este circumscris unei sfere. Stiind cad generatoarea
trunchiului face cu planul bazei un unghi de masura o, sa se afle raportul volumelor
trunchiului de con care se formeaza prin sectionarea trunchiului da cu planul dus prin
cercul sau de tangenta cu sfera.

R9.8.2. Doua sfere sunt tangente exterior. Sa se afle aria laterala si volumul
trunchiului de con care are ca bazd cercurile de tangentd cu cele doua sfere ale
suprafetei laterale a conului circumscris sferelor.

R9.8.3. Un trunchi de con este circumscris unei sfere de raza r si este inscris intr-o
sferd de razd R. Cunoscand distanta d dintre centrele celor doua sfere si se calculeze
volumul trunchiului de con.
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Solutii:

Enunt: Un trunchi de con este circumscris unei sfere de raza r si este inscris intr-o
sfera de raza R. Cunoscéand distanta d dintre centrele celor doud sfere, sa se calculeze
volumul trunchiului de con.

Solutie: Rationand intr-o sectiune axiald a trunchiului observam ca:

h=2t;

Ro- /R — (r +d)?

inlocuind in formula volumului
V=”T'h (R *+R.>4+RRy)

Obtinem
_m2r

V= 3 (R2-(r-d)*+R>-(r+d)>)+ \/[RZ —(v=d)’l[R*-(r+d)’])
In AAO;B observam cia m(AO;B) = 180°- m(0'0,A) - m(BO,0%) = m(0,BO?) +

m(0,A0")= %m(ABOZ) + %m(BAO‘) = % [m(ABO*)+ m(BAO")] = % - 180° =90°

Dacid C este punctul de tangentd atunci O,C> = BC - AC (Teorema iniltimii in
AAQO;B). scrisd 1n termenii dati relatia este ?=R,'R,

deci \/=2T7ZT(R2 —(r-d)?+R*- (r+d)*+R;Ry) =277W(2R2 221 —2d* + 1)
Lv—’

:277” QR - - 2d?)
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Enunt:

Doua sfere de centru O1 si O2 au razele R1 si R2 si sunt tangente exterior. Sa se afle
aria laterala si volumul trunchiului de con, care are ca baze cercurile de tangentd cu
cele doua sfere ale suprafetei laterale a conului circumscris sferelor.

2. RR,
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Solutie: Gasim generatoarea trunchiului G=2,/R,R, . In trapez Daca notim cu o =
m(AO;0,) = m(CO,V) (alterne interne) Obtinem R=R;sina; r=R,sina. insa rationand

2./ R R R —R
in trapezul  AO,0,C sin =12 si cos a=— 2z
R +R, R +R,
(Rl — Rz) _

Inaltimea MN =h =R+R,- cos a - (R;- R;) =R, +R; -
R +R,

(R1 + R2)2 - (R1 B R2)2 _ 4R1R2
R +R, R +R,
Putem calcula

Ai=nGR+r)=n-2,/RR, - (Ri+Ry)sina=n2/RR, - (Ri+Ry)"

2./RR,
:4R1R2 T
(R +R,)
V=20 e sy 2 ARE o R 2Ry g, AR =
3 3 R+R, R +R, R +R, (R +R)
4R R, 4R’R,+4RR}+4R’R)} 16R’R,’
:”_h. 1772 . 1-2 1" 2 5 1 -2 :z‘ 6 ! 23(R12+R22+R1R2):
3 R+R, (R +R,) 3 (R +R,)
16R’R*(R’ +RR, +R,")
3(R +R,)

Enunt: Un trunchi de con este circumscris unei sfere. Stiind ca generatoarea
trunchiului face cu planul bazei mari un unghi de masura o, sd se afle raportul
volumelor trunchiurilor de con care se formeaza prin sectionarea trunchiului dat cu
planul dus prin cercul siu de tangenta cu sfera.(caz particular 0=60°)

Solutie
Vom exprima atat R cat si Inaltimile celor doua trunchiuri de con in functie de r raza
sferei inscrise. Lucrand intr-o sectiune axiald obtinem:

H=2R
5 1+ cosa l1-cosa
R, +Ry=— Rezulti Rj=r- ——— Ry=r ————
sino sina sino
h-cosa
Ri-Ry=—;
sinx

Patrulaterul OO;BM este inscriptibil deci m(O’Om) = o asadar R =r - sina apoi
h; =1(1 - cosa) iar h, = 2r —h; = r(1 + cosa)
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3

_ 2
VF% (RR>R, - R)=WT(1 _cosa)L=C0s9)

sin’

(1+cosa)’

sin’ &

Folosind formula fundamentala a trigonometriei obtinem

+sin’a +1-cosa]

3
V,= ”T}’z(R12+R2 +R1.R):”Tr(l+cosa)[ +sin’ o +1+cosa]

V. (I-cosa)’ 1+cosa)’
—1zg-(cosz0:+3cos05+3)/¥-(3—cosa—cos205+cos3 a)=
V, l4cosa 1-cosa

_1-cosa; cos’a+3cosa +3

l+cosa’ 3—cosa—cos’a+cos’ a

Cazul particular 0=60° impune R,=r-+/3 ; R=r*

V3
3

-
s
"202,3,2,,23, 3.3 \3
v, 3(3r+ r+ 4) l.(1+4+4)_15+*/§
V. 7[31 P 3 (1+§+1) 13
2 (—+7r2—i-r2 ) 3.4 2
3 3 4 2
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Enunt: Doua sfere de aceeasi raza r sunt tangente una alteia. Determinati raza sferei
tangente fetelor unghiului diedru precum si sferelor date.

. ... a OP-MN
Solutie: Exprimam sin— = ——
2 MO

X—=r

Naxr + x*

Prin ridicare la patrat scriem ecuatia:

. . a
Echivalent sin— =

(24
(X_r)2: Sln25(4x1’ + XZ)

a T
x*(1-2sin’ 2 )-X" r(1+2sin’ 2 Y2 =0

X’ - cosa — 2X - r(2-cosa) + 1 = 0

A=4r* - (2 - cosa)2 — 4r’coso=

=41 (4 — 4cosa + cos o - cos0)=

=41” (4 — 5cosa + cos’a)=

=4r* (cosa-1)(cosa-4) > 0

2r(2—-cosa) + —2r\/(cosa —1)(cosa—4)
2cosa

_r[2—cosa+ —\/(cosa —1)(cosax —4)]

X125

cosx

Observatie Deducem ca exista douad sfere cu proprietatea cautata

r[2—cosa + \/(cosa —1)(cosax —4)]

Ry -
cosa
r[2—cosa — \/(cosa —1)(cosa —4)]
To=
’ cosa
Bibliografie

[1] Manual pentru clasa a X-a:-Edit. MATHPRESS, M.GANFA;2000

[2] “Teme alese de geometrie - Edit. Plus Bucuresti

[3] “Olimpiade si concursuri”’- ARTUR BALAUCA, Edit. TAIDAIasi 2002

[4] Matematici pentru concursuri scolare- T. AndreescutCol; Edit. GIL-
ZALAU,2001.

173



