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MATEMATICA
PROGRAMA SCOLARA PENTRU CLASELE DE EXCELENTA
X

ARGUMENT

Studiul matematicii prin clasele de excelentd, urmareste in principal
crearea unui cadru organizat, in care elevii talentati la matematica, proveniti din
diferite medii scolare, sd poatd intra in contact, si in timp relativ scurt, sa
formeze un grup performant. Acesti elevi, beneficiind de o pregatire pe masura
potentialului lor intelectual, vor contribui ulterior la formarea unei elite
romanesti Tn domeniul matematicii.

Realizarea unei programe pentru clasele de excelentd, precum si modul
in care se va lucra pe aceastd programad, constituie o noutate pentru
invatdmantul roménesc. Din acest motiv elaborarea prezentei programe trebuie
inteleasd ca o etapa necesara unui inceput de drum.

Un colectiv de cadre didactice din invatdmantul preuniversitar si
universitar din CRTCP Cluj, cu experientd in domeniul pregétirii elevilor
capabili de performante superioare, au format o echipa care a realizat programa
si manualul care contine exercitii si probleme extrem de utile pentru
desavarsirea pregatirii acestor elevi.

In selectarea continuturilor programei s-a tinut cont de tendintele actuale
in formularea subiectelor la concursurile si olimpiadele scolare, dar si de
traditiile scolii romanesti de matematicad. Numeroasele carti si reviste adresate
,varfurilor” au constituit o importantd sursd bibliografica in tratarea temelor.
Temele propuse constituie o extindere fireascd a programei analitice obligatorii
de matematica si parcurgerea lor este necesara pentru abordarea unor probleme
mai dificile. Anumite teme vor fi tratate pe parcursul mai multor ani de studiu
(evident cu o problematica corespunzatoare) asigurandu-se astfel continuitatea
si coerenta procesului de invdtare. Mai trebuie precizat ca la elaborarea
programei echipa a avut in vedere faptul ca matematica nu este un produs finit,
ci un proces intelectual in care, pe suportul unor cunostinte solide, primeaza
optiune pentru profesori si elevi.

Programa se adreseaza elevilor claselor X-XII si a fost conceputa pentru
un numar de 2 ore/sdptdmana (in cele 30 de saptdmani ale anului scolar in care
se lucreaza cu clasele sau grupele de excelentd). Ca o completare la programa
obligatorie de matematica, competentelor generale le-au mai fost addugate inca
doud care au rolul de a orienta demersul didactic catre formarea unor

.....
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le matematice la nivel de performante superioare. Programa are urmdtoarele
componente:

competente generale

competente specifice si continuturile corelate cu acestea

valori si atitudini

sugestii metodologice.

Competente generale

Folosirea corecta a terminologiei specifice matematicii in
contexte variate

Prelucrarea datelor de tip cantitativ, calitativ, structural,
contextual cuprinse in enunturi matematice

Utilizarea corecta a algoritmilor matematici in rezolvarea de
probleme cu grade diferite de dificultate

Exprimarea si redactarea corecta si coerenta in limbaj formal
sau in limbaj cotidian, a rezolvarii sau a strategiilor de rezolvare
a unei probleme

Analiza unei situatii problematice si determinarea ipotezelor
necesare pentru obtinerea concluziei

Generalizarea unor proprietiti prin modificarea contextului
initial de definire a problemei sau prin imbunititirea sau
generalizarea algoritmilor

Emiterea unor judecati de valoare pentru rezolvarea probleme-
lor inventiv si euristic-creative

Dobandirea unei imagini de ansamblu a matematicii elementare
ca parte a unui sistem aflat in permanentd evolutie si
interactiune cu lumea inconjuriatoare



Competente specifice

Continuturi

1.Observarea si diferentierea diferite-
lor tipuri de ecuatii, inecuatii, inega-
litati, identitati si sisteme de ecuatii

2. Identificarea unor identitati si inega-
litati clasice si rezolvarea de probleme
pe baza acestora

3. Alegerea modelului matematic al
unei probleme algebrice utilizand tri-
gonometria, vectorii sau numerele
complexe in scopul optimizarii efectu-
arii unor calcule

4.1. Transpunerea in limbajul nume-
relor complexe a unor proprietiti
algebrice si geometrice

4.2. Stabilirea de conditii necesare i
suficiente ca un sir sa fie progresie
aritmeticad sau geometrica

5.1. Utilizarea proprietatilor unor
functii (monotonie, convexitate) in
scopul rezolvarii de ecuatii, inecuatii,
sisteme exponentiale si logaritmice
nestandard

5.2.Determinarea unor polinoame sau
a numarului de elemente ale unei mul-
timi care satisfac anumite conditii date
6. Utilizarea elementelor de combina-
toricd si progresiile la calculul unor
sume

7. Realizarea unor implicatii intre
problemele tipice cu progresii, functii
exponentiale si logaritmice, polinoa-
me, combinatoricad, probleme de
geometrie 1n spatiu si cele propuse la
concursurile si olimpiadele scolare

8.1. Congstientizarea si abilitatea
utilizarii unei varietati de metode care
stau la baza rezolvarii ecuatiilor,
inecuatiilor, inegalitatilor si sistemelor
de ecuatii

Metode de rezolvare a problemelor
de algebra
e Metoda trigonometrica
e Metoda vectoriald
e Metode de rezolvare a ecua-
tiilor, inecuatiilor si sistemelor
exponentiale si logaritmice
nestandard

Siruri si progresii

Numere complexe
e Numere complexe in algebra
e Numere complexe in geome-
trie
e Ecuatiiin C

Elemente de combinatorica
e Probleme de numarare
(de ex.: determinarea numarului
de functii, de submultimi, de
puncte din plan sau spatiu cu
anumite proprietati)
e Sume combinatorice
(de ex. : formula lui Li- Jen- Shu,
formula lui Dixon, identitatile lui
Abel)

Probleme de geometrie in spatiu

Polinoame
e C(riterii de ireductibilitate
pentru polinoame
(Criteriul lui Eisenstein si al lui
Schénemann)




8.2. Realizarea de conexiuni Intre
algebra, vectori, geometrie si trigono-
metrie prin rezolvarea problemelor
utilizand diferite tehnici

VALORI SI ATITUDINI

Noul curriculum scolar pentru clasele de excelenta propus la matematica

are In vedere formarea la elevi a urmatoarelor valori si atitudini in plus fatd de
cele specificate prin curriculumul scolar obligatoriu :

Manifestarea unor opinii competente cu privire la abordarea
problemelor intuitiv i euristic-creative bazate pe explorare, inspiratie si
inventie

Dezvoltarea unei gandiri reflexive, independente, flexibila si abstracta
specificd matematicii

Interesul pentru modul de dezvoltare a ideilor si rezultatelor matematice
Curiozitatea fatd de noile deschideri din domeniul matematicii

SUGESTII METODOLOGICE

Prin prezentul curriculum pentru clasele de excelentd se intentioneaza

ca, pe parcursul liceului, elevii sd dobandeasca competente si sd-si structureze
un set de valori si atitudini specifice pregétirii de inalta performanta. Acestea se
regdsesc In urmatoarele aspecte ale invatarii, vizate de practica pedagogica :

Analizarea si elaborarea unui plan de rezolvare pentru problemele
atipice si/sau dificile din domeniile studiate

Formarea obisnuintei de a formula probleme si situatii problema
Analiza unei probleme din punct de vedere al ideii centrale
Reparcurgerea cdii de rezolvare a problemei pentru a obtine un rezultat
mai bun, ameliorat sau optimizat printr-o reproiectare creativa
Identificarea unor metode de lucru valabile pentru clase de probleme
Initeirea si realizarea creativa a unei investigatii pornind de la tematica
propusa

Formarea deprinderii de a anticipa rezultate matematice pornind de la
datele existente

Formarea obisnuintei de a face conexiuni intra si interdisciplinare




Acest curriculum are drept obiectiv ca fiecare elev capabil de performante
superioare sa-si poatd dezvolta competentele intr-un ritm individual, de a-si
transfera cunostintele acumulate dintr-o zona de studiu in alta. Pentru aceasta se
recomanda urmatoarele activitdti :

Alternarea prezentdrii continuturilor, cu moduri variate de antrenare a
gandirii

Solicitarea de frecvente corelatii intra si interdisciplinare

Punerea elevului in situatia ca el Insusi sd formuleze sarcini de lucru
adecvate

Obtinerea de solutii sau interpretari variate pentru aceeasi unitate
informationala

Prevederea de sarcini rezolvabile prin activitatea Tn grup

Utilizarea unor softuri educationale

Avand in vedere specificul claselor de excelentd, metodele folosite in practice
instructiv-educativa vizeaza urmatoarele aspecte:

Utilizarea strategiilor euristice, care lasdelevul sa-si asume riscul
incertitudinii, al Incercarii si erorii, specifice investigatiei stiintifice
Utilizarea strategiilor creative, care lasd elevul sd se afirme in planul
originalitatii, spontaneitatii, diversitatii si care pun accentul pe
capacitatea de reflectie, sinteza, evaluare criticd si creatie

O imbinare si o alternantd sistematica a activitatii bazate pe efort
individual cu cele care solicita efort colectiv

Insusirea unor metode de informare si de documentare independenta,
care oferad deschiderea spre autoinstruire si spre invatarea continua



1. Metoda trigonometrica in rezolvarea problemelor de algebra

1.1. Introducere

O cale ingenioasd de rezolvare a unor probleme de algebrd este
transformarea lor in probleme de trigonometrie, folosind substitutii potrivite.

Astfel, unele ecuatii, sisteme, identitati sau inegalitati devin mai usor
abordabile folosind cunostinte de trigonometrie. Pentru intelegerea si insusirea
metodei trigonometrice este necesard cunoasterea tuturor identitatilor studiate
precum si a proprietatilor functiilor trigonometrice directe si a celor inverse.

In aplicarea metodei este util si se tinid seama de multimea valorilor
variabilelor care urmeaza a fi substituite, pentru ca substitutiile folosite sa fie
intr-adevar operante.

In cele ce urmeazi vom exemplifica metoda trigonometrica la rezolvarea
unor identitati, inegalitati, ecuatii si sisteme de ecuatii.

Bibliografie

o V.Tudor, Probleme de algebra cu rezolvari ingenioase, Ed. Carminis,
Pitesti, 1999

o M. Cocuz, Culegere de probleme de matematica, Ed.Academiei, 1984.

e M. Baluna, Zece lectii alese de matematica, Ed S.S.M.,1998
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Probleme rezolvate (1)
A. IDENTITATI

R1.2.1. Dacd x,y,ze R, cu proprietatea x+ y+z =xyz, si dacd nici unul

: | 5
dintre ele nu este egal cu —, sd se demonstreze ca:

V3
3x-x* 3y-y’ 3z-2° _(3x—x3x3y—y3x3z—z3)
P PR 2 2 2 2)
1-3x>  1-3y>  1-322 (1-3x*f1-3y*J1-32?)
Solutie:
Forma expresiei de demonstrat ne sugereazd folosirea identitatii
tgA+1gB +1gC = =1gA-1gB-1gC valabild In orice triunghi nedreptunghic

ABC. Notam x=tga, y=tgb, z=tgc, unde a,b,ce(—%,%) Avem

xy #1, deoarece, daca xy =1, din x+ y+z=xyz arrezulta x+ y =0 si deci

x*=-1 imposibil. Cum tga-tgh #1, are sens relatia
t tgb .
tg(a+b)=ﬂ<:> tg(a+b)= Ty =1g(~c), deci a+b+c=kx,
1—tga-tgb 1—xy

. T . 5 .

keZsi cum a,b,ce (—E,Ej , ke {— 1,0,1}. Reciproc, daca avem trei
. o 2k +1 .
unghiuri  a,b,c diferite de % , keZsi a+b=kr-c,
t tgb
_lgarigh _ tg(a + b) =—tgc, de unde ftga+itgh+tgc=1tga-tgb-tgc. Daca
1—tga-tgb
1. 2k +1 3igu—1g'u .

Igu#t— §1 u# M,Vk e/, are sens tg3u :gu—g;u si cum

NE) 1-3tg’u

3a+3b+3c =3kx, obtinem tg(3a +3b+ 3c) =0, de unde #g3a+1tg3b+1tg3c =
=tg3a-tg3b-tg3c care este echivalenta cu egalitatea propusa.

Observatie
1.Pornind de la identitatea

Ztga — Ztga -tgb - tgc
1+1tga-tgb-tgc-tgd —Ztga -tgh
g4 4tg(1 ~ tgzx)

X = 5 .—. Cu acestea putem obtine si alte identitati conditionate
1-6tg"x+1tg"x

tgla+b+c+d)= , obtinem
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cum ar fi: Dacd x+ y+z+¢ = xyz + yzt + ztx + txy , atunci
X+Y+Z+T=XYZ+ZYT+ZTX +TXY (sau D X =) XYZ), unde

2
X = 14)66(1—2)6)4 si analoagele pentru Y,Z,T. Observam ca daca
—6x" +x

+b+c+d=rm,atunci ZtgazZtga-tgb-tgc;
Y X->XvZ
tg(4a+4b+4c+4d)= =
1+ XYZT - XY
—1gdr =0= Y X =Y XYZ.

2. Pornind de la aceeasi formuld putem rezolva urmatoarea problema:
Pentru toate valorile admisibile ale variabilelor reale a,b,c sa se arate
-b b- — -b b- -
i 2 + cy e . €.£7% Notand a=tga, b=tgp,
1+ab 1+bc l+ac 1+ab 1+bc 1+ca

c=tgy, a,p.y€ (—E,zj , cu ajutorul formulei tg(u - v) = M,
22 1+tgu - tgv
deducem relatia

tga-p)+ig(B-x)+iely-a)=1gla-p)we(f-x)wgly-a) cae este
echivalenta cu egalitatea din enunt.

R1.2.2.Dacd a’ +b* <4, a<bh, a,b<[0,2], s se demonstreze egalitatea:

2 2
a b [4—a*-b* a b [4—a*-b?
IS\ Sty 2| 55 | =P
2 2 a +b 2 2 a’+b

Solutie:
Conditiile  problemei ne sugereaza  substitutile a=sina+sinf,

b=cosa+cosf3, care verificd a’+b”> <4, deoarece cos(—B)<1. Avem
succesiV'

1 —cosla - ,B -p. b 4—a* b’ _sina—sinﬂ
a +b2 1+ cos(a 2\ at+b? '
a. 4—a —b2 —sina: g__ 4—a* b’ —sin 3.
V a’+b’ 2\ a2 +p

Egalitatea devine \/1 —sin’ o + \/1 —sin® f =cosa+cosf=h.
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R1.2.3. Sa se arate ca:

[+x 1ty + ¥z =2\/§, daca si  numai daca
4 x+x° \/1+y+y i+z+2
x=y=z=1,
(x,y,zZO).
Solutie:

Observand ci v/ x*> +x+1 este latura opusd unghiului de 120° in triunghiul cu
laturile 1 si x, considerim AABC cu AC=1, AB=x, BC=+x>+x+1,
m(A4)=120°. Din teorema sinusurilor in A4BC avem:

AC =2Rsina, a = m(AABC) ;

AB =2Rsin(60° - a);

BC =2Rsin120°;
Cum AB+ AC > BC, avem:

o X%+l 2Rsina+2R sin(60°— ) 2[sin & +sin(60°—a)]
Je2 +x+1 2Rsin120° J3
4sin30°cos(30°—a) _ 2 x+1
= < —. Deci —— ,cu egalitate daca si numai
V3 \/x +x+1 J_

1+z

daca x=1. Analog —S—, ——
vl 3 iz

egalitatea are loc daca si numai dacd x=y=z=1.

si prin urmare

Observatie:

. s l1+x - .
Pentru demonstrarea inegalitatii Z— < 2\/§ , am aratat mai

Nxt+x+1

intai trei inegalitdti mai simple, pe care apoi le-am adunat. Acest procedeu se
numeste ,,spargerea” inegalitatii.
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B. INEGALITATI

R1.2.4. Sa se arate ca daca a,b,c sunt numere reale pozitive oarecare, iar
X, y,z numere reale, avem:

a(l+yz}\/1+x2 +b(1+zle+y2 +c(1+xyN1+Z2 S(a+b+c)\/(l+x2x1+y2x1+zz)

Solutie:

Deoarece x,y,z€ R, (El)a,ﬂ,;( € (—%,%) astfel incat x=1ga, y=1tgpl,

z =tgy . Cu aceste notatii, primul membru al inegalitatii se scrie succesiv:
a(l+ yzN1+x% = a(l+t tay W1+t 2a): acos(f - x)
z ( > Z ( 8h 1gx £ Z:cosozcosﬂcos;(

a+b+c

Membrul doi se scrie: (a+b+c)\/(l+x2X1+y2x1+zz)= ; ; Cu
cosa cos fcos y

acestea, inegalitatea de demonstrat este echivalenta cu:

acos(f— y)+bcos(y —a)+ccosla—B)<a+b+c,
care este evidentd. Egalitate avem daca si numai dacd cos(ﬂ - ;() =1,
cos(;(—a)zl, cos(a—ﬂ)zl,deci a=pf=y,adica x=y=z.

Observatie:
Inegalitatea se poate demonstra si prin ,,spargerea” ei in trei inegalitati
care se pot deduce folosind aceeasi metoda trigonometrica. Acestea sunt:

a(l + yz)\/l +x* < a\/(l +x° Xl + 7 Xl + zz) si analoagele.

R1.2.5. Se considerda numerele reale x,,x,,...,x, € [— 1,1]. Stiind ca suma

. y < n
cuburilor acestor numere este 0, sd se arate cd x, + X, +---+x, < 3

Solutie:

Pornim de la formula cos3a = 4cos’ @ —3cosa . Deoarece x, €[-1,1],
(3) a, €[0,7], i=1n astfel incdt x, =cosa,. Deducem succesiv:
X X, + X, =
4cos’ a, —cos3a, 4cos’ a, —cos3a,

+
3 3

=cosa, +cosa, +-+-+cosa, =
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4cos’ a, —cos3a,
+

3 :—é(cos3a1+cos3a2+---+cos3an)s

n
3
R1.2.6. Daca xR,
Solutie:

x|£1, n e N, atunci (l—x)" +(1+x)" <2"

V4 . .
Deoarece |x|§1, putem nota x = cos2¢, te{o,z] Inegalitatea din enunt

devine

(1—cos2t)" +(1+cos2t)’ <2" < 2"sin™ t+2" cos™ t < 2" <> sin® t+cos™ t <1
inegalitate care se obtine prin adunarea inegalititilor sin*¢<sin’¢ si
cos™ t < cos’ t. Egalitate avem in cazul n=1.

C. PROBLEME DE EXTREM

x> +2

R1.2.7. Sa se afle minimul functiei f:R — R, f(x)= =
x°+1

Solutie:
) T 7 N .
xeR, deci (El)a € (— E,Ej s astfel incat x=1ga. Atunci

x*+2 B g7 +2 B

\/x2 +1 B \/tg2a+l B

B sin® ¢+ 2cos’ a

2|cos a|

1+ cos’a
> |cos a| = |c0s a| > >
cos” o cos” «a cos” o

este 2 si se atinge pentru x =0.

|cos a| =2 . Minimul

R1.2.8. Sa se determine minimul i maximul expresiei
E(x,y):x\/l—y2 %ry\/l—x2 , X, VER.

Solutie:

x,ye[—l,l],notém x=sina, ae{—%,%}, y=cosf, ﬂe[O,fr].

Atunci E(x,y)=sina - |sin ﬂ| +cos - |cos a| = +cos(a + B)<1, deci

‘x\/l—y2 +y\/1—x2

<le -1<E(x,y)<1.

18



Minimul se atinge pentru (x, y) € {(0,—1), (— 1,0),[— g,—%]} iar maximul
pentru (x,y) € {(0,1), (1,0), (ﬁ,ﬂj}

22

R1.2.9. Sa se determine multimea valorilor functiei

f;[—l,l]—>R,f(X)=\/3l+T)2C\f:/?_x'

Solutie: Din |x| <l,y=f (x) > 0, este suficient sd studiem multimea
valorilor lui y*. Prin schimbarea de variabild x = coser, o [0, 72'],
3+2sina| 4% +12) +9
) 2(e[+1

y:

,deunde y° = ,cu ¢t =sina . Din

V2

a
COS—
2

. a
sin—
2

a el0,z], t €[01] rezulta y> =2(z+1)+ Z(tl )+ 2. Consideram functia
+

1 . <
g: [1, oo) —>R, g(x) = x+—. Aratam ca g este strict crescatoare pentru
X

X € [l,oo). Intr-adevir, 0< X <x,= g(xl)—g(xz) = (xl -X, {1 _ ] <0.
XXy

Pentru x = 2(¢ +1), cum 7 € [0,1] = x € [2,4].

g([2,4])= {%,177} . Deducem y’ e [%,?} ,deci ye [%%} =Im f

D. ECUATII

R1.2.10. Si se rezolve ecuatia v1—x° =4x’ —3x, xe R.
Solutie:

Conditia de existentd a ecuatiei este |x| <1. Se impune conditia
4x* —=3x>0. Deoarece |x| <1, putem face schimbarea de variabila x =cos«a,

a e, 7] si ecuatia se scrie succesiv
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1-cos® a =4cos’ @ —3cosa <:>|sina| =cos3a . Pentru a € [O,;z], sina >0

. . . T .
si deci sina =cos3a < cos3a = COS(E - cxj cu solutiile

ae{%+k7r}u{%+k7z}, keZ. Cum ael0,z] obtinem aI:%,

Sn 3z T 2442 V2-42 2

. +
o, =—,a,=—,deci x, =coOs —=——, X, =—————, X; =— .
g’ 4° 8 2 ’ 2

R1.2.11. Si se rezolve ecuatia: |x ++/1—x"|= \/E(sz — 1)

Solutie:
Conditia de existent este 1— x> >0 < x € [~ 1,1]. Facem schimbarea de

variabili ~x=cosa, ae[0,7] care ne conduce la  ecuatia

|cosa +sin a| =+/2cos2a. Pentru cos2a >0 ridicim la patrat si obtinem

) ) ) ) ) 1
succesiv 1+sin2a =2cos’2a < < 2sin’2a +sin2a—1=0 < sin2a :E

« T km

sau sin2¢ =—1. Din sin2« =% rezultd o e {(— 1) B+7/k IS Z}. Convine

Tz V2 ++/6

a=£ deci x=cos%=cos£———j= =——————  Din sin2a = -1 rezulta

3 4 4
a E{(—l)k+1£+k—7r/keZ}. Convine « =3Tﬂ de unde x=c0s37”=—%.

E. SISTEME DE ECUATII

R1.2.12. Sa se rezolve in multimea numerelor reale pozitive sistemul:
X+y+z=xyz

x .y ..z _ 343
Vi+x? 14y A1+22 2
(Mihail Bencze)
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Solutie:

Din x,y,z>0, rezulta ca (EI) a, b,y € (0,%j astfel incat x =tga, y=1tgf3,

1ga+igf+igy —tga-tgf-1gd6 0

z=1gy. Deoarece tg((l +p+ Z) =
l—1ga-1gf—igf-1gy —1gy -1ga

rezultd o+ f+ y=kn, ke Z,dar a,ﬂ,ze(O,%),deci a+p+y=rx.

343

A doua ecuatie se scrie: sina +sin f +sin y = — (1)

B—x
-

. . . . a A
Avem sina+sin f+sin y =sina + 20035005 Presupunand o«

a . D . .
constant, cum COSE >0, vom avea maximul expresiei sina +sin f+siny

pentru S = y. Analog o=/, deci maximul se obtine pentru triunghiul

. . . . . 3
echilateral, prin urmare sin « +sin £ +sin y < —

Din (1) rezultéa=ﬂ=;(=%,decix=y=z=tg%=\/§.

R1.2.13. Fie a,b,c > 0. Sa se arate ca sistemul
X Y z

a(l+x2) b(1+y2)= c(l+22)
xy+yz+zx =1

admite solutii in R’, dacd si numai daci a,b,c sunt lungimile laturilor unui

triunghi.
(V. Paterau)
Solutie:
Ecuatia a treia ne sugereaza folosirea identitatii

a  p B x X,
tg—-to—+to—to = +to = to—=1
E ey T, IE e, I8

valabila Intr-un triunghi cu unghiurile «, S, y deci a+ f+ y = 7. Observam
ca daca (x,,v,,z,) este solutie, atunci si (-x,,—y,,—z,) este solutie a

B X

. . ca . < a
sistemului. Consideram x, y,z > 0 si notdm x = th, y= th, z= th.
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X  sina y _sinf z _siny
all+x*)" 2a 7 b(l+y?) 26 7 i+27) " 2¢
sina:sinﬂ:sin;(

Deducem succesiv:

si

din primele doud egalitati avem care exprima teorema

a b c
sinusurilor intr-un triunghi ABC, de laturi a,b,c si unghiuri «, 3, y .
Solutiile sistemului sunt deci
a B X a B X
x,y,z)ed| tge— te = te L | —tg = —tg = —ta L |}.
(x,.2) {(gz g7 gz]( g8 gz]}
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2. Siruri si progresii
2.1. Progresii aritmetice

2.1.1. Definitii echivalente
i. Un sir (a n) _, este o progresie aritmeticd daca orice termen, incepand cu
nz

al doilea, este egal cu precedentul la care se adaugad o constanta reald », numita
ratia progresiei.
ii. Un gir (an) _, este o progresie aritmetica daca exista un numar real r,
nz

numit ratia progresiei astfel incat a,,, = a, +r (V)k>1.
iii. Un sir (an) _, este o progresie aritmetica daca diferenta oricaror doi
nz

termeni consecutivi este constantd, adica a, ~—4G=r (V)k >1, constanta este

+1
numita ratia progresiei.
Observatii:
1. Daci r =0, progresia este un sir constant a, =a,, (V)n>1

2. Vom considera fie progresii aritmetice cu un numar infinit de
termeni, fie progresii aritmetice cu un numar finit de termeni

TArayood,
2.1.2. Propozitie Un sir (a ,,l)n>1 este o progresie aritmetica daca si numai
dacd termenul general a, este dat de relatia a, =a, +(n—1)r,(V)n>1, unde r

este ratia progresiei.
Demonstratia acestei propozitii este imediata.
2.1.3. Propozitie  Un sir (4,)  este o progresie aritmetica daca si

nxl1
numai  dacd  termenul  general aq, este dat de  relatia
a,=a, +(n—k)r,(V)n en ™.

Demonstratie. Daca are loc relatia pentru (V) nell”, atunci
a,,=a,+m+1-kyr, deci a,,—a,=r,(V)nel . Reciproc, din
a,,—a,=r,a,,—a,, =r,..a, —a  =r,rezultd a,—a, =(n-k)r, deci
a,=a, +(n=k)r.

Observatii:
1. Pentru k=1 se obtine formula termenului general din 2.1.2.
. . . a, —a
2. a,poate fi orice termen al progresiei , deci » = "—k"
n —
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2.1.4. Propozitie. Un sir (an) este o progresie aritmeticad daca si

n>1
: X . an B am *
numai daca are loc relatia —— = constant=r (V) nomel ,n+m.
n—m
Demonstratie: Daca sirul este progresie aritmetica, atunci din propozitia

a —a . - .
2.1.3 ,avem a, =a, +(n—m)r, sau —==r . Reciproc, dacd are loc relatia

pentru orice n#m, atunci prin substitutia n—>k+1 si m—k, rezultd
a,,,—a, =r,(V)k el] "si deci sirul este o progresie aritmetica.
2.1.5 Un sir (an)n>l

oricare ar fi trei termeni consecutivi, cel din mijloc este media aritmeticd a

. . . a, +a . .
celorlalti doi, adica a, = % , (V)kel ,k>2 Demonstratia este

este o progresie aritmeticad dacd si numai daca

imediata.

2.1.6  Propozitie. Un sir (an) este o progresie aritmeticd daca si

n=1

numai daci are loc relatia (n—1)a,,, =na, —a,,(V)nell".

n+l

Demonstratie : Daca (an) _ este progresie aritmeticd , atunci din
nz

a,,, =a,+r, avem cd relatia din enunt este adevaratd. Reciproc, daca este
semnificatd relatia din enunt (V)n>1, atunci scriind-o pentru n—1, avem
(n—2)a, =(n—-1)a, ,—a,si obtinem a, , +a,,, =2a,,(V)n=2 si din propozitia
precedentd rezulta cd sirul este progresie aritmetica.

2.1.7  Propozitie. Intr-o progresie aritmetica finita, suma termenilor
egal departati de extreme este egalda cu suma termenilor extremi, adica
a,+a,, ,=a +a, (Y)k <n.Propozitia rezultd imediat din precedentele.

2.1.8  Propozitie. Un sir (a n)n>l este o progresie aritmetica daca si

numai daca suma S, =a, +a, +...4+a,, a primilor n termeni este data de relatia

(a,+a,)n .
S, =——,(V)nel .
Demonstratie:
Daca (a n)n>l este progresie aritmetica, atunci scriind
S =a +a,+..+a, 5
S - =28, =n(a, +a,,,)=n(a +a,), rezulta
,=a,ta,  t..tq
S — (al + an )n
=
2
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Reciproc, dacd suma primilor n termeni este datd de relatia

a, +a,)n . n+1l n .
S, = % , atunci a,, =S, ,-S, = 5 (a,+ an+1)_5(al +a,), deci
(n—-1)a,,, =na,—a, si conform cu 2.1.6, rezultd ca sirul este o progresie
aritmetica.

Observatie:

< . a,+a, ,.)n
1. Sa se mai scrie Sn:(kfnkﬂ)

2a,+(n-1 g
2 Sn:[al (’; )r]n:%+(2al—r)§:an2+ﬂn,deci S este

functie de gradul al doilea in n.
2.1.9 Propozitie Un sir (an)n>1 este o progresie aritmetica daca si

numai daca suma S, a primilor n termeni este datd de relatia
S, =an’+ pn,(V)nell *,a,ﬁeD "

Demonstratie :  Daca sirul este o progresie aritmetica, atunci din

. - a+a)n r 2a,—r r
propozitia precedentd S, = (@+a)n_ —n*+=— —n=qan’+ fn unde o =—
2 2 2 2

. r . g .
si P =aq —3 Reciproc, daca S =an’+pn, atunci

=S, =S, =am+1)’+B(n+)—an’ - pn=2an+a+ f si deci
a,,—a,=Q2an+a+ pf)-[2a(n-1)+a+ f]=2a =constant, de unde rezulta

a

n+l

ca sirul este o proiectie aritmeticd curatia r =2a,51 g, =a+ .

2.1.10 Propozitie Numerele reale a, b, ¢ distincte, sunt termini (nu
neapdrat consecutivi) ai unei progresii aritmetice daca i numai daca
b—a 0
c—b

Demonstratie: Numerele a, b, ¢ fiind termini ai unei progresii, putem

b-a _a,—a :(m—k)r:m—kED .

lva a=qa,, b=a,, c=a,, atunci

c-b a,—-a, (m-m)yr n-m
Reciproc putem presupune fara a restringe generalitatea cd a<b<c si fie

b_ k * . . — .
_Lcp , sau (m+k)b=ma+kc. Definim progresia a, =a,r = e si
c—=b m k+m
. c—a ka+ma+kc—ka kc+ma (m+k)b .
atunci a,.,=a+k = = = =b s

k+m k+m k+m m+k
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c—a . e . .
Aoy =@ +(k+m)r=a+(k+m)——=c. Deci a, b, ¢ sunt termini ai unei

+m
o . : b-—a k
progresii aritmetice, «,,q, , $i q,.,.,, unde =—.
c—b m
. . . 5 . .4 . b-a .
Observatie: Din propozitia precedenta rezultd ca daca p ¢l , atunci
C —

numerele a, b, ¢ nu pot fi neaparat termeni ai unei progresii aritmetice.
2.2. Progresii geometrice

2.2.1. Definitii echivalente

i. Unsir (b,),., este o progresie geometricd daca orice termen incepand cu
al doilea, se obtine din precedentul inmultit cu o constanta reala nenula numita
ratia progresiei.

ii. Un sir (b)), este o progresie geometrici dacd existdi gell”, astfel
incat b, =b,-q,(V)kell”
iii. Un sir (b,),., este o progresie geometricd daca catul oricdror doi

: . . b +1
termeni consecutivi este constant, adica

= g =constant.
k

Relatia de recurenta intre termenii consecutivi ai unei progresii
geometrice este o relatie de recurenta liniara de forma b ,, =ab,+ f cu f=0
sia=qg#0.

Observatii :

1. Daca g =0, progresia devine b,,0,0,...

2. Daca g =1, progresia este sirul constant b, =b,.

b : . .
L =g>1 se obtine o progresie strict
k

crescatoare, iar dacd 0<g<1 se obtine o progresie strict descrescatoare,

3. Daca b, >0, pentru

b
deoarece *L =g <1.
k

4. Vom considera fie progresii geometrice cu un numadr finit de termeni
=b,b,,...,b,,sau cu o infinitate de termeni (b,)

n2l *
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2.2.2. Propozitie Un sir (b,),,, este o progresie geometrica daca si
numai daci termenul general b, este dat de relatia b, =b,¢"", (V)n>1, unde
g €[]’ este ratia progresiei.

Demonstratie: Daca sirul este o progresie geometrica, atunci dand lui &
valori de la 1 la n in relatia b,,, =b, -¢ si Inmultind termen cu termen relatiile
obtinute, avem: b,b,..b, =bb,..b q"", rezulti b =bq"" Reciproc, dacid
b .
£ =g, deci

b

k

termenul general al sirului este dat de relatia b, =bq"", atunci

sirul este o progresie de ratie ¢ .
2.2.3. Propozitie Un sir (b,),., este o progresie geometricd daca si
numai dacd termenul general este dat de relatia b, =b,q"", (V)nel .

Demonstratia este imediata.

Observatie: b,  poate fi orice termen al sirului, deci
1

n—k
[%] :COﬂStant:qy (v)n € D '
k

2.2.4. Propozitie Unsir (b,),., este o progresie geometrica daca si
1

numai daca are loc relatia ( 2 j = constant=q, (V)n # m.

m

Demonstratie.  Dacd (b,),,, este progresie geometricd, atunci din
1

b =b -g"" rezulta [Z”j _ = constant=q.

n m
m

1

. 5 b, | .
Reciproc, daca [b—”] = constant=q, Mn=m, atunci

m

bn+1 _ = (b ) t . t .
b =q . )as1 ©SIE O progresie geometrica.

2.2.5. Propozitie Ungsir (b)),.,,b #0este o progresie geometricd daca
si numai daca oricare ar fi trei termeni consecutivi, cel din mijloc este media
geometricd a celorlalti doi, adicd b} =b,_,-b,.,, (V)k >2. Demonstratia rezulti
imediat, la fel ca si urmatoarea:
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2.2.6. Propozitie Intr-o progresie geometrici cu un numar finit de
termeni, produsul terminilor egal despartati de extreme este egal cu produsul
terminilor extremi, adicd b,b, ,,, =b0b, .

2.2.7. Propozitie = Un sir (b,),.,, neconstant este o progresie

geometrica daca si numai daca suma S, =b, +b, +...b, ,a primilor n termeni este
n

datade S, =b, 11—q ,q#1,g#0.

n n n 1_ n .
Demonstratie. S, =Y b, = bq"" =h> ¢ =h “—9 . Reciproc,
k=1 k=1 k=1 l-¢
daca S, =5, 1=
I-¢g
2.2.8. Propozitie Un sir (b,),., neconstant, b =0 este o progresie

,rezulta ca sirul este o progresie geometrica cu ratia ¢ .

geometrica daca si numai dacd suma S, a primilor n termeni este data de relatia
S =aq"+p,Vnel ,a,fel’,qgel *—{1} .

Demonstratie Daca sirul este o progresie goemetricd, atunci din
propozitia  precedentd  avem S = qu” + IL =aq"+f, unde
q- —q
b]
g-1
by =88, =(aq"" + f)—(aq"+ B)=aq"(q-1), deci b,=aq" (q-1),
rezultd b,,, =b q, deci este o progresie geometrica.

o= p=—«. Reciproc, daca S =aq"+p, atunci

2.2.9. Propozitie Numerele a,b,c pozitive si distincte sunt termeni (nu

neapdarat consecutivi) ai unei progresii geometrice daca si numai daca

lgb—-1ga 0’

lgc—1Igb

Demonstratie Daca a, b, ¢ sunt termenii unei progresii geometrice,
atunci fie a=b,,b=>0,,c=b, 51
lgb—lga lgbg
lgc—-1gb lgbg
lgb—lge &k

=—ell” rezultd succesiv (m+k)lgh=mlga+klgc ;sau
lgc—1gh m

m—1

_lgblqk—l _lgqm—k _ m_k
~lghq"" lgg"™" n-m

el ". Reciproc, din

n—1

1

m+k _ _m _k : _ : _ c ktm .
b"" =a"c" .Fie by=a s1 g=| — . Atunci
a
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k

k m 1

X C \k+m Trm T k m\io .
b, =bq" =a =chmg +’":(ca )k“":bsl

Q|

k+m

b _ k+m __ C |m+k _ P . b . . . ..
o =0q° " =al — = c. Prin urmare a, b, ¢ sunt termeni ai unei progresii
a

geometrice b,,b,,, si b,

+m+1*

2.3. Siruri recurente
2.3.1. Notiuni fundamentale

Se spune cd un sir (x, ), de numere reale este definit de o relatie de

neN

recurentd dacd se cunoaste o ecuatie F'(n,x,,x, ,...,x,) =0 care leagd termenul

n>n-12"
general x, de termenii anteriori. In continuare ne vom referi doar la recurente
de ordinul £ definite explicit.

2.3.1. Definitie. Spunem ca sirul (x,),_y este definit printr-o relatie
explicitii de recurenti de ordinul k£, k e N” daci:

X, = (%, y0X,,Xx,),VneN (2.3.1)

unde f:NxR* = R este o functie.

Vom numi solutie generala a relatiei de recurenta (2.3.1) multimea
sirurilor (x,),_y care verifica relatia de recurenta.

Vom numi solutie particulara a relatiei de recurenta (2.3.1) sirul
(x,),. care verificd relatia de recurentd si

Xy = PosX) = PioeeesXjy = Piy > Unde p,...,p,, € R fixati

2.3.2. Cazuri particulare
(i) Daca k=1 vom vorbi despre relatii de recurentd de ordinul 1.
(i1) Daca k=2 vom vorbi despre relatii de recurenta de ordinul 2.
(ii1) Daca f'este liniara, adica:

0 1 n
f(n,x, ,  pnX,)=a,+a,x, , +..+a,x,

sirurile (a)),_y fiind date, atunci vorbim despre relatii de recurent liniare.

Daci a’ =0,V neN atunci relatia de recurenti se numeste liniara si
omogena.

Daci a =0,V neN sisirurile (a)),_y,i=1,n sunt constante, atunci

relatia de recurentd se numeste liniard, omogena si cu coeficienti constanti.
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2.3.3. Exemple. 1) x,,, =n’x

si omogena de ordinul 2 cu coeficienti variabili.

2) x,,, =2x,,, +3x, +n este o relatie de recurentd liniard, neomogena
de ordinul 2.

3) x, =+/x,,x, , este orelatie de recurentd neliniard de ordinul 2.

In cazul relatiilor de recurentd de ordinul £ avem urmatoarea teorema de
existenta si unicitate.

2.3.4. Teoremi. Fie /:NxR" >R o functie. Atunci existi un singur

+ nx, este o relatie de recurenta liniara

n+2 n+l

sir (x,),.y astfel incat:
X, =f(mx, X)), VneN
Xy = PosX; = PyreeesXjy = Piy > Unde po, p,,..., p,; € R fixati.
Demonstratie. Fie E, ={p,},E, ={p,},... E,, ={p,,} $
E ={xeR|x=f(n,x
Vom demonstra prin inductie matematicd propozitia:
P(n): cardE, =1
P(0),P(),...,P(k —1) sunt adevarate.
Presupunem ca P(n),P(n+1),...,P(n+k—1) sunt adevarate si anume
E, ={x,},E. ={x}nE ={X, ) - Atunci si E
element x,,, = f(1n,Xx,,; |5 X,) .
Deci P(n) AP(n+1)A...AP(n+k—1)= P(n+k) este adevaratd pentru

WX )iXo€Ey,x, €E,...x,  €E _},n>k.

n—1s

are un singur

n+k—1 n+k

orice n € N. Rezulta din inductia completa ca multimea E,,, posedd un singur
element. Sirul (x,),_y satisface conditiile din enunt, deci teorema este

demonstrata.
2.3.2. Recurente liniare de ordinul 1

In cele ce urmeazi vom considera recurente liniare de ordinul 1.
2.3.5. Definitie. O relatie de recurentd de forma
x,,,=a,x,+b ,VneN, (2.3.2)

unde (a,),., 1 (b,),s, sunt siruri de numere reale se numeste relatie de

n?
recurentd liniara de ordinul 1 cu coeficienti variabili.

2.3.6. Observatii. i) Daca a, =a,b, =b, V n € R obtinem o relatie de
recurenta liniard de ordinul 1 cu coeficienti constanti.
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ii) Dacd b, =0,a, =a,V ne N obtinem o progresie geometrica si forma
generald a sirului x, este x, =a"x,, VneN.

iii) Daca b, =b,a, =1,V ne N obtinem o progresie aritmetica si forma
generald a sirului x, este x, =x,+nb,VneN.

iv) Dacd a, =a si b, = f(n),unde f:N — R obtinem
x,,, =ax, + f(n), adica o relatie de recurenta liniara, neomogena de ordinul 1.

In cazul unei recurente liniare de ordinul 1 se poate determina forma
generala a sirului. Vom da mai intai forma generald a unui sir recurent liniar de
ordinul 1 cu coeficienti constanti.

2.3.7 Teorema. Forma generald a sirului (x,),., dat prin relatia de
recurenta

X, =ax,+b,VneN (2.3.3)

n+l1
este:
x,=a"x,+b(a"" +a" +..+1) (2.4))
Demonstratie. Vom folosi procedeul iterdrii directe. Dam pe rand valori
lui 7 1n relatia de recurentd (2. 3.) si avem:
n—1
X, =ax,+b|-a
n=2
X, =ax,+b|-a
X, ,=ax,,+b|-a
x, =ax, ,+b

Insumand obtinem:

x, =a"x, +b(l+a+..+a"")

2.3.8. Observatii. Uneori In probleme se folosesc si alte metode care
conduc la determinarea termenului general pentru o recurenta liniara de ordinul
1 cu coeficienti constanti §i anume:

- Reducerea la o ecuatie omogena: cautdm /4 € R astfel incat
X, +th=a(x,+h),VneN.

Obtinem 4 = Ll (dacd a#1) sinotand y, =x, +/ obtinem
a —

V,,=ay,,deunde y, =a"y,,deci x, = a”(xo +LJ—L :
a-1) a-1

- Utilizarea ecuatiei omogene satisfacute de Ax, = x, —x,_, : scriem relatia de

recurenta pentru n—1 si n:

X, =ax, ,+b

n
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xn = a‘xn—l + b

Scazand avem
Ax, =alAx,

de unde Ax, =a""'Ax,, deci x, —x, , =a"" (x, —x,) . Dand valori lui n si
insuméand se obtine (2.3.4)

- Notand x, =a"u, obtinem u, , =u, + (a #0). Dand valori lui 7 si

n+l
a

. N . 1 1
insumand se obtine u, =u, +b(—2+...+—n , de unde
a a

x, =a"x,+b(a"" +..+1).

2.3.9. Exemple. Sa se determine forma generala a sirurilor definite prin:
a) x,,, = —%xn +1,n2>20,x,=0

b) x,,, =2x,-3,n20,x,=2

c) x,,, =—2x,+1,n=20,x, =1

Solutie. a) x =| -~ | [-2]+2
2)\73)73

b) x, =-2"+3

2 1
0) x, =(-2)" Z+—
)n()33

In continuare vom da forma termenului general pentru o relatie de
recurenta liniard cu coeficienti variabili.

2.3.10. Teorema. Forma generala a sirului (x,), ., dat prin relatia de

n>0
recurenta
(2.3.1) este:

n—1
X, =a,a,..a,xX,+ (Zbkakﬂa,ﬁz...an J +b, (2.3.5)
k=0

Demonstratie. Vom folosi procedeul iterdrii directe. Dam pe rand valori
lui 7 1n relatia de recurentd (2. 1) si avem:
X, =ayx,+b,|-a,a,..a

x,=ax +b|-a,a,,..a,

X, =a,x,+b,|-a,a,..a,
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xn = an—lxn—l + bn—l | .an
xn+1 = anxn + bn
Insumand obtinem
X, =a,a,..a,x,+baa,..a, +ba,.a, +..+b a +b,

2.3.11. Corolar. Forma generald a sirului (x,),., dat prin relatia de

recurenta
X, ,=ax,+ f(n),Vvn=0 (2.3.6)
unde aeR, f:N—> R este
n—l
X, =a"x,+ Y fk)a""". (2.3.7)
k=0

2.3.12. Observatie. Solutia generala a relatiei de recurenta (2.3.6) este
suma dintre solutia generala a relatiei omogene si o solutie particulara a relatiei
neomogene, adicd: x, =y, +z,, unde

¥, =ay, (solutie generala)
{znﬂ =az,+ f(n), z, = p, fixat (solutie particulara)

Daca f(n)=a"P(n) unde o € R si P un polinom nenul, o solutie
particulara are forma z, = a"Q(n) . Inlocuind in relatia de recurenti (2.3.6)
obtinem:

aQ(n+1)—aQ(n) = P(n)
- daca a =« atunci gradQ(n) = gradP(n)+1
- daca a # o atunci gradQ(n) = gradP(n).

Coeficientii polinomului Q(n) se determind folosind metoda
coeficientilor nedeterminati.

2.3.13. Exemple. Sa se determine forma generald a sirului (x,) dat prin:

n 1
a) Xor1 = xn+_,n21,x1 =0
n+l n

b) x, ., =§xn +(%j n,n=0,x,=1

C) X, :%anr(%j ,nz20,x,=1.

Solutie. a) Aplicand teorema 2. 10. (sau folosind procedeul iterarii
directe) obtinem:
X

o =a,..a,x +ba,..a +b,a,.a, +..+b _a +b,
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2 n 1(3 n 1 n 1
X, === — | S — |+ ————+—
(3 4 n+1) 2(4 n—i—l] n—1 n+l n

1 ( 1 1)
X, =——|n+|1+=+..+—
n+l 2 n

b) O vom rezolva aplicand observatia 2. 12. Avem x, =y, +z,, unde

2 . ! ; .
Vo = 5 y,,deci y =c e c € R este o constanta ce se va determina
ulterior.

z, este o solutie particulara a relatiei deci z,,, = EZ" + 5 n . Cdutam asadar

., (%)n O(n) . Rezulta %Q(n +1) —%Q(n) =n, Q(n)=an+p. Inlocuind si

egaland coeficientii obtinem o =—-6,3=9, deci z, = (%) (—6n+9).

Deci x, = c(gj + (%} (—6n+9), x, =1. Dand lui n valoarea 0

obtinem ¢ :—2, deci x, __ 2702 + 1 (-6n+9).
4 43 2
c¢) Vom folosi corolarul 2.3.11 si obtinem

n -1 k n—k-1 n n—1 n—1
2 —\2)\2 2 2 2 2
2.3.3. Recurente liniare omogene de ordinul 2 cu coeficienti constanti

2.3.14. Definitie. O relatie de recurenta de forma
X,.,=ax,, +bx ,VneN,a,beR,b#0 (2.8)

se numeste relatie de recurenta liniard, omogena, cu coeficienti constanti, de
ordinul 2.
Pentru a determina forma generald a sirului (x,) care verifica relatia de

recurenta (2. 8) vom folosi urmatoarele leme:
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2.3.15. Lema. Daca sirurile (o, ),.x st (B,),.x satisfac conditia (2. 8)
atunci sirul cu termenul general c,a, +c,3, satisface aceeasi conditie.

Demonstratie. Deoarece o ,,, =aa,,, +ba, si B,,, =af,,, +bB,,
rezultd ca,,, +¢,B,., =alco,,, +c,B,.,)+b(c,a, +c,B,).

2.3.16. Lemi. Daci a. este o ridicini a ecuatiei »° = ar +b , atunci sirul
(a"),.n verifica relatia de recurenta.

Demonstratie. Deoarece o” = ao+ b, inmultind egalitatea cu o

n+2 n+l

obtinem a""* =aa"" +ba”.
2.3.17. Definitie. Ecuatia
r’=ar+b (2.3.9)
se numeste ecuatia caracteristica atasata relatiei de recurenta (2.3.8).

2.3.18. Teoremi. Daci ecuatia caracteristici 7° = ar +b are doud
radacini reale si distincte 7 si 7, atunci sirul care satisface egalitatea (2.3.8) are
termenul general de forma:

x, =cn" +c,r, ,VneN (2.3.10)
unde ¢; §i ¢; se determind in mod unic din conditiile initiale x¢ $i x;.
Demonstratie. Din lema 2. 16. rezultd ca »" si r, verifica relatia (2.3.8)
sidin lema 2.3.15. rezultd cd x, =c¢;1," +c,7, .
Pentru a determina c¢; si ¢, avem de rezolvat sistemul
¢, +c, =x,
{Cl”l TN =X,
care are solutie unicd intrucat 7, #r,.
2.3.19. Exemple. a) (sirul lui Fibonacci). Sa se determine sirul (F),),
definit prin:

Fop=F,,+F,VneN
F,=F =1
b) (sirul lui Lucas). Sa se determine sirul (L,),_y definit prin:
L.,=L_ +L, ,VneN
L,=2, L =1.

Solutie. a) Ecuatia caracteristica atagata relatiei de recurenta este

+
r’—r-1=0.r,= % Deci sirul are termenul general de forma

P 1445 ﬂn
L =q 5 +c, 2 .

Din conditiile initiale obtinem:
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¢ +c, =1
1++/5 1-+/5
¢ +c,
2 2

=1

de unde ¢, = si ¢
1 2\/5 2 2\/5
. 1 1+\/§ n+l 1_\/§ n+l
Deci F, =— -
JslLo2 2
b) Procedand ca la a) constantele ¢, si ¢, verifica:
¢ +c, =0
1445 1-45
1 +c, =1
2 2
de unde ¢, =c, =1, deci L, =[1+2\/§J 7{%} .

2.3.20. Lema. Daci ecuatia caracteristici 7> = ar +b admite o ridicini
dubla a, atunci sirul cu termenul general no" satisface conditia (2.3.8).
Demonstratie. Inlocuind x, = na” in relatia de recurenta (2.3.8) avem:

n+l

(n+2)a"? =a(n+)o"" +bno”" <
(n+2)o” =a(n+1)o+bn =
n(a’ —ao—b)+o(20.—a)=0
a
2
2.3.21. Teoremi. Daci ecuatia caracteristicd > =ar+b are o ridicini
dubla a, atunci sirul care satisface egalitatea (2.3.8) are termenul general de forma:
x,=ca" +c,no”,VneN (2.3.11)
unde c; $i ¢; se determind in mod unic din conditiile initiale x $i x;.
Demonstratie. Din lemele 2.3.15., 2.3.16 si 2.3.20 rezulta ca sirul care
satisface egalitatea (2.3.8) are forma x, =c,a” +c,na”.

care este adevirati intrucat o> —ao—b=0 si o.=— (intrucat A=0).

Pentru a determina c; si ¢; avem de rezolvat sistemul

{01 =X,
co+c,0 =X,
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¢, =X
care are solutia unica 1 B xo1 —x,0 Intrucat a=0 (pentru ca b#0).
c, = e

2.3.22. Exemple. Sa se determine termenul general al sirului (x,),_y

definit prin:
X,.,=4x,,, —4x,,VneN
x,=1, x=1.

Solutie. Ecuatia caracteristica asociata relatiei de recurenta este:

7> —4r+4 =0 care are ridicina dubla 7, =7, =2 . Rezulti ci

x, =c,-2" +c¢,-n-2". Din conditiile initiale obtinem:
¢ =1
2¢,+2¢c, =1
. 1.
decic, =1, ¢, =3 si x, =2""(2-n).

2.3.23. Teoremi. Daci ecuatia caracteristicd 7° =ar+b cu A<0 are
radacinile 7, =r(costtisint), atunci girul care satisface conditia (2.3.8) are
termenul general de forma:

x, =r"(c,cosnt+c,sinnt),VneN (2.3.12)
unde ¢; §i ¢; se determind in mod unic din conditiile initiale x¢ $i x;.

Demonstratie. Conform lemei 2.3.16., sirul " satisface conditia (2.3.8).

Inlocuind in (2.3.8) si tinand cont de formula lui Moivre:
r' =r"(cosnt+isinnt)
avem:

n+l

r"?[cos(n+2)t +isin(n+2)t]= ar"'[cos(n+ 1)t +isin(n+1)t]+

+ br" (cosnt +isinnt)
Separand partile reale si cele imaginare obtinem:
{r”*z cos(n+2)t = ar""' cos(n+1)t +br" cosnt
r" 2 sin(n+2)t = ar"" sin(n + 1)t + br" sin nt
Inmultind aceste egalititi cu c; si ¢, si adunandu-le deducem ci sirul
x, =r"(c,cosnt+c,sinnt) satisface relatia de recurenta (2.3.8). Din conditiile

initiale avem

¢ =X,
r(c, cost+c,sint) = x,

de unde, intrucat rsinf = 0 avem:
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C =X

X, —rx, Cost
Cy=—""———
rsint

2.3.24. Exemple. Sa se determine forma generala a sirului (x,),.x
definit prin:
X,.,= 2\/§xn+l —4x,,VneN,x,=1Lx =1

Solutie. Ecuatia caracteristici asociatd r° — 24/2r+4=0 are doud

raddcini complexe 7, = V2+iN2= 2(cos§i isin %) .

. nm .onm L e e .
Atunci x, = 2”(01 cosT+ ¢, sin Tj si din conditiile initiale obtinem

¢ =1

2| ¢ cosEJrc2 sin ™ | =1
4 4

nw \/5—2. nnJ
5 .

. Deci x, = 2"[COST+ sin—

de unde ¢, =1,¢, = \/52_2 1

2.3.25. Observatie. Multimea
Sa,b = {('xn )nZO | ‘xn+2 = axn+1 + b‘xn > v n 2 0} > a’b € R

formeaza un subspatiu vectorial de dimensiune 2 a spatiului vectorial al sirurilor
reale. Daci ecuatia caracteristicd »* = ar+b are:

vvvvv

{r" cosnt,r" sinnt} este baza a spatiului vectorial.
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Probleme rezolvate ( 2)

R2.3.1. Sa se arate ca elementele multimii M = {a,b,c} pot forma o progresie

aritmeticd, daca si numai daca (b+c— 2a)3 +(c+a- 2b)3 +(a+b- 20)3 =0
(Gh. Andrei)
Solutie : Utilizdm identitatea

X+ +2 =3xyz :(x+z+y)(x2 +y +2° —xy—yz—zx) . Luand
x=b+c—-2a, y=c+a-2b,z=a+b-2c, avem x+y+z=0, deci
x*+y*+2° =3xyz, prin urmare (b+c—2a)(a+c—2b)(a+b—2c)=0, ceea ce
inseamnd ca elementele multimii M = {a, b, c} pot forma o progresie
aritmetica.
R2.3.2. Se considerd propozitiile (¢),(3).(7)

(a) X,y,z distincte, In progresie aritmetica
(B) a b, cdistincte, in progresie geometrica, a,b,c € (0,00)—{1}
(}/) a’b’c’ =a‘c’c’.

Sé se demonstreze ca oricare doua propozitii inplicd pe a treia.

(Gh. Andrei)

Solutie :

i. Arataim cd (a)si (f) inplica (7). Putem presupune x>y>z si
x—y=y—z=r>0, x—z=2r>0,iar b =ac. Rezultd lga+lgc=21gh, de
unde (v—z)lga+(x—y)lge=(x—z)lgh. Obtinem succesiv
viga+xlge+zIlghb=zIlga+xlgb+ ylgc, sau lg(a"’bzc") = lg(azb"cy) care
este echivalentd cu ().

ii. Demonstram ca (a) si () implica (). Din (y) rezulta
(y—z)lga+(x-y)lge=(x-z)Igh, de unde riga+rige=2righ deci
ac=>b".

iii. (B) si (y) implicd (). Din () rezultda a*b*c** =a*b>c* sau
2y—x—z

2z 2y 2y+z 2x+z 2z+x 2y+x 2y—x-z

azyczx(ac)z =a“c (ac)x, de unde a7 =a" e sau a =c

care este echivalentd cu 2y =x+z, adicd +x,y,z.
R2.3.3. Numerele x,,x,,...,x, 2 formeaza o progresie aritmeticd. Se stie

cd X, +X, +..+ X, =a,x’ +x; +..+x, =b. Determinati acestd progresie.
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Solutie
Fie r ratia progresiei. Avem x, =x, +(k—1)r si din prima egalitate

(xl +xn)n

rezulti =a,sau nx1+%rn(n—1):a (1)

Pe de altd parte x; =x;, +2x,7(k—1)+r’p(k- 1)2 si din a doua relatie din

n

enunt, avem ix,f = nx; +2xlri(k+1)+ P> (k—1)’ =b’si deci

k=1 k=1 k=1
nxlz+xlrn(n—l)+%r2(11—1)11(2}1—1):b2 (2)
Din (1), prin ridicare la patrat si  Impartire cu n,
2
avemnxlz+x1rn(n—l)+%r2(n—l)n(2n—l)=a— 3)
n
0(n-1)  bn-a? 2,3(b’n-a*)

r
Din (2) si (3) avem = ,deunde r=t——--
@5i(3) > - e

Din (1) rezultd x, 51 progresia este determinata.

R2.3.4 Determinti inegalitatea 1 + 1 +...+ ! <" , unde

aa, aa, ay,14,,  Qyd,y,

a,,a,,...,a, sunt termenii unei progresii aritmetice crescatoare cu termeni

pozitivi.
(Cardinal nr. 2/1998 )

Solutie : Consideram  sumele S, = ! + 1 +...+ ! s

aa, aq, ay,.14,

1 1 1 . . C e <
S, = + +.t . Fie r ratia progresiei. Tinand seama ca
apa,  a,a, 2y

a—a,=0,—a =0y~ 0y =...= 0y, — 0y, | =T s1 ca

r a,,,—a 1 . - .
=kl k- 'suma S, +S, se scrie dupa reducerea termenilor,
Gy Gy G Gy

1{1 1 2n . . e
S, + 5, :—[———jz . Cum progresia are termeni pozitivi §1 este
rid, &, aya,,

1 1 1 1 . «
< < si rezulta

crescatoare, avem , -
aa, aya; a;a, a,a, A1y, Aoy yly,

. 2n .
S, <S,, deci 2§, < §, +8§, =——, prin urmare S, <
aya,, a,a,,
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R2.3.5. Fie a, b, ¢ trei numere naturale cu (a,b,c)=1.Daca Ja b,

Je sunt termeni, nu neapdrat consecutivi , ai unei progresii aritmetice, atunci

\/; , \/E s \/E sunt numere naturale.
(Ion Cucurezeanu)

Solutie : Daca r este ratia progresiei, atunci Je—a =nr,
Jb—+Ja=mr,cu mnel”. Eliminand r intre cele doua relatii, obtinem
mc—n\b = (m—n) Ja (1), de unde prin ridicare la patrat, avem
m*c+n*b—2mnlbc =(m—n) a  (2).Cum menbrul intai din (2) trebuie sa
fie numar natural, rezultd b = B’d,c=C?d , unde d =(b,c),B,Cell’

Din (1) rezultd (mC—nB)\/g =(m- n)\/; (3)

Din (3), dupi eventualele simplificari se scrie 4Vd = Da, cu (4,D)=1
sau A’d =D’a .Din (a,b,c)=1, rezultdi (a,d)=1 si cum (4,D)=1, din
A’d = D%a , obtinem a = A*,d = D*, deoarece din a/A*, A*/a si a, A, numere

naturale, avem a= A’ Din a=A*b=B*D* c=C*D?, rezultd
Ja b Neel”.
R2.3.6. Daca sirul numerelor naturale 1,2,3,... se Tmparte in cateva

progresii aritmetice, atunci n una (cel putin) din aceste progresii, primul termen

se divide cu ratia.
(A.V. Kelarev, Kvant 1/1985)

Solutie : Notam prin q,,a,,...,a, primii termeni ai progresiilor in care se
imparte sirul numerelor naturale si prin d,,d,,...,d, ratiile lor. Produsul acestor
ratii se afla intr-una din progresii, deci existd i, cu 1 <i <z si un anume k, astfel
incat d,-d,-...-d, = a, + kd, . Din aceasta egalitate rezultd ca d, divide pe q;.

R2.3.7. Intr-o progresie geometrici avem S ,=a8,,=b. S& se
determine S, in functie de a,b,k(a,b el,a#0,b#2a,k,pell *)
(Ovidiu Pop, RMT. Nr1/1996)
g’ -1
qg-1

q’ -1

=b,unde o este
qg-1

Solutie : Avem Sp = =a si Sp =

. e 9 . b :
primul termen. Prin inpartirea celor doua relatii, deducem ¢” +1=—, deci
a
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q” zé—l.Apoi,

a
ko k 2 k
5, =ad -4 (47 -1)=" (é_lj ~1]=-2 (9—1j 1.
g-1 q"-1 é_z a b-2a(\a
i a
R2.3.8. Intr-o progresie geometricd cu termeni pozitivi, produsul

primilor m termeni este egal cu produsul primilor »n termeni (m * n) Sa se
demonstreze ca produsul primilor m+n termeni este egal cu 1.
Solutie : Fie progresia (b,),., st m>n.Din b, -b,-...-b, =b,-b,-...-b,,

rezultd b,,,-...-b, =1, deci
(bn+1 ) bn+2 Teeet bm )2 = (bn+1bm )(biz+2bm—1 )"'(bman ) = (blbm+n )m+n =1 ’ de unde

bb,,, =1.Dar (bb,..b,,, )2 =(bb,.,) (56,101 ) (BB ) = (b1 )"H" =1, prin
urmare bb,..b, . =1.

m+n

R2.3.9. Fie (x,),,, un sir de numere reale strict pozitive si distincte. Sa

se arate ca (x,),. este o progresie aritmetici dacd §i numai daca

n-1 _
(x; =x7)Y, L _xny xl),Vn22

k=1 Xy T X Xn
(N. Papacu)
Solutie
Presupunem ca este verificata relatia din enunt
n—1 1
__ N X =X XX
Z 2 2 =4 (1)
=X X X T Xn n
N 1 Xnr1 — X
Pentru n > n+1, avem z =4 2)
k=1 X T X n+l
o A . . 1 xn+l — xn
Scazand (1) din (2), obtinem ———— = Ax, —~—= (3)
‘xn + ‘xn+1 xn‘xn+1
) 1 X, =X, s
Avem si = Ax, (4). Impartind membru cu membru

X ,+X

n—1 n n—=1"n

2

2
xn—l+xn _xn+l_xn‘xn X _xnl X

relatiile (3) si (4), avem = -, de unde —4—"=- =",
xn +xn+1 xn _xn—l xn+1 xn+1 _xn ‘xn+1

. 2 _ =

ceea ce este echivalent cu (x;,-x,x,,)(x,. +x,,) = 0. Rezulta
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x> =x,x,Vnell", deci sirul formeazi o progresie geometrici. Reciproc,

n+l""n

dacd sirul formeaza o progresie geometricd, atunci x,,, =x,q si prin calcul

n—1
. .. . . X -1
direct ambii membri sunt egali cu % .
q
R2.3.10. Sa se arate cd orice progresie aritmeticd formata din numere

naturale contine termenii unei progresii geometrice.

Solutie
Fie (a,),., o progresie aritmetica formata din numere naturale si r €[] ”

ratia progresiei. Progresia se scrie a,,a, +r,a, +2r,....,a, +kr,a, +ar=a,(1+r).
Printre acesti termeni se gdsesc si termenii a, +ra,(2+7)=a,(1+7)’ =a

si

a; (2+r)+1

a,+a,(3+3r+3r)yr=a(+r) =a Deducem ca orice numar

a (3+3r+r7 )41

de forma a,(1+7)" este termen al progresiei aritmetice si anume a

a (4+r)f =g +1 °

Asadar sirul a,,a,(1+7),a,(1+7)’,... este o progresie geometrica.

R2.3.11.  Fiesirul (x,),.,,cu x, =1, x, =2, definit prin x’, =x_,-x. Sa

se determine termenul general x, .

Solutie
Logaritmam relatia in baza 2 si obtinem:
Slog, x,,, =3log, x,,, +2log, x,,  log,x, =0 log,2=1. Cu notatia

n+2

yn=10g2xn’ avem 5yn+1=3yn+2+2yn’ cu y1=0, y2=1’ sau

o 2 : .
39,00 = Y,y) =2(,., —»,) . Cusubstitutia z ,, = EZ" , deci z, este o progresie

n—1

n-1
. 2 . . . <
cu rafia ¢ :5, deci z, =z, ¢" = (Ej . Din relatia z, =y, ,—y,, rezultd

. . 1-q" AR
sz = yn+1 - yl H deCI yn+1 = Zl q = 3 1_ (_j . Dln 10g2 xn = yn 4 reZulté
=1 1-¢ 3

X" =2 = 81_@%1 .
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3. Numere complexe in algebra

3.1. Proprietiti generale

Din teoria numerelor complexe presupunem cunoscute notiunile de baza,
studiate in manualele scolare. Fard a intra in detalii, trecem in revista cateva
dintre acestea.

Fie C= {z =x+1iy|x, yeR }corpul numerelor complexe inzestrat cu

binecunoscutele operatii de adunare si inmultire. Dacd z = x+iy € C, X se
numeste partea reald a numdrului complex z si se noteaza cu Rez, iar y
coeficientul partii imaginare si se noteaza Imz .

X.3.1.1. Modulul numarului complex z = x+iy reprezintd numarul real, notat

|z = /x> + 7.

Proprietati ale modulului:
) |z] z0,vzeC

|Z|:0<:>Z:0

2) |Z|:|—z,‘v’zeC
3) -|z| <Rez < |Z| si —|z|£lmz£|z,‘v’zeC
4) |z]‘zz|=|zl|~|z2 ,Vz,z,eC
5) il :|Zl|,Vzl,zzeC,22¢0
z, |22

6) |Zl+22|£|zl|+|z2

,Vz,z,eC, cu egalitate daca si
numai dacd 3 t>0:z,=1 7.
7) |zl|—|zz|£|zl—zz|£|zl|+|z2

,Vz,,z,eC
3.1.2. Conjugatul numarului complex z = x+iy este numarul complex :
z=x- y.
3.1.3. Proprietiti :
1) z = z o zeR;
) z=2,VzeC ;
3) |Z|2 zz-;,‘v’zeC;

4) z,+z,=2,+2,,Vz,z,eC;

5) z,-z,=2,-2,,V2z,z,eC;
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6) (Z—IJ_Z=1,VZI,226C,22¢O,
z, z,
- _
7) Rez= ; Imz = ,VzeC
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Probleme rezolvate (3)

R3.2.1 Fie x,y,z trei numere complexe cu proprietatile: |x|:| y|=|z| si
xyz=xy+yz+zx=1. Calculati x+ y+z.

Solutie :

Aveml=|xyz|=|x|~|y|-|z|=|x|3.Deci |x|:|y|:|z|:1.

, z= l Avem:

=1 -
Rezulta x #0 §i x=—. Analog y=—
X v z

1 1 1 - - — _—
1=w=—+—+—=z+x+y, deci x+ y+z =1, de unde x+y+z =
xyz z x y
1.
R3.2.2 Fiea e R, z € C, astfel incﬁta=z+l. Sa se determine cea mai
z

mare $i cea mai mica valoare a lui |z| .

Solutie :
Deoarece a > 0, avem:
2

z

AV N RS e
=lz+=||z+=|=| +——+—5=
SN

z+— -
2\ 2 g

= |o|" [z (@* +2)+1=~(z+2) < 0

N |Z|E{az+2—\/a4+4a2 a2+2+\/a4+4a2]
2 ’ 2 '

Aplicand formula radicalilor compusi rezulta ca :

|Z|€[—a+ a +4 a+\/a2+4} |Z|_a+\/a2+4
2 7 2 -

2

Deci  max , min

—a+ya® +4 a++a®+4 ;

|Z|=# si se ating pentru z = =+ 5

R3.2.3 Fie z,,z,,z, € C", distincte doud cite doud si cu modulele egale.
Stiind

< 1 9 :
ca numerele z, + —, z, + ——, z; + sunt reale, sd se determine z;.

z; Z,z, Z,Z,
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Solutie :
) 1 . a a a
Fie a=—eC. Atunci 1z, +—, z, +—, z; +—€ R .
z, Zy 2 3

, a a - — -
deci: z, +—=z, +—, k=1,2,3 = z/z,+az, =z,z, +az,,

Zy Zy
_ . 2 2 _ .
k=1,2,3  Deci: z, v +az, =z, r +az,, k=12,3; unde
r=lz =z =zl

Inmultind cu z, , obtinem:
2.2 2 4 2 202 202 2
zir +ar =r"+az;, =z;(r'—-a)=r(r"—a").

r2(r2 __aZ) k

Dacia r* —a # 0, atunci z,f: 5 , =1,2,3.
r-—a
22 2 . 2 2 - < _
Deci zy =z; =z;. Din z =z, si z #2z, rezultda cd z, =-z, Analog
z, =—z,. Ar rezultaca z, = z,, fals.
. - . 1 1 .
Deci 7’ =a. Atunci 7’ =a = —=r>=> —=7r"= r’ =1. Deci z, =1.
z, EA
R3.24 Fie Z,,2,,25, € C
_ _ _ 2 2 2 . »
|Zl|— |Zz|— |z3|—l,z1 +z,+z; =051 z, +z,+ 2z, #0. Sase arate

< |_3 3 3 _
ca ‘Zl +z, + z; —3212223‘—4.

Solutie :
‘zf +2z + 23 —3212223‘ =|z1 +z, +z3|-‘zl2 +23 +27 2,2, — 2,2, —zzz3| =
=|z, + 2, + 23| -| 212, + 2,25 + 2,25
Dar
1 1 B |le2 +2z,2, +le3| ~

- 1
|z, + 2, + 24 | :‘zl+zz+z3‘ = —+—+—
2y Zp Zz3 |zlz2z3|

. 2 2 2 2
3 (zy +vzy+zy) =z +z, +z5 +2(zz, + 2,2, + 2,25) .

=|zlz2 +z,z,+ 2z,
2 2 2 :
Cum z; +z; +z; =0, obtinem:
=2 =2
2y +z, 4z, = 2|2z, 4 2,2, + 2,25 = 2] 2 2, + 24 .

Obtinem: |Z1 +z,+z, | =2= | Z,Zy, + 2,2, + 2,2, |
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R3.2.5 Daca ze (C, aeC,

* - -
z|=1, n e N , sase arate ca:

2n
Z‘zk+a‘2n|z—l|.

Solutie :
Pentru oricare numere complexe x si y avem:

|x+a|+|y+a|=|x+a|+|—y—a|2|(x+a)+(—y—a)|:|x—y|. Atunci:

2n
Z‘zk + a‘ =QZ2” + a‘ + |z
k=1

z7 + a‘)+Qz2"_2 + a‘ +‘22"_3 + a‘ )+...+

(‘22+a‘+

+|z+a|)2‘zz" — > +‘22"_2 —z +...+‘zz—z‘: z! -|Z—1|+
7" -|Z—1|+

+|z277 ~|z—1|+...+ |Z|-|Z—1| = n|z—l|.

R3.2.6 a)Fie z,,z,,z, € C" astfel incat |zl| =|22| =|z3| st z, +z,=2z,. 54
searatecd z, =z, =z,.
b) Fie z,z,,z;,€C astfel incat z +z,=2z, si zeC,

z&{z,,2,,2,}. Si se arate ca dacd |z—zl|+2|z+22|+|z—z3|=4|z

, atunci
z—1z

>0.

zZ—1z,
Solutie :

a)
2|zz|=|zl+z3|S|zl|+|z3|:2|zz|:>|zl+z3|:|zl|+|z3|:> zZy=az, ,
cu 05>0:>|Z3|=05|21|:>0£=1:> z, =2z, = z,.

b)4‘z ‘=|Z—Zl|+2|z+22|+|2—23|2|Z—Zl+2Z+ 2z, +z—z,|=
4|Z|:>|Z—Zl|+|z+zz|+|z+zz|+|Z—Z3|=
|(Z—Zl)+(Z+ZZ)+(Z+Zz)+(Z—Z3) ‘ =>z-z,=a(z+z,),a>0sl

z

. -z
z—z,=(z+z >0, deci;: — L=
3 ( 2)’ﬁ s

g>0.
z—z; f
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R32.7 Fie z,,z,eC astfel incat |z, + z,| =|z,| = |z,|. Si se calculeze

2

z,

Solutie :
Fie Z—Z:x+iy, X,y € R. Atunci |zl| = |z2| implica Z2 =1, adica

Zy 1
x*+y* =1, iar |z1 + z2| =1 implica 1+22 =1, de unde (ler)2 +y?=1.
Z

¥ +yt=1 1

Deci: yz . Obtinem x=-——,y= iﬁ. Exista doud solutii:
(1+x) +y* =1 2 2

D SR RPN PR

zZ, 2 2 zZ, 2 2

R32.8  Daci ZeCcu‘z4+2‘:‘zz

egalitate?

s atunci|z|£x/§. in ce caz avem

Solutie :
avem |2 |=|Gt e -2fg] e2le 22| 42 De

|2|" ~|z|" =220, adica (|z| +1)(|z|" ~2)<0, deci|z|<+2. Egalitate in

2
s

(1) avem dacd 3 A>0 astfel incit z*+2=-21. Rezulti ci |—2i|=|z

adica |z |2 =21<2, cu egalitate pentru 1= 1. Obtinem z* = —4cu ridicinile
T(1+9).

R3.29 Fiek n eN si z,z,,.,z, €C  cu acelasi modul astfel incat

A B | 1

z{ +zy +..+z, =0. Demonstrati ¢ —+—+..+—=0.
2L & Zn
Solutie :
Fie|zl|:|zz|:...:zn =r>0 si z{ +z) +..+z5 =0.Avem:
K K K

1 1 1 zZ Z, ;
_k+_k+"'+_k: P —k+ P —k+...+ P _k:
o5 Zy  zZyzZy  Zy°Z, z, -z,
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k % k

Z 2, Zn _

2% 2% 2%
ETREEA z,

s k %
! 5 oL (Z_k+z_k+ +z_k)—
- 2k 2k 2% 2k \O1 2 e n)—
|Zl| |Zz| Zn r

1 ( k k k
FTKZI +22 +"'+Zn =0.

R3.29 Fie zeC,

z| =1. Sa se arate ca:

n|1+z|+‘1+zz‘+...+‘1+zz”+l >2n, neN".

Solutie :
Avem:

n|1+z| +‘1+zz‘ +...+‘1+zz”+1

=n|l+z|+(‘l+zz‘+‘l+z3‘)+(‘l+z4‘+

)

> n|l+z|+‘l+zz —1—23‘+‘l+z4 —l—zs‘+...+

+‘1+zs‘)+...+(‘1+zz” 2n+l

+‘l+z

+‘1+22" —1-z*"

= n|1+z| +‘Zz‘-|l—2|+‘Z4‘-|1—Z|+...+ z?|.

=n(l+z|+[l-2)2nl+z-1+2/=2n

1—Z|:n|l+z|+n|1—z|:
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4. Aplicatii ale numerelor complexe in geometrie

In aceasta temd vom utiliza numerele complexe pentru rezolvarea si
generalizarea unor probleme de geometrie. Desi metoda vectoriald si metoda
numerelor complexe sunt echivalente, fiecare dintre ele rezolvd cu usurintd
anumite probleme si in acelasi timp creeaza, In limbajul lor specific, noi
probleme.

4.1.1 Amintim cateva rezultate, care vor fi utile in cele ce urmeaza. Vom nota
cu M(z) punctul M de afix z.

4.1.2 Distanta dintre punctele Mi(z1) si Ma(22) este MiM, =z, — z,|.

4.1.3 Afixul punctului M care imparte segmentul [M;M;,] in raportul k,

) -k
adica MM, = kMM, este z = %, unde M(z), Mi(z;), Ma(2,).

4.1.4 Consecinta . Afixul mijlocului M al segmentului [M;M;] este
_l_
z= %; Afixul g al centrului de greutate G al triunghiului M;M,;M3 este
oz +z, +z,
3
daca z,+z3 = zp+z4, unde Mi(z),1=1, 2, 3, 4.

; patrulaterul M;M)M3;M, este paralelogram dacd si numai

4.1.5 Conditia_de coliniaritate : Punctele M;(z;), Ma(z2), Ms(z3) sunt
coliniare daca si numai daca exista kj, ky, k3 € Rcu ki+ kot ks = 0 si
kiz, +k,z, +k;z; =0.

Demonstratie : Dacda M; , M, | Ms; sunt coliniare, atunci exista

) —k: )
ke Rcu M,M, =kM,M, . Deci z, = le kZ3 , adicd z, —(1-k)z, —kz, =0.
Pentru k; = 1, ko = k-1, ks = -k obtinem concluzia. Reciproc, din
kyz, + k,z, + kyzy =0 cu ko= -ki-ks, obtinem k,(z, —z,) = —k;(z; —z,) . Pentru
k ) -k ) ..
k =—— obtinem z, = Z'l kZ3 , adicd M, M, M; sunt coliniare.
1

4.1.6 Masurara unghiului orientat <M OM,, in sens trigonometric,
(semidreapta OM; se roteste In sens trigonometric peste semidreapta OMy),
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fata de un reper cu originea in O este: ,u(é M,0OM, ) = argZ—2 , unde z;, z, sunt
Z

afixele punctelor M, respectiv M,.

4.1.7 Consecinta : Daca M;(z;), Ma(z2), M3(z3), atunci masura unghiului

orientat (in sens trigonometric) LM MM, este:
zZ,—z

y(ZM1M2M3)=arg —.
2175

M,
Translatam M; in originea O si aplicam
4.1.5 .
> X
(0]
Demonstratie :
4.1.8 Consecintii : Daca M (z;), My(22), M3(z3) si e B pé&, unde p >0,
174,
. M, M.
g=cosa+isina, cu ael0,27), atunci —2 3=
MM,

si g £ MM, M,)=ming,27—a).

4.1.9 Formula rotatiei in comple Dacd M3(z3) se obtine printr-o rotatie cu
centrul Tn Mpy(zz) si unghi ae[O, 27[), a punctului M;(z;), atunci

z, =2, +(z, —z,)e, unde & = cos & +isin  , daci rotatia se efectueaza in sens

trigonometric sau & = cos(27 —a)+isin(27 — «), daci rotatia se efectueaza in
sens invers trigonometric.

4.1.10 Consecinta : Triunghiul ABC este echilateral dacd si numai daca

T .. 7 < . A
c=a+(b—a)s, unde &= cos§+zsm§, dacd AABC este orientat in sens

. ) 5z .. 5x - . .
trigonometric, sau gzcosTHsmT, dacd AABC este orientat in sens

invers trigonometric.
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4.1.11 Unghiul a doua drepte. Daca M](Z]), Mz(Zz), M3(Z3), M4(Z4) sunt
puncte distincte in plan, diferite de origine, atunci masura unghiului orientat (in
sens trigonometric) al dreptelor MM, si M3M, este :

z,—z
,u(L(Mle,M3M4))=arg —
z, — 2
4.1.12 Consecinti : Daci = - =pé&, unde p>0, &=cosa+isina,
z,-z

ae[0,27r), atunci: %ao si u(2(M M, ,MM,))=min(a,27 —a).

37774
4.1.13 Consecinti : MM, LM,M, < 22— c iR’
Zy —2Zy
MM, |IMM, 25 ¢ R,
Zy —Zy

4.1.14 Punctele M;(z;), Ma(z2), M3(z3), Ma(zs), distincte, sunt conciclice daca
si numai daca raportul anarmonic al afixelor z,, z,, 73, z4 este real, adica:

Z, —Z Z, —Z *
| e T

(21,22,23,24
Z,—2Z, Z,—Z,

Demonstratie :
Cazul I: Daca M; si M, sunt de aceeasi parte a dreptei M;M, avem:
z, —z zZ, —z
arg 2 =arg 11—+
Z, — Z, zZ, -z,
Cazul II: Cand M; si M, sunt separate de dreapta Ms;M; avem:
z,—z z, —z
arg—— —arg "t =7,
Z,—2, z,—z,

4.1.15 Triunghiuri asemenea . Triunghiurile AjAA; si 4,4,4,, la fel

orientate, sunt asemenea, in aceastda ordine, daca si numai daca

a, —a, _a,—q

a,—a, a,-—a,
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Demonstratie: Avem A4, A, A, ~AA, A, A,
Ad, A4,
ol A4 A4 &
LAAA =LA A

|"2 _a1| _ ‘az _al‘
|a3—a1| ‘a3—a1‘ o a,—a, _a,-a
a2 —al a2 —al a3 _al a3 _al
arg—>—L =arg—2—"L
a,; —a, a, —a,

4.1.16 QObservatie: Triunghiurile A;AA; si A{A;A;, la fel orientate, sunt

asemenea, dacd si numai daci: a,(a, —a; )+ a)(a; —a,)+a;(a, —a,)=0.

4.1.17 Observatie: Triunghiurile AjAA3 si A{A;A;, invers orientate, sunt
a, —a; _ avz - ai

asemenea 1n aceasta ordine, daca si numai daca:

a,—a g
3 1 a;—a

Demonstratie : Se consideri triunghiul M;M,M3 simetric cu 4, 4, 4, fatd de O

Triunghiul M;M,M; are afixele varfurilor a,, a,, a, si este la fel orientat cu
triunghiul A;A»A3. Folosim 4.14, obtinem relatia ceruta.

4.1.18 Consecinta : Triunghiul A;AAj este echilateral dacad si numai daca:
al +a; +a; =a,a, +a,a, +asa,.

Demonstratie: Triunghiul A;A,Aj; este echilateral

< AA A, A, ~AAL, A4, <

az(az—a3)+a3(a3—a1)+a1(a1—a2):0<:> a12+a§+a32 =aa, +a,a; +a,q

4.1.19 Aria unui triunghi. Daci a,, a,, a3 sunt afixele varfurilor triunghiului
A1AAs3, notat Tn sens trigonometric, atunci

U[A1A2A3 ] = %Im(a_la2 + Zag, +asa, )
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Fara a restrdnge  generalitatea A
problemei, putem considera originea y
sistemului ortogonal de axe 1In
interiorul triunghiului.
Fie a, =r,(cos®, +isinb,)

a, =r,(cosd, +isind,)

a, =ry(cos@, +isind,).
Atunci:
a,a, +a,a, +a,a, =nr, [cos(é?2 —0,)+
+isin(0, — 6,)]+ r,r;[cos (6, - 6, )+ A2
+isin (0, — 6, )]+ r,ry[cos (0, - 0, )+
isin(6, — 6, )]. Deci:

Demonstratie :

%Im(cz_la2 +Za3 +a,a, )= %rlr2 sin(@2 -0, )+%r2r3 sin(t?3 -0, )+%r1r3 sin(@l -0, ) =

= 0[4,04, |+ 6[4,04, ]+ 6[4,04, ] = 64,4, 4,].

4.1.20 Observatie : Formula se poate extinde pentru un poligon conve Daca
AjA;...A,, n>3 este un poligon convex, notat in sens trigonometric, iar aj,
ay,..., a, sunt afixele varfurilor, atunci:

ol4,4,..4,]= %Im(cz_la2 +Za3 +. +Zan +Zal) (Formula lui  Kiril

Docev). Demonstratie prin inductie (vezi [3] ).

4.1.21 Afixul ortocentrului unui triunghi. Fatd de un reper cartezian cu
originea O 1n centrul cercului circumscris triunghiului ABC, afixul
ortocentrului H al triunghiului ABC, este: & =a+b+c, unde H(h), A(a), B(b),
C(c)._Demonstratie :

A

Fie O; simetricul lui O fatd de BC. Atunci
AHO;0 este paralelogram.  Rezulta:
a+o, =h+o. Obtinem : h=a+o0,=a+b+c .

B N_ ¢

. Oy
55



4.1.22 Consecinta : Fatd de un reper cu originea 1n centrul cercului
circumscris triunghiului ABC, centrul @ al cercului lui Euler al triunghiului

ABCeste: o = a-'_zﬁ, unde @ (a))

Demonstratie : Q este mijlocul segemntului [OH].

4.1.23 Caracterizarea triunghiului dreptunghic . Triunghiul ABC inscris in
cercul C(O, R) este dreptunghic daca si numai daca |a +b+ c| = R, unde A(a),
B(b), C(c).

Demonstratie : Daca triunghiul ABC este dreptunghic cu unghiul drept in A,
atunci B si C sunt diametral opuse, deci b = —c, de unde |a +b+ c| = | a | =R.

. - . 2 .o
Reciproc daca |a + b+ c| = R, atunci |a + b+ c| = R?*, adica

R*> R* R’
(a+b+c{ +—+ j=R2, deci

a b c

(a +b+c)(1—+%+Lj=1<:> < (@a+b)b+c)c+a)=0 adica doud
a c

din punctele A, B, C sunt diametral opuse.

Bibliografie

1. Andrei Gh., Caragea C., Cucurezeanu I., Bordea Gh., Probleme de algebra
pentru concursurile de admitere si olimpiade scolare, E.D.P., Bucuresti,
1993

2. Andrica D., Bisboaca N., Numere complexe de la...a...la...z, Aditura
Millenium, Alba Iulia, 2001

3. Andrica D., Varga C., Vacaretu D., Teme de geometrie, Editura Promedia
Plus, Cluj Napoca, 1997

4. Cocea C., 200 de probleme din geometria triunghiului echilateral, Editura
Gh. Asachi, lasi, 1992

5. Dinca M., Chirita M., Numere complexe in matematica de liceu, Editura All
Educational, Bucuresti, 1996

6. Nicula V., Numere complexe. Probleme si exercitii pentru clasa a X-a,
Editura Scorpion 7, Bucuresti, 1993

56



Probleme rezolvate (4)

R4.2.1 Fie ABCDE un pentagon complex, iar M, N, P, Q, X, Y respectiv
mijloacele segmentelor (BC), (CD), (DE), (EA), (MP), (NQ). Sa se arate ca
XY || AB.

Solutie :
Notam cu literele mici corespunzatoare, afixele varfurilor. Avem:
b+c
m = ,
2
c+d d+e e+a m+p b+c+d+e
n = > p = > q = 3 = = b
2 2 2 2 4
. - XY 1.
:m. Atunci: x—y = b ? Deci 2-== si XY || AB.
2 AB 4
R4.2.2 Dacd pe laturile unui patrulater oarecare ABCD construim in
exterior patrate de centre O, Oy, O3, O4 , atunci dreptele O;03 si 0,04 sunt
perpendiculare.
Solutie :

Fie Oy, Oy, O3, O4 centrele patratelor construite pe (AD), (DC), (CB),
respectiv (BA). Atunci O; este transformatul punctului D printr-o rotatie de

centru mijlocul segmentului (AD) si unghi % (varfurile patrulaterului ABCD

fiind notate in sens trigonometric). Deci:
01=a+d+ d_a+dl,:a+d+l(d—a). Analog 02:c+d+l(c—d)’
2 2 2 2
o, < brexilb=c) o, < 9¥brila=b) Avern:
2 2
a+d-b—-c .d—-a-b+c
0, —0; = +1 5
2 2
02_04=c+d—a—b+l,c—d—a+b. Deci 2 —% -, Obtinem
2 2 0, —0,

010320204 $i OIO3J_0204.

R4.23  Se da un triunghi ABC si in interiorul sdu se considera triunghiul
A'B'C' asemenea cu triunghiul dat si avand aceeasi orientare (adica varfurile
celor doud triunghiuri sunt notate in acelasi sens de rotatie). Fie 4, B",C’

- : : , . .. A4 BB CC
apartinand segmentelor (AA ), (B ), (CC ) astfel Incat: <4 B8 _CcC
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Si se arate ¢ A4 B'C ~AABC.

Solutie :
. 44" BB CC’ L
it —== ——== ——== A . Notiam cu litere mici afixele corespunzitoare
A A B B ccC
_ . a-Jd . b=Ab . c-ic
varfurilor. Atunci: a = s = ,C = . Deoarece
1-4 1-2 1-2

AABC~AA B C' rezulta : a'(b—c)-l- b'(c—a)+ C'(a —b)z 0. Se verifica ca:
a'(b—c)+b'(c—a)+c'(a—b)=0, adica AAd'B'C"~ AABC.

R4.2.4  Pe laturile patrulaterului convex ABCD se construiesc In exterior
triunghiurile echilaterale ABM, BCN, CDP, DAQ. Sa se arate ca patrulaterele
ABCD si MNPQ au acelasi centru de greutate.

Solutie :
Notam varfurile patrulaterului in sens trigonometric. Atunci:

m=b+(a-b)e, n=c+(b-cle, p=d+(c—d)s, g=a+(d —a)e, unde
£ =CO0S % +isin % Adunand aceste relatii, obtinem: m+n+p+q = atb+c+d,
deci patrulaterele ABCD si MNPQ au acelasi centru de greutate.

R4.2.5 Daca pe laturile triunghiului ABC construim in exterior triunghiurile

asemenea AC B, BA'C,CB A4, atunci triunghiurile ABC si AB'C' au acelasi
centru de greutate.
AB BC CA
AC 4B  BC
a= ,u(L ABC')= ,u(L BCA')= ,u(é CAB'). Atunci, folosind 4.1.8, avem:
b =a+(c—ale, c =b+(a—b)re, a =c+(b—c)re, unde

Solutie : Fie

rsi

& =cosa +isina . Adunand aceste relatii obtinem a +b +c =a+b+c,

adica cele doua triunghiuri au acelasi centru de greutate.
Observatie : Dacad triunghiurile construite in exterior sunt echilaterale,
obtinem cunoscuta problema a lui Toricelli.

R4.2.6  Pe laturile triunghiului ABC se construiesc in exterior triunghiurile
echilaterale ABC', CAB', BCA . Si se arate ci centrele de greutate ale acestor

triunghiuri formeaza un triunghi echilateral.
Solutie :

Fie Gy, Gy, G3 centrele de greutate ale triunghiurilor ABC', CAB', BCA .
Notam cu litere mici corespunzatoare, afixele varfurilor. Atunci:
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¢ =b+(a-b)s,a =c+(b-c),b =a+(c-a),unde
T .. T a+2b+(a—b c+2a+(c—a)s
&= cos T-tisin =3 g = , & = ;

3 3

g = b+2c+—(b_0)5 . Obt’:inem:
3

b+2c+(b-c)e 2a-c—b 2c—a-b ,
g3+(gz_g3)‘9: 3 + &+ 3 & =8

3
deoarece ¢” =¢—1. Deci g, + (g2 - g, )g =0 , adicd AG,G,G; este

echilateral.

R4.2.7 Se considera in plan un triunghi A;A,A3 si un punct Py. Se defineste

A =4, ;,Vs=>4,se N sise construieste un sir de puncte Py, Py, ..., astfel
incat Py este imaginea punctului Py prin rotatia de centru Ay si de unghi
1200, in sensul arcelor de ceasornic, k=0, 1, 2, ... . Daca Pi9gs = Py, atunci
triunghiul A;A,A; este echilateral.
Solutie :

Avem: A1=A4=A7=...; A2=A5=A8:...; A3:A6:A9:... . Dar Pk+1:
= RA i1 ® 120° (Pk ) ) deci Pra =@yt (pk —a; )‘9 ) unde

2 . . 21
£ = cos ——+isin —.

3 3
Obtinem : p,,, = (1- g)[ak+1 ta,e+..+ algk]. Din 0 = P, = P, »
obtinem:  0=(1- g)[a1986 + Qg€+t a8 ] =(1- 5)[a3 +a,e+a,&’ ]~662 :
Deci a, +a,e+a,e’=0.  Cum el+e+1=0, obtinem:

a, =a, + g(a2 - al), adica A;A»A5 este echilateral.

R4.2.8 Fie AjA2A3A4 un patrulater inscriptibil. Se noteaza cu H;, Hy, Hs, H4
ortocentrele triunghiurilor A,AzA4, AsA4A 1, AsA1A2, A1A2A;5. Sa se arate ca
patrulaterele A;A2A3A4 si HiH,H3H4 sunt congruente.

Solutie :
Avem: h =a,+a, +a,, h,=a,+a, +a,, hy=a,+a, +a,,
h,=a,+a, +a;.
Atunci: H H, :|a1 —a2| =44, si
h, —h a, —a a,—a
ﬂ(4H1H2H3): arg——2 =arg——>= =arg——— = ﬂ(4A1A2A3)-
hy —h, a, —a, a, —a,

Analog celelalte.
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R4.2.9  Fie z;, z;, zz numere complexe distincte, avand acelasi modul r.
Aratati ca: ! + ! ! > Lz
|z1 —zz|~|z1 —23| |z2 —zl|~|z2 —z3| |z3—zl|-|z3 —zz| r

Solutie :
Consideram un triunghi care are afixele z;, z,, zs si fie originea axelor de
coordonate  1Tn  centrul  cercului circumscris triunghiului.  Notam

zl—zz|=c, |22—z3|:a, |zl—z3|=b si r=|zk|:R,k:1,2,3.
Inegalitatea devine:

L+L+L2L2 = a+b+c2abf = 2p24R§ & Rp22S &
bc ab ac R R R

< Rp22pp < R2=2p,unde p raza cercului inscris. (inegalitatea lui
Euler).
R4.2.10 Fie z,, z, ..., z, afixele varfurilor A, Ay, ..., A, ale unui poligon
inscris 1n cercul cu centrul in origine s$i se razd r. consideram
oz tzy .tz

n

a)  Aritati ca |g—zl|2 +|g—zz|2 +..+|g —z”|2 +1 g|2 =nr’.

b)  Demonstrati inegalitatea: |g - zl| + |g - zz| +...+ |g — zn| <nr.

c) Deduceti apoi ca 1in orice triunghi are loc inegalitatea:
m, +m, +m, SER.

Solutie :
a) Avem:

Zlg z,| Zg z)(g-2)- Zgg Zgzk Zgzk

+Z:sz:n|g|2 —gng—gn§+nR2 =nR’ —n|g|2
k=1

2 2
o (Ble-al] (Se-al1) <[ Ble-a [ )-re-af <
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
<nr’n=n’r’.
c) Din punctul b) deducem: GA+GB+GC<3R, adica
gma+zmb+zmc£3R = mu+mb+mcng.
3 3 3 2
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R4.2.11 Dacid z), z», z3, z4+ €C sunt distincte doud cite doud si

Zy,+z,+zy+z,=0 si |z1

:|zz| :|z3| :|z4| =1, atunci sunt afixele varfurilor
unui dreptunghi.
Solutie :

Din z, +z,4+z, =—z, rezultd |zl+z2 +z3| = |— z4| =1. Folosind relatia
4.1.22 deducem ca AZ,Z,Z, este dreptunghic, unde Z,(z,), i =1, 2, 3, 4.
Analog pentru celelalte unghiuri.

R4.2.12 Afixele z,, 7z, z3 ale varfurilor triunghiului A;AAs verifica
conditiile:
a)  |z|=|m]=|z=1;

b) |Zl—i-22|2 -|-|22+Z32 -i-zl|2 =3.

Demonstrati ca AjA,Aj; este triunghi echilateral.
Solutie :
Din b)

obtinem: (zl +z,\z, + 2, )+ (22 +z, )(22 +z, )+ (23 +z, )(23 +z, ) =3=

- 2 .
(z, +z, +z3)(zl +z, +z3): 0= |z1 +z, +z3| = 0. Deci OH=0, unde O
reprezinta centrul cercului circumscris, iar H ortocentrul triunghiului A;A,As;.

Din OH=0 rezultd O=H, adicd ortocentrul triunghiului coincide cu
centrul cercului circumscris. Deducem ca A;A,Aj este triunghi echilateral.

R4.2.13 Fie ABCD un paralelogram si M un punct in planul sdu. Sa se arate
ca: MA-MC+ MB-MD > AB-BC.

Solutie :
Fie z afixul punctului M, iar a, b, c, d afixele punctelor A, B, C, D.
Folosind faptul ca a+c=b+d, obtinem:

(a—b)b—c)=(z—-b)z d) (z—a)z-c). Trecaind la module rezulti:
(a—b)b—) =z —b)z —d) (=~ )z~ <[(— )z —d) +|(=—a)-

-(z—c)|=|z—b|-|z—d| |Z—a|-|z—c
AB - BC < MB-MD + MA-MC .

, adica

R4.2.14 Pe laturile triunghiului A;A;A; consideram punctele M; € (AzAj),
M; € (A1A3), M3 € (AjAy) astfel incat M\ A, =A M A, ; M, A, =1,M,A, ;
M4, =4, M A, . Atunci aria triunghiului M;M,;M3 este :
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1- A, 4,4,
(1_/11)(1_12)(1_/13)

O-[M1M2M3]: G[A1A2A3]~

Solutie :
Notdm cu literele mici corespunzatoare afixele punctelor. Atunci:
a, —Aa a, —A,a a, —Aa .
m=-"—12m=""2L pm =—1—2"2 Deci:
1-4, 1-4, 1-4,

a[Mlez%]:%Im[ﬁlm2 +mym, +Em1]=%lm

A4k = 1= 2,4, A,
(1—4)(1—%)(1—%)(% ) | = (-4 )1 -2, )1 - /13)0[A1A2A3]'

Observatie 1 : Pentru o[M,M,M,]=0, regisim teorema lui Menelaus:
AL, =1.
Observatie 2 . Daca M;, M,, M3 sunt picioarele bisectoarelor interioare ale unui

2abc
ABC d b
(a+b)(b+c)(c+a)"[ J, unde a, b, ¢

triunghi ABC, atunci o[M,M,M,]=

sunt lungimile laturilor.

R4.2.15 Se considera pentagonul inscriptibil ABCDE. Notam cu H;, H,, Hs,
Ha, Hs ortocentrele triunghiurilor ABC, BCD, CDE, DEA, EAB si cu M;, My,
M3, My, M5 mijloacele laturilor DE, EA, AB, BC si respectiv CD. Sa se arate ca
dreptele HiM;, HoM,, H3M3, HiMy si HsMs sunt concurente.

Solutie :
Alegem un reper cu originea O in centrul cercului circumscris
pentagonului. Daca afixele punctelor A, B, C, D, E sunt a, b, c, d, respectiv e, se

stie cd afixul punctului H; este h;=a+b+c, iar afixul lui M; este m;= d+e si
analoagele. Un punct P de afix p apartine dreptei HiM; dacad si numai daca
exista t; real astfel incat p = (1 -1, )(a +b+ c)+ t %. Analog P € H,M,; daca

. . . . e+a
si numai dacd existi t, € R, astfel incit p=(1-t,)b+c+d )+ t,

s.a.m.d. Pentru ¢, :g avem p = atb+ ; tdte € H;M;, oricare ar fi i =1,5,

deci dreptele sunt concurente.
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5. Ecuatii in C

5.1 Nu ne propunem sd epuizam problematica ecuatiilor peste corpul
numerelor complexe. Vom scoate in evidentd numai cateva aspecte legate de
radacinile de ordinul n ale unui numar complex, modulele radacinilor unei
ecuatii, etc., asa cum intervin in multe probleme de concurs. In acest scop,
reamintim:

5.1.1 Forma trigonometricd a unui numar complex: dacd z = x+iy €C,

atunci z = r(cost +isint), unde r = /x> + y*> se numeste modulul numirului

complex z si se noteaza |z , 1ar t se numeste argumentul (redus) al lui z. Acesta

se noteaza cu arg z si reprezintd multimea solutiilor sistemului:
cost =

,unde 0 <t <27, pentru z #0.

sint =

NI N

5.1.2 Radicina de ordinul n a unui numar complex
Dacia eC,n € N, n=>2, atunci orice numdr complex z care verifica

ecuatia z" =a se numeste radacina de ordinul n a lui a.
Pentrua=r(cost+isint), r>0,¢€ [0,27:), avem radacinile de ordinul

2 ) 2 T —"
zk=W(cost+ k7[+is1nt+ kﬁj, k=0,n-1.
n n

In particular, daca a=l1, radacinile ecuatiei z" =1, n e N, n>3 se
numesc radacinile de ordinul n ale unitatii §i se noteazacu &,, k =0,n —1.

) 2kr .. 2kmoner 2 —
Deci ¢, =cos——+isin—=¢e " , k=0,n—-1.
n n

Imaginile geometrice ale numerelor complexe &, sunt varfurile unui poligon
regulat cu n laturi, nscris in C(O,1).

5.1.3 Se numeste radicind primitivd a ecuatiei binome z" =1, fiecare
radacind a ecuatiei care nu este radacina nici a unei ecuatii binome de grad mai
mic decat n.
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5.1.4 Proprietati :
a) Fiecare radacind a ecuatiei binome x" =1leste de asemenea radacina a

fiecarei ecuatii x? =1, pentru care n/q.
b) Radacinile comune ale ecuatiilor binome x™ =1 si x" =1 sunt si
ridicinile ecuatiei binome x? =1, unde d = (m,n) este c.m.m.d.c. al

numerelor m si n.

2k .
=i

c) Radacinile primitive ale ecuatiei binome x” =1, suntdatede x, =e ™ ,1n
care (km)=1, 0<k<m .

Demonstratie
a) Este imediata.
2pr,
b) Fie x,=e”™ ,p=0,m—1, radacina a ecuatici x" =1 si
297,

x,=e” ,q=0,n—1 radicind e ecuatiei x"=1. Conditia necesara si

suficienta ca x, =x, este ca ‘xp‘ = ‘xq‘ $ica argx, =argx, . Prima relatie este
satisfacuta deoarece ‘xp‘ = ‘xq‘ =]. A doua are loc daca exista r € Z astfel incat

sd avem —— 2pm 2q7[+2r7r sau £-9—p.
m n m n
Dacid d = (m,n), atunci existim, n’ € N in asa fel incdtm=m d,n=n
d, cu (m n’) =1. Ultima ecuatie devine n’p - mq=mnrd si de aici rezulta ca
m/np sicum (m,n’) =1, rezulti cd m/p. Adici existi p € N in asa fel

2pm 2pm'r B 2p'w
m md d
radicinid a ecuatiei x* =1, unde d = (m,n).

incat p = pm. Deci argx, = si deci x, este

Reciproc, fiecare ridicinid a ecuatiei binome x? =1 este conform
proprietatii a) si radacind comuna a ecuatiilor x” =1 si x" =1, deoarece d/m si
d/n.

C) Trebuie sa gasim ecuatia binoma x” =1, de gradul cel mai mic, care
admite radacina xx. Din x/ =1, deducem ca exista k' e Z astfel incat

2kpx =2k 7, adica k—p=k' e”’.
m m o
Daca d = (km), atunci exista k,m  astfel 1incat
k=k'd, m=md, (k,m)=1. Inlocuind in ultima relatie  obtinem
k pj .2 p € Z sicum k'si m sunt prime intre ele, rezulti m / p. Deci cea
m m
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. [ . [P . ~ ' . m
mai mica valoare a lui p este p = m si inlocuind in m =m d obtinem p = 7

Rezulta ca daca xi este radacind a ecuatiei binome x” =1, ecuatia binoma de

. . . o e 1w _* m
gradul cel mai mic pe care o verifica radacina xi, este de gradul p = R unde

d=(k,m).
Daca, in plus, xx este radacind primitiva a ecuatiei binome x" =1,
atunci aceasta este ecuatia binoma de gradul cel mai mic care are pe Xy

e . . m 5 )
radacina. Adica trebuie sa avem m = i d = (k,m). Deducem ca trebuie d =

(k,m) = 1, adica k si m sunt prime intre ele.

5.1.5 Observatie
Daca (m,n)=1, ecuatiile binome x" =1 si x” =1 au numai x=1 radacina
comuna.

5.1.6 Propozitie

Daca x este radacina primitivi a ecuatiei binome x”" =1, atunci
radicinile ecuatiei sunt: x,x"" ..., x""" , VreN.
Demonstratie

r+h

Intr-adevar, x"™*, h=0,n—1 este radacind a ecuatiei binome x" =1,

7 i - A - -, v - . - .
deoarece (x’”’) = ?""M7 — 1 Ramane si ardtim ca oricare doud dintre cele n

r+n—1

numere o’ , "™, ...,a sunt distincte.

S& presupunem prin absurd ca, pentru r+h, #r+h, (cu hy > h,), am
avea o' =" | Atunci: o’ (05”“”2 —1): 0 si deci, deoarece ™ #0, am
avea "™ =1. Dar h —h, <n si deci o ar fi ridicini a ecuatiei binome
x"™ =1, de grad h, —h, <n. Contadictie cu «a este ridicini primitivd a

ecuatiei binome x" =1.
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Probleme rezolvate (5)

R5.2.1 Fie n>2 un numir natural si z e C\{l} astfel incat z" =1.

< - 2
1) Sa se arate ca |1 — z| >
,/l_
2) Si se arate cd pentru orice keZ, k nedivizibil cu n, are loc:
. krm 1
sin —| > .
n n—1

Solutie :

1) z'=1=(z=1)(""+2"2 +..+z+1), deci z satisface ecuatia:
Z"' 42" 4. +z+1=0. Rezulti: (z"_l —1)+ (Z"_2 —1)+ et (z=-)=—-n si
(z-1) [z”‘z +2z"7 .+ (n-1) ]: —n . Trecand la module obtinem:
n= |z—1|-‘z"_2 +22"7 432" L+ (n —1)‘ < |1—z|-( A7+l + o+ —1))
|‘ n(n—1) 2

2 n—1

(Egali- tate numai dacd imaginile geometrice ale numerelor ar fi coliniare).

Dl-z=1 —(coszk—ﬁ+ isinzk—”j =2 isink—ﬁ(cosk—ﬁ+ isink—ﬁj

n n n n n

z

, deci: nS|1—z|-(1+2+...+(n—1))=|1—z . Rezulta: |1—z|2

.k
sin —

Rezultd cd [I-z| =2
n

. Folosind punctul 1), obtinem concluzia.

R5.2.2 Intr-un cerc de raza 1 se inscrie un poligon regulat A;A;...A,.
demonstrati ca daca P este un punct pe cercul circumscris poligonului, atunci :

PA} + PA; +..+ PA} =2n.
Solutie :
Fie Aw(z), unde z,, k=1,n sunt solutiile ecuatiei z" =1. Atunci:

ZPAk2 =i|2—zk|2 :ki(z_zk)(;_;k):i(zz"' Zka —Zk;—Z;k):
-1

k=1 k=1 k=1

2 _n noo__ n 2
T EE) LA Y oA
k=1 k=1 k=1
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Dar ZZk = 0, din relatille lui Viete, deci si Z;k =0. Obtinem
k=1 k=1

ZPAkz:n|Z|2+n=2n.

k=1

R5.2.3  Fie ¢ o radacina primitivd a ecuatiei x" —1=0,n > 2 si z un
numar complex astfel incat ‘z —et ‘ <1, pentru orice k € {0,1,2,..., n— 1}.

Sa se arate ca |z| <1.

Solutie :
Evident

n

l+e+e’ +..+6"" = =0. Atunci (z-1)+(z—&)+(z—&)+...+

l-¢
+ (z —g"! )= nz . Trecand la module, avem :
|nz| :‘(z—l)+(z—5)+(z—82)+...+

(z—g"’l)‘3|z—1|+|z—g|+...+‘z—g"’1‘5n.Deci |Z|Sl.

R5.2.4 Intr-un cerc se inscriu doud poligoane regulate, unul cu 1982 laturi,
altul cu 2973 laturi. Stiind ca au varfuri comune, sa se afle numarul lor.
Solutie :
Numadrul varfurilor comune este egal cu numarul solutiilor comune ale
ecuatiilor binome: z'** *7 =1. Din 5.1.4 obtinem ci acest numir este
d =(1982,2973)=991.

=1siz

R5.2.5 Fie AjA;...A,un poligon regulat inscris in cercul C de raza egala cu

1. Sa se determine maXHPAk, Pe C.
k=1
Solutie :

Fie Ax(zx) unde zk,kzl,_n sunt solutiile ecuatiei z" =1. Avem

egalitatea: z" —1= H(z —z,). Considerand z afixul lui P si trecand la module
k=1

n n
in relatia anterioard, avem: H|z—zk| =\z" —1‘ = HPAk =\z" —1‘. Dar
k=1 k=1

z"|+1=2. Deci maXHPAk =2. Pentru z" = -1 are loc egalitatea.

k=1

Z"—I‘S
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R5.2.6  Un numar par de persoane sunt agezate in jurul unei mese circulare.
Dupa o pauza, aceleasi persoane se reaseaza la masa ocupand pozitii arbitrare.
Sa se arate cd existd cel putin doud persoane astfel incat numarul persoanelor
asezate intre ele a ramas neschimbat. Radmane proprietatea adevarata pentru un
numar impar de persoane?

Solutie :

Presupunem ca persoanele ocupa varfurile unui poligon regulat
Ayp... Az cu 2n laturi inscris Intr-un cerc de centru O, varfurile fiind notate
astfel incat sa parcurgem cercul in sens trigonometric. Alegand axa Ox astfel
incat sa treaca prin varful Ao, putem asocia fiecarui varf Ay numarul complex z

kr e . P . .
de argument —, 0<%k <2n. Consideram ca rearanjarea varfurilor poligonului
n

se face prin rotirea fiecarui varf Ay cu un unghi ¢, de masurd

T T N . . « - .
l,— ( t,eN, l,-—< 27[}, in sens trigonometric. Dacd doud unghiuri
n n

@, ¢ ; sunt egale, concluzia problemei rezultd imediat. In caz contrar rezulta

< I - : T 2 Vs
ca unghiurile ¢, parcurg toata multimea {0,—,—,...,(211—1)—}. Deoarece
non n

dupd rotatie se obtin varfurile aceluiasi poligon regulat, rezultd ca suma

unghiurilor de rotatie este un numadr real de forma 2mr . Deci are loc egalitatea:
2n-1 2n-1
z @, = z j-—=2n—-1)7r = 2mx . Deci contradictie.
k=0 j=0 N
In cazul n impar proprietatea nu ramane adevarata. Considerand cazul a
1234 5)
se

5 persoane notate cu numerele 1, 2, 3, 4, 5 si permutatrea o = (1 3524

observa cd pentru (i, j) cu 1<i < j <5 avem j—i¢|a(j)—0'(i)|.

R5.2.7 Fie ecuatia az’ +bz+c=0,undea, b, c € C* cu|a|=|b| =|c|. Sd se

V5-1 V541

arate ca S|zk|s 5 , k=1,2,unde z, z, sunt radacinile ecuatiei.
Solutie :

Avem: ‘azz‘:|—bz—c|:|bz+c|s|b|-|z|+|c|.Rezulté
2 -|z|-1<0. Deci (|z|—1+2\/§] (|z|—1_2\/gJ£O. Rezults
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1+\/§

2]
2
Analog |c|:‘azz+bz‘£|a|-|z|2+|b|-|z|. Obtinem
|z|2+|z|—120$ideaici |z|2 \/52—1.

R5.2.8 Fie ecuatia az” +bz+c=0, a, b, c e C". Sa se demonstreze

ca:
. b’ . b’
,atunci — e R s1i — <4

a) Daca z; si z, sunt radacinile ecuatiei si |zl| = |z2
ac ac

2

b) Dacd 0 <— <4si  este una dintre radacinile ecuatiei, atunci
ac

£2|a|.
a

Solutie :
a) Fie z, = r(cosa +isina), z, =r(cos f+isin B)cu r>0si
a, B el0,27). Din relatiile lui Viéte avem :

_b. z,+z,= r[(cosa+cos,8)+i(sina+sinﬂ)]=
a

:2rcosa;ﬂ (cosa;ﬂ—i—isin%j (1) si

£:zl-z2 :rz(cos(a+,6’)+ +isin(0{+ﬂ)) (2).
a

Din (D) avem
2

a2 2a-p . @ < a-p
?—41’ cos 5 (cos(a+ﬂ)+ls1n(a+ﬂ))—4acos —_—, de unde

2 2
b—:4coszueR si b—£4.
ac 2 ac

Cptib €y

b) Avem z,, = . Atunci

!
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R5.2.9 Fie z:%+a)+a)2 +..+®", unde

*

neN .

+isin ,
2n+1 2n+1
Sa se demonstreze ca:

a) Imz* =0, Rez**"" =0, pentru orice k € N.

b) (2z+1)"" +(2z-1)"" =0.

Solutie :

a) Evident 0*""' =1. Atunci: 0=1-@>"" =(1—a))(l+a)+a)2 +...+a)2").
Rezulta:

l+o+o’+. .+ =0 1l+0+0’ +..+0" (a)+....+a)”):0.

@ = COS

Rezulti: w+@* +.. 40" = Deci:
1+ "
.. 2m
" cos +isin -1 .
Z:l_ 1 __ -1 :l n+l n+l =l—tg zn
n n . m :
2 140" 2e"+1) 2 2m . 2m 27 2n+ ]
n+l1 n+l1
i m
Atunci z% = = -thk ER, deci Imz* = 0;
2 2n+1
l-2k+l
2 = —— g este pur imaginar, deci Rez**" =0.
2 +1
b)

2n+l 2n+l
2241V (221 P =i e 41 + i 2 =
( ) (2z-1) &+l &+l

. e 2n+l1 .. 2n+l1 . .
(cosa+isina)"" —(cosa—isina)"™ 2isin(2n+1)x
= 20+ = 2n+1 =0, unde ax = —.
cos™ o cos” T« 2n+1

R5.2.10 Rezolvati In multimea numerelor complexe sistemul:
x(x—y)(x—z)z 3
y(y-x)(y-z)=3.
z(z-x)(z-y)=3

Solutie :
Observam ca numerele X, y, z sunt nenule si diferite. Scazand intre ele

primele doua ecuatii avem: (x — y)(x2 +y° —xz— yz) si cum x # y, rezultd ci
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X +y’ =xz+yz (1) Analog obtinem y +2° =yz+zx (2) si
22 +x7 =zp+xy (3 ) Adunand relatiile (1), (2) si (3), obtinem
XAy 4z =xyp+yzax (4 ) Scézand din relatia (4) relatia (1), obtinem
z2=xy (5)sianalog x>=2zx (6)si y>=xz (7). Din relatiile (6) si (7)
avem (x—y)(x+y)=z(y—-x), adici (x—y)(x+y+z)=0. Cum x#y,

obtinem x+y+z = 0. Inlocuind in (1) obtinem x’=1 si analog y’=1, z’=I.
Obtinem multimea solutiilor

S:{(l,g,gzl (1,6‘2,8), (5,1,52), (3,52,1) (52,5,1), (82,1,8)} unde £° =1, e #1.
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6. Metoda vectoriala in rezolvarea problemelor de algebra

O cale eleganta de rezolvare a unor probleme de algebra, mai ales a unor
inegalitati, este metoda vectoriald, care foloseste in principal produsul scalar a
doi vectori §i proprietdtile acestuia.

6.1. Produsul scalar a doi vetori.
Definitie Produsul scalar a doi vectori a , b este numarul notat

a-b= |a|-|b| -cos@,unde ¢ este unghiul vectorilor a, b.

5 T : -
1) daca ¢ € [O, Ej’ atunci produsul scalar al vectorilor a , b este un
numar pozitiv;

2) dacd ¢ = % , atunci produsul scalar este nul;

5 Vs . < :
3) daci g € (E ), atunci produsul scalar este numir negativ.

6.1.1. Proprietati ale produsului scalar.

- - - -

P; Produsul scalar este comutativ: a-b=5b-a
P, Doi Vectorl nenuli sunt perpendlcularl daca si numal daca produsul
lor scalar este nul @ # 0 b O a-b=0 daca si numai daca alb

P;. Produsul scalar a doi vectori de acelasi sens este egal cu produsul
modulelor lor

P4 Produsul scalar a doi vectori este egal cu marimea unuia dintre
vectori inmultita cu proiectia celuilalt pe el.
Ps Produsul scalar este distributiv fatd de adunarea vectorilor

a-(b+c)—a-b+a-c

(a+b) c=a-c+b-c

6.1. 2 Produsul scalar in plan

Fie a = xlz + ylj b= xzz + v, j, dot vectori in plan.

Atunci a-b= X\ Xy + VY,

Putem calcula unghiul a doi vectori a= (x,, 7, ),I; =(x,,»,). Avem

- -

a-b XXy, + 1V,

cos =
\/xl +y1 \/xz +J’2

73



De aici deducem ca vectorii a si b sunt perpendiculari dacd si numai daca
XX, + 3y, =0.

6.1.3. Produsul scalar in spatiu

-

Fie a = (xl,yl,zl) b= (xz,yz,zz) doi vectori 1n spatiu.
Atunci 1 a- b—xszrylyzjtzz2

) i<+ ri ez
XX + VY + 2,2,

\/x12+y12+212 -\/x22+y22+222

3) CosQ =

6.2. Aplicatii ale produsului scalar Consideratii teoretice

Consideram in reperul cartezian XOY , vectorii
a=ai+a,j= (al, ) b=b z+b2]
Vom nota in continuare produsul scalar a -b =a;b; + asb;,

. a, a,
sub forma unui tablou: =a,b, +a,b,.
1 2

6.2.1.Definitie  Cuplurile (aj,a;) , (b;,b2) au aceeasi monotonie daca
a, <a,, by<b, sau a, <a, , b,<b 2, a,,b, >0, i=12 deci cel mai mare

dintre numerele a,, a, se afld in tablou deasupra celui mai mare dintre b, si b,

6.2.2. Propozitie Fie (asaz), (b;,b;) cupluri cu aceeasi monotonie

Atunci 4 & > 4@
bl b2 bl b2

Demonstratie
Avem IR I R ab, +a,b, —ab, —a,b, = (al —-a, )(b1 —bz)Z 0
b, b, b, b,
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6.2.3. Definitie Tripletele (a,,a,,a,), (b,,b,,b,) au aceeasi monotonie
dacd a,<a,<a,, b<b,<b, sau a, 2a,2a, , by2b,2b,, a;,b, >0,

i=13.

6.2.4. Propozitie Fie (a,,a,,a,), (b,,b,,b,) doua triplete de numere
reale pozitive, avand aceeasi monotonie, iar (b1 ,b,,b, )0 permutare a numerelor
la, a, a a a, a
b,,b,,b,. Atunci | ' °|> : : .
b, b, b, bi b,b,

Demonstratie

a, a, a;

' ' '

Trebuie sa aratam ca din cele 6 numere de forma [b bh
1 2 3

}, cel mai mare

a, a, a

numar este { ]Dacé (b.5).,b;) % (By.b, b ), atunci (3) k, 1, 1 <k<I<3

1 2 3

astfel incit (a,,a,), (b,,b,) si nu aibd aceeasi monotonie. Din proprietate
C e . - S <

6.2.2. rezultd c@ schimband locurile numerelor b,,b,, numarul| = | |se marste
k

. .| 4 A, ag . . . .
ideci | , | | se mareste. Continuand rationamentul, ajungem la concluzia
b b
1 2 73

ca

a, a, d; . -
este cel mai mare numar.
b, b, b,

6.2.5. Observatie (Generalizare)
Numim vector n-dimensional sau vector cu n

componente, a = (a,,d,.....,a,) € R"

n=2.
Considerand vectorii n-dimensionali

a= (a,,a,,...a,), b= (b,,b,,...0,), .., z= (z,,2,,....2, ), definim numarul
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al 612 an al a2 n
bl b2 : bn > bl b2 n
Z1 22 Zn Zl ZZ Zn

6.3. Alte inegalitati deduse folosind produsul scalar

R6.4.1. Daca a>0, b>0, >0, sa se arate
(* +5° +c3(l+l+lj2(a+b+c)2
a b ¢
Solutie

— — 1 1 1
Considerdam vectorii v, = (a\/z bab, e ) $iv, = (—,—,—
Na b’ e

— — 1 11 ——
Avem |v,|=~Na’ +b*+c’, v,|= |—+—+—, v, v, =a+b+c
a c
Inegalitatea |v, -v,| < ‘vl -|v,| este echivalentd cu inegalitatea ceruta.

R6.4.2. Dacd a,be [-1,]] si se arate ca

2
Ji—a? +41-b <2 1—(“”’)

2
Solutie Consideram vectorii \Z =(11), v, = (\/1 —a* \N1-b° ) Relatia
se scrie V1—a® +41-b> <4242—a> =B (1)

—_ —

ViV, S vt v,
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Trebuie si aritim ci w/2‘2—a2—b2i£21f1 (a+bj (2), inegalitate

echivalentd cu 4 —2a”> —2b> <4—(a+b)* daca si numai daca (a—b)’ >0.
Din (1) si (2) obtinem relatia din enunt.
Observatii

1° Inegalitatea (1) este mai “tare” decat inegalitatea ceruta.
2° Avem egalitate pentru a=b=1, A€ R si |1|<1.

3° Inegalitatea admite si o generalizare:
Daca |xi| <1, x; €R, i=1,n,atunci

2
gqll—xf < |n? —(Zl:xi]

R6.4.3. Sa se demonstreze ca
14 +3/9 +4/16 . Y6 + 8 + 12
6+4/8+4/12 V4 +Y9 + 16

Solutie Numerele 4=2°, 9=3%, 16=4°, 6=3-2, 8=2-4 si 12=3-4, ne
sugereazé considerarea urmatorilor vectori:

v = (W2.43,44), v = [W3.44.42), v = (42,45,44),
v = (6.4840)

<

se scrie 4/2-4/3 +4/3 -4/4 + 4/4 /2 <

<V2) + (63) + (WA RB) + (A +W2)
sau A 6+W+K/§SM+” 9+K/ﬁ .

Deoarece nu putem avea egalitate, deducem

Inegahtatea v1 v2

Vl

%)

A 4+%/§+W>1 (1)
36 +4/12 +4/8
Folosind un rationament similar pentru vectorii Z s \Z obtinem

"%+”R‘/§+”*{/ﬁ

<1 (2). Inegalitatile (1) si (2) rezolva complet problema.
4 + 399 + 16

R6.4.4. Sa se arate ca pentru numerele pozitive fixate a,b,c,x,y,z , are
loc inegalitatea
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ax+by+cz+\/(az+b2+c2Xx2+y2 +zz)2§(a+b+c)(x+y+z)

(V. Dubrovski, V.Cartoaje, Kvanr nr 4/1990)

Solutie Expresia ax + by + cz reprezinta produsul scalar dintre vectorii

u=(ab,c) si  v=(x,y,z), iar Ja? +b? + 2 ,\/x2 +y> +z° reprezinti
lungimile acestor vectori. Sa vedem ce semnificatie are membrul drept al

- —

inegalitdtii cerute. Daca notdim w= (1,1,1) atunci a+b+c=u-w, iar

x+ y+z=v-w. Cu aceste notatii inegalitatea de demonstrat devine:

-vzg&-fv-i-fv. (*)

u-v+iu

- - ‘—»

Daca ;=(0,0,0) sau ;2(0,0,0), inegalitatea (*) este evident satisfacuta,

asadar putem presupune |L7| >0, v| >0.Cum M =3 , Impartim (*) cu

_.u‘i, 1222~1 -g, sau cosa+1>2cosfcosy, unde «a,f,y sunt
-1 el Al
unghiurile dintre u si \:, ;si W respectiv v si W

(FIG 6.1).

Cerinta s-a redus la o problemd de geometrie in spatiu. Fiind dat un
triedru cu unghiurile plane de la varf egale cu «, £, y sa fie demonstreze ca are

loc inegalitatea : cosa +12>2cos S cos y .
Este cunoscut ca o < f+ y, de unde cosa >cos (ﬂ +;(), prin urmare avem:
2cos ff cos y =cos (,B + ;()Jrcos (ﬂ - ;() <cosa +1, ceea ce trebuia demonstrat.
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Sa vedem cand avem egalitate. Din rationamentul facut anterior, observdm
ca pentru a obtine egalitate trebuie ca f— y=0si a=Lf+y, deci f=ysi
a =24 (FIG...).

— - —

Acestea conduc la faptul cd vectorii u, v, w sunt coplanari si

< (u,v)=< (v, w) Sa observam ca

Fig. 6.2

—

o .- A - w
proiectia lui v pe dreapta suport a lui w este vectorul v=/1ﬁ, unde
w

— —_—

/1=|v|cosﬂ=| |

I <
[|=

X+y+z .= X+y+z —
= ,deci v'=——-w (FIG...)
W B 3

v .

Prin urmare coordonatele vectorului v"simetricul lui v fatd de w vor fi

'

w

Fig. 6.3

—_—

Prin urmare coordonatele vectorului v simetricul lui v fati de w vor fi

‘7;:(2(y+3z)—x’2(x+3z)—y’2(x+3y)—z]. Cum ; si \:" sunt vectori
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a B b c

2(y+z)—x - 2(x+z)—y - 2(x+y)—z
inegalitatea sa devina egalitate.

coliniari, rezulta

, care este conditia ca

6.4. Sisteme de ecuatii

R6.5.1. Sa se rezolve sistemul:
2..2_2

9y’z% +4x°z° +25x°y* =16x7y’z

xZJr4y2+z2 =9

x—y\/g-i-z 15 :135

. . . . - 9 4 25 5
Solutie Prima ecuatie este echivalentd cu — +—+—-=16. Aceastd
Xy oz
. - . . . - (325
scriere ne sugereazd considerarea urmatorilor vectori: a=|—,—,—|,
Xy z
> - = 3 2 5 .
b=( ,2y,z). Avem a-b=—x+—2y+—-z=12, iar
X y z

M.ﬂ: %+iz+2—f',/x2 +4y* + 2%, deci #-E:H-H.Rezulté ci unghiul

x° oy oz

vectorilor este nul, vectorii sunt deci coliniari §i prin urmare coordonatele lor

. : 3 1 5
sunt proportionale. Obtinem —- = —-=—-, de unde
X y z

3 4 5 12 9

— f— f— 1 2_ —
—=—F=—F=—,deci x"=—, y’ =

3
x° 4y" z 9 4 4

. (343 V15[ 3 3415
a treia, avem solutiile | —,—,— ;| ——,—,—— |.

272 L 20 272

15 . . .
, 20 = e Tinand cont de ecuatia

R6.5.2. Sa se arate ca sistemul:
{x“ +yt+zt =1

., nu are solutii reale.
Xyt =47
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Solutii Considerdam vectorii az(xz, y? ,zz), l;:(l,l,Z). Inegalitatea

(RN —2 —2
(a . b)S |a| |b| este echivalenta cu
(x2 +y° +222)2 < (x4 +y? +Z4X12 +1° +22), adici 7<6, absurd. Asadar
sistemul nu are solutii reale.
R6.5.3. Sa se rezolve sistemul de ecuatii:

x*+y? +y(x+z)=0

X +x+y+2yz=0

3x7 +8y° +8xy+8y> =2x+4z+2

(Matematica V Scole 5/1984)
Solutie Scrierea sistemului sub forma echivalenta

x(x+y)+y(y+z)= 0
x(x+1)+ y(2z+1)=0 (*)

4(x + y)2 + 4(y + 2)2 = (x + 1)2 + (22 + 1)2

ne sugereaza considerarea urmatorilor vectori a = (x, y), b= (x +y, v+ z),

¢=(x+12z+1). Din (*) deducem a-b=0, a-¢=0, 4b> =¢* . Daci a=0,
rezultd x=y =01 z= —%. Daci a # 6, avem ¢ = +2b si vectorii b si ¢ sunt
coliniari. Din (x+1,2z+1)=(2x+2y,2y +2z) rezulti x+2y=1 si 2y=1, deci
solutia (o,%,—%j .Din (x+1,2z+1)=—(2x+2y,2y +22) rezulta 3x+2y=1 si

1-2 -1-2 . . .
4z+2y=-1,deunde x = =y , V= ) Y care inlocuite in prima ecuatie

ne conduce la 10y> —13y+4=0 cu solutia convenabili y:%. Solutiile
.. 1) . 1 1
ecuatiei sunt (0,0,—5j si (0,—,——].

Bibliografie
o M. Ganga, Manual pentru clasa a X-a M1, Ed. Mathpress, Ploiesti, 2002

o V.Tudor, Probleme de algebra cu rezolvari ingenioase, Ed. Carminis,
Pitesti, 1999 pag 64-84
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Probleme rezolvate (6)

R6.3.1. Fie a,b>0.Sasearatecd a’ +b° >a’b+b’a.
Solutie
Cuplurile (a,b), (a’,b°) au aceeasi monotonie, deci

a b a b o ) s 5 5
. > p2 2 daca sinumai daca a” +b” 2a"b+ba
a a

R6.3.2. Daca a,b,c>0, atunci are loc inegalitatea
a’+b’+c’>a’b+b’c+cla.

Solutie Tripletele (a,b,c), (az,bz, b ) au aceeasi monotonie, deci

a b c a b c .. O S S S 2 2
5 =2 , |dacé gi numai daca a” +b” +¢” 2a’b+bc+ca.
a’ b* ¢ ¢t a*b

R6.3.3. Daca a,b,c>0, atunci b + b +_C 52

3
b+c c+a a+b 2
1

1
b+c c+a a+b

Solutie Consideram tripletele (a,b,c); ( jcu aceeasi

C 1 1 1 1 1 1
monotonie §i tripletele , , , , , sau
c+a a+b b+c a+b b+c c+a
a b c a b c i
1 1 1 > 1 1 1 |daca si numai daca
b+c c+a a+b c+a a+b b+c]
a b c a b c .
+ + > + + Si
b+c c¢c+a a+b c+a a+b b+c
a b c a b c
1 1 1 2 1 1 1 |daca si numai daca
b+c c+a a+b a+b b+c c+a
a b c a b c

> + +
b+c c¢c+a a+b a+b c+b a+c

Adunand cele doua inegalitati, obtinem inegalitatea ceruta.
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C A u .a +a, +...+a
R6.3.4. Dacd g, >0, i=1,n, atunci L2 “>nla -a,-...-a
n

(inegalitatea dintre media aritmetica si cea geometrica)

Solutie Consideram vectorul n-dimensional x = (x,,x,,....,x, ) , atunci

X Xyeew X, X, Xyeeoo X,

X Xyeoo X Xy Xgeeo X

1 2 2 M3 1 o s . -
> daca si numai daca

Luand a, = x;', i =1,n, obtinem inegalitatea ceruta.

R6.3.5. (Inegalitatea lui Cebasev)
Sdsearatecidacd 0<qa, <a,<...<q, 0<b <h,<...<bh

no» no»

. 1
Atunci a,b, + a,b, +...+a,b,>—(a, +a, +...+a, )b, +b, +...+b,
n

Solutie
Consideram vectorii n-dimensionali de aceeasi monotonie

a=(a1,22,.....an), b=(b1,ba,....,by). Adunand inegalititile

a, a, .. an_ S a, a, .. a,
b, b, ~ b, | |b b, b,
(a, a, .. a,] N (a, a, .. a,
b, b, b, | |b, by b,
Zl Zz 'Z" > Zl Zz e , obtinem
19y O, = D, ] 10, O D,

n(a;bj+azby+....+agby) > (ajtar+....+ay)(btbot....4+by).

R6.3.6. Fie apa,....,a.>0 i S=a;ta,*+....ta,. Sa se arate
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Solutie

Consideram  n-uplurile cu aceeasi monotonie (a1 s generd,, ),

! R ! yeeens j, atunci avem inegalitatile
S—a, S-a, S—a,

a, a, a, a, a, a,

| | - N | | |
| S—a, S-—a, ..“S—an | S—a, S-a S—a,
a, a, a, 1 [a a, a,

1 1 1 > 1 1 1
| S—a, S-a, S-a,| |S-a; S—a, S-a,
a, a, a, ] a, a, a,

1 1 1 > 1 1 1
| S—a, S-—a, S-a, | S—a, S-a, s -a,

Prin adunarea inegalitatilor obtinem.

al aZ an
(n-1 + +ot >
S—a, S-a, S—a

aytayt..ta, a+da+..+a, LAt A et

S—a, S—a, S—a,

R6.3.7. Sa se arate ca dacd a,b,c,d>0, atunci a*+b’+c*+d* > a’b+b’c+c’d+d’a.
Solutie

Consideram triplete (a2 ,b*,c?,d 2) , (a,b,c,d) cu aceeasi monotonie,
la b ¢ d a b c¢ d
atunci 2 B JE > FERS b2 2

2 2 2
. . . a b c a+b+c
R6.3.8. Fie a,b,c>0. Demonstrati ca + + >
b+c a+c a+b 2

(C. 1952, G.M. 7-8/1998)

Solutie Tripletele (a’,b”,c’) si [ : , 1 , 1
= b+c c+a a+b

J au aceeasi

monotonie.
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Aplicand rezultatul din propozitia 6.2.4. avem inegalitatile

V% c? a’ b? c’
1 1 1 2 1 1 1

lb+c c+a a+b c+a a+b b+c

aZ b2 cZ a2 b2 cZ

1 1 1 2 1 1 1

lb+c c+a a+b a+b b+c c+a

Adunind membru cu membru aceste inegalitdti , obtinem

2[ a’ N b* N ¢’ )Zaerbz_'_bz+cz_'_cz+az2
b+c c+a a+b a+b b+c c+a

2%(a+b)+%(b+c)+%(c+a)=a+b+c

Comentariu Prezentdm in continuare o altd solutie a problemei, bazata pe

inegalititi cunoscute. Presupunem a>b>c, deci a’=b’2c’ i
! > ! > ! .
b+c c+a a+b

2

a 1
Din inegalitatea Cebasev avem 3 >y a2 Y — (1
& ; Z b+c Z Z b+c M

Din inegalitatea Cauchy-Buniakowsky-Schwarz, rezulta
32512 >(a+b+c)(2)
Din inegalitatea dintre media aritmetica si cea geometrica, avem

z ! >2; (3)

a+b 2 a+b+c
Din (1),(2) si (3) rezulta inegalitatea ceruta.
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7. Ecuatii exponentiale si logaritmice nestandard

De cele mai multe ori, problemele propuse la concursurile de
matematicd nu se incadreaza intr-un anumit tipar. Rezolvarea lor presupune din
partea competitorilor, pe langd o bund stdpanire a aparatului matematic, si
abilitate deosebita care sa permita “spargerea” problemei.

Notiunile “problema standard”, “problema nestandard” sunt relative.
Orice problema a carei rezolvare nu este cunoscutd, poate reprezenta, la un
moment dat, o problema nestandard.

Vom numi problema nestandard o problemd a cérei rezolvare nu se
bazeaza pe un algoritm cunoscut. Nu existd metode generale de rezolvare a
acestor probleme. Vom incerca sd indicam cateva directii de abordare a
acestora. Tehnicile utilizate apeleaza la: studiul monotoniei, studiul convexitatii
unor functii, inegalitati clasice, etc.

7.1 Utilizarea monotoniei unor functii

7.1.1 Teorema : Daca functia f este strict monotond pe intervalul I, iar ¢
este o constanta reald, atunci ecuatia f(x)=c are pe intervalul I cel mult o

solutie.
Demonstratie : Fie [ functie strict crescdtoare. Presupunem ca ecuatia
f(x) =c are cel putin doua solutii diferite x,, x, pe intervalul I. Fie x, <x,.

Din f strict crescatoare rezultd f(x,) < f(x,). Contradictie cu

S(x)=f(x,)=c.

7.1.2 Teoremai : Daca functiile f si g sunt monotone pe intervalul I, de
monotonii diferite, cel putin una dintre ele fiind strict monotona, atunci ecuatia
f(x)=g(x) are cel mult o solutie pe intervalul 1.

Demonstratie : Fie f strict crescatoare, iar g descrescatoare pe intervalul 1.
Presupunem ca existd cel putin doua solutii diferite x,, x,, din intervalul I, ale

ecuatiei f(x)=g(x). Fie x, <x,. Atunci f(x,)=g(x,)2g(x,)=f(x,).
Contradictie cu ffunctie strict crescatoare pe intervalul 1.

Amintim cateva rezultate cunoscute din teoria functiilor:
7.1.3 Propozitie : Fie f,g: Ac R—>R.

a) Daca f si g sunt functii strict crescdtoare (descrescdtoare) pe A, atunci
f + g este o functie strict crescatoare (descrescéatoare) pe A.
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b) Daca f, g:A—)(O,OO) sunt strict crescatoare (descrescatoare), atunci
f - g este o functie strict crescdtoare (descrescatoare).

7.1.4 Propozitie: Fie f:4—> B, g:B—>C.

a)  Daca f, g sunt strict crescatoare, atunci g o f este strict crescatoare.

b)  Daca f, g sunt strict descrescatoare, atunci g o f este strict crescatoare.

c) Daca f, g sunt strict monotone, dar de monotonii diferite, atunci go f
este strict descrescatoare.

7.2. Utilizarea inegalitatilor si rezolvarea anumitor ecuatii exponentiale si
logaritmice

Vom pune in evidentd alte cateva directii de abordare a ecuatiilor
exponentiale si logaritmice nestandard, directii ce se bazeaza pe inegalitati:
metoda constantei separatoare, metoda utilizarii inegalitatilor clasice, inegalitati
deduse din studiul convexitatii anumitor functii, etc.

I. Metoda constantei separatoare sau metoda minimaximului, se
bazeaza in principal pe evaluarea ambilor membri ai ecuatiei.
Fie datd ecuatia f(x)=g(x), xel R (1). Sa admitem ca se

cunoaste ca f(x) < A, iar g(x) > A, pentru orice x € [ . Este evident cd ecuatia

(1) are solutii dacd si numai dacad sistemul de ecuatii {f(x) =4 ,xel este
gx)=4

compatibil. Evident partea dificila o reprezintd determinarea constantei A. Nu

sunt reguli generale. In principiu se utilizeaza proprietitile functiilor f si g.

Urmatorul exemplu este ilustrativ n acest sens:

2
R7.2.1 Siserezolve ecuatia: 2cos’ x_6+x =2"4+27".

2

: ) e X +x Cmx . Aex . .
Solutie: Avem inegalititile: 2cos’ 6 <21 2°+27" > 2. Deci egalitate
, X2+ x
< oS —— = . . . .
avem daca 6 . Din a doua ecuatie se obtine x = 0, solutie
2 +27 =2

unica, care verifica si prima ecuatie. Ecuatia datd are solutia unicad x = 0.

II. Utilizarea inegalititilor clasice : Se folosesc inegalitatile: mediilor,
Cauchy-Buniakovski-Schwarz, Bernoulli, etc., dar in mod special intereseaza
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situatia in care avem egalitate in aceste inegalititi. Amintim, fard a le
demonstra, aceste inegalitati.

7.2.2. Inegalitatea mediilor : Dacd q,,a,,...,a, sunt n numere reale strict

n

pozitive, (n eN,n> 2), atunci:
H, (al,az,...,an)s G, (al,az,...,an)s A, (al,az,...,an), cu egalitate

daca a, =a, =...=a,, unde: Hn(al,az,...,an)=

no

Gn(al,az,..., an): aa,..a, ,

_a+a,+..+a,

An(al,az,...,an) "

7.2.3. Inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz: Dacad a,,b, € R, i = I,_n,

2
atunci: (z al.bl) < (Z afj(z bfj , cu egalitate dacd ab;, =a,b,,
i=1 i=1 i=2

i#j, i, j=Ln.

7.2.4. Inegalitatea lui Bernoulli : Dacid a € R, a > —1, n € N , atunci:

(I+a)' >1+na.

[lustram aceastd metoda prin urmatoarea problema:

logsx log ,x log,x

1
R7.2.5 Siserezolve ecuatia: 2 = +3 - +..+n %t (n+1) =n

Solutie :

gy

. . . 1 1 .. . . . . .
Folosind identitatea @ > =¢ "* si inegalitatea dintre media aritmetica

si geometricd, avem:

log .2
nx=x %" +x

> nvxn"\/log 32-log 43-..-log ,  n-log ,(n+l) _ nn /xn = nx (1)
Am folosit faptul ca:

log ,3 + 4+ xlog walll + xlog H(n+1) > nvxlog ;2+log ,3+..+log, . n+log ,(n+l) >

lg2 1g3 _len lgtD)
1g3 1g4  Igm+1) 1g2

log,2-log,3-...log,, n-log,(n+1) =

88



Egalitatea in (1) are loc pentru x = 1.

I11. Utilizarea convexitatii :

7.2.2. Definitie : O functie f:/ < R — R este strict convexa pe intervalul I
daca Vx,,x,el,V e [0,1] are loc inegalitatea:
S+ (1= 2, ) < 4 () + (1= 2)f (x,) ().
Daca inegalitatea este de sens contrar, functia se numeste strict concava.
Amintim ca functia exponentiald f, : R — (0,00), f,(x)=a", unde
a>0, a#1 este strict convexd, iar functia logaritmicd g, :(0,00)—>R,
g,(x)=log, x este strict concavd pentru a>1 si strict convexd pentru

0 < a <1. Folosind inegalitatea (2) putem arata cd anumite ecuatii nu mai au si
alte solutii.

R7.2.6 Problema rezolvata: Sa se rezolve ecuatia:
S5+7T+11"=6"+8"+10", xe N.
Solutie :
Evident x = 0 si x = 1 sunt solutii. Aratam ca ecuatia nu are alte solutii.
Functia f: [O,oo)—> R, f()=t", unde n natural, n>2 este strict convexa.

Atunci, din (2), obtinem: a ;b >£a;bj , pentru a,b>0,a#b.

Deci : > ;7 >(5+7j =6", x=>2

2

T (TR g,
2 2

s (145 o oy
2 2

Adunand aceste relatii, obtinem: 5" +7" +11" >6" +8" +9", pentru
x > 2, deci ecuatia nu poate avea alte solutii.

Un aspect legat de folosirea convexitdtii in rezolvarea acestor tipuri de
probleme este cuprins In urmatoarea propozitie:
7.2.3. Propozitie : Daca functia f :/ — R este strict convexa pe intervalul 1,

iar g:I — R este o functie liniard, atunci ecuatia f(x)= g(x)are cel mult
doua solutii pe intervalul I .
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Demonstratie : Admitem ca exista cel putin trei solutii diferite x, , x,, x,. Fie

x; €(x,,x,). Atunci existi 1 e (0,1) astfel incat: x, = Ax, + (1- A)x,. Dar

f(x3 ) = g(x3 ) = ﬂ’g(xl )"’ (1 - l)g(xz ) = ﬂ’f(xl )+ (1 - i)f(xz ) Contradictie cu f
strict convexa.
Evident, concluzia propozitiei se pastreaza dacd f'este strict concava.

R7.2.8 Sise rezolve ecuatia: 10°(1999x +2)=1" +2" +...+2000".

Solutie :
Se verificd usor cd x = 0 si x = 1 sunt solutii. Cum functia f: R — R,

f(x)=10 3(1999 X+ 2) este liniara, iar functia g :R — R,
gx)=1"+2"+...+2000" este strict convexa (suma de functii strict convexe

este o functie strict convexa, dupd cum se poate verifica, folosind 7.2.5),
deducem ca ecuatia f(x) = g(x)nu poate sa aiba alte solutii.
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Probleme rezolvate (7.1)

R7.2.1 Saserezolve ecuatia: 10" +11" +12° =13" +14".
Solutie :
Impéartim ambii membri cu 13*. Ecuatia devine:

10" (1) (12} 14Y"
— | = +H =] =1+ =] .
(5] () () =)

10 11

Functia f:R—> R, f(x):(—)x—i-(13

X 2 X )
+| — | este strict descrescatoare;
13 13

: 14Y' : y : :
functia g:R—> R, g(x)=l+(Ej este strict crescatoare. Atunci ecuatia

f(x)=g(x) are cel mult o solutie. Cum x =2 verificd ecuatia, deducem ca
aceasta este unica.

R7.2.2 Rezolvatiin R, ecuatia: log2(1 + \/;): log, x.
Solutie :

Notam log, x = y . Ecuatia devine: 10g2(1+ 37 )= y sau 1++/3" =27,

de unde (%jy +(§j =1. Functia f:R—>R, f(y):(ljy +(§] este

2
strict descrescatoare si  f(2)=1. Deci y =2 este unica solutie. Obtinem ca
x =9 este unica solutie a ecuatiei date.

. logd | logs
R7.2.3 Sa se rezolve ecuatia: IOg(,(X-I-X 408 )=10g3x.

. : : I I I I
Solutie : Pentru x>0, ecuatia se transcrie: 3 o +4° 5" +5%7 =657
Pentru  ecuatia 3" +4°+5°=6", Impartim cu 6°si  obtinem:

1 (2 (5Y S NEARNFARNEA
(Ej +(§j +(g) =1. Functia f:R—> R, f(Z)_(Ej +(§j +(gj este

strict descrescatoare pe R si f(3) =1. Deci z = 3 este unica solutie. Obtinem ca
x =9 este unica solutie a ecuatiei date.

R7.2.4 Si se rezolve ecuatia: (a+b)" —a* —b* =24/(ab)* ,unde a >1, b>1.

b

2
Solutie: Ecuatia se mai scrie: (a +b)" = (az + sz sau echivalent:

X X

2 x x 2 ¥ x x ¥
((a+b)z) =(a2 +sz .Obtinem (a+5b)2 =a? +5b2. Impartind cu (a+b)2,
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rezulta: | —& E+ b E—1 Functia f:R— R a Y b )
“\a+b a+b ' ’ : ’f(x)=(a+b) +[a+bj

este strict descrescatoare (suma de functii strict descrescatoare) si f(2)=1.
Deci x =2 este unica solutie.

R7.2.5 Siserezolvein (0,00) ecuatia: x" =a™,
unde a e N, a > 1.
Solutie :

Logaritmand in baza a, obtinem: xlog, x=x+a’ sau echivalent
2
a . . <
log, x=1+—. Functia f: (0,oo) —> R, f(x)=Ilog, x este strict crescatoare,
X

2
iar functia g: (O,oo) —> R, g(x)=1 + 2 este strict descrescitoare. Din T 7.1.2
X

deducem ci ecuatia are cel mult o solutie. Dar x = a” este solutie. Deci x = a’
este unica solutie.

R7.2.6 Saserezolve: x"(x—1)+Igx=0, ne N".
Solutie :

n+l
. . n n X s < n n n n
Ecuatia se transcrie: x"" —x" +1g=——=0. Adicd x"" +1gx"" =x" +lgx
x
(1). Functia f :(0,00)—>R, f(x)=x+Igx este strict crescatoare, deci
injectiva. Ecuatia (1) devine f (x"“)= f (x”). Rezultd x"' =x". Cum x>0,
obtinem x = 1.

log,b log,,a
R7.2.7 Sa se rezolve ecuatia: (X + Cl) o8 —(X-i-b) " =b—a,
unde a >1,b>1.

Solutie :
log ,c log ,a . . 1 1 b
Cum a@ " =cC " ecuatia devine: R B
sau poedea) x4 g = x bt g e sau
plogalera) 4 glog lxra) _ plog,(xeb)  jlog y(x+b) Functia f:R > R,

f(x)=>b"+a” este injectivd. Obtinem: loga(x+ a)z logb(x+b). Fie
t=log,(x+a). Atunci: b'—a'=b—-a. Dacd a=>b, atunci orice x
€ (~a,) este solutie.

t t
a b—a . a b—a
Daca a<b: lz(zj +———. Cum functia g:R—> R, g(t):(gj + X
este strict descrescatoare, obtinemt= 1, adica x =0 este solutie unicd. Daca
a> b, analog.
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1

1
R7.2.8 Rezolvati ecuatia: 4749 x =275,

Solutie :
1

1
Pentru x<0, 4 *+9 * <2, deciecuatia nu are solutii.
1
Fie x> 0. Consideram functia f, :(O,oo)—> R, f,(x)= a , a>1. Atunci
1 .
f,=goh, unde h:(O,oo)—>[2,oo), h(x)=x+—, iar
X

g:[2,0) > R, g(x)=a". Se constatd ci h este strict descrescitoare pe (0,1]
si strict crescatoare pe [1,oo), iar g este strict crescatoare. Atunci, din propozitia
7.1.4, deducem ca functia f, este strict descrescitoare pe (0,1] si strict
crescatoare pe [1,00). Functia

1 1
F:(O,oo)—) R, F(x)=4 *+9 * = f,(x)+ f,(x) este strict descrescdtoare
pe (0,1] si strict crescitoare pe [l,0), din P 7.1.3. In concluzie, ecuatia:
F(x)=275 are cel mult cate o solutie pe intervalele (0,1], respectiv [1,0). Dar
1 . .. . 1 . .
xX= 5 €(0]1] si x=2¢€[l,o0) sunt solutii. Deci x = 5 si x =2 sunt singurele

solutii ale ecuatiei date.

3" -2 =23

R7.2.9 Rezolvati sistemul:
log,x+1log,y=2

Solutie :
Din prima ecuatie: x = log3(2y + 23), iar din a doua: x=3""%"
Obtinem ecuatia: log3(2y + 23): 3*7°¢27 - Cum functiile din cei doi membri ai

ecuatiei sunt de monotonii diferite, iar y =2 verifica ecuatia, obtinem ca y =2

=3
este solutie unica. Solutia sistemului este: {x 5
y =
3" +47 =57
R7.2.10 Rezolvati in R sistemul: {37 +4° =57,

37+4"=5°

Solutie :
Adunam ecuatiile sistemului si rezulta:

(B +4"=5%)+ (3" +47 =57 )+ (37 +47 =57 )=0 (*) . Stim, folosind

monotonia, cad ecuatia 3" +4" =5" are singura solutie x =2. Decix=y=z=2
este solutie a sistemului. Vom arata cd este solutie unica. Admitem ca ar exista
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o solutie cu x > 2. Din prima ecuatie rezulta ca 4” = 3"{(%) - 1] . Dar functia

f [O,oo)—)R, f(x)= 3{(2] —1| fiind strict crescatoare (ca produs de
functii pozitive strict crescatoare, P 7.1.3), deducem cd x>2 = f(x)>16,
adica 4" >16, deci y>2. Analog obtinem z>2. Dar pentru
x>2, y>2, z>2, avem 3" +47-5"<0, 3V +47 -5 <0,
3" +4° -5 <0. Contradictie cu (*). Asemanator se trateazd si cazurile
X e (0,2), respectiv x <0.

Probleme rezolvate (7.2)

R7.4.1 Rezolvati ecuatia: log, (8 +2x—x’ ) =242,
Solutie :
Avem: 8+2x—x’ <9, pentru orice x real. Atunci log, (8 +2x—x’ ) <2,

pentru orice x € (—2,4). Dar 2" +2" >2,/2*".2"™" =2, Ecuatia dati este
log, (8 +2x —x*)=2
271 421 =2

echivalenta cu sistemul: { . Se verifica ca x = 1 este unica

solutie.

Jxt+1

R7.4.2 Sa serezolve in R ecuatia: 10g2(2x2 + \/E): T,
X+

Solutie :
Se wverificda cd x = 0 este solutie a ecuatiei. Cum

2x? +\/§Z\/5,VxeR, avem log2(2x2 +\/§)Z%, V xe R. Vom arata ca

, VxeR. Avem echivalent 2vx*+1<x”+2 sau

2
4x* +4<x* +4x*+4, echivalent cu 0<x*, VxeR. Am aritat ci

< 10g2(2x2 ++2 ), V x € R. Atunci ecuatia data este echivalenta

x4+l 1

x242 2

log2(2x2 + \/5)=

cu sistemul: .
1
2
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Obtinem x = 0, unica solutie.

. Al log,2
R7.4.3 S se rezolve ecuatia: 2 © +3°%° =4
Solutie :

Notam log, x=¢t,x>0,x#1. Atunci:
log ;2 1 1 1
3log = gl - (3 o8 52 ,“’g ¥ =2' Ecuatia devine: 2'+2' =4. Aplicand
1 1

! !
inegalitatea mediilor, avem: 4 = 2' +2* > >2\2 * >4, cu egalitate daci t =
1. Obtinem x = 3, solutia ecuatiei date.

R7.4.4 Saserezolve ecuatia: 16" + 81" + 625" =60" +90" +150".

Solutie :
Notam 2" =a,3"=b,5" =c. Ecuatia devine:
at+b* + ¢ =a’be+ab’c+abd . Dar

at +b* +c¢* >a’b’ +b’c? +c’a’ > a’bc+ab’c+abc’, cu egalitate pentru
a=b=c. Obtinem x =0 singura solutie a ecuatiei date.

R7.4.5 Sa se rezolve ecuatia:
2 +(1" +27 +...+n")(1_x +27F +...+n_x): n’,unde ne N', n>2.
Solutie :
Aplicand inegalitatea mediilor avem:
n <1+2" +..+n"

< sau echivalent:
n

(l" +2"+..+n )(l +27 +...+n‘x)2n2. Cum x> >0,V x € R, egalitate evem
doar pentru x = 0.

R7.4.6 Sa se rezolve ecuatia:
NG +b" +b* +¢" et +a* =+2a" +\/§+\/E.
Solutie :

"~ Aplicand inegalitatea lui Cauchy-Buniakovski-Schwarz ~obtinem:

Na' +b* +b* +c +ct +at <43 w/2ia +b* +c” , Deci:
\/Za +\/2bx +\/20 < S\/_-\Bia' +b" +c¢" , Ridicand la patrat obtinem:

a +b" +c Z\/a’“b" +\/bxcx +\/cxa” , cu egalitate numai daca a* =b" =c¢*. Daca
a=b=c, atunci orice x real este solutie. Dacd a#b sau b#csau c#a,
atunci x = 0, unica solutie.

R7.4.7 Sise rezolve ecuatia: 37" —x-3""' —=3" —6x* -7x-2=0.
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Solutie :
Ecuatia se scrie in forma echivalenta:

3-(37f —(3x+1)-3" —(6x> +7x+2)=0. Obtinem:

n 2
= 3x+1_\/812 +90x+25 ,adica: 3" =2x+1 sau 3" =—x—§- Ecuatia

3" =2x+1 are solutiile x, =0 si x, =1 si nu mai are alte solutii, deoarece
5 1 2 5
graficul unei functii strict convexe si o dreapta au cel mult doud puncte distincte

3x

. o 2 . .
comune (propozitia 7.3.7). Ecuatia 3" = —x — 3 are solutia x = —1, unica,

deoarece membrul stang este o functie strict crescatoare, iar membrul stang o
functie strict descrescatoare.

In concluzie, ecuatia data are solutiile: x, =0, x, =1 s1 x; =-1.

R7.4.8 a) Sa se demonstreze ca daca f:R — R, este o functie convexa,
atunci functia g: R — R, , g(x)= f"(x) este convexi pentru orice ne N .

b) Sa se rezolve in R ecuatia: (2x+ij +(4x+gj = 3”(3” + 2”),
X X

unde ne N~ este fixat.
Solutie :

a) Deoarece f este convexd, atunci f(tx, +(1—1)x,) < #f(x,)+(1—¢)f (x 5 ),
oricare ar fi x,, x, € R, t e [0,1]. Atunci (e, + (1 —t)x, )<
<t f2(x,)+2e(1- t)f(xl)f(x2 )+ (1=¢) £*(x,), deoarece f este pozitiva. Deci
f? este convexa.

Demonstram prin inductie dupa n natural, » > 2 cd f" este convexa.
Presupunand cd pentru k € N, k > 2, f*este convexi, avem pentru
X,X,€ERsit e [0,1] ca:
fkﬂ(txl + (1 - t)xz): fk(txl + (1 - t)xz)'f(txl + (1 - t)xz)S
< [tfk(xl)+(1_t)fk(x2)]'f(tx1 '*‘(l_t)xz)S
" (e )+ Q=00 e )L or s )+ =011 o, )] =
= 2215 G )+ =0 £ (e ) e ) G )+ £ (e )+ (=) £ ) 4 () <

< g ! (x1 )+ (1=1)f* (x2 , ultima inegalitate fiind echivalentd cu :
(t2 - t)[fk+1 (x)+ fx)f(x, )&“ (x,)+ £572 (o, )+ 5 (x, ))]S 0, care este
evident adevarata.

Am demonstrat astfel ca f

matematice, rezultd cad f" este convexa pentru orice n natural, n > 2.

1 o . . . . .
I este convexi si folosind metoda inductiei
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< s o s . o1 . .
b) Se observa ca daca x este solutie, atunci — este solutie, pentru n € N .

X
Daca n este par, daca x este solutie si — x este solutie, iar daca n este impar,
ecuatia poate avea numai solutii pozitive. Este suficient sd determinam solutiile

strict  pozitive. = Consideram  functiile fis fas f3, [ R, &> R,
4 2 .

fi(x)=2x, f,(x)=—, fi(x)=4x, f,(x)=—, care sunt functii
X X

convexe pe (0,00). Atunci f, + f, st f; + f, sunt functii convexe. Din punctul

a) obtinem ca (f,+/,) si (fi+f,) sunt functii convexe, deci

f=(f+f,)+(fs+f,) este convexi. Cum pentru o functic convexi
neconstantd f, ecuatia f(x) =k, unde k este o constanta reala, are cel mult

g L . 1 . .
doua solutii, iar x, =2si x, =— sunt solutiile ecuatiei date, putem
2
: g . .. A g
concluziona: daca n este par, ecuatia are solutiile £2 §i +—, iar daca n este
2

. . . .1
impar, ecuatia are solutiile 2 si 3

R7.4.9 Sa se rezolve ecuatia:

(n=Dn 4 (n+2)(n-1)
2

a* +a +.+a"™ + , unde

a>0,a#l,ne N ,n>2.
Solutie :

Pentru orice x real avem: a** +1>2a*, a’* +2>3a",...,
a™ +n—-12na”* conform inegalitatii mediilor. Prin adunare se obtine:

a* +a +..+a™ +n(n—1) >a” (n=D(n+2)
2

, cu egalitate daca si numai

daci a®* =a’* =...=a™ =1, adicix =0.

R7.4.10 Sa se rezolve ecuatia: — 12 + 12 = | x|, ae (O,EJ .
sin““a cos™a 2

Solutie :
Se aduce ecuatia la forma: (1 + tgza)x + (1 + ctgza)x = | x| (1).

Daci x<0, functia f(x)= (1 + tgza)x + (1 + ctgza)x —|x| este strict
crescatoare, iar ecuatia f(x) =0 are cel mult o solutie. Se verifica cd x = -1
este solutie. Dacad x e (0,1), membrul stdng al ecuatiei (1) este supraunitar, iar
cel drept este subunitar. Deci ecuatia nu are solutii pentru x € (O,l). Daca x>1,
atunci x > [x] si conform inegalitatii lui Bernoulli avem:
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(1 + tgza)x + (1 + ctgza)x > (1 + tgza)[x] + (1 + ctgza)[x] >2+ [x](tgza + ctgza)z
> 2+ 2[x]> 2x > x . Deci singura solutie este x =—1.

R7.4.11 Rezolvati in multimea [0,0) ecuatia:
3' 44" +57+10° +147 +21" =21 43721 +2.35",
Solutie :
Ecuatia se scrie: 3* +4" +5° +2°.5" +2° .7 +3". 7" =2(2" +37.27 45" -7")

SAUBT 42727 457 4275V 425 T 4377 42T 4273 4557 =327 42737 457 7)
sau (2% +3+5°)1+2 +7%)=3(1-2+27-3"+5".7). Deoarece x>0,
avem 2% <3" <5% 51 1<2" <7". Aplicand inegalitatea lui Cebasev, obtinem:
(2'r +37 +5x)(1+ 2% + 7x)£ 3(2x +2%.3" +5" -7‘”), cu  egalitate  pentru
2"=3"=5"5i1=2"=7",deci x=0.
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8. Probleme de numarare

8.1. Consideratii teoretice si interpretari ale formulelor uzuale din
combinatorica

Existd o mare varietate de probleme care se pot incadra in aceasta tema.
Pentru rezolvarea acestora, este necesar sa retinem urmatoarele:
I. Daca 4 si B sunt doua multimi finite $i notdm

B! :{f| f:A—>B funcbie},atunci
|BA |=|B|‘A‘,
(am notat |X | numarul elementelor multimii X).

Acest rezultat se demonstreaza prin inductie dupa m =| A|. Dam in
continuare unele interpretari utile ale acestui rezultat.

1) Numadrul submultimilor unei multimi M avand n elemente, nell
este | P (M) | = 2"l Aceasta rezultd din faptul ca numarul cerut este egal cu
numarul functiilor f: M — {0,1}.

2) In cate moduri poate fi pavati o alee de lungime n (ne0 ") si latime
1 cu placi patrate de 1x1, folosindu-se placi de n culori. Numarul cerut este
m" , deoarece fiecdrei pozitii de placa din cele n trebuie sa-i atribuim o culoare

din cele m.
3) Cate cuvinte de m litere pot fi facute cu un alfabet ce contine n

simboluri? Numarul cerut este m" si este egal cu numarul functiilor f: 4 — B,
| 4| = n—numarul de simboluri si | B|=m - numérul literelor dintr-un cuvant.

4) Cate numere naturale de n cifre se pot forma folosind & cifre fixate,
ke{l,2,...,10} ? Daca nici o cifrd din cele £ nu este 0, putem forma k"

numere deoarece orice cifra din numar poate fi aleasd in k£ moduri. Dacd printre
cele k cifre se afla si cifra 0, prima cifrd a numarului poate fi aleasa in (k—1)
moduri si orice altd cifrd a numadrului poate fi aleasd In k& moduri. Asadar,

numirul de numere in acest caz este (k—1)-k"" .
5) Cate numere naturale au »n cifre in scrierea lor in baza k£ (k>2)?
Folosind 4) deducem ci numarul cerut este (k—1)-k"" .

6) In cate moduri pot fi impartite n obiecte la m persoane? A face o
astfel de Tmpartire revine la a stabili un destinatar pentru fiecare obiect, deci a
defini o functie de la multimea obiectelor la multimea persoanelor privite ca si

destinatari. Obtinem ca numarul cerut este m" .
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I1. Numarul submultimilor ordonate cu k elemente ale unei multimi cu
elemente (k,nell , k <n) este

42 (nf’k)' =n(n—-1)(n-2)--(n—k+1),

si se citeste aranjamente de » luate cate k, unde p!=1-2-3-...-p.

Punem in evidentd unele interpretari ale numerelor A" .
1) Daca 4 si B sunt multimi finite cu | 4|=k <| B|=n, atunci numrul
functiilor injective f:A4— B este egal cu 4. Intr-adevir, pentru a defini o

functie f:A4—> B avem nevoie de valorile f(q,),f(a,),...,f(a,) care vor

forma o submultime ordonatd cu k elemente a lui B. Deci numarul functiilor
injective de la 4 la B este egal cu numarul submultimilor ordonate cu k
elemente ale lui B, in total 4.

2) Numarul cuvintelor formate cu £ litere distincte, folosind un alfabet
cu n simboluri este tot 4", k<n.

3) Numaérul modurilor de pavare a unei alei 1xk cu pléci alese de culori
diferite din 7 culori date este 4', k<n.

4) Dacda A4 este o multime finitd si nevida, atunci numarul functiilor
injective (surjective, bijective) f: 4 — A4 este 4 =n! . Facem observatia ca o
functie bijectivd f: 4 — A, A finitd, se mai numeste si permutare a multimii 4.
Numadrul permutarilor unei multimi cu n elemente este egal cu n!.

III. Dacd A este o multime cu n elemente, nell ", atunci numarul
submultimilor lui 4 avand fiecare k elemente (k fixat, k£ <n) este:

Ck=A—:= n! zn(n—l)-...-(n—k+l)
"kl klWn—k)! k! ’
si se citeste combindri de n elemente luate cate k. Redam in continuare cateva
aplicatii semnificative.
1) Care este numarul functiillor f:{,2,...,n} —>{0,1} si avand

proprietatea z f (i) =k ? A defini o astfel de functie presupune a retine exact &
i=1

elemente din domeniul de definitie si a asocia fiecaruia valoarea 1. Asadar,

numarul cerut este egal cu numarul de submultimi cu £ elemente ale domeniului

de definitie, adica cu C,'f. Pentru k<0 sau k>n, sau k€[0,n]\[] , nu avem
astfel de functii.

2) Numarul drumurilor laticeale de lungime minima care unesc punctul

0(0,0) cu punctul B(m,n) (m,nell) este C,,, . Intr-adevar, lungimea minima
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a unui astfel de drum este m+n, singurele deplasari fiind de forma
(p,g9)—=> (p+1,q9) sau (p,q)— (p,g+1). Din cei n+m pasi de lungime unu
avem de facut m pasi orizontali si n pasi verticali, ordinea efectuarii lor fiind
arbitrard. Numarul drumurilor laticeale cerut este egal cu numarul de pasi pe
orizontala, ceea ce se poate face In C, moduri.

mn

3) Numadrul functiilor strict crescatoare f:{1,2,...,k} —>{1,2,...,n},

k<n, este egal cu C'. Aceasta rezultd din faptul ci fiecare functie strict

crescatoare este determinatd de k! functii injective prin ordonarea crescatoare a
valorilor sale. Asadar, numarul cerut este

Numarul funcbpiilor injective _ 4, _ ot
k! koo

4) Numarul functiilor crescatoare f:{l,2,....,k} —{0,1,2,...,n—k} este

N =

C* . Motivam in continuare acest lucru.

Fie f o functie care indeplineste conditiile din ipoteza. Atunci, functia
g:{,2,....k} > {1,2,...,n} , g() =i+ f(i), (V) izl,_k este strict crescatoare.
Intr-adevir, g este corect definita si daci presupunem 1< <i, <k , atunci

FG)< £y, deci i+ f () <i, + £ (i) adicd g(i) < g(,).

Reciproc, daca g:{1,2,....,k} > {1,2,...,n} , g()=i+ f(i), (V)i=Lk,

este o functie strict crescatoare atunci i+ /(i) € {1,2,...,n} pentru (V) i=1k,

deunde f(i)e€{0,1,...,n—k} pentruorice i =Lk si
1<2<..<k=>g)<g2)<...<glk)=>
=1+ fD)<2+f(2)<3+fB3)<...<k+ f(k) ,

de unde utilizand faptul ca f(i)ell ,i=1,k, obtinem
fOHLf(2)L...< f(k).

Asadar, functia f'este crescatoare.
Ca urmare, multimea functiilor f cerute este in bijectie cu multimea
functiilor g. A defini o functie g revine la a alege un sir 1<h, <b, <...<b, <n

({b,b,,...,b,} c{1,2,...,n}) si acesta se poate face in C* moduri (vezi si
problema precedenti). Ca urmare, numirul cerut este C\ .
Mai facem observatia cd numdrul functiilor cresciatoare f:4— B,
|A| =n, B| =m este C,, .
5) Numarul modurilor de descompunere a numarului natural » in suma
de k numere naturale nenule, a, +a,+...+a,, in care conteaza ordinea
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numerelor a,,a,,...,a, este C'. Pentru a motiva aceasta, este suficient si ne
imagindm ca intervalul [0,n] de lungime n, trebuie sa-1 partitiondm in £
subintervale. Aceasta se poate face alegand cele k—1 capete dintre numerele
1,2,...,n—1, alegere ce se poate face in C*~' moduri.

n—1
6) Numarul modurilor de pavare a unei alei de lungime # si latime 1 cu
placi 1x1 dintre care k albe si n—k negre este C*. Intr-adevir, numarul cerut

este egal cu numarul de alegeri a k& pozitii din cele n pozitii in care sa punem
plici albe si acesta este C\.

a

IV.Daca n=p" - p>>-...- reprezintd descompunerea in factori primi
1 2 k

- . . . *
a numarului natural n (p,, p,,..., p, sunt numere prime iar ,,a,,...,a, €l ),

atunci numarul divizorilor naturali ai lui » este:
(o, +D(ay, +1) ... (e, +1).
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Probleme rezolvate (8)

R8.2.1. a) Sa se determine numarul de moduri in care 2n persoane pot fi
impartite in n grupuri de céte 2 persoane.

< - 2 . e .
b) S se arate ca ((m-n)!)” se divide cu (n!)""'-(m!)"™", pentru orice
n,mell ",
Solutie. a) Prima pereche poate fi aleasd in C,, moduri, a doua in C;, ,

moduri etc. Cum ordinea alegerii perechilor nu conteazd, numarul cautat va fi:
1 1 2n)! 2n-2)! 4! 2! 2n)!
—C;,-C) . ClC=— @m!  _(2n-2) . =( ") )
n! n! 212n-2)! 2!1(2n—4)! 2121 2100 2"-n!

b) Generalizdnd punctul a) obtinem ca numarul de moduri in care m-n
persoane pot fi impartite in n grupe de cate m persoane este

.n)! -n)!
(m-n)t , deci m-n)t el
(m)" - n! (m!)" -n!
(1)
Analog se obtine
(m-n)!
(n))" -m!
(2)
Din (1) si (2) prin inmultirea celor doud numere naturale obtinem:
((m -n) !)2

1 n+l ED
(n)"™(m)

R8.2.2. Avem la dispozitie 2n persoane (nell”) care trebuie repartizate in

doua cluburi, fiecare club constand din cate » membri. In fiecare club este ales
un presedinte si un vicepresedinte. In cate moduri se poate face aceasta.

ege v,

ege vy

Log (2n)! et
T (=)l
R8.2.3. Fie 4 o multime cu n elemente si B o multime cu m elemente,

n,mel’, n<m.Sise arate ci numirul functiilor nemonotone definite pe 4 si

club. In total exista C;, -

cu valori in B este m" —2C".  +m.

m+n—1
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Solutie. Numarul total al functiilor f: 4 — B este m".

Numarul functiilor strict crescatoare este egal cu C,, iar al celor
descrescatoare coincide cu numarul combindrilor cu repetitie al unei multimi cu
. (m+n=1)!
" m—1)!
functiilor crescatoare este egal cu numadrul celor descrescatoare si de asemenea

ca existd m functii constante care au fost numarate de doua ori (o datd printre
cele crescatoare si apoi printre cele descrescdtoare. Ca urmare, numarul

functiilor monotone este 2C m, In consecintd, numarul cerut este

m+n-1 "

m elemente luate cate n, adica cu . Observam ca numarul

m'=2C". +m.

m+n—1
R8.2.4. Sa se determine numarul de numere cu 7 cifre care nu incep si nu se
termina cu cifra 1.

Solutie. Fie multimile 4 ={1,2,3,4,5,6,7}, B={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Problema este echivalentd cu a determina numadrul aplicatiilor f: 4 — B cu
proprietatile:

SM=0, f)#1, f(7)#1
(1)

1o iwy

Rezultd ¢ numarul functiilor f cu proprietatea (1) este 8-9-10° =72-10°.
R8.2.5. Fie n>0 un numar natural. Sa se determine numarul polinoamelor
P(X) cu coeficienti 0, 1, 2 sau 3 cu proprietatea P(2)=n.

Solutie. Fie P(X)=a,+a,X +...+a, X" un polinom cu coeficienti in

multimea {0,1,2,3} astfel incdt P(2)=n. Atunci, punand b, = [%} rezulta ca

- . . ey n
numdarul m =b, +b,-2+...+b, -2 satisface inegalititile 0 <m < 5

Mai mult, egalitatea de mai sus dd reprezentarea binard a Iui m.
Aplicatia P(X)+— m defineste o functie de la multimea de polinoame data la

. . . . o n 5
multimea numerelor intregi i nenegative mai mici sau egale cu 5 Vom arata

ca aceasta functie este bijectiva.
Pentru a proba injectivitatea, fie

_ k _ 1 ' ' k
m=a,+a,-2+...+a,-2" =a,+a;-2+...+a,-2",

104



astfel incat [%} {%} , pentru orice i =0,1,...,k.

) .l a a, | . .. , & .
Atunci 2| (a,—a,) si [?0} = {70} implica a, = a;. In continuare, se reduce ay,

se Imparte cu 2 si se procedeaza prin inductie.
Surjectivitatea rezulta astfel:

Din m=b,+b,-2+...+b,-2", b, €{0,1}, se definesc numerele a; astfel

n—a,—a,-2—...—a.-2". In concluzie,

incat aie{0,1,2,3},[%}=bi si 2

numarul polinoamelor date este [g} +1.

R8.2.6. Cate numere naturale existd printre numerele
I-m 2-m p-m

, pmnell , n#0.

Py 9

n n
Solutie. Fie (m,n)=d . Rezulta ca m=m,-d, n=n,-d cu (m,n)=1.
Obtinem numerele:

1-m m m
—L 2L .., p-— cu(m,n)=1
n n m
(D
Intre numerele de la (1) exista {E} numere naturale caci (m;,n,)=1. Cum
n,
n . < na . s s (m,n)p
n = R rezultd cd intre numerele din enunt existd | ———— | numere naturale.
n

R8.2.7. Fie X o submultime cu k elemente a multimii 4={a,,aq,,...,a,},

kell”. Si se determine numirul functiile f:4—>A cu proprietatea
f(X)=X.

Solutie. Fie X ={q,,q, ,...,q, } . Conditia f(X)=X arata ca restrictia
lui f'la X este bijectivd. Numarul bijectiilor de la X la X este k! . O astfel de
bijectie o putem prelungi in #»"* moduri la o aplicatie f: A4 —> A deoarece
fiecarui element din A4\ X ii putem atasa oricare element din codomeniul 4.

Rezulti ci numarul ciutat este k! n" ™" .
R8.2.8. Fie k, n numere naturale fixate 1<k <n si fie S o multime de n
puncte din plan avand proprietatile urmatoare:
a) orice trei puncte distincte ale lui S nu sunt coliniare;
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b) pentru orice punct P al lui S exista cel putin k& puncte distincte in S,
egal departate de P.

< < . ) 1
Sa se arate ca are loc inegalitatea k < ) ++/2n .

Solutie. Fie P; un punct din S. Considerand cercul C; cu centrul in P; a
carui circumferintd contine £ puncte din S, rezulta prin unirea acestor puncte,

C; coarde care unesc puncte ale lui S.

Fie P, un alt punct din S. Considerand cercul C, cu centrul in P,
obtinem analog C. coarde. Deoarece GNC au in comun cel mult o coarda
rezultd cel mult C; —1 coarde care nu au fost considerate in C;. Considerand un

nou punct P; apar cel mult C; —2 coarde noi etc. Insumand numirul coardelor

care este majorat de numarul segmentelor ce unesc puncte din S avem:
C.+(C;=D+(C; =2)+...+[C. -(n-1)]<C} &

onC< "(”2_1) +”(”2_1) S k(k-1)<2(n-1) o k> —k-2(n-1)<0

L N7 Vi"‘k%@,

R8.2.9. Cate puncte cu ambele coordonate intregi se pot afla in interiorul sau
pe laturile unui patrat de latura NEY
Solutie. Fie patratul de

laturd /2 in reperul cartezian xOy
(v. figura). Este clar ca exista cinci

astfel de puncte: varfurile patratului
si punctul de intersectie al

diagonalelor . Un alt punct de
coordonate intregi ar fi (-1,1),

14D, (L,-1), (-1,-1).

Trebuie aratat cd nici unul
din aceste puncte nu se poate afla In
interiorul sau pe laturile patratului

de laturd egald cu V3 (construit

asemenea cu cel de laturd ~/2 ).
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Distanta de la O la latura patratului de latura J3 este de 73 , In timp ce

distanta de la O la punctul (1,—1) este de V2> g . De aici rezulta ca punctul

(1,—1) este exterior patratului de latura V3.

R8.2.10. Fie datd o multime 4 cu m elemente si o multime B cu n elemente
(m,nell”). Si se giseascd numirul de permutiri ale multimii 4UB astfel
incat primul element al unei astfel de permutéri sa fie din A4, iar ultimul din B.
Se presupune ¢cd ANB=O.

Solutie. Doua elemente din AU B, primul din 4, iar al doilea din B, pot
fi alese in m-n moduri. La fiecare astfel de posibilitate, cele m+n—2 elemente
ramase pot fi agezate pe cele m+n—2 pozitii rdmase in (m +n—2)! moduri. Ca
urmare, existd m-n-(m+n—2)! permutari de tipul cerut.

R8.2.11. Fie A o multime cu n elemente, n <[] . Si se determine

card{(X,Y)| X,Y € P (4), XUY = 4}.

Solutie. Notim A={a,,a,,...,a,} cu nell . Fie Xe P(A),
X={a,,a,,...,a, }, unde i,i,,...,;; sunt k indici distincti din multimea
{1,2,...,n},1ar k€{0,1,2,...,n} . Consideram X fixata si ¥ € P (A4) astfel incat
XUY =4. Multimea Y poate fi aleasd astfel: (4\X)UZ, unde Z este o

submultime a lui X, adicd Y poate fi aleasd in 2¥ moduri (numarul total de
submultimi ale Iui X). Numdrul total de solutii va fi

2042 27 42" =2"
R82.12. Fie A={,2,...,n} unde nel . Sia se arate ca ecuatia

XUYUZ =4, in care doua solutii care diferd doar prin ordinea termenilor se
n n+l

considera egale, are B solutii distincte.

Solutie. Notim pentru nell” cu a, numirul solutiilor ecuatiei cu
X=Y,Y#Z si Z# X ,cub, numarul solutiilorcu X =Y si Y #Z sicuc,
numarul solutiilor cu X =Y =7 . Evident, ¢, =0,b, =2 s1 ¢, =1, (V) nell "

Vom demonstra prin inductie dupd ne " ci:
n n+l
an=L6+2, b =3-1, (V)nel" (1)
Presupunind afirmatiile adevdrate pentru kel”, o solutie a ecuatiei
XUYUZ=4AUk+1}={,2,...,k}U{k+1} , avand componentele distincte
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doud céte doua se obtine fie dintr-o solutie a ecuatiei XUYUZ ={1,2,...,k},
avand componentele distincte doua cate doud (deci numaratd la a;) prin

posibilitate), fie dintr-o solutie a ecuatiei XUYUZ ={1,2,...,k} cu X =Y si
Y # Z, deci numarata la b, prin addugarea lui £+1 la una dintre cele doua
componente egale si adaugand sau nu pe k+1 la cea de-a treia componenta.
Asadar, am obtinut
a,, =7a,+2b , (V)nel’ ()

De asemenea, o solutie a ecuatiei XUYUZ ={1,2,...,k} U {k+1} avand numai
doud din componente egale se obtine dintr-o solutie a ecuatiei
XUYUz={,2,...,k} cu X=Y si Y#Z (deci numdaratd la b;) prin
adaugarea lui £ +1 Ila fiecare din cele 2 componente egale (o posibilitate), sau

la cea de-a treia componentad (o posibilitate), sau la fiecare din componente (o
posibilitate), sau prin adaugarea lui k+1 unei componente sau la doua din

componentele unei solutii avand toate componentele egale (deci doua

bn+1:3bn+2, (V)HED* (3)
Avem:
(3) ip.ind. . . .
by =3b,+2 = 33" -1)+2=3"~15i
@ ipind. 7k _ Akl kel k2
@, =Ta, +2b, = 7'%%(3"—1):%.

Din ultimele doua relatii se obtine cd P(k+1) este adevaratd, deci relatia (1)

este adevdrata conform metodei inductiei matematice. Ca urmare, numarul de
solutii cerut este:

n_ n+l n n+l
Sn:an+bn+cn=L6+2+3”—l+1:M.
R8.2.13. Fie
F, :{f|f:{l,z,...,n}—>{1,2,...,n},f injectivd °i f(i);ti,(V)i:I,n}.

Determinati numarul elementelor lui F),.

A finita

Solutie. Fie 4A={1,2,...,n}. Cum f:4— A4 injectivdi = f bijectiva
= f permutare a multimii A. Consideram
A={f:4> A|f permutare °1 f(i)=i}, i=Ln. Folosind principiul

inchiderii si excluderii, numarul tuturor permutarilor ce admit cel putin un punct
fix este:
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b

|4,U4,U...U4,

Sl T |4l scn |

i=1 i<i<j<n

unde |Ai| =card 4, .
Deoarece |Ai1 U4 U..U4 | =(n—k)! si in fiecare suma din egalitatea
precedentd existd C* termeni, obtinem:
|Al U4, U...UAn| =C,-(n-)=C>-(n=-2)+...+(-1)""'C".
Asadar, numarul permutarilor lui 4 fara puncte fixe este
|F|=n'-|4U4,U...U4,
=n\-[C)-(n-D)-C}-(n=2) ...+ (-1)"'C] |=

=n!(1—l+i—i+...+ﬂj.
1 2t 31 n!

R8.2.14. Sa se cerceteze de cate ori intr-o zi (12 ore), orarul, minutarul si
secundarul Impart cadranul unui ceas in trei arce congruente.
Solutie. Privim cercul ca un disc de raza 1 in planul complex. Daca intr-
o unitate de timp orarul parcurge un arc de lungime «, atunci minutarul
parcurge un arc de lungime 12 -« , iar secundarul un arc de lungime 12-60-« .
Notdm z=cosa+isina st z,(t), z,(t), z,(t) pozitiile orarului,

minutarului si secundarului dupd timpul z. Avem z,(¢1)=z',z, ()=z"" si

12-60-¢

< 2r .. 27 )
z(t)=z . Daca ¢= cosT+zsmT, (¢’ =1), atunci la momentul ¢ cele

trei limbi ale ceasului impart cadranul in arce congruente (de lungime 277[) , In
doua situatii:

a) z,()=¢-z(0) 51 z()=¢2,(t).

b) z,(O)=¢&-2,(1) si z,()=¢-2,(0).

In cazul a) avem: z*=z-g §i """ =:".¢coz=¢ si ?=¢.
Obtinem:

B L L
deci

¥ =1= 2" e {+],+i} = 2" e {+1,+i} = z'" # ¢, contradictie.
Analog, 1n cazul b), nu exista solutie. Ca urmare, numarul cautat este zero.
R8.2.15. Fie nell” i a, <a, <...<a, numere naturale nenule.
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Determinati numdirul functiilor injective f:{1,2,...,n} =[]~ cu proprietatea
fly<a,, (V) k=1n.

eqge vy

de a alege f(l), apoi a,—1 posibilititi de a alege f(2) deoarece
F@)e{l,2,....a, )\ {f(D}.

Putem alege apoi pe f(3) in a,—2 moduri etc. Va rezulta ca numadrul
cautat este a,(a, —1)(a;—2)-...-(a,—n+1).
R8.2.16. a) Care este cel mai mare numar de turnuri ce pot fi asezate pe tabla
de sah astfel ca ele s nu se ameninte? Cate astfel de aranjari exista?
b) Care este cel mai mic numdr de turnuri astfel ca ele sd tind sub
amenintari toate patratele tablei? In cate moduri pot fi aranjate acestea?
Solutie. a) Pe fiecare linie §i fiecare coloana trebuie sa fie cite un singur

turn. Asadar, numdrul maxim de turnuri este 8. O aranjare determind o
1 2

o) o) ... o@®
o(i). Se obtin 8!=1-2-3-...-8 moduri de aranjare.

permutare [ J, turnul de pe linia i, este pus pe coloana

b) Pentru a ameninta patratele unei linii avem nevoie de cel putin un turn
pe ea, asadar, numarul minim cerut este 8. Putem aranja cate un turn pe fiecare
linie in 8* moduri, putem aseza cate un turn pe fiecare coloani in 8* moduri, dar
in acest mod unele aranjari s-au numarat de doua ori (cele care ocupa simultan

toate liniile si coloanele, deci 8! aranjiri). Se obtin 2-8° —8! moduri de
aranjare.

R8.2.17. Sa se determine numarul functiilor f:{l,2,...,n} - {1,2,3,4,5} cu
flk+D)—f(k)|23, k=Ln-1 (nell,n>2).

Solutie. Fie a,,b,,c, ,d

proprietatea ca

numarul functiilor cautate pentru care

f(n)=1,2,4 sau 5 (in conditiile din ipotezd avem f(k)#3,k =1,_n). Avem
relatiile de recurenta:

a,,=c,+d,
bn+1 = dn
cn+1 = an
d.=a,+b

Numarul cdutat este x, =a, +b, +c, +d, .
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Avem: a, =2 (f(2)=1°i f(1)=4 sau f(1)=5),
b,=1(f(2)=2°1 f(D=5), ¢,=1(f(2)=4s1 f()=1),d,=2 (f(2)=5si
f()=1sau f(2)=2).

Varezulta a, =d, si b, =c, si folosind relatiile anterioare, gasim:

{anH = an +bn

b = :>an+l=an+a
+1_an

(V) n>3.

n+l
n

Avem: x, =2(a, +b,)=2a,,,,x,=6=2-3,x,=10=2-5.
Din x, =2F,, x, =2F, st x,,, =x,+x,, rezultd x, =2-F , unde (F)), ., este

=F +F_,(V)nell” sia

n+l

sirul lui Fibanacci, dat prin: £, =0, F;=1, F

n+l

carui termen general este:

e (18] (1=45Y
52 )L 2 '

R8.2.18. In cate moduri poate fi pavat un dreptunghi de dimensiuni 2xn cu
placi 1x27?
Solutie. Notam cu a, numarul cautat.

Fig.1

g%,

— _

n+l

Fig.2

N

Dacd in a,,, o aranjare se termind cu o placd orizontald (de fapt doua
pldci orizontale suprapuse, vezi fig.1), se obtin a, , pavari iar daca se termina
cu o placd verticala ca In figura 2, se obtin a, pavari. Atunci obtinem recurenta:

a,,=a,+a,, , a =1,a,=2 deci

a =F

n n+l 2

unde (F)),., este sirul lui Fibanacci.
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9. Sume combinatorice

Fundamentarea analizei combinatorii ca disciplind stiintificd a inceput in
secolul al XVII-lea. Intr-un manuscris din secolul al Ill-lea d.H. este precizata

_ n(n —1)

formula (ZJ_T’ iar in secolul al XII-lea, matematicianul hindus

n
Bhaskara precizeaza formula generala pentru (
p

gaseste intr-un manuscris al lui Levi Bengerson, la inceputul secolului al XIII-

J. Un studiu mai sistematic se

lea, cand obtine formula de recurentd care ii permite sd calculeze A, si in

particular numarul permutarilor de n obiecte. Tot el enuntd reguli echivalente

n n n 1
cu relatiile ( jz( j s1 respectiv ( ]:—A,f , dar manuscrisul lui se
n-p) \p p) P

pare ca a fost ignorat de cétre contemporani.

B. Pascal (1623-1662) este primul care a observat relatia dintre
combindri si formula binomului. Dezvoltarea binomului lui Newton, (x+1)",
era cunoscutd de arabi 1n secolul al XIII-lea, asa cum mentioneaza N. Tartaglia
(1500-1557) in ,,Tratatul general al numerelor”.

Cel care a dat un fundament propriu-zis stiintific combindrilor si
permutdrilor a fost G. W. Leibniz (1646-1716) in ,Disertatie despre arta
combinatorie”. Toate simbolurile actuale folosite in teoria combinatorilor
dateaza din secolul al XIX-lea.

Combinatorica se interfereaza cu disciplinele matematice axiomatizate
din care extrage metode sau pe care le serveste cu rezultate. Metodele
combinatoricii sunt utilizate in rezolvarea problemelor de transport si de stocare
a bunurilor. Legdturi au fost facute intre combinatorica i problemele de
programare liniard, statisticd, etc. Metodele combinatoricii sunt utilizate in
codificarea si decodificarea informatiilor, ca si In alte probleme de teoria
informatiilor.

In acest capitol ne-am propus si dim cateva modalititi de obtinere a
unor sume de combinari cu ajutorul binomului lui Newton sau pornind de la
anumite identitati dar fara a apela la calculul diferential si integral.
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9.1. Notiuni teoretice relativ la elemente de combinatorica

9.1.1. Exemplu: Cu elementele alfabetului latin pot fi formate
cuvintele limbilor ce folosesc acest alfabet. S& consideram cateva cuvinte cu

patru litere constituite din elementele multimii {a, e, m,r}, submultime a
multimii literelor alfabetului. Multimea cuvintelor {arme, rame, mare, eram}

reprezintd cuvinte cu sens precis, formate din aceleasi litere, totalitatea
gruparilor fiind 24.

9.1.2.  Observatie: Fie multimile A= {a1 s lyyen. ,an} s
B= {bl,bz,...,bn}, neN" . Vom studia numirul aplicatiilor bijective ale
multimii A pe multimea B, notate cu f : A — B. In general nu ne intereseazi

natura multimilor A si B, astfel cd elementele lor se pot nota fie cu literele
alfabetului, fie cu {1,2,...,n} aplicatiile definite fiind de forma f(k)=1,, unde

i e{l,Z,...,n}.

9.1.3. Definitie: Aplicatiile bijective f:{l, 2,...,n}—>{1, 2,...,n} se
numesc permutarile multimii {1, 2,... ,n} . Numarul acestor aplicatii bijective se
noteazd cu P, si se citeste permutdri de n.

Aflarea numarului permutarilor unei multimi se face prin inductie si se
obtin P, =1-2-3----- nVneN .

9.1.4. Notatie: Convenim sd notam 1:2-3----- n =n! care se citeste ,,n

factorial”. Cu aceastd notatie, P, =n!,Vne N, admitem prin definitic 0!=1.

9.1.5. Definitie: Aplicatiile injective
I (1, 2,...,k)—> (l, 2,...,n),0 <k<n, njke N,n>1, se numesc aranjamente
de n elemente luate cdte k. Numarul acestor aplicatii injective se noteazd cu

Af si se citeste: aranjamente de n luate cdte k .
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Aflarea numarului aplicatiilor injective ale multimii {1, 2,...,k} pe
multimea {1, 2,...,n} o vom face prin inductie dupd %, avand pe n fixat.
Pentru k =1, avem aplicatiile f(1)=1, f(1)=2,..., f(1)=n, deci numarul lor
este n adicd A =n.

Cercetam  pentru k=2 numarul aplicatiilor ~ injective

L2t {L2,....n}

Fiecare dintre aplicatiile date fiind in numar de »—1, numarul total al
lor este n(n—1), deci 47 =n(n—1).

Pentru k=3 aplicatiile injective f: {1, 2,...,3} - {1, 2,...,n} sunt
fAL2} > {,2,...,n}, f(3)= p, pfiind diferit de valorile luate in 1 si 2, deci
in total ppoate lua n—2 valori. Prin urmare numarul total al aplicatiilor
injective f:{1,2,....3} > {,2,...,n} este 4> =n(n—1)n-2).

Presupunem ci A =n(n—1)---(n—k+1), 0<k<1 si demonstrim
A =n(n-1)---(n—k+1)\n—-k).

Aplicatiile  injective [ :{,2,....k,k+1}>{,2,....n}  sunt
L2, kb= {,2,...,n}, flk+1)=p, pfiind diferit de valorile luate in
1,2,...,k deci in total p poate lua n—k valori. In concluzie numarul total al
aplicatiilor injective L2, Lk k+1}>{,2,...,n} este
A =[n(n=1)--(n—k+1)[n-k), 0<k <n

Pentru k =n aplicatia injectiva f : {1, 2,..., n} - {1, 2,...,n} este si
bijectivd. Se impune demonstratia subjectivitatii. Demonstratia o facem prin

reducerea la absurd. Avem | f ({1, 2,...,n}) =n i presupunem ca f nu este
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surjectiva. Rezulta ca existd i, {1, 2,...,n} care nu este imaginea nici unui

element din multimii de definitie. Am ajuns la contradictie, numarul valorilor
functiei fiind mai mic decat n, deci f nu este injectiva. Prin urmare, pentru

k=n avem A = P,. Asadar rezulta:

k _
An -

(n—k)

9.1.6. Definitie: Aplicatiile injective f: {1, 2,...,k}—> {1, 2,...,n},
0<k<n, nkeN, n>1 pentru care codomeniile sunt formate din multimi

distincte, se numesc combindri de n elemente luate cdte k .

n
Numarul combinarilor de » elemente luate cate k se noteaza cu (k} si

se citeste combinari de n luate cate k.
Au loc relatiile:

" :”(”‘1)(”‘2)"'(”_’”1), 0<k<n,nkeN,n>l.
k 1:2-3---. k
n\ A*
=—,0<k<n,nkeN,n2l.
k) B
n n!
=——,0<k<n,nkeN,n>1.
k) k(n—k)

9.1.7. Proprietati ale numerelor (Z]

(1) Formula combinarilor complementare

n n
= ,0k<n,nkeN,nx>l.
k n—k

(2) Formula de descompunere a combinarilor

n n—1 n-—1 .
= + ,0<k<n,nkeN .
k k k-1

(3) Formule de recurenti pentru combinari
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n n(n-1 .
=— ,0<k<n,nkeN ;
k) klk-1

+1
" =k+1 " ,0<k<n,nkeN,n2>l.
k) n+1\k+1

Demonstratie:

()

k k 1:2--(k—1) P
k+1(n+1) _k+1  (n+1) w
n+lk+1) n+l (k+1)(n—k) K(-k) (k)

9.1.8. Teorema (binomul lui Newton):
Are loc urmatoare formula:

n n N n) 22 n ok k n EEN R
(a+b) =| |a"+|  |a"b+|_|a"?b* +--+| |a""bF +-+ ab" +| " "
0 1 2 k n—1 n

cunoscuta sub denumirea de formula lui Newton (1643 - 1727).

AR =

n(n—lj_n (n=1)n=2)--(n—k+1) 4" _[nj;

9.1.9. Observatii:
(1) Formula lui Newton poate fi scrisa sub forma condensata astfel:

2 (n

(a+b) = Z[ ja”_kbk :
k=0 k

Daca se doreste o formuld analogd pentru binomul diferentd, formula

devine:

(a-b) =3 (1) (kjab

k=0

(2) Coeficientii N R TN R , se numesc coeficienti
0/\1 k n—1)\n

binomiali si se calculeaza cu formulele combinarilor.

116



(3) Dacd n este un numar par, dezvoltarea contine un numar impar de

termeni, existind un termen din mijloc al dezvoltarii, TH , care are
+1

2
coeficientul terminal cel mai mare.

(4) Daca n este impar, dezvoltarea contine un numar par de termeni,
termenii din mijloc Tm si Tr, avand coeficientii terminali egali, cu
—|+1 [7}2
valoare maxima.

9.1.10. Proprietati ale binomului lui Newton
(1) Numarul termenilor din dezvoltarea binomului (a +5)" este n+1.
(2) Coeficientii binomiali ai termenilor extremi din dezvoltarea sunt

egali, de asemenea coeficientii binomiali ai termenilor egali departati de

: n n
extremi, Intrucat = , ke {0, L... ,n}.
k n—k
h n—kyk SR
(3) Termenul (kja b* este al (k+1)-lea termen al dezvoltarii

. .o < nyo,_
binomului §1 se numeste termen general. Se noteaza cu T, =(kja” “‘b*,

ke {0,1,...,11}.
(4) intre doi termeni consecutivi ai dezvoltirii exista relatia:
n—k
=——.T
k+2 k+1 k+1

9.1.11. Identitati in calculul cu combinari:

(1) Particularizand a = b =1 in formula lui Newton, avem:

# L)L
@) wvems 5|+
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ny (n) (n -
b) +| |+ =2
1 3 5
Demonstratie: (2) in formula lui Newton punem a=1,b=-1 si
o=|" =" <] " ]=]" +ot (=1) "
0 1 2) 3 n

Adunand aceasta relatie cu 2" = [gj + (Tj + (Z] 4+t [n] rezulta a) iar
n

scazandu-le se obtine b).

obtinem:

9.1.12. Teorema binomului factorial
Se noteazd a(a—h)a—2h)-----[a—(n—1)h]=a"", astfel in particular

n|0 n 1|

a™ =a", a" = a. Si se demonstreze ci are loc egalitatea:

(a+b)" =a"+ (Yja(”“”h b+ (Z]a“-”h R

Demonstratie: Teorema se demonstreaza prin metoda inductiei
complete. Ea contine drept caz particular, (pentru 4 =0) teorema obisnuita a
binomului lui Newton. Este usor de verificat ca pentru n=1 si n =2, teorema
binomului factorial este adevarata. Se va presupune cd aceastd teorema este
adevdrata pentru exponentul n, adica

n n
(a+b)" + (I]a(”_w’ b+ (2]62("_2)'11 b +---+b"™ si se va arita ci in acest caz

teorema va fi adevirati si pentru n+1. Intr-adevar, inmultind cu a+b—nh

ambii membrii ai egalitatii care exprima teorema pentru exponentul 7, in partea

)(n+1)h LA

stangd vom obtine evident (a+b ; In partea dreaptd, unde figura suma

(n—k)n bk

n . < n .
avand ca termen de rang k pe (kja , vom obtine dupa inmultirea cu

a+b—nh caexpresie a acestui termen

[nJaoz—kxh b (a+b—nh)= (Zjau-kxhbklh {la—(n—k)n]+(b—kh)} =

k
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k

_| " ) N n a1
k k

o n n n+l1 o
Conform relatiei cunoscute (k J+(k]:( ; ], rezultd, ca si in

[t = o o - )

cazul teoremei obisnuite a binomului lui Newton, ca dupd inmultirea
membrului Intdi cu a+b—nh se va obtine o suma de termeni de forma

k

factorial este adevaratd pentru exponentul n, ea este adevaratd si pentru

n+l (n+1=k)n g klh < < . .
a -b™ . Cu aceasta, s-a demonstrat cad, dacd teorema binomului

exponentul #n+1. Deoarece aceastd teorema este adevarata pentru n =1, rezulta
valabilitatea ei pentru orice 7.

9.2. Metode de calcul al sumelor de combinari

9.2.1. Calculul unor sume cu combinari pornind de la identitati
Se considera identitatile:

n n n+1_
zk n :n.zn—l SIZ 1 n :2 1
w0 \k o k+1\k n+1

Sa se arate ca au loc urmatoarele identitati:

Zk ( j—nn-i-l) 22
(2) Zn:(k—i-p)z[;j:?_z(nz+n+4pn+4p2);

k=0

n

(3) k(k+1)(k+2){l’:j =n-2"(n® +9n+14);
k=0

1 (n n-2"" 41
4 - e T
()kz_;‘k+2(kj (n+1)n+2)
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(5) i%(:}—("”)'zn -1,

v n+1

(6) d k+p n =2"”(n+2p—2)—pn+3p+n—8
(ke +1)k +2) (n+1)n+2) '

Solutii:

R n! n—1 .
(1) Avem k =k-k-——~=k-n- , deci
k k\(n— k) k-1

1 S 1

=nl(n=1)-2"2 +2" |=n-2" (=14 2) = n(n+1)-2"2.

2
2) S (k+p) Z]: > (k* + 2kp + p° { ] ( ]+2p2k( J

k=0

+p2i(nJ =n(l+1)-2"% +2pn-2"" 4 p* 2" =277 '(n2 +n+4pn+4p2)

(3) kok(k+1)(k+2)(’k1j=k"0(k +3k2+2k{ J Zk ( J+3.§k2£2j+

+2Zk( j (n+3)-2"% +3n(n+1)-2"7 +2n-2"" = n(n* +9n+14)- 2"

. . N n .- .
cu observatia cd pentru calculul sumei Zk{ j s-a folosit identitatea

k=0
el kA" 7h
k k-1

05 S men Sera )
S IR0 U S S 0 ] I 84|
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1 ntl n+2 n-2" 41
:m{(nu)(z —1)-[? = (n+2)-1] = (—

n+1)(n+2)

k+2(n " k+2 n! 1 & n+1
5 = . = k+2 =
()kz(;kﬂ(k] ;ku K(n—k) n+1§( ' )(kuj

n n+l1 n+l1
k+1 +
= ( ){k J Z[mJ z(n+3)—1
B n+1 n+1 '

(6) Avem

k+ n n! 1 k+ n+2
(k+—1)(lf+2)(kj B ey S ey e (n+1)(np+2)[k+2J

i Sttt (L)
S i e DS WS R |

1

(i r2) l(n+2)-271 — (4 2)]+ [(p-2)2"2 - n-3)]f=

2" (n+2p -2 3 -8
e 22 spen

9.2.2. Calculul unor sume cu combinari aplicind teorema binomului
lui Newton

Sa se aplice teorema binomului lui Newton la determinarea valorii
urmatoarelor sume:

O
0) (zn”}zf"n-jﬂ(%n-z 2(]
0 o) ) -6 ()
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Solutii.

n—1

(1) Folosim faptul ca k(:) = n(k J s1 obtinem:

) s)veir a5 )

+

(2) Expresia cautata este egala cu coeficientul lui x” in polinomul:
T+ x)" 20+ x)"" + 220+ x)" 7 +--+2" - (1+x)".
Se va transforma acest polinom folosind formula pentru suma termenilor
unei progresii geometrice:
I+ x)" + 20+ )" +22(1+x)" 7+ +2"(1+x)" =

2 n
= (1+x)” 1+ 24 2 S+t 2 =
l+x  (1+x) (1+x)

_ (1+x)2"[ 2" —1}( 2 —1] N (TS L (P ]IL

(1+x)™ 1+x -x
1 2 3 . = -
Dar (pentru |x| <l): P =1+x+x"+x" +---. Deci suma cdutatd este
—X
egala cu coeficientul lui x" din expresia:
2n+l1
2! -(1+x)”(1+x+x2 +---)—(l+x) " (1+x+x2 +)
Dacd vom inmulti un polinom in x cu 1+ x+ x> +---, coeficientul lui
x" in acest produs va fi egal cu suma coeficientilor puterilor lui x, nu mai mari

decat n din polinomul initial. Intr-adevér, termenii In x” din produs se obtin
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prin inmultirea termenilor in x* ai polinomului, unde k <n, respectiv cu
termenii  x" ai  sumei  I+x+x>+---.  Astfel,  produsul
2" (1+x)" (l+x+x2 +---), dupd desfacerea parantezelor va contine termenul
in x"cu un coeficient egal cu suma tuturor coeficientilor polinomului
2"(1+x)", adicd cu un coeficient egal cu 2" -2" = 2> Coeficientul lui x"
in produsul (1 +x)2"+1 -(1 +x+x +) va fi egal cu suma coeficientilor

. . 2n+l1 N . 2 P
polinomului (1 + x) ", care stau in fata lui x° =1,x,x%,...,x", adicd va fi egal

. . . . . - . . 2n+l1
cu suma coeficientilor din prima jumdtate a polinomului (1+x) " Dar,

2n 2n )
deoarece ( = ok | rezultd ca aceastd suma este egald cu semisuma
n_

tuturor coeficientilor lui (1+x)*""', adica este egald cu 2" :2=2". De aici

rezulta ca coeficientul lui x" in expresia
2 (1 x) (14 x4+ x>+ = (L4 x)" (14 x+2>+-)  este  egal  cu
22n+1 _ 2/1 — 22}1

(3) Expresia cautatd este egala cu coeficientul lui x" in produsul
urmator:
n n n), ny n n n 5 ny
+| x| ] X + X+ XT4++| x
0 1 2 n n n—1 n—2 0
~ _( n ny .. . (n n n 5 ny
Insa = si deci, + X+ X"+ 4| |x'=
n—k k n n—1 n—2 0

n n ny, ny L
=l + ) X+ ) X4+ x :(l+x)? Astfel, trebuie sa gasim
n

doar coeficientul lui x" in produsul (1+x)"-(1+x)" =(1+x)". Acest

. 2n
coeficient este egal cu .
n
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o {w e

ale ecuatiei de gradul al doilea x* +x+1=0. Observim ci & =¢,, & =&,
g=e=1,1+g+¢e,=1+¢ +& =l+¢g,+¢&. =0.
Conform binomului lui Newton se obtine:
. (n) (n) (n) (n n
(C+1)" = |+ |+ L e
0 1 2 3 n
. (n n\ L(n) 4(n (n
(l+g) =| |+e&| |+&’| _|+&)| |+ +e
0 1 2 3 n
(re,) =" re|"|+e] " |ve|” [+ rer]”
’ o) (1) l2) 73 “\n

Conform proprietatilor anterior anuntate ale numerelor &, si &, suma

1+¢&f +& este egald cu zero pentru k prim, si egald cu 1+1+1=3 pentru k

divizibil cu 3. Deci, adunand cele trei egalitati, vom obtine:

2"+ (1+g) +(1+e,) =3([Zj+(§j+(g+g]+--}.

Se trece acum la forma trigonometricdi a numerelor complexe:

2 .. 2”& 4z .. 4rn T .. T
g =cos— +isin—, &, =cos—+zs1nT, 1+¢ =c0s§+zs1n§,

l+eg, = cosZ - isin%. Utilizand formula lui Moivre, se obtin:
n nw .. NmT . n nrT .. Nm
(1+£1) =Ccos—— +isin— i (1+£1) =CcoS—— +isin—
3 3 3 3
n n n n nrw
deunde: 2" +(1+¢) +(1+&,) =2 +2-cosT.

Deci, " + " + " + " +---=l 2" 4 2cos .
0 3 6 9 3 3

(5) Se scrie dezvoltarea binoamelor (1+1)", (1-1)", (1+i)" si

(1—i)" dupa teorema binomului lui Newton:
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n n n n L7
0= - + - +- (—1)
0 1 2 3 n
A\ n .| n .2 n n n n
(1+i) =| |+  |+i ot
0 1 2 3 n
=iy =" = e "= e ey .
0 1 2 3 n
Pentru rezolvarea problemei se va considera suma:

(1+1)" = (n=1)" —i(1+i)" +i(1-i)".

Nu este greu de verificat ca 1—(—1)" —i-i* +i(~1)" -i* =0 pentru &

+

oo 4
l'3
.3
1

care da prin impartirea cu 4 resturile 0, 2 sau 3 i

1—(— 1")—i~ik +i-(—1k)-ik =4 pentru k care da restul 1 prin Impartirea cu 4,

(S :4[(’3{’;]{;}[1’;}]

Folosind forma trigonometrica a numerelor 1+i si 1—i se obtine:
T T =2 2 sin 2
1 5 9 13 4

9.2.3. Calculul unor sume cu combinari aplicind teorema binomului
factorial

deci:

Sa se utilizeze teorema binomului factorial la calculul valorii sumei:

LG

n .
Deoarece [ j = . =— se va obtine
i

it (k=i)ll ! ‘ ‘ kY . ‘
mpn jonmt 1 K n’“m(’“l)"-i- n"m* I Deci suma
iNk—i) Mk-i) K k—i) ki \i

cautatd este egala cu:

Solutie:

125



1 k 4 k I k I T k l =(m+”)ku _ m+1
k!'\\0 1 2 k k! k

Suma se poate obtine si plecand de la identitatea

(1+x)"-(1+x)" = (1+x)""" unde se va determina coeficientul lui x*.

9.2.4. Calculul unor sume cu combinari aplicind relatii de recurenti
Sa se arate ca pentru orice numar natural » au loc identitétile:

r(n+k) 1
1 —=2";
Y %( k Jzk ’

Ln=3
" W[2n—k) " B P
) (1) L |T10n=3p+1 peN.
=0 ~Ln=3p+2
Solutii:

(1) Sa notam f(n)= y [nzkaik.Deducem f(l)=2 s f(n+l)=
k=0
Wlin+l+k) 1 Ein+k) 1 E(n+k)1 2n+1) 1
_Z( Jz" _kz(;( k ]2_k+kz=:‘(k—1]2_"_f(n)+(n+1]2”” ’

12 (n+l1+k-1) 1 m+2) 1
i B = n+1). Deci
2k1( k-1 ]2/(—1 £n+1j2n+2 f() f( )

f(n + 1) = 2f(n) pentru orice n>1, ne N ceea ce implica f(n) =2".

(2) Suma cautata se mai scrie:

=g
L v N L W )
2L A Y L N A R
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2n 2n 2n—1 2n 2n—-1 2n-2

+ + - +-t - + =5,.,+25,+S,
0 2 1 0 1 0

Deci numerele S, verificd recurenta: S, = —(Sn +S,. ) Deoarece S, =0,

S, =-1, S, =1, proprietatea rezultd adevaratd prin inductie dupd n, tindnd

seama de secventa gasita.

9.2.5. Calculul unor sume cu combinari
Sa se demonstreze urmatoarele identitati cu combinari:

o5L)CL)
LD H QS O O

D +2 + ’
Z[ J [” p- q] (n P j (Formula lui Li-Jen-Shu)
0

2p p

(4) i(— l)k (211] = (— 1)" . (3n)! (Formula lui Dixon)

k (n!)3
1 1 1 1 1 1 .
(5)

— + — +eeet = ,neN
2n 2n 2n 2n
1 2 3 4
Solutii.
(1) Obtinem:

14 W V14 (o P A 0 4

+
tinand seama de identitatea Z(ﬁj{ g kj [p qJ . Mai deducem:
m— m

MR H =T W AR
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Deci membrul stang al identitatii de demonstrat devine egal cu:
n g\p+q-J B
;(qu—jj{jj( q ] S-p—q+Ma=Mp-j)it
= z(”j{p}(” - p] = [n]z (p}(n - pj = [nj(n] tinand iarasi seama de:
20\PNJN\Dd—J PJio\JN\4d—J PNY
2L
=k \m-k m

(2) Identitatea (1) este o egalitate intre doua polinoame in 7, de gradul

n!

p +q. Aceastd egalitate are loc pentru orice » numadr natural, deci cele doud

polinoame In n sunt identice. Rezultd ca obtinem o egalitate daca atribuim lui
n pe (— 1- n) .

e (e

(~1-n) o fn+a) o ’
sl[ q j_( 1)( q Jdm (1) deducem (2).

(3) Formula lui Li-Jen-Shu se deduce din (2) pentru ¢ = p
(4) Vom demonstra identitatea:

I o 0 e

de unde pentru x =—1 se obtine formula lui Dixon, adica:

ge 2]z} &7
Egaland coeficientii lui x

in identitatea pe care trebuie sid o
demonstram, pentru 1 < p <2n, gasim egalitatea:
2nY (2 &(2k)( 20 2n+ k) 2n -2k
= +> .
p p) S\ k \2k\ k p—k
2k 2n\(2n-2k p\2n—p\2p
Dar =
k \2k\ p—k k k

, deci identitatea
k
precedenta pe care trebuie sd o demonstram se reduce la:

p
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2n2_z”: p\2n—-p\2n+k (*)
p) Bl kL ok
pentru orice p =1,...,2n. Pentru a demonstra (*) vom utiliza identitatea:

e H Y

in care punem I: a=0, b=-1 si g=2n si ll: a=x, b=1+x si

q=2n-p.
. 2 J 2n+k
in cazul I deducem: (**) (- 1)"( nJ = (-1) (p)( " J iar in cazul I
p k=0 k k
v 2n— V2 2n—p+k\2n+k
se obtine: Z(pj( " p] k(14 x) Z —1". ( j( P j[ " j
i\ k k k=0 k p
2n—p+k\2n+k 2n+k
Dar . , deci putem scrie:
p

i pl(z’”"] “[ Ay

2n
Tinind seama de (**) membrul drept este tocmai ( j ceea ce
p

demonstreaza, prin urmare, formula lui Dixon.

(5) Pentru demonstratia acestei identitati s observam ca pentru orice

numar natural n>1, si orice k = m are loc egalitatea

11 K-k} KHe-1-k) Ke-k)-k(n-1-k)n
n) (n-1y (n-1y ! -
HAGY

_Kn—1-k)(n—k-n) _Kn-1-k)(-k-1+1) 1 L1

n! B n! Bl n n(n-1
k+1 k
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: < 1 a . . .
Fie x, = Z(— l)k ——~. Tinand cont de egalitatea de mai sus, pentru orice

ol

neN,n>1 avem:

S

1 "
(xn—l)—i_;‘ xn—l + (_ 1) :

Din aceasta egalitate deducem ca:

nl(D"{%n_mj

n—1

n+l mon=2p+1’
+1

deci 2—x, = adica identitatea ce trebuia demonstrata.

n+l
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10. Probleme de geometrie in spatiu

Probleme rezolvate

R10.1.1. Fie ABCD un tetraedru si 4" centrul de greutate al fetei BCD. Atunci
are loc relatia
944" =3(AB* + AC* + AD*)—(BC* + CD* + DB*) .
(Teorema medianei in spatiu)

Solutie. Avem

ﬂ:%(ﬁ+ﬂ?+@),deci
AA'zzﬂ-ﬂzé(@+R+ﬂ))2:

=é(ABz+AC2+AD2+2E-E‘+2E-E+

+2AC - AD) =é(AB2 + AC?* + AD* + AB* + AC* -
BC* + AB* + AD* — BD* + AC* + AD*> —CD*) =

= 5(31432 +3A4C* +34D* - BC* - BD* —CD?)

de unde rezulta concluzia dorita.
R10.1.2. Fie ABCD un tetraedru. Sa se arate ca are loc relatia:

2 2 2 2
COS(%,CD) _ AD*+BC* - AC*-BD .
2AB-CD
Solutie. Din definitia produsului scalar avem:

cos(15.cD) - AB-CD _ (4D + DB)-CD _ DA-DC—DB-DC _
AB-CD _ 4B-CD 5D

1 [DA+DC*-AC* DB*+DC*-BC*| AD*+BC*-BD*-AC’

B D ? 2 24B-CD

de unde rezulta concluzia problemei.
R10.1.3. Sa se arate ca daca un tetraedru are doud perechi de muchii opuse
perpendiculare, atunci §i a treia pereche are aceastd proprietate (tetraedrul se

numeste ortogonal sau ortocentric).
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Solutie. Fie tetraedrul ABCD astfel incat AD 1 BC si AC L BD.
Metoda I. Trebuie sa demonstrdm cd AB L DC. Din ipotezd avem:

AD-BC=0 si AC-BD=0.
Deoarece

A o
AB-DC =(AC +CB)-DC = AC-DC+CB-DC =
= AC-(DB+BC)+CB-(DA+ AC) =

= AC-DB+AC-BC+CB-DA+CB-AC =

p.__,

=AC-BC+CB-AC=BC- (AC AC) 0,
rezulta AB 1 DC, adica are loc concluzia
problemei.

B Metoda a II-a. Din 4D 1 BC si AC 1L BD, conform problemei

precedente avem
B’ +DC’ - AC? - BC?

COS(%,@)= 4 =0 si
2AD-CB
2 2 2 2
cos(%,DB): AB"+DC —AD" - BC” _
2AC-DB

Prin urmare, obtinem: AB° + DC’> = AC*> +BD* si AB>+DC? = AD* + BC”.

Rezulta: AD> + BC® = AC + BD?, deci cos( 4B,CD) =0, adicd 4B 1 CD .
R10.1.4. Intr-un tetraedru ortogonal suma patratelor muchiilor opuse este

aceeasi.
Solutie. Fie tetraedrul ortogonal ABCD. Din

AB+BC+CD+DA=0=BC+DA=BA+DC.
Prin ridicare la patrat, rezulta ca
- _ ., ip.
BC?+DA* +2BC-DA=BA* + DC* +2BA4-DC=
= BC?+DA* = BA* + DC’

A

(1
Analog, din

AC+CB+BD+DA=0=CB+DA=CA+DB
B si apoi

(CB+ DA)* =(CA+ DB)* = CB* + DA* +2CB-DA =
=CA*>+DB*+2CA-DB = CB> + DA* = CA> + DB’
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2)
Din relatiile (1) si (2) rezulta concluzia dorita.
R10.1.5. Fie [A44,4,] un tetraedru oarecare si B,,B,,B, mijloacele

muchiilor 4,4, 44, si respectiv A4 A,. Se noteazd cu M; punctele de

intersectie cu AB,, i €{1,2,3}, ale unui plan paralel cu planul (4,4,4;). Sa se

arate cd dreptele 4,M,, i=1,3, sunt concurente intr-un punct pe AG, unde G
este centrul de greutate al triunghiului 4,4, 4, .

Solutie. O conditie necesara si suficientd ca dreptele 4M,, 4,M, sa fie
coplanare este ca vectorii legati 4,4, si M M, sa fie paraleli.
Deoarece

(44,4)0(M M, M,) exista
Aell” astfel incat
AMI:Z-AT?I:%(A—I@+A—A3)
si

. Q.
AM, =1 AB, =E(AA1 + AA;)

Rezulta ca
MM,=MA +AM,) =

~ S ) =5 A
de unde obtinem ca
MM, A4 A,
si cum AM, nu poate fi paralela cu A,M, rezultd ca existd
{(Py=AM NAM,  Vom demonstra ci PeAM,. Intr-adevir

) . AP AA
1 A PA, 00 M, P4, sideci ——=—"1"2-,
Ml MIMZ
: S J.
Deoarece NN, =2M M, si N\N,=1-A4A,, rezulta ca AIPZEPM1

sau ﬂ+ﬁ’=%-(ﬂ+AMl) si deci 4 :%-(A—AI+A—Az+A—AS).
+
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Deoarece G este centrul de greutate al 44,4, avem

AG :%-(AA1 +AA, + A4;) si urmeazd ca AP :/13—/12-AG. De aici rezultd cd
+
P e AG si P imparte segmentul AG in raportul 12
+

Repetind rationamentele si calculele pentru dreptele A,M, si A,M,

gasim ca P e A,M,, deci dreptele AM,, i= 1,_3 , sunt concurente.
R10.1.6. Pe muchiile 4B, BC, CD, DA ale unui tetracdru se considera
punctele M, P, N, Q astfel incat
BP:AQ:CN:BM:k
PC OD ND MA
Sa se determine 7 € (AC) si S € (BD) astfel incat MN, PQ si TS sa fie

concurente.
Solutie. Din ipoteza rezultd ca MPJAC si NQUAC, deci MPLINQ,

de unde obtinem ca MPNQ trapez.

Avem:

. BP  k _MP
L BP k+14C

b

BP

P DQ 1 NO
DO+k-DQO k+1 AC
N Fie {O}=MN(PQ. Atunci MN, PQ, TS

sunt concurente < (3) k,,k, €[] astfel
B P incAt AO=k -AT +k,-AS si k+k, =1
(1)
Avem: M—O:k:E si
ON NO
A—O':AM-l—kAN’
1+k
M =— 4B an =AC k4D
k+1 1+k
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Fie £=a, S—Dzﬂ. Obtinem ﬁ=i~ﬁ, IS'=AD+—ﬂAB
c SB a+1 1+ 4
2

Lza 2:1+—k25a:15 ﬂ:%
(1+k) (1+k) k

R10.1.7. In tetraedrul ABCD din doui varfuri se duc perpendiculare pe fetele
opuse ce se intersecteaza In 0. Sa se arate ca perpendicularele duse din O pe
celelalte douad fete intersecteaza fetele in ortocentrele lor.

Solutie. Fie AE L (BCD) si CF L (ABD) cu AE(\CF ={0}.
A Avem:

AO L (BCD)= AO-BC =0

OH, 1 (ABC)=> OH,-BC =0

Folosind si relatia (1), deducem ca k, =

=

I-R’:O:(A—O—i-O—Hl)R’:O:
— AH,-BC=0= AH, 1 BC
(1)
B C bin CO L (4ABD)= CO-AB=0
OH, 1 (ABC)= OH,-AB =0
:55-21?+0—HT-Z§:0:>
— (CO+OH,)-AB=0=CH,-AB=0=>CH, L AB

=

)

Din (1) 51 (2) rezulta H, este ortocentrul [] ABC .

Analog, daca OH, L (ADC), atunci H, este ortocentrul triunghiului 4ADC.
R10.1.8. Fie [ABCDA'B'C'D'] o prisma oblicd cu baza patrulater oarecare si

fie punctele M'e(A'D"), Ne(BC), P e(D'C"),Qe(AB), astfel incat

AM'_BN _ o DP_ 4O

A'D"  BC D'C" 4B

Sa se demonstreze ca dreptele M'N si P'Q sunt concurente daca si

numai dacd x+y=1.

Solutie. Fie punctele M € (4D),
N'e(B'C"), Pe(CD), Q'e(A'B") astfel incat MM'[INN'[1PP'[1 AA'[1QQ".
Fie {O}e MNPQ si {O'}=MN'P'Q' .
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Dreapta OO’ este
intersectia planelor
(MNN'M'") si (POQQ'P").
Fie {E}=MNNOO" si
fie {F}=P'0N00'.

AvemA—M =X si
AD

DP_

pc

Se cunoaste urmatoarea
proprietate din geometria
plana:

Fie patrulaterul

ABCD si  punctele
M e(A4D), N e BC,

. . AM BN . DP AQ .
Pe(CD), Qe(AB) astfel ¢ A2 el NN

(CD), Qe(A4B) astfel inca 1D BC X §i YT y ie
. Q0 . MO
O}=MNPQ. Atunci =—=x §i —=1y.
{0} 0 or N Y
0 OFQULPP'O(u—u)= OF 20 _ OF _
oP o0’

DEM'O'DDNMN’(u—u):EO _MO :MO:y:%: :O—E'=1—y

NN' MN' MN o0’ 00
Dreptele MN P'O sunt concurente =

E=FSOE=0F<x=1-yox+y=1
R10.1.9. Sa se demonstreze cd daca bisectoarele a doud unghiuri plane ale

unui triedru sunt perpendiculare, atunci
bisectoarea celui de-al treilea unghi plan este
perpendiculara pe primele doua bisectoare.
Solutie. Fie triedrul determinat de
semidreptele [OA4, [OB si [OC, (OABC
este un tetraedru). Pe cele trei semidrepte,
considerdm vectorii unitari v, v,,V; ca In
figura alaturatd. Directiile  bisectoarelor
considerate sunt date de v, +v,, V,+V, si

respectiv v, +v,. ([OB’ bisectoarea unghiului
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Yoc, [OA" bisectoarea unghiului BoC iar [OC" bisectoarea unghiului
40B).
Presupunem ca OA' 1 OB’ si demonstram ca OC' 1 OA' si OC' 1. OB'. Din
OA" LOB' = (V,+V,)-(V,+ V) =0=V, -V, +V, -V, +V, -V, +1=0
(1
Avem
()
V+,)-(V +V) =1+V, -V, +V, -V, +V, -, =0=
=, +v,) L, +v,)=0C" LOB'.
Analog OC' L 04'.
R10.1.10. Pe muchiile DA, DB si AC ale unui tetraedru DABC se iau respectiv

punctele L, N, F astfel incat
1

DL-1Di, DN -1D8B, 4F -1ac.
R 2 3 4
In ce raport, planul ce trece prin punctele L, N, F imparte muchia BC.
Solutie. Fie ﬂ:a, E:E, si DC =¢ . Avem:
DL=L a, DN =+ b, AF :l(—aﬂ?).
2 3 4
Fie {M}=(LNF)(\BC . Atunci punctele L, F,
M, N sunt coplanare <> (3) m,n €[] astfel incat

LM =m-LF +n-LN

(1)
Deoarece:
1 1 1.
LF =LA+ AF =—d+— (a+c)—— +—c
2 4 4
IN =LD+DN = . zz+l b:
2 3
1

W=H+E+W=%a+(—a+5)+z .BC = —Ea+5+/1(—13+5)
utilizand relatia (1) obtinem

—la+(1—/1)15+;ta=ﬂ(a+a)+n(—l 15)
2 4 E
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<:>—l”+(1—/1)5+/15= LS L ALY DN P RSN
2 4 2 3 4 3

a1=m
4
8
m=—
m=4) 5
<in=3-34 < n:%.
0=41-6+64 )
A==
5
Rezults BM =2pcBM 2 BM _2_, MC_S5_ MB_2
5 BC 5 BM+MC 5 MB 2 MC 3

si demonstratia se incheie.
R10.1.11. Fie MABC un tetraedru oarecare si M' un punct in interiorul

triunghiului ABC. Notdm 7, , vectorul MX (vectorul de pozitie al punctului X
in raport cu originea M). Atunci are loc relatia

LS, Ey Syl se it

Py ,
s

(D
unde s,,s,,5. sunt ariile triunghiurilor BM'C, CM'4, AM'B respectiv ABC.

Solutie. Avem

FM,=—FA+k.rA', unde k=—MA,
1+k M4
iar {A'}=AM'NBC. Rezulta
k+1= A4 :i,deci
M4 s,

- s -
Pt —=D |7, - _
_ Sy _Su Ty + (85 +8:)7,

s S

S4

Pe de alta parte, 7, =
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k:AB

S o SpTytSoT .
— =-C  Rezultd ca 7, =L —-C deci
AC s, Sg+Sc
s STy Sy Tyt ST
= .

N

R10.1.12. Fie MABC un tetraedru oarecare si M' un punct in interiorul
triunghiului  4BC. Notdam cu  s,,5,,5., § ariile

triunghiurilor
BM'C,CMA4, AM'B respectiv ABC. Atunci are loc relatia:

MA* 55, +MB*-5-5,+MC”-5-5.—(AB* 5,5, +BC* -5, 5. +CA” -5, +5,) =

— S2 . MM!2
(extinderea la tetraedru a relatiei lui Stewart).

Solutie. Inmultind scalar fiecare membru al relatiei (1) din problema
precedenta cu el insusi obtinem

S’MM' =5 - MA® + 5% -MB* + 5% -MC? +2s, -5, - MA-MB +
+25, S0 -MB-MC +2s.-s,-MC-MA <
S5 MM"” =52 MA® +s5 - MB* + s} - MC? +2s -5, - MA- MB cosa +
+2-5, 8o -MB-MCcos f+2s.-5,-MC-MAcosy,
unde a =m(BMA), B=mEMB), y=mAMC).

Aplicand teorema cosinusului in triunghiurile AMB, BMC si CMA
obtinem:

SMM"” =% - MA® + 55 - MB* + 5. -MC? +5 - 5,(MA* + MB* — AB*) +
+8, - So(MB? + MC? = BC*) + 5. -5 ,(MC* + MA* — AC*) <
S5 MM"”? =MA” -5 (s, +5,+5.)+MB* - 5,(s,+5,+5.)+

+MC? - 5.(sp+5,+5,)—(AB* -5 -5, + BC* -5, -5, +CA* -s.5,),
de unde, utilizand faptul cd s =s, +s. +s, se obtine relatia dorita.
" < . s, A'C s. AB
Observatii. 1) Dacd M'=A4', atunci s, =0, £=— =<

s BC s BC

si se
obtine relatia lui Stewart in triunghiul BMC.

2) Relatia din concluzia problemei este echivalenta cu

MM = MA? 54 4 MB? 52 4 pic? S—C—(ABz 345 4 perSeSe o i 'ZSA]
S S S

S S S
R10.1.13. Fie B si C doua puncte arbitrare pe cercul C de diametru [OA4], iar V'
un punct arbitrar pe perpendiculara in O pe planul (O4ABC). Notam A4, B, C,
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proiectiile punctului O pe AV, BC respectiv CV. Sa se arate ca punctele O, 4,
B, C sunt coplanare.
Solutie.

vV

Vom arata ca B4 LVA. Pentru
aceasta este suficient ca ﬂ VA=0.
Avem:

‘B, A, =VA-(VA —VB)=VA-VA —VB,-VAcos BVA =

=VO’-VA-VB, -%=V02—V02 =0.

—_

(Am folosit teorema catetei

Ok A VO =VA-VA =VB-VB, si VB 1 BA,
din teorema celor trei perpendiculare).
B C In mod analog, avem C.A4 LVA si
cum 04, LVA, va rezulta
coplanaritatea punctelor O, 4,, By, C;.
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11. Ceriterii de ireductibilitate pentru polinoame

Denumirea polinomului provine din “Elementele” Iui Euclid
(sec. al IIT — lea 1.H.) (gr. polys (“multe”), nomos (parte, membru)) fiind
adoptata in sensul algebrei clasice in 1691. In acest capitol polinoamele sunt
polinoame cu coeficienti Intregi iar in continuare vom prezenta aplicatii la doud
criterii de ireductibilitate ale polinoamelor cu coeficienti Intregi.

11.1. Criteriul lui Eisenstein si criteriul lui Schoneman

11.1.1. Definitie: Fie feZ[X] un polinom de grad n, n =21, neN. Spunem ca f
este reductibil peste Z[X] daca existd doud polinoame g he€Z[X] de grad mai
mic decat n, astfel incat f =g-h.

In caz contrar, spunem ca f este polinom ireductibil peste Z[X] .

11.1.2. Propozitie: Orice polinom de gradul intdi din Z[X] este ireductibil
peste Z[X].

Demonstratie: Fie feZ[X], f= aX+b, a#0. Daca far fi reductibil peste Z[X], ar
exista g, heZ[X], astfel incat f = g-h,unde grad g <1 si grad 2 <1. Cum g si h
nu pot fi polinoame nule, rezultd gradg = gradh = 0 si atunci obtinem
grad f = grad(g-h)=gradg+gradh sau 1=0, fals. Deci polinomul f este

ireductibil peste Z[X].

11.1.3. Criteriul lui Eisenstein:

Fie feZ[X], [ = artaX+...+a,X", n =1, neN, (ao, ai,.., a,)=1.
Presupunem ca existd un numar prim p astfel incat p | a;, (V) 1=0,1,2, ..., n-1,
p nu divide a, si p nu divide ay. Atunci f nu se poate scrie ca produsul a doud
polinoame cu coeficienti intregi.

Demonstratie: Presupunem ca f=g-h, g = bythX+...+bX,
h = coteX+.. +eX’, gheZ[X]. Avem a,=b,-c,, a, =b -c,+b,-c,
a,=b,-cy+b -c,+by-c,,..., am=bmcotbmicit...+ bocm. Cum p | ap $i p2 | ao
rezultd p | boco rezultd p | by si p nu divide ¢o. Din p | @ avem p | bicodeci p | az

adica p | boco prin urmare p | b, . Continuand din p | a; (r < n-1) rezultd p | b,
deci p | by, contradictie.

11.1.4. Definitie : Fie Z multimea numerelor intregi si # € N un numdr natural

fixat. Pe multimea Z definim: x =y (modn)< (x—y)in ( citim : x este
congruent cu y modulo n ). Prin clasa de echivalenta a lui x n raport cu ,,=” se
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intelege C(x) =x= {y € Z| y=X (mod n)} Relatia de congruenta modulo n pe
Z determind multimea cat Z, = {O,l,...,n —1} numitd multimea claselor de

resturi modulo n.

11.1.5. Criteriul de ireductibilitate al lui Schoneman
Fie p>2 un numar prim, iar feZ[X] un polinom de forma /' = g" + ph,
unde g,heZ[X], neN*, favand coeficientul dominant egal cu 1. Dacd g este

ireductibil n Z,[X] si §nu divide pe h, atunci feste ireductibil in Z[X].

Demonstratle Daca g = a0+a1X+a2X +...+a, X" eZ[X] iar p=2, p numar prim,
atunci g = ao +a X+a, X*+. +a X"eZ,[X], unde g, este clasa lui a; modulo

p si se numeste polinomul redus modulo p al lui g. Se observa ca gradh < n
gradg si g are coeficientul dominant 1. Presupunem prin absurd ca polinomul f
ar fi reductibil. Deci exista f,, f,€Z[X] astfel incat gradﬁ, gradfz >1 §1 f=h f2

Trecem la polinoamele reduse modulo p $1 obtinem f1 f2 f g".Cum g

este ireductibil in Z[X], rezultd fl = g , f2 = gn2 unde n;+n, = n. Deci
fi=g" +ph, unde or=g™ +p hy  hi, hheZ[X], gradhi<n;gradg (deoarece f
are coeficientul dominant 1). Deci g"+p A= (g" +p h).( g™ + phy), de unde
obtinem 2 = g" hi+g" hy+p hih, . Dacad nj,n, > 0, atunci, din ultima egalitate
rezulta ca E s=h,cu seZ[X], deci g ar divide pe 4, contradictie. Atunci n;=n
sau np=n, adica gradf, = gradf; sau gradf,=gradf, deci f este ireductibil in Z[X].

11.2. Aplicatii ale criteriilor de ireductibilitate ale lui Eisenstein si
Schoneman

11.2.1. Aplicatii ale criteriului lui Eisenstein:
(1) Daca p este un numar natural prim, atunci polinomul
f=X""4+ X" 4.+ X +1 este ireductibil peste Z[X].

r_

. - _ _ X R
Demonstratie: Dacd f=X"" + X"+ + X +1= sau dezvoltand

x»=1+2 - 1)+p(’; Dx_2)y 4. +(X=17.iar
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F=(X =)+ p(X —1)" +%(X—1)P-3 bt p

pe X7’

Coeficientii {ij, k < p—1sunt divizibili prin p si are loc criteriul lui

Eisenstein.
(2) Sa se arate ca polinomul /= X"-120, n >1 nu se poate descompune in
produsul a doud polinoame cu coeficienti intregi.

Demonstratie: Se aplica criteriul lui Eisenstein pentru p = 3, ao = -120,
ar=...= an.1=0, a,=1, iar 3| 120, 3 |0, 3 nu divide pe 1 si 9 nu divide pe 120
deci feste ireductibil in Z[X].

11.2.2. Aplicatii ale criteriului lui Schoneman :

(1) Fie p un numar prim de forma p = 4 k+3, iar a, beZ astfel incat p
divide pe a, p divide (b-1) si p* nu divide (b-1). Si se arate ca
polinomul /= X+ a X+ b este ireductibil in Z[X]

(L.Panaitopol, D. Stefanescu)

Solutie: Fie f= (X*+1)'+ ph

h=cX +d +l{—(p]()(2 +1)7! +(p](X2 +1)77? +...+(p ](X2 +1)}
p 1 2 p—1

b-1

c=—,d =—— . Atunci f = X*+1 este ireductibil in Z[X] iar & nu se divide

a
p s’
prin g = X*+1in Z[X] deoarece cx+d=0 nu se divide prin g = X>+1 in
Z[X]. Din criteriul lui Schéneman rezulta ca f'este ireductibil in Z[X].

(2) Sa se arate ci polinomul /= (X*+2)" + 5 (X*™'+10 X*+5) este
ireductibil in Z[X].
(L.Panaitopol, D. Stefanescu)

Solufie: Fie g = X*+2, h = X*+ 10 X" + 5 si prin urmare g=X’+2 este

ireductibil in Zs[X], iar #=X"""nu se divide prin X*+2 in Zs[X], deci, conform
criteriului lui Schoneman £ este ireductibil in Z[X].
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