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MATEMATICĂ 
PROGRAMA ŞCOLARA PENTRU CLASELE DE EXCELENŢA 

X-XII 
 

ARGUMENT 
 
 

Studiul matematicii prin clasele de excelenţă, urmăreşte în principal crearea 
unui cadru organizat, în care elevii talentaţi la matematică, proveniţi din diferite medii 
şcolare, să poată intra în contact, şi în timp relativ scurt, să formeze un grup 
performant. Aceşti elevi, beneficiind de o pregătire pe măsura potenţialului lor 
intelectual, vor contribui ulterior la formarea unei elite româneşti în domeniul 
matematicii.  

Realizarea unei programe pentru clasele de excelenţă, precum şi modul în care 
se va lucra pe această programă, constituie o noutate pentru învăţământul românesc. 
Din acest motiv elaborarea prezentei programe trebuie înţeleasă ca o etapă necesară 
unui început de drum. 

Un colectiv de cadre didactice din învăţământul preuniversitar şi universitar 
din CRTCP Cluj, cu experienţă în domeniul pregătirii elevilor capabili de performanţe 
superioare, au format o echipă care a realizat programa şi manualul care conţine 
exerciţii şi probleme extrem de utile pentru desăvârşirea pregătirii acestor elevi. 

În selectarea conţinuturilor programei s-a ţinut cont de tendinţele actuale în 
formularea subiectelor la concursurile şi olimpiadele şcolare, dar şi de tradiţiile şcolii 
româneşti  de matematică. Numeroasele cărţi şi reviste adresate ˝vârfurilor ˝ au 
costituit o importantă sursă bibliografică în tratarea temelor. Temele propuse constituie 
o extindere firească a programei analitice obligatorii de matematică şi parcurgerea lor 
este necesară pentru abordarea unor probleme mai dificile. Anumite teme vor fi tratate 
pe percursul mai multor ani de studiu ( evident cu o problematică corespunzătoare) 
asigurându-se astfel continuitatea şi coerenţa procesului de învăţare. Mai trebuie 
precizat că la elaborarea programei echipa a avut în vedere faptul că matematica nu 
este un produs finit, ci un proces intelectual în care, pe suportul unor cunoştinţe solide, 
primează iniţiativa personală. Astfel, această programă oferă posibilităţi autentice de 
opţiune pentru profesori şi elevi. 

Programa se adresează elevilor claselor X-XII şi a fost concepută pentru un 
număr de 2 ore/săptămână ( în cele 30 de săptămâni ale anului şcolar în care se 
lucrează cu clasele sau grupele de excelenţă). Ca o completare la programa obligatorie 
de matematică, competenţelor generale le-au mai fost adăugate încă două care au rolul 
de a orienta demersul didactic către formarea unor ansambluri structurate de cunoştinţe 
generate de specificul activităţii intelectuale matematice la nivel de performanţe 
superioare. Programa  are următoarele componente:  

- competenţe generale 
- competenţe specifice şi conţinuturile corelate cu acestea 
- valori şi atitudini 
- sugestii metodologice. 
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Competenţe generale 
 
1. Folosirea corectă a terminologiei specifice matematicii în contexte 

variate 
2. Prelucrarea datelor de tip cantitativ, calitativ, structural, contextual 

cuprinse în enunţuri matematice 
3. Utilizarea corectă a algoritmilor matematici în rezolvarea de 

probleme cu grade diferite de dificultate 
4. Exprimarea şi redactarea corectă şi coerentă în limbaj formal sau în 

limbaj cotidian, a rezolvării sau a strategiilor de rezolvare a unei 
probleme 

5. Analiza unei situaţii problematice şi determinarea ipotezelor necesare 
pentru obţinerea concluziei 

6. Generalizarea unor proprietăţi prin modificarea contextului iniţial de 
definire a problemei sau prin îmbunătăţirea sau generalizarea 
algoritmilor 

7. Emiterea unor judecăţi de valoare pentru rezolvarea problemelor 
inventiv şi euristic- creative 

8. Dobândirea unei imagini de ansamblu a matematicii elementare ca 
parte a unui sistem aflat în permanentă evoluţie şi interacţiune cu 
lumea înconjurătoare 
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Competenţe specifice Conţinuturi 
1.1. Observarea proprietăţilor matricelor 
de ordinul doi 
1.2. Identificarea asemănărilor dintre 
operaţiile cu matrice şi cele cu aplicaţii 
liniare 
2. Interpretarea unor transformări liniare  
(proiecţii, simetrii, rotaţii, izometrii) în 
limbajul algebrei prin introducerea 
matricelor asociate acestora 
3.1. Utilizarea transformărilor elementare 
la calculul rangului şi inversei unei 
matrice 
3.2.  Identificarea procedeelor de ridicare 
la putere a unei matrice 
4. Utilizarea vectorilor şi valorilor proprii 
ale unei matrice la găsirea unor sisteme 
de coordonate în care transformările iau 
forme mai simple 
5.1. Determinarea unor matrice care 
satisfac anumite condiţii 
5.2.  Reprezentarea  permutărilor în  lim-
bajul algebrei liniare şi studierea lor   
6. Reducerea calculului determinanţilor 
de ordinul n la relaţii de recurenţă 
7. Realizarea unor implicaţii între 
problemele tipice ale algebrei liniare şi 
cele propuse la concursurile şi olim-
piadele şcolare 
8. Conştientizarea importanţei algebrei 
liniare la rezolvarea problemelor din alte 
domenii ale matematicii 

Elemente de algebră liniară 
    Matrice 

• Matrice de ordinul doi 
• Determinarea puterilor naturale 

ale unei matrice de ordinul doi 
• Ecuaţii matriceale binome în 

M 2 (C) 
• Ecuaţii diofantice de tip Pell 
• Valori proprii şi vectori proprii 

pentru matrice pătratice 
• Polinom caracteristic al unei 

matrice pătratice 
• Teorema lui Cayley-Hamilton 
• Teorema lui Frobenius 
• Transformări elementare în 

matrice. Aplicaţii la calculul 
rangului şi inversei unei matrice 

• Matrice de ordinul II sau III ca 
transformări geometrice în plan şi 
spaţiu 

     
    Determinanţi 

• Permutări 
• Determinanţi de ordinul n. Deter-

minanţi speciali 
• Funcţii polinomiale de tip deter-

minant 
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1.Observarea comportării şirurilor recu-
rente utilizând reprezentarea grafică 
2. Identificarea proprietăţilor caracteris-
tice ale  unui şir  
3.Exprimarea termenului general al unui 
şir recurent liniar printr-o formulă 
4.Identificarea unor situaţii care pot fi 
exprimate matematic prin şiruri recurente 
5.1.Identificarea celei mai eficiente 
metode de calcul a limitei unui şir 
5.2. Determinarea şirurilor date prin 
sisteme recursive şi recurenţe omografice 
utilizând matricele 
6.Reducerea şirurilor recurente neliniare 
la recurenţe mai simple sau  liniare în 
scopul studiului convergenţei 
7.Realizarea unor implicaţii între  proble-
mele tipice cu şiruri şi cele propuse la 
concursurile şi olimpiadele şcolare 
8. Conştientizarea problematicii vaste 
puse de şiruri şi identificarea posibi-
lităţilor de extindere a cercetării acestora 

Elemente de analiză matematică 
 
    Mulţimi dense 
 
    Şiruri de numere reale 

• Subşir al unui şir 
• Şir fundamental. Criteriul lui 

Cauchy 
• Criterii de convergenţă 
• Criteriul lui Cesaro-Stolz 
• Teorema lui Toeplitz 
• Ordin de convergenţă al unui şir 
• Şiruri remarcabile  
(şirurile lui Euler, Lalescu, Wallis, 
Stirling etc.) 
• Limite de şiruri definite implicit 
• Şiruri având mulţimea termenilor 

finită 
• Şiruri de sume 
• Şiruri recurente 
(recurenţe liniare, recurenţe omografi-
ce, recurenţe definite de funcţii mono-
tone, sisteme recursive etc.) 

1. Observarea şi descrierea proprietăţilor 
unei funcţii cu proprietatea Darboux 
2. Interpretarea unor proprietăţi şi teore-
me referitoare la funcţii continue şi 
derivabile cu ajutorul reprezentărilor 
grafice 
3. Utilizarea funcţiilor continue şi deriva-
bile în calculul limitelor unor şiruri 
4. Transpunerea în limbajul analizei ma-
tematice a  proprietăţilor unor funcţii 
(proprietatea Darboux, convexitate etc.) 
5.1. Identificarea celei mai potrivite 
metode de rezolvare a unei inecuaţii şi de 
stabilire a unor inegalităţi 
5.2. Aproximarea unor funcţii cu ajutorul 
dezvoltării în serie Taylor 
6. Realizarea de transferuri între analiza 
matematică pe de o parte şi  geometrie şi 
algebră pe de altă parte prin rezolvarea de 
probleme de existenţă, ecuaţii transcen-
dente şi funcţionale 

   Funcţii continue şi derivabile 
• Proprietatea lui Darboux 
• Aplicaţii ale teoremelor funda-

mentale: Fermat, Rolle, Lagrange, 
Cauchy 

• Funcţii convexe 
• Polinoamele Taylor asociate unor 

funcţii 
 
   Aplicaţii ale analizei matematice 

• Probleme de existenţă în geome-
trie  

• Ecuaţii transcendente 
• Ecuaţii funcţionale 

 
   Contraexemple în analiza matematică 
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7. Realizarea unor implicaţii între 
problemele tipice ale calculului dife-
renţial şi cele propuse la concursurile şi 
olimpiadele şcolare 
 8.1. Conştientizarea importanţei analizei 
matematice în rezolvarea problemelor 
altor domenii ale matematicii şi a unor 
probleme cu conţinut practic 
 8.2. Realizarea de conexiuni între diferite 
concepte ale analizei matematice prin 
exemple şi contraexemple 
 8.3. Analiza contraexemplelor analizei 
matematice ca prim pas în formularea de 
noi rezultate şi teoreme 
 
 
 
 

VALORI ŞI ATITUDINI 
 
Noul curriculum şcolar pentru clasele de excelenţă propus la matematică are în 

vedere formarea la elevi a următoarelor valori şi atitudini în plus faţă de cele 
specificate prin curriculumul şcolar obligatoriu : 

• Manifestarea unor opinii competente cu privire la abordarea problemelor 
intuitiv şi euristic-creative bazate pe explorare, inspiraţie şi invenţie 

• Dezvoltarea unei gândiri reflexive, independente, flexibilă şi abstractă 
specifică matematicii 

• Interesul pentru modul de dezvoltare a ideilor şi rezultatelor matematice 
• Curiozitatea faţă de noile deschideri din domeniul matematicii 

 
 

SUGESTII METODOLOGICE 
 
Prin prezentul curriculum pentru clasele de excelenţă se intenţionează ca, pe 

parcursul liceului, elevii să dobândească competenţe şi să-şi structureze un set de valori 
şi atitudini specifice pregătirii de înaltă performanţă. Acestea se regăsesc în 
următoarele aspecte ale învăţării, vizate de practica pedagogică : 

• Analizarea şi elaborarea unui plan de rezolvare pentru problemele atipice 
şi/sau dificile din domeniile studiate 

• Formarea obişnuinţei de a formula probleme şi situaţii problemă 
• Analiza unei probleme din punct de vedere al ideii centrale 
• Reparcurgerea căii de rezolvare a problemei pentru a obţine un rezultat mai 

bun, ameliorat sau optimizat printr-o reproiectare creativă 
• Identificarea unor metode de lucru valabile pentru clase de probleme 
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• Iniţeirea şi realizarea creativă a unei investigaţii pornind de la tematica propusă 
• Formarea deprinderii de a anticipa rezultate matematice pornind de la datele 

existente 
• Formarea obişnuinţei de a face conexiuni intra şi interdisciplinare 

Acest curriculum are drept obiectiv ca fiecare elev capabil de performanţe superioare 
să-şi poată dezvolta competenţele într-un ritm individual, de a-şi transfera cunoştinţele 
acumulate dintr-o zonă de studiu în alta. Pentru aceasta se recomandă următoarele 
activităţi : 

• Alternarea prezentării conţinuturilor, cu moduri variate de antrenare a gândirii 
• Solicitarea de frecvente corelaţii intra şi interdisciplinare 
• Punerea elevului în situaţia ca el însuşi să formuleze sarcini de lucru adecvate 
• Obţinerea de soluţii sau interpretări variate pentru aceeaşi unitate 

informaţională 
• Prevederea de sarcini rezolvabile prin activitatea în grup 
• Utilizarea unor softuri educaţionale   

 
Având în vedere specificul claselor de excelenţă, metodele folosite in practice 
instructiv-educativă vizează următoarele aspecte: 

• Utilizarea strategiilor euristice, care lasăelevul să-şi asume riscul incertitudinii, 
al încercării şi erorii, specifice investigaţiei ştiinţifice 

• Utilizarea strategiilor creative, care lasă elevul să se afirme în planul 
originalităţii, spontaneităţii, diversităţii şi care pun accentul pe capacitatea de 
reflecţie, sinteză, evaluare critică şi creaţie 

• O îmbinare şi o alternanţă sistematică a activităţii bazate pe efort individual cu 
cele care solicită efort colectiv 

• Însuşirea unor metode de informare şi de documentare independentă, care 
oferă deschiderea spre autoinstruire şi spre învăţarea continuă 
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ALGEBRĂ LINIARĂ 
 
 1.  Matrice de ordinul doi şi aplicaţii 
 
 1.1. Matrice de ordinul doi 
Definiţie  1.1.1. Prin matrice de ordinul doi înţelegem un tablou cu două linii şi 
două coloane, de forma: 









=

2221

1211

aa
aa

A        unde 

numerele aij (i,j ∈{1,2}) se numesc elementele matricei A. 
Sistemul ordonat de elemente (a11, a22) se numeşte diagonala principală 

a matricei A, iar sistemul ordonat de elemente (a12, a21) se numeşte diagonala 
secundară. 

Observaţie  1.1.2. Pentru matricea A se mai foloseşte notaţia: A = (aij) }2,1{, ∈ji . 
Mulţimea matricelor de ordinul doi ale căror elemente sunt numere 

complexe o notăm cu M2(C). În această mulţime, distingem următoarele 
submulţimi: 

  M2(Z)⊂  M2(Q)⊂  M2(R)⊂  M2(C).  

Definiţie  1.1.3. Spunem că matricele A,B 2M∈ (C), 







=

2221

1211

aa
aa

A , 









=

2221

1211

bb
bb

B  sunt egale şi scriem A=B, dacă aij=bij pentru fiecare i,j { }2,1∈ . 

 

Definiţie  1.1.4. Dacă A,B 2M∈ (C), 







=

2221

1211

aa
aa

A , 







=

2221

1211

bb
bb

B , atunci 

prin suma matricelor A şi B înţelegem matricea 









++
++

=+=
22222121

12121111

baba
baba

BAC . 

 
Proprietăţi  1.1.5. (ale adunării matricelor): 

a) A + B = B + A, ∀A, B 2M∈ (C). 
b) (A + B) + C = A + (B + C), ∀A, B, C 2M∈ (C). 

c) Matricea 







=

00
00

2O  (toate elementele sunt egeale cu 0) se numeşte 

matricea zero şi are proprietatea A + O2 = O2 + A = A, ∀A 2M∈ (C). 
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d) ∀A 2M∈ (C), există - A 2M∈ (C) astfel încât A + (–A) = (–A) + A = 

O2. Dacă A = (aij) }2,1{, ∈ji , atunci – A= (–aij) }2,1{, ∈ji . 
 

Definiţie  1.1.6. Dacă A, B 2M∈ (C), 







=

2221

1211

aa
aa

A , 







=

2221

1211

bb
bb

B , atunci 

prin produsul A · B înţelegem matricea: 









++
++

=







⋅







=⋅=

2222122121221121

2212121121121111

2221

1211

2221

1211

babababa
babababa

bb
bb

aa
aa

BAC . 

Cu alte cuvinte, elementul din linia i şi coloana j a matricei produs se 
obţine făcând suma produselor elementelor din linia i ale matricei A cu 
elementele coloanei j ale matricei B, unde i,j { }2,1∈ . 
Observaţie  1.1.7. În general A · B ≠ B ·A. 
Exemplu  1.1.8. : 
 

=







−

−
⋅







−

−
≠








−

−
=








−⋅+⋅−⋅+−⋅−
−⋅−+⋅⋅−+−⋅

=







−

−
⋅







−

−
43
21

87
65

5043
2219

)8(46)3(74)5()3(
)8()2(617)2()5(1

87
65

43
21

 









−

−
=








⋅−+−⋅−⋅−+⋅
⋅+−⋅−−⋅+⋅−

=
4631

3423
4)8()2(7)3()8(17
46)2()5()3(61)5( . 

 
Proprietăţi  1.1.9. (ale înmulţirii matricelor): 

a) (A · B) · C = A · (B · C), ∀A, B, C 2M∈ (C). 
b) A ·(B + C) = A · B +A · C şi (A + B) ·C = A · C +B · C , ∀A, B, C 

2M∈ (C). 

c) Matricea 







=

10
01

2I  (care are pe diagonala principală numai 1 iar 

restul elementelor sunt 0) se numeşte matricea unitate şi are 
proprietatea A · I2 = I2 ·A = A, ∀A 2M∈ (C). 

 
Observaţie  1.1.10.: Deoarece înmulţirea matricelor verifică proprietatea a), 
putem defini puterile lui A 2M∈ (C), astfel: 2

0 IA = (dacă A ≠ O2), 
∈⋅=⋅=⋅== − nAAAAAAAAAAA nn ,,...,,, 12321 N*. 
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Definiţie  1.1.11.: Prin produsul matricei A 2M∈ (C), 







=

2221

1211

aa
aa

A cu 

numărul ∈λ C, înţelegem matricea 







=⋅=

2221

1211

aa
aa

AB
λλ
λλ

λ . 

Cum în mulţimea numerelor complexe întâlnim formule de calcul 
prescurtat, de exemplu ))((22 yxyxyx +−=− , care are loc ∈∀ yx, C, tot aşa 
în M2 (C) întâlnim formule cu matrice, dar cu condiţia ca matricele să comute 
între ele. Astfel, dacă A, B 2M∈ (C) şi A·B=B·A, m,n ∈N*, atunci: 

a) mnnm ABBA ⋅=⋅ ; 
b) )...)(( 1221 −−−− ++++−=− nnnnnn BABBAABABA ; 
c) )...)(( 2121221212 nnnnnn BABBAABABA +−+−+=+ −−++ ; 
d) ....)( 1111 nnn

n
n

n
nn BABCBACABA ++++=+ −−−  

 

Definiţie  1.1.12.: Prin transpusa matricei A 2M∈ (C), 







=

2221

1211

aa
aa

A , 

înţelegem matricea       

 







=

2212

2111

aa
aa

At . 

Matricea tA se obţine din matricea A, luând liniile (respectiv coloanele) lui 
A, drept coloane (respectiv linii) pentru tA. 

 
Proprietăţi  1.1.13.: Dacă A, B 2M∈ (C) şi ∈α C, atunci: 

a) =+ )( BAt tA + tB; 
b) t(α A) =α  tA; 
c) t(A · B) = tB · tA. 

 
Observaţie  1.1.14.: Prin inducţie matematică se poate demonstra că: 
 t(A1 · A2 · ... · An) = tAn · tAn-1 · ... · tA2 · tA1, ∀Ak 2M∈ (C), 

∈= nnk ,,1 N*. 
Definiţie  1.1.15.: O matrice A 2M∈ (C) se numeşte simetrică dacă aij = aji, 

∀ }2,1{, ∈ji , adică A = tA. Mulţimea matricelor simetrice cu elemente din C se 
notează cu S2(C). 
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Definiţei  1.1.16.: O matrice A 2M∈ (C) se numeşte antisimetrică dacă aij = –

aji, ∀ }2,1{, ∈ji , adică A = –tA. Mulţimea matricelor antisimetrice cu elemente 
din C se notează cu A2(C). 
 
Observaţie  1.1.17.: ∀M 2M∈ (C), ∃  S ∈S2(C),  A ∈  A2(C) (unice) astfel 
încât M = S + A. 
 

Definiţie  1.1.18.: Dacă A 2M∈ (C), A =  (aij) }2,1{, ∈ji , atunci conjugata 

matricei A este matricea                A  =  ( jia , ) }2,1{, ∈ji , iar adjuncta matricei A 

este matricea A* = t( A ). 
 

Definiţie  1.1.19.: Dacă A 2M∈ (C), 







=

2221

1211

aa
aa

A , atunci prin urma matriei 

A înţelegem nămărul  
Tr(A) = a11 + a22 (suma elementelor de pe diagonala principală). 
 
Proprietăţi  1.1.20. Dacă A, B 2M∈ (C) şi ∈α C, atunci: 

a) Tr (A + B) = Tr (A) + Tr (B), 
b) Tr ( Aα ) = α Tr (A), 
c) Tr (AB) = Tr (BA), 
d) Tr (A) = Tr (tA) 

Observaţie  1.1.21.: Tr (AB) ≠ Tr (A) · Tr (B). 
 

Definiţie  1.1.22.: Dacă A 2M∈ (C), 







=

2221

1211

aa
aa

A , atunci numărul 

21122211
2221

1211det aaaa
aa
aa

A −==  se numeşte determinantul matricei A. 

 
Proprietăţi  1.1.23.: 

a) det (A · B) = det A · det B, ∀A, B 2M∈ (C); 
b) det (A1 · A2 · ... · An) = det A1 · det A2 · ... · det An, ∀Ak 2M∈ (C), 

∈= nnk ,,1 N*; 
c) det (An) = (det A) n, ∀A 2M∈ (C) şi n ∈  N*; 
d) det (tA) = det A, ∀A 2M∈ (C); 
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e) det (λ A) = 2λ det A, ∀A 2M∈ (C) şi λ ∈C; 
Observaţie  1.1.24.: det (–A) = det A. 
 
Definiţie  1.1.25.: Dacă A 2M∈ (C) şi det A = 0, atunci matricea A se numeşte 
singulară, iar dacă det A ≠ 0 matricea A se numeşte nesingulară. 

Mulţimea matricelor pătratice de ordinul doi nesingulare, se notează cu 
GL2(C). 

 
Definiţie  1.1.26.: Spunem că matricea A 2M∈ (C) este inversabilă dacă există 
B 2M∈ (C) astfel încât 
A · B = B · A = I2. 

Matricea B se numeşte inversa matricei A şi se notează cu A-1. (Dacă 
există B ea este unică). 
 
Teoremă  1.1.27: Matricea A 2M∈ (C) este inversabilă dacă şi numai dacă det 
A ≠ 0 (adică A ∈  GL2(C)). 
 

Formulă  1.1.28.: Dacă A 2M∈ (C), 







=

dc
ba

A , este inversabilă, atunci 

*
1

det
1 A

A
A ⋅=− , unde 








−

−
=

ac
bd

A* şi se numşte matrice reciprocă. 

Observaţie  1.1.29.: O neconcordanţă între manualele vechi de algebră şi 
literatura de specialitate este modul de notare a matricei reciproce (greşit numită 
adjunctă). 
 
Proprietăţi  1.1.30.: Dacă A, B 2M∈ (C) sunt inversabile şi λ ∈C*, atunci: 

a) (AB)-1 = B-1 · A-1, 

b) (λ A) -1 = 
λ
1 · A-1, 

c) (tA)-1 = t(A-1), 
d) (An)-1 = (A-1) n. 

 
Observaţie  1.1.31.: Prin inducţie matematică se poate arăta că (A1 · A2 · ... · 
An)-1 = 1

1
1

2
1
1

1 ... −−−
−

− ⋅⋅⋅⋅ AAAA nn , unde Ak 2M∈ (C), ∈= nnk ,,1 N*, sunt matrice 
inversabile. 
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Definiţie  1.1.32.: Matricea A∈  GL2(C) se numeşte ortogonală dacă tA = A-1 
iar matricea A∈  GL2(R) se numeşte unitară dacă A* = A-1. 
 
Definiţie  1.1.33.: Matricele A, B 2M∈ (C) sunt asemenea dacă există C∈  
GL2(C) astfel încât B = C-1AC. Se notează A ~ B. 
 
Definiţie  1.1.34.: Matricele A, B 2M∈ (C) sunt echivalente dacă există C, D∈  
GL2(C) astfel încât  

A = CBD. Se notează A ≈ B. 
 
 

 1.2. Teorema lui Cayley-Hamilton 
 

Definiţie  1.2.1.: Fie A 2M∈ (C), 







=

dc
ba

A . 

Ecuaţia 0det)()det( 2
2 =+−=− AATrIA λλλ , unde Tr(A) = a + d (urma 

matricei A) iar det A = ad – bc, se numeşte ecuaţia caracteristică a matricei A, 
iar rădăcinile ecuaţiei se numesc valori proprii. 

 
Teoremă  1.2.2. (Cayley-Hamilton) 

Orice matrice pătratică verifică propria sa ecuaţie caracteristică, adică 
22

2 det)( OIAAATrA =⋅+⋅− , 

unde 







=

dc
ba

A 2M∈ (C). 

Demonstaţie: Cum 








++
++

= 2

2
2

)(
)(

dbcdad
dabbca

A , se verifică imediat că 

egalitatea are loc. 
   

Consecinţa  1.2.3. Dacă 







=

dc
ba

A 2M∈ (C) şi det A = ad – bc = 0, atunci An 

= (Tr A)n-1·A, ∈∀n N, 2≥n . 
Demonstraţie: Deoarece det A = ad – bc = 0, din teorema lui Cayley – 

Hamilton, rezultă că 2
2 )( OAATrA =⋅− , de unde obţinem AATrA ⋅= )(2 şi  

ATrAATrATrAAATrAAAA ⋅=⋅⋅=⋅⋅=⋅= 223 )()()()( . 
Prin inducţie matematică rezultă că ∈∀⋅= − nATrAA nn ,)( 1 N, 2≥n . 
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Consecinţa  1.2.4. Dacă A 2M∈ (C) şi Tr (A) = 0, atunci 





Ν∈+=⋅−
Ν∈=⋅−

=
kknAA

kknIA
A k

k
n

,12,)det(
,2,)det( *

2 . 

Demonstraţie: Din teorema lui Cayley – Hamilton rezultă 
22

2 )(det OIAA =+ , deci 2
2 )det( IAA ⋅−=  şi prin inducţie matematică pentru 

n par sau impar rezultă afirmaţia din enunţ. 
 

Consecinţa  1.2.5. Fie A 2M∈ (C). Să se arate că următoarele afirmaţii sunt 
echivalente: 

a) 2
2 OA = ; 

b) Există ∈n N, 2≥n astfel încât 2OAn = . 
Demonstraţie: 

a) ⇒  b)  Evident (există n = 2 astfel încât 2
2 OA = ); 

b) ⇒  a) Dacă există ∈n N, 2≥n astfel încât 2OAn = , atunci (det A)n 
= 0, de unde det A = 0 şi, conform consecinţei 1.3.3., rezultă 

ATrAAO nn ⋅== −1
2 )( , de unde 2OA = sau Tr A = 0. 

Dacă 2OA = , atunci 2
2 OA = . 

Dacă Tr A = 0, din teorema lui Cayley – Hamilton, obţinem 
2

2 OA = . 
 
 

 1.3. Determinarea puterilor naturale ale unei matrice de ordinul doi 
 

În continuare, ne propunem să găsim un procedeu pentru ridicarea unei 
matrice de ordinul doi la puterea n, ∈n N*. 

Teorema  1.3.1. Dacă 







=

dc
ba

A 2M∈ (C) şi ecuaţia caracteristică 

0)(2 =−++−=
−

−
bcadda

dc
ba

λλ
λ

λ
, are rădăcinile reale 

21,λλ , atunci există matricele B, C 2M∈ (C) astfel încât: 

(1)  




=⋅⋅+⋅
≠⋅+⋅

=
−

21
1

11

2121

,
,

λλλλ
λλλλ

CnB
CB

A nn

nn
n . 
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Demonstraţie: Evident, matricea A verifică relaţia 
22

2 det OIAATrAA =⋅+⋅− , unde Tr(A) =  a + d şi detA = ad – bc. Înmulţind 
relaţia de mai sus cu An-1, obţinem 2

11 det OAAATrAA nnn =⋅+⋅− −+ , de unde  
(*)  11 det −+ ⋅−⋅= nnn AAATrAA . 

Considerând 







=

nn

nnn

dc
ba

A şi ţinând cont de relaţia (*), obţinem: 

11 det)( −+ ⋅−= nnn aAaATra  

11 det)( −+ ⋅−= nnn bAbATrb  

11 det)( −+ ⋅−= nnn cAcATrc  
2,det)( 11 ≥⋅−= −+ ndAdATrd nnn . 

Deci, toate şirurile verifică aceeaşi relaţie de recurenţă: 
2,det)( 11 ≥⋅−⋅= −+ nxAxATrx nnn . 

Ecuaţia caracteristică fiind 0det)(2 =+− AATr λλ , cu rădăcinile 
presupuse reale, rezultă: 

- dacă 21 λλ ≠ , obţinem n
x

n
xnx 21 λβλα += , unde ∈xx βα , C. 

    Deci  n
a

n
ana 21 λβλα +=  

n
b

n
bnb 21 λβλα +=  

n
c

n
cnc 21 λβλα +=  

n
d

n
dnd 21 λβλα += , adică  

există matricele B, C 2M∈ (C), 







=

dc

baB
αα
αα

, 







=

dc

baC
ββ
ββ

astfel încât 

CBA nnn
21 λλ += . 

- dacă 21 λλ = , obţinem 1
11
−+= n

x
n

xn nx λβλα , unde ∈xx βα , C. 
    Deci  1

11
−+= n

a
n

an na λβλα  
1

11
−+= n

b
n

bn nb λβλα  
1

11
−+= n

c
n

cn nc λβλα  
1

11
−+= n

d
n

dn nd λβλα , adică  

există matricele B, C 2M∈ (C), 







=

dc

baB
αα
αα

, 







=

dc

banC
ββ
ββ

astfel încât 

CnBA nnn ⋅⋅+= −1
11 λλ . 



 21

În concluzie, orice matrice de ordinul doi de forma 







dc
ba

pentru care 

ecuaţia 0)(2 =−++− bcadda λλ  are rădăcinile reale 21,λλ , se poate pune 
sub forma din teoremă, unde matricele B şi C se determină, practic, din relaţia 
(1), făcându-l pe n egal cu 1 şi apoi egal cu 2. 
 

Teoremă  1.3.2. Dacă 







=

dc
ba

A 2M∈ (C), atunci pentru orice număr natural 

∈n N*, există două şiruri de numere complexe 1)( ≥nnx  şi 1)( ≥nny  astfel încât 
1,2 ≥∀⋅+⋅= nIyAxA nn

n . 
Demonstraţie: Folosim metoda inducţiei matematice.  
Pentru n = 1, proprietatea este adevărată, deoarece există 0,1 11 == yx  

astfel încât A = 1 · A + 0 · I2. 
Pentru n = 2, există )(2 ATrdax =+=  şi Abcady det)(2 −=−−= , astfel 

încât 2
2 )()( IbcadAdaA −−+= . 

Presupunem proprietatea adevărată pentru un număr natural 1≥n , adică 
∃  ∈nn yx , C astfel încât  2IyAxA nn

n ⋅+⋅= . Atunci, obţinem: 
=+⋅+⋅=⋅+⋅=⋅⋅+⋅=⋅=+ AyIyAxxAyAxAIyAxAAA nnnnnn

nn )()( 222
2

2
1

 
211222 )( IyAxIyxAyxx nnnnn ⋅+⋅=⋅⋅+⋅+⋅= ++ ,  unde (1) 

nnnnn yxTrAyxxx +=+=+ )(21  şi (2) nnn xAxyy ⋅−==+ det21 . Deci, 
1,2 ≥∀⋅+⋅= nIyAxA nn

n . 
Din relaţiile (1) şi (2) rezultă xn şi yn. Astfel, din (2) rezultă 

1det −⋅−= nn xAy , care înlocuit în (1), obţinem 0det 11 =⋅+⋅− −+ nnn xAxTrAx , 
care are ecuaţia caracteristică 0det2 =+− ATrAλλ . Dacă ecuaţia de mai sus 
are rădăcini reale, atunci 

nn
nx 21 βλαλ += , dacă  21 λλ ≠  şi  

1
11
−+= nn

n nx λβαλ dacă 21 λλ = , 
după care rezultă expresia lui yn.  
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 1.4. Determinarea şirurilor date prin sisteme recursive, recurente 
omografice şi ecuaţii diofantice de tip Pell 

 
 1.4.1. Determinarea şirurilor date prin sisteme recursive 

 
Fie şirurile de numere reale 0)( ≥nnx , 0)( ≥nny  definite prin sistemul de 

relaţii de recurenţă: 

(1) 




+=
+=

+

+

nnn

nnn

dycxy
byaxx

1

1 , unde ∈n N iar a, b, c, d, x0, y0 sunt numere 

reale date. 
Sistemul (1) poate fi scris sub formă matriceală astfel:  









⋅







=









+

+

n

n

n

n

y
x

dc
ba

y
x

1

1 sau (2) 0,
1

1 ≥∀







=









+

+ n
y
x

A
y
x

n

n

n

n , unde 









=

dc
ba

A . 

Dând , în relaţia (2), lui n valorile 0,1,2,...,n-1 obţinem: 









=








==








=








=







 +

−

−

+

+

0

01

1

1

1

12

1

1 ...
y
x

A
y
x

A
y
x

A
y
x

A
y
x nn

n

n

n

n

n

n . 

Deci 0,
0

0 ≥∀







=








n

y
x

A
y
x n

n

n şi problema revine acum la aflarea formei 

generale a lui An. 
 

Observaţii  1.4.2.: 
1. Dacă 0det4)( 2 ≤−=∆ ATrA , atunci metoda expusă aici devine 

eficientă pentru aflarea şirurilor 0)( ≥nnx şi 0)( ≥nny ; 
2. Pentru a calcula An se poate folosi ecuaţia caracteristică: 

22
2 det OIAATrAA =⋅+⋅− , A 2M∈ (R). 

 
 1.4.3. Determinarea şirurilor date prin recurenţe omografice 
 

Definiţie  1.4.4.: Funcţia f: R - 






−

c
d

→  R, 
dcx
baxxf

+
+

=)( , a, b, c, d ∈R, c ≠  

0, se numeşte funcţie omografică, iar 







=

dc
ba

M f  se numeşte matricea 

ataşată funcţiei f. 
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Proprietate  1.4.5.: Dacă f şi g sunt funcţii omografice, atunci pe mulţimea 
D⊂R pe care sunt definite funcţiile gf o şi ∈= nffff

orin

n ,...
4434421
ooo N*, funcţiile 

gf o şi nf  sunt omografice şi avem relaţiile: 

gfgf MMM ⋅=o , 

∈= nMM n
ff n ,)( N*. 

Demonstraţie: 

Fie f: R - 






−

c
d

→  R,  g: R - 






−

'
'

c
d

→  R, 

dcx
baxxf

+
+

=)( ,
''
'')(

dxc
bxaxg

+
+

=  funcţii omografice şi 







=

dc
ba

M f , 









=

''
''

dc
ba

M g  matricele ataşate celor două funcţii. 

Atunci, pe mulţimea D⊂R, pe care există compunerea gf o , avem: 

'')''(
'')''(

''
''
''
''

)(
)())(())((

ddcbxdcca
bdabxbcaa

d
dxc
bxac

b
dxc
bxaa

dxcg
bxagxgfxgf

+++
+++

=
+

+
+

⋅

+
+
+

⋅
=

+
+

==o , 

tot o funcţie omografică şi 

gfgf MM
dc
ba

dc
ba

ddcbdcca
bdabbcaa

M ⋅=







⋅







=








++
++

=
''
''

''''
''''

o . 

Egalitatea a doua se demonstrează prin inducţie matematică. 
 
 

Definiţie  1.4.6.: Un şir recurent definit printr-o recurenţă de forma 
)(1 nn xfx =+ , unde f este o funcţie omografică, se numeşte recurenţă 

omografică. 
Observaţia  1.4.7.: Ca recurenţa să definească un şir e necesar ca 

∈∀≠+ ndcxn ,0 N. 
 
Proprietate  1.4.8.: Dacă 0),(1 ≥∀=+ nxfx nn , atunci  

)( 0xfx n
n = , unde ))(...()( 00 xfffxf

orin

n

4434421
ooo=  
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Demonstraţie:  
Pentru demonstraţie se foloseşte metoda inducţiei matematice. 

Într-adevăr, fie f: R - 






−

c
d

→  R, 
dcx
baxxf

+
+

=)( . Dacă )(1 nn xfx =+ , 

rezultă 0,1 ≥∀
+
+

=+ n
dcx
baxx

n

n
n  şi atunci

dcx
baxxfx

+
+

==
0

0
01 )( , adică lui x1 i se 

ataşează matricea 







=

dc
ba

A , iar 

2
0

0
2

0

0

0

0

1

1
12 )(

)()()(
dbcxdac
dabxbca

d
dcx
baxc

b
dcx
baxa

dcx
baxxfx

+++
+++

=
+

+
+

⋅

+
+
+

⋅
=

+
+

==  şi 










++
++

= 2

2
2

)(
)(

dbcdac
dabbca

A , adică lui x2 i se ataşează matricea A2. 

Presupunând că lui 
nn

nn
n dxc

bxax
+
+

=
0

0  i se asociază matricea 









=








=

nn

nn
n

n

dc
ba

dc
ba

A , avem  

)()(
)()()(

0

0

0

0

0

0

1
nnnn

nnnn

nn

nn

nn

nn

n

n
nn ddcbxdcca

bdabxbcaa

d
dxc
bxac

b
dxc
bxaa

dcx
baxxfx

+++
+++

=
+

+
+

⋅

+
+
+

⋅
=

+
+

==+  şi  









++
++

=







⋅







=⋅=⋅=+

nnnn

nnnn

nn

nnnnn

ddcbdcca
bdabbcaa

dc
ba

dc
ba

AAAAA 1 , 

obţinem că lui xn+1 i se asociază matricea An+1. 

Rezultă că 
nn

nn
n dxc

bxax
+
+

=
0

0  şi căruia i se asociază matricea 

n

nn

nnn

dc
ba

dc
ba

A 







=








= . 

Deci, pentru a calcula pe xn în funcţie de x0, este suficient să calculăm pe 
An. 
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Observaţie  1.4.9.: Şirul 0)( ≥nnx  poate fi definit cu anumite condiţii asupra 
teremnului iniţial x0. Din expresiile matricei An deducem condiţiile de existenţă 
a şirului recurent ∈∀≠+ ndxc nn ,00 N  sau  

∈−≠ n
c
dx

n

n ,0 N. 

Se determină mulţimea 








∈−= Nn
c
dS

n

n  şi atunci condiţia este ∈0x R \ S. 

 
 1.4.10. Ecuaţii diofantice de tip Pell 

 
Fie ∈d N, 2≥d  un număr liber de pătrate ( ∉d Q). 

Definiţie  1.4.11.: Ecuaţia diofantică 1: 22 =− dyxP , unde ∈yx, Z se numeşte 
ecuaţia lui Pell. 

 
În cele ce urmează vom rezolva în numere întregi ecuaţia lui Pell. 

Observaţie  1.4.12.: 
1). Perechile (–1, 0), (1, 0) sunt soluţii ale ecuaţie P şi se numesc soluţii 

banale. 
2). Dacă (x, y) este soluţie a ecuaţiei P, atunci şi (-x, y), (x, –y), (–x, –y) sunt 

soluţii ale ecuaţiei. 
Deci, pentru a rezolva ecuaţia lui Pell, este sufficient să-i aflăm soluţiile în 

mulţimea numerelor naturale ( ∈),( yx N x N, (x, y) ))0,1(≠ . 

Fie perechea ∈),( yx N x N căreia îi ataşăm matricea 







=

xy
dyx

A yx,  

pentru care 1det 22
, =−= dyxA yx . Dacă notăm cu SP mulţimea soluţiilor 

ecuaţiei lui Pell, atunci PSyx ∈),(  dacă şi numai dacă 1det , =yxA , iar (x, y) ≠  
(1,0) dacă şi numai dacă 2, IA yx ≠ . 

Dacă PSyx ∈),( 00 , )0,1(),( 00 ≠yx , atunci 1det
00 , =yxA , de unde rezultă 

1det
00 , =n

yxA . 

Fie 







=

nn

nnn
yx xy

dyx
A

00 ,  cu 122 =− nn dyx şi dacă 







=

++

+++

11

111
, 00

nn

nnn
yx xy

dyx
A , 

atunci  
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







++
++

=







⋅







=⋅=+

nnnn

nnnn

nn

nn
yx

n
yx

n
yx ydyxxyxxy

yxxydydyxx
xy

dyx
xy

dyx
AAA

0000

0000

00

00
,,

1
,

)(
000000

 iar  
1detdet)det(det

0000000000 ,,,,
1
, =⋅=⋅=+

yx
n

yxyx
n

yx
n

yx AAAAA . 
Rezultă  nnn ydyxxx 001 +=+  
  nnn yxxyy 001 +=+  sau  

(1)   1010 −− += nnn ydyxxx  
(1’)  1,1010 ≥+= −− nyxxyy nnn , cu x0, y0 daţi astfel încât (x0, y0) ≠  (1,0). 

Dacă ∈),( 00 yx N x N, atunci şi ∈),( nn yx N x N, cu alte cuvinte, dacă (x0, 
y0) este soluţie a ecuaţiei Pell, atunci şi (xn, yn) este soluţie a ecuaţiei Pell. 

Relaţiile de recurenţă (1) şi (1’) pot fi scrise marticeal 









⋅







=









−

−

1

1

00

00

n

n

n

n

y
x

xy
dyx

y
x

 sau  









⋅








=









0

0

00

00

y
x

xy
dyx

y
x n

n

n , iar de aici, folosind ecuaţia 

caracteristică pentru aflarea lui 
n

xy
dyx










00

00 , rezultă: 

(*) 
( ) ( )

( ) ( ) ,0,
2

1
2
1

1

00

1

00

1

00

1

00

≥



 −−+=





 −++=

++

++

ndyxdyx
d

y

dyxdyxx
nn

n

nn

n
 

şi luând soluţia (x0, y0) minimă nebanală (cu x0 minim dacă şi numai dacă y0 
minim) obţinem că 
 { } SyxyxyxyxS nnnnnnnnP =−−−−−⊂ ),(),,(),,(),,(),0,1(),0,1( . 

Vom arăta reciproca, PSS ⊂ . 
Dacă ∈),( yx S ∩ N x N, (x, y) ≠  (1,0), definim yxAB ,= şi BAB ⋅= −1

1  

cu 







=

00

00
, 00 xy

dyx
A yx , unde (x0, y0) este soluţia minimă. Rezultă 1det 1 =B şi 









=

''
''

1 xy
dyx

B , unde 




+−=
−=

yxxyy
ydyxxx

00

00

'
'

, din care se deduce că yyxx << ',' dacă 

(x, y) ≠  (1,0) şi ∈)','( yx  N x N. Continuând găsim 2
1

31
1

2 , BABBAB ⋅=⋅= −− , 
..., 21

1 IBAB kk =⋅= −
− şi mergând înapoi rezultă 1

,, 00

−= k
yxyx AA , adică PSyx ∈),( . 
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Exerciţiu  1.4.13.: Să se afle soluţia generală în Z x Z a ecuaţiei diofantice 

12 22 =− yx . 
Fie (x0, y0) = (3,2) soluţia pozitivă minimă a ecuaţiei, diferită de soluţiile 

banale (1,0) şi (–1,0). 
Ecuaţia dată are deci o infinitate de soluţii date de (*) în care vom înlocui 

2,3 00 == yx  şi d = 2. 
Obţinem: 

( ) ( ) 



 −++=

++ 11
223223

2
1 nn

nx  

( ) ( ) ,0,223223
22

1 11
≥



 −−+=

++
ny

nn

n iar  

{ } { })0,1(),( ±∪∈±±= NnyxS nnP . 
 

Observaţie  1.4.14.: Soluţiile ecuaţiei Pell, pot fi utilizate în aproximarea 
radicalilor numerelor naturale care nu sunt pătrate perfecte. Într-adevăr, dacă 

1),( ≥nnn yx sunt soluţii ale ecuaţiei 122 =− dyx , atunci  

dyx
dyx

nn
nn +

=−
1  deci  

22

11
)(

1

nnnnnn

n

yyddyxy
d

y
x

<<
+

=− , de unde rezultă 

d
y
x

n

n

n
=

∞→
lim , adică fracţiile 

n

n

y
x  aproximează pe d cu o eroare mai mică 

decât 2
1

ny
. 

 
 1.4.15. Ecuaţia 122 =− byax , ( ∈ba, N*). 

 
Observaţie: Această  ecuaţie este mai generală decât ecuaţia lui Pell, 

122 =− dyx . 
 
Proprietate  1.4.16.: Dacă ∈= kkab ,2 N, k > 1, atunci ecuaţia 122 =− byax nu 
are soluţii în numere naturale. 
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Demonstraţie:  
Într-adevăr, presupunem că ecuaţia dată ar avea o soluţie în numere 

naturale (x0, y0), atunci 12
0

2
0 =− byax , adică a şi b sunt prime între ele. Urmează 

că egalitatea 2kab =  implică 2
2

2
1 , kbka == , unde ∈= 2121 ,, kkkkk N*. 

Ecuaţia devine 122
2

22
1 =− ykxk  sau 1))(( 2121 =+− ykxkykxk , adică 

11 2121 =−=+< ykxkykxk , ceea ce este imposibil. 
Vom numi rezolventa Pell a ecuaţiei 122 =− byax , ecuaţiea 

122 =− abvu şi vom demonstra următoarea: 
 

Proprietate  1.4.17.: Dacă ecuaţia 122 =− byax , are o soluţie nebanală în 
numere naturale, atunci ea are o infinitate de soluţii în numere naturale. 

Demonstraţie: 
Fie (x0, y0), ∈00 ,yx N* o soluţie a ecuaţiei 122 =− byax . Deoarece ab nu 

este pătrat perfect, conform teoremei demonstrate mai sus, rezultă că rezolventa 
Pell are o infinitate de soluţii în numere naturale, date de formulele (*). 

Notăm cu (un, vn), ∈n N, soluţia generală a rezolventei Pell 122 =− abvu . 
Atunci ∈nyx nn ),,( N, unde nnnnnn vaxuyyvbyuxx 0000 , +=+= sunt soluţii ale 
ecuaţiei ∈∀=− nbyax ,122 N, deoarece  

∈∀=−−=+−+=− nabvubyaxvaxuybvbyuxabyax nnnnnnnn ,1))(()()( 222
0

2
0

2
00

2
00

22

N, adică ecuaţia 122 =− byax  are o infinitate de soluţii. 
 

Proprietate  1.4.18. Soluţia generală a ecuaţiei 122 =− byax  este 
∈nyx nn ),,( N, unde nnn bBvAux += , nnn aAvBuy += ,(un, vn), ∈n N, fiind 

soluţia generală a rezolventei Pell, iar (A,B), A,B ∈N, cea mai mică soluţie a 
ecuaţiei considerate. 

Demonstraţie: 
Am arătat mai sus, că dacă (un, vn), ∈n N, este soluţia generală a 

rezolventei Pell, atunci ∈nyx nn ),,( N, sunt soluţii ale ecuaţiei 122 =− byax . 
Reciproc, arătăm că dacă ∈nyx nn ),,( N, sunt soluţii ale ecuaţiei 

122 =− byax , atunci (un, vn), ∈n N, unde nnn bByaAxu −= , nnn AyBxv −= , 
sunt soluţii ale rezolventei Pell, 122 =− abvu . 

Într-adevăr 
∈∀=−−=−−−=− nbyaxbBaAAyBxabbByaAxabvu nnnnnnnn ,1))(()()( 22222222

N, propoziţia fiind astfel demonstrată. 
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În cazul particular b = 1, metoda expusă mai sus oferă rezolvarea ecuaţiei 
122 =− ydx , pe care o vom numi ecuaţia Pell conjugată.  

Prin urmare, soluţia generală a ecuaţiei Pell conjugate este ∈nyx nn ),,( N, 
unde: 

nnnnnn DAvBuyBvAux +=+= , , 
(A,B) fiind cea mai mică soluţie a ecuaţiei 122 =− yDx , iar (un, vn), ∈n N 
soluţiile ecuaţiei lui Pell 122 =− dvu . 

 
Observaţie  1.4.19.: Şirurile 0)( ≥nnx , 0)( ≥nny  definite recursiv prin relaţiile de 

mai sus, verifică identitatea [ ] ∈∀= nxdy nn , N. 
Într-adevăr, ∈nyx nn ),,( N fiind soluţia generală a ecuaţiei Pell conjugate, 

122 =− ydx , avem ( )( ) 1=−+ nnnn yxdyxd . 

Dar ∈nn yx , N*, ∈∀n N şi deci 1>+ nn yxd . Prin urmare 

10 <−< nn yxd , de unde  

1+<< nnn yxdy , adică [ ] ∈∀= nxdy nn , N. 
 

Exerciţiu  1.4.20.: Să se afle soluţia generală în N x N  a ecuaţiei 
156 22 =− yx . 

Cea mai mică soluţie a ecuaţiei este (1,1). Rezolventa Pell este ecuaţia 
130 22 =− vu , care are cea mai mică soluţie (11,2). Ţinând seama de (*), găsim 

soluţia generală a rezolventei Pell (un, vn), ∈n N, nnn vuu 60111 +=+ , 
2,11,211 111 ==+=+ vuuvv nnn . 

Folosind ultima proprietate demonstrată, obţinem soluţia generală a 
ecuaţiei 156 22 =− yx , ∈nyx nn ),,( N, nnnnnn vuyvux 6,5 +=+= , iar forma 
explicită este (din (*)): 

nn
nx )30211(

12
306)30211(

12
306

−
−

++
+

= , 

nn
ny )30211(

12
305)30211(

12
305

−
−

++
+

= . 
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 1.5. Ecuaţii matriceale binome în M2(C) 
 

Definiţie  1.5.1.: Ecuaţia matriceală AX n = , unde A 2M∈ (C) este o matrice 
dată, ∈n N, 2≥n , un număr natural fixat, iar X 2M∈ (C) este o matrice 
necunoscută, se numeşte ecuaţie matriceală binomă. 

În majoritatea metodelor de rezolvare ale ecuaţiilor matriceale binome se 
folosesc următoarele rezultate: 

1). Dacă X 2M∈ (C) şi det X = 0, atunci 2,)( 1 ≥= − nXtX n
X

n , iar Xt  este 
urma matricei X; 

2). Dacă AX n = , atunci AX =XA; 
3). Dacă A 2M∈ (C), 2aIA ≠ , pentru orice ∈a C, atunci matricele X 

2M∈ (C) care comută cu A sunt de forma 2IAX βα += ; 

4). Dacă X 2M∈ (C), 







=

dc
ba

X , atunci 0)()( 2
2 =−++− IbcadXdaX  

),( bcadddat xx −=+= ; 
5). Dacă există 2≥n  astfel ca OX n =  atunci OX =2 . 
6). Dacă valorile proprii ale matricei A 2M∈ (C) sunt distincte )( 21 λλ ≠ , 

atunci există o matrice P nesingulară (matrice de pasaj) astfel ca 









=⋅⋅−

2

11

0
0
λ

λ
PAP  

Primele cinci rezultate au fost justificate anterior, vom justifica afirmaţia 
6). 

Dacă 1λ , 2λ  sunt valorile proprii ale matricei A, atunci: 
0))(( 2221 =−− IAIA λλ , iar matricele 21IA λ−  şi 22IA λ−  au determinanţii 

zero, deci există 21, XX 2M∈ (C), 0,0 21 ≠≠ XX  astfel încât 111 XAX λ= , 

222 XAX λ= . 
 

Dacă 







=








=

22

21
2

12

11
1 ,

x
x

X
x
x

X , arătăm că matricea 









==

2212

2111
21 ),(

xx
xx

XXP  este inversabilă. 

Dacă prin absurd coloanele ar fi proporţionale ∈= αα ,21 XX C*, am 
avea: 
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0)( 2212122212212111 =−⇔=⇔=⇔=⇔= XXXXAXXXAXAX λλααλαλαλααλαλ
 deci 21 λλ = , contradicţie. 

Avem AJPXXXXXXAAP ⋅=







===

2

1
21221121 0

0
),(),(),(

λ
λ

λλ , deci 









==⋅⋅−

2

11

0
0
λ

λ
AJPAP . 

În continuare vom prezenta câteva cazuri de ecuaţii matriceale binome. 
1. Ecuaţia AX n = , 2≥n , A 2M∈ (C) şi det A = 0. 

Rezolvare: 
Din AX n =  rezultă 0det)(det == AX n , deci det X = 0 şi din 1) rezultă 

XtX n
X

n 1)( −= , unde Xt  este urma matricei X. Se obţine AXt n
X =−1)( , în care 

egalând urmele, obţinem AX
n

X ttt =⋅−1)(  sau A
n

X tt =−1)( . 
1.1. Dacă urma matricei A este 0≠At  (din 4), 02 ≠A ), atunci A

n
X tt =)(  

dă urmele matricei X, adică { }nX tttt ,...,, 21∈ , unde nttt ,...,, 21  sunt rădăcinile de 
ordinul n ale lui At  )...( 21 A

n
n

nn tttt ==== . 
În concluzie, pentru A 2M∈ (C), 02 ≠A  şi det A = 0, ecuaţia AX n =  are 

în 2M (C), n soluţii: 

nkA
t

t
t

X
A

kn
k

k ,1,11
1 === −  unde nttt ,...,, 21  sunt rădăcinile 

ecuaţiei algebrice A
n
x tt =  ( At  fiind urma matricei A). 

Exemplu  1.5.2. Să se rezolve ecuaţia: 






 −−
=

21
214X . 

Soluţie: 

Avem 






 −−
=

21
21

A , det A = 0, tr A = 1, 14 =t , { }iit −−∈ ,,1,1 . Soluţiile 

sunt: iAXAX ±=±= ,  .  
 

1.2. Dacă urma matricei A este At  = 0, atunci 02 =A  şi din AX n = , rezultă  
022 == AX n , iar din 5) rezultă 02 =X . 

În concluzie pentru A ≠ 0 şi 02 =A  ecuaţia AX n = , nu are soluţii (pentru 
2≥n ). 
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Dacă A = 0, din OX n =  rezultă ecuaţia OX =2  ceea ce, notând 









=

dc
ba

X  conduce la sistemul de ecuaţii pătratice 











=+
=+
=+
=+

0
0)(
0)(
0

2

2

bcd
dac
dab
bca

, cu soluţiile 















−−= a
b
a

ba
X ba

2
, , ∈a C, ∈b C* şi 








=

0
00

c
X c , ∈c C. 

Exemple  1.5.3.: 

1). Să se arate că ecauţia 







=

00
10nX  nu are soluţii pentru 2≥n . 

Soluţie: 
Ridicând la pătrat obţinem 02 =nX , deci 02 =X  şi cum 0≥n , 









≠=

00
10

0nX . 

2). Să se determine  matricele 2M
dc

ba
X ∈








−−

= (R) unde a, b, c, d sunt 

numere prime şi 02 =X . 
Soluţie: 

Din soluţia generală 













−−= a
b
a

ba
X ba

2
,  şi condiţia 

b
a2

 să fie prim, 

rezultă a = b. Deci, soluţiile sunt ∈







−−

=







−−

= pp
pp

pp
X ,

11
11

N* cu p 

număr prim. 
 

2. Ecuaţia ∈= aaIX n ,2 C*, X 2M∈ (C), 2≥n . 
Rezolvare: 
Să observăm că dacă X este soluţie, atunci pentru orice matrice inversabilă 

P 2M∈ (C), matricea PXPX P ⋅⋅= −1  este de asemenea soluţie. Într-adevăr, 
=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅= −−− PXPPXPPXPX n

P
111 ...  22

11 aIPaIPPXP n =⋅⋅=⋅⋅= −− . 
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2.1. Dacă valorile proprii ale matricei X sunt distincte, atunci conform 

observaţiilor iniţiale ( 6) ) rezultă că există 







=

2

1

0
0
λ

λ
PX  şi ecuaţia devine: 









=








a

a
n

n

0
0

0
0

2

1

λ
λ

 cu soluţiile { }naaa ,...,,, 2121 ∈λλ , rădăcinile de ordinul n 

ale lui a. 
În concluzie, o parte din soluţiile ecuaţiei 2aIX n =  sunt 

1

0
0 −⋅







⋅= P

a
a

PX
j

i  (*) unde ji aa ,  sunt rădăcinile arbitrare ale ecuaţiei 

axn =  iar P 2M∈ (C) o matrice nesingulară arbitrară. 
 

2.2. Dacă valorile proprii ale matricei X sunt egale λλλ == 21 , atunci din 
4), rezultă 0)( 2

2 =− IX λ  şi notând 2IXY λ−= , rezultă YIX += 2λ  cu 
02 =Y . Avem BnIX nnn 1

2
−+= λλ  şi ecuaţia 2aIX n = , devine 

2
1

2 aIBnI nn =+ −λλ   sau 2
1 )( IaBn nn λλ −=− . 

Din a ≠  0 rezultă 0≠λ  şi din nn

n

I
n
aBB 1

2 ,0 −

−
==

λ
λ  rezultă B = 0 şi 

na λ= , deci 2IaX i= . În concluzie, soluţiile sunt de forma (*) (fără condiţia 

ji aa ≠ ). 
 
 

3. Ecuaţia AX n =  în care valorile proprii ale matricei A sunt 1λ , 2λ  
distincte. 

Rezolvare: 
Dacă valorile proprii ale lui X sunt 21,µµ , atunci 11 λµ =n , 22 λµ =n  deci 

21 µµ ≠ . Dacă P este matricea nesingulară pentru care 







=⋅⋅−

2

11

0
0
λ

λ
PAP , 

atunci înmulţind în relaţia AX n =  cu P–1 la stânga şi P la dreapta, rezultă 









=⋅⋅−

2

11

0
0

)(
λ

λnPXP  sau 







=

2

1

0
0
λ

λn
PX  sau 








=









2

1

2

1

0
0

0
0

λ
λ

µ
µ n

, deci 
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11 λµ =n , 22 λµ =n . Soluţiile sunt de forma 1

0
0 −⋅







⋅= PPX

β
α

, unde 1λα =n , 

2λβ =n  şi P 2M∈ (C) este  matrice nesingulară. 
Observaţie  1.5.4.: O altă metodă de rezolvare se bazează pe observaţiile 2) şi 
3). 

 
4. Dacă ∈≠ aaIA ,2 C, atunci din XA = AX, rezultă că matricele X care 

verifică ecuaţia AX n =  sunt de forma 2IAX βα += . Valorile proprii ale 
matricei X sunt βαλµ += 11 , βαλµ += 22 , unde 1λ , 2λ  sunt valorile proprii 
ale matricei A. Valorile proprii ale matricei nX  sunt n

1µ  şi n
2µ  şi se obţin 

11 )( λβαλ =+ n , 22 )( λβαλ =+ n . Ultimele două relaţii le privim ca sistem în 
necunoscutele βα , . 

Avem 




⋅=+
⋅=+

p

k

ελβαλ
ελβαλ

22

11 , unde pk εε ,  sunt rădăcini de ordin n ale unităţii.  

Se obţine: 

21

21

21

21

)(
λλ
εελλ

β

λλ
ελελ

α

−

−
=

−

−
=

kp

pk

, dacă 21 λλ ≠ . 

 
În continuare, vom demonstra că : Rezolvarea ecuaţiei de gradul al doilea 

AcIbXaX =++ 2
2 , unde ∈cba ,, R, 0≠a , 042 ≥− acb  şi A 2M∈ (C) se 

reduce la rezolvarea unei ecuaţii binome. 
Demonstraţie: 
Într-adevăr, ecuaţia dată se poate scrie sub forma: 

⇔=++ A
a

I
a
cX

a
bX 1

2
2  22

22

2 4
1

2
I

a
c

a
bA

a
I

a
bX 








−+=






 +⇔ . Cu notaţiile 

22
I

a
bXY +=  şi 22

2

4
41 I

a
acbA

a
B −

+= , ecuaţia devine BY =2 , adică o ecuaţie 

binomă. 
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1.6. Probleme rezolvate (1.1) 
 

    R1.2.1. Să se determine toate matricele care comută cu matricea 







=

43
21

A . 

Soluţie: 

Fie 







=

dc
ba

X astfel încât A ·X = X ·A. Rezultă 









⋅







=








⋅







43
21

43
21

dc
ba

dc
ba

sau 











+=+
+=+
+=+
+=+

dcdb
dcca
badb

baca

4243
343
422

32

 sau 




=−
=

bad
bc

3)(2
32

, de unde rezultă 











+=
=
=
=

yxd
yc
yb
xa

3
3
2

, deci 

=







+

=
yxy

yx
X

33
2

 

 
2)( IyxyA −+= . 

 
   R1.2.2. Fie A 2M∈ (C) şi mulţimea { 2)( MXAC ∈= (C) }XAAX = . Să se 
arate că : 

a). Dacă ∈= kkIA ,2 C, atunci 2)( MAC = (C); 
b). Dacă ∈≠ kkIA ,2 C, atunci { ∈+= βαβα ,)( 2IAAC C }. 

Soluţie: 
a). Evidentă; 

b). Fie 







=

dc
ba

A  şi 







=

tz
yx

X . Atunci, din AX = XA, rezultă: 











+=+
+=+
+=+
+=+

tdzbdtcy
tczadzcx
ydxbbtay
ycxabzax

 sau 








−=−
−=−

=

)()(
)()(

txcdaz
txbday

cybz
. Dacă b = 0, se 

ajunge la o contradicţie cu ipoteza. Rezultă ∈=
−
−

== αα ,
ad
xt

c
z

b
y C, de unde 

αby = , αcz = , )( axdt αα −+= . 
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Fie βα =− ax , atunci 











+=
=
=

+=

βα
α
α

βα

dt
cz
by
ax

 şi 

210
01

IA
dc
ba

dc
ba

X βαβα
βαα

αβα
+=








+








=








+

+
= . 

 
   R1.2.3. Să se determine toate matricele A 2M∈ (C) pentru care 2

2 OA = . 
Soluţie: 

Fie 







=

dc
ba

A . Din egalitatea 2
2 OA = , obţinem sistemul: 











=+
=+
=+
=+

0
0)(
0)(
0

2

2

dbc
dac
dab
bca

 

Dacă a + d ≠ 0, atunci b = c = 0 şi 022 == da , de unde rezultă că a = d 
= 0, fals, căci a + d ≠ 0. 

Deci, a + d = 0 şi atunci d = –a iar din egalitatea 02 =+ bca , 

 - dacă b = 0, rezultă a = 0 şi deci 







=

0
00

c
A , c∈C, arbitrar. 

 - dacă b ≠ 0, putem scrie 
b
ac

2

−=  şi atunci 













−−= a
b
a

ba
A 2 , a, b∈C, 

b ≠ 0. 
Observaţie: O matrice A 2M∈ (C) cu proprietatea că există n∈N* astfel 

încât 2OAn =  se numeşte matrice nilpotentă. (Am determinat toate matricele 
de ordinul doi nilpotente). 

 
   R1.2.4. Să se determine toate matricele A 2M∈ (C) pentru care 2

2 IA = . 
Soluţie:  

Fie 







=

dc
ba

A . Din egalitatea 2
2 IA = , rezultă sistemul:











=+
=+
=+
=+

1
0)(
0)(
1

2

2

dbc
dac
dab
bca

 

Dacă a + d ≠ 0, atunci b = c = 0 şi deci 122 == da , de unde rezultă că 
1±=a , 1±=d . Cum  
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a+d≠0, obţinem a = 1, d = 1 sau a = –1, d  = –1 şi 210
01

IA =







= , 

210
01

IA −=







−

−
= . 

Dacă a + d = 0, atunci d = –a. Dacă b = 0, obţinem 122 == da şi atunci 

A are forma 






−
=

1
01

c
A  sau 








−

=
1

01
c

A  cu c∈C, arbitrar. 

Dacă b ≠  0, avem că 
b
ac

21−
= şi atunci matricea A are forma 















−
−= a
b
a

ba
A 21 , a, b∈C. 

Observaţie: O matrice A cu proprietatea că 2
2 IA = , se numeşte matrice 

involutivă, ce corespunde unei simetrii în plan. 
 

   R1.2.5. Să se determine toate matricele A 2M∈ (C) cu proprietatea AA =2 . 
Soluţie: 

Fie 







=

dc
ba

A . Din egalitatea AA =2 , rezultă sistemul:











=+
=+
=+
=+

ddbc
cdac
bdab
abca

2

2

)(
)(

 

sau 











=−+−
=−+
=−+

=+

0)1)((
0)1(
0)1(

2

daba
dac
dab

abca

 

Dacă a + d – 1 ≠  0, atunci b = c = 0, a = d { }1,0∈ . Deci A = O2 sau A = 
I2. 

Dacă a + d – 1 = 0, rezultă abca =+2 . Dacă b ≠  0, atunci 
b

aac
2−

=  şi 















−
−= a
b

aa
ba

A 1
2  cu  
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a ∈R, b ∈R*. Dacă b= 0, atunci a = 0 sau a = 1 şi atunci 







=

1
00

c
A , c∈R 

sau 







=

0
01

c
A , c∈R. 

Observaţie: O matrice A cu proprietatea AA =2  se numeşte matrice 
idempotentă. O astfel de matrice corespunde aplicaţiilor de proiecţie în plan. 

 
   R1.2.6.  Fie S2(C) = { A 2M∈ (C) │ A = tA } şi A2(C) = { A 2M∈ (C) │ A −=  
tA }. Să se arate că: 

a) A, B ∈S2(C), atunci A + B ∈S2(C),   A, B ∈A2(C), atunci A + B 
∈A2(C); 

b) A ∈S2(C) ∩A2(C), rezultă A = O2; 
c) ∀M 2M∈ (C), există S ∈S2(C) şi A ∈A2(C) unice, astfel încât M = S + 

A. 
Soluţie: 
a). Fie A, B∈S2(C), atunci A = tA, B = tB şi A + B =  tA + tB = t(A + B), 

adică A + B∈S 2(C). 
     Fie A, B∈A2(C), atunci A −=  tA, B −=  tB şi A + B −=  ( tA + tB) −=  

t(A + B), adică  
A + B∈A2(C); 

b). Fie  A ∈S2(C) ∩A2(C), atunci A = tA şi A −=  tA. Rezultă A −= A, de 
unde A = O2; 

c). Pentru M 2M∈ (C), există 
2
1

=S (M + tM) şi 
2
1

=A (M – tM), unice, 

astfel încât M = S + A. 
 

   R1.2.7. Se dă matricea 







−

=
ab
ba

A 2M∈ (R). Să se arate că următoarele 

afirmaţii sunt echivalente: 
a) Există n∈N* astfel încât 2IAn = ; 
b) Există q ∈Q* astfel încât ππ qbqa sin,cos == . 

Soluţie: 
a). ⇒  b) Presupunem că există n∈N* astfel încât 2IAn = . Trecând la 

determinanţi obţinem  
(det A)n = 1 şi cum det A = 022 ≥+ ba  deducem că 1det 22 =+= baA , ceea ce 
arată că există t∈R astfel încât a = cos t, b = sint t. 
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Deci, 







−

=
tt
tt

A
cossin
sincos

şi atunci ∈∀







−

= k
ktkt
ktkt

Ak ,
cossin
sincos

N*, 

ceea ce arată că 2IAn = dacă şi numai dacă 







=








− 10

01
cossin
sincos

ntnt
ntnt

. De 

aici rezultă că cos nt = 1 şi sin nt = 0, adică nt = ∈pp ,2 π Z, de unde deducem 

ππ q
n
pt ==

2 , unde ∈=
n
pq 2 Q şi prin urmare ππ qbqa sin,cos == . 

b). ⇒  a) Fie ππ qbqa sin,cos ==  cu q ∈Q, adică 
v
uq =  cu u∈Z şi 

v∈N*. Putem scrie 
v
uq

2
2

=  şi atunci 
















−
=

v
u

v
u

v
u

v
u

A

2
2cos

2
2sin

2
2sin

2
2cos

ππ

ππ

. Rezultă 

imediat că 2
2 IA v = şi deci luând n = 2v∈N*, deducem că 2IAn = . 

 
 
Probleme rezolvate (1.2) 

 

   R1.4.1. Fie 







=

dc
ba

A  unde a, b, c, d ∈R, a + d ≠  0. Să se arate că 

B 2M∈ (R) comută cu A dacă şi numai dacă comută cu A2. 
Soluţie: 
Din teorema lui Cayley – Hamilton, 22

2 det)( OIAAdaA =⋅++− , prin 
înmulţire la dreapta şi respectiv la stânga cu B se 
obţine: 2

2 det)( OABABdaBA =++−  şi 2
2 det)( OABBAdaBA =++− . 

Scăzând cele două relaţii obţinem: ))((22 ABBAdaBABA −+=− şi de 
aici rezultă imediat concluzia cerută. 

 
   R1.4.2. Arătaţi că pentru orice matrice A, B 2M∈ (R), există ∈λ R astfel 
încât 2

2)( IBAAB λ=− . 
Soluţie: 
Dacă în relaţia lui Cayley – Hamilton, 22

2 det)( OIXXXTrX =⋅+⋅− , 
X 2M∈ (C), alegem X = AB – BA, obţinem: 

22
2 )det()()()( OIBAABBAABBAABTrBAAB =⋅−+−⋅−−− .  
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Cum 0)()()( =−=− BATrABTrBAABTr , rezultă 2
2)( IBAAB λ=− , 

unde )det( BAAB −−=λ . 
 

   R1.4.3. Fie A 2M∈ (C), 







=

dc
ba

A , unde det A şi Tr A reprezintă 

determinantul şi respectiv urma matricei A (Tr A = a + d). 
Dacă Tr A · det A = 0 şi Tr A + det A ≠  0, atunci matricea B 2M∈ (C) 

comută cu A, dacă şi numai dacă comută cu A3. 
Soluţie: 
Din condiţiile date rezultă că unul din factorii Tr A sau det A este nul. 
Dacă Tr A = 0 şi det A ≠  0, atunci din relaţia lui Cayley – Hamilton, 
(1)  22

2 det OIAATrAA =⋅+⋅− , 
rezultă 2

2 det IAA ⋅−= , iar de aici obţinem AAAAA ⋅−=⋅= )(det23 , 
ABABA ⋅−= )(det3 şi BAABA ⋅−= )(det3 . Scăzând ultimele două relaţii, 

obţinem: )(det33 ABBAABABA −⋅=− şi de aici rezultă imediat concluzia 
dorită. 

Dacă det A = 0 şi Tr A ≠ 0, atunci din (1), obţinem: 

ATrAA ⋅= )(2 , de unde 




⋅=
⋅=
BATrABA
ABTrABA

)(
)(

2

2

    (2) şi  

23 )( ATrAA ⋅= , de unde 




⋅=
⋅=

23

23

)(
)(

BATrABA
BATrABA

 (3). 

Din relaţiile (2) şi (3) obţinem echivalenţa cerută. 
 

   R1.4.4. Fie A, B 2M∈ (C) astfel încât Tr(AB) = 0. Să se arate că  
22 )()( BAAB = . 

Soluţie: 
Cum Tr(AB) = Tr(BA) = 0, atunci din relaţia lui Cayley – Hamilton, 

rezultă: 22
2 )det()( OIABAB =⋅+ , 

22
2 )det()( OIBABA =⋅+ , iar de aici obţinem 22 )()( BAAB = , deoarece det(AB) 

= det A · det B = det (BA). 
Observaţie: Folosind inducţia matematică, se poate arăta că 

nn BAAB 22 )()( = , ∈n N*. 
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Probleme rezolvate (1.3) 
 

   R1.6.1. Fie matricea A 2M∈ (R), 







−
−

=
75
42

A . Să se calculeze An, ∈n N*. 

Soluţie: 
Ecuaţia caracteristică matricei A este 0det2 =+⋅− ATrA λλ , adică 

0652 =+− λλ , de unde rezultă 21 =λ şi 32 =λ . Rezultă că An are forma: 
CBA nnn ⋅+⋅= 32 , unde B, C 2M∈ (R) şi se determină din condiţiile n = 1 şi n 

= 2. Obţinem sistemul: 



















−
−

==+









−
−

==+

2925
2016

94

75
42

32

2ACB

ACB
, de unde 








−
−

=
45
45

B , 









−
−

=
55
44

C  şi atunci: 








⋅−⋅⋅−⋅
⋅−⋅⋅−⋅

= nnnn

nnnn
nA

24353525
24343425

, ∈n N*. 

 

   R1.6.2. Să se calculeze An , unde 







−−

=
53

31
A , iar  ∈n N*. 

Soluţie: 
Ecuaţia caracteristică matricei A este 0det2 =+⋅− ATrA λλ , adică 

0442 =++ λλ  de unde rezultă că 221 −== λλ , deci există  matricele pătratice 
de ordinul doi B şi C, astfel încât 

1,)2()2( 1 ≥∀⋅⋅−+−= − nCnBA nnn . 

Pentru n = 1 şi n = 2, obţinem sistemul 


















 −−
==−









−−

==+−

1612
128

44

53
31

2

2ACB

ACB
, de 

unde obţinem că 







=

10
01

B şi 







−−

=
33

33
C . Deci, 

1,
233

323
)2( 1 ≥∀








−−−

−
−= − n

nn
nn

A nn . 

 
   R1.6.3. Fie m, ∈n N* şi A, B 2M∈ (R) astfel încât mnnm ABBA = . Să se arate 
că dacă matricele Am şi Bn nu sunt de forma ∈⋅ λλ ,2I R, atunci AB = BA. 
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Soluţie: 
Se ştie că pentru orice ∈k N, există ∈kkkk dcba ,,, R astfel încât  

2IbAaA kk
k +=  şi 2IdBcB kk

k +=  
Atunci din mnnm ABBA =  rezultă 

))(())(( 2222 IbAaIdBcIdBcIbAa mmnnnnmm ++=++ sau 

22 IbdAadBbcBAacIdbBcbAdaABca mnmnmnmnnmnmnmnm +++=+++  sau încă 

2)( OBAABca nm =− , de unde rezultă că AB = BA, deoarece 0≠nmca . 
 

   R1.6.4. Fie matricea 







=

10
11

A . Să se pună în evidenţă şirurile 1)( ≥nnx  şi 

1)( ≥nny  astfel încât 2IyAxA nn
n ⋅+⋅= şi să se calculeze 

n

n

n y
x

∞→
lim . 

Soluţie: 
Cum 22

2 det OIAATrAA =⋅+⋅− , 

2211 1det,2,0,1 yATrAxyx −====== , rezultă ( +−+ nn TrAxx 1  
0det 1 =+ −nAx , vezi teorema 1.5.3.) 

nnn yxx +=+ 21  
1,1 ≥∀−=+ nxy nn  

sau 2,2 11 ≥∀−= −+ nxxx nnn . Ecuaţia caracteristică asociată relaţiei de recurenţă 
liniară de ordinul II va fi 0122 =+− rr , cu 121 == rr , prin urmare 

21 nccxn += . Pentru n = 1 şi n = 2 obţinem 1,0 21 == cc , deci nxn = . Urmează 

)1( −−= nyn  şi 







=








+−+








=

10
1

10
01

)1(
10
11 n

nnAn . 

Obţinem 1lim −=
∞→

n

n

n y
x . 

 
Probleme rezolvate (1.4) 

 
   R1.8.1. Fie şirurile 0)( ≥nnx , 0)( ≥nny , date prin sistemul de recurenţă: 





≥∀
+−=

+=

+

+ 0,
52

2

1

1 n
yxy

yxx

nnn

nnn cu 2,1 00 == yx . 

Să se determine în funcţie de n, termenii generali ai şirurilor 0)( ≥nnx , 

0)( ≥nny . 
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Soluţie: 
Observăm că 0946det4)( 22 =⋅−=−=∆ ATrA , deci putem aplica 

metoda expusă, iar sistemul de relaţii de recurenţă se poate scrie sub forma: 

1,
1

1 ≥∀







⋅=









−

− n
y
x

A
y
x

n

n

n

n sau 0,
0

0 ≥







⋅=








n

y
x

A
y
x n

n

n sau încă 







⋅=








2
1n

n

n A
y
x

, 

unde 







−

=
52
21

A , deci totul revine la a afla pe An. 

Cum Tr A = 6 şi det A = 9, ecuaţia  caracteristică este 0962 =+− λλ , de 
unde rezultă 321 == λλ , adică CnBA nnn ⋅⋅+⋅= −133 , unde B şi C se obţin 
pentru n = 1 şi n = 2. Avem: 





⋅⋅+=
+=

CBA
CBA

323
3

22 , de unde obţinem: 







==

10
01

2IB şi 









−
−

=
22
22

C . 

Rezultă 










+⋅⋅−
⋅⋅−

=








−
−

+







=

−−

−−

−−

−−

)23(332
32)23(3

3232
3232

30
03

11

11

11

11

nn
nn

nn
nn

A nn

nn

nn

nn

n

n
n .  

Deci 







⋅








+⋅⋅−
⋅⋅−

=







−−

−−

2
1

)23(332
32)23(3

11

11

nn
nn

y
x

nn

nn

n

n , de unde obţinem: 

)32(3 1 += − nx n
n  şi 0),3(32 1 ≥∀+⋅⋅= − nny n

n . 
 

   R1.8.2. Să se determine limitele şirurilor 0)( ≥nnx , 0)( ≥nny care verifică 
relaţiile: 





≥∀
−+=
+−=

+

+ 0,
)1(

)1(

1

1 n
ybbxy

ayxax

nnn

nnn , unde ∈∈ 00 ,),1,0(, yxba R. 

Soluţie: 
Sistemul recursiv poate fi pus sub forma matriceală: 









⋅







−

−
=









+

+

n

n

n

n

y
x

bb
aa

y
x

1
1

1

1  sau 







⋅=









+

+

n

n

n

n

y
x

A
y
x

1

1 , unde 









−

−
=

bb
aa

A
1

1
. 
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Rezultă 







⋅=









0

0

y
x

A
y
x n

n

n   (1). Calculăm nA . 

Ecuaţia caracteristică a matricei A este 01)2(2 =−−+−−− baba λλ , de 
unde rezultă 11 =λ şi ba −−=12λ  21( rr ≠ , deoarece )112 <−−= bar . 

Rezultă că CbaBA nnn ⋅−−+⋅= )1(1 , unde B şi C se obţin pentru n = 1 
şi n = 2. 

Rezolvând sistemul: 





=⋅−−+⋅
=⋅−−+⋅

2222 )1(1
)1(1

ACbaB
ACbaB

, rezultă 







+

=
ab
ab

ba
B 1 şi 









−

−
+

=
bb
aa

ba
C

2

1 , adică 










−−+−−−
−−−−−+

+
=








−

−
+
−−

+







+

=
nn

nnn
n

babababb
baaabaab

babb
aa

ba
ba

ab
ab

ba
A

)1()1(
)1()1(1)1(1

 Ţinând cont de relaţia (1), rezultă 

[ ]00 ))1(())1((1 ybaaaxbaab
ba

x nn
n −−−+−−+

+
=  

[ ]00 ))1(())1((1 ybabaxbbaab
ba

y nn
n −−++⋅−−−

+
= , de 

unde 
ba
aybxxnn +

+
=

∞→

00lim , 
ba
aybxynn +

+
=

∞→

00lim , deoarece 0)1(lim =−−
∞→

n

n
ba   

)11( <−− ba . 

   R1.8.3. Să se demonstreze că şirurile de numere reale care satisfac relaţiile  

1132 −− += nnn yxx  

1,32 11 ≥+−= −− nyxy nnn  
sunt periodice şi au aceeaşi perioadă. 

Soluţie: 

Avem: 
1,

2
3

2
1

2
1

2
3

11

11

≥∀+−=

+=

−−

−−

nyxy

yxx

nnn

nnn
  sau   

1,
6

cos
6

sin
6

sin
6

cos

11

11

≥∀+−=

+=

−−

−−

nyxy

yxx

nnn

nnn

ππ

ππ

sau  
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















−
=≥








⋅=









−

−

6
cos

6
sin

6
sin

6
cos

,1,
1

1

ππ

ππ

An
y
x

A
y
x

n

n

n

n . 

Rezultă 







⋅
















−
=








⋅=









0

0

0

0

6
cos

6
sin

6
sin

6
cos

y
x

nn

nn

y
x

A
y
x n

n

n

ππ

ππ

. 

Obţinem  00 6
sin

6
cos ynxnxn ⋅+⋅=

ππ şş 

1,
6

cos
6

sin 00 ≥⋅+⋅−= nynxnyn
ππ . 

Deoarce nn xx =+12 şi 0,12 ≥∀=+ nyy nn , rezultă că cele 2 şiruri sunt 
periodice de perioadă 12. 

 

   R1.8.4. Fie funcţia 
32
14)(

+
+

=
x
xxf , unde x este astfel ales încât să aibă sens 

)())(...( xfxfff n

orin

=
4434421
ooo , ∈∀n N*. Să se determine funcţia 

)...(
4434421
ooo

orin

n ffff = . 

Soluţie: 
Aşa cum am văzut, prin compunerea unei funcţii omografice cu ea însăşi 

de n ori, se obţine tot o funcţie omografică: dacă 
dcx
baxxf

+
+

=)( , a, b, c, d ∈R, 

atunci 
nn

nn

orin

n dxc
bxaxfffxf

+
+

== ))(...()(
4434421
ooo , unde nnnn dcba ,,,  sunt elementele 

matricei 
n

nn

nnn

dc
ba

dc
ba

A 







=








= . 

Conform celor expuse, problema revine la a calcula An, unde 







=

32
14

A  . 

Folosim ecuaţia caracteristică a matricei A. Avem 0det2 =+⋅− ATrA λλ , adică 
01072 =+− λλ , cu rădăcinile 21 =λ şi 52 =λ . 

Deci CBA nnn ⋅+⋅= 52 , unde B, C 2M∈ (C), şi se determină pentru n = 
1 şi n = 2. 
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Obţinem sistemul : 



















=+









=+

1114
718

254

32
14

52

CB

CB
, care rezolvat dă 

















−

−
=

3
2

3
2

3
1

3
1

B  şi 

















=

3
1

3
2

3
1

3
2

C . 

Deci , 








+⋅+−
+−⋅+

=
















+
















−

−
=

++ nnnn

nnnn
nnnA

52522
52522

3
1

3
1

3
2

3
1

3
2

5

3
2

3
2

3
1

3
1

2 11
, 

adică 

∈∀
++−⋅

−+⋅+
== ++ n

x
xxfffxf nnnn

nnnn

orin

n ,
)52()252(

)25()522())(...()( 114434421
ooo N*. 

 

   R1.8.5. Fie şirul 0)( ≥nnx  definit prin 00 >= ax  şi ∈∀
+
+

=+ n
x
xx

n

n
n ,

32
12

1 N. Să 

se găsească expresia termenului general xn şi să se calculeze nn
x

∞→
lim . 

Soluţie: 

Conform celor expuse, avem 
nn

nn
n dxc

bxax
+
+

=
0

0 , unde nnnn dcba ,,,  sunt 

elementele matricei 
n

nn

nnn

dc
ba

A 







=








=

32
12

. Calculăm An folosind ecuaţia 

caracteristică a matricei A. Avem 0det2 =+⋅− ATrA λλ , adică 
0452 =+− λλ , de unde 11 =λ şi 42 =λ . 

Deci CBA nnn ⋅+⋅= 41 , unde B, C 2M∈ (C), şi se determină pentru n = 1 
şi n = 2. 

Obţinem sistemul : 





=+
=+

216
4

ACB
ACB

, de unde 







−

−
=

12
12

3
1B  şi 








=

22
11

3
1C . 
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Prin urmare,  










⋅+⋅+−
+−+

=







⋅+








−

−
= nn

nn
nnA

421422
4142

3
1

22
11

3
14

12
12

3
1 , de unde rezultă 

)142()14(2
)14()42(

0

0

+⋅+−
−++

= nn

nn

n x
xx , iar de aici obţinem  

2
1

22
1lim

0

0 =
+
+

=
∞→ x

xxnn
. 

   R1.8.6. Găsiţi toate numerele naturale nenule n astfel încât n +1 şi 3n +1 să 
fie simultan pătrate perfecte. 

 
Soluţie: 
Dacă 21 xn =+ şi 213 yn =+ , atunci 23 22 =− yx , ecuaţie ce este 

echivalentă cu ecuaţia Pell 13 22 =− vu , unde )3(
2
1 yxu −=  şi )(

2
1 xyv −= . 

Cum soluţia minimă pozitivă a ecuaţiei 13 22 =− vu , este 21 =u , 11 =v şi d = 3, 
rezultă că soluţia generală a acestei ecuaţii este 1),( ≥kkk vu , unde  

[ ]kk
ku )32()32(

2
1

−++=  

[ ] 1,)32()32(
32

1
≥∀−−+= kv kk

k . 

Deci obţinem: 

[ ] 1,4)32()32(
6
11)(1 121222 ≥∀−−++=−+=−= ++ kvuxn kk

kkkk . 

 
Probleme rezolvate (1.5) 

   R1.10.1 Să se rezolve în 2M (R) ecuaţia: ∈







= nX n ,

128
64

N*. 

Soluţie: 

Evident 0)(det,0)det( == nn XX  de unde det X = 0. Fie 







=

dc
ba

X  cu 

ad – bc = det X  = 0. 
Utilizând relaţia lui Cayley – Hamilton, rezultă 









=








+= −−

dc
ba

TrA
dc
ba

daX nnn 11 )()(  şi se obţine sistemul 
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









=+
=+
=+
=+

−

−

−

−

)4(12)(
)3(8)(
)2(6)(
)1(4)(

1

1

1

1

dda
cda
bda
ada

n

n

n

n

. 

Din ecuaţiile (1) şi (4) rezultă 16)( =+ nda , de unde nda
1

16=+  şi atunci 

kda n
n

n ==+
−

−
1

1 16)(  care înlocuit în (1) – (4), obţinem 
k

a 4
= , 

k
b 6
= , 

k
c 8
= ,

k
d 12
= . 

Deci, soluţia ecuaţiei este n
n

k
k

X
1

16,
128
641 −

=







= . 

 

   R1.10.2. Să se determine ∈a Z ştiind că ecuaţia 






 −
=

a
X

73
312  are exact 

două soluţii în 2M (C). 
Soluţie: 
Fie X o soluţie a ecuaţiei date, d = det X şi t = Tr X. Atunci, cum 

22
2 OdItXX =+− , rezultă că 








+
−+

=
da

d
tX

73
31

, deci 1272 ++= dat  (am 

trecut la urma matricelor). Dacă 0127 ≠++ da , există 1t , ∈2t C*, 21 tt ≠  astfel 
încât 1272

2
2
1 ++== datt . Cum 

097
73

31
detdetdet 222 ≠+=







 −
=== a

a
XXd , rezultă { }21, ddd ∈  unde 

972
2

2
1 +== add  şi 21 dd ≠ . 

Rezultă 

















+
−+









+
−+









+
−+









+
−+

∈
2

2

42

2

31

1

21

1

1 73
311,

73
311,

73
311,

73
311

da
d

tda
d

tda
d

tda
d

t
X

 cu 127 1
2
2

2
1 ++== datt , 43212

2
4

2
3 ,,127 ttttdatt ≠≠++== . 

Se verifică cu uşurinţă că cele patru matrice sunt distincte şi sunt soluţii 
ale ecuaţiei date. Cum ecuaţia are două soluţii, atunci 0127 1 =++ da  sau 
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0127 2 =++ da . Rezultă 0)127)(127( 21 =++++ dada , deci 







 −∈⇔=+−+

7
5,10)97(4)17( 2 aaa . 

Cum ∈a Z, obţinem a = 1. Pentru a = 1, ecuaţia 






 −
=

73
312X  are exact 

două soluţii: 








 −
=

113
35

4
1

1X  şi 12 XX −= . 

 
   R1.10.3. Fie ),0( π∈t  un număr real fixat. Să se determine toate matricele 

X 2M∈ (R) care verifică ecuaţia 






 −
=

tt
tt

X n

cossin
sincos

. 

Soluţie: 

Dacă notăm cu 






 −
=

tt
tt

A
cossin
sincos

 şi 







=

dc
ba

X  atunci 

AXXAX n ⋅=⋅=+1   
 

⇔  




−=−
−=

tdta
tctb

sinsin
sinsin 0sin ≠

⇔
t





−=
=

bc
da

 deci 






 −
=

ab
ba

X . 

Din AX n =  rezultă 1det)(det == AX n , adică { }1det ±∈X  
⇔ { }122 ±∈+ ba , prin urmare 122 =+ ba , deci există ∈x R astfel ca a = cos 

x, b = sin x şi atunci 






 −
=

xx
xx

X
cossin
sincos

, 








 −
=







 −
=

tt
tt

nxnx
nxnx

X n

cossin
sincos

cossin
sincos

. 

Deci ∈+= kktnx ,2 π Z. 

Ecuaţia are n soluţii 1,0;
cossin
sincos

−=






 −
= nk

xx
xx

X
kk

kk
k  unde 

n
ktxk
π2+

= . 
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   R1.10.4. Să se arate că ecuaţia ∈






 −
= nX n ,

00
13

N, 2≥n , nu are soluţii în 

2M (Q). 
Soluţie: 

Fie 







=

tz
yx

X , atunci din 






 −








=















 −
00
13

00
13

tz
yx

tz
yx

 rezultă z 

= 0, t = x + 3y şi deci yAxI
yx

yx
X +=








+

= 230
, unde 








=

30
10

A . 

Deoarece 22 xIyAyAxI ⋅=⋅ , rezultă că 

∑
=

−=+=
n

k

kkknk
n

nn AyxCyAxIX
0

2 )( . 

Dar AA 3
90
302 =







= , deci 1,3 1 ≥= − kAA kk , prin urmare 

∑
=

− =+=
n

k

kknk
n

nn AyxCIxX
1

2 )3(
3
1  [ ]AxyxIx nnn −++= )3(

3
1

2 . Obţinem 

[ ]














+

−+=
n

nnn
n

yx

xyxxX
)3(0

)3(
3
1

 adică 3=nx , deci ∉x Q, ceea ce înseamnă că 

ecuaţia dată nu are soluţii în 2M (Q). 
 

   R1.10.5. Fie matricea 







=

10
21

A . 

a). Să se determine matricea X 2M∈ (C) astfel încât XA = AX; 
b). Să se rezolve în 2M (C) ecuaţia AZ n = . 

Soluţie: 

a). Fie 







=

dc
ba

X , AX = XA, adică 















=
















10
21

10
21

dc
ba

dc
ba

, de 

unde obţinem sistemul 











=
+=+

=
=+

dd
badb

cc
aca

22

2

. Acesta devine 




=
=

ad
c 0

, rezultă 

BaI
a
ba

X +=







= 20

, unde 







=

00
0 b

B . 
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b). AZ n =  rezultă ZAAZZ n ==+1 , atunci BaI
a
ba

Z +=







= 20

. Cum 









=

00
0 b

B , 







=

00
002B  şi 2,2 ≥∀= nOBn , prin urmare 









=








=+=+=

−
−

10
21

0
)(

1
11

22 n

nn
n

n
nnn

a
bnaa

BaCIaBaIZ . Rezultă sistemul 





=
=
− 2

1
1bna

a
n

n

, de unde 










−=






 +==

+=
1,0,2sin2cos22

2sin2cos
nk

n
ki

n
k

nn
ab

n
ki

n
ka

ππ

ππ

.  

 
   R1.10.6. Fie ∈n N, 3≥n . Să se determine X 2M∈ (R) astfel încât: 









−

−
=+ −

11
112nn XX . 

Soluţie: 

Fie 







=

dc
ba

X  o soluţie a ecuaţiei. Avem 

))(( 22
22 iIXiIXXXX nnn −+=+ −− , deci luând  determinantul ambilor membri 

vom avea sau det (X) = 0 sau 0)det( 2 =+ iIX  sau 0)det( 2 =− iIX . 
În cazul 0)det( 2 =+ iIX  ar rezulta (a+i)(d+i) – bc = 0 adică ad – bc – 1 

= 0 şi a + d = 0. Obţinem      d = –a şi 21 abc −−= . Prin calcul obţinem 

22

2
2

10
01

)(
)(

I
bcddac
dabbca

X −=







−

−
=









++
++

= , prin urmare 

22
22 )( OIXX n =+− , fals. 

Similar avem 0)det( 2 ≠− iIX . 
Rămâne că det (X) = 0. Teorema lui Cayley-Hamilton, adică relaţia 

2
2 )det()( IXXdaX −+= , ne spune că XdaXXdaX 232 )(,)( +=+= ,... 

Deci [ ] 







−

−
=+++=+ −−−

11
11

)()( 312 XdadaXX nnnn . Notăm a + d = t şi 

prin identificare va rezulta: 1)( 31 =+ −− nn tta , 1)( 31 −=+ −− nn ttb , 
1)( 31 −=+ −− nn ttc , 1)( 31 =+ −− nn ttd . Adunăm prima şi ultima relaţie şi obţinem 
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cu ajutorul funcţiei f: R →  R, 2)( 2 −+= −nn xxxf  relaţia f(t) = 0. Avem 
)2()(' 23 −+= − nnxxxf n . 

Cazul I: n este par. Avem 0)(' >xf  pe ),0( ∞  şi 0)(' <xf  pe )0,(−∞ . 
Cum f (–1) = f (1) = 0, rezultă că în acest caz –1 şi 1 sunt singurele rădăcini ale 
lui f. 

Obţinem din relaţiile precedente a, b, c şi d soluţiile t =  1, 









−

−
=

11
11

2
1

1X  şi t = –1, 







−

−
−=

11
11

2
1

2X . 

Cazul II: n este impar. Avem  0)(' >xf  pentru x ≠  0 şi 1 este singura 

rădăcină a lui f. În acest caz unica soluţie este 







−

−
=

11
11

2
1X . 
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 2.  Matrice de ordinul n.  Valori şi vectori proprii 
 

 2.1 Valori proprii şi vectori proprii pentru matrice pătratice 
  

Fie nMA∈ (C) o matrice pătratică. 
Definiţie  2.1.1. Un număr ∈λ C se numeşte valoare proprie  pentru matricea 
A, dacă există un vector nenul 1,nMX ∈ (C) (matrice coloană) astfel încât 

XAX λ= . 
Un astfel de vector X se numeşte vector propriu pentru matricea A 

corespunzător valorii proprii λ . 
Observaţie  2.1.2. : 

1). O relaţie de forma XAX λ= , X = On,1, unde nMA∈ (C), ∈λ C, 

1,nMX ∈ (C) o numim relaţie de tip valoare proprie – vector propriu. 
2). Dacă X1,X2 sunt vectori proprii pentru A corespunzători aceleiaşi valori 

proprii λ , atunci pentru orice ∈21, aa C, vectorul 2211 XaXaX +=  este vector 
propriu pentru A. 

3). Mulţimea tututor valorilor proprii pentru o matrice A, se numeşte 
spectrul matricei A şi se notează cu Spec (A). 
Proprietate  2.1.3.: Dacă nMA∈ (C), ∈λ C este valoare proprie pentru A iar 

1,nMX ∈ (C) este vector propriu corespunzător, atunci: 

a). Pentru orice ∈k N, numărul kλ  este valoare proprie pentru matricea kA , 
iar X este vector propriu pentru kA ; 

b). Pentru orice polinom ∈p C[X] numărul )(λp  este valoare proprie 
pentru matricea )(Ap , iar X este vector propriu pentru )(Ap ; 

c). Dacă A este inversabilă, atunci 0≠λ  (o matrice inversabilă nu are 

valoare proprie pe 0) şi numărul 
λ
1  este valoare proprie pentru matricea 1−A , 

iar X este vector propriu pentru 1−A . 
Demonstraţie: 

a). Din XAX λ= , X ≠ On,1, prin inducţie după ∈k N* rezultă XXA kk λ= , 
X ≠ On,1, care este o relaţie de tip valoare proprie – vector propriu ce afirmă că 

kλ  este valoare proprie pentru matricea kA , iar X este vector propriu 
corespunzător; 

b). Dacă k
k XaXaaXp +++= ...)( 10 , atunci k

kn AaAaIaAp +++= ...)( 10  

iar de aici rezultă 0 1

0 1 0 1

( ) ...

... ( ... ) ( )

k
n k

k k
k k

p A X a I X a AX a A X

a X a X a X a a a X p Xλ λ λ λ λ

⋅ = + + + =

= + + + = + + + =
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1,nOX ≠ , adică )(λp  este valoare proprie pentru matricea p(A), iar X este 
vector propriu pentru p(A); 

c). Dacă prin absurd, am presupune 0=λ , atunci din AX = 0 rezultă 
01 =− AXA  sau X = On,1, contradicţie. Deci, 0≠λ  şi atunci din XAX λ=  

rezultă XAXAX 11 −− == λλ  sau XXA
λ
11 =− , 1,nOX ≠ , care este o relaţie de 

tip valoare proprie – vector propriu. 
Observaţii  2.1.4.: 

1). Parţial, afirmaţiile din proproziţia de mai sus, admit şi reciproce. Astfel: 
a). Singurele valori proprii ale matriei kA  sunt de forma kλ , unde λ  

este valoare proprie pentru A. 
b). Singurele valori proprii ale matricei p(A) sunt de forma )(λP , 

unde λ  este valoare proprie pentru A. 

c). Singurele valori proprii ale matricei inverse 1−A  sunt de forma 
λ
1 , 

unde λ  este valoare proprie pentru A. 
În schimb, vectorii proprii nu sunt totdeauna aceeaşi. (În general, 

mulţimea vectorilor proprii pentru matricea kA  sau p(A) include strict mulţimea 
vectorilor proprii ai matricei A). 

2). În definiţia dată, noţiunile valori proprii şi vectori proprii pentru o 
matrice sunt definite simultan. Se poate da o definiţie independentă pentru 
valorile proprii, după cum reiese din următoarea: 
Teoremă  2.1.5. Un număr ∈λ C este valoare proprie pentru matricea 

nMA∈ (C) dacă şi numai dacă 0)det( =− nIA λ . 
Demonstraţie: 
Relaţia XAX λ= , 1,nOX ≠  se poate scrie 1,)det( nn OXIA =− λ , 

1,nOX ≠ , care poate fi privită ca un sistem de n ecuaţii cu n necunoscute (x1, x2, 

..., xn), unde 



















=

nx

x
x

X
M
2

1

 şi condiţia 1,nOX ≠ , cere ca el să admită soluţia 

nebanală. Aceasta este echivalentă cu condiţia ca determinantul matricei 
coeficienţilor sistemului să fie egal cu zero, adică 0)det( =− nIA λ . 
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2.2. Polinom caracteristic al unei matrice pătratice 
 
Fie nMA∈ (C) o matrice pătratică de ordin ∈n N*. 

Definiţie  2.2.1. 
a). Matricea nn MIA ∈− )( λ (C), ∈λ C, se numeşte matrice caracteristică 

a matricei A (λ  - matrice); 
b). Polinomul ∈Af C[X], ( )nA XIAXf −= det)(  se numeşte polinom 

caracterstic al matricei A; 
c). Ecuaţia polinomială 0)( =xf A , se numeşte ecuaţia caracteristică a 

matricei A.  
Observaţie  2.2.2.: Conform teoremei, valorile proprii ale matricei A sunt 
rădăcinile polinomului caracteristic sau ale ecuaţiei caracteristice. 

 
Expresia canonică a polinomului caracteristic 

 
Proprietate  2.2.3.: Dacă nMA∈ (C),  atunci  

))1()1(()1()( 1
12

2
1

1 n
n

n
nnnnn

A XXXXXf σσσσ −+−+−+−−= −
−−− K , unde kσ  

este suma tuturor minorilor diagonali de ordin k din matricea A (un minor 
diagonal este format cu linii şi coloane de aceeaşi indici). 

Demonstraţie: 
Dacă notăm cu A1, A2,..., An coloanele matricei A şi cu B1, B2,..., Bn 

coloanele matricei nXIB −= , matricea caracteristică va fi 
),,,( 2211 nnn BABABAIA +++=− Kλ . Determinantul ei se descompune în 

sumă de 2n determinanţi de forma det (C1, C2,..., Cn) în care coloana Ck este Ak 
sau Bk. 

Grupăm în această sumă de determinanţi, cei ce conţin acelaşi număr de 
coloane din matricea B, determinanţi ce conţin k coloane din nXIB −= , se dă 
factor kX )(−  de pe cele k coloane şi dezvoltând acest determinant pe rând după 
fiecare din cele k coloane, obţinem un minor de ordin (n – k) din matricea A. Se 
obţine:

⋅−++−+−=− −

<=
∑∑ 1

1
2

1
1 )(),,,,,,det()(),,,,det(det)det( n

ji
nji

n

k
nkn XAEEAXAEAXAXIA KKKKKK

 
=−+−+−+−=−+⋅∑

=

−−
−− ))1()1(det(),...,det()(),,,,(

1
1

11
2

2
111

n

k

nnnn
nnn

n
nk XXXXAEEXEAE σσσ KKK

[ ]n
n

n
nnnnn XXXX σσσσ )1()1()1( 1

12
2

1
1 −+−+−+−−= −

−−− K , unde An det=σ  şi 
E1, E2,..., En sunt coloanele matricei In. 
Observaţie  2.2.4.: Dintre coeficienţii polinomului caracteristic remarcăm:  
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∑
=

==
n

i

not

ii ATra
1

1 )(σ , numit urma matricei A (suma elementelor 

de pe diagonală – minorii diagonali de ordinul unu); 

∑∑
≤<≤≤<≤

−==
nji

jiijijii
nji jjji

ijii aaaa
aa
aa

11
2 )(σ  (suma minorilor 

diagonali de ordinul doi) 
An det=σ , singurul minor (şi diagonal) de ordin n. 

 
 2.2.5. Legătura între coeficienţii polinomului caracteristic şi valorile 
proprii ale matricei 

 
Ecuaţia caracteristică a matricei nMA∈ (C), este: (1) 

+−+−+−= −
−−− xxxxxp n

nnnn
1

12
2

1
1 )1()( σσσ K  0)1( =−+ n

nσ , care este o 
ecuaţie algebrică de gradul n şi are în mulţimea numerelor complexe n rădăcini 
(unele eventual multiple), care sunt valorile proprii ale matricei. 

Dacă nλλλ ,,, 21 K  sunt cele n valori proprii, atunci descompunerea 
polinomului P în factori inductibili în C (de gradul I) este: 

)()()()( 21 nXXXXp λλλ −⋅⋅−⋅−= K  care dezvoltat dă (2) 
nXXp =)( n

n
n

nnn SXSXSXS )1()1( 1
12

2
1

1 −+−+−+− −
−−− K , unde  

∑
=

=+++=
n

i
inS

1
211 λλλλ K  

∑
≤<≤

=
nji

jiS
1

2 λλ  

. . . . . . 

∏
=

=⋅⋅⋅=
n

i
innS

1
21 λλλλ K , sunt sumele simetrice (Viète) ale 

valorilor proprii nλλλ ,,, 21 K . 
Identificând exprimările (1) şi (2) ale polinomului P, obţinem: 

nkSkk ,1, ==σ . 

În particular, 11 S=σ  sau ∑
=

=
n

i
ATr

1
1)( λ , adică 

nnnaaa λλλ KK ++=+++ 212211  (suma valorilor proprii este egală cu urma 
matricei A). 

22 S=σ , atunci ∑∑
≤<≤≤<≤

=−
nji

ji
nji

jiijjjii aaaa
11

)( λλ . 
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nn S=σ , nA λλλ ⋅⋅⋅= K21det  (determinantul unei matrice pătratice este 
egal cu produsul valorilor proprii ale ei). 

În particular, o matrice nMA∈ (C) este inversabilă dacă şi numai dacă 
toate valorile proprii sunt nenule. 
Observaţii  2.2.6.: 

1). Pentru matricea de ordinul doi, 







=

dc
ba

A , avem 

−=−++−= 22 )()( XbcadXdaXXf A  AXTrA det)( +− ; 
 

2). Pentru matricea de ordinul trei, 















=

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

A , avem 

∑∑
==

+∆−+−=
3

1

3

1

23)(
i

ii
i

iiA XXaXXf  Adet+ , unde ii∆  este minorul 

corespunzător elementului aii (obţinut din matricea A prin eliminarea liniei i şi 
coloanei i) sau AXTrAXTrAXXf A det)()()( *

23 +−+−= , unde *A  este 
reciproca matricei A ( 3* det IAAA ⋅=⋅ ). 
Proprietate  2.2.7.: Două matrice asemenea au acelaşi polinom caracteristic. 

Demonstraţie: 
Dacă A, B nM∈ (C) sunt matrice asemenea atunci există o matrice 

nesingulară P astfel încât APPB 1−= . Rezultă 
=⋅−⋅=−=−= −−− PXIAPPXIAPXIAPPXf nnnB det)det(det))(det()det()( 111

 )()det( XfXIA An =−= . 
Observaţie  2.2.8.: Reciproca nu este în general adevărată. Există matrice cu 
acelaşi polinom caracteristic, dar care nu sunt asemenea. De exemplu, A = In, 

nMB ∈



















=

1000

0010
1001

K

KKK

K

K

(C). Avem == )()( XfXf BA  nX )1( −= , iar 

relaţia APPB 1−=  dă B = In, care este falsă. 
Proprietate  2.2.9.: Dacă A, B sunt matrice pătratice, atunci polinoamele 
caracteristice ale matricelor produs  A·B şi B·A coincid. 
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Demonstraţie: 
Dacă una din matricele A sau B este inversabilă, atunci matricele produs 

A·B şi B·A sunt asemenea, conform relaţiei BBABAB )(1−=  sau 
AABABA )(1−= , deci ele au acelaţi polinom caracteristic ( BAAB ff = ). 

Să considerăm matricea A(a) = A – aIn. Dacă a nu este valoarea proprie 
pentru matricea A, atunci matricea A(a) este inversabilă, deci pentru orice ∈a C 
– Spec(A) = C – { }nAAA λλλ ,,, 21 K , avem )()( aBABaA ff =  sau 

))(det())(det( nn xIaBAxIBaA −=− , de unde 
)det()det( nn xIaBBAxIaBAB −−=−− , egalitate care are loc pentru orice x şi 

pentru orice ∈a C – Spec(A). 
Cei doi membri ai egalităţii fiind polinoame  de grad n≤  atât în a cât şi în 

x, condiţia de a fi egale în mai mult de n  valori ale lui a, revine la identitatea 
lor, deci ))(det())(det( nn xIaBAxIBaA −=−  pentru orice ∈a C, inclusiv 
pentru a = 0 care dă ∈−=− xxIBAxIAB nn ),det()det( C. 
Observaţie  2.2.10.: Dacă matricele A nmM ,∈ (C), B mnM ,∈ (C) nu sunt 
pătratice (m ≠ n), atunci ele nu au polinom caracteristic. În schimb, matricele 
AB mM∈ (C) şi BA nM∈ (C) sunt pătratice. 

Se pune problema dacă se poate găsi o legătură între polinoamele 
caracteristice ABf  şi BAf , care sunt de grade diferite. 

Folosind produsul matricelor cu blocuri şi proprietatea 

ZX
ZO
YX

detdetdet ⋅=







 (X nM∈ (C), Z mM∈ (C)), obţinem:   

Proprietate  2.2.11.: Dacă A nmM ,∈ (C), B mnM ,∈ (C), atunci între polinoamele 
caracteristice ale matricelor produs există relaţia: 

)()()()( XfXXfX BA
m

AB
n −=− . 
Demonstraţie: 
Se verfică egalitatea matriceală 









−
−−

⋅







=








⋅







−
−−

n

m

n

m

n

m

n

m

XIBAO
AXI

IB
OI

IB
OI

XIO
AXIAB

 din care 

trecând la determinanţi, rezultă: 
⋅⋅=⋅⋅−⋅− )det()det()det()det()det()det( nmnmnm IIIIXIXIAB  

)det()det( nm XIBAXI −⋅−⋅  sau )()()()( XfXXfX BA
m

AB
n −=− . 

Reamintim că pentru o matrice A nM∈ (C), njiijaA ,1,)(
=

= , definim 

matricea adjunctă == tAA )(*  njijia ,1,, )(
=

= . 
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O matrice A nM∈ (C) se numeşte: 
a). autoadjunctă (hermetiană), dacă A* = A; 
b). antiautoadjunctă (antihermetiană), dacă A* = –A; 
c). unitară, dacă A* · A = In (A* = A–1). 

În cazul când A nM∈ (R), se folosesc denumirile: 
a). simetrică, dacă tA = A (A* = tA); 
b). antisimetrică, dacă tA = –A; 
c). ortogonală, dacă tA · A = In (tA = A–1). 

Se pot da câteva rezultate generale asupra valorilor proprii ale matricelor 

remarcabile. Astfel, pentru doi vectori X, Y 1,nM∈ (C), 



















=

nx

x
x

X
M
2

1

, 



















=

ny

y
y

Y
M
2

1

, 

definim produsul scalar ∑
=

>=<
n

k
kk yxYX

1
, . 

Se verfică uşor relaţiile: 
a). < X +Y, Z > = < X, Z > + < Y, Z >, 
b). < X, Y > = >< XY , , 
c). < aX, Y > = a < X, Y >, 
d). < X, aY > = >< YXa , , 
e). 0, >≥< XX  şi 1,0, nOXXX =⇔>=< . 

Relaţiile au loc pentru orice X, Y, Z 1,nM∈ (C), ∈a C. 
Observaţie  2.2.12.: Dacă A nM∈ (C), atunci < A·X, Y > = < X, A*Y >, pentru 
orice X, Y 1,nM∈ (C). 

Într-adevăr, ∑∑ ∑
== =

=







>=<

n

pk
kpkp

n

k
k

n

p
pkp yxayxaYAX

1,1 1
,  iar < X, A*Y > 

∑∑∑
===

==
n

pk
kpkp

n

k
kkp

n

p
p yxayax

1,11
. 

Proprietate  2.2.13.: Toate valorile proprii ale unei matrice hermetiene sunt 
numere reale. 

Demonstraţie: 
Fie ∈λ C valoare proprie şi 1,nOX ≠  vector propriu, deci XAX λ= . 
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Avem < AX, X > = < X, A*X >, sau < AX, X > = < X, AX >, 
>>=<< XXXX λλ ,, , sau ><>=< XXXX ,, λλ  de unde λλ = , adică 

∈λ R. 
Proprietate  2.2.14.: Toate valorile proprii ale unei matrice antihermetiene sunt 
numere imaginare (cu partea reală zero). 

Demonstraţie: 
Fie XAX λ= , 0≠λ , atunci < AX, X > = < X, A*X > sau < AX, X > = < X, 

–AX > sau >=< XX ,λ  >−=< XX λ, , sau ><−>=< XXXX ,, λλ  de unde 
λλ −= , adică ∈⋅= bbi ,λ R. 

Proprietate  2.2.15. Toate valorile proprii ale unei matrice unitare, au modulul 
unu. 

Demonstraţie:  
Fie XAX λ= , 1,nOX ≠ , atunci < AX, AX > = < X, A*(AX) > = < X, X >, 

obţinem >>=<< XXXX ,,λλ  sau >>=<< XXXX ,,λλ , adică 1=⋅λλ , de 
unde rezultă 1=λ . 
Observaţii  2.2.16.: 

1). Dacă nMA∈ (R) şi tA = A, atunci ecuaţia 0)det( =− nxIA , are toate 
rădăcinile reale; 

2). Dacă nMA∈ (R) şi tA = –A, atunci ecuaţia 0)det( =− nxIA , are toate 
rădăcinile de forma bi ⋅=λ , 0≠b  (are partea reală zero); 

3). Dacă nMA∈ (R) este inversabilă şi tA = A–1, atunci ecuaţia 
0)det( =− nxIA , are toate rădăcinile de forma ∈±= ααα ,sincos ix R 

(rădăcinile nereale se cuplează în perechi de forma αα sincos1 ix += , 
αα sincos2 ix −= , iar cele reale nu pot fi decât de 1 sau –1). 

 
 

 2.3. Teorema lui Cayley-Hamilton 
 

Corp de numere 
 

Definiţie  2.3.1. O submulţime K a lui C, cu cel puţin două elemente, se 
numeşte corp de numere, dacă îndeplineşte condiţiile: 

1). ∈∀ yx, K rezultă ∈+ xyyx , K; 
2). ∈∀x K rezultă –x∈K; 
3). ∈∀x K, x ≠ 0 rezultă ∈−1x K. 

Proprietate  2.3.2. Pentru orice corp de numere K avem: 
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a). 0∈K, 1∈K; 
b). Q ⊆K. 

Demonstraţie: 
a). Cum K≠ Ø putem considera un element a∈K. Atunci – a∈K şi deci 0 

= a + (–a)∈K. Conform definiţiei lui K, putem alege b∈K, b ≠ 0. Avem 
∈−1b K, deci ∈= −11 bb K. 

b). Fie n ∈N. Dacă n ∈K, atunci şi n + 1∈K căci 1∈K. Se verifică astfel 
prin inducţie matematică că N⊆K. Din N⊆K rezultă că –n∈K oricare ar fi 

n∈ N , deci Z ⊆ K. Fie acum x ∈ Q, 
n
mx =  cu m, n ∈ Z, n≠ 0. Atunci 

∈= −1mnx K, deci Q⊆K. 
Exemple  2.3.3.: 

1). Mulţimile Q, R, C sunt corpuri de numere; 
2). Mulţimile Q ( ) { } { }QQQ ∈+=∈+= babiaibaba ,)(,,22  sunt 

corpuri de numere.  
Fie K un corp de numere. Vom nota cu K[X] mulţimea tuturor 

polinoamelor în nedeterminată X cu coeficienţi în K. Evident K[X] ⊆C[X] şi 
oricare ar fi f,g∈K[X], polinoamele f + g,  fg, –f aparţin lui K[X]. 

Invocând proprietăţi de închidere ale operaţiilor cu numere din K şi 
algoritmul împărţirii euclidiene (împărţirea cu rest) a polinoamelor din C[X], 
rezultă că oricare ar fi polinoamele f, g∈K[X], g ≠  0, există şi sunt unic 
determinate polinoamele q, r ∈K[X] astfel încât f = gq + r, grad r < grad g. 

Un polinom din K[X] cu coeficientul dominant egal cu 1 va fi numit 
polinom monic. 

Dacă K este un corp de numere vom nota cu Mn(K) (respectiv Mn(K[X])) 
mulţimea tuturor matricelor pătratice de ordin n cu coeficienţi din K (respectiv 
K[X]). 

Fie K un corp de numere şi A nM∈ (K), njiijaA ,1,)(
=

= . Dacă f∈K[X], 

++= −
−

1
1)( d

d
d

d XaXaXf  01 aXa +++K , atunci matricea 

nn
d

d
d

d MIaAaAaAaAf ∈++++= −
− 01

1
1)( K (K) se numeşte valoarea în A a 

polinomului f. Dacă f(A) = 0 spunem că A este rădăcină (din Mn(K)) a lui f. 
Evident, dacă a∈K şi f, g∈K[X], atunci valoarea în A a polinomului f + g 
(respectiv fg, af) este egală cu f(A) + g(A) (respectiv f(A)·g(A), af(A)). 

Se observă că orice matrice ( )
njiijf

,1, =
=Γ  din Mn(K[X]) poate fi 

reprezentată în mod unic ca un polinom în X cu coeficienţi în Mn(K), 

01
1

1 AXAXAXA d
d

d
d ++++=Γ −

− K , unde ni MA ∈ (K), di ,0=  iar d este egal 
cu cel mai mare din gradele polinoamelor ijf . 
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Astfel, matricea ])[(
5312

223
2232

33

XM
XXXX

XXXX
Q∈









++++−
+−+−

=Γ  se 

poate scrie sub forma 






−
+








+








−

+






−
=Γ

51
03

01
21

12
00

30
21 23 XXX . 

Fie K un corp de numere şi nij MaA ∈= )( (K). Matricea  



















−

−
−

=−

Xaaa

aXaa
aaXa

XIA

nnnn

n

n

n

K

KK

K

K

21

22221

11211

 nM∈ (K[x]) se numeşte matricea 

carateristică a lui A  iar polinomul ∈)(XpA K[X], )det()( nA XIAXp −= se 
numeşte polinom caractersitic al lui A. 

Cum în dezvoltarea determinantului )det( nXIA −  apare şi termenul 
⋅⋅−⋅− K)()( 2211 XaXa  )( Xann −⋅ , iar ceilalţi termeni omit cel puţin două 

elemente de pe diagonala principală a lui nXIA − , rezultă că 

gard nXp A =)(  şi termenii săi de grad n şi n – 1 provin din dezvoltarea 
produsului 

nn
n

nn
nn

nn aaaXaaaXXaXaXa ⋅⋅⋅+++++−−=−⋅⋅−⋅− − KKKK 2211
1

22112211 )()1()()()(
. 

Aşadar, )(XpA  are gradul n, coeficientul dominant egal cu 1 şi 
coeficientul lui 1−nX  este egal cu –TrA, unde ∈+++= nnaaaTrA K2211 K. 

Numărul ∑
=

∈=
n

i
iiaTrA

1
K, se numeşte urma matricei nij MaA ∈= )( (K) 

(TrA este suma elementelor de pe diagonala principală a lui A). 
Să observăm că şi termenul liber al polinomului )(XpA  poate fi precizat. 

Cum termenul liber al unui polinom f(X) este egal cu f(0), în cazul lui )(XpA  
avem ApA det)0( = . 

Aşadar, 
))1()1(()1()( 1

12
2

1
1 n

n
n

nnnnn
A XXXXXp σσσσ −+−+−+−−= −

−−− K , unde kσ  
este suma tuturor minorilor diagonali de ordin k din matricea A (un minor 
diagonal este format cu linii şi coloane de aceeaşi indici). 
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Teorema lui Cayley-Hamilton 
 
Vom demonstra în continuare următoarea: 

Lemă  2.3.4. Fie nm MBBB ∈,,, 10 K (K) matrice fixate, şi funcţia f:K→ nM (K), 
+= 0)( Bxf  m

mBxxB +++ K1 . Dacă ∈∀= xOxf n ,)( K, atuci 

nm OBBB ==== K10 . 
Demonstraţie: 
Efectuând înmulţirile cu scalari, apoi adunările, obţinem f(x) = B, unde 

matricea B nM∈ (K) are ca elemente polinoame cu coeficienţi din corpul de 
numere K de grad cel mult n. 

Deoarece aceste polinoame sunt identic nule (conform ipotezei), rezultă 
că toţi coeficienţii acestora, adică toate elmentele matricelor ),0( mkBk =  sunt 
nule, ceea ce demonstrează lema. 
Teoremă  2.3.5. (Cayley-Hamilton): Orice matrice pătratică din nM (K) este 
rădăcină a polinomului său caracteristic. 

Demonstraţie: 
Fie A nM∈ (K), njiijaA ,1,)(

=
=  şi 

−−=

−

−
−

=−= nn

nnnn

n

n

nA X

Xaaa

aXaa
aaXa

XIAXp ()1()det()(

21

22221

11211

K

KK

K

K

 

))1()1( 1
12

2
1

1 n
n

n
nnn XXX σσσσ −+−+−+− −
−−− K , polinomul caracteristic al 

matricei A, unde ApAn det)0( ==σ . 
Vom arăta că 0)( =ApA . Putem scrie 

nnnn IXIAXIAXIA )det()*)(( −=−−  (Dacă M nM∈ (K), atunci avem M · M* = 
detM · In, unde M* este matricea reciprocă a lui M). 

Elementele matricei reciproce *)( nxIA−  sunt polinoame cu coeficienţi 
din K de grad cel mult n – 1, deci putem scrie 

1
1

10)*( −
−+++=− n

n
n BXXBBXIA K , unde nn MBBB ∈−110 ,,, K (K) şi nu 

depind de X. În consecinţă, avem 
+−+−+−−=+++− −

−−−
−

− xxxxBxxBBxIA n
nnnnn

n
n

n 1
12

2
1

11
1

10 )1(()1())(( σσσ KK

 ∈∀−+ xInn
n ,))1( σ K. 

Efectuând înmulţirile şi ordonând convenabil, egalitatea de mai sus  
devine +− )( 0 nnIAB σ   
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2
1 0 1 2 1 2

1 1
1 2 1 1

( ) ( )

( ( 1) ) ( ( 1) )
n n n n

n n n n
n n n n n

x AB B I x AB B I

x AB B I x B I

σ σ

σ
− −

− −
− − −

+ − + + − − + +

+ − + − + − − − =

K
  

∈∀= xOn , K. 

Conform lemei, de aici rezultă: 

n
n

n

n
n

nn

nn

nn

nn

IB
IBAB

IBAB
IBAB

IAB

)1(
)1(

1

1
1

21

212

101

0

−=−
−=−

=−
−=−

=

−

−
−−

−

−

σ

σ
σ

σ

KKK
. 

Înmulţind la stânga relaţiile precedente respectiv cu n
n AAAI ,,,, 2 K , apoi 

adunându-le obţinem ))1(()1( 2
2

1
1 n

nnnnn
n AAAO σσσ −+−+−−= −− K , ceea ce 

demonstrează teorema lui Cayley-Hamliton. 
 
Aplicaţii 

 
 2.3.6. Inversa unei matrice 

Fie A o matrice de ordinul n, inversabilă, atunci conform teoremei lui 
Cayley-Hamilton ea verifică ecuaţia sa caracteristică, deci: (1)  

nnn
n

n
nnnn OIAAAA =−+−+−+− −
−−− σσσσ )1()1( 1
12

2
1

1 K . 
Înmulţind ambii membri ai relaţiei (1) la dreapta cu A–1, rezultă 

nnn
n

n
nnnn OAIAAAA =−+−+−+− −

−
−−− 1

1
12

2
1

1 )1()1( σσσσ K  
sau  

nn
n

nn
nnnn OAIAAA =−+−+−+− −

−
−−−− 1

1
13

2
2

1
1 )1()1( σσσσ K , de 

unde ( 0det ≠= Anσ , căci A este inversabilă) rezultă 

[ ]nn
nnn

n

IAA
A

A 1
12

1
11 )1(

det
)1(

−
−−−− −++−

−
−= σσ K . 

Procedeul este preferabil dacă ordinul n nu este prea mare. 

Exemplu  2.3.7. Fie 















=

011
202
113

A . Într-adevăr, A este inversabilă deoarece 

det A = –2 ≠  0. 
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Avem: [ ]321
21

det
1 IAA

A
A σσ +−=− , unde det A = –2, 

3003)(1 =++== ATrσ , +=
2221

1211
2 aa

aa
σ  

5212
01
20

01
13

02
13

3332

2322

3331

1311 −=−−−=++=++
aa
aa

aa
aa

 şi 
















=

315
248
5412

2A  iar 















=

100
010
001

3I .  

Avem 

















−−
−−

−
−=
































−
















−
















−=−

222
412

212

2
1

100
010
001

5
011
202
113

3
315
248
5412

2
11A . 

 
 2.3.8. Calculul puterilor unei matrice prin recurenţă 

Folosind teorema lui Cayley-Hamilton, putem calcula n
p MAA ∈∀, (C) şi 

∈∀p N*, prin recurenţă. 
Într-adevăr, cum 01

1 =+++ −
nn

nn IAA αα K , înmulţind cu Ak, obţinem 
+++ −++ K1

1
knkn AA α  ∈=+ kAk

n ,0α N. 
Deci, trebuie calculate primele puteri, după care se deduc celelalte 

recursiv. 
În particular, pentru orice k, Ak se exprimă ca polinom de grad 1−≤ n  de 

matrice A. 
 

Puterile matricelor de ordinul trei 
 
Fie A 3M∈ (C), 3,2,1,)( == jiijaA . 
După cum ştim ecuaţia carateristică a matricei A se poate scrie sub forma 

0

333231

232221

131211

=
−

−
−

λ
λ

λ

aaa
aaa
aaa

 sau (1) 032
2

1
3 =−+− σλσλσλ , unde 
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3322111 )( aaaATr ++==σ  (urma matricei A), 

3332

2322

3331

1311

2221

1211
2 aa

aa
aa
aa

aa
aa

++=σ , iar Adet3 =σ , determinantul matricei A. 

Ţinând seama de teorema lui Cayley-Hamilton, se obţine relaţia: 
3332

2
1

3 OIAAA =−+− σσσ . 
Proprietate  2.3.9. Dacă A 3M∈ (C), atunci ∈∀++= nIzAyAxA nnn

n ,3
2 N*. 

Demonstraţie: 
Pentru n = 1 proprietatea este adevărată (x1= 0, y1= 1, z1= 0). 
Pentru n = 2 proprietatea este de asemenea adevărată (x2= 1, y2= 0, z2= 0). 
Pentru n = 3, ţinând seama de ecuaţia caracteristică, avem 

332313 ,, σσσ =−== zyx . 
Presupunem că 3

2 IzAyAxA kkk
k ++=  este adevărată pentru 3≥k . 

Atunci avem ==+ AAA kk 1  
333

2
33

2 )()()( IxzAzxyAyxxAIzAyAx kkkkkkkk ++++=++= . 

Notând (2) 








=
+=
+=

+

+

+

kk

kkk

kkk

xzz
zxyy
yxxx

31

31

31

, obţinem 311
2

1
1 IzAyAxA kkk

k
+++

+ ++= , deci 

proprietatea este adevărată ∈∀n N*. 
Din (2) rezultă relaţia de recurenţă 3,131331 ≥++= −−+ nxzxyxxx nnnn , 

căreia i se asociază ecuaţia caracteristică (3) 33
2

3
3 zryrxr ++=  care este 

totuna cu ecuaţia caracteristică (1). 
Dacă ecuaţia caracteristică (3) are rădăcinile r1, r2, r3  reale distincte atunci 

nnn
n rcrcrcx 332211 ++= . 

Dacă ∈= 21 rr R şi ∈≠ 21 rr R, atunci nn
n rcrnccx 33121 )( ++= . 

Dacă ∈1r R iar ∈32 , rr C–R, fie )sin(cos3 titr += ρ , atunci 
)sincos( 3211 ntcntcrcx nn

n ++= ρ .  
Din (2) rezultă imediat yn şi zn, după care se poate calcula An. 

Exemplu  2.3.10.: Fie 















=

100
110
011

A . Să se calculeze ∈nAn , N*. 

 
Aplicând propoziţia de mai sus, rezultă 1,3,3 321 === σσσ  iar ecuaţia 

caracteristică a matricei A devine 3
23 33 IAAA +−= , de unde 
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1,3,3 333 =−== zyx . Ecuaţia caracteristică (3) devine 133 23 +−= rrr  de 
unde 1321 === rrr . 

Ţinând cont că 3,1,0 321 === xxx , obţinem 
2

2 nnxn
−

= . Din 

11313 , −−− +== nnnnn zxyyxzz  se obţine )2(,
2

)2)(1(
−−=

−−
= nnynnz nn . Deci 

3
2 IzAyAxA nnn

n ++= , adică +−−
−

= AnnAnnAn )2(
2

2
2

 32
)2)(1( Inn −−

+ , 

de unde se obţine ∈



















 −

= nn

nnn

An ,
100

10
2

)1(1

N*, rezultat ce se putea obţine 

uşor calculând A2, A3 până se observa regula de obţinere a matricei A, rezultat 
ce se verifică prin inducţie matematică sau aplicând binomul lui Newton, 

obsevând că BIA += 3 , unde 















=

000
100
010

B . 

 
 2.3.11. Polinom minimal al unei matrice 

 
Fie K un corp de numere şi A nM∈ (K). Există polinoame diferite de 0 din 

K[X] care admit pe A ca rădăcină, de exemplu pA. 
Proprietate  2.3.12. Fie f un polinom de grad minim printre polinoamele 
diferite de 0 din K[X] care admit pe A ca rădăcină. Pentru orice ∈g K[X] care 
admite pe A ca rădăcină există ∈q K[X] astfel încât g = f · q, adică f divide în 
K[X] pe g. 

 Demonstraţie: 
Fie ∈rq, K[X] astfel încât g = f · q + r, grad r < grad f. Luând valoarea în 

A a polinoamelor din egalitatea precedentă, obţinem r(A) = 0. 
Dacă r ≠ 0 se constrazice alegerea lui f. Aşadar, r = 0, deci g = f · q. 
Fie 0,01

1
1 ≠++++= −
− d

d
d

d
d aaXaXaXaf K , polinomul din enunţul 

propoziţiei de mai sus. Polinomul fad
1−  admite de asemenea pe A ca rădăcină, 

este monic şi are gradul tot d. 
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Dacă 1f  şi 2f  sunt două polinoame monice de grad d din K[X] care 
admite pe A ca rădăcină, atunci 21 ff = . Într-adevăr, conform propoziţiei 
demonstrate 1f  şi 2f  se divid reciproc în K[X] şi fiind monice se deduce 
imediat că 21 ff = . 
Definiţie  2.3.13. Fie K un corp de numere şi A nM∈ (K). Polinomul monic mA 
de grad minim din K[X] care admite pe A ca rădăcină se numeşte polinomul 
minimal al lui A. 

Exemplu  2.3.14. Fie A 3M∈ (R), 















−

−
=

100
001
010

A . 

Polinomul carasteristic al lui A este 

)1()1(
100

01
01

)det()( 2
3 +−−=

−
−−
−−

=−= XX
X

X
X

XIAXpA . Divizorii lui 

)(XpA  sunt 1, X – 1, X +1, (X – 1)2, (X – 1)(X + 1) = X2 – 1, şi (X – 1)2(X + 1). 
Polinomul mA(X) va fi polinomul de grad minim din lista de mai sus ai 

divizorilor lui )(XpA . 
Cum 2

2 IA =  rezultă că X2 – 1 admite pe A ca rădăcină şi cum 1, X – 1 şi 
X + 1 nu admit pe A ca rădăcină, deducem că 1)( 2 −= XXmA . 

Din ultima propoziţie şi teorema lui Cayley-Hamilton, deducem 
următorul: 
Corolar  2.3.15.  Fie K un corp de numere şi A nM∈ (K). Atunci mA divide în 
K[X] pe pA, adică polinomul minimal este divizor al polinomului caracteristic. 

Dacă dA = grad (mA), atunci nd A ≤ . 
 

 2.3.16. Polinomul minimal al unui număr algebric 
 
Fie K un corp de numere ∈f K[X] un polinom de grad d, d > 0. Spunem 

că f este reductibil peste K, dacă există ∈hg, K[X] astfel încât f = g · h, grad(g) 
< d şi grad(h) < d. În caz contrar, spunem că f  este polinom inductibil peste K. 
Polinoamele inductibile peste C sunt cele de gradul 1, iar peste R cele de gradul 
1 şi cele de gradul 2 fără rădăcini reale. 

Fie K un corp de numere şi ∈z C. Spunem că z este algebric peste K, 
dacă există ∈g K[X], g ≠ 0, astfel încât g(z) = 0. În caz contrar, spunem că z 
este transcendent peste K. 
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Numărul 3 2  este algebric peste Q deoarece 0)2(3 =g , unde 
∈−= 22Xg Q. 

Dacă ∈z C, z = a + bi, cu ∈ba, R, atunci g(z) = 0, unde 
∈++−= 222 2 baaXXg R[X], deci orice număr complex este algebric peste R. 

Numerele reale π  şi e (baza logaritmilor naturali) sunt transcendente 
peste Q. 

Fie ∈z C un număr algebric peste corpul de numere K. Polinomul monic f 
de grad minim din K[X] care admite pe z ca rădăcină se numeşte polinomul 
minimal al lui z peste K. 

Ca şi în cazul matricelor, se arată că f este unic determinat şi că divide în 
K[X] orice polinom ∈g K[X] cu proprietatea g(z) = 0. 
Proprietate  2.3.17. Fie K un corp de numere şi ∈z C, z algebric peste K. 
Atunci polinomul minimal f al lui z peste K este ireductibil peste K. 

Demonstraţie: 
Fie n = grad(f). Evident n > 0. Dacă f este reductibil peste K, atunci există 
∈hg, K[X] astfel încât hgf ⋅= , grad(g) < n şi grad(h) < n. Luând valoarea în 

z a polinoamelor din ultima egalitate se obţine 0)()()( == zfzhzg , de unde 
g(z) = 0 sau h(z) = 0, ceea ce contrazice definiţia polinomului minimal. Rămâne 
adevărat că f este ireductibil peste K. 
Observaţie  2.3.18. Polinomul minimal al unei matrice nu este obligatoriu 
ireductibil după cum rezultă din exemplul dat anterior. Ireductibilitatea 
polinomului minimal al unui număr algebric s-a stabilit folosind faptul că 
produsul a două numere complexe diferite de zero este diferit de zero, 
proprietate care nu mai este adevărată în cazul matricelor. 
Observaţie  2.3.19. Fie f∈K[X] un polinom ireductibil peste K şi ∈z C o 
rădăcină a lui f. Atunci polinomul minimal al lui z peste K este chiar f. În adevăr, 
cum f(z) = 0, polinomul minimal al lui z divide pe f  şi cum singurul divizor 
monic de grad pozitiv al lui f este f, se obţine rezultatul menţionat. 

 
 2.4. Teorema lui Frobenius 

 
Teoremă 2.4.1. (Frobenius). Fie K un corp de numere şi nMA∈ (K). 
Polinoamele pA şi mA admit aceeaşi divizori ireductibili peste K. 

Demonstraţie: 
Cum mA divide pe pA (conform corolarului) este clar că orice divizor 

ireductibil al lui mA este şi al lui pA. Rămâne să arătăm că dacă f este un divizor 
ireductibil peste K al lui pA, atunci f este divizor şi al lui mA. Evident, putem 
presupune că f este monic. Fie ∈α K o rădăcină a lui f. Conform observaţiei 
2.4.19., polinomul minimal al lui α  este f. Dacă mA(α ) = 0, atunci f divide pe 
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mA şi demonstraţia este încheiată. Trebuie să excludem cazul mA(α ) ≠ 0. Dacă 
mA(α ) ≠ 0, atunci cel mai mare divizor comun în K[X] al lui mA(X) şi X – α  
este egal cu 1. Conform unei proprietăţi cunoscute a celui mai mare divizor 
comun, există g,h∈K[X] astfel încât 1)()()()( =−+ XhXXgXmA α . 

Luând valoarea în A a polinoamelor din egalitatea precedentă se obţine 
nn IAhIA =− )()( α , de unde 

))(det()()1())(det()det()det(1 AhpAhIAI A
n

nn αα −=−== . 
Cum f divide pe Ap  şi 0)( =αf , 0)( =αAp , de unde 1 = 0, contradicţie. 

Rămâne adevărat că 0)( =αAm , deci f divide pe mA. 
Observaţie  2.4.2. Un alt argument care permite demonstraţia teoremei se 
bazează pe problema p(A) = 0 rezultă λλ ∀= ,0)(p  valoare proprie. 

Avem mA(A) = 0 rezultă 0)( =λAm  pentru orice valoare proprie a matricei 
A, deci mA şi fA au aceleaşi rădăcini, diferă eventual doar ordinul de 
multiplicitate. 

Deoarece λ  este algebric peste K (rădăcina a lui ∈Af K[X]), λ  admite un 
polinom minimal (de gradul minim ∈λg K[X] pentru care 0)( =λλg , atunci 

λg  este factor în mA şi evident fA. 
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2.5. Probleme rezolvate (2.2) 
 

   R2.3.1. Să se determine valorile proprii şi vectorii proprii ai matricei: 























=

0001
1000

0000
0010

K

K

KKK

K

K

C . 

Soluţie: 

Sistemul 1,, nOXXCX ≠= λ  se scrie 
















=
=

=
=
=

−

n

nn

xx
xx

xx
xx
xx

λ
λ

λ
λ
λ

1

1

34

23

12

M
 sau 














=
=

=
=

−

11

1
1

1
2

3

12

xx
xx

xx
xx

n

n
n

λ
λ

λ
λ

M . 

Din ultima relaţie rezultă x1 = 0 sau 1=nλ . Dacă x1 = 0 din celelalte relaţii 
rezultă 1,nOX = , fals. Deci 1=nλ  şi obţinem valorile proprii 1,0 −== nkk ελ şi 

vectorii proprii 1,0,

1

1

2 −=























=

−

nkX

p
k

k

k

k

ε

ε
ε

M

 

 =

n
k

k
πε 2cos

n
ki π2sin+ , rădăcinile 

de ordin n ale unităţii). 
 

   R2.3.2. Să se descompună într-un produs de factori, polinomul caracteristic al 

matricei 





















=

22

22

22

22

aababb
ababab
abbaab
bababa

A . Să se deducă valorile proprii ale matricei A şi 

valoarea lui detA. 
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Soluţie: 
Polinomul caracteristica se scrie: 

λ
λ

λ
λ

λ

−
−

−
−

=

22

22

22

22

)(

aababb
ababab
abbaab
bababa

pA . 

Se adună la elementele primei coloane, elementele celorlalte coloane, ceea 
ce permite a scoate în factor λ−+ 2)( ba . Rezultă: 

[ ] [ ]⋅−+=
−−

−−−−
−−−−

⋅−+= λ
λ

λ
λ

λλ 2

22

222

222

2 )(
00

)()( ba
ba

bababaabb
bababbaba

bapA  

[ ] 2222 )()( λλ −−⋅−−⋅ baba . Valorile proprii sunt 2
1 )( ba +=λ , 2

2 )( ba −=λ , 
22

43 ba −== λλ . 
Determinantul lui A se obţine făcând 0=λ  în polinomul caracteristic, 

aşadar 222 )(det baA −= . 
 

   R2.3.3. Fie A, B nM∈ (C). Să se arate că polinomul caracteristic al matricei 








 −
AB
BA

, este egal cu produsul polinoamelor caracteristice ale matricelor A + 

iB şi A – iB. 
Soluţie: 
Avem 

=
−

+−−−−
=

−
−−

=−
n

nn

n

n
n IAB

iIiABIiBA
IAB

BIA
IM

λ
λλ

λ
λ

λ
)(

)det( 2  

))det(())det((
)(

0)(
nn

n

n IiBAIiBA
IiBAB

IiBA
λλ

λ
λ

−+−−=
−+

−−
= . 

 
   R2.3.4. Să se arate că dacă A nM∈ (R) este o matrice antisimetrică şi reală, 
atunci 0det ≥A . 

Soluţie: 
Dacă nλλλ ,,, 21 K  sunt valorile proprii ale matricei A, atunci 

nA λλλ ⋅⋅⋅= K21det . Cum A este antisimetrică şi reală, atunci ea este 
antihermetiană, deci valorile proprii sunt de forma ∈⋅ bbi , R. Evident, dacă o 
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valoare  proprie este reală, ea este 0=λ  şi det A = 0 (în particular, o matrice 
antisimetrică şi reală, de ordin impar are determinantul zero). 

Dacă nu, polinomul caracteristic fiind cu coeficienţi reali, are rădăcinile 
complexe conjugate, deci rădăcinile se cuplează în perechi de forma 

kkkk ibibibib −==−== − 2121211 ,,,, λλλλ K  cu produsul 
022

2
2

1221 >⋅⋅⋅=⋅⋅⋅ kk bbb KK λλλ . 
 

   R2.3.5. Fie A nM∈ (R) o matrice reală şi ∈+= ibaλ C, a ∈R, b ∈R* o 
valoare proprie nereală iar 1,nOiYXZ ≠+=  un vector propriu corespunzător 
cu X, Y 1,nM∈ (R). 

Să se arate că: 
a). 1,1, , nn OYOX ≠≠ ; 
b). Dacă ∈=+ βαβα ,,1,nOYX R rezultă 0== βα ; 
c). Dacă f∈R[X] este un polinom şi ∈)(λf R, atunci X şi Y sunt vectori 

proprii pentru matricea f(A). 
Soluţie: 

Avem A(X +iY) = (a + ib)(X + iY) şi rezultă 




+=
−=

)2(
)1(

:
bXaYAY
bYaXAX

S . 

a). Dacă 1,nOY = , din relaţia a doua rezultă 1,nObX =  (b ≠ 0), deci 

1,nOX =  şi obţinem 1,nOZ =  (constradicţie), deci 1,nOY ≠ . 
Dacă 1,nOX = , din prima relaţie rezultă –bY = 1,nO , contradicţie. 

Deci 1,nOX ≠  şi 1,nOY ≠ ; 

b). Avem: 
β
α
⋅−=
⋅−=

bXaYAY
bYaXAX

, de unde obţinem 

)()()( YXbYXaYXA αββαβα −++=+  sau 




⋅=+
⋅=−
αβα
βαβ

1,

1,

n

n

OYX
OYX

, de unde 

rezultă 1,
22 )( nOX =+ βα , sau 022 =+ βα , adică 0== βα . 

c). Avem ZfZAf )()( λ=  sau ))(())(( iYXfiYXAf +=+ λ , de unde 
obţinem XfXAf )()( λ=  şi YfYAf )()( λ= . 

 
   R2.3.6. Dacă A nM∈ (C) şi P∈C[X] astfel încât p(A) = 0, atunci pentru orice 
valoare proprie λ  a matricei A avem 0)( =λp  (valorile proprii sunt rădăcini 
ale oricărui polinom care anulează matricea A). 
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Soluţie: 
Fie λ  valoare proprie şi X vector propriu corespunzător pentru matricea 

A. Avem AX = λ X,  1,nOX ≠  şi 1,,)()( nOXXpXAp ≠= λ  , de unde 

1,,0)( nOXXp ≠=λ , deci 0)( =λp . 
 
 
 
Probleme rezolvate (2.4) 

 
   R2.6.1. Fie nMA∈ (C). Dacă n

n OA ≠ , atunci ∈∀≠ kOA n
k , N. 

Soluţie: 
Conform teoremei lui Cayley-Hamilton, putem scrie: (1)  

012
321 =+++++ − nn

nn AAaAaAaIa K . 
Presupunem prim absurd că există k > n astfel încât n

k OA =  şi alegem k 
minim cu această proprietate, deci n

k OA ≠−1 . În (1) înmulţim cu 1−kA  şi rezultă 
0121

32
1

1 =+++++ −+−++− nknk
n

kkk AAaAaAaAa K  şi din 

n
nkkk OAAA ==== −++ 11 K , rezultă 01

1 =−kAa , iar din n
k OA ≠−1  obţinem 

01 =a . 
În (1) înmulţim cu 2−kA  şi obţinem 01

2 =−kAa , deci 02 =a  şi continuând 
procedeul, obţinem 021 ==== naaa K , atunci din (1) rezultă 0=nA , 
contradicţie. 

 
   R2.6.2. Fie ( )

nji
k

ij
k aA

,1,
)(

=
= . 

a). Dacă nka k ,1,0)(
11 =∀= , atunci det A = 0; 

b). Dacă 1,1,0)(
12 −=∀= nka k , atunci ∈∀= ka k ,0)(

12 N. 
Soluţie: 
Conform teoremei lui Cayley-Hamilton putem scrie: (2) 

+−+−+− −
−−− AAAA n

nnnn
1

12
2

1
1 )1( σσσ K  nnn

n OI =−+ σ)1( , de unde se obţin 
2n  egalităţi numerice. 

a). Urmărind egalitatea de pe poziţia (1,1), obţinem: 
+−+−+− −

−−−
1

)1(
11

1)2(
112

)1(
111

)(
11 )1( n

nnnn aaaa σσσ K  01)1( =⋅−+ n
nσ  şi din ipoteză 

rezultă 0=nσ , adică det A = 0; 
b). Urmărind egalitatea de pe poziţia (1,2), obţinem: 

+−+−+− −
−−−

1
)1(

12
1)2(

122
)1(

121
)(

12 )1( n
nnnn aaaa σσσ K  00)1( =⋅−+ n

nσ , deci 0)(
1 =n
na . 
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Apoi, înmulţind relaţia (2) cu A şi urmărim egalitatea de pe poziţia (1,2), 
obţinem, +−+−+− −

−−+
1

)2(
12

1)1(
122

)(
121

)1(
12 )1( n

nnnn aaaa σσσ K 0)1( )1(
12 =− n

n a σ , deci 
0)1(

12 =+na  şi prin inducţie se arată că 0)(
12 =+kna , pentru orice ∈k N. 

 
   R2.6.3. Fie nMA∈ . Dacă nTrA > , atunci ∈∀≠ pkAA pk ,, N, k ≠ p. 

Soluţie: 
Dacă prin absurd ar exista ∈pk, N cu pk AA = , fie λ  valoarea proprie 

pentru A. Din XAX λ= , 1,nOX ≠ , rezultă XXAXXA ppkk λλ == , , deci 
pk λλ = . Avem pk λλ =  deci }1,0{∈λ . 

Atunci nTrA nn ≤+++≤+++= λλλλλλ KK 2121 , contradicţie. 
 

   R2.6.4. Fie nMA∈ . Dacă 02 ==== nTrATrATrA K , atunci n
n OA = . 

Soluţie: 
Dacă n21 ,,, λλλ K  sunt valorile proprii ale matricei A, atunci k

n
kk λλλ ,,, 21 K  

sunt valorile proprii ale matricei kA . Se obţine sistemul de ecuaţii 











=+++

=+++
=+++

0

0
0

21

22
2

2
1

21

n
n

nn

n

n

λλλ

λλλ
λλλ

K

K

K

K

. 

Vom arăta că singura soluţie este 0n21 ==== λλλ K . 

Dacă scriem sistemul sub forma 














=⋅++⋅+⋅

=⋅++⋅+⋅
=⋅++⋅+⋅

=⋅++⋅+⋅

−−− 0

0
0

0111

11
22

1
11

22
22

2
11

2211

21

n
nn

nn

nn

nn

n

λλλλλλ

λλλλλλ
λλλλλλ

λλλ

K

K

K

K

K

 

rezultă că ( n21 ,,, λλλ K ) este soluţie a unui sistem de ecuaţii liniare cu 
determinantul sistemului, de tip Vandermonde ),,,(V 21 nλλλ K=∆ . 

Dacă 0≠∆ , atunci 021 ==== nλλλ K  (concluzia dorită). 
Dacă presupunem 0=∆ , atunci nλλλ ,,, 21 K  nu sunt distincte. Să 

presupunem că nλλλ ,,, 21 K  sunt distincte cu multiplicităţile pkkk ,,, 21 K  
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( nkkk p =+++ K21 ). Reţinem din sistem primele p ecuaţii: 











=⋅++⋅+⋅

=⋅++⋅+⋅
=⋅++⋅+⋅

−−− 0)()()(

0)()()(
01)(1)(1)(

11
222

1
111

222111

2211

p
npp

pp

ppp

pp

kkk

kkk
kkk

λλλλλλ

λλλλλλ
λλλ

K

K

K

K

. 

Sistemul cu determinantul nenul 0),,,(V 21 ≠pλλλ K  şi soluţia 
( ppkkk λλλ ,,, 2211 K ) care trebuie să fie soluţia banală, deci 

021 ==== pλλλ K . 
Dacă toate valorile proprii ale matricei A sunt egale cu 0, polinomul 

caracteristic este n
A XXf )()( −=  şi din teorema lui Cayley-Hamilton, rezultă 

0)( =− nA , adică n
n OA = . 

 

   R2.6.5. Fie 















=

011
101
110

A . Să se determine un polinom de grad minim care 

are pe A ca rădăcină. 
Soluţie: 
Cum A este rădăcină a polinomului său caracteristic 

=
−

−−−
−

=−=
X

X
X

AXIXp nA

10
111

01
)det()(  XXX 223 −−= . Deci 

3
23 2 OAAA =−−  (1). 

Polinomul minimal căutat este divizor al polinomului 
)1)(2(223 +−=−− XXXXXX . Deci polinomul minimal este unul dintre 

polinoamele X, X – 2, X + 1, X(X – 2), X(X + 1), (X – 2)(X + 1), X(X –   – 2)(X 
+1). 

Obsevăm că A nu verifică nici una din relaţiile 333 2, OIAOA =−= , 

33 OIA =+ , 33 )2( OIAA =− , 333 ))(2( OIAIA =+− , şi deci polinomil minimal 
este X(X – 2)(X +1), adică 333 ))(2( OIAIA =+− . 

 
   R2.6.6. Fie nMA∈ (R) astfel încât 3

3 IAA += . Atunci det A > 0. 



 77

Soluţie: 
Din ipoteză rezultă că Am  divide polinomul 13 −− XX . Folosind 

eventual mijloacele analizei matematice, se arată că 13 −− XX  are o singură 
rădăcină reală a şi aceasta este strict pozitivă. 

Deci ))((1 23 cbXXaXXX ++−=−−  cu ∈cba ,, R, a > 0 şi 
042 <− cb . Evident, c > 0. Cum Am  divide pe 13 −− XX , rezultă că divizorii 

inductibili peste R ai lui Am , deci şi ai lui Ap , sunt din mulţimea {X – a, 
cbXX ++2 }. 

Descompunând pe Ap  în produs de factori inductibili peste R, avem 
++++− − KK 1

11 )( n
nn

n XaaX  
ts

A
n cbXXaXXpA )()()(det)1( 2 ++−==−+ , cu ∈ts, N, s + 2t = n. 

Luând valoarea în 0 a polinomului din egalitatea precedentă, obţinem 
=−=− tssn caA )1(det)1(  tsntstn caca )1()1( 2 −=−= − , de unde 

0)det( >= tscaA . 
 

   R2.6.7. Fie 2MA∈ (Z) cu proprietatea că există ∈n N*, (n,6) = 1, astfel încât 

2IAn = , atunci 2IA = . 
Soluţie: 
Avem 2MA∈ (Z) 2M⊆ (R) şi fie Am  polinomul minimal în R[X] al lui A. 

Dacă 1=Ad , atunci α−= XmA  cu ∈α R. Cum AmX =−α  este divizor al lui 
1−nX  şi cum acest din urmă polinom are în cazul (n,2) = 1 ca singură rădăcină 

reală 1=α , rezultă că Am  = X – 1, deci 2IA = . Dacă 2=Ad , atunci 
∈++== qpXXpm AA

2 Z[x]. 
Când (n,2) = 1, 1−nX  are o singură rădăcină reală, anume pe 1, şi aceasta 

este simplă. Cum Am  divede pe 1−nX , avem 042 <−=∆ qp , deci 

nkX
n
kXmA <<+






−= 0,12cos22 π . Dar AA pm = ∈Z[X], de unde rezultă că 

{ }2
1,2

1,1,1,02cos −−∈
n
kπ . Cum 0<∆ , rezultă că 02cos =








n
kπ  sau 

2
12cos ±=








n
kπ . Însă din (n,2) = 1 rezultă că 02cos ≠








n
kπ , iar din (n,3) = 1 

rezultă că 2
12cos ±≠








n
kπ . Deci cazul 2=Ad  nu este posibil. 
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 3.  Transformari elementare in matrice 
 

 3.1 Transformări elementare 
  
Definiţie  3.1.1. Prin transformări elementare înţelegem următoarele operaţii 
(efectuate asupra unei matrice). 

a) înmulţirea unei linii (coloane) cu un număr nenul; 
b) schimbarea a două linii (coloane) între ele; 
c) adunarea la elementele unei linii (coloane) a elementelor altei linii 

(coloane) înmulţite cu acelaşi număr nenul. 
Definiţie  3.1.2. Fiind dată o matrice � EMBED Equation.3  ���, vom 
înţelege că matricea � EMBED Equation.3  ��� este echivalentă cu A şi 
scriem BA ≈ , deci B se obţine din A prin efectuarea unui număr finit de 
transformări elementare. 
Definiţie  3.1.3. Prin matrice elementară de linii, înţelegem matricea obţinută 
din matricea unitate mI  prin efectuarea transformărilor corespunzătoare. 
 Prin matrice elementară de coloane, înţelegem matricea obţinută din 
matricea unitate nI  prin efectuarea transformărilor corespunzătoare. 
Exemplu  3.1.4. (matrice elementară de linii) 

iL1   
i



























α

10000

0000

0010
0001

LL

LLLLLLL

LL

LLLLLLL

LLL

LLL

 ( )CmM∈ , 0≠α . 

         i 

jiL ,2    
j

i





























100

01

10

001

LL

LLLLL

LLL

LLLLL

LLL

LLLLL

LL

( )CmM∈  

            i      j    
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jiiL +,3    

j

i





























10000
1100

00100

010
001

LL

OL

LLLLL

LL

LLLLL

LLLL

LLLL

( )CmM∈  

                  i      j    
Teoremă  3.1.5. Efectuarea în matricea ( )CnmMA ,∈  a unei transformări 
elementare pe linii, revine la înmulţirea matricei A la stânga cu matricea 
elementară de linii corespunzătoare transformării. 
 Efectuarea în matricea ( )CnmMA ,∈  a unei transformări elementare pe 
coloane, revine la înmulţirea la dreapta a matricei A cu matricea elementară de 
coloane corespunzătoare transformării. 
Demonstraţie: Fie ( )CnmMA ,∈ , ( )

nj
miijaA
,1
,1

=
== . Să presupunem că în matricea A 

vrem să facem următoarea transformare elementară: schimbarea liniilor i şi  j 
între ele ( )mji ≤<≤1 . 
Atunci, vom înmulţi matricea A la stânga cu matricea elementelor de linii, ce se 
obţine din mI , schimbând liniile i şi  j între ele. Obţinem astfel transformarea 
dorită. 
 Analog se demonstrează pentru celelalte cazuri. 
 
 
 3.2. Calculul rangului unei matrice prin transformări elementare 
 
Definiţie  3.2.1. Matricea ( )

nj
miijaA
,1
,1

=
==  se numeşte matrice diagonală dacă 

0=ija , ( ) ji ≠∀ , adică are forma: 





























=

0000
0
0
00
0
00
00

22

11

LLLLL

O

LLLLLL

O

LLLLLL

LLLLLL

rra

a
a

A  
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Teoremă  3.2.2. Orice matrice nenulă ( )CnmMA ,∈ , ( )
nj
miijaA
,1
,1

=
==  se poate 

aduce, prin transformări elementare, la forma diagonală. 
Demonstraţie: Deoarece nmOA ,≠ , rezultă că există un număr 0≠ija . Dacă 

011 =a , atunci aplicând transformări elementare aducem pe ija  în locul lui 11a  
(permutăm prima linie cu linia i şi apoi prima coloană cu coloana j) şi obţinem 
o matrice echivalentă cu A. 
 Deci, putem presupune că 011 ≠a . Folosind transformări elementare 
(scăzând din fiecare linie 1≠j  prima linie înmulţită cu jiaa 1

11
− , apoi din fiecare 

coloană obţinută prima coloană înmulţită cu kaa 1
1

11
− , 1≠k ) obţinem o matrice 

echivalentă cu cea iniţială având toate elementele de pe prima linie egale cu 
zero, mai puţin primul element. Deci, obţinem o matrice ( )CnmMA ,'∈  
echivalentă cu A şi având următoarea formă: 





















=

''
2

'
2

'
23

'
22

'
11

0

0
00

'

mnm

n

aa

aaa
a

A

LL

LLLLL

L

LL

 

 În continuare reluăm raţionamentul cu matricea: 





















=

''
3

'
2

'
3

'
33

'
32

'
2

'
23

'
22

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

B

L

LLLL

L

L

   care este o matrice de tip ( )1,1 −− nm .  

După un număr finit de paşi obţinem o matrice diagonală ( )CnmMD ,∈  de 
forma 





























=

000

0000
0100

010
0001

LLLLLL

MLLLLLLLL

LLLLL

MLLLL

MLLLLLLLL

MLLLLL

LLLLL

D , echivalentă cu matricea A. 

Operaţia de a aduce o matrice ( )CnmMA ,∈  la forma diagonală de mai sus, se 
numeşte diagonalizarea matricei A. 
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Exemplu  3.2.3. Să se aducă la forma diagonală, folosind transformările 
elementare, matricea: 



















−−−
−

−
−

=

158512
11123

13214
22110

A  

Soluţie: 
0 1 1 2 2 1 0 1 2 2
4 1 2 3 1 1 4 2 3 1
3 2 1 1 1 2 3 1 1 1
12 5 8 5 1 5 12 8 5 1

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 4 1 5 3 0 1 4 5 3
0 3 3 3 5 0 3 3 3 5
0 12 3 15 9 0 3 12 15 9

A

− −   
   − −   = ≈ ≈
   − −
   
− − − − − −   

   
   
   ≈ ≈ ≈
   − − − −
   

− − − − − − − −   

 

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 9 18 14 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

   
   
   ≈ ≈
   − − −
   
   

. 

 
 Propoziţia precedentă ne ajută să calculăm rangul unei matrice reducând 
matricea iniţială, prin transformări elementare, la o matrice diagonală. 
Conform teoremei demonstrate mai sus, rezultă că: 
 Fiind dată o matrice ( )CnmMA ,∈ , există o matrice diagonală de forma  





























=

000

0000
0100

010
0001

LLLLLL

MLLLLLLLL

LLLLL

MLLLL

MLLLLLLLL

MLLLLL

LLLLL

D , 

unde primele r elemente de pe diagonala principală sunt 1 iar restul 0 şi astfel 
încât AD ≈ . În acest caz rDA == rangrang . 
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Proprietate  3.2.4. Fie ( )CnmMBA ,, ∈ . Dacă BA ≈ , atunci BA rangrang = . 
Demonstraţie: Rezultă imediat din faptul că rangul unei matrice nu se schimbă 
dacă permutăm două linii (sau coloane) sau dacă la o linie (coloană) adunăm o 
altă linie (coloană) înmulţită cu un element nenul din C. 
a) Într-adevăr, să presupunem că am schimbat două linii (coloane) între ele. 
 Dacă ambele linii intră în minorul matricei A, determinanţii celor două 
matrice au valori opuse. 
 Dacă ambele linii nu intră în componenţa minorului lui A, nu vor intra 
nici în componenţa minorului lui B. Deci, determinantul minor ce dă rangul 
matricei A, rămâne egal cu determinantul ce dă rangul matricei B. 
 Cazul în care o singură linie intră în minorul matricei A se reduce la 
precedentele. 
b) Să presupunem că matricea B se obţine din matricea A prin înmulţirea unei 
linii (coloane) din matricea A cu un număr 0≠α . 
 Dacă linia aparţine minorului nenul ∆  din A, avem în noua matrice 
minorul corespunzător ∆k . 
Deci, rangul se păstrează. 
c) Să presupunem că matricea B se obţine din matricea A prin adunarea elemen-
telor liniei i din A înmulţite cu 01 ≠α  cu elemntele liniei j, înmulţite cu 

02 ≠α . 
 Într-adevăr, dacă liniile i şi  j ale matricei A nu aparţin minorului A ce dă 
rangul matricei, proprietatea este evidentă. 
 Dacă liniile i şi  j aparţin minorului lui A ce dă rangul, atunci minorul 
corespunzător din B se va descompune în suma a doi determinanţi, dintre care 
unul va fi nul. 
 Dacă una din linii, de exemplu i, aparţine minorului matricei A, bordăm 
acest minor, de ordinul r, cu o coloană oarecare din A şi cu linia j, din A 
conform definiţiei rangului, determinantul ultim este nul, dar un determinant de 
ordinul 1+r , obţinut prin condiţiile de mai sus se va descompune în suma a doi 
determinanţi de ordinul 1+r , care aparţin matricei A şi deci sunt nuli. 
 Prin urmare, pentru a găsi rangul unei matrice A, aducem această 
matrice prin transformări elementare la forma diagonală, iar rangul matricei 
diagonalizate (echivalentă cu matricea A) este evident r, iar acesta în baza 
teoremei este şi rangul matricei A. 
Exemplu  3.2.5. Să se afle rangul matricei: 























−
−−−

−
−

−

=

139873
125851
31121
02112
43211

A . 
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Soluţie: 

≈























−
−−−

−−−
≈























−
−−−

−−−
−

≈























−
−−−

−
−

−

=

10240
1681060
74310
84530

00001

10240
1681060
74310
84530

43211

139873
125851
31121
02112
43211

A

 

≈























−

−−
−−

≈























−
−−

−
−−

≈























−
−−

−
−−

≈

14200
00000
14200
83510

00001

14200
1661020
71310
83510

00001

10240
1621060
71310
81530

00001

 























≈























−

−−≈

00000
00000
00100
00010
00001

14200
00000
14200

00010
00001

. 

Rezultă 3rang =A . 
Observaţie  3.2.6. Se poate demonstra că, dacă ( )CnmMA ,∈  şi kA =rang , 
atunci există matricele ( )CmMQ∈  şi ( )CnMP∈  nesingulare astfel încât 
















≈⋅⋅

00

0

M

LLL

MnI
PAQ . 

 
 
 3.3. Calculul inversei unei matrice prin transformări elementare 
 
 Fie ( )CnMA∈ , ( )

nj
niijaA
,1
,1

=
==  o matrice inversabilă, deci există o 

matrice ( )CnMB∈ ( )
nj
niijbB
,1
,1

=
==  astfel încât nIABBA =⋅=⋅ . 

 Plecând de la matricea A, vom determina matricea B astfel încât 
nIBA =⋅ . 
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Avem: 



















=



















⋅



















100

010
001

21

22221

11211

21

22221

11211

L

LLLL

L

L

L

LLLL

L

L

L

LLLL

L

L

nnnn

n

n

nnnn

n

n

bbb

bbb
bbb

aaa

aaa
aaa

. 

Necunoscutele 12111 ,,, nbbb K  se obţin rezolvând sistemul liniar: 











=+++

=+++
=+++

,0

0
1

1212111

1221221121

1121121111

  nnnnn

nn

nn

bababa

bababa
bababa

K

LLLLLLLLLLLLL

K

K

 

folosind metoda lui Gauss, reprezentând sistemul printr-un tablou de forma 



















0

0
1

21

22221

11211

ML

MMLLLL

ML

ML

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

 (matricea extinsă a sistemului) 

Analog, obţinem matricele extinse: 



















0

1
0

21

22221

11211

ML

MMLLLL

ML

ML

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

, ,L  



















1

0
0

21

22221

11211

ML

MMLLLL

ML

ML

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

. 

Deoarece elementele situate în stânga barelor verticale sunt aceleaşi, vom 
rezolva simultan cele n sisteme, prin metoda Gauss, înlocuindu-le prin 
următoarea matrice: 



















100

010
001

21

22221

11211

LML

LLLLMLLLL

LML

LML

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

, 

având cele două componente, cea din stânga matricea A şi cea din dreapta 
matricea nI . 
 Asupra acestora vom efectua simultan aceleaşi transformări elementare 
până când componenta din stânga, matricea A, devine matricea unitate nI . 
 Componenta din dreapta, în urma transformărilor elementare efectuate, 
reprezintă matricea inversă 1−A . 
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Schematic avem: 
( ) ( ) ( )111111 LLLALLLLALIA nnnnn ⋅⋅⋅⋅⋅≈≈≈ −− KMKLMM , unde 

nnn IALLL =⋅⋅⋅− 11 K  şi 1
11

−
− =⋅⋅ ALLL nn K . 

Observaţie  3.3.1. Dacă în urma transformărilor elementare efectuate, 
componenta din stânga nu devine nI , atunci matricea respectivă nu este 
inversabilă (în cazul în care nu am verificat că 0det ≠A ). 

Exemplu  3.3.2. Să se afle inversa matricei 















=

631
321
111

A . 

Avem: 

≈
















−−
−≈

















−
−≈

















121100
011210
001111

101520
011210
001111

100631
010321
001111

M

M

M

M

M

M

M

M

M

 

















−
−−

−
≈

















−
−

−−
≈

121100
253010

133001

121100
011210
012101

M

M

M

M

M

M

. Rezultă 

















−
−−

−
=−

121
253

133
1A . 
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3.4. Probleme rezolvate (3) 
 
   R3.4.1. Să se determine parametrul R∈α , astfel ca matricea: 



















α−
−−
−−−

−

=

1322
41212
43211

31321

A  

să aibă rangul 3. 
Soluţie: Efectuând transformările 1234 , LLLL ++    şi 13 2LL − , obţinem: 



















−α
−−−
−

≈



















−α
−−−
−

−

≈



















α−
−−
−−−

−

=

42110
103810
12110

00001

42130
103830
12130

31321

1322
41212
43211

31321

A

. 
În continuare transformările 2334 , LLLL ++    ne dau 



















−α−
−−

≈



















−α−
−−
−

≈

145700
115700
00010
00001

145700
115700
12110

00001

A  şi în sfârşit 

transformarea 34 LL −  ne furnizează 



















−α

≈

03000
00100
00010
00001

A . 

Pentru ca 3rang =A , trebuie ca 3=α . 
 
 
 
   R3.4.2. Să se afle inversa matricei de ordinul n: 























=

0111

1011
1101
1111

L

LLLLL

L

L

L

A  

Soluţia I: Scăzând prima coloană din celelalte obţinem 
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( ) 01

1001

0101
0011
0001

det 1 ≠−=

−

−
−

= −nA

L

LLLLL

L

L

L

, deci matricea este inversabilă. Fie: 

( )























==

10000111

01001011
00101101
00011111

LML

LLLLLMLLLLL

LML

LML

LML

M nIAB . 

Scăzând linia întâi din celelalte obţinem: 























−−

−−
−−

10011000

01010100
00110010
00011111

LML

LLLLLMLLLLL

LML

LML

LML

 

Înmulţind liniile n   ,,3,2 L  cu 1− , iar apoi se face scăderea 
( )nLLLL +++− K321 , obţinem: 























−

−
−

−

10011000

01010100
00110010
11120001

LML

LLLLLMLLLLL

LML

LML

LML n

. 

Inversa căutată este 























−

−
−

−

=−

1001

0101
0011
1112

1

L

LLLLL

L

L

Ln

A . 

Soluţia a II-a: Vom afla inversa lui A, prin rezolvarea unui sistem. 



 88

 Fie 



















=

nx

x
x

X
M
2

1

 şi 



















=

ny

y
y

Y
M
2

1

 astfel încât YAX = . 

Deoarece A este inversabilă, rezultă că YAX 1−= . Atunci YAX =  se scrie în 
mod explicit astfel: 














=+++

=+++
=+++
=+++

− nn

n

n

n

yxxx

yxxx
yxxx
yxxx

121

321

231

121

K

LLLLLLLLL

K

K

K

 

Să exprimăm pe nxxx ,,, 21 K  în funcţie de nyyy ,,, 21 K . 
 Scăzând fiecare ecuaţie a sistemului, membru cu membru, din prima 
ecuaţie, obţinem: 

nn yyxyyxyyx −=−=−= 1313212 ,,, K . 
 Atunci ( ) ( )nn yyyynxxx +++−−=+++ KK 32132 1  şi înlocuind în 
prima ecuaţie, obţinem: 

( ) nyyyynx ++++−= K3211 2 . 
Prin urmare YAX 1−=  se scrie în mod explicit 

( )














−=

−=
−=

++++−=

nn

n

yyx

yyx
yyx

yyyynx

1

313

212

3211 2

LLLLL

K

 

Rezultă că inversa matricei A este matricea coeficienţilor nedeterminatelor 
nyyy ,,, 21 K , adică 























−

−
−

−

=−

1001

0101
0011
1112

1

L

LLLLL

L

L

Ln

A . 
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  R3.4.3. Să se rezolve ecuaţia matriceală: 























−
−

=⋅























1000

2100
1210

321

1000

1100
1110
1111

L

LLLLL

L

L

L

L

LLLLL

L

L

L

n
n
n

X . 

Soluţie: Fie 























=

1000

1100
1110
1111

L

LLLLL

L

L

L

A  şi 























−
−

=

1000

2100
1210

321

L

LLLLL

L

L

L

n
n
n

B . 

Deoarece 01det ≠=A , rezultă că matricea A este inversabilă. 

 Fie 



















=

nx

x
x

X
M
2

1

 şi 



















=

ny

y
y

Y
M
2

1

 astfel încât YAX = , sau explicit 











=

=+++
=+++

nn

n

n

yx

yxxx
yxxx

LLLLLLLLL

K

K

232

121

 

Exprimând nxxx ,,, 21 K  în funcţie de nyyy ,,, 21 K  obţinem: 











=

−=
−=

nn yx

yyx
yyx

LLLLL

322

211

 

 Deoarece YAX = YAX 1−=⇔ , rezultă că 


















−

−

=−

1000

0110
0011

1

L

LLLLL

L

L

A  
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Atunci din ecuaţia matriceală BAX = , rezultă 

=


















−

⋅


















−

−

=⋅= −

1000

1210
321

1000

0110
0011

1

L

LLLLL

L

L

L

LLLLL

L

L

n
n

BAX























1000

1100
1110
1111

L

LLLLL

L

L

L

. 
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 4.  Matrice de ordinul doi si trei ca transformari geometrice în plan şi 
spaţiu   

 
 4.1 Aplicaţii liniare 
 
Definiţie  4.1.1. Aplicaţia 22: RR →Af , ( ) ( )',', yxyxf A = , unde 









⋅=








y
x

A
y
x

'
'

, ( )R2MA∈ , se numeşte aplicaţie liniară. 

 Matricea A se numeşte matricea asociată transformării Af . 
Proprietate  4.1.2. Aplicaţia liniară 22: RR →Af , ( ) ( )',', yxyxf A = , unde 









⋅=








y
x

A
y
x

'
'

, ( )R2MA∈ , are următoarele proprietăţi: 

a) ( ) ( )( ) ( ) ( )22112211 ,,,, yxfyxfyxyxf AAA +=+ , 
( ) ( ) ( ) 2

2211 ,,, R  ∈∀ yxyx ; 
 b) ( )( ) ( )yxfyxf AA ,, ⋅α=α , ( ) R∈α∀ , ( ) 2, R∈yx . 
Demonstraţie:  

a) Deoarece 







+








=








+
+

=















+









2

2

1

1

21

21

2

2

1

1

y
x

A
y
x

A
yy
xx

A
y
x

y
x

A , rezultă imediat 

egalitatea de demonstrat; 

b) De asemenea, din faptul 







α=








α
α

=







α⋅

y
x

A
y
x

A
y
x

A , rezultă egalitatea 

propusă. 
Observaţie  4.1.3. 1) Proprietatea de mai sus este echivalentă cu egalitatea 

( ) ( )( ) ( ) ( )22112211 ,,,, yxfyxfyxyxf AAA β+α=β+α , ( ) R∈βα∀ , , 
( ) ( ) 2

2211 ,,, R∈yxyx . 
2) Avem  ( ) ( )0,00,0 =Af  
  ( )( ) ( )yxfyxf AA ,, −=− , ( ) ( ) 2, R  ∈∀ yx  
  ( ) ( )yxyxf I ,,

2
= , transformarea identică. 

Definiţie  4.1.4. ( ) ( ) ( ){ } 0,0,,Ker == yxfyxf AA şi 

    ( ) ( ) ( ) ( ){ }.yxyxyxfyxf AA  R 2,,',',','Im ∈==  

Observaţie  4.1.5. ( ) R∈∀ ba, , ( ) ( ) ( ) Afyxyx Ker,,, 2211 ∈∀   , rezultă 
( ) ( ) Afyxbyxa Ker,, 2211 ∈+ . 
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Definiţie  4.1.6. Fie aplicaţiile liniare 22: RR →Af , ( ) ( )',', yxyxf A = , unde 









⋅=








y
x

A
y
x

'
'

 şi 22: RR →Bg , ( ) ( )'',''',' yxyxg B = , unde 







⋅=








'
'

''
''

y
x

B
y
x

, 

atunci prin compunerea aplicaţiilor Bg  şi Af  înţelegem 22: RR →AB fg o  şi 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )'',''',',, yxyxgyxfgyxfg BABAB ===o , unde 







=








y
x

BA
y
x

''
''

. 

 Matricea asociată compunerii AB fg o  este BA. 
 
 
 4.2. Matrice asociată unei transformări 
 
 4.2.1. Matricele asociate unor transformări liniare în plan 
  

În continuare, pentru simplificarea calculelor, vom nota punctul ( )yx,  

în coordonate plane, printr-o matrice punct 







y
x

. 

Teoremă  4.2.2. Dacă pentru transformarea liniară 22: RR →Af , 









⋅=








y
x

A
y
x

f A , unde ( )R2MA∈ , avem 







=








b
a

f A 0
1

 şi 







=








d
c

f A 1
0

, atunci 









=

db
ca

A . 

Demonstraţie: Fie 







=

qp
nm

A . Cum 







=








=








⋅







=








b
a

p
m

qp
nm

f A 0
1

0
1

 şi 









=








=








⋅







=








d
c

q
n

qp
nm

f A 1
0

1
0

, rezultă imediat 







=

db
ca

A . 

 Folosind teorema de mai sus, se poate calcula uşor matricele asociate 
diferitelor transformări liniare. 
 
 
 4.2.3. Matricea asociată simetriei în raport cu originea axelor de 
coordonate 

 Fie transformarea liniară 22: RR →Af , 







⋅=








y
x

A
y
x

f A , unde  
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







=

db
ca

A . Cum simetricul lui ( )yxM ,  faţă de O este 

( ) ( )yxMyxM −−= ,'',''  (vezi figura) 
 
          y 
 
        ( )yxM ,  
 
          O    x 
  ( ) ( )yxMyxM −−= ,'',''  
 
 
 

rezultă că 






−
=








0
1

0
1

Af  şi 







−

=







1

0
1
0

Af , adică 







−

−
=

10
01

A  este matricea 

asociată simetriei în raport cu O. 
 
 4.2.4. Matricea asociată simetriei faţă de axa xx'  

 Fie transformarea liniară 22: RR →Af , 







⋅=








y
x

A
y
x

f A , unde 









=

db
ca

A . Cum simetricul lui ( )yxM ,  faţă de axa xx'  este 

( ) ( )yxMyxM ,'','' −=  (vezi figura) 
           y 
 
         ( )yxM ,  
 
 
 
           O        x 
 
        
 ( ) ( )yxMyxM ,'','' −=  

rezultă 







=








0
1

0
1

Af  şi 







−

=







1

0
1
0

Af , adică 







−

=
10

01
A  este matricea 

asociată simetriei faţă de axa xx' . 
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 4.2.5. Matricea asociată simetriei faţă de axa yy'  

 Procedând analog, ca la punctul precedent, se obţine că, 






−
=

10
01

A  

este matricea asociată simetriei faţă de axa yy' . 
 
 4.2.6. Matricea asociată rotaţiei de centru O şi unghi α  
 
    y 
 
     ( )','' yxM  
 
 
     'y    ( )yxM ,  
 
        y 
 
     

O      'x   x      x 
 
 
 Fie ( )ππ−∈α 2,2 . Rotaţia de centru O şi unghi orientat α  este aceea 
transformare care asociază punctului O pe el însuşi şi oricărui punct M, punctul 

'M  astfel încât OMOM ='  şi unghiurile 'MOM
∧

 şi 
∧

α  sunt congruente şi au 
aceiaşi orientare. 

 Fie 22: RR →Af , 







⋅=








y
x

A
y
x

f A , unde 







=

db
ca

A  şi 0≥α . Din 

figura de mai sus, rezultă 
( ) αθ−αθ=α+θ= sinsincoscoscos'x , x=θcos , y=θsin . Deci 

α−α= sincos' yxx . 
Analog, ( ) αθ+αθ=α+θ= sincoscossinsin'y , adică α+α= cossin' yxy . 

 Cum 







α
α

=







sin
cos

0
1

Af  şi 







α
α−

=







cos
sin

1
0

Af , rezultă că 









αα
α−α

=
cossin
sincos

A  este matricea asociată rotaţiei de unghi α  în jurul 

originii. 
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 4.2.7. Matricea asociată omotetiei de centru O şi raport k 
 
          y 
 
          
        ( )','' yxM  
 
     ( )yxM ,  
 
 
   O ( )0,xQ            ( )0,'' xQ   x 
 
 
 Fie R∈k , 0≠k . Omotetia de centru O şi raport k este o transformare 
geometrică care asociază punctului M punctul 'M  astfel încât OMkOM ⋅=' . 
 Din figura de mai sus, rezultă că OQkOQ ⋅=' . Obţinem imediat că 
imaginea punctului ( )yx,  este ( )kykx, . 

 Fie 22: RR →Af , 







⋅=








y
x

A
y
x

f A . Cum 







=








00

1 k
f A  şi 









=








k

f A

0
1
0

, rezultă că matricea asociată omotetiei de centru O şi raport k este 









=

k
k

A
0

0
. 

Observaţie Pentru 1−=k , omotetia este simetria în raport cu originea. 
 
 4.2.8. Matricea asociată proiecţiei vectorilor din 2R  pe Ox 
 
          y 
 
 
          
          
   ( )yxM ,  
 
 
    O ( ) ( )0,'','' xMyxM =      x 
 



 96

 Fie transformarea liniară 22: RR →Af , 







⋅=








y
x

A
y
x

f A , unde 









=

db
ca

A . Cum ( ) =yxMprOx , ( ) ( )0,'','' xMyxM = , rezultă că 







=








0
1

0
1

Af  

şi 







=








0
0

1
0

Af , adică 







=

00
01

A  este matricea asociată proiecţiei vectorilor 

din 2R  pe Ox. 
 
 
 4.2.9. Matricele asociate unor transformări liniare în spaţiu 
 

Vom nota punctul ( )zyx ,,  din spaţiu, printr-o matrice punct 
















z
y
x

. 

Procedând analog obţinem: 
 
 4.2.10. Matricea asociată simetriei în raport cu O 

 Fie transformarea liniară 33: RR →Af , 















⋅=

















z
y
x

A
z
y
x

f A , unde 
















=

'''
'''
'''

ccc
bbb
aaa

A .  

Cum simetricul lui ( )zyxM ,,  faţă de O este ( )zyxM −−− ,,' , rezultă că 















−
=

















0
0
1

0
0
1

Af , 















−=

















0
1

0

0
1
0

Af  şi 
















−
=

















1
0
0

1
0
0

Af , adică 
















−
−

−
=

100
010
001

A  este 

matricea asociată simetriei în raport cu O. 
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4.2.11. Matricea asociată simetriei în raport cu planul xOy 
 

 Fie transformarea liniară 33: RR →Af , 















⋅=

















z
y
x

A
z
y
x

f A , unde 
















=

'''
'''
'''

ccc
bbb
aaa

A .  

Cum simetricul lui ( )zyxM ,,  faţă de xOy este ( )zyxM −,,' , rezultă că 
















=

















0
0
1

0
0
1

Af , 















=

















0
1
0

0
1
0

Af  şi 
















−
=

















1
0
0

1
0
0

Af , adică 
















−
=

100
010
001

A  este 

matricea asociată simetriei în raport cu planul xOy. 
 
 
 4.2.12. Matricea asociată rotaţiei în jurul axei Oz şi unghi α  

 Matricea asociată rotaţiei 33: RR →
αAf , 
















⋅=

















α

z
y
x

A
z
y
x

f A  este 
















αα
α−α

=α

100
0cossin
0sincos

A . 

 
 4.2.13. Matricea asociată omotetiei de centru O şi raport k 
 

Cum OMkOM ⋅=' , rezultă imediat că matricea asociată omotetiei de 

centru O şi raport k, unde 33: RR →Af , 















⋅=

















z
y
x

A
z
y
x

f A , este 
















=

k
k

k
A

00
00
00

. 
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 4.2.14. Matricea asociată proiecţiei paralele cu axa Oz pe planul xOy 
 Rezultă imediat că matricea asociată proiecţiei paralele cu axa Oz pe 

planul xOy, unde 33: RR →Af , 















⋅=

















z
y
x

A
z
y
x

f A , este 















=

000
010
001

A . 

 
 
 4.3. Proiecţii în plan şi spaţiu 
 
 4.3.1. Determinarea proiecţiilor din plan 
 
 Aplicaţiile liniare de proiecţie, simetrie, rotaţie, date în diverse cazuri 
particulare, pot fi definite şi în general. 
Definiţie  4.3.2. O aplicaţie 22: RR →P  cu proprietatea PPP =o , se 
numeşte proiecţie în plan, iar aplicaţia 33: RR →P  cu proprietatea 

PPP =o , se numeşte proiecţie în spaţiu. 
Observaţie  4.3.3. O proiecţie este o aplicaţie idempotentă, adică 

PPPP
orin

=4434421 oKoo
    

, pentru orice ∗∈Nn . 

 Fie 







=

dc
ba

A  matricea proiecţiei 22: RR →P . Din PPP =o  

rezultă AA =2  cu soluţiile 21 OA = , 22 IA = , 







=

1
00

3 c
A , R∈c , 









=

0
01

4 c
A , R∈c  şi 














−
−= a
b
aa

ba
A 1

2
5 , R∈a , ∗∈Rb . (vezi exerciţiul 

R.1.2.5.) 
 Corespunzător, obţinem aplicaţiile: 
( ) ( )0,0,1 =yxP   (toate punctele se proiecteză în origine) 
( ) ( )yxyxP ,,2 =  (toate punctele din plan se proiecteză pe plan) – aplicaţia 

identică 
( ) ( )ycxyxP += ,0,3  
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     y 
 
       ( ) ( )11

'
1

'
1 ,, yxPyx =  

 
       ( )yx,  
 
   ( )11 , yx       ( ) ( )yxPyx ,, '' =  
 
     O     x 
 
 Se observă că orice punct este dus pe axa Oy. Arătăm că dreptele ce 
unesc un punct arbitrar ( )yx,  cu imaginea sa ( ) ( )yxPyx ,, '' =  au aceiaşi pantă. 

 Avem c
x

yycx
xx
yym −=

−
−+

=
−
−

=
'
'  (constantă) 

 În concluzie 3P  este proiecţia pe axa Oy paralelă cu dreapta 
0: =+ ycxd   . 

( ) ( )cxxyxP ,,4 =  
             y ( )yx,  
 
           ( )'1'

1 , yx  
 
     ( )'' , yx  
 
    O               x 
 
      ( )11 , yx  
 
 Imaginea lui P este ( ){ }R∈= xcxxP ,Im , adică dreapta D: cxy = . 

Punctele ( )yx,  şi ( )yxP ,  se găsesc pe aceiaşi verticală. 
 Aplicaţia 4P  este proiecţia pe dreapta D: cxy =  paralelă cu axa Oy. 

( ) ( ) ( )





 +

−
+=








−+

−
+= byax

b
abyaxyax

b
aabyaxyxP 1,1,,

2

5 . 
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 Se obţine 








∈





 −

= Rtt
b

atP 1,Im , adică dreapta de ecuaţie D:  

x
b

ay −
=

1 . 

 Dreptele ce unesc un punct arbitrar cu imaginea lui, au panta 

b
a

xx
yym −=

−
−

=
'
'  (constantă). 

 În concluzie 5P  este proiecţia pe dreapta D:  x
b

ay −
=

1  paralelă cu 

dreapta 0: =+ byaxd   . 
Observaţie: Proiecţiile utilizate în anii anteriori, erau proiecţii particulare 
(proiecţii ortogonale), proiecţie pe o dreaptă paralelă cu o dreaptă ortogonală. 
 Printr-un calcul mai anevoios sau prin alte metode se deduce că 
proiecţiile în spaţiu sunt: 
( ) ( )0,0,0,,1 =zyxP , ( ) ( )zyxzyxP ,,,,2 = , 3P  - proieţia pe un plan ce trece prin 

origine paralelă cu o dreaptă neparalelă cu planul, 4P  - proieţia pe o dreaptă ce 
trece prin origine, paralelă cu un plan, neparalel cu dreapta. 
 
 
 4.4. Simetrii în plan şi spaţiu 
 
Definiţie  4.4.1. O aplicaţie liniară 22: RR →S , bijectivă cu proprietatea 

1−= SS , se numeşte simetrie în plan, iar aplicaţia 33: RR →S , bijectivă cu 
proprietatea 1−= SS , se numeşte simetrie în spaţiu (sau involuţie).  

 Fie 







=

dc
ba

B  matricea simetriei 22: RR →S . Din 1−= SS  sau 

2ISS =o  rezultă 2
2 IB =  cu soluţiile 21 IB −= , 22 IB = , 







−
=

1
01

3 c
B , 

R∈c , 







−

=
1

01
4 c

B , R∈c  şi 













−
−= a
b
a

ba
B 2

5 1 , R∈a , ∗∈Rb . (vezi 

exerciţiul R.1.2.4.) 
 Analog ca la proiecţii, interpretarea geometrică a simetriilor este: 

1S  - este simetria faţă de origine, 

2S  - este simetria identică, ( ) ( )yxyxS ,,2 =  

3S  - este simetria faţă de axa Oy, paralelă cu dreapta 02: =+ ycxd    
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4S  - este simetria faţă de dreapta 02: =− ycxd   , paralelă cu axa Oy. 

5S  - este simetria faţă de dreapta ( ) 01: =+− byxaD   , paralelă cu dreapta 
( ) 01: =++ byxad   . 

 Analog cu proiecţiile din spaţiu, obţinem patru tipuri de simetrii: 
 Simetria faţă de origine, simetria identică, simetria faţă de un plan ce 
trece prin origine, paralelă cu o dreaptă neparalelă cu planul şi simetria faţă o 
dreaptă ce trece prin origine, paralelă cu un plan neparalel cu dreapta. 
 
 
 4.4.2. Legătura între proiecţii şi simetrii 
 

Intuitiv se bănuieşte relaţia ( ) ( )( )xSxxP +=
2
1 . 

 
    x          ( )xP   ( )xS    
(Punctul ( )xP  în care se proiectează x, este mijlocul segmentului ce uneşte x cu 
( )xS ) 

Prorietate  4.4.3. Dacă ( ) ( )3232: RRRR →P  este o proiecţie, atunci 
IPS −= 2  este o simetrie şi reciproc, dacă ( ) ( )3232: RRRR →S  este o 

simetrie, atunci ( ) ( )SIxP +=
2
1  este o proiecţie. 

Demonstraţie: Dacă A este matricea lui P şi B matricea lui S, atunci AA =2  şi 
2

2 IB = . 
 Dacă 22 IAB −=  atunci 222

22 4444 IIAAIAAB =+−=+−= . 

 Dacă ( )BIA += 22
1 , atunci 

( ) ( ) ( ) ABIIBIBBIA =+=++=++= 222
2

2
2

2
12

4
12

4
1 . 

 
 
 4.5. Izometrii în plan şi spaţiu 
 
Definiţie  4.5.1. O aplicaţie liniară 22: RR →T  cu proprietatea 
( ) ( )',', yxyxT = , unde 2222 '' yxyx +=+  pentru orice ( ) 2, R∈yx  se numeşte 

izometrie în plan. 
Proprietate  4.5.2. O izometrie păstrează produsul scalar şi unghiul vectorilor. 
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Demonstraţie: Dacă ( ) ( )'1'
111 ,, yxyxT =  şi ( ) ( )'

2
'
222 ,, yxyxT = , trebuie arătat că 

'
2

'
1

'
2

'
12121 yyxxyyxx +=+ . 

 Avem ( ) ( )'
2

'
1

'
2

'
12121 ,, yyxxyyxxT ++=++  şi 

( ) ( ) ( ) ( ) ⇔+++=+++
2'

2
'
1

2'
2

'
1

2
21

2
21 yyxxyyxx  

'
2

'
1

2'
2

2'
1

'
2

'
1

2'
2

2'
121

2
2

2
121

2
2

2
1 2222 yyyyxxxxyyyyxxxx +++++=+++++⇔ , 

dar 2'
1

2'
1

2
1

2
1 yxyx +=+  şi 2'

2
2'

2
2
2

2
2 yxyx +=+  deci '

2
'
1

'
2

'
12121 yyxxyyxx +=+ . 

De asemenea, avem 
2
2

2
2

2
1

2
1

2121cos
yxyx

yyxx

+⋅+

+
=α , 

2'
2

2'
2

2'
1

2'
1

'
2

'
1

'
2

'
1'cos

yxyx

yyxx

+⋅+

+
=α  care sunt egale conform primei părţi. 

Teoremă  4.5.3. O aplicaţie liniară 22: RR →T  este izometrie dacă şi numai 

dacă matricea ei este de forma 






 −
=

tt
tt

M T cossin
sincos

 sau 









−

=
tt

tt
M T cossin

sincos
. 

Demonstraţie: Dacă matricea lui T  este 







=

dc
ba

M T  avem 

( ) ( ) ( )dycxbyaxyxyxT ++== ,',',  şi condiţia 
( ) ( )2222 dycxbyaxyx +++=+ , pentru orice ( ) 2, R∈yx 122 =+⇔ ca , 
122 =+ db  şi 0=+ cdab . 

 Din 122 =+ ca , 122 =+ db , rezultă că există R∈t  şi R∈s  astfel 
încât at =cos , ct =sin  şi analog bs =sin , ds =cos . Din 0=+ cdab  rezultă 

( ) 0sin0cossinsincos =+⇔=+ tsstst , de unde { }.Z∈π∈+ kkst  

 Pentru 0=+ st , ts −= , obţinem 






 −
=

tt
tt

M T cossin
sincos

1
 iar pentru 

π=+ st , ts −π= ,  

obţinem 







−

=
tt

tt
M T cossin

sincos
2

. 

Observaţie  4.5.4. Matricele 
1TM  corespund rotaţiilor de unghi t în sens 

trigonometric iar 
2TM  este compunerea unei rotaţii cu o simetrie: 
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=
2TM ST MM ⋅

1
, unde 








−

=
10

01
SM  este matricea simetriei ortogonale faţă 

de axa Ox. 
Observaţie  4.5.5. Analog se definesc izometriile spaţiului, ca aplicaţii liniare 

33: RR →T  cu proprietatea ( ) ( )',',',, zyxzyxT = , unde 
222222 ''' zyxzyx ++=++ . 

 Se poate deduce prin calcul analog sau prin alte metode că singurele 
aplicaţii liniare care sunt izometrii în spaţiu sunt rotaţiile în jurul unor drepte ce 
trec prin origine, simetrii sau compuneri de rotaţii cu simetrii. 
 Pentru a obţine şi rotaţii în jurul unui punct arbitrar sau simetrii şi 
proiecţii arbitrare, trebuie introduse translaţiile cu care vom compune 
aplicaţiile liniare. 
Definiţie  4.5.6. O funcţie ( )

22
, :

00
RR →yxT , de forma 

( ) ( ) ( )00, ,,
00

yyxxyxT yx ++= , ( ) 2, R∈yx  iar ( ) 2
00 , R∈yx  este fixat, se 

numeşte translaţie de vector ( )00 , yx . 
Definiţie  4.5.7. Dacă ( ) ( )3232: RRRR →f  este o aplicaţie liniară şi 

( ) ( )3232: RRRR →T  este o translaţie, atunci funcţiile 
( ) ( )3232

21 :, RRRR →gg , fTg o=1  şi Tfg o=2  se numes aplicaţii afine. 

Observaţie  4.5.8. Dacă 







=

dc
ba

A  este matricea aplicaţiei  f  şi ( )00 , yx  este 

vectorul translaţiei T, atunci ( ) ( )',', yxyxg = , unde 







+








⋅=









0

0

'
'

y
x

y
x

A
y
x

, deci 

( ) ( )00 ,, ydycxxbyaxyxg ++++= , ( ) 2, R∈yx  iar




++=
++=

0

0

'
'

ydycxy
xbyaxx

  se 

numesc ecuaţiile aplicaţiei. 
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4.6. Probleme rezolvate (4) 
 
   R4.6.1. Fie =xS  simetria faţă de axa xx' , =yS  simetria faţă de yy' . Să se 
găsească matricea asociată cu yx SS o . 

Soluţie: Matricea asociată lui xS  este 







−

=
10

01
A , iar matricea asociată lui 

yS  este 






−
=

10
01

B . Rezultă că matricea asociată lui yx SS o  este 









−

−
=








−

⋅






−
=⋅

10
01

10
01

10
01

AB . 

   R4.6.2. Fie un hexagon regulat ABCDEF cu lungimea laturii egală cu 2, care 
raportat la sistemul xCy are vârfurile B şi E pe Cx, respectiv Cy. Se consideră un 
alt sistem ''Fyx  orientat pozitiv, axa absciselor fiind FA. 
a) Să se stabilească formulele de trecere de la xCy la ''Fyx ; 
b) Să se determine coordonatele vârfurilor C şi E faţă de ''Fyx . 

Soluţie: Unghiul de rotaţie este dat de 
3

2π
=α . Atunci, din formulele roto-

translaţiei 





+α−α=
+α−α=
byxy
ayxx

cos'sin'
sin'cos'

 

se obţin formulele de trecere, unde: 

32'
2
1'

2
3

2'
2
3'

2
1

−−=

−−=

yxy

yxx
 

b) Coordonatele punctului C faţă de noul sistem de axe le determinăm din 
condiţiile 










−−=

−−−=

32'
2
1'

2
30

2'
2
3'

2
10

yx

yx
 

Se obţine ( )32,2 −C . Analog rezultă ( )3,1 −−E . 
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   R4.6.3. Ce devine ecuaţia 0222 =−− yx , atunci când sistemul xOy se 

roteşte cu un unghi 
4
π

=α ? 

Soluţie: Coordonatele x,y ale unui punct oarecare de pe hiperbola dată, se vor 
transforma în coordonatele X,Y după formulele 

( )

( )YXYXYXy

YXYXYXx

+=+=
π

+
π

=

−=−=
π

−
π

=

2
2

2
2

2
2

4
cos

4
sin

2
2

2
2

2
2

4
sin

4
cos

 

 Înlocuind aceste valori în ecuaţia hiperbolei, obţinem: 

( ) ( ) =−







+−








−=−− 2

2
2

2
22

22

22 YXYXyx  

( ) ( ) 022
2
12

2
1 2222 =−++−+−= YXYXYXYX  sau 

01 =+XY . 
Deci, în noul sistem de coordonate hiperbola 0222 =−− yx , are 

ecuaţia 01 =+XY , adică noile axe Ox,Oy coincid cu asimptotele hiperbolei. 
   R4.6.4. Să se interpreteze geometric acţiunea aplicaţiilor 22: RR →f  
a) ( ) ( )yxyxf += 2,0, ; ( ) 2, R∈yx  
b) ( ) ( )xxyxf 2,, = ; ( ) 2, R∈yx  
c) ( ) ( )yxyxyxf 26,3, −−= ; ( ) 2, R∈yx  

Soluţie: Matricele aplicaţiilor sunt  a) 







=

12
00

A , b) 







=

02
01

A , c) 









−
−

=
26
13

A  care verifică relaţia AA =2 , deci  f  este operator de proiecţie. 

a) Proiecţia pe axa Oy paralelă cu dreapta 02: =+ yxd   . 
b) Proiecţia pe dreapta 02: =− xyD    paralelă cu dreapta Oy. 
c) Proiecţia pe dreapta 02: =− xyD    paralelă cu dreapta 03: =− yxd   . 
   R4.6.5. Să se interpreteze geometric acţiunea aplicaţiilor 22: RR →f  
a) ( ) ( )yxxyxf +−= 2,, ; ( ) 2, R∈yx  
b) ( ) ( )yxxyxf −= 2,, ; ( ) 2, R∈yx  
c) ( ) ( )yxyxyxf 38,3, −−= ; ( ) 2, R∈yx  
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Soluţie: Matricele a) 






−
=

12
01

A , b) 







−

=
12

01
A , c) 








−
−

=
38
13

A  care 

verifică relaţia 2
2 IA = , deci  f  este operator de simetrie. 

a) Simetria faţă de axa Oy paralelă cu dreapta 0=+ yx . 
b) Simetria faţă de dreapta 0=+ yx  paralelă cu axa Oy. 
c) Simetria faţă de dreapta 02 =− yx  paralelă cu dreapta 04 =− yx . 
   R4.6.6. Să se arate că dacă ( )R2MA∈ , AA =2 , OA ≠  şi 2IA ≠  atunci 

proiecţia 22: RR →AP , ( ) ( )',', yxyxPA =  cu 







⋅=








y
x

A
y
x

'
'

 are proprietăţile 

a) Mulţimea ( ) ( ) ( ){ } 0,0,,Ker == yxPyxP AA  este o dreaptă. 

b) Mulţimea ( )( ){ } R 2,,Im ∈= yxyxPA  este o dreaptă. 

c) AP  are proiecţia pe dreapta APIm , paralelă cu dreapta APKer . 
Soluţie: Din condiţiile date rangul matricei A este 1 deci sistemul omogen 

OXA =⋅ , 







=
y
x

X , are o soluţie nebanală OX ≠0  şi orice altă soluţie este de 

forma 0XX ⋅α= , R∈α , deci: 

a) ( ){ }00,Ker xyyxyxPA ⋅=⋅=  unde 







=

0

0
0 y

x
X . 

b) ⇔∈ APY Im  există X cu YXA =⋅ , adică sistemul neomogen YXA =⋅  
este compatibil, condiţie echivalentă cu [ ] 1rangrang == AYA  deci dacă 1A  
este o coloană nenulă a matricei A atunci 1AY ⋅α= , R∈α . Atunci pentru 









=
c
a

A1 , ( ){ }.,Im yaxcyxPA ⋅=⋅=  

c) Evident că punctele planului sunt proiecţiile pe dreapta APIm .  
Mai trebuie arătat că vectorul care uneşte un punct cu imaginea sa este paralel 
cu dreapta APKer , deci că XXA −⋅  este proporţional cu vectorul 0X  (cu 

OXA =⋅ 0 ). 
Dar ( ) ( ) OXAAAXXAXAXA =−=−=− 22  deci vectorul XAXX −=1  
este soluţie a sistemului OXA =⋅ 1  sau APX Ker1 ∈ . 
   R4.6.7. Să se arate că dacă ( )R2MA∈ , 2

2 IA = , 2IA ±≠  atunci simetria 

22: RR →AS , ( ) ( )',', yxyxS A =  cu 







⋅=








y
x

A
y
x

'
'

 are proprietăţile: 
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a) Mulţimea ( ) ( ) ( ){ } yxyxSyxS AA −−== ,,,Inv  este o dreaptă 

b) Mulţimea ( ) ( ) ( ){ } yxyxSyxS AA ,,,Fix ==  este o dreaptă 

c) Pentru orice matrice 







=
y
x

X  există şi sunt unice matricele 21 , XX  cu 

11 XXA −=⋅ , 22 XXA =⋅  astfel ca 21 XXX +=  
d) AS  este simetria faţă de dreapta ASInv , paralelă cu dreapta ASFix . 
Soluţie: a) Din condiţiile date matricea ( )2IA +  are rangul 1, deci sistemul 

( ) OXIAXXA =⋅+⇔−=⋅ 2  are soluţii nebanale toate de forma 0X⋅α , 
OX ≠0 , R∈α . 

b) Matricea ( )2IA −  are rangul 1, deci sistemul ( ) OXIAXXA =⋅−⇔=⋅ 2  
are soluţii nebanale şi toate de forma 1X⋅β , OX ≠1 , R∈β . 
c) Dacă ar exista 1X  şi 2X  am avea 2121 XXXAXAXA +−=⋅+⋅=⋅  şi 

21 XXX +=  deci ( )XAXX ⋅−=
2
1

1  şi ( )XAXX ⋅+=
2
1

2  care verifică 

condiţiile cerute. 11( XXA −=⋅ , )22 XXA =⋅  
d) Arătăm că dreapta ce uneşte un punct cu imaginea sa, are direcţie fixă. Avem 

( ) AXXAXXAXAXA −=−=−⋅ 2  deci matricea XAXX −=1  verifică 
relaţia 11 XXA −=⋅  deci AX Inv1 ∈ , 

( ) ( ) ( )AXXAXXAXAXA +=+=





 +

2
1

2
1

2
1 2  deci ( ) 22

1 XAXX =+  este fix 

22 XXA =⋅ . 
 
 



 108 

 5.  Determinanţi 
 

 5.1 Permutări 
  

Fie mulţimea { }nA ,,2,1 K= , ∗∈Nn . 
Definiţie  5.1.1. O aplicaţie bijectivă AA →σ :  se numeşte permutare de 
gradul n. 
De regulă o permutare de gradul n se dă cu ajutorul unui tablou cu două linii: 

( ) ( ) ( )






σσσ

=σ
n

n
L

L

21
21

, 

în care în linia a doua se scot în evidenţă imaginile prin σ  ale numerelor 
n,,2,1 K . 

Mulţimea tuturor permutărilor de gradul n se noteză cu nS  iar numărul lor 
este !n . 

Vom nota cu e permutarea identică, 







=

n
n

e
L

L

21
21

, adică aplicaţia 

AAe →: , ( ) kke = , ( ) nk ,1=∀ . 

Definiţie  5.1.2. Fie nS∈βα, , ( ) ( ) ( )






ααα

=α
n

n
L

L

21
21

 şi 

( ) ( ) ( )






βββ

=β
n

n
L

L

21
21

, atunci prin compunerea permutărilor βα o  

înţelegem permutarea ( )( ) ( )( ) ( )( )






βαβαβα

=βα
n

n
L

L
o

21
21

nS∈ . 

Observaţie  5.1.3. În general, αβ≠βα oo , unde nS∈βα, . 

Exemplu  5.1.4. Fie 5, S∈βα , 







=α

31452
54321

, 







=β

42513
54321

, 

atunci 

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
2 5 4 1 3 3 1 5 2 4 4 2 3 5 1

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
3 1 5 2 4 2 5 4 1 3

α β
     

= = ≠     
     

   
≠ =   
   

o o

o

 

αβ=







= o

53241
54321

. 



 109 

Proprietăţi  5.1.5. (ale compunerii permutărilor) 
a) ( ) ( )γβα=γβα oooo , ( ) nS∈γβα∀ ,,  
b) Permutarea identică e, are proprietatea α=α=α ee oo , ( ) nS∈α∀  

 c) ( ) nS∈α∀ , ( ) nS∈α∃ −1  astfel încât e=αα=αα −− oo 11 .  
    Permutarea 1−α  se numeşte inversa permutării α  

Exemplu  5.1.6. Dacă 5S∈α , 







=α

32514
54321

, atunci 









=α−

31542
543211 . 

Definiţie  5.1.7. Deoarece compunerea permutărilor verifică proprietatea a), 
putem defini puterile lui nS∈α , astfel: αα=α o2 , αα=α o23 , 

αα=α − oK 1, nn  , N∈n , 2≥n . 
Definiţie  5.1.8. O permutare nS∈τ , 2≥n  se numeşte transpoziţie dacă 
( ) Aji ∈∃ , , ji ≠ , astfel încât  

( )
{ }








−∈
=
=

=τ
jiAkk

jki
ikj

k
,,

,
,

  
  
  

 

şi vom nota ( )ij=τ . 
Proprietăţi  5.1.9. Pentru orice transpoziţie nS∈τ , avem: 
  a) e=τ2  
  b) τ=τ−1  
Demonstraţie: Presupunem că ( )ij=τ , atunci: 
a)  ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ijiii =τ=ττ=ττ=τ o2  
 ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) jijjj =τ=ττ=ττ=τ o2 , şi pentru orice { }jiAk ,−∈ , avem 
 ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) kkkkk =τ=ττ=ττ=τ o2 . 
 Deci ( ) tt =τ2 , ( ) At ∈∀ , de unde rezultă e=τ2 . De aici obţinem 
imediat punctul b). 
Observaţie  5.1.10. Numărul tuturor transpoziţiilor de gradul n este 2

nC . 
Teoremă  5.1.11. Orice permutare nS∈σ , 2≥n , poate fi scrisă ca un produs 
finit de transpoziţii. 
Demonstraţie: Dacă M este o mulţime finită, vom nota cu Mcard  numărul 
elementelor lui M. Pentru nS∈σ  fie ( ){ }.card kkkm ≠= σσ  
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 Vom face un raţionament prin inducţie matematică după numărul σm . 
 Dacă 0=σm , atunci e=σ  şi pentru orice transpoziţie τ  avem 

ττ==σ oe . 
 Presupunem 0>σm  şi că afirmaţia din enunţ este adevărată pentru 
permutările nS∈π  cu σπ < mm . Cum 0>σm  există Ai∈  astfel încât ( ) ii ≠σ . 
Fie ( )ij σ= , ( )ij=τ  şi ττ=π o . Se observă că dacă ( ) kk =σ , atunci ik ≠  şi 

jk ≠ , de unde 
( ) ( )( ) ( ) kkkk =σ=τσ=π  

Deci ( ) kk =σ rezultă ( ) kk =π  şi cum ( ) ( )( ) ( ) jijj =σ=τσ=π , deducem că 

σπ < mm . Conform ipotezei de inducţie există transpoziţiile nm S∈τττ ,,, 21 K  
astfel încât mτττ=π oKoo 21 . Aşadar,  

mτττ=τσ oKooo 21 . 
 Înmulţind la dreapta această egalitate cu τ  şi ţinând cont că e=ττ o , 
rezultă 

ττττ=σ ooKoo m21 . 

Exemplu  5.1.12. Fie permutarea 







=σ

31452
54321

 şi s-o scriem ca produs 

de transpoziţii. 
Cum ( ) 21 =σ , atunci ( ) 11 ≠σ  şi considerăm transpoziţia ( )121 =τ . Facem 

produsul ⋅







=σ⋅τ=σ

54312
54321

' 1 







=








32451
54321

31452
54321

. 

Cum ( ) 52' =σ , atunci ( ) 22' ≠σ  şi considerăm transpoziţia ( )252 =τ . Facem 

produsul 







=σ⋅τ=σ

35421
54321

''' 2 . 

Cum ( ) 43'' =σ , atunci ( ) 33'' ≠σ  şi considerăm transpoziţia ( )343 =τ . Facem 

produsul ( )45
45321
54321

''''' 3 =







=σ⋅τ=σ . 

Deci ( ) σ⋅τ⋅τ⋅τ=σ⋅τ⋅τ=σ⋅τ= 123233 '''45  sau ( ) ( )( )( )σ= 12253445 , de unde 
( )( )( )( )45342512=σ  (am înmulţit egalitatea de mai sus, la stânga, cu produsul 

( )( )( )342512 ). 
Definiţie  5.1.13. Fie nS∈σ . Spunem că permutarea σ prezintă o inversiune 
pentru perechea de numere ( ) AAji ×∈, , ji < , dacă ( ) ( )ji σ>σ . 
 Vom nota cu ( )σInv  numărul inversiunilor permutării σ . 
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Exemplu  5.1.14. Dacă 5S∈σ , 







=σ

52341
54321

, atunci ( ) 3Inv =σ , 

deoarece σ  prezintă inversiuni pentru perechile ( )3,2 , ( )4,2  şi ( )4,3  căci 
( ) ( )32 σ>σ , ( ) ( )42 σ>σ  şi ( ) ( )43 σ>σ . 

Observaţie  5.1.15. ( ) ( )
2

1Inv0 2 −
=≤σ≤

nnCn . 

Definiţie  5.1.16. Numărul ( ) ( ) ( ) { }1,11 Inv −∈−=σε σ  se numeşte signatura 
(semnul) permutării σ . Vom spune că σ  este permutare pară (impară) dacă 
( ) 1=σε  (respectiv ( ) 1−=σε ). 

Proprietate  5.1.17. Dacă ( ) nSij ∈=τ , ji < , atunci ( ) 1−=τε . 
Proprietate  5.1.18. Dacă nS∈σ , atunci are loc egalitatea 

( ) ( ) ( )∏
≤<≤ −

σ−σ
=σε

nji ji
ji

1

. 

Demonstraţie: Produsul ( ) ( ) ( )∏
≤<≤ −

σ−σ
=σε

nji ji
ji

1

 are 2
nC  factori. Să considerăm 

factorul ( ) ( )
ji

ji
−
σ−σ  ( ji < ). Dacă notăm ( ) li =σ  şi ( ) mj =σ , atunci ml ≠  şi 

{ }.,,2,1, nml K∈  Înseamnă că ( ) ( ) mlji −=σ−σ , se simplifică cu numitorul 

din factorul ( ) ( )
ml

ml
−
σ−σ  dacă ml <  sau cu numitorul din factorul ( ) ( )

lm
lm

−
σ−σ  

dacă lm < . Prin simplificare obţinem ( )1−  dacă ( )ji,  este o inversiune şi ( )1+  
în caz contrar. Cum orice numărător din produsul de la început se găseşte ca 
numitor în alt factor cu semnul + sau – , atunci produsul amintit, după 
simplificare va fi un produs de ( )1+  şi de ( )1− ; numărul ( )1−  va fi egal cu 
numărul de inversiuni ale permutării σ . În concluzie produsul va fi egal cu 
( )σε , adică tocmai egalitatea de demonstrat. 

Proprietate  5.1.19. Dacă nS∈τσ, , atunci ( ) ( ) ( )τε⋅σε=στε . 
Observaţii  5.1.20. 1) Dacă nS∈σ , atunci ( ) 12 =σε ; 
         2) Permutarea τσ o  este pară (respectiv impară) dacă 
ambele permutări σ şi τ  au  

acelaşi semn (respectiv semne contrare). 
Proprietate  5.1.21. Pentru orice 2≥n , numărul permutărilor pare (respectiv 

impare) din nS  este 
2
!n . 
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 5.2. Determinantul de ordinul n 
 

Determinanţi speciali 
 
Definiţie  5.2.1. Dacă ( )CnMA∈ , ( )

nj
niijaA
,1
,1

=
==  şi nS  este mulţimea 

permutărilor de gradul n, atunci numărul 
( ) ( ) ( ) ( )∑

∈σ
σσσ ⋅⋅σε=

nS
nnaaaA K2211det  

se numeşte determinantul matricei A. 
Din definiţia determinantului se deduc următoarele 
Proprietăţi  5.2.2. Dacă nccc ,,, 21 K  sunt coloanele matricei A, atunci: 
 a) 

( ) ( ) ( )nknknkk ccccccccccccc ,,,,,det,,,,,det,,,,,det '2121'21 KKKKKK +=+ ; 
 b) ( ) ( )nknk cccccccc ,,,,,det,,,,,det 2121 KKKK λ=λ , R∈λ ; 
 c) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )nn cccccc ,,,det,,,det 2121 KK ⋅σε=σσσ , nS∈σ . 
De asemenea, pentru ( )CnMBA ∈, , avem: 
 d) AAt detdet =  ; 
 e) AA detdet = ; 
 f) ( ) BABA detdetdet ⋅=⋅ ; 
 g) ( )nn AA detdet = , ∗∈Nn ; 
 h) ( ) AA n detdet λ=λ , R∈λ . 
 
 
Dezvoltarea determinanţilor 
 
Dacă ( )CnMA∈ , atunci: 

1) ∑
=

=
n

j
ijij AaA

1
det  (dezvoltarea determinantului după linia i), unde 

( ) ij
ji

ij MA +−= 1  ( ijA  se numeşte complement algebric al elementului ija , iar 

ijM  se numeşte minor complementar al elementului ija ); 

2) ∑
=

=
n

i
ijij AaA

1
det  (dezvoltarea după coloana  j); 

3) 0
1

=∑
=

n

j
kjij Aa , pentru ik ≠  şi 0

1
=∑

=

n

i
ikij Aa , pentru jk ≠ ; 
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4) nIAAA ⋅=⋅ ∗ det , unde ( ) jiij
t AAA ==∗ , reciproca matricei A. 

 
 
Determinanţi speciali 
 
 5.2.3. Determinantul Vandermonde se notează cu ( )naaaV ,,, 21 K  şi este 
definit prin 

( )
11

2
1

1

21
21

111

,,,

−−−

=

n
n

nn

n
n

aaa

aaa
aaaV

L

LLLL

L

L

K , 

unde N∈n , 2≥n  şi C∈naaa ,,, 21 K . 
 Vom calcula valoarea lui, prin două metode. 
Metoda I   Efectuând 21112111 ,,, LLaLLaLLa nnnn +−+−+− −−− K , obţinem: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

=

−−−

−−−
−−−

=

−−−
1

2
13

2
312

2
2

1133122

11312

21

0

0
0

1111

,,,

aaaaaaaaa

aaaaaaaaa
aaaaaa

aaaV

n
n
n

nn

nn

n

n

L

LLLLL

L

L

L

K  

( )( ) ( ) ( )nn aaaVaaaaaa ,,, 3211312 KK ⋅−⋅⋅−−= , care reprezintă o relaţie de 
recurenţă. 
Deci,  ( ) ( )( ) ( ) ( )nnn aaaVaaaaaaaaaV ,,,,,, 321131221 KKK ⋅−⋅⋅−−=  
 ( ) ( )( ) ( ) ( )nnn aaaVaaaaaaaaaV ,,,,,, 432242332 KKK ⋅−⋅⋅−−=  
   ………………………………… 
 ( ) ( )( ) ( )nnnnnnnnn aaVaaaaaaaV ,,, 122112 −−−−−− ⋅−−=  
Făcând produsul, se obţine:  

( ) ( )∏
≤<≤

−=
nji

ijn aaaaaV
1

21 ,,, K . 

Metoda a II-a  Fie polinomul ( ) ( )xaaaVxP n ,,,, 121 −= K  de gradul 1−n . 
Observăm că ( ) ( ) ( ) 0121 ==== −naPaPaP K  (am exclus cazul banal în care 
două dintre numerele 121 ,,, −naaa K  sunt egale). Deducem că polinomul P este 
de forma: 

( ) ( )∏
−

=

−=
1

1

n

k
kaxaxP  
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 Dezvoltând determinantul ( )121 ,,, −naaaV K , după ultima linie, a fiind 
coeficientul lui 1−nx , deducem ( )121 ,,, −= naaaVa K , deci 

( ) =− xaaaV n ,,,, 121 K ( )121 ,,, −naaaV K ( )∏
−

=

−⋅
1

1

n

k
kax  

Pentru nax = , obţinem:  

( ) =naaaV ,,, 21 K ( )121 ,,, −naaaV K ( )∏
−

=

−⋅
1

1

n

k
kn aa  

şi ţinând cont de această relaţie de recurenţă şi de egalitarea 
( ) ( )1221 , aaaaV −= , obţinem 

( ) ( )∏
≤<≤

−=
nji

ijn aaaaaV
1

21 ,,, K . 

 
 5.2.4. Determinantul Vandermonde lacunar  
 
 Fie C∈naaa ,,, 21 K , { }.1,,1,0 −∈ nk K  
Se numeşte determinant Vandermonde lacunar, şi se notează cu 

( )nk aaaV ,,, 21 K , determinantul 

( )

n
n

nn

k
n

kk

k
n

kk
n

nk

aaa

aaa
aaa
aaa

aaaV

L

LLLL

L

L

L

L

K

21

11
2

1
1

11
2

1
1

21

21

111

,,, +++

−−−

=  

Pentru calculul lui, considerăm egalităţile 

( ) =xaaaV n ,,,, 21 K ( )naaaV ,,, 21 K ( ) =−⋅∏
=

n

k
kax

1

 

( ) ( )( )n
nnnn

n SxSxSxaaaV 1,,, 2
2

1
121 −+−+−⋅= −− KK , 

unde kS  este suma Vietè de ordinul k. 
 Pe de altă parte dezvoltând determinantul ( )xaaaV n ,,,, 21 K  după 
ultima coloană, obţinem 

( ) ( ) ( )( )n
nnn

n VxVxxVVxaaaV 11,,,, 2
2

10
2

21 −+++−−= +
KK  

 Identificând coeficienţii celor două forme ale polinomului 
( )xaaaV n ,,,, 21 K  obţinem: 
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( ) ( ) ∏
=

⋅=
n

k
knn aaaaVaaaV

1
21210 ,,,,,, KK  

( ) ( ) knnnk SaaaVaaaV −⋅= ,,,,,, 2121 KK , nk ,1= . 
 
 5.2.5. Determinant polinomial 
 
 Fie [ ]XPi C∈  polinom de grad cel mult 1−n , ni ,1=  şi fie C∈jx , 

nj ,1= . 
Determinantul  

( )( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )nnnn

n

n

ji

xPxPxP

xPxPxP
xPxPxP

xP

L

LLLL

L

L

21

22212

12111

det =  

se numeşte determinant polinomial. 
 Dacă  ( ) 1

112111
−+++= n

n xaxaaxP K  
  ( ) 1

222212
−+++= n

n xaxaaxP K  
   ……………… 
  ( ) 1

21
−+++= n

nnnnn xaxaaxP K  

şi notăm ( ) nkiikPP ,1, ==  matricea coeficienţilor polinoamelor iP , ni ,1=  

observând egalitatea ( )( ) ( )( )1−= k
jikji xPxP , deducem că 

( )( ) ( )nji xxxVPxP ,,,detdet 21 K⋅= . 
 
 
 5.2.6. Determinant circular 
 
 Fie C∈naaa ,,, 21 K . Se numeşte determinant circular al numerelor 

naaa ,,, 21 K  şi se notează cu ( )naaaC ,,, 21 K  determinantul 

( )

11

243

132

21

21 ,,,

−

=

nn

n

n

aaa

aaa
aaa
aaa

aaaC

L

LLLL

L

L

L

K . 
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 Pentru calculul lui, considerăm ecuaţia binomă 01 =−nx , 2≥n , ale 
cărei rădăcini sunt nεεε ,,, 21 K  numite rădăcini de ordinul n ale unităţii şi 
construim un determinant Vandermonde de forma: 

( )

11
2

1
1

22
2

2
1

21

21

111

,,,

−−− εεε

εεε
εεε

=εεε

n
n

nn

n

n

nV

L

LLLL

L

L

L

K  

 Făcând produsul ( )⋅naaaC ,,, 21 K ( )nV εεε ,,, 21 K , obţinem: 
( )⋅naaaC ,,, 21 K ( ) =εεε nV ,,, 21 K  

1
11

1
2121

1
1111

1
132

1
21232

1
11132

1
21

1
2221

1
1121

−
−

−
−

−
−

−−−

−−−

ε++ε+ε++ε+ε++ε+

ε++ε+ε++ε+ε++ε+
ε++ε+ε++ε+ε++ε+

=

n
nnnn

n
nn

n
nn

n
nn

nn

n
nnn

n
n

n
n

aaaaaaaaa

aaaaaaaaa
aaaaaaaaa

KLKK

LLLL

KLKK

KLKK

. 
 
 Considerăm polinomul ( ) 12

321
−++++= n

n xaxaxaaxf K  astfel că 
produsul precedent se scrie: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n

n
n

nn

n
n

nn

n

nn

n
n
n

nn
n

n
n

nn

fff

fff

fff
fff

εεε

εεε
εεε

⋅ε⋅⋅ε⋅ε=

εεεεεε

εεεεεε
εεεεεε

−−−−−−

L

LLLL

L

L

K

L

LLLL

L

L

21

11
2

1
1

21

21

2211

1
2

1
21

1
1

2211

. 
 Ultima linie se poate aduce pe prima linie prin 1−n  schimbări. 
Procedând analog cu celelalte linii, obţinem: 

( )⋅naaaC ,,, 21 K

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =εεε⋅ε⋅⋅ε⋅ε⋅−=εεε +++−+−
nn

nn
n VfffV ,,,1,,, 2121

1221
21 KKK

K  

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )nn

nn
Vfff εεε⋅ε⋅⋅ε⋅ε⋅−=

+

,,,1 21212
1

KK ,  
de unde simplificând cu ( )nV εεε ,,, 21 K , obţinem: 

( )naaaC ,,, 21 K ( )
( )

( ) ( ) ( )n

nn
fff ε⋅⋅ε⋅ε⋅−=

−

K212
1

1 , 
unde ( ) 12

321
−ε++ε+ε+=ε n

naaaaf K , iar ε  este o rădăcină a ecuaţiei 
01 =−nx . 
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 5.2.7. Determinant Cauchy 
 
 Fie C∈ji ba , , nji ,1, = . Se numeşte determinant Cauchy al 
numerelor ji ba , , determinantul 

( )

nnnn

n

n

ba

bababa

bababa

bababa

D
ji

+++

+++

+++

=

111

111

111

21

22212

12111

, . 

 Pentru calculul său scădem ultima linie din celelalte linii, dăm factori pe 
linii şi pe coloane apoi scădem ultima coloană din celelalte coloane şi dăm din 
nou factori. 
 Se obţine relaţia de recurenţă: 

( )( )
( )( )∏

−

=

−

++
−−

⋅
+

=
1

1

1
n

k knkn

knkn

nn

n
n bbaa

bbaa
ba

D
D , 

de unde  

( )
( ) ( )

( )∏
=

+

⋅
= n

ji
j

nn
ba

ba

bbbVaaaVD
ji

1,
1

2121
,

,,,,,, KK
. 

 
 

 5.3. Funcţii polinomiale de tip determinant 
 
În continuare este expusă o metodă de stabilire a unor proprietăţi ale 

determinanţilor cu ajutorul unor funcţii polinomiale de tipul: 
det(A+xB), unde ( )CnMBA ∈,  

Teoremă.  5.3.1. Fie ( )CnMBA ∈, . Atunci ( ) ( )xBAxf += det  este un 
polinom de grad ≤ n având termenul liber egal cu det A şi coeficientul lui xn 
egal cu det B. 
Demonstraţie: Din dezvoltarea lui det(A+xB) cu definiţia determinantului, 
rezultă cã f este un polinom de grad n≤  iar termenul liber este egal cu 
( ) A0f det= . Coeficientul lui nx  este determinat de: 

( ) )det(1limlim
nn

xBA
xx

xf
nn +=

∞→∞→
 = BBA

x
1 detdetlim

x
=






 +

∞→
. 



 118 

Exemplu  5.3.2. Dacă ( )C2, MBA ∈ , atunci  
( ) ( ) ( )BABABA detdet2detdet +=−++ . 

Într-adevăr, conform teoremei 5.5.1. putem scrie: 
( ) 2detdetdet xBaxAxBA ⋅++=+  

Atunci, pentru 1=x  şi 1−=x , obţinem: 
( ) BaABA detdetdet ++=+  

( ) BaABA detdetdet +−=− , C∈a  de unde, prin adunare obţinem relaţia de 
demonstrat. 

 

 5.4. Derivata unui determinant 
 
 Teoremă  5.4.1. Fie RR →:ijf  funcţii derivabile pe R, { },,,2,1, nji K∈  iar 

RR →:f , 

)(xf  = 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

















xfxfxf

xfxfxf
xfxfxf

nnnn

n

n

L

LLLL

L

L

21

22221

11211

. 

Arătaţi că f este derivabilă pe R şi: 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )xfxfxf

xfxfxf

xfxfxf

xf

nnnn

jnjj

n

n

j

LL

LLLLL

LL

LLLL

LL

21

21

11211

1

′′′
−

=′ ∑
=

, ( ) R∈∀ x . 

Demonstraţie: Faptul că funcţia  f este derivabilă pe R rezultă din aceea că: 
dacă funcţiile nggg ,,, 21 K  sunt funcţii derivabile pe R, atunci funcţia 

nggg ⋅⋅⋅ K21  este derivabilă pe R şi  

( ) ∑
=

⋅⋅′⋅⋅⋅=′⋅⋅⋅
n

j
njn ggggggg

1
2121 KKK . 

În continuare, avem ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑
∈σ

σσσ ⋅⋅⋅⋅σε=
nS

nn xfxfxfxf K2211     (1) 

Din (1) prin derivare, rezultă: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑
= ∈σ

σσσσ ⋅′⋅⋅⋅⋅σε=′
n

j S
nnjj

n

xfxfxfxfxf
1

2211 KK , 

adică tocmai relaţia de demonstrat. 
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Exemple  5.4.2. Să se demonstreze că: 

cba
xxx
xxx

)cos()cos()cos(
)sin()sin()sin(
γβα
γβα

+++
+++

 = 
cba
γβα
γβα

coscoscos
sinsinsin

, 

( ) R∈∀ x , unde α,β,γ,a,b,x∈R. 
 
Într-adevăr, fie RR →:f , 

f(x)=
cba
xxx
xxx

)cos()cos()cos(
)sin()sin()sin(
γβα
γβα

+++
+++

 

Evident  f este derivabilă şi conform relaţiei demonstrate, putem scrie: 

( ) =′ xf
cba
xxx
xxx

)cos()cos()cos(
cos()cos()cos(

γβα
γβα

+++
+++

+ 

+
cba
xxx

xxx
)sin()sin()sin(

)sin()sin()sin(
γβα
γβα
+−+−+−
+++

+ 

+ ,0
000

)cos()cos()cos(
)sin()sin()sin(
=γ+β+α+

γ+β+β+
xxx
xxx

( ) R∈∀ x . 

Cum ( ) =′ xf 0, ( ) R∈∀ x  rezultă că  f  este constantă pe R şi deci f(x)=f(0), 
( ) R∈∀ x ,  
adică tocmai ceea ce trebuia demonstrat. 
Fie naaa ,,, 21 K , ∈x R. Să se arate că: 

( )

1

2

2 3 1 3 4 1 2 1 1 2... ... ... ...
n

n n n n

x a x x
x x a x

x x x a

a a a a a a a a a a x a a a−

+
+

=

+

= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

L

L

L L L L

L

K
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Soluţie: Fie f(x) = 

naxxx

xaxx
xxax

+

+
+

L

LLLL

L

L

2

1

, ∈x R. 

Se observă imediat că  ( ) 0=′′ xf , ( ) R∈∀ x . Deci, ( ) R∈∃ BA, astfel încât  f(x) 
= Ax+B, ( ) R∈∀ x . 

Evident avem: B=f(0)= n

n

aaa

a

a
a

...

00

00
00

21
2

1

=

L

LLLL

L

L

, iar 

 A ( ) =′= 0f

na

a

L

LLLL

L

L

00

00
111

2 +…+ 

12143132

1

2

1

1111
000

00
00

−

−

+++= nnn

n

aaaaaaaaaa
a

a
a

KKKK

L

L

LLLLL

LL

LL

,  

de unde rezultă concluzia. 
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5.5. Probleme rezolvate (5.1) 
 
   R5.2.1. Fie nS∈σ  o permutare de ordinul n. 
a) Demonstraţi că există ∗∈Nk , !1 nk ≤≤  astfel încât ek =σ ; 
b) Dacă ∗∈Npm, , cu proprietatea epm =σ=σ  atunci ( ) epm =σ , ; 
c) Dacă h este cel mai mic număr natural nenul cu proprietatea eh =σ , 
demonstraţi că pentru orice ∗∈Nm  cu em =σ , avem mh . 

Soluţie: a) Considerăm şirul de permutări K,,, 32 σσσ , şir de elemente din nS . 
Cum nS  este mulţime finită, există numerele naturale i, j, ji <≤0  astfel încât 

ji σ=σ  (aceasta deoarece în caz contrar ar rezulta că mulţimea nS  ar fi 
infinită). Rezultă eij =σ −  şi alegând kij =− , obţinem ek =σ ; 
b) Dacă ∗∈Npm, , atunci există Z∈qr,  astfel încât ( ) pqmrpm ⋅+⋅=, , de 

unde ( ) ( ) ( ) eqprmpqmrpm =σ⋅σ=σ=σ ⋅+⋅, . 
c) Aplicând teorema împărţirii cu rest pentru m şi h, avem rqhm +⋅= , de 
unde er =σ , dar hr <≤0 , contradicţie dacă 0≠r . Deci 0=r  şi atunci mh . 

   R5.2.2. Fie permutarea 







=

1234567
7654321

u .  

Să se arate că nu există nici o permutare 7Sx∈  astfel încât ux =2 . 

Soluţie: Presupunem că ( ) 7Sx∈∃  astfel încât ux =2 . Atunci ( ) ( )ux ε=ε 2 . 

Cum ( ) 12 =ε x  şi ( ) ( ) ( ) 111 212
7 −=−=−=ε Cu , rezultă că nu există o astfel de 

permutare. 

   R5.2.3. Pentru o permutare nS∈ϕ  se notează ( ) ( )∑
= ϕ

=ϕ
n

k
n k

kS
1

. Să se arate că 

( )ϕnS  este minimă dacă ϕ  este permutarea identică. 
Soluţie: Aplicând inegalitatea lui Cauchy-Buniakowski, obţinem: 

( ) ( )

2

111

11











ϕ
≥

















ϕ ∑∑∑
===

n

k

n

k

n

k kkk
k  
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Dar 
( )∑∑

== ϕ
=

n

k

n

k kk 11

11  datorită bijecţiei ϕ , deci 

( ) nk
kn

k

1
2

1
1

1
1

+++≥
ϕ∑

=

K . Deci ( )ϕnSmin
n

1
2

1
1

1
+++= K  şi se 

realizează când în inegalitatea lui Cauchy-Buniakowski are loc egalitate, adică 
( ) kk =ϕ . 

Deoarece ∑∑
==

>
n

k

n

k kk 11

11  şi ∞=∑
=

∞→

n

kn k1

1lim , rezultă că ( ) ∞=ϕ
∞→ nn

Slim . 

   R5.2.4. Fie ∗∈Nn . Să se afle permutarea nS∈σ  în cazurile: 

 a) ( ) ( ) ( )n
n

σ
==

σ
=

σ
L

2
2

1
1 ; 

 b) ( ) ( ) ( )nn σ⋅==σ⋅=σ⋅ L2211 . 

Soluţie: a)  Putem scrie ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1
21

21
2

2
1

1
=

σ++σ+σ
+++

=
σ

==
σ

=
σ n

n
n

n
K

K
L , 

de unde rezultă  

( ) ( ) ( ) nn =σ=σ=σ ,,22,11 K , adică 







==σ

n
n

e
L

L

21
21

. 

b) Din ( ) ( )nn σ⋅=σ⋅ 11  rezultă ( ) n=σ 1  şi ( ) 1=σ n , deci ( ) nii =σ , 
( ) 1,2 −=∀ ni .  

Obţinem ( ) ( ) nnn =−σ− 11 , de unde ( )
1

111
−

+=−σ
n

n , de unde rezultă 2=n  

şi atunci 







=σ

12
21

. 

 
Probleme rezolvate (5.2) 
 
   R5.4.1. Dacă ( )RnMBA ∈,  astfel încât BAAB = , atunci ( ) 0det 22 ≥+ BA . 

Soluţie: Din BAAB =  avem ( )( ) ( )( )iBAiBAiBAiBABA ++=−+=+ 22  şi 
deci putem scrie 

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2

det det

det det det det det 0

A B A iB A iB

A iB A iB A iB A iB A iB

+ = + + =

= + ⋅ + = + ⋅ + = + ≥
, ceea 

ce încheie demonstraţia. 
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   R5.4.2. Să se demonstreze că dacă ( )CnMYX ∈,  şi nIXY = , atunci şi 

nIYX = . 
Soluţie: Din nIXY =  rezultă ( ) ( ) 1detdet == nIXY  sau 1detdet =⋅ YX , adică 

0det ≠X  şi 0det ≠Y , ceea ce înseamnă că X şi Y sunt inversabile. 
 Fie 1−X  inversa lui X. Înmulţind relaţia nIXY =  (la stânga) cu 1−X  
obţinem 1−= XY  şi deci nIXXYX =⋅= −1 . 
   R5.4.3. Fie p şi q două numere reale astfel încât 042 <− pp . Să se arate că 
dacă n este un număr natural impar şi ( )RnMA∈  atunci nn OqIpAA ≠++2 , 
unde nI  este matricea unitate de ordinul n şi nO  este matricea nulă de ordinul n. 
Soluţie: Presupunem prin absurd că nn OqIpAA =++2 . Atunci din identitatea  

nnn IqpIpAqIpAA
4

4
2

22
2 −

−





 +=++  

rezultă 

nn IqpIpA
4

4
2

22 −
=






 +  

 Aplicând determinantul în ambii membri, obţinem: 
n

n
qpIpA 






 −
=






 +

4
4

2
det

22

. 

 Membrul stâng al egalităţii este pozitiv iar membrul drept al egalităţii 
este strict negativ deoarece 042 <− pp  şi n este impar, deci am ajuns la o 
contradicţie şi rezultă deci că nn OqIpAA ≠++2 . 
   R5.4.4. Dacă 12 +∈ Nn  şi ( )RnMA∈  cu proprietatea că nOA =2  sau 

nIA =2 , atunci ( ) ( )nn IAIA −≥+ detdet . 
Soluţie: Dacă nOA =2 , atunci avem  

( ) 0
2
1det

2
1det

4
1detdet

22
2 ≥














 +=






 +=






 ++=+ nnnn IAIAIAAIA    (1) 

De asemenea, avem: 
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )
2

2

det det 1 det

1 11 det 1 det
4 2

n
n n n

n n
n n

A I I A I A

I A A I A

− = − − = − − =

   = − − + = − − =   
   
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( ) 0
2
1det1

2

≤













 −−= AI n

n , deoarece 12 +∈ Nn    (2) 

Din (1) şi (2) deducem cerinţa enunţului. 
Dacă nIA =2 , adică matricea A este involutivă, atunci 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0det222det2detdetdet 222 ≥+=+=++=+=+ n
n

nnnn IAIAIAAIAIA
 (3) 
Totodată: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =−





−=






 −−=−−=− AIAIAIIA n

n

n
n

n
n

n 22det
2
122

2
1det1det1det

 

( )2det
2
1

n

n

IA −





−= ( )( ) 0det

2
1 2 ≤−





−= n

n

IA  (4) 

Din (3) şi (4) deducem cerinţa enunţului şi în acest caz. 
   R5.4.5. Să se calculeze determinantul de ordinul n: 

 

830000
583000

0583
0058

L

L

LLLLLLL

LLL

LLL

=∆ n . 

Soluţie: Dezvoltând după prima coloană obţinem relaţia de recurenţă 
21 158 −− ∆−∆=∆ nnn , cu ecuaţia caracteristică 01582 =+− rr , de unde 31 =r  

şi 52 =r . 
Rezultă nn

n 53 ⋅β+⋅α=∆  cu 81 =∆ , 492 =∆ . Obţinem în final 

( )11 35
2
1 ++ −=∆ nn

n , 1≥n . 

   R5.4.6. Să se calculeze determinantul 

α
α

α
α

α

=∆

cos21000
1cos2000

00cos210
001cos21
0001cos

L

L

LLLLLL

L

L

L

n , unde R∈α . 
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Soluţie: Dezvoltând după prima linie obţinem relaţia de recurenţă 
21cos2 −− ∆−∆α=∆ nnn , 3≥n . 

Avem α=∆ cos1 , α=−α=
α

α
=∆ 2cos1cos2

cos21
1cos 2

2 . Presupunând 

că α=∆ kk cos , ( ) nk ,1=∀ , avem: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )α+=α−−α−+α+=α−−α⋅α=∆ + 1cos1cos1cos1cos1coscoscos21 nnnnnnn

. 
Conform principiului inducţiei matematice complete avem α=∆ nn cos , 
( ) ∗∈∀ Nn . 
   R5.4.7. Să se calculeze: 

2
321

232
2
212

13121
2
1

2
1

nnnn

n

n

n

xnxxxxxx

xxxxxxx
xxxxxxx

+

+
+

=∆

L

LLLLL

L

L

, unde C∈kx , nk ,1= . 

Soluţie: Fie 0≠kx , ( ) nk ,1=∀ , atunci putem scrie: 

=

+

+

+

⋅=∆

n
n

n

n

nn

x
nxxx

x
x

xx

xx
x

x

xxx

L

LLLL

L

L

K

21

2
21

2
1

1

21

2

1

 

=



























+

+

++

+

⋅=∏
=

n

k

n
n

n

n

k

x
nxx

x
xx

x
x

x

xxx

x
x

xx

xx
x

x

x
1

21

2
21

2
1

1

21

2
21

2
1

1

02

01

2

1

L

LLLL

L

L

L

LLLL

L

L
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( ) 1
2

1

1
121

1
2

21

12
1

1

21

2

1

!1

1

1

1

020

001

−
=

−
−

−

−

∆+⋅−=



























+

+

+

+⋅=∏ nn

n

k

n
n

n

n

n

n

k nxn

x
xxx

x
x

xx

xx
x

x

x
n

xxx

x

x

x

L

LLLL

L

L

L

LLLL

L

L

. 

Cum 2
11 1 x+=∆ , rezultă imediat 








+++=∆

n
xxxn n

n

22
2

2
1

21
1! K . Dacă 

( ) ∗∈∃ Nk  astfel încât 0=kx , atunci n∆  se dezvoltă după linia k şi se 
procedează analog, rezultatul rămânând acelaşi. 
 

   R5.4.8. Să se determine 
njiji

n
j

n
i

ba
ba

,1,
1
1

det
=












−

−
. 

Soluţie: Avem ( )ji
n
j

n
ijiji

ji

n
j

n
i

ij bPbababa
ba
ba

a =++++=
−

−
= −− 11221

1
1

K , unde 

( ) 11221 −−++++= nn
iiii xaxaxaxP K . Deci, determinantul cerut este un 

determinant polinomial cu 1grad −≤ nPi . Avem ( )nbbbVPD ,,,det 21 K⋅= , 
unde  





















=

−

−

−

12

1
2

2
22

1
1

2
11

1

1
1

n
nnn

n

n

aaa

aaa
aaa

P

L

LLLLL

L

L

, ( )naaaVP ,,,det 21 K= , deci 

( ) ( )nn bbbVaaaVD ,,,,,, 2121 KK ⋅= . 
   R5.4.9. Să se calculeze valoarea determinantului circular: ( )nC ,,3,2,1 K . 

Soluţie: Avem ( ) ( )∏
−

=

ε=
1

1

,,3,2,1
n

i
iPnC K , unde iε  ( ni ,1= ) sunt rădăcinile de 

ordinul n ale unităţii, iar 

 ( ) ( )
′









−
−

=
′

++++=++++=
+

−

1
11321

1
212

x
xxxxnxxxxP

n
nn KK , 1≠x . 

( )
1−ε

=ε
i

i
nP , ni ,1= , 
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( ) ( ) ( )
2

110
+

==ε
nnPP . Deci, ( ) ( )∏

−

= −ε
+

=
1

1 1
1

2
1,,3,2,1

n

i i

nnnC K . Fie 

1−ε= iiy , căutăm polinomul cu rădăcinile iy , 1,1 −= ni . Avem 1+=ε ii y  şi 

polinomul în rădăcinile iε , 1,1 −= ni  este ( ) 121 ++++= −− xxxxf nn K , deci 

( ) ( ) nyyfyg n ++=+= − K11 , deci ( ) ny n
n

i
i

1
1

1

1 −
−

=

−=∏  şi rezultă 

( ) ( ) ( )
2

11,,3,2,1
1

1 +
−=

−
− nnnC

n
n

K . 

 
 
Probleme rezolvate (5.3) 

 
   R5.6.1. Fie ( )R2, MBA ∈  care comută între ele şi ( ) 0det 22 =+ BA . 
 Atunci detA = detB. 
Soluţie: Fie ( )xf =det(A+xB). Conform teoremei 5.5.1. rezultă că: 

 (1) ( ) AaxxBxf detdet 2 ++⋅= . 
Atunci ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0detdetdet 22 =−=−⋅+=+ ififiBAiBABA , deci, pentru că  
f are coeficienţi reali,  ( ) ( ) 0=−= ifif . 
Deoarece grad f = 2 ⇒  f(x) = m(x2 + 1). Comparând cu (1) rezultă că detA = 
detB. 

   R5.6.2. Fie ( )R2, MBA ∈  astfel încât det(AB+BA) ≤0. Să se arate că 
det(A2+B2)≥0.  
Soluţie: Fie f(x) = det(A2 +B2 +x(AB+BA)). 
Observăm că f(1)=det(A2 +B2 +AB+BA)=det(A +B)2 ≥0 şi   
f(-1)=det(A2 +B2 –AB–BA)=det(A–B)2 ≥0. Pe de altă parte, graficul lui  f este o 
parabolă cu maxim deoarece coeficientul lui x2 este det(AB+BA) 0< . Dacă 
det(AB+BA)=0, atunci  f este liniară. Oricum, din faptul că  ( ) 01 ≥f  şi 
( ) 01 ≥−f  rezultă că ( ) 00 ≥f , adică det(A2 +B2)≥0. 

   R5.6.3. Fie ( )Q2MA∈ astfel încât ( ) 02det 2 =− IA . Să se arate că 2
2 2IA =  

şi 2det −=A . 
Soluţie: Fie  ( ) ( )2det xIAxf −= , având coeficientul x2 egal cu 1det 2 =I . 
atunci: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 02202det2det2det 222
2 =−=⇒=+−=− ffIAIAIA  
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pentru că  f are coeficienţi raţionali. Deci f(x) = α(x2 – 2), R∈α . deoarece 
coeficientul lui x2 este 1, rezultă că 1=α  şi implicit  ( ) 22 −= xxf , adică: 

(2)  ( ) 2det 2
2 −=− xxIA , ( ) R∈∀ x . 

Pentru 2det0 −=⇒= Ax . Cum (2) este ecuaţia caracteristică a lui A, rezultă 
că A o verifică, deci 2

2
2

2 22 IAOIA =⇒=− . 

   R5.6.4. Fie ( )RnMCBA ∈,,  care comută între ele şi detC=0. Să se arate că 
det(A2 +B2 +C2)≥0. 
Soluţie: Fie f(x) = det(A2 +B2 +C2 +xBC). 

Avem ( ) =− 2f det(A2 +B2 +C2 –2BC)=det(A2 +(B2 -C2))≥0 şi   
f(2)=det(A2 +B2 +C2 +2BC)=det(A2 +(B2 +C2)) 0> . Coeficientul lui x2 în 
dezvoltarea lui  f este det(BC)=detBdetC=0, deci  f este funcţie liniară.  
Cum ( )2−f  şi  f(2) sunt pozitive, rezultă că f(0)≥0, adică det(A2 +B2 +C2)≥0.  

   R5.6.5. Fie A şi B două matrice de acelaşi ordin k ( ∗∈Nk ). Să se 
demonstreze că dacă ( ) ( )BnAnBA +=+ detdet  pentru cel puţin 1+k  valori 
distincte ale numărului natural 1>n , atunci BA detdet = . 
Soluţie: Fie polinomul f ∈R[X], f = det(A+xB)–det(xA+B). Acest polinom are 
gradul cel mult k (având matricele de ordinul k şi ţinând seama produsele care 
apar în definiţia unui determinant). Cum prin ipoteză  f are cel puţin 1+k  
rădăcini ⇒  că f este polinomul nul. Făcând x=0⇒  f(0) = 0, adică 

BA detdet = . 

   R5.6.6. Fie ( )CnMBA ∈,  şi 
n
πi

n
π 2sin2cos +=ε , ∈n N*. Arătaţi că: 

det(A+B)+det(A+ εB) + … + det(A+ Bn 1−ε )=n(detA+detB). 
Soluţie: Fie P(x)=det(A+xB) n

n xaxaxaa ++++= K2
210 , unde Aa det0 =  şi 

Ban det= . Atunci avem: 
det(A+B)+det(A+ εB)+…+ det(A+ Bn 1−ε )=f(1)+f( ε ) +.. 
+f( 1−εn ) ( )⋅++++= −1210 naaana K  
( ) ( ) ( )BAnaanna nn

n detdet1 0
12 +=+=+ε++ε+ε+⋅ −K , deoarece 

01 12 =ε++ε+ε+ −nK  

   R5.6.7. Să se demonstreze că, ( ) ( )CnMBA ∈∀ ,  avem: 
det(In+AB) = det(In+BA). 



 129

Soluţie: Dacă matricea A este invariabilă, atunci: 
det(In+AB)=det(In+BA) 1−A =detA·det(In+BA)·det 1−A =det(In+BA). 
Dacă A este singulară, observăm că matricea AIz n +⋅  este invariabilă pentru 
toate numerele complexe z cu excepţia rădăcinilor ecuaţiei det(zIn+A)=0 şi, deci 
exceptând aceste rădăcini, det(In+(zIn+A)B)=det(In+B(zIn+A)). 
Întrucât cei doi membri ai egalităţii sunt funcţii polinomiale de z, coincid peste 
tot şi deci şi pentru z = 0, ceea ce încheie demonstraţia. 
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ANALIZĂ MATEMATICĂ 
 
 1.  Mulţimi dense 
 
 Rezultatul de bază este teorema lui Kronecker care joacă un rol 
important în teoria numerelor. Această teoremă este interesantă şi din alt punct 
de vedere deoarece cu ajutorul ei se pot rezolva uşor unele probleme dificile cu 
enunţ elementar. 
  1.1.1. Definiţie. O mulţime A⊂ �  se numeşte densă în �  dacă orice 
element din �  este limita unui şir neconstant cu elemente din A.  
 Facem precizarea că mulţimea A⊂ �  este densă în �  dacă pentru 
oricare a∈�  şi orice vecinătate V a punctului a, avem V AI  este infinită. 
  1.1.2. Propoziţie. O mulţime A⊂ �  este densă în �  ⇔  orice interval 
I ⊂ � , de lungime nenulă, conţine cel puţin un număr din A. 
 Demonstraţie. “⇒” Presupunem că A este densă în � . Trebuie 
demonstrat că pentru orice , ,a b a b∈ <� , există x A∈  astfel ca a x b< < . 
Presupunem contrariul. Atunci , ,α β α β∃ ∈ <�  astfel încât ( ) x A∀ ∈  să 
avem că  

( , )x α β∉ .              
(1) 

Luăm ( , )
2

u β α α β+
= ∈ . Cum A este densă în � , există un şir ( )nx  de 

elemente din A astfel încât lim nn
x u

→∞
= . De aici rezultă că 0n∃ ∈�  astfel încât 

pentru orice 0 ,n n n> ∈�  să avem ( , )nx α β∈ deoarece ( , )α β  este o 
vecinătate pentru u. Aceasta este o contradicţie cu presupunerea făcută (1), de 
aceea obţinem concluzia dorită. 
 “⇐” Fie α ∈�  arbitrar. Atunci pentru orice *n∈ � , în intervalul 

1 1,
n n

α α − + 
 

 se găseşte cel puţin un element na A∈ , conform ipotezei. Cum 

1 1
na

n n
α α− < < + , *( ) n∀ ∈� , cu teorema cleştelui, se obţine lim nn

a α
→∞

= . De 

unde rezultă că mulţimea A este densă în � . Cu aceasta demonstraţia se 
încheie. 
   1.1.3. Exemplu. Mulţimea �  a numerelor raţionale este densă în � . 
 Demonstraţie. Fie ,a b∈� , a b< . Atunci există n∈�  astfel ca 

0a n+ > . Fie numerele 1 1,a a n b b n= + = + . De aici 1 1 0b a b a− = − >  şi 
atunci putem găsi un *k∈�  pentru care 1 1 1 1( ) 1 1k b a k a k b− > ⇔ + ⋅ < ⋅ . Fie m 
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cel mai mic număr natural cu proprietatea 1m k a> ⋅  şi deci 11m k a− ≤ ⋅  sau 

1 11m k a k b≤ + ⋅ < ⋅ . În acest mod se obţine 

1 1 1 1
m m mk a m k b a b a n b n a n b
k k k

⋅ < < ⋅ ⇔ < < ⇔ + < < + ⇔ < − < , 

cu m n
k
− ∈� . 

  1.1.4. Exemplu. Mulţimea \� �  a numerelor iraţionale este densă în 
� . 

 Demonstraţie. Fie α ∈�  arbitrar. Dacă 0α = , atunci există 2
nx

n
= , 

( ) 1n∀ ≥  de elemente din \� �  astfel încât lim 0nn
x α

→∞
= = . Dacă 0α ≠ , atunci 

din faptul că �  este densă în �  rezultă că există 0( )n na ≥  un şir de numere 

raţionale astfel încât *lim 2nn
a α

→∞
= ⋅ ∈� . Presupunem în continuare că 0na ≠ , 

( ) n∀ ∈�  (în caz contrar, avem un număr finit de termeni nuli (limita fiind 
nenulă) şi se poate renunţa la aceştia). Luăm şirul 0( )n nb ≥ , 

2 /
22

n n
n

a ab = = ⋅ ∈� � , ( ) n∀ ∈�  şi avem 2lim 2
2nn

b α α
→∞

⋅
= ⋅ = . Aşadar, 

orice element din �  este limita unui şir de elemente din /� � , deci /� �  este 
densă în � . 
  1.1.5. Exemplu. Demonstraţi că dacă A este densă în �  iar 

*
1 2,r r∈ ∈� � , atunci şi mulţimile 

{ }1 1A r a a A= + ∈  şi { }2 2A r a a A= ⋅ ∈  
sunt dense în � . 
 Demonstraţie. Fie α ∈�  arbitrar. Atunci 1rα − ∈�  şi cum A este 
densă în � , rezultă că există un şir 0( )n nx ≥  de elemente din A astfel încât 

1lim nn
x rα

→∞
= − . De aici rezultă că 1lim( )nn

x r α
→∞

+ =  şi cum 1nx r A+ ∈ , 

( ) n∀ ∈� , va rezulta că 1A  este densă în � . 
 Analog, pentru β ∈� , arbitrar, există un şir 0( )n ny ≥  de elemente din A 

astfel încât 
2

lim nn
y

r
β

→∞
= , adică 2lim( )nn

r y β
→∞

⋅ =  şi cum 2 2nr y A⋅ ∈ , ( ) n∀ ∈� , va 

rezulta că 2A  este densă în � . 
  1.1.6. Teoremă. (teorema lui Dirichlet). Dacă α este iraţional şi 

*p∈� , atunci există ,m n∈� , 0 m p< ≤  astfel încât 
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1m n
p

α ⋅ − ≤ . 

 Demonstraţie. Împărţim intervalul [0,1] în p intervale egale de lungime 

p, 1 2
1 1 2 10, , , , , ,1p

pI I I
p p p p

     −
= = =     
     

K  şi considerăm numerele 

1 [ ]x α α= − , 2 12 [2 ], , ( 1) [( 1) ]px x p pα α α α+= − = + − +K . Aceste 1p +  
numere se află în intervalul [0,1) [0,1]⊂ . Cum intervalul [0,1] a fost împărţit în 
p intervale ca şi mai sus, va rezulta că cel puţin două numere sunt situate în 
acelaşi interval. Presupunem că acestea sunt [ ]k kα α−  şi [ ]l lα α−  cu 

, {1,2, , 1}k l p∈ +K  şi k l> . Distanţa dintre ele nu poate depăşi lungimea 

intervalului în care se află, adică 1
p

, prin urmare 

1 1( [ ]) ( [ ]) ( ) ([ ] [ ])k k l l k l k l
p p

α α α α α α α− − − ≤ ⇔ − − − ≤ . 

Luăm *m k l= − ∈�  şi [ ] [ ]n k lα α= − ∈� . Aceste numere îndeplinesc cerinţele 
din concluzia teoremei căci 1 1m p p≤ + − = . 
  1.1.7. Teoremă. (teorema lui Kronecker). Dacă α este iraţional, 
atunci mulţimea 

{ },A m n m nα= + ∈� , 
este densă în � . 
 Demonstraţie. Trebuie să demonstrăm că pentru orice , ,a b a b∈ <� , 
există 1 1,m n ∈�  astfel încât 1 1a m n bα< + < . Fie ,a b∈� , a b<  şi d b a= −  

lungimea intervalului [ , ]a b . Atunci există *p∈�  astfel încât 1 d
p
≤  ( de 

exemplu 1 1p
d
 = +  

). Din teorema lui Dirichlet, există *m∈�  şi n∈�  astfel 

încât 1m n d
p

α − < ≤ . Deoarece m nα −  este iraţional rezultă imediat că 

0m nα − ≠ . În continuare vom propune că 0m nα − >  şi 0a >  (analog se va 
proceda şi în celelalte situaţii). Numerele , 2 ,3 , , , ,u u u ku u m nα= −K K , sunt 
distincte două câte două şi cel puţin unul îl depăşeşte pe a (cel pentru care 

1ak
u
 ≥ +  

). Demonstrăm că cel mai mic dintre numerele care îl depăşeşte pe 

a, fie acesta 1k u⋅ , aparţine intervalului (a, b). 
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 Într-adevăr, din alegerea lui 1k  avem 1( 1)k u a− ≤ . Dacă  am avea 

1k u b⋅ > , atunci 1 1( 1)k u k u b a d− − > − = , în contradicţie cu m n dα − < . 
Deoarece numărul 1 1 1( ) ( ) ( , )k u mk nk a bα= + − ∈  şi 1 1,mk nk− ∈� , atunci luăm 

1 1 1 1,m mk n nk= = −  şi avem 1 1a m n bα< + <  iar teorema este demonstrată. 
  1.1.8. Observaţie. Se poate demonstra că dacă \α ∈� � , atunci 
mulţimea 

{ },B m n m nα= − ∈� , 
este densă în � . 
  1.1.9. Definiţie. Fie A şi B două mulţimi astfel încât A B⊂ ⊂ � . Se 
spune că mulţimea A este densă în mulţimea B dacă pentru orice b B∈  şi pentru 
orice 0ε >  avem ( , )A b bε ε− + ≠ ∅I . 
  1.1.10. Observaţii. 1) Mulţimea A este densă în mulţimea B dacă 
pentru orice b B∈ , una din afirmaţiile următoare este adevărată 
 a) b A∈  
 b) b A∉  dar există un şir ( )n na ∈� , , ,n na A a b n∈ ≠ ∈�  astfel încât 
lim nn

a b
→∞

= ; 

 2) Facem precizarea că observaţia anterioară este în concordanţă cu 
definiţia 1.1.1. 
  1.1.11. Propoziţie. Dacă A B⊂ ⊂ �  şi mulţimea A este densă în B, iar 

:f B → �  este o funcţie continuă, atunci mulţimea ( )f A  este densă în 
mulţimea ( )f B . 
 Demonstraţie. Fie ( )y f B∈  arbitrar. Atunci, există b B∈  astfel încât 

( )y f b= . Deoarece f este continuă, pentru 0ε >  există 0δ >  astfel încât 
( ) ( , )f x y yε ε∈ − +  dacă ( , )x b b Bδ δ∈ − + I . Cum A este densă în B, există 

( , )a A b bδ δ∈ − +I  şi atunci ( ) ( , )f a y yε ε∈ − + , deci 
( ) ( , )f A y yε ε∩ − + ≠∅  şi demonstraţia este încheiată. 

  1.1.12. Definiţie. Fie C un cerc în planul P  şi A⊂C  o mulţime. 
Spunem că mulţimea A este densă pe cercul C, dacă pentru orice C∈C  şi 
pentru orice 0ε >  avem 

( , )C Aε ≠ ∅ID , 
unde { }( , ) ( , )C X d X Cε ε= ∈ <D P  reprezintă discul de centru C şi rază ε 
din planul P. 
  1.1.13. Propoziţie. Fie { }1= ∈ =�U z z  cercul trigonometric ale 

cărui puncte le putem privi şi ca numere complexe. Considerăm pe acest cerc 
un şir de puncte ( )nA n∈� , plasate pe cerc în sens trigonometric şi astfel încât 
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fiecare arc dintre două puncte consecutive iA  şi 1iA +  să aibă aceeaşi lungime 
�

10, ( ( ) 0)i ia l A A a+> = >  pentru orice i∈� . Atunci avem 

a) Dacă a
π
∈�  atunci şirul ( )nA n∈�  este periodic; 

b) Dacă \a
π
∈� �  atunci mulţimea { }nA n∈�  este densă pe cerc, dar 

nu există nici un poligon regulat cu vârfurile în mulţimea 
{ }nA n∈� . 

  Demonstraţie. a) Dacă *, ,pa q p
q
π= ⋅ ∈ ∈� � , atunci 2 2qa p π= ⋅  şi 

mulţimea 2 ,k k qA A k+= ∈� , adică şirul are perioada 2q. 

c) Dacă \a
π
∈� � , atunci arătăm că şirul este format din puncte 

distincte. Dacă, prin absurd k k mA A +=  atunci 2 ,ma p pπ= ⋅ ∈� , deci 
2 pa
m

= ∈� , contradicţie, deci presupunerea făcută este falsă. Pentru orice 

0ε >  există *k∈�  astfel încât 2
k
π ε< . Printre punctele 1 2, , , kA A AK  există 

două puncte pentru care � 2( , )i jl A A
k
π ε≤ < . 

 Dacă i j p= + , atunci punctele , , , ,j j p j kpA A A+ +K K  sunt echidistante 
pe cerc şi distanţa dintre două puncte consecutive este mai mică decât ε. În 
orice disc ( , )D C ε  cu C pe cerc există cel puţin un punct din şir. Să arătăm că 
nu există poligoane regulate cu toate vârfurile în punctele din şir. 
 Dacă prin absurd 

1 2
, , ,

pn n nA A AK  ar fi vârfurile unui poligon regulat cu p 

vârfuri, atunci am avea 2 1
22 ,n n k k
p
ππ− = + ∈�  sau 2 1( )

2 2
p n n

kp
π −
= ∈

+
� , 

contradicţie. 
  1.1.14. Propoziţie. Dacă ( )n na ∈�  este un şir de numere reale pozitive cu 
proprietăţile lim 0nn

a
→∞

=  şi 1 2lim( )nn
a a a

→∞
+ + + = ∞K , atunci şirul 

1 2({ })n na a a ∈+ + + �K  este dens în [0,1], unde s-a notat 1 2{ }na a a+ + +K  
partea zecimală a numerelor 1 2 na a a+ + +K , pentru orice n∈� . 
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 Demonstraţie. Fie 1 2n nb a a a= + + +K  şi *{ },n nc b n= ∈� . Vom arăta 
că în orice interval ( , ) [0,1]a b ⊂  există elemente din şirul *( )n n

c
∈�

. Fie 
min{ , ,1 }a b a bε = − − . Deoarece lim 0nn

a
→∞

= , există Nε ∈�  astfel încât 

0 na ε< <  pentru orice ,n N nε≥ ∈� . 
Dacă 

0
[0, ]nc a∈  mai putem adăuga termeni astfel încât să ajungem în 

intervalul ( , )a b  (există n minim, notat 0n , pentru care 1n nc a c +< <  şi atunci 

1nc b+ < ). 
 Dacă 

0
[ ,1]nc b∈  mai adăugăm la 

0nb  termeni ai căror sumă să 
depăşească 1 b a− +  (lucru posibil deoarece lim nn

b
→∞

= +∞ ) şi ajungem cu nc  în 

intervalul ( , )a b . 
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Probleme rezolvate 
 
   R1.2.1. Fie A⊂ �  o mulţime densă în � , iar , :f g →� �  două funcţii 
continue pe �  şi cu proprietatea că ( ) ( )f x g x=  pentru orice x A∈ . Atunci 
f g=  pe � . 

 Soluţie. Trebuie demonstrat că ( ) ( ) , ( ) \f x g x x A= ∀ ∈� . Fie 
\ Aα ∈�  arbitrar. Cum A este densă în � , atunci există un şir 0( )n nx ≥ , nx A∈  

astfel încât lim nn
x α

→∞
= . Cum f şi g sunt continue în α rezultă că 

lim ( ) ( )nn
f x f α

→∞
=  şi lim ( ) ( )nn

g x g α
→∞

= . Cum ( ) ( ) ( )n nf x g x n= ∀ ∈� , se va 

obţine ( ) ( )f gα α= . Deoarece α a fost ales arbitrar, rezultă concluzia dorită. 
   R1.2.2. Fie \α ∈� � . Demonstraţi că ( ) 0, ,m nε∀ > ∃ ∈� , 0m ≠  astfel 
încât m nα ε− < . 

 Soluţie. Cum 0ε > , există *p∈�  astfel încât 1
p

ε<  (de exemplu  

*1 1p
ε
 = + ∈  

� ) . Atunci , din teorema lui Dirichlet, există * ,m n∈ ∈� � , 

0 m p< ≤ , astfel încât 1m n
p

α − < . Cum 1
p

ε< , va rezulta că m nα ε− < . 

   R1.2.3. Să se arate că funcţia : , ( ) sin sin( 2 )f f x x xπ π→ = + ⋅� � , 
( ) x∀ ∈� , nu poate lua valoarea 2, dar ia valori oricât de apropiate de 2. 
 Soluţie. Presupunem contrariul, atunci ( ) α∃ ∈�  astfel încât 

( ) 2f α = ⇔  sin sin( 2 ) 2πα π α⇔ + ⋅ = . De aici rezultă că 

sin 1 sin( 2 )πα π α= = , de unde 2 2 ,
2

k kππ α π⋅ = + ∈�  şi 

1 12 ,
2

k kππα π= + ∈� . Obţinem  

1

1 1

12 2
2 22 2 , ,12 2
2 2

k k
k k

k k

π π

π π

+ +
= ⇔ = ∈

+ +
� , 

adică 2∈� , fals. Deci ( ) 2f x <  pentru orice x∈�  deoarece 

sin [ 1,1], ( )t t∈ − ∀ ∈� . Pentru 1 2 ,
2

x m m= + ∈� , avem 
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   1 12 1 sin 2 2
2 2

f m mπ    + = + +        
.           

(1) 
Arătăm că pentru orice 0ε > , există ,m n∈�  astfel încât 

1 1 12 2 2 2
2 2 2

n m nπ ε π π ε     + − < + < + + ⇔     
     

 

1 1 12 2 2 2
2 2 2

n m nε ε
π π

 ⇔ + − < + < + + ⇔ 
 

 

1 2 1 21 2 2 1 2
4 4

m nε ε
π π

   ⇔ − − < − < − +   
   

.           

(2) 
Deoarece mulţimea { }2 ,A m n m n= − ∈�  este densă în � , existenţa lui 

,m n∈�  care verifică (2) este asigurată. Relaţia (2) ne dă faptul că găsim 

,m n∈�  astfel încât numărul 12 2
2

m + 
 

 să se apropie oricât de mult de 

12
2

n + . Utilizând acum relaţia (1) şi continuitatea funcţiei sin x , deducem că f 

ia valori oricât de apropiate de 2. 
   R1.2.4. Fie \a∈� � . Demonstraţi că funcţia :f →� � , 

( ) sin cosf x x ax= + , ( ) x∀ ∈�  nu este periodică. 
 Soluţie. Să presupunem prin absurd că există 0T >  astfel încât 

( ) ( ) ,f x T f x+ =  
( ) sin( ) cos ( ) sin cos , ( )x x T a x T x ax x∀ ∈ ⇔ + + + = + ∀ ∈� � . Punând 

2 ,x m mπ= ∈� în relaţia anterioară, obţinem 
 sin cos (2 ) cos (2 ) , ( )T a m T a m mπ π+ + = ∀ ∈ ⇒�  

 2sin cos 2 cos (2 2 ) , ( ) ,nT a m T a m n m n
a
ππ π π ⇒ + + + = + ∀ ∈ 

 
� . 

Cum 1\ \a
a

∈ ⇒ ∈� � � �  şi din teorema lui Kronecker, şi Exemplul 1.1.5 

rezultă că mulţimea 12 ,A m n m n
a

π  = + ⋅ ∈  
  

�  este densă în � . Obţinem 

atunci că 
sin cos ( ) cos , ( )T a x T ax x+ + = ∀ ∈� . 

Pentru 0x =  şi respectiv x T= −  în ultima egalitate, obţinem 
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{ }sin cos 1 sin 0
sin cos 1 cos 1 {2 },

T k kT aT T
T aT aT aT s s

π

π

 ∈ ∈+ = =  ⇒ ⇒  − = − = ∈ ∈  

�

�
 

deci 2 2a T s sa
T k k

π
π

⋅
= = = ∈� , absurd. 

   R1.2.5. Fie a∈� . Să se determine toate funcţiile continue :f →� �  pentru 

care ( ) , ( )
b

b a

a

f x dx e e b= − ∀ ∈∫ � . 

 Soluţie. Fie funcţiile , :g h →� � , ( ) ( ) , ( )
x

x a

a

g x f t dt h x e e= = −∫ , 

( ) x∀ ∈� . Deoarece f este continuă pe � , g este continuă pe �  (este chiar 
derivabilă pe � ) şi evident h este continuă pe � . În plus, 

( ) ( ) , ( )g x h x x= ∀ ∈� , de unde, utilizând problema R.1.2.1 şi faptul că 
mulţimea �  este densă în �  rezultă că ( ) ( ) , ( )g x h x x= ∀ ∈� . Deci 

( ) , ( )
x

x a

a

f x dx e e x= − ∀ ∈∫ � , 

de unde, prin derivare, deducem că 
( ) , ( )xf x e x= ∀ ∈� , 

funcţie care verifică condiţiile din ipoteză. 
   R1.2.6. Fie [0,1]a∈  şi 0ε > . Demonstraţi că există o infinitate de numere 
naturale n pentru care sin n a ε− < . 
 Soluţie. Din [0,1]a∈ ( ) [0, ]α π⇒ ∃ ∈  astfel încât sina α= . Atunci 
avem 

sin sin sin sin sin( 2 )n a n n kα α π− = − = − + =  

 2 2 22 sin cos 2 sin 2
2 2 2

n k n k n k n kα π α π α π α π− − + + − −
= ⋅ ≤ ≤ − −  

(1) 
Din teorema lui Kronecker, mulţimea { }2 ,A k n n kπ= − ⋅ + ∈�  este 

densă în � , ca urmare, există o infinitate de numere naturale n, k astfel încât 
2 2n k n kα ε π α ε π α ε− < − < + ⇔ − − < , 

de unde, utilizând şi (1) rezultă concluzia problemei. 
   R1.2.7. Fie 0( )n na ≥  un şir de numere reale diferite de zero, astfel încât 

lim 0nn
a

→∞
= . Atunci mulţimea { },nA m a m n= ⋅ ∈ ∈� � este densă în � . 
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 Soluţie. Fie , 0α α∈ >� . Deoarece lim 0nn
a

→∞
= , rezultă că există 

0n ∈� , astfel încât 0, ( ) ,na n n nα< ∀ ∈ ≥� . Fie 0n n≥ . Cum şirul de termen 

general *1 ,mb m
m

= ∈� , converge la zero, există *m′∈�  astfel încât 

1 1na
m α

≤ <
′

. Fie m′′  cel mai mic număr natural cu această proprietate. 

Notând nm m′′= dacă 0na > şi  nm m′′= −  dacă 0na < , avem 
   0 n n nm a aα≤ ⋅ − < , pentru orice 0n n≥ .           
(1) 
Luând 1nm =  pentru 0n n< , *n∈� , obţinem astfel şirul 0( )n n nm a ≥  de elemente 
din A care, în baza relaţiei (1) converge la α. 
 Dacă 0α < , atunci, ca şi mai sus, rezultă că există un şir 0( )n n nm a ≥  de 
elemente din A care converge la − α şi deci şirul 0( )n n nm a ≥− , care conţine tot 
elemente din A, va converge la α. 
 Dacă 0α = , atunci şirul 0( )n na ≥ , na A∈ , converge către 0α = . În 
concluzie, mulţimea A este densă în � . 

 Observaţie. Luând în problema 6 pe *1 , ( )na n
n

= ∀ ∈� , va rezulta că 

mulţimea A este chiar mulţimea �  şi deci �  este densă în � . 

   R1.2.8. Mulţimea { }3 2 ,A m n m n= + ∈�  este densă în � . 

 Soluţie. Numărul 3 6
22

=  este iraţional şi din teorema lui Kronecker 

rezultă că mulţimea 3 ,
2

B m n m n
  = + ∈ 
  

�  este densă în � . Fie α ∈�  

arbitrar. Atunci există un şir de termen general 3 ,
2k k kx m n k= ⋅ + ∈� , format 

cu elemente din B, care converge către 
2
α , deci şirul de termen general 

2 ,kx⋅ care este un şir de elemente din A converge către α. Prin urmare, 
mulţimea A este densă în � . 
   R1.2.9. a) Să se arate că mulţimea { }, , 1n m n m n∈ >�  este densă în [1, )∞ . 
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 b) Ce se poate spune, din acest punct de vedere, despre mulţimea 

{ }, numere primep q p q ? 

 Soluţie. a) Avem lim 1 1n

n→∞
= . Dacă 1a > , pentru orice n∈� , există 

m∈�  astfel încât 1nm a m≤ < + , deci 1n nm a m≤ < + . Deoarece 
11 0n nm m
n

+ − < →  deducem că şirul ( )
2

n

n
m

≥
 are limita a (a arbitrar în 

(1, )∞ ). Aşadar, mulţimea din enunţ este densă în [1, )∞ . 
 b) Dacă n p=  este număr prim şi 1a > , există m∈�  astfel încât 

2pm a m≤ <  şi există q prim astfel ca 2m q m≤ < . Rezultă că 2p pm a m≤ <  

şi 2p ppm q m≤ < . Dar 2 0p p am m
p

− ≤ →  pentru p →∞ , deci 

0p q a− → . Rezultă că şi a doua mulţime este densă în [1, )∞ .  

   R1.2.10. Fie α un număr real şi funcţia :f →� �  continuă cu proprietăţile: 
( 1) ( ) 1f x f x+ = +  şi ( ) ( ) , ( )f x f x xα α+ = + ∀ ∈� . 

a) Să se arate că dacă α este un număr iraţional, atunci există un număr 
c∈�  astfel încât ( ) , ( )f x x c x= + ∀ ∈� . 

b) Să se arate că afirmaţia a) nu este adevărată dacă α este un număr 
raţional arbitrar. 

Soluţie. a) Din egalităţile ( 1) ( ) 1f x f x+ = +  şi ( ) ( )f x f xα α+ = + , 
rezultă ( )f x n m x n mα α+ + = + + , pentru orice ,n m∈� . Trebuie să 
demonstrăm că ( )f x x− = constant. Fie ( ) ( )f x f x x= − . Presupunem că 
afirmaţia nu este adevărată. Atunci există ,x y∈�  astfel încât ( ) ( )h x h y≠ . 
Avem 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )h x n m f x n m x n m f x x h xα α α+ + = + + − + + = − =  
pentru orice ,n m∈� . Deoarece α este iraţional, mulţimea { , }n m n mα+ ∈�  

este densă în � . Prin urmare, există un şir 2( , )k kn m ∈� , astfel încât 

k kx n m yα+ + ⋅ →  pentru k →∞ , ceea ce implică ( ) ( )k kh x n m h yα+ + ⋅ → . 
Dar ( ) ( ) ( )k kh x n m h x h yα+ + ⋅ = ≠ . Contradicţia obţinută demonstrează 
afirmaţia a). 

 b) Fie , , , 0p p q q
q

α = ∈ >� . Funcţia 2( )f x qx= , pentru 10,x
q

 
∈ 
 

, 

( )m mf x f x
q q

 
+ = + 

 
, pentru m∈�  este continuă, satisface condiţiile 



 142

( 1) ( ) 1f x f x+ = +  şi ( ) ( )f x f xα α+ = + . Această funcţie nu este, însă, de 
forma ( )f x x c= +  cu c∈� . 
 
   R1.2.11. Să se arate că şirurile *(sin )

n
n

∈�
 şi *(cos )

n
n

∈�
 sunt dense în [ 1,1]− . 

 Soluţia I. Mulţimea { }2 ,A n m n mπ= + ⋅ ∈ ∈� �  este densă în �  
deoarece 2 \π ∈� � . Considerând funcţiile continue sin : [ 1,1]f = → −�  şi 

cos : [ 1,1]g = → −� , rezultă în conformitate cu Propoziţia 1.1.11 că mulţimile 
( )f A  şi ( )g A  sunt dense în ( ) ( ) [ 1,1]f g= = −� � . Dar  

{ } { }( ) sin( 2 ) , sinf A n m n m n nπ= + ⋅ ∈ ∈ = ∈� � �  şi  

{ } { }( ) cos( 2 ) , cosg A n m n m n nπ= + ⋅ ∈ ∈ = ∈� � �  
şi soluţia problemei se încheie. 
 Soluţia II. Fie cos1 sin1z i= + ∈U , un număr complex de pe cercul de 
rază 1 din planul complex. Şirul *( )n

n
z

∈�
 determină un şir de afixe *( )n n

A
∈�

 de 

pe acest cerc astfel încât �
1( ) 1n nl A A += = . Conform Propoziţie 1.1.13 şirul 

*( )n n
A

∈�
 formează o mulţime densă pe cerc.  

Această mulţime densă se proiectează pe diametrele de pe axele Ox şi Oy în 
mulţimi dense. Proiecţiile pe Ox sunt punctele Bn de abscisă cos n , iar 
proiecţiile pe Oy sunt punctele Cn de ordonată sin n  dense fiecare în [ 1,1]− . 

   R1.2.12. Fie şirul 1( ) , sin sin sin
1 2n n nb b

nα α α

π π π
≥ = + + +K , unde *n∈�  şi 

1 ,1
3

α  ∈  
 iar { }n nc b=  partea zecimală a lui bn, *n∈� . Să se arate că 

mulţimea  *{ }nc n∈� este densă în [0,1]. 

 Soluţie.  Vom arăta că şirul * ,
( )n n
a

∈�
*sin ,na n

kα

π = ∈ 
 

� 1,k n=  

verifică condiţiile din Propoziţia 1.1.14. 

Avem: lim sin 0
n nα

π
→∞

  = 
 

 (pentru 0α > ); 

Din inegalitatea 
3

sin , 0
6
xx x x> − >  rezultă că  

          
3

3

1sin
6k k kα α α

π π π  > − ⋅ 
 

  (1) 
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Deoarece 1α ≤  şirul 
*1 2 nnα α α

π π π

∈

 + + + 
  �

K  este divergent cu 

lim
1 2n nα α α

π π π
→∞

 + + + = +∞ 
 

K  şi cum 1
3

α >  obţinem că şirul 

*
3 3 3

1 1 1
1 2 nnα α α

∈

 + + + 
  �

K  este convergent. Folosind acum inegalitatea (1) şi 

însumând pentru 1,k n= , găsim că lim nn
b

→∞
= +∞ . Utilizând acum Propoziţia 

1.1.14, rezultă concluzia problemei. 
   R1.2.13. Să se arate că există n∈�  astfel încât primele patru cifre ale 
numărului 2n  să fie 2002. 
 Soluţie. Condiţia ca primele patru cifre ale lui 2n  să fie 2002 este 
 2002 10 2 2003 10 lg 2002 lg 2 lg 2003k n k k n k⋅ ≤ < ⋅ ⇔ + ≤ < + ⇔  
  
 lg 2002 lg 2 lg 2003n k⇔ ≤ − < . 
Deoarece lg 2∉�  (se arată prin reducere la absurd), mulţimea 

{ }lg 2 ,n k k n− ∈ ∈� �  este densă în � , va rezulta că ea are elemente şi în 
[lg 2002,lg 2003) . Aşadar, există n∈�  cu proprietatea cerută. 
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 2. Subşir.  Şir fundamental.  Criterii de convergenţă 

 2.1. Subşir al unui şir 
În acest paragraf vom defini noţiunea de subşir al unui şir şi vom prezenta 
câteva teoreme referitoare la subşiruri. 

 2.1.1. Definiţie 
Fiind dat şirul (xn)n≥1 şi un şir de numere naturale 1( )k kn ≥   strict crescător, atunci 
şirul 1)( ≥knk

x  se numeşte subşir al şirului 1( )n nx ≥ . 

 2.1.2. Exemplu 

Şirul 
n

x
n

n
)1(−

=  admite subşirurile 
n

x n 2
1

2 =  şi 
12

1
12 +

−
=+ n

x n . 

 2.1.3. Observaţii 
i) Dacă şirul (xn)n≥1 este crescător (descrescător) atunci orice subşir al său este 
crescător (descrescător) 
ii) Dacă şirul (xn)n≥1 este mărginit superior (inferior), atunci orice subşir al său 
este mărginit superior (inferior). 
 

 2.1.4. Teoremă 
Fie (xn)n∈N un şir de numere reale care are limita Rx∈ .  Atunci orice subşir al 
său are limita x 
Demonstraţie. Fie 1)( ≥knk

x  un subşir fixat al şirului (xn)n≥1 şi fie V∈V(x).  Atunci 
∃ N∈N* astfel încât xn∈V, (∀) n≥N.  Fie k0 cel mai mic număr natural cu 
proprietatea ≥

0kn  N.  Atunci ∀ k≥k0: knx ∈ V.  Prin urmare xx
knk
=

∞→
lim . 

 2.1.5. Observaţii 
Din teorema 2.1.4. decurge imediat că: 

a) Dacă un şir conţine cel puţin un subşir divergent, atunci el este 
divergent 

b) Dacă un şir conţine (cel puţin) două subşiruri convergente către limite 
diferite atunci el este divergent. 
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 2.1.6. Exemplu 

Şirul ( ) 211
⋅−+= n

n n
x  este divergent.  Într-adevăr, considerând subşirurile 

2
2
1

2 +=
n

x n  şi 2
12

1
12 −

+
=+ n

x n  avem că 2lim 2 =
∞→ nn

x  şi 2lim 12 =+∞→ nn
x  

 2.1.7. Teoremă (Lema lui Cesaro). 
Orice şir mărginit din R posedă un subşir convergent. 
Demonstraţie: Fie (xn)n≥1 un şir mărginit de numere reale.  Atunci există un 

interval I1=[a,b] ⊆ R astfel încât xn∈ I1, ∀ n≥1.  Fie 
2

bac +
= .  Cel puţin unul 

din intervalele [a,c] sau [c,b] conţine o infinitate de termeni ai şirului (xn)n≥1 şi îl 

vom nota cu I2.  Continuăm procedeul împărţind intervalul I2 în două părţi egale 

şi observăm că cel puţin unul din intervalele formate, notat cu I3, are o infinitate 

de termeni ai şirului (xn)n≥1 ş.a.m.d.  Am construit astfel un şir de intervale Ik = 

[ak,bk], bk – ak= 12 −

−
k

ab .  Considerăm 11
Ixn ∈ , 22

Ixn ∈ , … , kn Ix
k
∈  cu nk >nk-

1, … un subşir al şirului (xn)n≥1. 

Întrucât Ik ⊇ Ik+1 obţinem: a1 ≤ a2 ≤ … ≤ an ≤ … ≤ b1 ≤ … ≤ b1, de unde şirurile 

(an)n≥1 şi (bn)n≥1 sunt monotone şi mărginite, şi deci conform teoremei lui 

Weierstrass convergente.  Fie aann
=

∞→
lim  şi bbnn

=
∞→

lim .  Evident, a ≤ b, dar 0 ≤ 

b-a ≤ bn-an → 0 (n → ∞), deci b= a.  Întrucât ak ≤ 
knx ≤ bk obţinem prin trecere 

la limită, aplicând criteriul cleştelui, că subşirul ( )
1≥knk

x este convergent şi 

.lim bax
knk

==
∞→
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 2.1.8. Observaţii: 
a) Orice şir nemărginit superior conţine un subşir care are limita + ∞. 
b) Orice şir nemărginit inferior conţine un subşir care are limita – ∞. 
 
Următoarea teoremă ne ajută să stabilim convergenţa unui şir studiind 
subşirurile sale: 

 2.1.9. Teoremă: 
Fie (xn)n≥1 un şir de numere reale cu proprietatea că subşirurile (x2n)n≥1 şi (x2n+1)n

≥1 au aceeaşi limită.  Atunci şirul (xn)n≥1 are limită şi 122 limlimlim +∞→∞→∞→
== nnnnnn

xxx . 

Demonstraţie: Vom analiza cazul: Raxx nnnn
∈== +∞→∞→ 122 limlim .  Fie ε>0.  Atunci 

rezultă că ∃ *Nn ∈′ε  astfel încât |x2n-a|<ε, ∀ n∈N, n ≥ εn′  şi *Nn ∈′′ε  astfel încât 
|x2n+1-a|<ε, ∀ n∈N, n ≥ εn ′′ . 
Fie nε = max {2 εn′ , εn ′′ + 1}.  Atunci întrucât orice număr natural n este fie par, 
fie impar,  obţinem că |xn – x| < ε, ∀n∈N, n ≥ nε.  Prin urmare şirul (xn)n≥1 este 
convergent către x. 
Analog se studiază cazurile a = +∞, sau a = –∞. 

 2.1.10.  Exemple: 
Să se studieze existenţa limitei şirurilor 
a) xn = (–1)n 

b) xn = 
2

sin πn  

c) ( 1)n

nx
n
−

=  

Soluţie:  
a) x2n = 1 → 1, x2n+1 = –1 → –1 deci şirul (xn)n≥1 nu are limită 
b) x2n= 0 → 0, x4n+1 = 1 → 1, x4n+3 = –1 → –1, deci şirul (xn)n≥1 nu are limită 

c) 0
2
1

2 →=
n

x n , 0
12

1
12 →

+
−

=+ n
x n , deci şirul (xn)n≥1 este convergent spre 0. 

 2.1.11. Problemă rezolvată 
Fie (xn)n≥1 un şir de numere reale cu proprietatea că subşirurile sale (x2n)n≥1, 
(x2n+1)n≥1 şi (x3n)n≥1 au limită.  Atunci şirul (xn)n≥1 are limită. 
Demonstraţie: Să presupunem că ax nn

=
∞→ 2lim , bx nn

=+∞→ 12lim  şi cx nn
=

∞→ 3lim .  

Deoarece (x6n)n≥1 este un subşir al şirurilor (x2n)n≥1 şi (x3n)n≥1, în baza unicităţii 
limitei avem a = c.  Analog (x3(2n+1))n≥1 este un subşir al şirurilor (x3n)n≥1 şi 
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(x2n+1)n≥1, deci b = c.  Aşadar a = b.  Aplicând Teorema 2.1.9. rezultă că şirul 
(xn)n∈N are limită şi axnn

=
∞→

lim . 

2.1.12.  Observaţie: 
Condiţia din problema rezolvată 2.1.11. ca şirul (x3n)n≥1 să aibă limită asigură de 
fapt aceeaşi limită pentru subşirurile (x2n)n≥1 şi (x2n+1)n≥1. 
 

 2.2. Şir fundamental.  Criteriul lui Cauchy 

 2.2.1. Definiţie: 
Fie (xn)n≥1 un şir de numere reale.  Spunem că şirul (xn)n≥1 este şir fundamental 
(Cauchy) dacă: 
(∀) ε > 0 ∃ nε ∈ N* astfel încât |xm – xn| < ε, (∀) m, n ≥ nε. (2.2.1) 

 2.2.2. Observaţie: 
Definiţia de mai sus este echivalentă cu următoarea afirmaţie: 
(∀) ε > 0 ∃ nε ∈ N* astfel încât |xn+p – xn| < ε, (∀) p∈N* şi n ≥ nε. (2.2.2) 

 2.2.3. Exemple: 

Şirul 
2

1

n
x n =  este şir Cauchy. 

Într-adevăr, fie ε > 0 fixat.  Atunci: 

|xm – xn| = ε<+≤+≤−
nmnmnm
111111

2222 , (∀) m,n ≥ nε, unde nε = 12
+




ε

 

 2.2.4. Teoremă (Cauchy) 
Fie (xn)n≥1 un şir cu elemente din R.  Atunci (xn)n≥1 este convergent dacă şi 
numai dacă este fundamental. 
Demonstraţie: Necesitatea 
Presupunem că şirul (xn)n≥1 este convergent şi fie l = nn

x
∞→

lim  şi ε > 0 fixat.  

Atunci (∃) nε ∈ N* astfel încât 
2
ε

<− lxn , (∀) n ≥ nε.  De aici avem: 

ε<−+−≤− lxlxxx nmnm , (∀) m,n ≥ nε. 
Deci şirul (xn)n≥1 este fundamental. 
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Suficienţa: Să presupunem că şirul 1)( ≥nnx  este fundamental.  Pentru ε = 1 > 0 

există n1∈N* astfel încât 1
1
<− nn xx , (∀) n ≥ n1, adică 

1 1 1
1n n n n nx x x x x a≤ − + < + = , (∀) 1n n≥ . 

Luând A = max {a, 1x , 2x , … , 
1nx } obţinem ,Axn ≤ (∀) n∈N*, deci şirul 

1)( ≥nnx  este mărginit. 
Din Lema lui Cesaro (T. 2.1.7), şirul 1)( ≥nnx conţine un subşir convergent 

1)( ≥knk
x .  Fie 

knk
xx

∞→
= lim  şi ε > 0 fixat.  Atunci (∃) 1≥εk  astfel încât 

2
ε

<− xx
kn , (∀) εkk ≥ . 

Pentru ε > 0, întrucât şirul 1)( ≥nnx  este fundamental, (∃) 1≥εn  astfel încât 

2
ε

<− nm xx , (∀) εnn ≥ . 

Avem: ε
εε

<−+−≤− xxxxxx
kk nnnn , (∀) n ≥ nε , prin urmare 1)( ≥nnx  este 

convergent şi are limita x. 

 2.2.5. Observaţie 
a) Întrucât în R orice şir fundamental este convergent, se mai spune că R este un 
spaţiu complet, în timp ce Q nu are această proprietate. 
b) Teorema lui Cauchy nu permite să stabilim convergenţa unui şir fără a-i şti 
limita. 

 2.2.6. Exemple: 
Să se studieze convergenţa şirurilor: 

a) 22

1...
2
11

n
xn +++=  

b) 
n

xn
1...

2
11 +++=  

Soluţie: 
a) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ε<<−=
−

++
++

+
+

≤++
+

=−
nmnmmnnnnmn

xx nm
111

1
1...

21
1

1
11...

1
1

22

(∀) εnnm ≥, , unde nε = 11
+




ε

.  De aici şirul 1)( ≥nnx  este fundamental, deci 

convergent. 
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b) 
2
1

2
1...

1
1

2 ≥++
+

=−
nn

xx nn , deci şirul 1)( ≥nnx  nu este fundamental, deci 

1)( ≥nnx  nu este convergent.  Întrucât şirul este crescător, conform teoremei lui 
Weierstrass, există +∞=

∞→ nn
xlim . 

 

 2.3. Criterii de convergenţă 
În acest paragraf ne propunem să prezentăm câteva criterii de convergenţă a 
şirurilor, altele decât cele prevăzute în programa de analiză matematică pentru 
clasa a XI-a. 

 2.3.1. Teoremă: 
Fie 1)( ≥nnx  un şir de numere reale pentru care există Rxx nnn

∈=−+∞→
α)(lim 1 . 

(i) Dacă α > 0 atunci +∞=
∞→ nn

xlim  

(ii) Dacă α < 0 atunci −∞=
∞→ nn

xlim  

Demonstraţie: 
(i) Fie V ∈ V(α), 0 ∉ V.  Atunci există  *

1 Nn ∈  astfel încât (xn+1-xn) ∈ V, ∀ n ≥ 
n1, adică 01 >−+ nn xx , ∀ n ≥ n1, deci şirul 1)( ≥nnx  este strict crescător.  Din 
teorema lui Weierstrass xxn →  unde x ∈ R sau x = +∞.  Presupunând că x ∈ R 
atunci 0)(lim 1 =−+∞→ nnn

xx  contradicţie.  Deci x = nn
x

∞→
lim = +∞. 

(ii) analog. 

 2.3.2. Observaţie:  
Teorema anterioară nu dă nici o indicaţie asupra naturii şirului 1)( ≥nnx  dacă 

0)(lim 1 =−+∞→ nnn
xx .  În acest caz putem avea: 

(i) Rxnn
∈

∞→
lim , de exemplu 

1+
=

n
nxn  

(ii) +∞=
∞→ nn

xlim , de exemplu nxn =  

(iii) −∞=
∞→ nn

xlim , de exemplu nxn −= . 
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 2.3.3. Teoremă (Criteriul raportului) 
Fie 1)( ≥nnx  un şir de numere reale strict pozitive pentru care există 

].,0[lim 1 +∞∈=+

∞→
λ

n

n

n x
x  

(i) Dacă λ ∈ [0,1) atunci şirul 1)( ≥nnx  este convergent şi nn
x

∞→
lim = 0. 

(ii) Dacă λ ∈ (1,+∞] atunci nn
x

∞→
lim = +∞. 

Demonstraţie: 

i) Fie V ∈ V(λ), 1 ∉ V.  Atunci există *
1 Nn ∈  astfel încât 

n

n

x
x 1+ ∈ V, 

(∀) n ≥ n1. Avem aşadar 11 <+

n

n

x
x , deci şirul 1)( ≥nnx  este strict pozitiv 

şi mărginit inferior de zero.  Conform teoremei lui Weierstrass 
rezultă că este convergent, adică nn

x
∞→

lim = x ∈ [0,∞).  Dacă a > 0 

atunci 1lim 1 =+

∞→
n

n

n x
x  contradicţie, deci nn

x
∞→

lim = 0. 

ii) Analog cu punctul (i). 

 2.3.4. Observaţie: 
Teorema anterioară nu dă nici o indicaţie asupra naturii şirului 1)( ≥nnx  dacă 

1lim 1 =+

∞→
n

n

n x
x .  În acest caz putem avea: 

i) nn
x

∞→
lim ≠ 0, de exemplu 

n
xn

11+=  

ii) nn
x

∞→
lim = 0, de exemplu 

n
xn

1
=  

iii) nn
x

∞→
lim = +∞, de exemplu nxn =  

Adăugând însă o condiţie suplimentară asupra şirului 1)( ≥nnx , se poate da 
următorul rezultat care asigură convergenţa spre zero a şirului 1)( ≥nnx . 

 2.3.5. Teoremă [5] 
Fie 1)( ≥nnx  un şir convergent de numere reale nenule astfel încât există 

*

1

1lim R
x
xn
n

n

n
∈







−

−
∞→

.  Atunci nn
x

∞→
lim = 0. 
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Demonstraţie: Fie 1)( ≥nnz  şirul de numere reale cu proprietatea că: 

n
n x

n
zzz

=
+++ ...21 , pentru orice n ≥ 1 (2.3.1) 

Avem de aici 
1121

21

)1(...
...

−− −=+++
=+++

nn

nn

xnzzz
nxzzz

, n > 1 

De unde deducem relaţia 1)1( −−−= nnn xnnxz , n > 1 care se poate scrie sub 

forma echivalentă 







+







−=

−
− 11

1
1

n

n
nn x

xnxz .  Din această relaţie, pe baza 

ipotezelor, rezultă că şirul 1)( ≥nnz  are limită finită.   
Pe de altă parte, din lema lui Cesaro-Stolz (vezi teorema 2.4.3) rezultă că: 

nnnn
n

n
zz

n
zzz

∞→+∞→∞→
==

+++ limlim...lim 1
21  şi ţinând seama de (2.3.1) obţinem 

RLzx nnnn
∈==

∞→∞→
limlim . 

Notând *

1

1lim Rl
x
xn
n

n

n
∈=








−

−
∞→

, din relaţia (2.3.1) obţinem L = L ( l + 1 ) şi cum 

l ≠ 0 rezultă că L = 0. 

 2.3.6. Observaţii: 

a) Dacă 01lim
1

=







−

−
∞→

n

n

n x
xn , concluzia teoremei nu mai are loc.   

Într-adevăr, considerând şirul ,11
n

xn +=  avem nn
x

∞→
lim = 1 şi 01lim

1

=







−

−
∞→

n

n

n x
xn . 

b) Dacă +∞=







−

−
∞→

1lim
1n

n

n x
xn  atunci nn

x
∞→

lim = +∞. 

Într-adevăr, fie ε > 0 fixat.  Atunci există *Nn ∈ε  astfel încât ε>







−

−

1
1n

n

x
xn , 

(∀) n ≥ nε. 

De aici obţinem: 
nx

x

n

n ε
+>

−

1
1

, (∀) n ≥ nε şi prin înmulţiri succesive avem: 

1 1 ... 1
1 1

n

n

x
x n n n

ε ε ε

ε ε ε     > + ⋅ + ⋅ ⋅ +     − +     
 

de unde deducem că: 
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















+++⋅−>






 +⋅⋅








+

+⋅







+⋅−≥

nn
x

nnn
xx nnn

1...1111...
1

111
εεε

εεεε
εε

 şi 

cum +∞=







++

+
+

∞→ nnnn

1...
1

11lim
εε

 obţinem nn
x

∞→
lim = +∞. 

c) Condiţia ca *

1

1lim R
x
xn
n

n

n
∈







−

−
∞→

 nu atrage după sine convergenţa şirului 

1)( ≥nnx . 

Într-adevăr luând 2nxn =  avem nn
x

∞→
lim = +∞ şi 21lim

1

=







−

−
∞→

n

n

n x
xn  

 2.3.7. Exemple 
Să se determine limita şirurilor: 

a) )1(,
!

>= αα
n

x
n

n  

b) (2 )!
n n

nx
n

=  

c) n
n

n

n C
x

2

2
=  

d) 1,
2...642

)12(...531
≥

⋅⋅⋅⋅
−⋅⋅⋅⋅

= n
n

nan  

e) 1),1,0[,
!

)1(...)1(
≥∈

++⋅⋅+⋅
= na

n
naaabn  

Soluţii 
Avem 

a) 0
1

1 →
+

=+

nx
x

n

n α , deci conform criteriului raportului nn
x

∞→
lim = 0. 

b) ∞→







 +

+
=+

n
n

n

n

n
x

x
11

)12(21 , deci nn
x

∞→
lim = +∞. 

c) 
2
1

12
11 →
+
+

=+

n
n

x
x

n

n , deci nn
x

∞→
lim = 0. 
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d) Avem 10 << na  şi 1
2

12

1

<
−

=
− n

n
a
a

n

n , deci şirul 1)( ≥nna  este monoton 

descrescător şi mărginit inferior, ca urmare este convergent.  Întrucât 

1

1lim 1
2

n
n

n

an
a→∞

−

 
− = − 

 
, conform teoremei 2.3.3 lim 0nn

a
→∞

= . 

e) Avem 0 nb<  şi 
1

1 1n

n

b a n
b n−

+ −
= < , deci şirul 1( )n nb ≥  este monoton 

descrescător şi mărginit inferior, ca urmare este convergent.  Întrucât 
*

1

lim 1 1n
n

n

bn a R
b→∞

−

 
− = − ∈ 

 
, rezultă lim 0nn

b
→∞

=  

 

 2.4. Criteriul lui Cesaro-Stolz 

 2.4.1. Teoremă (Cesaro-Stolz, cazul 
0
0 ) 

Fie 1)( ≥nnx  şi 1)( ≥nny două şiruri cu următoarele proprietăţi: 
(i) nn

x
∞→

lim = nn
y

∞→
lim = 0; 0≠ny , *Nn∈  

(ii) şirul 1)( ≥nny  este strict descrescător 

(iii) există Rl
yy
xx

nn

nn

n
∈=

−
−

+

+

∞→
1

1lim  

Atunci şirul 
1≥










nn

n

y
x  are limită şi l

y
x

n

n

n
=

∞→
lim  

Demonstraţie: Avem trei cazuri posibile l ∈ R, l = +∞ sau l = –∞. 
Cazul I: l ∈ R.  Fie ε > 0.  Atunci există *Nn ∈ε  astfel încât 

εε +<
−
−

<−
+

+ l
yy
xxl

nn

nn

1

1 , εnn ≥∀)( . 

Deoarece 01 <−+ nn yy , *Nn∈ , inegalitatea devine: 
))(())(( 111 nnnnnn yylxxyyl −−<−<−+ +++ εε . Însumând aceste inegalităţi 

pentru εnmpmmn ≥−+= ,1,  şi *Np∈  obţinem: 
))(())(( mpmmpmmpm yylxxyyl −−<−<−+ +++ εε  
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Pentru εnm ≥  şi ∞→p , ţinând seama că 0limlim == +∞→+∞→ pmppmp
yx  se obţine: 

))(())(( mmm ylxyl −−<−<−+ εε , m ≥ nε. 

Deci ε<− l
y
x

m

m , (∀) m ≥ nε ceea ce înseamnă că l
y
x

m

n

m
=

∞→
lim . 

Cazul II: l = +∞.  Fie ε > 0, atunci există *Nn ∈ε  astfel încât: ε>
−
−

+

+

nn

nn

yy
xx

1

1 , (∀) 

n ≥ nε.. 
Deoarece 01 <−− nn yy , *Nn∈  inegalitatea devine:  

)( 11 nnnn yyxx −<− ++ ε , n ≥ nε. 

Însumând aceste inegalităţi pentru εnmpmmn ≥−+= ,1, , εnm ≥  şi *Np∈  
obţinem: 

).( mpmmpm yyxx −<− ++ ε  
Pentru εnm ≥  şi ∞→p  ţinând seama că 0limlim == +∞→+∞→ pmppmp

yx , se obţine 

ε>
m

m

y
x , εnm ≥∀)( , ceea ce înseamnă că +∞=

∞→
m

m

m y
xlim . 

Cazul III: l = –∞.  Analog cazului II.  

 2.4.2. Exemplu: 

Se consideră şirul 222

1...
2
1

1
1

n
an +++= , ∀ n ∈ N*.  Admitem cunoscut că 

6
lim

2π
=

∞→ nn
a .  Să se calculeze 








−

∞→ 6
lim

2π
nn

an . 

Soluţie: 

n

a
an

n

n 1
6

6

2

2
π

π −
=








− . 

Fie 
6

2π
−= nn ax  şi 

n
yn

1
= .  Avem nn

x
∞→

lim = 0, 0lim =
∞→ nn

y , 1)( ≥nny  strict 

descrescător şi 1
1

lim1
1

1
)1(

1

limlim
2

1

1 −=
+
−

=
−

+

+=
−
−

∞→∞→
+

+

∞→ n
n

nn

n
yy
xx

nn
nn

nn

n
. 
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Aplicând teorema 2.4.1 obţinem că 1
6

lim
2

−=







−

∞→

π
nn

an . 

 2.4.3. Teoremă (Cesaro-Stolz, cazul 
∞
∞ ) 

Fie 1)( ≥nnx  şi 1)( ≥nny  două şiruri care au următoarele proprietăţi: 
(i) 0>ny , *Nn∈ , 1)( ≥nny  strict crescător şi nemărginit 

(ii) există Rl
yy
xx

nn

nn

n
∈=

−
−

+

+

∞→
1

1lim . 

Atunci şirul 
1≥










nn

n

y
x  are limită şi l

y
x

n

n

n
=

∞→
lim . 

Demonstraţie: Avem trei cazuri posibile: Rl∈ , +∞=l  sau −∞=l .  Vom 
considera doar cazul +∞=l , celelalte două cazuri demonstrându-le analog. 

Fie ε > 0.  Atunci există mε ∈N* astfel încât 
2
ε

<− lzn , (∀) n ≥ mε, unde 

nn

nn
not

n yy
xxz

−
−

=
+

+

1

1 .  Fie εmm ≥  şi *Np∈ .  Se observă că: 

∑∑
−+

=
++

−+

=
++ −−+−+=−+=

1

1

1

1 ))(()()(
pm

mk
kkkmpmm

pm

mk
kkkmpm lzyyyylxzyyxx  

Împărţind prin pmy +  se obţine pp
pm

pm vul
y
x

+=−
+

+ , unde 
pm

mm
p y

lyxu
+

−
=  şi 

))((1 1

1 lzyy
y

v k

pm

mk
kk

pm
p −−= ∑

−+

=
+

+

. 

Se observă că 0lim =
∞→ pp

u , deci există *Np ∈ε  astfel încât 
2
ε

<pu , εpp ≥∀)( . 

=−≤−−≤ ∑∑
−+

=
+

+

−+

=
+

+

1

1

1

1 )(
2

)(1 pm

mk
kk

pm

pm

mk
kkk

pm
p yy

y
lzyy

y
v ε

.
2

1
2

)(
2

εεε
<










−=−

+
+

+ pm

m
mpm

pm y
yyy

y
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Deci 
2
ε

<pv , pentru *Np∈ .  Rezultă că pentru orice εmm ≥  şi orice εpp ≥ , 

εεε
=+<+<+=−

+

+

22pppp
pm

pm vuvul
y
x

. 

Notăm εεε pmn += .  Atunci pentru orice εnn ≥  există εmm ≥  şi εpp ≥  astfel 

încât n = m + p şi deci ε<− l
y
x

n

n , ceea ce înseamnă că l
y
x

n

n

n
=

∞→
lim . 

 2.4.4. Consecinţă 
Fie 1)( ≥nnx  un şir de numere reale care are limită.  Atunci 

nn

n

n
x

n
xxx

∞→∞→
=

+++ lim...lim 21  

Demonstraţie: aplicăm Teorema 2.4.3 pentru nn xxxx +++= ...21  şi nyn =  

 2.4.5. Consecinţă 
Fie 1)( ≥nnx  un şir de numere reale pozitive care are limită. 

Atunci nn

n

k k
n

x
x

n
∞→

−

=
∞→

=







∑ lim1lim

1

1
 

Demonstraţie: aplicăm consecinţa 2.4.4. pentru şirul 
1

1

≥









nnx
. 

 2.4.6. Consecinţă 
Fie 1)( ≥nnx  un şir de numere reale pozitive care are limită.  Atunci 

nn
n

nn
xxxx

∞→∞→
= lim...lim 21  

Demonstraţie: trecem la limită în inegalitatea mediilor: 

n

n
n

n

xx

nxxx
n

xxx
1...1......

1

21
21

++
≥≥

+++  şi ţinem cont de consecinţele 2.4.4 

şi 2.4.5. 
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 2.4.7. Consecinţă 

Fie 1)( ≥nnx  un şir de umere reale pozitive.  Dacă şirul 
1

1

≥

+









nn

n

x
x  are limită, 

atunci 
n

n

n
n

nn x
xx 1limlim +

∞→∞→
=  

Demonstraţie: Fie 11 : xy = , 
1

:
−

=
n

n
n x

xy .  Atunci nn yyyx ...21= , (∀) n ≥ 1.  

Aplicăm consecinţa 2.4.6 şi avem: 

n

n

nnn
n

nn
n

nn x
xyyyyx 1

21 limlim...limlim +

∞→∞→∞→∞→
===  

 2.4.8. Observaţie 
Consecinţele 2.4.4 – 2.4.6 afirmă: dacă un şir de numere reale pozitive are 
limită, atunci şirul mediilor aritmetice, geometrică şi armonică au aceeaşi limită 
cu şirul iniţial. 

 2.4.9. Exemple 
Calculaţi utilizând teorema lui Cesaro-Stolz: 

a) 22 )1(
)1()1(...432321lim

+
+⋅+⋅++⋅⋅+⋅⋅

∞→ nn
nnn

n
 

b) 1

1 2 ...lim
s s s

sn

n
n +→∞

+ + + , unde Ns∈  

c) 





 +++

∞→ nnn ln
1...

3ln
1

2ln
11lim  

d) 
nn n
n

!
lim

∞→
 

e) n n
nn

C2lim
∞→

 

Soluţii 
a) fie )2()1(...432321 +⋅+⋅++⋅⋅+⋅⋅= nnnxn  şi 22 )1( += nnyn  

Avem 
4
1

])2[()1(
)3)(2)(1(limlim 222

1

1 =
−++
+++

=
−
−

∞→
+

+

∞→ nnn
nnn

yy
xx

n
nn

nn

n
 şi în baza teoremei lui 

Cesaro-Stolz 
4
1lim =

∞→
n

n

n y
x . 
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b) =
++
+∞→ 1

...1lim s

ss

n n
n

=
++

+
++∞→ 11)1(

)1(lim ss

s

n nn
n

=
+

+++

+

−

∞→ ...
1...lim 1

1

11

s
s

s
s

s

n nC
nCn

1
11

1
1 +
=

+ sCs

 

c) =





 +++

∞→ nnn ln
1...

3ln
1

2ln
11lim 0

)1ln(
1lim =
+∞→ nn

 

d) =
∞→ nn n

n
!

lim e
n

n

n
=






 +

∞→

11lim  (vezi paragraful 2.5.2) 

e) 4
)1(

)12)(22(lim 22 =
+

++
=

∞→ n
nnCn n

nn
 

 2.4.10. Observaţie 
Reciproca teoremei lui Cesaro-Stolz nu este totdeauna adevărată.  Într-adevăr, 

considerând n
nx )1(−=  şi nyn = , avem 0lim =

∞→
n

n

n y
x , dar 

nn

nn

n yy
xx

−
−

+

+

∞→
1

1lim  nu există. 

Se poate formula însă următoarea teoremă reciprocă: 

 2.4.11. Teoremă (Reciproca teoremei lui Cesaro-Stolz) 
Fie 1)( ≥nnx  şi 1)( ≥nny  două şiruri de numere reale cu următoarele proprietăţi: 
(i) 1)( ≥nny  strict crescător şi nemărginit 

(ii) există l
y
x

n

n

n
=

∞→
lim R∈  

(iii) există 
1

lim \{1}n

n
n

y y R
y +→∞

+

= ∈  

Atunci există 
nn

nn

n yy
xx

−
−

+

+

∞→
1

1lim  şi este egală cu l. 

Demonstraţie.  Avem 

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

1n n n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n

x x x x x x y y x y x x y
y x y y y y y y y y y

− − − − − − − −

− − −

 − − − −
= + = ⋅ + ⋅ = − − −  

+

n

n

n

n

y
y

y
x 1

1

1 −

−

− ⋅  

trecând la limită după n obţinem: 

l = 1

1

lim (1 )n n

n
n n

x x y ly
y y

−

→∞
−

−
⋅ − +

−
, 
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de unde rezultă că )1()1( yly −=− 1

1

lim n n

n
n n

x x
y y

−

→∞
−

−
−

 şi întrucât y ≠ 1 rezultă că: 

1

1

lim n n

n
n n

x x l
y y

−

→∞
−

−
=

−
.  Cu aceasta teorema este demonstrată. 

 

 2.5. Ordin de convergenţă al unui şir.  Şiruri remarcabile 
 

În ultimii ani au apărut numeroase probleme care au ca obiect studiul 
ordinului de convergenţă al unor şiruri de numere.  Acest concept împreună cu 
şirurile remarcabile de numere fac parte nemijlocită din cultura matematică. 
 
Ordin de convergenţă al unui şir 

 2.5.1. Definiţie 
Fie 1)( ≥nna  şi 1)( ≥nnb  două şiruri de numere pozitive, convergente spre zero, 

pentru care există 
n

n

n b
a

∞→
lim = l 

Atunci: 
i) dacă l = 0 vom spune că şirul 1)( ≥nna  converge mai repede decât şirul 1)( ≥nnb  
ii) dacă *Rl∈  vom spune că şirurile 1)( ≥nna  şi 1)( ≥nnb  au acelaşi ordin (aceeaşi 
viteză) de convergenţă. 
iii) dacă +∞=l , vom spune că şirul 1)( ≥nnb  converge mai repede decât şirul 

1)( ≥nna  

 2.5.2. Exemplu 

Întrucât 
∞→n

lim 0
2

=n
n , conform definiţiei, şirul 

12
1

≥









n
n  converge mai repede 

decât şirul 
1

1

≥









nn
. 

 2.5.3. Observaţie: 
Noţiunea de ordin de convergenţă poate fi uşor adaptată la cazul şirurilor 
convergente oarecare.  Fie 1)( ≥nnu  şi 1)( ≥nnv  două şiruri convergente, uunn

=
∞→

lim  
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şi vvnn
=

∞→
lim .  Atunci şirurile 1)( ≥− nn uu  şi 1)( ≥− nn vv  sunt convergente spre 

zero.  Presupunând că l
vv
uu

n

n

n
=

−
−

∞→
lim , atunci 

i) dacă 0=l  şirul 1)( ≥nnu  converge mai repede (către u) decât şirul 1)( ≥nnv  (către 
v) 
ii) dacă ),0( ∞∈l  cele două şiruri au acelaşi ordin de convergenţă 
iii) dacă +∞=l  atunci şirul 1)( ≥nnv  converge mai repede decât şirul 1)( ≥nnu . 

 2.5.4. Definiţie 
Fie 1)( ≥nna  şi 1)( ≥nnb  două şiruri de numere reale pozitive care tind spre +∞, 

pentru care există l
b
a

n

n

n
=

∞→
lim . 

Atunci: 
i) dacă l > 1 vom spune că şirul 1)( ≥nna  tinde „mai repede” la +∞ decât şirul 

1)( ≥nnb  şi vom nota nnnn ab )()( p  
ii) dacă l = 1 vom spune că şirul 1)( ≥nna  tinde „la fel de repede” ca şirul 1)( ≥nnb  
spre +∞ şi vom nota nnnn ba )(~)(  

 2.5.5. Exemple 

n
n

nn
n

nn nnann )()!()()()(ln pppp α , unde 0>α , 1>a . 

 2.5.6. Observaţie 
Nu întotdeauna două şiruri sunt comparabile prin intermediul acestui concept de 
ordin de convergenţă.   

Într-adevăr, pentru şirurile n
n

an sin1
= , 1≥n  şi 

n
bn

1
= , 1≥n  avem 0→na  şi 

0→nb  când ∞→n , dar 
n

n

n b
a

∞→
lim  nu există.  Rezultatul obţinut exprimă 

diferenţa esenţială care există între comportamentul acestor două şiruri în 
procesul de „apropiere” de limita lor comună, zero. 
 
Şirul lui e 
 
Reamintim fără demonstraţie următorul rezultat: 



 161

 2.5.7. Teoremă [1] 

Fie 
n

n n
e 






 +=

11 , 1≥n .  Atunci şirul 1)( ≥nnx  este strict crescător şi mărginit, 

deci convergent.  Limita sa se notează cu e şi avem 32 << e . 

 2.5.8. Corolar [1] 

Şirul 
n

n






 +

11 , 1≥n  este strict crescător, iar şirul 
111
+







 +

n

n
 este strict 

descrescător şi avem inegalităţile: 
n

n






 +

11 << e
111
+







 +

n

n
, 1)( ≥∀ n  

 2.5.9. Observaţie 
i) Se arată că numărul e (iniţiala de la Euler) este transcendent şi avem e = 
2,7182818… 
ii) Utilizând procedeele de calcul diferenţial se arată că cel mai mic număr β  şi 
cel mai mare număr α  astfel încât pentru orice *n N∈  să aibă loc inegalitatea: 

1 11 1
n n

e
n n

α β+ +
   + ≤ ≤ +   
   

 sunt 1 1
ln 2

α = −  şi 1
2

β = . 

 2.5.10. Teoremă [1] 
i) Dacă 1)( ≥nna  este un şir cu proprietatea că +∞=

∞→ nn
alim  atunci 

e
a

na

n
n

=







+

∞→

11lim  

ii) Dacă 1)( ≥nnb  este un şir convergent la 0 atunci: 

eb nb
nn

=+
∞→

1

)1(lim  

 2.5.11. Observaţie 
Are loc inegalitatea: 

12
11

22 +
<






 −−<

+ n
e

n
e

n
e n
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Această inegalitate precizează ordinul de convergenţă al şirului 1)( ≥nne  către 

limita sa, numărul e, în sensul că 
2

11lim e
n

en
n

n
=


















 +−

∞→
, deci şirul 1)( ≥nne  

converge către e la fel de repede ca şirul 
1

1

≥









nn
 către zero.  O demonstraţie 

elementară a acestei inegalităţi se găseşte în [2]. 

 2.5.12. Teoremă [1] 

Şirul 1)( ≥nnE , 
!

1...
!2

1
!1

11
n

En ++++=  este strict crescător şi are limita e. 

 
Constanta lui Euler 
 

 2.5.13. Teoremă 

Fie n
n

cn ln1...
2
11 −+++= , 1≥n .  Atunci şirul 1)( ≥nnc  este strict descrescător 

şi minorat de 0, deci convergent.  Limita sa, numită constanta lui Euler se 
notează cu c şi 10 << c . 

Demonstraţie: Logaritmând inegalitatea 
11111
+







 +<<






 +

nn

n
e

n
, obţinem: 

n
nn

n
1ln)1ln(

1
1

<−+<
+

, 1≥∀n  şi deci ∑∑
==

<+<
+

n

k

n

k k
n

k 11

1)1ln(
1

1 , 1≥∀n  

Atunci avem: 011ln
1

1ln)1ln(
1

1
1 <






 +−

+
=++−

+
=−+ nn

nn
n

cc nn , deci şirul 

1)( ≥nnc  este strict descrescător şi ∑
=

=<=−<−+<
n

k
n ccn

k
nn

1
1 1ln1)ln()1ln(0  

Aşadar 1)( ≥nnc  este strict descrescător şi minorat de 0, deci convergent.  Fie c 
limita sa.  Evident 10 << c  

 2.5.14. Observaţie 
i) ...5772156619,0=c   Nu se cunoaşte dacă c este raţional, iraţional, algebric 
sau transcendent. 

ii) Are loc inegalitatea 
n

cc
n n 2

1
12

1
<−<

+
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Demonstraţia acestor inegalităţi se face astfel: 

Din inegalitatea: 
2
1

11
+







 +<

n

n
e  (vezi Observaţia 2.5.9 ii) prin logaritmare se 

obţine 2 ln( 1) ln
2 1

n n
n

< + −
+

  (1) 

Din inegalitatea:
n

n
e

n
e







 +−<

+
11

22
 (vezi Observaţia 2.5.11) se obţine 

22
1211

+
+

⋅<





 +

n
ne

n

n

, de unde prin logaritmare avem 
)1(2

12ln)1ln(
+
+

<−+
nn

nnn  

(2) 
Deci din (1) şi (2) avem: 

)1(2
12)ln()1ln(

12
2

+
+

<−+<
+ nn

nnn
n

 (3) 

Fie şirurile 1)( ≥nnu  şi 1)( ≥nnv  definite prin 
12

1
+

−=
n

cu nn  şi 
n

cv nn 2
1

−= .  

Folosind inegalităţile (3) se arată că şirul 1)( ≥nnu  este strict descrescător, iar 

1)( ≥nnv  este strict crescător.  Observând că =
∞→ nn

ulim cvnn
=

∞→
lim  avem: 

n
cc

n
c nn 2

1
12

1
−<<

+
− , de unde obţinem 

12
1

2
1

+
<−<

n
cc

n n . 

Această inegalitate stabileşte ordinul de convergenţă al şirului (cn) în sensul că: 

2
1)(lim =−

∞→
ccn nn

, deci şirul 1)( ≥nnc  convergent către c are acelaşi ordin de 

convergenţă cu şirul 
1

1

>









nn
, altfel spus, şirul 1)( ≥nnc  converge către c la fel de 

repede ca şirul 
1

1

>









nn
 către 0. 

iii) k
knnnn

ln1...
2

1
1

1lim =





 ++

+
+

+∞→
, 2≥∀k . 

Într-adevăr, trecând la limită în egalitatea: 

=++
+

+
+ knnn

1...
2

1
1

1






 −+++ kn

kn
ln1...

2
11 – kn

n
lnln1...

2
11 +






 −+++  se 

obţine rezultatul dorit. 
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 2.5.15. Problemă rezolvată: 

Să se calculeze 












 ∑
−

∑
=

+

=

∞→

n

k

n

k kk

n
ee 1

1

1

11

lim  

Rezolvare: Fie 







−

∑
=

∑
−

∑
= +==

+

= 11
1111

11

1

1 nkkk
n eeeea

n

k

n

k

n

k = 







−⋅ + 11

1
nc ene n = 

n

ee
n

Cn

1
11

1

−
⋅

+

.  Trecând la limită obţinem c
nn

ea =
∞→

lim  

 
Şirul lui Lalescu.  Generalizări 
 

 2.5.16. Exerciţiu rezolvat 
Să se arate că 

( )
e

nn nn
n

1!)!1(lim 1 =−++
∞→

 (Traian Lalescu – GM 1901) 

Rezolvare: Calculăm mai întâi 

=
++

∞→ n

n

n n
n

!
)!1(

lim
1

1111
1

)!1(
lim

1
=⋅⋅=⋅

+
⋅

+
++

∞→
e

en
n

n
n

n
n

n

n

n
 deoarece e

n
n

nn
=

∞→ !
lim  

(utilizând Criteriul lui Cesaro-Stolz) 

Deci nn
n nna !)!1(1 −+= +

1 ( 1)!
! 1 !( 1)

!
n

n
bn n

n

n
n n e

n

+ +
= − = −  

 
, unde 

=
+

=
+

n

n

n n
n

b
!

)!1(
ln

1
!ln1)!1ln(

1
1 n

n
n

n
−+

+
, *Nn∈  şi 0→nb . 

Deci nnn
n

bnn

n nb
e

b
b

en
n
na

∞→
⋅⋅→⋅

−
⋅⋅= lim111!  

Însă 
n

n
n v

u
n

nnn
n

nnnnnb =
+
−+

=
+

+−+
=

1
!ln)1ln(

1
!ln)1()!1ln( , *Nn∈  

∞→nv  şi =
−
−

+

+

nn

nn

vv
uu

1

1 =
+
+

+
1
2ln)1(

n
nn 1ln

1
11ln

1

=→







+
+

+

e
n

n

. Aşadar 

1.nnb →   Deci 
e

an
1

→ . 
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 2.5.17. Observaţie 
D.M. Bătineţu-Giurgiu s-a ocupat în numeroase articole de şirul 

nn
n nnL !)!1(1 −+= +  (al lui Lalescu) şi de extinderi ale acestuia, reuşind să-l 

transforme într-un şir care să rivalizeze prin frumuseţea sa cu şirul 1)( ≥nne  care 
defineşte numărul e.  Legătura dintre aceste două şiruri este dată de relaţia: 

n
nn

n

n
nnn

n
n









+
<−+<








+
+

+

1
!)!1(

1
1

1

 

 2.5.18. Generalizare 

Fie 1)( ≥nna  un şir de numere reale pozitive pentru care +

∞→
∈= *lim Ra

n
an

n
 şi 

Rl
a

a

n

n

n
∈=







 +

∞→

1lim .  Atunci e
a

a
n

n

n

n
=







 +

∞→

1lim  şi aaa nnn
=−+∞→

)(lim 1  (L. Şlicaru). 

Demonstraţie: Notăm 
n

n
n a

ab 1+= , *Nn∈ .  Se observă că 

11
1
1 →⋅

+
⋅

+
= +

n

n
n a

n
n

n
n
ab  şi 

=−+ nn aa 1 =⋅−=







−+

n

n
n

nn
n

n
n bn

bba
a

aa
ln

)ln()1(11 )ln(
ln

1 n
n

n

nn b
b

b
n
a

⋅
−

⋅  

Deci 




∞=∞
∈⋅

=⋅⋅=−
∞→+∞→ l

Rlla
baaa n

nnnnn ,
,ln

)ln(lim1)(lim 1  

Aşadar Raa nnn
∈−+∞→

)(lim 1 .  Din teorema lui Cesaro-Stolz, deoarece 

R
nn

aa nn

n
∈

−+
−+

∞→ )1(
lim 1  rezultă că 





∞=∞
∈⋅

=
∞→ l

Rlla
n
an

n ,
,ln

lim  

Dar *lim +∞→
∈= Ra

n
an

n
, deci Rl∈  şi laa ln⋅= , de unde el = .  Aşadar 

aaa nnn
=−+∞→

)(lim 1  şi e
a

a
n

n

n

n
=







 +

∞→

1lim . 

 2.5.19. Cazuri particulare 
a) luând n

n na !:=  regăsim şirul lui Lalescu 
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b) luând n
n nna !:=  obţinem şirul lui Romeo Ianculescu (GM 1913+1914, vol. 

XIX, probl. 2042, pag. 160); care are termenul general 
nn

n nnnnI −++= +1 1)1(  şi 1lim =
∞→ nn

I  

c) luând 
2

1
:

−









−
=

n

n n
nna  obţinem şirul lui Mihail Ghermănescu (GM vol. XLI, 

1935-1936, probl. 4600, pag. 216) care are termenul general 

2

1

1 )1(
)1(

−

−

− −
−

−
= n

n

n

n

n n
n

n
nG  şi eGnn

=
∞→

lim  

d) luând 
nn n
na

!
:

2

=  obţinem şirul lui D. M. Bătineţu-Giurgiu (GM vol. XCIV, 

1989, probl. C:890, pag. 139) care are termenul general 
nnn n
n

n
nB

!)!1(
)1( 2

1

2

−
+

+
=

+
 

şi eBnn
=

∞→
lim  

 
Formulele lui Wallis şi a lui Stirling 
 
Vom da fără demonstraţie următorul rezultat util în calculul limitelor unor şiruri: 

 2.5.20. Propoziţie* 

Se consideră şirurile πnCw n

n
n

n 4
2=  (Wallis) şi πn

en
ns n

n

n 2
!

=  (Stirling).  

Atunci şirurile 1)( ≥nnw  şi 1)( ≥nns  sunt strict crescătoare şi =
∞→ nn

wlim 1lim =
∞→ nn

s  

 2.5.21. Observaţie 
Datorită rezultatului precedent putem considera că pentru n suficient de mare 

πnC n
n

n
24 ≅  şi nenn nn π2! −≅ .  Aproximarea utilă în calculul unor limite de 

rapoarte ce conţin factoriale, este neriguroasă, deşi când ∞→n  raportul celor 
doi termeni tinde către 1, ei pot diferi mult între ei.  Înlocuirea devine corectă 
dacă e făcută în cadrul limitei.  Totodată, înlocuirea nu e utilă în calculul limitei 
unor diferenţe ce conţin factoriale. 

                     
* O demonstraţie elementară a teoremei lui Wallis se găseşte în [2] iar a teoremei lui Stirling în 
[4].  Se pot da şi demonstraţii utilizând calculul diferenţial şi integral.  Vezi [1] (pag. 398-399 şi 
408-409) (demonstraţie cu ajutorul integralelor a formulelor lui Wallis şi Stirling) 
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 2.5.22. Exemple 
Calculaţi: 

a) n

n

n n
ne !lim ⋅

∞→
; b) 

)ln(
)!ln(lim nn n

n
∞→

 

Soluţii 
a) înlocuirea nenn nn π2! −≈  conduce la: 

∞==⋅=
∞→

−

∞→∞→
nnen

n
e

n
ne

n

nn
n

n

nn

n

n
ππ 2lim2lim!lim  

b) înlocuirea nenn nn π2! −≈  conduce la: 

=
∞→ )ln(

)!ln(lim nn n
n  1

ln
2lnlnlim =

+−
∞→ nn

nnnn
n

π  
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 3. Teorema lui O. Toeplitz 
 

 3.1. Teorema lui Toeplitz 
 

 În această lecţie vom enunţa şi demonstra teorema lui O. Toeplitz, după 
care vom da câteva consecinţe importante ale ei şi apoi aplicaţii la calculul unor 
limite de şiruri. 
 
Definiţia  3.1.1 Se numeşte matrice infinită sau şir dublu de numere reale o 
funcţie ∗Nf : X RN →∗ . Se notează prin 1,)( ≥knnka  , unde ),( knfank = , 

∗∈ Nkn, . O matrice infinită se numeşte matrice triunghiulară dacă 0=nka , 
∗∈∀ Nkn, , nk > , adică este de forma 























.....................

...0...

.....................

...00...0

...00...00

321

2221

11

nnnnn aaaa

aa
a

. 

 
Teorema  3.1.1. Fie ( ) 1, ≥knnka o matrice triunghiulară infintă de numere reale şi 
un şir ( ) 1≥nnx  de numere reale. Dacă  

(i) 0lim =
∞→ nkn
a , ∗∈∀ Nk ; 

(ii) există ∗
+∈ RM  astfel încât Ma

n

k
nk ≤∑

=1
, ∗∈∀ Nn ; 

(iii) există nn
x

∞→
lim  şi 0lim =

∞→ nn
x , 

 atunci şirul ( ) 1≥nnu , definit prin ∑
=

=
n

k
knkn xau

1
, ∗∈ Nn  are limită şi 

0limlim ==
∞→∞→ nnnn
xu . 

 
Demonstraţie . Din 0lim =

∞→ nn
x  rezultă că 0>∀ε , Nn ∈∃ ε , Nn∈∀  , 

εnn ≥ ,avem că 
M

xn 2
ε

< . Pentru  Nn∈∀ , εnn ≥  avem 

≤⋅+≤+≤ ∑∑∑∑
+==+==

n

nk
knk

n

k
knk

n

nk
knk

n

k
knkn xaxaxaxau

1111 ε

ε

ε

ε
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M
axa

n

nk
nk

n

k
knk 211

ε

ε

ε

⋅







+≤ ∑∑

+==

, de unde , ţinând seama de (ii), obţinem 

(1) 
21

εε

+≤ ∑
=

n

k
knkn xau , Nn∈∀  , εnn ≥ . 

 Deoarece ( ) 0limlim
11

== ∑∑
=

∞→
=

∞→

εε n

k
nknk

n

k
knkn

axxa , rezultă că Nm ∈∃ ε , astfel încât 

(2) 
21

εε

<∑
=

n

k
knk xa , Nn∈∀ , εmn ≥ . 

Din (1) şi (2), Nn∈∀ , ),max( εε mnn ≥ , avem că ε<nu , adică 0lim =
∞→ nn
u . 

 
Teorema  3.1.2.  (Toeplitz). Fie ( ) 1, ≥knnka  o matrice triunghiulară infinită de 
numere reale şi 
 un şir ( ) 1≥nnx  de numere reale. Dacă 

(i) 0lim =
∞→ nkn
a , ∗∈∀ Nk ; 

(ii) există ∗
+∈ RM  astfel încât Ma

n

k
nk ≤∑

=1
, ∗∈∀ Nn ; 

(iii) există ∑
=

∞→

n

k
nkn
a

1
lim  şi 1lim

1
=∑

=
∞→

n

k
nkn
a ; 

(iv) există nn
x

∞→
lim  şi xxnn

=
∞→

lim , Rx∈ , 

 atunci şirul ( ) 1≥nnu , definit prin ∑
=

=
n

k
knkn xau

1
, ∗∈ Nn  are limită şi 

xxu nnnn
==

∞→∞→
limlim . 

 

Demonstraţie. Avem că ∑∑
==

+−=
n

k
nk

n

k
nnkn axxxau

11
)( , ∗∈∀ Nn . Aplicând 

teorema 3.1.1. şirului    1)( ≥− nn xx  şi  ţinând seama de condiţia (iii), rezultă 
afirmaţia din enunţ. 
 
Teorema  3.1.3. Fie ( ) 1, ≥knnka  o matrice triunghiulară infinită de numere reale 
pozitive şi un şir 1)( ≥nnx  de numere reale. Dacă  

(i) 0lim =
∞→ nkn
a , ∗∈∀ Nk ; 
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(ii) există ∑
=

∞→

n

k
nkn
a

1
lim  şi 1lim

1
=∑

=
∞→

n

k
nkn
a ; 

(iii) există nn
x

∞→
lim  şi { }+∞∞−∈=

∞→
,lim xxnn

, 

 atunci şirul ( ) 1≥nnu , definit prin ∑
=

=
n

k
knkn xau

1
, ∗∈ Nn  are limită şi 

xxu nnnn
==

∞→∞→
limlim . 

 
Demonstraţie. Considerăm cazul +∞=x . Fie 0>ε . Din +∞=

∞→ nn
xlim  rezultă 

că există Nmm ∈= )(ε  (m depinde de ε ), astfel încât 
(3) ε3>nx , Nn∈∀ , mn ≥ . 

Deoarece ( ) ∑
=

∞→∞→
==+++

m

k
nknkmnmnnn
axxaxaxa

1
2211 0)lim(...lim , există Nm ∈′ , 

Nn∈∀ , mn ′≥  avem că ε<+++ mnmnn xaxaxa ...2211 , sau 
(4) εε <+++<− mnmnn xaxaxa ...2211  , Nn∈∀ , mn ′≥ . 

 Deoarece 1lim
1

=∑
=

∞→

n

k
nkn
a , ∗∈∀ Nk , rezultă că există Nm ∈′′ , astfel încât 

(5) 
3
2...21 ≥+++ ++ nnnmnm aaa , Nn∈∀ , mn ′′≥ . 

Fie ),,max(0 mmmm ′′′= . Atunci pentru Nn∈∀ , 0mn ≥ , ţinând seama de (3)-
(5), avem că 

( )
( ) ( )

1 1 2 2

1 1 2 2 1 2

...

... 3 ...
n n n nm m

nm nm nn n nm nm nn

u a x a x a x

a x a x a x a a aε ε+ + + +

= + + + +

+ + + + > − + + + + ≥

εεε =⋅+−≥
3
23 , ceea ce înseamnă că +∞=

∞→ nn
ulim . Similar se demonstrează 

cazul când −∞=x . 
O altă formulare a teoremei lui Toeplitz este dată de teorema 3.1.4. 
Teorema  3.1.4.  Fie ( ) 1, ≥knnka  o matrice triunghiulară infinită de numere reale 
pozitive şi un şir 1)( ≥nnx  de numere reale.Dacă 

(i) 0lim =
∞→ nkn
a , ∗∈∀ Nk ; 

(ii) ∑
=

=
n

k
nka

1
1, ∗∈∀ Nn ; 

(iii) există nn
x

∞→
lim  şi  Rxxnn

∈=
∞→

lim , 
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 atunci şirul ( ) 1≥nnu , definit prin ∑
=

=
n

k
knkn xau

1
, ∗∈ Nn  are limită şi  

xxu nnnn
==

∞→∞→
limlim . 

 
Demonstraţie. Demonstraţia este similară cu demonstraţiile din teoremele 3.1.1, 
3.1.2 şi 3.1.3. 
 
Consecinţa  3.1.1. Fie un şir ( ) 1≥nnx  de numere reale care are limită. Atunci 

nn

n

n
x

n
xxx

∞→∞→
=

+++
lim

...
lim 21 . 

 
Demonstraţie. În teorema 3.1.4 se consideră matricea 

























.....................

...01...111

.....................

...00...0
2
1

2
1

...00...001

nnnn

. 

 
Consecinţa  3.1.2. Fie un şir 1)( ≥nnx  de numere reale strict pozitive care are 
limită. Atunci 

nn

n

n
x

xxx

n
∞→∞→

=
+++

lim
1...11

lim

21

. 

 

Demonstraţie. Se aplică consecinţa 3.1.1 şirului 
1

1

≥









nnx
. 

 
Consecinţa  3.1.3. Fie un şir 1)( ≥nnx  de numere reale strict pozitive care are 
limită. Atunci 

nn
n

nn
xxxx

∞→∞→
=⋅⋅⋅ lim...lim 21 . 
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Demonstraţie. În inegalitatea mediilor 

n
xxxxxx

xxx

n nn
n

n

+++
≤⋅⋅⋅≤

+++

...
...

1...11
21

21

21

, ∗∈ Nn , ţinând seama de 

consecinţa 3.1.1 şi consecinţa 3.1.2  se trece la limită. 
 
Consecinţa  3.1.4. Fie un şir 1)( ≥nnx  de numere reale strict pozitive. Dacă şirul 

1

1

≥

+









nn

n

x
x

 are limită, atunci şirul ( )
2≥n

n
nx  are limită şi 

n

n

n
n

nn x
x

x 1limlim +

∞→∞→
= . 

Demonstraţie. Fie şirul ( ) 1≥nny  definit prin 11 xy = , 
1−

=
n

n
n x

x
y , Nn∈∀ , 2≥n . 

Atunci nn yyyx ⋅⋅⋅= ...21 , ∗∈∀ Nn  şi aplicând consecinţa 3.1.3 avem 

n

n

nnn
n

nn
n

nn x
x

yyyyx 1
21 limlim...limlim +

∞→∞→∞→∞→
==⋅⋅⋅= . 

 
Teorema  3.1.5. (Stolz-Cesaro) Fie 1)( ≥nna  şi 1)( ≥nnb  două şiruri de numere 
reale cu proprietăţile 

(i) şirul 1)( ≥nnb  este strict crescător, strict pozitiv şi nemărginit ; 

(ii) există 
nn

nn

n bb
aa

−
−

+

+

∞→
1

1lim  şi Rl
bb
aa

nn

nn

n
∈=

−
−

+

+

∞→
1

1lim . 

Atunci există 
n

n

n b
a

∞→
lim  şi l

b
a

n

n

n
=

∞→
lim . 

 
Demonstraţie. Fie şirurile 1)( ≥∆ nna , 1)( ≥∆ nnb , definite prin 000 == ba , 

1−−=∆ nnn aaa , 1−−=∆ nnn bbb , ∗∈∀ Nn .Avem relaţia 





























=





























∆
∆

∆
∆
∆
∆

⋅





























∆∆∆

∆∆

∆

...

...

...

...

..................

...0...

..................

...00...

...00...0

2

2

1

1

2

2

1

1

21

2

2

2

1

1

1

n

n

n

n

n

n

nn b
a

b
a
b
a

b
a

b
a
b
a

b
b

b
b

b
b

b
b

b
b
b
b
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deoarece 
n

n
n

k
k

n

n

k k

k

n

k

b
a

a
bb

a
b
b

=∆⋅=
∆
∆
⋅

∆ ∑∑
== 11

1 , ∗∈∀ Nn . 

Matricea infinită din membrul stâng satisface condiţiile din teorema 3.1.2 sau 
teorema 3.1.3. 
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Probleme rezolvate 
 

   R3.2.1. Fie şirul ( ) 1≥nnx  cu xxnn
=

∞→
lim , Rx∈ . Să se arate că 

xxxx n
nnn

2
1

...
22

lim 2
2

1
1 =






 +++ −−∞→

. 

 

Soluţie. Se consideră knnka −+= 12
1 , ∗∈ Nkn, , nk ≤ . Deoarece 0lim =

∞→ nkn
a , 

∗∈ Nk , 1
2
11

1
<−=∑

=
n

n

k
nka , ∗∈∀ Nn , 1

2
11limlim

1
=






 −=

∞→
=

∞→ ∑ nn

n

k
nkn
a , 

sunt îndeplinite condiţiile din  

teorema 3.1.2, deci xx
n

k
kknn
=∑

=
−+∞→ 1

12
1lim , de unde xx

n

k
kknn

2
2

1lim
1

=∑
=

−∞→
. 

 
   R3.2.2. Dacă xxnn

=
∞→

lim , Rx∈ , atunci 

2
12...)1(

lim 2
121 x

n
xxxnnx nn

n
=

⋅+⋅++−+ −

∞→
. 

 

Soluţie. Se consideră ( )
2

12
n
knank
+−

= , ∗∈ Nkn, , nk ≤ . Deoarece 

0lim =
∞→ nkn
a , ∗∈ Nk , 22)1(2 2

2

1
22

1
≤

+
=−

+
= ∑∑

== n
nnk

nn
nna

n

k

n

k
nk , ∗∈∀ Nn , 

1limlim 2

2

1
=

+
=

∞→
=

∞→ ∑ n
nna

n

n

k
nkn

, sunt îndeplinite condiţiile din teorema 3.1.2, deci 

xx
n
kn

k

n

kn
=⋅

+−∑
=

∞→ 1
2

)1(2lim , de unde rezultă concluzia. 

 
   R3.2.3.  Fie un şir ( ) 0≥nnx  de numere reale care are limită. Atunci 

nn

n

k

k
nknn

xCx
∞→

=
∞→

=∑ lim
2
1lim

0
. 

 
Soluţie. Se consideră matricea 
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



























.....................

...0
2
1...

2
1

2
1

2
1

.....................

...00...
2
1

2
1

2
1

...00...0
2
1

2
1

...00...001

210

2
22

1
22

0
22

1
1

0
1

n
nnnnnnnn CCCC

CCC

CC

, 

deci k
nnnk Ca

2
1

= , { }nk ,...,1,0∈ . Se aplică teorema 3.1.2 sau teorema 3.1.3. 
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4.  Şiruri recurente 
 

Una dintre temele abordate in manualul de clasa a X-a o constituie 
“Şirurile recurente” mai precis determinarea formei generale a şirurilor definite 
prin recurenţe liniare de ordinul întâi şi recurenţe liniare şi omogene de ordinul 
doi. În cele ce urmează vom reaminti aceste rezultate ca punct de pornire în 
studiul convergenţei şirurilor recurente. 
 
4.1. Recurenţe liniare de ordinul I 
 

4.1.1. Definiţie. O relaţie de recurenţă de forma 
N∈∀+=+ nbxax nnnn ,1 ,                          (4.1.1) 

unde 0)( ≥nna  şi 0)( ≥nnb  sunt şiruri de numere reale se numeşte relaţie de 
recurenţă liniară de ordinul 1 cu coeficienţi variabili. 
  4.1.2. Observaţii.  

i)Considerând cazuri particulare pentru şirurile 0)( ≥nna  şi 0)( ≥nnb se 
regăsesc progresiile aritmetică, respectiv geometrică.  
 ii) Dacă aan =  şi )(nfbn = , unde RN →:f  obţinem 

)(1 nfaxx nn +=+ , adică o relaţie de recurenţă liniară, neomogenă de ordinul 1. 
 
 În cazul unei recurenţe liniare de ordinul 1 se poate determina forma 
generală a şirului. 
  4.1.3. Teoremă. Forma generală a şirului 0)( ≥nnx  dat prin relaţia de 
recurenţă (4.1.1) este: 

n

n

k
nkkknn baaabxaaax +







+= ∑

−

=
+++

1

0
210101 ......                (4.1.2) 

  4.1.4. Corolar. Forma generală a şirului 0)( ≥nnx  dat prin relaţia de 
recurenţă 

0),(1 ≥∀+=+ nnfaxx nn                          (4.1.3) 
unde RNR →∈ :, fa  este 

∑
−

=

−−+=
1

0

1
0 )(

n

k

knn
n akfxax .                        (4.1.4) 

 
  4.1.5. Corolar. Forma generală a şirului 0)( ≥nnx  dat prin relaţia de 
recurenţă 

N∈∀+=+ nbaxx nn ,1                               (4.1.5) 
este: 
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)1...( 21
0 ++++= −− nnn

n aabxax                     (4.1.6) 
     
  4.1.6 Observaţii.  Ne propunem să discutăm convergenţa şirului 

0)( ≥nnx  dat prin relaţia de recurenţă (4.1.5). 
 Pentru a putea vizualiza comportarea şirului )( nx  vom reprezenta într-
un sistem de coordonate graficul funcţiei baxxf +=)(  şi prima bisectoare 

xy =  (în general pentru o relaţie de recurenţă de ordinul 1, )(1 nn xfx =+  se 
reprezintă graficul funcţiei f şi prima bisectoare). Pentru început se reprezintă 
punctul x0 pe axa Ox. Paralela dusă prin punctul de coordonate ))(,( 100 xxfx =  
la axa Ox intersectează prima bisectoare în punctul de abscisă x1. Continuând 
procedeul obţinem pe axa Ox termenii şirului )( nx . 

- pentru 1=a , avem bnxxn )1(0 −+=  şi 








<∞−
=
>∞

=
∞→

0,
0,
0,

lim 0

b
bx
b

xnn
 (fig. 4.1) 

Fig. 4.1 
 
 În acest caz cele două drepte bxyd +=:)( 1  şi xyd =:)( 2  sunt paralele. 
Dacă 0>b , dreapta 1d  este situată deasupra dreptei 2d , dacă 0=b  cele două 
drepte coincid, iar dacă 0<b  dreapta 1d  este situată sub dreapta 2d . 

- pentru 1≠a  avem 
110 −

−







−
+=

a
b

a
bxax n

n  

 - dacă )1,1(−∈a  avem 
a

bxnn −
=

∞→ 1
lim  (fig. 4.2), adică tocmai soluţia 

ecuaţiei xxf =)( . 

 

y=xy=ax+b 

b>0

x0 x1 x2 x3 ... ∞

a=1 şi 



 178

Fig. 4.2 
 

 - dacă ),1(]1,( ∞∪−−∞∈a  avem  















−
=

−

−<
−

<>∞−

−
>>∞

=
∞→

a
bx

a
b

a
a

bxa
a

bxa

xnn

1
,

1

1exista,nu 
1

si1,
1

si1,

lim

0

0

0

     (fig. 4.3) 

 

Fig. 4.3a 
 
 

 
y=x

y=ax+b, |a|<1 

b x2 x1 x0

a∈(-1,1) 

 

 

b
a1−

x0 x1 x2...xn→∞

y=x

y=ax+b        şi   a>1 x0>
b

a1−
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Fig. 4.3b 
 

  4.1.7. Exemple. Să se studieze convergenţa şirurilor definite prin: 

 a) 0,0,1
2
1

01 =≥+−=+ xnxx nn  

 b) 2,0,32 01 =≥−=+ xnxx nn  
 c) 1,0,12 01 =≥+−=+ xnxx nn  

 Soluţie. a) 
3
2

3
2

2
1

+





−






−=

n

nx , 0)( ≥nnx  este convergent, 
3
2lim =

∞→ nn
x  

 b) 32 +−= n
nx , −∞=

∞→ nn
xlim  

 c) 
3
1

3
2)2( +⋅−= n

nx , 0)( ≥nnx  este divergent, +∞→nx2 , −∞→+12nx . 

 
 Studiul convergenţei şirului 0)( ≥nnx  dat prin relaţia de recurenţă (4.1.1) 
este mai dificil, avem însă următoarea teoremă, care dă o condiţie necesară 
pentru ca şirul 0)( ≥nnx  să fie convergent spre zero. 
  4.1.8. Teoremă. Fie 0)( ≥nna  şi 0)( ≥nnb  două şiruri de numere reale, 

)1,0(∈na , )1,0[|| ∈→ aan  şi 0→nb . Dacă şirul 0)( ≥nnx  verifică relaţia de 
recurenţă (4.1.1) atunci 0→nx . 

 

a<-1 

y=ax+b
y=x

-∞←  x2n+1...x3 x1 b
a1−

x0 x2...x2n→∞
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 Demonstraţie. Fie *)(
N∈nnc  şirul 1,... 110 ≥∀= − naaac nn . Se observă că 

n
n

n a
c

c
=+1  şi ∑ ∑

= = +
++++ 








+=+=

n

k

n

k k

k
n

k

k
nnn c

bxc
aaa

bcxcx
0 0 1

01
10

1011 ...
. 

 Întrucât )1,0(||1 ∈=+
n

n

n a
c

c , rezultă că ||||0 1 nn cc << + , deci şirul 

*|)(|
N∈nnc  este descrescător şi mărginit inferior. Conform teoremei lui 

Weierstrass, rezultă că şirul are limită. 
 Fie lcnn

=
∞→

||lim . 

 Dacă 0≠l , ar rezulta că ||lim1
||
||lim 1

nn
n

n

n
a

c
c

∞→

+

∞→
==  ceea ce contrazice 

ipoteza, deci 0||lim =
∞→ nn

c . 

 Întrucât şirul *|)(|
N∈nnc  este strict descrescător, cu termenii nenuli şi 

convergent către zero, rezultă că şirul 
*||

1

N∈









nnc
 este strict crescător şi 

+∞=
∞→ ||

1lim
n

n c
. 

 Din 







+= ∑

= +
++

n

k k

k
nn c

bxcx
0 1

011  avem: 









+≤≤ ∑

= +
++

n

k k

k
nn c

bxcx
0 1

011 ||
||||||||0                     (*) 

Întrucât 

||
1

||
||||

lim
||

||||||lim

1

0 1
0

0 1
01

+

= +

∞→
= +

+∞→

∑
∑

+
=








+

n

n

k k

k

n

n

k k

k
nn

c

c
bx

c
bxc . 

Aplicând teorema lui Cesaro-Stolz (cazul 
∞
∞ ) obţinem: 

0
1

0

||
||1

||lim
||

||||||lim

1

2

1

0 1
01 =

−
=

−
=








+

+

+

+

∞→
= +

+∞→ ∑ a
c
c

b
c
bxc

n

n

n

n

n

k k

k
nn

 

Aplicând teorema cleştelui în inegalităţile (*) obţinem 0||lim 1 =+∞→ nn
x . 
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4.1.9. Exemple. Să se studieze convergenţa şirului )( nx  dat prin: 

 a) 0,1,1
1 11 =≥+

+
=+ xn

n
x

n
nx nn  

 c) 1,0,
2
1

2
1

01 =≥





+=+ xnxx

n

nn . 

 Soluţie. a) Aplicând teorema 4.1.3. (sau folosind procedeul iterării 
directe) obţinem:                   

1

1...
2
11

1
1...

2
11

1
1

1 +

+++
+

+
=














 ++++

+
=+ n

n
n

n
n

n
n

xn  

1
1

1lim1
1

1...
2
11

lim1lim 1 =
+

+=
+

+++
+=
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 c) Vom folosi corolarul 4.1.4. şi obţinem  
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
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şi 0lim =
∞→ nn

x . 

 
 
 4.2. Recurenţe liniare omogene de ordinul 2 cu coeficienţi constanţi 
 

 4.2.1. Definiţie. O relaţie de recurenţă de forma 
0,,,,12 ≠∈∈∀+= ++ bbanbxaxx nnn RN              (4.2.1) 

se numeşte relaţie de recurenţă liniară, omogenă, cu coeficienţi constanţi, de 
ordinul 2. 
 Pentru a determina forma generală a şirului )( nx  care verifică relaţia de 
recurenţă (4.2.1) vom folosi următoarele teoreme demonstrate în manualul de 
excelenţă pentru clasa a X-a . 
  4.2.2 Definiţie. Ecuaţia  

barr +=2                                          (4.2.2) 
se numeşte ecuaţia caracteristică ataşată relaţiei de recurenţă (4.3.1). 
  4.2.3. Teoremă. Dacă ecuaţia caracteristică barr +=2  are două 
rădăcini reale şi distincte r1 şi r2, atunci şirul care satisface egalitatea (4.2.1) are 
termenul general de forma: 

N∈∀+= nrcrcx nn
n ,2211                              (4.2.3) 

unde c1 şi c2 se determină în mod unic din condiţiile iniţiale x0 şi x1. 
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  4.2.4. Teoremă. Dacă ecuaţia caracteristică barr +=2  are o rădăcină 
dublă α, atunci şirul care satisface egalitatea (4.2.1) are termenul general de 
forma: 

N∈∀α+α= nnccx nn
n ,21                          (4.2.4) 

unde c1 şi c2 se determină în mod unic din condiţiile iniţiale x0 şi x1. 
  
  4.2.5. Teoremă. Dacă ecuaţia caracteristică barr +=2  cu ∆<0 are 
rădăcinile )sin(cos2,1 titrr ±= , atunci şirul care satisface condiţia (4.2.1) are 
termenul general de forma: 

N∈∀+= nntcntcrx n
n ),sincos( 21                 (4.2.5) 

unde c1 şi c2 se determină în mod unic din condiţiile iniţiale x0 şi x1. 
 
  4.2.6. Observaţie. Mulţimea 

}0,|){( 120, ≥∀+== ++≥ nbxaxxxS nnnnnba ,   R∈ba,  
formează un subspaţiu vectorial de dimensiune 2 a spaţiului vectorial al şirurilor 
reale. Dacă ecuaţia caracteristică barr +=2  are: 
 - două rădăcini reale şi distincte 21,rr  atunci mulţimea soluţiilor de bază 

},{ 21
nn rr  este bază a spaţiului vectorial 

 - două rădăcini reale egale 21 rr =  atunci mulţimea },{ 11
nn nrr  este bază a 

spaţiului vectorial 
 - două rădăcini complexe )sin(cos2,1 titrr ±=  atunci mulţimea 

}sin,cos{ ntrntr nn  este bază a spaţiului vectorial. 
 
 
 4.3. Recurenţe liniare omogene de ordin 2>k  cu coeficienţi constanţi 
 
  4.3.1. Definiţie. O relaţie de recurenţă de forma 

N∈∀+++= −+−++ nxaxaxax nkknknkn ,...2211 ,               (4.3.1) 

unde 0,,1,,* ≠=∈∈ ki akiak RN  se numeşte relaţie de recurenţă liniară, 
omogenă cu coeficienţi constanţi de ordinul k. 
  4.3.2. Observaţii. (i) Dacă k=2 regăsim relaţia de recurenţă liniară de 
ordinul 2 cu coeficienţi constanţi: 

0,,,,12 ≠∈∈∀+= ++ bbanbxaxx nnn RN  
 (ii) Dacă k=3 obţinem o relaţie de recurenţă liniară de ordinul 3 cu 
coeficienţi constanţi: 



 183

0,,,,,123 ≠∈∈∀++= +++ ccbancxbxaxx nnnn RN . 
 Pentru a determina forma generală a şirului )( nx  care verifică relaţia de 
recurenţă (4.3.1) vom proceda ca şi în cazul recurenţelor liniare de ordin 2, 
considerând ecuaţia caracteristică. 
  4.3.3. Definiţie. Ecuaţia 

kk
kkk arararar ++++= −
−−

1
2

2
1

1 ...                   (4.3.2) 
se numeşte ecuaţia caracteristică asociată relaţiei de recurenţă (4.3.1). 
  4.3.4. Lemă. Dacă α este o rădăcină a ecuaţiei caracteristice (4.3.2) 
atunci şirul N∈α n

n )(  verifică relaţia de recurenţă (4.3.1). 
 Demonstraţie. Deoarece k

kkk aaa ++α+α=α −− ...2
2

1
1  prin înmulţire cu 

nα  se obţine n
k

knkn aa α++α=α −++ ...1
1  şi deci şirul cu termenul general nα  

satisface relaţia de recurenţă. 
  4.3.5. Lemă.1 Dacă α este o rădăcină multiplă de ordinul p ( *N∈p , 

kp ≤ ) a ecuaţiei caracteristice (4.3.2) atunci şirurile N∈α n
n )( , N∈α n

nn )( ,..., 

N∈
− α n

npn )( 1  verifică relaţia de recurenţă (4.3.1). 
  4.3.6. Lemă. Dacă α este o rădăcină complexă a ecuaţiei caracteristice 
(4.3.2) de forma )sin(cos titr +=α  atunci şirurile N∈n

n ntr )cos(  şi 

N∈n
n ntr )sin(  verifică relaţia de recurenţă (4.3.1). 

 Demonstraţie. Dacă α este rădăcină complexă şi deoarece coeficienţii 
ecuaţiei caracteristice sunt reali, ecuaţia (4.3.2) admite şi rădăcina complexă 
conjugată )sin(cos titr −=α . 
 Întrucât  

n
k

kkk aaa α⋅++α+α=α −− |...2
2

1
1  

n
k

knknkn aaa α++α+α=α −+−++ ...1
2

1
1 . 

 Aplicând formula lui Moivre )sin(cos ptiptr pp +=α , knnp += ,  
înlocuind, şi separând părţile reale de cele imaginare obţinem 

ntratknratknr n
k

knkn cos...)1cos()cos( 1
1 ++−+=+ −++  

ntratknratknr n
k

knkn sin...)1sin()sin( 1
1 ++−+=+ −++  

deci şirurile N∈n
n ntr )cos(  şi N∈n

n ntr )sin(  verifică relaţia de recurenţă. 

                     
1 Ideea demonstraţiei este aceeaşi ca în cazul recurenţelor liniare de ordinul doi, însă ea se 
realizează folosind unele proprietăţi ale diferenţelor finite care depăşesc cadrul acestui manual. 
Demonstraţia completă se găseşte în [5] pg. 76-82. 
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 Utilizând lemele 4.3.4, 4.3.5, 4.3.6 se poate da următorul rezultat care dă 
forma generală a unui şir dat printr-o relaţie de recurenţă liniară cu coeficienţi 
constanţi de ordin k>2. 
  4.3.7. Teoremă. Dacă ecuaţia caracteristică (4.3.2) are rădăcinile reale 

lrrr ,...,, 21  cu ordinele de multiplicitate lppp ,...,, 21  ),...,,( 21 kppp ≤l  şi 

rădăcinile complexe mm zzzz ,...,, 11 , )sin(cos iiii titz +ρ= , mi ,1=  având 
ordinele de multiplicitate mqqq ,...,, 21  )2/,...,,( 21 kqqq m ≤ , şi 

kqqqppp m =+++++++ )...(2... 2121 l  atunci forma generală a şirului 

N∈nnx )(  care satisface relaţia de recurenţă (4.3.1) este: 

∑
=

− ++++=
l

1

1
,,2,1 )...(

i

n
i

p
ipiin rncnccx i

i
 

∑
=

−− +++++++ρ+
m

i
i

q
iqiii

q
iqii

n
i ntncnccntncncc i

i

i

i
1

1''
,

''
,2

''
,1

1'
,

'
,2

'
,1 ]sin)...(cos)...[( , 

unde constantele se determină din condiţiile iniţiale. 
  4.3.8. Observaţie. Fie *N∈k . Mulţimea  

}0,...|){( 11 ≥∀++== −++∈ nxaxaxxS nkknknnnk N  
unde R∈kaaa ,...,, 21  fixate, formează un subspaţiu vectorial de dimensiune k a 
spaţiului vectorial al şirurilor reale. Baza spaţiului vectorial este formată din 
cele k soluţii de bază: 
 - dacă ecuaţia caracteristică (4.3.2) are rădăcinile reale lrrr ,...,, 21  cu 
ordinele de multiplicitate N∈lpp ,...,1 , kppp ≤l,..,, 21 , atunci acestea 

generează soluţiile de bază: n
i

pn
i

n
i rnnrr i 1,...,, − , l,1=i  

 - dacă ecuaţia caracteristică (4.3.2) are rădăcinile complexe 

mm zzzz ,,...,, 11 , )sin(cos iiii ttz +ρ= , mi ,1=  având ordinele de multiplicitate 
N∈mqq ,...,1 , 2/,...,1 kqq m ≤  şi 

kqqqppp m =+++++++ )...(2... 2121 l , 
atunci acestea generează soluţiile de bază: 

i
qn

ii
n
ii

n
i ntnntnnt i cos,...,cos,cos 1−ρρρ  şi 

i
qn

ii
n
ii

n
i ntnntnnt i sin,...,sin,sin 1−ρρρ , unde mi ,1= . 

  4.3.9. Exemple. Să se determine forma generală a şirului definit prin: 
 a) 0,22 123 ≥−+= +++ nxxxx nnnn  şi 2,1,1 210 =−== xxx  
 b) 0,33 123 ≥+−= +++ nxxxx nnnn  şi 17,6,1 210 === xxx  
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 c) 0,0232 1234 ≥=++++ ++++ nxxxxx nnnnn  şi 00 =x , 01 =x , 12 −=x , 
03 =x . 

 Soluţie. a) Ecuaţia caracteristică 022 23 =+−− rrr  are rădăcinile 
1,2,1 321 −=== rrr , deci nnn

n cccx )1(21 321 −⋅+⋅+⋅=  şi din condiţiile iniţiale 

obţinem: 
2
1

1 −=c , 
3
1

2 =c  şi 
6
7

3 =c , deci 

6
)1(7

3
2

2
1 nn

nx −⋅
++−= . 

 b) Ecuaţia caracteristică 0133 23 =−+− rrr  are rădăcina triplă 1=r . 
Termenul general al şirului este dat deci de: n

n ncnccx 1)( 2
321 ⋅++= . Din 

condiţiile iniţiale obţinem 3,2,1 321 === ccc , deci  
2321 nnxn ++= . 

 c) Ecuaţia caracteristică 01232 234 =++++ rrrr  este o ecuaţie 

reciprocă, ale cărei rădăcini sunt 
3

2sin
3

2cos
2
3

2
1

21
π

+
π

=+−== iizz  şi 

3
2sin

3
2cos

2
3

2
1

21
π

−
π

=−−== iizz . Termenul general este dat deci de: 

3
2sin)(

3
2cos)( '

2
'
121

π
++

π
+=

nnccnnccxn . 

 Constantele '
121 ,, ccc  şi '

2c  se obţin din condiţiile iniţiale astfel: 














+=

π
++

π
+=

π
++

π
+=

=

213

'
2

'
1212

'
2

'
1211

10

3
3

4sin)2(
3

4cos)2(
3

2sin)(
3

2cos)(

ccx

ccccx

ccccx

cx

 

deci 
3

2,0,0 '
121 −=== ccc  şi 

3
2'

2 =c . 

 
 4.4. Recurenţe liniare neomogene de ordin 2≥k  

Vom considera pentru început o recurenţă liniară neomogenă de ordinul 2. 

  4.4.1. Definiţie. O relaţie de recurenţă de forma: 
N∈∀++= ++ nnfbxaxx nnn ),(12                       (4.4.1) 
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unde 0,, ≠∈ bba R  şi RN →:f  o funcţie, se numeşte relaţie de recurenţă 
liniară, neomogenă, de ordinul 2. 
 Avem următoarea teoremă care ne permite găsirea termenului general al 
unei relaţii de recurenţă liniare, neomogene. 
  4.4.2. Teoremă. Dacă şirul N∈nny )(  este o soluţie generală a relaţiei de 
recurenţă liniară, omogenă de ordinul 2: nnn bxaxx += ++ 12  şi N∈nnz )(  este o 
soluţie particulară a relaţiei de recurenţă (4.4.1), atunci forma generală a şirului 

N∈nnx )(  care verifică relaţia de recurenţă (4.4.1) este: 
N∈∀+= nzyx nnn ,                                (4.4.2) 

 Demonstraţie. Întrucât nnn byayy += ++ 12  şi 
)(12 nfbzazz nnn ++= ++ . 

 Însumând obţinem că şirul N∈nnx )( , unde nnn zyx +=  satisface relaţia 
de recurenţă (4.4.1). 
  4.4.3. Consecinţă. Dacă N∈nnz )(  este o soluţie particulară a relaţiei de 
recurenţă (4.4.1) şi ecuaţia barr +=2  are: 
 a) două rădăcini reale şi distincte 21,rr  atunci 

n
nn

n zrcrcx ++= 2211                                 (4.4.3) 
 b) o rădăcină dublă r atunci:  

n
n

n zrnccx ++= )( 21                                (4.4.4) 
 c) două rădăcini complexe )sin(cos2,1 titrr ±=  atunci 

n
n

n zntcntcrx ++= )sincos( 21                      (4.4.5) 
 Demonstraţie. Rezultă direct din Teoremele 4.4.2, 4.3.5, 4.3.8 şi 4.3.10. 
 Teorema 4.4.2 se poate extinde imediat şi pentru recurenţele liniare, 
neomogene de ordin 2>k astfel: 
  4.4.4. Definiţie. O relaţie de recurenţă de forma: 

N∈∀++++= −+−++ nnfxaxaxax nkknknkn ),(...2211            (4.4.6) 
unde 0,,...,, 21 ≠∈ kk aaaa R  şi RN →:f  o funcţie, se numeşte relaţie de 
recurenţă liniară, neomogenă, de ordinul k. 
  4.4.5. Teoremă. Dacă şirul N∈nny )(  este o soluţie generală a relaţiei de 
recurenţă liniară, omogenă de ordinul k: nkknkn xaxax ++= −++ ...11  şi N∈nnz )(  
este o soluţie particulară a relaţiei de recurenţă (4.4.6), atunci forma generală a 
şirului N∈nnx )(  care verifică relaţia de recurenţă (4.4.6) este:  

N∈∀+= nzyx nnn , . 
 Demonstraţie. Analog cu Teorema 4.4.2. 
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 Determinarea efectivă a şirului N∈nnz )(  din teoremele 4.4.2 şi 4.4.5 se 
poate face uşor în cazul în care )()( nPnf nα= , unde R∈α  şi P este un 
polinom nenul, pe baza următoarei teoreme. 
  4.4.6. Teoremă. Fiind dată relaţia de recurenţă (4.4.6), unde 

)()( nPnf nα=  cu R∈α  şi P un polinom nenul, atunci o soluţie particulară 

N∈nnz )(  are forma 
)(nQz n

n α=                                          (4.4.7) 
unde )(nQ  este un polinom, sgradPgradQ += , s fiind ordinul de 
multiplicitate al lui α pentru polinomul caracteristic k

kk axax −−− − ...1
1 . 

 Demonstraţie. Înlocuind )(nQz n
n α=  în relaţia de recurenţă (4.4.6) 

obţinem )()(...)1()( 1
1 nPnQaknQaknQ k

kk =−−−+α−+α − . De aici 
sgradQgradP −= , coeficienţii polinomului Q determinându-se prin metoda 

coeficienţilor nedeterminaţi. 
4.4.7. Exemple. Să se determine şirul N∈nnx )(  pentru care: 

 a) 2,0,),1(323 1012 ==∈∀++−= ++ xxnnnxxx nnn N  
 b) 4,2,6,233 210123 ==−=++−= +++ xxxnxxxx n

nnnn . 
 Soluţie. a) nnn zyx += , unde N∈nny )(  este o soluţie generală a relaţiei 
de recurenţă omogenă: nnn yyy 23 12 −= ++ . Ecuaţia caracteristică este 

0232 =+− rr , 11 =r , 22 =r , deci n
n ccy 221 ⋅+= . 

 nnnf 33)( 2 +=  şi întrucât 1 este rădăcină simplă a polinomului 
caracteristic 232 +− xx  avem dcnbnanzn +++= 23 . 
 Înlocuind în relaţia de recurenţă obţinem 

−++++++=++++++ dncnbnadncnbna )1(3)1(3)1(3)2()2()2( 2323  
332222 223 ++−−−− ndcnbnan . 

Egalând coeficienţii obţinem: 1−=a , 3−=b , 8−=c , deci 
dnnnzn +−−−= 83 23 . 

Întrucât 00 =z , obţinem 0=d  şi deci nnnccx n
n 832 23

21 −−−⋅+= . 
 Din 00 =x  obţinem 021 =+ cc . 
 Din 21 =x  obţinem 142 21 =+ cc . 
 De aici 1421 −=−= cc , deci nnnx n

n 8321414 23 −−−⋅+−= . 
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 b) nnn zyx += , unde N∈nny )(  este o soluţie generală a relaţiei de 
recurenţă omogenă: nnnn yyyy +−= +++ 123 33 . Ecuaţia caracteristică este 

0133 23 =−+− rrr , 1321 === rrr , deci n
n ncnccy 1)( 2

321 ⋅++= . 
 nnf n ⋅= 2)(  şi întrucât 2 nu este rădăcină a polinomului caracteristic 
avem )(2 banz n

n += . Înlocuind în relaţia de recurenţă obţinem: 
nbanbaanbaanbaan +++++⋅−++⋅=++ )()(23)2(23)3(2 23 . 

 Egalând coeficienţii obţinem 1=a , 6−=b , deci )6(2 −= nz n
n  şi 

)6(2)( 2
321 −+++= nncnccx n

n . Din condiţiile iniţiale obţinem 01 =c , 82 =c , 
23 −=c , deci )6(2)214( 2 −+−= nnnx n

n . 
 
 4.5. Recurenţe neliniare 
 
 Pentru a stabili convergenţa unui şir recurent neliniar se foloseşte în 
general teorema lui Weierstrass de convergenţă a unui şir, pe care o vom 
reaminti aici fără demonstraţie. 
  4.5.1. Teoremă (Weierstrass). [1] Orice şir monoton N∈nnx )(  are 
limită, adică: 
(i) dacă N∈nnx )(  este crescător şi nemărginit superior, atunci +∞=

∞→ nn
xlim  

(ii) dacă N∈nnx )(  este descrescător şi nemărginit inferior, atunci −∞=
∞→ nn

xlim  

(iii) dacă N∈nnx )(  este monoton şi mărginit, atunci şirul N∈nnx )(  este 
convergent. 
  4.5.2. Observaţie. a) Valoarea limitei unui şir recurent convergent se 
află trecând la limită în relaţia de recurenţă. 
 b) Dacă şirul nu este monoton se vor studia în general subşirurile sale 

N∈nnx )( 2  şi N∈+ nnx )( 12 . 
 
 4.5.1. Convergenţa unor şiruri recurente definite de funcţii 
 
  4.5.3. Definiţie. Fie A⊆R o mulţime şi AAf →:  o funcţie. Şirul 

0)( ≥nnx  definit prin Axnxfx nn ∈∈∀=+ 01 ,),( N  se numeşte şir recurent definit 
de funcţia f şi Ax ∈0  (sau şirul aproximaţiilor succesive asociat funcţiei f şi 
elementului Ax ∈0 ). 
 Se observă că )( 0xfx n

n = , unde 
43421
ooo

oride

...
n

n ffff = . 
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4.5.4. Exemple. a) Şirul 2...22,...,22,2,0 ++++ ,... se poate 
defini recursiv astfel: )(1 nn xfx =+ , unde xxf += 2)(  şi 00 =x . 

 b) Fie R∈0,,,, xdcba  şi RR →− }/{\: cdf , 
dcx
baxxf

+
+

=)( .  

Şirul 0)( ≥nnx  ce satisface relaţia de recurenţă )(1 nn xfx =+ , adică 

dcx
baxx

n

n
n +

+
=+1  se numeşte şir omografic. Aceste şiruri se vor trata utilizând 

metode matriceale la paragraful 3.2 (algebră). 
  4.5.5. Teoremă. Fie A⊆R o mulţime şi AAf →:  o funcţie şi şirul 

0)( ≥nnx  şirul aproximaţiilor succesive asociat funcţiei f şi lui Ax ∈0 . 
 a) Dacă 10 xx =  atunci şirul 0)( ≥nnx  este constant. 
 b) Dacă 10 xx <  (resp. 10 xx > ) şi f strict crescătoare atunci şirul 0)( ≥nnx  
este strict crescător (resp. strict descrescător) (fig. 4.4). 
 c) Dacă f este strict descrescătoare atunci şirurile 02 )( ≥nnx  şi 012 )( ≥+ nnx  
sunt strict monotone de monotonii diferite (fig. 4.5). 
 d) Dacă A este mărginită, atunci şirul 0)( ≥nnx  este mărginit. 

 
Fig. 4.4 

O

y

xx0 x1 x2 →

y=x
Gr f
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Fig. 4.5a. 
Şir convergent 

 

 
Fig. 4.5b. 

Şir divergent 
 

 Demonstraţie. a) Dacă 01 xx =  atunci N∈∀= nxxn ,0 . 
 b) Dacă 10 xx <  şi f strict crescătoare, demonstrăm prin inducţie 
matematică, că şirul 0)( ≥nnx  este strict crescător. Într-adevăr să presupunem că 

O

y

x

y=x

x0 x2...x3 x1

←→  

 

...x3 x1 x0 x2 x4...

O 

y 

x

Gr f

← →
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1+< kk xx , atunci 211 )()( +++ =<= kkkk xxfxfx  şi deci şirul 0)( ≥nnx  este strict 
crescător. 
 c) Întrucât f este strict descrescătoare rezultă că ff o  este strict 
crescătoare. Rezultatul de la b) se aplică funcţiei ff o . Dacă 20 xx <  atunci 

02 )( ≥nnx  este strict crescător. În acest caz 222 +< nn xx , de unde 
)()( 1212 +− < nn xfxf , deci 1212 +− > nn xx . 

 Aşadar şirul 012 )( ≥+ nnx  este strict descrescător. 
 Dacă 20 xx >  atunci 02 )( ≥nnx  este strict descrescător. În acest caz 

222 +> nn xx , de unde )()( 1212 +− > nn xfxf , deci 1212 +− < nn xx . Aşadar şirul 

012 )( ≥+ nnx  este strict crescător. 
 d) Se demonstrează prin inducţie matematică că N∈∀∈ nAxn , . 
 În continuare vom considera I un interval închis în R, adică  

}],,(),,[],,{[ RbabaI −∞∞∈ . 
  4.5.6. Teoremă. Fie IIf →:  o funcţie continuă şi Ix ∈0 . 
 a) Dacă şirul 0)( ≥nnx  al aproximaţiilor succesive este convergent către 
x*, atunci Ix ∈*  şi ** )( xxf = . 
 b) Dacă Ixxxf ∈∀≠ ,)(  atunci şirul 0)( ≥nnx  al aproximaţiilor 
succesive nu este convergent. 
 Demonstraţie. a) Se trece la limită în relaţia de recurenţă )(1 nn xfx =+  şi 
se ţine cont că f este continuă. 
  4.5.7. Definiţie. Fie A⊆R o mulţime, AAf →:  o funcţie. Ax ∈0  se 
numeşte punct fix al funcţiei f dacă 00 )( xxf = . 
  4.5.8. Observaţie. a) O funcţie f poate să nu aibă puncte fixe, poate 
avea un singur punct fix, un număr finit de puncte fixe sau o infinitate de puncte 
fixe. 
 b) O funcţie f are cel puţin un punct fix dacă şi numai dacă graficul 
funcţiei f intersectează prima bisectoare. 
  4.5.9. Exemple. Funcţiile sin şi cos au câte un singur punct fix, iar 
funcţiile tg şi ctg au o infinitate de puncte fixe. 
 În cele ce urmează vom da două teoreme de existenţă a punctelor fixe. 
  4.5.10. Teoremă (Knaster). Fie ],[],[: babaf →  o funcţie monotonă. 
Atunci există ],[ bac∈  astfel încât ccf =)( . 
 Demonstraţie. Presupunem f monoton crescătoare şi fie 

})(:{ xxfAxB ≥∈= . Cum aaf ≥)(  rezultă că Ba∈  şi deci ∅≠B . Fie 
Bc sup= . Deoarece Bxxc ∈∀≥ ,  şi f monoton crescătoare, rezultă că 
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Bxxfcf ∈∀≥ ),()( , deci Bxxcf ∈∀≥ ,)( , deci cBcf =≥ sup)( . Atunci 
)())(( cfcff ≥ , deci Bcf ∈)( , deci ccf ≤)( , prin urmare ccf =)( . 

  4.5.11. Teoremă. Fie ],[],[: babaf → . Dacă f este continuă pe ],[ ba , 
atunci există ],[ bac∈  astfel încât ccf =)( . 
 Demonstraţie. Considerăm funcţia R→],[: bag , xxfxg −= )()( . 
Funcţia g este continuă pe ],[ ba ; 0)( ≥ag , 0)( ≤bg . Întrucât g are proprietatea 
lui Darboux, rezultă că ],[ bac∈∃  astfel încât 0)( =cg , deci ccf =)( . 
  4.5.12. Consecinţă. Dacă ],[],[: babaf →  este continuă şi monoton 
descrescătoare, atunci f are un singur punct fix. 
 Demonstraţie. Existenţa este asigurată de teoremele 4.5.10 şi 4.5.11. 
Unicitatea rezultă din continuitatea şi monotonia strictă a funcţiei )(xfx − . 
  4.5.13. Definiţie. Fie A⊆R o mulţime şi AAf →:  o funcţie. Spunem 
că f este contracţie dacă există )1,0(∈K  astfel încât 

AyxyxKyfxf ∈∀−≤− ,|,||)()(| . 
 4.5.14. Teoremă. Fie A⊆R o mulţime mărginită şi închisă şi AAf →:  

o contracţie. Atunci 
 a) există un unic Ax ∈*  astfel încât ** )( xxf =  
 b) orice şir recurent Axnxfx nn ∈≥=+ 01 ,0),(  converge la *x . 
 Demonstraţie. Se demonstrează prin inducţie: 

|||| 011 xxKxx n
nn −≤−+ . 

 Avem 

||
1

||
1

1||)...1(

||...||||||

01

01

1

01

1211

xx
K

K

xx
K

KKxxKKK

xxxxxxxx

n

p
npn

nnpnpnpnpnnpn

−
−

≤

≤−
−

−
⋅=−+++≤

≤−++−+−≤−
+

+−+−+−+++

 

de unde ţinând seama că 0lim =
∞→

n

n
K  obţinem că şirul 0)( ≥nnx  este fundamental 

şi, deci, din criteriul lui Cauchy rezultă că şirul 0)( ≥nnx  este convergent. Fie 
Axxnn

∈=
∞→

*lim  pentru că A este închisă. Trecând la limită în raport cu n în 

relaţia de recurenţă )(1 nn xfx =+  şi ţinând cont că o contracţie este funcţie 
continuă, obţinem ),( ** xfx =  unde *x  este punct fix pentru funcţia f. 
 Să presupunem că ar exista Ay∈  cu proprietatea yyf =)( , atunci 

|||)()(|||0 *** yxKyfxfyx −≤−=−<  contradicţie cu faptul că K<1, deci 
yx =* . 
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  4.5.15. Teoremă. Fie IIf →:  derivabilă şi Ixxf ∈∀< ,1|)('| . 
Atunci: 
 a) ecuaţia xxf =)(  are o soluţie unică *x  
 b) şirul 0)( ≥nnx  definit prin 0),(1 ≥=+ nxfx nn  şi ],[0 bax ∈  este 
convergent la *x . 
 Demonstraţie. Considerăm yxIyx <∈ ,, . Aplicând teorema lui 
Lagrange pe intervalul ],[],[ bayx ⊆  rezultă 

|||||)('||)()(| yxKyxcfyfxf −≤−⋅=− , 
deci f este contracţie. Aplicând teorema 4.5.14, rezultă concluzia. 
  4.5.16. Concluzii. Rezultatele enunţate în acest paragraf se pot sintetiza 
în următorul tabel. 

Funcţia f Puncte fixe Convergenţa şirul 0)( ≥nnx  definit prin 
)(1 nn xfx =+  

f continuă şi 
crescătoare  
pe ],[ ba  

există 
0)( ≥nnx  monoton şi convergent 

la soluţia ecuaţiei xxf =)(  

f continuă şi 
descrescătoare 
pe ],[ ba  

există în  
mod unic )( *x  

02 )( ≥nnx , 012 )( ≥+ nnx  monoton de 
monotonii diferite (pentru condiţii de 
convergenţă vezi [3]) 

f contracţie 
pe ],[ ba  

există în  
mod unic )( *x  

0)( ≥nnx  convergent la *x  

f derivabilă  
pe I şi 

1|)('| <xf  

există în  
mod unic )( *x  

0)( ≥nnx  convergent la *x  
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Probleme rezolvate 
 
 1) Să se studieze convergenţa şirurilor: 
 a) )2,0(,82 0

4 2
1 ∈+=+ xxx nn  

 b) ]1,0[,1 0
2

1 ∈−=+ xxx nn . 

 Soluţie. a) Fie ]2,0[]2,0[: →f , 4 2 82)( += xxf , avem f continuă, 

strict crescătoare şi 0
4 2

01 82 xxx >+= , deci conform Teoremei 4.5.5 şirul )( nx  
este strict crescător şi mărginit deci convergent către soluţia ecuaţiei xxf =)( , 
adică 2lim =

∞→ nn
x . 

 b) Fie ]1,0[]1,0[: →f , 21)( xxf −= , avem f continuă, strict 
descrescătoare deci şirurile N∈nnx )( 2  şi N∈+ nnx )( 12 sunt monotone de monotonii 
diferite. Fie xxffxg == ))(()( o , deci subşirurile )( 2nx  şi )( 12 +nx  sunt 
constante. În concluzie şirul )( nx  este convergent dacă şi numai dacă 10 xx = , 

adică pentru 
2
2

0 =x . 

 2) Să se arate că şirul 







+−= −+ 11 )1(1

p
n

nn x
axp

p
x , 0≥n , 00 >x , 0≥a , 

N∈p , 2≥p  este convergent şi p
nn

ax =
∞→

lim . 

(D. M. Bătineţu, I. M. Stancu-Minasian, GMA 12/1973) 
 Soluţie. Metoda I. Considerăm R→∞),0(:f , 





 +−= −1)1(1)( px

axp
p

xf . 

f continuă şi derivabilă pe ),0( ∞  şi 







 −

−
= px

a
p
pxf 11)(' . 

 Tabelul de variaţiei al funcţiei f este: 
      x 0  p a   ∞ 

)(' xf    - - - - - - - - - - 0 + + + + + + + + 
 )(xf  ∞                    p a                    ∞ 
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 Deci ),0(,)( ∞∈∀≥ xaxf p . Întrucât 0,)(1 ≥∀≥=+ naxfx p
nn , 

rezultă că 1, ≥∀≥ nax p
n . 

Considerând ),/[ +∞= p afg , avem 1),(1 ≥∀=+ nxgx nn , g derivabilă şi 
1|)('| <xg , deci aplicând teorema 4.5.15 rezultă că şirul 0)( ≥nnx  este convergent 

către unica soluţie a ecuaţiei xxg =)( , anume p a . Deci p
nn

ax =
∞→

lim . 

 Metoda II. Din modul cum a fost definit şirul, rezultă că 0>nx , 
N∈∀ n . Observăm că: 

p
p
n

p

nnn

n a
p

x
axxx

x ≥
++++

=
−

−

+

1

ori)1(de

1

...
44 844 76

 

conform inegalităţii mediilor. 
 Deci 1, ≥∀≥ nax p

n . 

 Avem 1111 ≤







+−=+

p
nn

n

x
ap

px
x , deci şirul este descrescător.  

Fiind monoton şi mărginit rezultă că este convergent. Trecând la limită 
în relaţia de recurenţă obţinem p

nn
ax =

∞→
lim . 

 3) Se consideră un şir )( nu  definit prin relaţia de recurenţă 
3/1

1 )1564(
4
1

+=+ nn uu . 

 Să se stabilească modul de comportare al acestui şir pentru ∞→n . 
(Problemă analizată de juriu a 22-a OIM SUA, 1981) 

 Soluţie. Funcţia RR →:f , 3 1564
4
1)( += xxf  este strict crescătoare 

şi )(1 nn ufu =+ . Conform teoremei 4.5.5 există trei proprietăţi: 
 i) dacă 10 uu =  atunci şirul este constant şi 0lim uunn

=
∞→

 







 ±
−∈⇔=−−⇔=

8
611,

4
1015664 00

3
010 uuuuu . 

 ii) dacă 10 uu <  atunci şirul 0)( ≥nnu  este strict crescător. 

 Aceasta are loc pentru 







+∞

+
∪







−

−
∈ ,

8
611

4
1,

8
611

0u . 

 iii) dacă 10 uu >  atunci şirul 0)( ≥nnu  este strict descrescător. 
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 Aceasta are loc pentru 






 +
−∪







 −
∞−∈

8
611,

4
1

8
611,0u . 

 Fiind monoton, şirul 0)( ≥nnu  are întotdeauna limită finită sau infinită. 
Dacă şirul 0)( ≥nnu  este convergent atunci conform teoremei 4.5.6: uunn

=
∞→

lim  şi 







 +

−
−

∈
8

611,
4
1,

8
611u . Analizând combinaţiile obţinute anterior 

concluzionăm: 

dacă 
8

611
0

−
<u  atunci −∞→nu  

dacă 







−

−
∈

4
1,

8
611

0u  atunci 
4
1

−↑nu  

dacă 






 +
−∈

8
611,

4
1

0u  atunci 
4
1

−↓nu  

dacă 







+∞

+
∈ ,

8
611

0u  atunci +∞→nu . 

 
 
Alte recurenţe. Probleme rezolvate 
 
 În acest paragraf vom aborda câteva recurenţe neliniare. Unele dintre ele 
se reduc (prin logaritmare sau substituţii convenabile) la recurenţe mai simple 
sau chiar liniare, iar altele se vor rezolva utilizând teorema lui Weierstrass de 
convergenţă a unui şir. 
  R4.5.18. Se consideră şirul 0)( ≥nna  cu *1

1 , N∈∀+= −
+ nana n n

nn , 2≥n  
şi 02 >a . Determinaţi na  şi limita sa. 

(V. Băndilă, Ol. locală Bucureşti) 
 Soluţie. Evident avem 2,0 ≥∀> nan , relaţie demonstrabilă prin 
inducţie. Relaţia devine: 1

1
−

+ += n
n

n
n ana  şi vom folosi substituţia 

2,1 ≥∀= − nab n
nn . 
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 Avem 2,1 ≥∀+=+ nnbb nn . Dând valori lui n şi însumând obţinem: 

1
2

)1(
2 −

−
+=

nnbbn , de unde 2,
2

)1(11
2 ≥∀

−
+−= − nnnaa n

n . Trecând la 

limită obţinem 1lim =
∞→ nn
a . 

  R4.5.19. Se dă şirul 0)( ≥nnx  cu 0,0 ≥∀> nxn  care satisface relaţia: 
*6

1
3

1 , N∈∀+= −+ nxxx nnn  şi 110 == xx . Arătaţi că şirul este convergent şi 
calculaţi-i limita. 
 Soluţie. Notăm 1, 10

6 === yyxy nn . Relaţia de recurenţă devine: 

1,1
33

1 ≥∀+= −+ nyyy nnn . Se arată prin inducţie că şirul )( ny  este crescător şi 
mărginit superior de 2. Deci 0)( ≥nny  este convergent, fie nn

y
∞→

= liml . Obţinem 

0)1( 2 =−− lll , de unde 
2

15 +
=l  şi 

3

2
15lim 






 +
=

∞→ nn
x . 

  R4.5.20. Studiaţi convergenţa şirului 0)( ≥nnx  dat de: 

1,2
11 ≥∀=−+ nxxx nnn  cu 0,0 ≥∀≥ nxn . 

 Soluţie. Dacă 00 =x  atunci N∈∀= nxn ,0  şi şirul fiind constant este 
convergent spre 0. 
 Dacă 00 >x  şi 01 =x  atunci 02 =x  şi prin inducţie obţinem 

N∈∀= nxn ,0 , 2≥n , deci şirul este convergent spre 0. 
 Dacă 00 >x  şi 01 >x , atunci se demonstrează prin inducţie că 

N∈∀> nxn ,0 . Logaritmând relaţia de recurenţă şi notând N∈= nxy nn ,ln  

obţinem: nnn yyy 211 =+ −+ , deci o relaţie de recurenţă liniară şi omogenă de 
ordinul 2. Ecuaţia caracteristică este: 

4
sin

4
cos,012 2,1

2 π
±

π
==+− irrr . 

 Deci N∈∀
π

+
π

= nncncyn ,
4

sin
4

cos 21 . Şirul este aşadar periodic de 

perioadă 8 (adică N∈∀=+ nyy nn ,8 ) şi el este convergent dacă şi numai dacă 
021 == cc , adică 010 == yy  deci 110 == xx , în acest caz limita şirului fiind 1. 
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  R4.5.21. Se dă 1)( ≥nnx , 01 >x  şi 11
2
1 <+ xx  cu 2

2

1 n
xxx n

nn +=+ . Arătaţi 

că şirurile 2)( ≥nny , cu 
1

11
−

−=
nx

y
n

n  şi 1)( ≥nnx  sunt convergente. 

 Soluţie. Avem 02

2

1 ≥=−+ n
xxx n

nn , deci şirul 0)( ≥nnx  este crescător. Se 

arată prin inducţie că 2,1 ≥∀−< nnxn . Avem că 

011
1

1

11
21 >








−>








−

−
=−

++
+

n

n

n

n
nn x

x
nx

x
n
n

n
yy , 

de unde 2)( ≥nny  este de asemenea crescător. 
Presupunem că există *

0 N∈n  astfel încât ⇒≥∀>⇒> 0,11
0

nnxx nn  

0,1
1
2

1
11

1
11 nn

n
n

nnx
y

n
n ≥∀<

−
−

=
−

−<
−

−=⇒ , deci şirul 2)( ≥nny  este 

convergent cu limita y şi 10 2 ≤≤< yy . 

 Întrucât 

1
1

1

−
+

=

n
y

x
n

n  şi )( ny  este convergent, urmează că *)( N∈nnx  

este convergent cu limita 
y

x 1
= . 

 Dacă nu există *
0 N∈n  astfel încât ⇒∈∀≤⇒> Nnxx nn ,11

0
)( nx  este 

convergent la x şi 
2

1
110

≥








⇒≤≤<

nnx
xx  este convergent la 

x
1 , deci 2)( ≥nny  

este convergent la 
x

y 1
= . 
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 5.  Câteva clase de şiruri 
 

 5. 1. Şiruri definite implicit 
 

Se consideră un şir de funcţii reale 1( )n nf ≥  cu proprietatea că fiecare dintre 
ecuaţiile ( ) 0nf x =  admite câte o singură soluţie situată într-o mulţime  M  
fixată, soluţie pe care o notăm  xn. Spunem că şirul 1( )n nx ≥  este definit implicit. 

În cazuri concrete se pune problema demonstrării existenţei şi unicităţii 
soluţiei  xn (mai rar a calculului ei) şi apoi a stabilirii unor proprietăţi ale şirului 

1( )n nx ≥ . 
Există posibilitatea şi ca funcţiile  fn  să nu fie definite pe mulţimi de 

numere reale (spre exemplu să fie definită pe submulţimi din 2� ), în general 
neexistând metode care să conducă la o abordare unitară a acestor probleme. 
 

Exemple: 
 

1)  Demonstraţi că pentru fiecare număr natural  n, ecuaţia sin x x n= +  
admite soluţie unică (pe care o notăm  xn). Stabiliţi natura şirurilor 0( )n nx ≥  şi 

1

n

n

x
n ≥

 
 
 

. 

Soluţie:  Funcţia :nf →� � , ( ) sinnf x x x n= − − ,  este injectivă fiind 
strict descrescătoare şi este continuă. În plus  lim ( )nx

f x
→−∞

= +∞  şi  

lim ( )nx
f x

→∞
= −∞ . 

Deducem că ecuaţia ( ) 0nf x =  admite o unică soluţie reală, pe care o notăm  xn. 

Deoarece sin n nx x n= + , obţinem sinn nx x n= −  şi sin 1n nx x
n n
= − . 

Şirul 1( )n nx ≥  este divergent şi are limita −∞ , iar şirul 
1

n

n

x
n ≥

 
 
 

este 

convergent la −1. 
2)  Considerăm şirurile 1( )n nx ≥  şi 1( )n ny ≥  cu termenii numere raţionale 

astfel încât *2 (1 2 ) , ( )n
n nx y n+ = + ∀ ∈� . Calculaţi  lim nn

x
→∞

, lim nn
y

→∞
 şi  

lim n

n
n

x
y→∞

. 



 200

Soluţie:  Ştim că pentru fiecare *n∈� , există şi sunt unice numerele 
raţionale  xn  şi  yn  astfel ca 2 (1 2 )n

n nx y+ = + ,  ceea ce înseamnă că şirurile 
sunt bine definite (altfel spus funcţiile 2:nf →� � , 

( )( , ) 2 1 2
n

nf x y x y= + − −  sunt injective  şi admit rădăcină). 

Ştim de asemenea că ( )n
nn 212yx −=− . Rezultă imediat  

(1 2 ) (1 2 ) (1 2 ) (1 2 ),
2 2 2

n n n n

n nx y+ + − + − −
= = . 

Observăm că în acest caz am reuşit să stabilim rădăcina funcţiei  fn. 

lim nn
x

→∞
 = 

∞→n
lim

1 21
1 2

(1 2 )
2

n

n

 −
+  

+ + ⋅ = +∞ . 

Analog  lim nn
y

→∞
= +∞  şi apoi lim 2n

n
n

x
y→∞

= . 

3) Să se arate că ecuaţia 1 1 0n nx x x−− − − − =K  are o singură rădăcină 
reală pozitivă nx  pentru orice *n∈�  şi să se determine lim nn

x
→∞

. 

 Soluţie. Pentru 1n = , 1 1x = , iar pentru 2n ≥  ecuaţia are rădăcină pe 1 

şi atunci 
1

1 1 2 11
1 1

n n n
n n n x x xx x x x

x x

+
− − − +

− − − − = − =
− −

K . 

Considerăm funcţia 1( ) 2 1n n
nf x x x+= − +  şi avem : 

1 1( ) ( 1) 2 (( 1) 2 )n n n
nf x n x n x x n x n− −′ = + − ⋅ = + − . 

Tabelul de variaţie al funcţiei nf  pe intervalul [0, )∞  este: 
 

x 
0 1 

2
1

n
n +

 2 ∞  

nf ′  0  −  −    − −     −     −      0    +    + +     +      + +  +    + 

nf  1 0 nz  1  
 

 ( ) 0nf x′ =  pentru 2
1n

nx y
n

= =
+

. 
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 Avem: 2 0
1 n

nf z
n

  = < + 
 şi (2) 1 0f = >  deci unica rădăcină a ecuaţiei 

( ) 0nf x = , diferită de 1, pozitivă este 2 ,2
1n

nx
n

 ∈ + 
 şi atunci lim 2nx

x
→∞

= . 

 4. Să se arate că ecuaţia 3 2 1 0x x x− − − =  are o singură rădăcină reală 
notată cu  x1 şi să se determine 2 3lim( )n n

n
x x

→∞
+  unde 2 3,x x  sunt celelalte două 

rădăcini ale ecuaţiei. 
 Soluţie. Considerăm funcţia :f →� � , 3 2( ) 1f x x x x= − − − , 

2 1( ) 3 2 1 3( 1)
3

f x x x x x ′ = − − = − + 
 

. Tabelul de variaţie 

 

x −∞  
1
3

−  0 1 +∞  

f ′  +     +      +   0−       − −    −    0     +       + +      +    

f  −∞  
1
3

f  − 
 

  (1)f   

 

Avem: 1 0
3

f  − < 
 

, (1) 0f <  şi ( ) 0f ∞ >  deci există o unică rădăcină reală 

1 (1, )x ∈ ∞ . 
Celelalte două rădăcini 2 3,x x  sunt complex-conjugate 

2,3 (cos sin )x a ib t i tρ= ± = ± . 
Din relaţiile lui Viette, 1 2 3 1x x x⋅ ⋅ =  şi din 1 1x >  rezultă 2 3 1x x⋅ <  sau 

2 1ρ < , deci 1ρ < . 
Avem: 2 3 2 32cos ,0 2 0n n n n n nx x nt x xρ ρ+ = ⋅ ≤ + < → , deci 

2 3lim( ) 0n n

n
x x

→∞
+ = . 

 5. Să se arate că pentru *n∈�  ecuaţia 2x x n+ =  are o unică soluţie 
notată nx  şi să se determine 

2

lim 1
log

n

n

xn
n→∞

 
⋅ − 
 

. 

 Soluţie. Funcţia :f →� � , ( ) 2xf x x= +  este strict crescătoare, 
bijectivă cu inversa crescătoare şi atunci 1( )nx f n−= , lim nn

x
→∞

= ∞ . 
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Avem: 

 2

2 2

log (2 )lim 1 lim(2 )
log log (2 )

n
n

n

x
xn n n

n xn n
n

x x xn x
n x→∞ →∞

  − +
− = + =  + 

 

  2 2

22

log (2 ) 2 2 ( log (2 ))lim(2 ) lim
log (2 )log (2 ) 2

x x x x
x

xx xx x

x x x x xx
xx x

x
→∞ →∞

− + + − +
= + = ⋅ =

++ ⋅
 

  2 2 22 ( log (2 )) 2 (log 2 log (2 ))lim lim
x x x x x

x x

x x x
x x→∞ →∞

− + − +
= = =  

  
22

2 log 12 log 22lim lim

2

x
x

xx

x x

x

xx

xx→∞ →∞

 + +−  
 = = − =  

  2
2

log (1 ) 1 1lim log
ln 2t

t
t e→∞

+  = − = − =  
 

. 

 6. a) Să se arate că pentru orice *n∈�  ecuaţia 
( 1) ( 2)x x xn n n+ + = +  

are o singură soluţie nx . 

 b) Să se arate că şirul ( )n ny , n
n

xy
n

=  este convergent şi să se determine 

limita sa. 

 Soluţie. a) Considerăm funcţia 1: , ( )
2 2

x x

n n
n nf f x

n n
+   → = +   + +   

� �  

care este descrescătoare, ( ) , (0) 2 1n nf f−∞ = ∞ = > , ( ) 0 1nf ∞ = <  deci există 
un singur (0, )nx ∈ ∞  cu ( ) 1n nf x =  sau 

( 1) ( 2)n n nx x xn n n+ + = + . 

 b) Avem: n nx n y= ⋅  şi relaţia 1 1
2 2

n ny yn nn n
n n

   +   + =         + +      
. 

Considerând funcţiile 
2

xx
x

 
 + 

 şi 1
2

xx
x
+ 

 + 
 se arată că şirurile 

2

n

n
na

n
 =  + 

 şi 

1
2

n

n
nb
n
+ =  + 

 sunt descrescătoare. Avem: 1 1,n n n na a b b+ +< < , 

1 1,n n n ny y y y
n n n na a b b+ +< <  deci 1 11 n n n ny y y y

n n n na b a b+ += + < + , atunci 
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1 1
1 1 11 n n n ny y y y

n n n na b a b+ +
+ + += + < + . Deoarece 1 1na + <  şi 1 1nb + <  rezultă 1n ny y+ > , deci 

şirul ( )n ny  este crescător. 
 Arătăm că şirul ( )n ny  este mărginit: dacă prin absurd ar exista un subşir 
( )

kn ky  cu lim
knk

y
→∞

= +∞  am avea  

2 lim
lim 0

2

nkk
nkk

yn
yk

k
k

n e
n

→∞
−

→∞

  
  = =  +  

, 
lim1lim 0

2

nkk
nkk

yn
yk

k
k

n e
n

→∞
−

→∞

  +  = =  +  
, 

în contradicţie cu lim( ) ( ) lim1 1n nk k

k k

y y
n nk k

a b
→∞ →∞

+ = = . 

Deci şirul ( )n ny  este convergent şi trecând la limită în relaţia 1n ny y
n na b+ =  

rezultă 2 1l le e− −+ = , din care rezultă 1 5
2

le +
= , deci 1 5lim ln

2nn
y

→∞

+
= . 

  
 5. 2. Şiruri cu mulţimea termenilor finită 
 

Fie M o mulţime finită. Considerăm cunoscute următoarele rezultate 
elementare: 

 5. 2. 1. Propoziţie. Dacă  1( )n nx ≥   este un şir de elemente din  M, atunci  

1( )n nx ≥  admite cel puţin un subşir constant. 
 5. 2. 2. Propoziţie. Dacă  1( )n nx ≥   este un şir convergent de elemente 

din  M, atunci  1( )n nx ≥   este constant începând cu un anumit rang. 
  5. 2. 3. Definiţie. Un şir  1( )n nx ≥   se numeşte periodic dacă există  

*p∈�   astfel încât *, ( )n p nx x n+ = ∀ ∈� . Numărul  p se numeşte perioadă a 
şirului. 
  5. 2. 4. Propoziţie. Un şir periodic este convergent dacă şi numai dacă 
este constant.  

Ne propunem să analizăm două dintre cele mai dificile probleme date în 
ultimii ani la Olimpiada Naţională şi să sugerăm o metodă de rezolvare ale unor 
probleme asemănătoare. 
 La primul baraj de selecţie a lotului olimpic din 1996 s-a dat următoarea 
problemă: 
  P.5.2.5. Fie x, y numere reale. Să se arate că dacă mulţimea 

{ }, cos cosx yA n x n y nπ π= + ∈�  este finită, atunci x∈�  şi y∈� . 

 Soluţie. Fie cosnx n xπ=  şi cos ,n n n ny n y a x yπ= = + . Avem: 
2 2 2 2 2 2

2 2 2( ) ( ) 2( ) 2 ( ) ( ) 2n n n n n n n n n n n nx y x y x y x y x y a a+ + − = + = + + ⇔ − = + − . 
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Deoarece mulţimea { }na n∈�  este finită, rezultă că mulţimea 

{ }n n nb x y n= − ∈�  este finită. Avem: 1 1( ) , ( )
2 2n n n n n nx a b y a b= + = −  deci 

mulţimile { }nx n∈�  şi { }ny n∈�  sunt finite. 

Există p q≠  astfel ca p qx x=  şi există r s≠  astfel ca r sy y= ⇔  
cos cosp x q xπ π⇔ =  şi cos cos 2r y s y p x q xπ π π π π= ⇒ ± ∈ ⋅�  şi 

2r y s yπ π π± ∈ ⋅�  x⇒ ∈�  şi y∈� . 
 Observaţie. Reciproca afirmaţiei din problemă este evident adevărată. 
 O formulare care generalizează Problema 5.2.5. este imediată: 
  P.5.2.6. Fie *k∈�  un număr natural şi 1 2, , , kx x xK  numere reale. Să se 

arate că mulţimea { }, 1 2cos cos cosx y kA n x n x n x nπ π π= + + + ∈K �  este finită 

dacă şi numai dacă numerele 1 2, , , kx x xK  sunt raţionale. 
 Soluţie. Se observă că soluţia Problemei 5.2.5., deşi foarte elegantă, nu 
oferă idei pentru rezolvarea problemei 5.2.6.  

Fie 1 2cos cos cosn ka n x n x n xπ π π= + + +K . 

 Dacă mulţimea { }nA a n= ∈�  este finită, atunci şi mulţimea 

{ }2 3( , , , , )n n n knB a a a a n= ∈K �  este finită, deci există m n≠  astfel ca 

2 3 2 3( , , , , ) ( , , , , )n n n kn m m m kma a a a a a a a=K K . 
 Dacă notăm 1 1 1 1, , ; , ,k k k ky nx y nx z mx z mxπ π π π= = = =K K  obţinem 
relaţiile 

1 1

1 1

1 1

cos cos cos cos
cos 2 cos 2 cos 2 cos 2

:

cos cos cos cos

k k

k k

k k

y y z z
y y z z

S

ky ky kz kz

+ + = + +
 + + = + +


 + + = + +

K K

K K

KKKKKKKKKKKKKKKKKK

K K

 

 Se ştie că funcţia cos px  se exprimă ca un polinom de grad  p în raport 
cu cos x (Se obţine din relaţia (cos sin ) cos sinpx i x px i px+ = + ). Sistemul S 
este echivalent cu sistemul S’ 

1 1

2 2 2 2
1 1

1 1

:

k k

k k

k k k k
k k

b b c c

b b c c
S

b b c c

+ + = +


+ + = + +′ 

 + + = + +

K K

K K

KKKKKKKKKK

K K
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unde cos , cos , 1,i i i ib y c z i k= = = . 
 Relaţiile sistemului S’ spun că polinomul (unitar) cu rădăcinile 1, , kb bK  
coincide cu polinomul (unitar) cu rădăcinile 1, , kc cK , deci 1( , , )kc cK  este  o 
permutare a lui ( 1, , kb bK ). Există o permutare kSσ ∈  astfel ca: 

1 (1) ( ), , k kc b c bσ σ= = ⇔K  

1 (1) ( )cos cos , ,cos cosk km x n x m x n xσ σπ π π π= = ⇔K  

1 (1) ( )2 , , 2k km x n x m x n xσ σπ π π π π π⇔ ± ∈ ⋅ ± ∈ ⋅� K � . 
 S-a obţinut un sistem de ecuaţii liniare cu necunoscutele 1 2, , , kx x xK  şi 
cu coeficienţi raţionali (întregi), care are soluţie unică (deoarece m n≠ ) 
formată din numere raţionale. 
  P.5.2.7. Fie * *

1 2, , , , kk z z z∈ ∈� K �  distincte şi *
1 2, , , ku u u ∈K � , 

astfel ca mulţimea { }1 1 2 2
n n n

n k ka u z u z u z n= ⋅ + ⋅ + + ⋅ ∈K �  să fie finită. Să se 

arate că există *p∈�  astfel ca n n pa a += , oricare ar fi n∈� . 

 Soluţii. Soluţia 1. Dacă mulţimea { }na n∈�  este finită, atunci şi 

mulţimea { }1( , , , )n n n ka a a n+ + ∈K �  este finită, deci există m n≠  astfel ca: 

1 1 1 1( , , , ) ( , , , )n n n k m m m ka a a a a a+ + − + + −=K K . 
Notând m n p− =  obţinem relaţiile 

1 1 1 2 2 2
1 1 1

1 1 1 2 2 2

1 1 1
1 1 1 2 2 2

( 1) ( 1) ( 1) 0

( 1) ( 1) ( 1) 0

( 1) ( 1) ( 1) 0

n p n p n p
k k k

n p n p n p
k k k

n k p n k p n k p
k k k

u z z u z z u z z

u z z u z z u z z

u z z u z z u z z

+ + +

+ − + − + −

 ⋅ − + ⋅ − + + ⋅ − =


⋅ − + ⋅ − + + ⋅ − =


 ⋅ − + ⋅ − + + ⋅ − =

K

K

KKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKK

K

 

 Privind relaţiile ca sistem de ecuaţii liniare cu necunoscutele 
1 1 2 21, 1, , 1p p p

k kx z x z x z= − = − = −K , determinantul sistemului este: 

1 1 2 2
1 1 1

1 1 2 2

1 1

1 1 1
1 1 2 2

( ) ( ) 0

n n n
k k

n n n k
nk k

i i i j
i j i k

n k n k n k
k k

u z u z u z
u z u z u z

u z z z

u z u z u z

+ + +

= ≤ < ≤

+ − + − + −

⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅

= ∏ ⋅ ⋅ ∏ − ≠

⋅ ⋅ ⋅

K

K

K K K K

K

, 

deci sistemul admite doar soluţia banală şi atunci 1 2 1p p p
kz z z= = = =K , deci 

n n p
i iz z += , n∈�  şi ,n n pa a n+= ∈� . 

 Problema are o soluţie mai elegantă, care foloseşte doar cunoştinţe de 
clasa a X-a. 
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 Soluţia a doua. Se bazează pe următoarea observaţie: 
 Dacă mulţimea { }nA a n= ∈�  este finită, atunci pentru orice număr 

b∈� , mulţimea { }1n nB a b a n+= − ⋅ ∈�  este finită. 

 Luând kb z=  avem: 
1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1
n n n n n n

n k n k k k k k k k k k ka z a u z u z u z u z z u z z u z+ + + +
+ − − − −− = + + + − ⋅ − − ⋅ − ⋅ =K K

 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( )n n n n

k k k k k k ku z z z u z z z v z v z− − − − −= − ⋅ + + − ⋅ = ⋅ + + ⋅K K . 
Ne-am redus de la o mulţime Ak la o mulţime 1kB + , verificând aceleaşi ipoteze, 
deci prin inducţie după k, demonstraţia este imediată. 
 O generalizare a acestei probleme, pentru ideea din prima soluţie nu 
conduce la rezolvare, este 
  P.5.2.8. Fie , , [ ]P Q R X∈�  polinoame nenule şi *, ,a b c∈�  numere 
complexe, nenule şi distincte. Să se arate că dacă mulţimea: 

{ }( ) ( ) ( )n n n
nZ z P n a Q n b R n c n= = ⋅ + ⋅ + ⋅ ∈�  

este finită, atunci există *p∈�  astfel ca ,n p nz z n+ = ∈� . 

 Soluţie. Z finită ⇒ { }1 1n nZ z a z n+= − ⋅ ∈�  finită. 

 1 [ ( ( 1) ( ))] [ ( 1) ( )]n n
n nz a z a P n P n a b Q n a Q n b+ − ⋅ = + − ⋅ + ⋅ + − ⋅ ⋅ +  

 1 1 1[ ( 1) ( )] ( ) ( ) ( )n n n nc R n a R n c P n a Q n b R n c+ ⋅ + − ⋅ ⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ , 
unde , , [ ]P Q R X∈�  şi 1 1 1grad grad , grad grad , grad gradP P Q Q R R< = =  
(avem aceeaşi ipoteză dar gradul lui P a scăzut). 
 Dacă 1 0P ≠ , considerăm mulţimea { }2 1n nZ u au n+= − ∈� , unde 

1 1 1( ) ( ) ( )n n n
nu P n a Q n b R n c= ⋅ + ⋅ + ⋅ , care este finită, şi rezultă 

{ }2 2 2 2( ) ( ) ( )n n n
nZ v P n a Q n b R n c n= = ⋅ + ⋅ + ⋅ ∈�   

şi 2 1grad gradP P< , 2 1grad grad gradQQ Q= = , 2 1grad grad gradR R R= = . 
 După cel mult k paşi de acest fel ( grad 1)k P= +  obţinem 0kP =  şi 

mulţimea { }( ) ( )n n
nZ z Q n b R n c n′ ′ ′ ′= = ⋅ + ⋅ ∈�  finită. 

 Considerăm mulţimea  
{ } { }1 1 ( ) ( )n n

n nZ z b z n Q n b R n c n+′ ′ ′ ′ ′= − ⋅ ∈ = ⋅ + ⋅ ∈� � , 

finită cu 1grad grad nQ Q′ ′=  şi 1grad gradR R′ ′= . 
 La fel ca mai sus, scăpăm de b şi obţinem mulţimea finită 

{ }( ) n
nZ z R n c n′′ ′′ ′′= = ⋅ ∈� , 
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unde grad gradR R′′ = . 
 În mod analog, scădem gradul lui R′′  până la un polinom constant, deci 
ajungem la mulţimea finită { }nc nα ⋅ ∈� . 

 Există *
1p ∈�  astfel ca 1 1pc = . Analog obţinem 32 1, 1ppb c= = , deci 

1p p pa b c= = = , unde 1 2 3p p p p= ⋅ ⋅ . 

Mulţimea { }k pU z k+= ∈�  este finită { }( ) ( ) ( )P k p Q k p R k p k⇔ ⋅ + ⋅ + ⋅ ∈�  
este finită. 
 Rezultă că polinomul 0( ) ( ) ( ) ( )f x P x Q x R x a= + + =  este constant. 

 Mulţimea { }1k pV z k⋅ += ∈�  este finită, deci polinomul 
( ) ( )g x a P x= ⋅ +  

1( ) ( )b Q x c R x a+ ⋅ + ⋅ =  este constant şi din mulţimea finită { }2k pW z k⋅ += ∈�  

obţinem polinomul constant 2 2 2
2( ) ( ) ( ) ( )h x a P x b Q x c R x a= ⋅ + ⋅ + ⋅ = . 

 Din relaţiile 0 1 2, ,f a g a h a= = =  rezultă că polinoamele P, Q, R sunt 
constante. Se obţine ,n p na a n+ = ∈� . 
 O generalizare a problemei P.5.2.8, a cărei soluţie este asemănătoare 
este: 
  P.5.2.9. Fie * *

1 2, , , , kk z z z∈ ∈� K �  distincte şi 1 2, , , [ ]kf f f X∈K �  
polinoame nenule. Să se arate că dacă mulţimea 

{ }1 1 2 2( ) ( ) ( )n n n
k kf n z f n z f n z n⋅ + ⋅ + + ⋅ ∈K �  

este finită, atunci polinoamele sunt constante şi există *p∈�  astfel ca 

1 2 1p p p
kz z z= = = =K . 

 Soluţie. Se face inducţie după  k, urmărind soluţia problemei P.5.2.8. 
 
 5.3. Evaluarea unor serii prin şiruri 

 
Unele probleme cu caracter teoretic conţin idei ce permit deducerea 

multor tipuri de probleme: În general, o astfel de problemă este exploatată 
superficial, surprinzându-se răzleţ câte un singur aspect. Ne propunem să dăm 
un model de analiză a implicaţiilor pe care le poate avea un rezultat cu aspect 
teoretic. 

Vom porni de la o problemă conţinută în culegerile de analiză matematică 

şi anume convergenţa şirului 1 11 ln , 1
2nc n n

n
= + + + − ≥K  la constanta c a lui 
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Euler. Ea se încadrează într-un context general în care se foloseşte aceeaşi 
tehnică de demonstraţie. 

Să considerăm o funcţie derivabilă : ( , )f a ∞ → � ,  unde  a < 1  şi să 
definim şirul 1( )n na ≥  cu termenul general (1) (2) ( ) ( )na f f f n f n′ ′ ′= + + + −K . 
Ne punem problema convergenţei acestui şir. 
  5.3.1. Propoziţie. Dacă funcţia : ( , )f a ∞ → � ,  unde  a < 1 este 
derivabilă, cu derivata monotonă şi mărginită pe intervalul  [1, ∞)  atunci şirul 

1( )n na ≥  cu termenul general (1) (2) ( ) ( )na f f f n f n′ ′ ′= + + + −K  este 
convergent. 
 Demonstraţie. Avem: 

1 ( 1) ( ( 1) ( )) ( 1) ( )n n na a f n f n f n f n f c+ ′ ′ ′− = + − + − = + − , 
unde ( , 1)nc n n∈ +  din teorema lui Lagrange aplicată funcţiei f pe intervalul 
[ , 1]n n + . 

Dacă f ′  este crescătoare, atunci ( 1) ( )nf n f c′ ′+ ≥  deci şirul 1( )n na ≥  
este crescător, iar dacă f ′  este descrescătoare, atunci ( 1) ( )nf n f c′ ′+ ≤  de unde 
rezultă că şirul 1( )n na ≥  este descrescător. 

În primul caz avem: 
( ) ( 1) ( ) ( 1)
( 1) ( ) ( 1) ( )

(1) (2) (1) (2)

f n f n f n f n
f n f n f n f n

f f f f

′ ′ ′≤ + − ≤ +
′ ′− ≤ − − ≤

′ ′≤ − ≤
KKKKKKKKKKKKKK

 

Adunând aceste inegalităţi obţinem: 
(1) (1) ( 1) ( ) ( ) (1) (1)n nf f a f n f n f c f M f′ ′ ′− < < + − = − ≤ −  

unde M ′  este un majorant pentru mulţimea  { }( ) [1, )f x x′ ∈ ∞ . 

În concluzie şirul 1( )n na ≥  este monoton şi mărginit, deci convergent.  
Celălalt caz se demonstrează la fel. 
  5. 3. 2. Observaţie. Dacă  există  limita lim ( ) 1

x
f x

→∞
′ ′=  şi notăm cu 

1 lim nn
a

→∞
= , atunci 1 [ (1) (1),1 (1)]f f f′ ′∈ − − . 

  5. 3. 3. Observaţie. Dacă funcţia f  verifică ipotezele propoziţiei 5.3.1. 

şi dacă lim ( )
n

f n
→∞

= ∞ ,  atunci (1) (2) ( )lim 1
( )n

f f f n
f n→∞

′ ′ ′+ + +
=

K . 

 5. 3. 4. Observaţie. Dacă pentru şirul din  propoziţia 5.3.1.  notăm 
lim nn

a a
→∞

= ,  atunci pentru un şir 1( )n nx ≥  cu lim nn
x

→∞
= +∞  se poate pune problema 
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determinării limitei lim ( (1) (2) ( ) ( ) )nn
x f f f n f n a

→∞
′ ′ ′⋅ + + + − −K  (dacă există),  

care este o limită de tipul  ∞⋅0  şi care în general se abordează cu criteriul lui 

Stolz în cazul 
0
0 . 

 5. 3. 5. Observaţie. Folosind secvenţe de forma 
( )

( )

( )
q n

k p n

f k
=

′∑  se obţin 

şiruri interesante a căror limită se determină folosindu-ne tot de  propoziţia 
5.3.1.  

Notând 
1

( )
n

n
k

S f k
=

′=∑ , avem: 

( )

( ) ( )
( )

( ) ( ( ))
q n

q n p n
k p n

f k S S f p n
=

′ ′= − + =∑  

( ) ( )( ( ( ))) ( ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))q n p nS f q n S f p n f p n f q n f p n′= − − − − + +  
şi de aici  

( )

( )

lim ( ) lim( ( ( )) ( ( )) ( ( )))
q n

n nk p n

f k f q n f p n f p n
→∞ →∞

=

′ ′= − +∑ , 

dacă * *, :p q →� �  sunt funcţii strict crescătoare,  cu *( ) ( ) , ( )p n q n n< ∀ ∈� . 
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Probleme rezolvate 
 

  R5.4.1. Fie 1( )n na ≥  un şir de numere reale, convergent şi cu limita 
nenulă. 

a) Să se arate că există N ∈�  astfel încât pentru orice n N>  să existe 
un unic nx ∈�  cu proprietatea    
     3 4 53 4 5n n nx x x

n n na a a+ + +⋅ + ⋅ = ⋅            
(1) 

b)  Să se arate că şirul ( )n n Nx >  este convergent şi să se calculeze limita 
sa. 
 

Soluţie. Fie *1 lim , 1nn
a

→∞
= ∈� . Deoarece în relaţia (1) putem schimba  

an cu na− , putem considera  l > 0.  

a) Există N ∈�  astfel încât 3 51, 1 , ( )
4 4na n N ∈ ∀ >  

. Relaţia  (1) se 

poate scrie  

3 4

5 5

3 4 1
5 5

n nx x
n n

n n

a a
a a

+ +

+ +

   ⋅ + ⋅ =   
   

            

(2) 

Funcţia 3 4

5 5

3 4: , ( )
5 5

x x
n n

n n
n n

a af f x
a a

+ +

+ +

   → = ⋅ + ⋅   
   

� �  este strict descrescătoare 

fiind sumă de funcţii strict descrescătoare. Evident  fn este continuă. 

  3 4

5

32 1 64(0) 15 51
4

n n
n

n

a af
a

+ +

+

⋅+
= ≥ = >  

  lim ( ) 0 1nn
f x

→∞
= < . 

Există aşadar un unic nx ∈�  (mai mult 0nx > )  pentru care ( ) 1n nf x = . 

b) Notând 3

5

n
n

n

ab
a

+

+

=  şi 4

5

n
n

n

ac
a

+

+

= , şirurile 1( )n nb ≥  şi 1( )n nc ≥  sunt 

convergente la 1. Obţinem   3 4 1
5 5

n nx x

n nb c   ⋅ + ⋅ =   
   

 şi de aici   
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3 4 3 4( 1) ( 1) 1
5 5 5 5

n n n nx x x x

n nb c       − ⋅ + − ⋅ + + =       
       

. 

Cum 3 4lim( 1) lim( 1) 0
5 5

n nx x

n nn n
b c

→∞ →∞

   − ⋅ = − 〉 =   
   

, rezultă  

3 4lim 1
5 5

n nx x

n→∞

    + =         
            

(3) 
Vom demonstra că şirul 1( )n nx ≥  este convergent. 
Deoarece relaţia  (3)  este adevărată şi pentru orice subşir al şirului 1( )n nx ≥ , 
rezultă că  1( )n nx ≥  nu poate să aibă subşiruri nemărginite şi deci 1( )n nx ≥  este 

mărginit. În plus, deoarece funcţia 3 4: , ( )
5 5

x x

f f x    → = +   
   

� �  este 

injectivă, şirul 1( )n nx ≥  nu poate să admită două subşiruri convergente la numere 
reale distincte. Rezultă că   1( )n nx ≥   este convergent. Din relaţia (3) deducem că  

1( )n nx ≥  este convergent la  2. 
 R5.4.2.   a)  Demonstraţi că pentru fiecare , 2n n∈ ≥� , ecuaţia  

                                                1 2
1

n x n x n x

n x

n e
n e

⋅ ⋅ ⋅

⋅

+ + +
=

−
K             

(*) 
are o unică rădăcină reală (notată  xn). 

b)  Demonstraţi că şirul 2( )n nx ≥  este convergent şi calculaţi 
lim ( 1)nn

n x
→∞

⋅ − . 

Soluţie.  a) 1 2 ( 1) 1(*)
1

nx nx nx

nx

n
n e

+ + + −
⇔ = ⇔

−
K  

1 2 1 1
1

x x xn n nn
n n n e

     −     ⇔ + + + =           −               
K .  

Considerăm 1 2 1: , ( )
x x xn n n

n n
nf f x

n n n
     −     → = + + +          
               

� � K , fn este o 

funcţie continuă strict descrescătoare (sumă de exponenţiale de bază subunitară) 
1 1(0) 1 1 , lim ( ) 0

1 1n nx
f n f x

e e→∞
= − ≥ > = <

− −
. 

Rezultă că ecuaţia  (*)  are o unică soluţie reală strict pozitivă. 
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Este cunoscută inegalitatea ln(1 ) , ( ) (0,1)x x x− < − ∀ ∈ .  

Rezultă *ln 1 , ,k k k k n
n n

 − < − ∈ < 
 

�  şi de aici *11 , ,
n

k

k k k n
n e

 − < ∈ < 
 

� . 

1 2 1 1 2 1(1) 1 1 1
n n n n n n

n
n n nf

n n n n n n
− − −           = + + + = − + − + + − <           

           
K K  

1

1 2 1

111 1 1 1 1 1 1
1 1 11 1

n

n n
e

e e e e e e
e e

−

− −

−
< + + + = ⋅ < ⋅ =

−− −
K . 

Rezultă că ecuaţia  (*)  are o unică soluţie reală (0,1)nx ∈ , şirul 2( )n nx ≥  fiind 
aşadar mărginit. 

b)  Fie 
1( 1):[1, ] , ( )

n

n

xn x
x

ϕ ϕ
++

→ =� . ϕ este derivabilă şi  

1

2

( 1) ( )( ) 0
n n

n

x x x nx
x

ϕ
− ⋅ + ⋅ −′ = ≤ . 

 Rezultă că  ϕ  este strict descrescătoare şi deci pentru orice * ,k k n∈ <� ,  are 

loc 
1 1( 1) ( 1)n n

n n

k n
k n

+ ++ +
> .  

Deducem inegalitatea 

   
1

*1 , ( ) ,
1

n nk k k k n
n n

++   > ∀ ∈ <   +   
� . 

1 1 1 1

1
1 2 3( )

1 1 1 1

x x x xn n n n

n
nf x

n n n n

+ + + +

+

              = + + + +              + + + +                     
K . 

Pentru 0x > , aplicând inegalitatea (1) termenilor funcţiei fn+1, începând 
cu al doilea termen, obţinem:  

 
1

1
1 1 2 1( ) ( )

1

x x x xn n n n

n n
nf x f x

n n n n

+

+

       −       = + + + + >              +                     
K     

(2) 

Deoarece 1 1
1( ) ( )

1n n n nf x f x
e+ + = =
−

, din  (2)  deducem că pentru fiecare 2n ≥  

are loc 1( ) ( )n n n nf x f x +>  şi cum  fn este strict descrescătoare, rezultă 1n nx x +< . 
Şirul  1( )n nx ≥ fiind strict crescător şi mărginit, este convergent la un număr real  l 
∈ (0, 1].  
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  R5.4.3. Să se determine limita şirului ( )n na , 
1 11 ln
2na n n a

n
 = + + + − − 
 

K , 

unde 1 1lim1 ln
2n

a n
n→∞

= + + + −K . 

 Soluţie. Notăm cu 1 11 ln
2nx n a

n
= + + + − −K  şi cu 1

ny
n

= . Conform 

criteriului lui Stolz avem 

 1

1

1 ln( 1) ln
1lim lim lim 1 1

1

n n n

n n n
n n n

n nx x x n
y y y

n n

+

→∞ →∞ →∞
+

− + +− += = =
− −

+

 

  
2

2 2

1 1 11 ln( 1) ln 1( 1) 11lim lim1 1 1 1 2
1 ( 1)

x x

x x x x xx

x x x x
→∞ →∞

− − +− + + + ++= = =
− − +

+ +

. 

  R5.4.4. Să se determine 
1lim

q n

n k p n k

⋅

→∞
= ⋅
∑ , 

unde p, q sunt numere naturale 1 p q≤ < . 
 Soluţie. Fie ( )n na  un şir de numere reale, 1 2n nS a a a= + + +K  şi ( )n nb  
un şir cu proprietatea că şirul ( )n n nS b−  este convergent. Dacă ( )n np  şi ( )n nq  
sunt două şiruri de numere naturale ,n np q n≤ ∈�  atunci: 

( ) ( ) ( )
n

n n n n n n n n n n

n

q

k q p p q q p p q p p
k p

a S S a S b S b b b a
=

= − + = − − − + − +∑ . 

Deci  lim lim( )
n

n n n

n

q

k q p pn nk p
a b b a

→∞ →∞
=

= − +∑ . 

Pentru 1 , , , lnk n n na p p n q q n b n
k

= = ⋅ = ⋅ =  obţinem 

1 1lim lim ln ln ln
q n

n nk p n

qq n p n
k p n p

⋅

→∞ →∞
= ⋅

 
= ⋅ − ⋅ + = ⋅ 

∑ . 

  R5.4.5. Să se arate că lim sin ln
q n

n k p n

q
k p
π π

⋅

→∞
= ⋅

=∑ . 
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 Soluţie. Fie 
sin1sin 1

q n q n

n
k p n k p n

kx
k k

k

π
π⋅ ⋅

= ⋅ = ⋅

= = ⋅∑ ∑ . Avem: 

 
sin sin1 1min max1 1

q n q n

np n k q n p n k q nk p n k p n

k kx
k k

k k

π π
⋅ ⋅

⋅ ≤ ≤ ⋅ ⋅ ≤ ≤ ⋅
= ⋅ = ⋅

≤ ≤∑ ∑ .  

Trecând la limită cu n →∞  rezultă 

lim lnnn

qx
p

π
→∞

= ⋅ . 
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 6. Proprietatea lui Darboux 

 6.1. Funcţii cu proprietatea lui Darboux.  Generalităţi 

 6.1.1. Definiţie 
Fie RI ⊆  un interval şi RIf →:  o funcţie.  Spunem că f are Proprietatea lui 
Darboux (prescurtat P.D.) dacă 
∀ Iba ∈, , ba <  şi oricare ar fi γ cuprins între )(af  şi )(bf  există ),( bac∈  
astfel încât γ=)(cf . 

 6.1.2. Observaţii 
a) Funcţia RIf →:  are P.D. ⇔ baIba <∈∀ ,,  şi ∀ λ ∈(0,1) ∃ ),( bac∈  
astfel încât )()()1()( bfafcf λλ +−=  
b) Funcţia RIf →:  are P.D. ⇔  ∀ Iba ∈, , ba <  şi ∀ γ cuprins între )(af  şi 

)(bf , paralela la axa Ox care trece prin punctul ),0( γ  intersectează graficul lui 
f în cel puţin un punct ))(,( xfx  cu ),( bax∈  
c) Punctul c din definiţie nu este întotdeauna unic determinat.  Pot exista o 
infinitate de puncte ),( bac∈  astfel încât γ=)(cf  
d) Fie RIf →:  o funcţie cu proprietatea: 

baIba <∈∀ ,,  şi oricare ar fi γ cuprins între )(af  şi )(bf  există Ic∈  astfel 
încât γ=)(cf . 
De aici nu rezultă numaidecât că f  are P.D., ci doar faptul că )(If  este un 
interval. 
De multe ori definiţia P.D. este destul de greu de utilizat.  De aceea vom enunţa 
următoarea propoziţie: 

 6.1.3. Propoziţie 
Fie RI ⊆  un interval şi RIf →:  o funcţie.  Funcţia f  are P.D. dacă şi numai 
dacă ∀ IJ ⊆  un interval ⇒ )(Jf  este interval 
Demonstraţie 
(⇒) 
Fie IJ ⊆  un interval.  Fixăm )(, 21 Jfyy ∈ , 21 yy <  şi 21 yy << λ .  Evident 
există Jxx ∈21,  astfel încât 11)( yxf =  şi 22 )( yxf = .  Conform definiţiei P.D. 
există 0x  între 1x  şi 2x  astfel încât )()( 0 Jfxf ∈= λ .  Deci ∀ )(, 21 Jfyy ∈  
rezultă că )(],[ 21 Jfyy ⊆ .  De aici rezultă că )(Jf  este un interval.  
 (⇐) 
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Fie baIba <∈ ,,  şi γ cuprins între )(af  şi )(bf .  Întrucât ]),([ baf  este un 
interval şi ]),([)(),( bafbfaf ∈ , rezultă că ]),([ baf∈γ , deci există ],[ bac∈  
astfel încât γ=)(cf . 

 6.1.4. Exemple 
Care dintre funcţiile următoare au P.D. ? 

a) RRf →: , 








>
=
<−

==
0,1
0,0

0,1
)sgn()(

x
x

x
xxf  

b) RRf →: , 




>−
≤

=
0,1

0,
)(

xx
xx

xf  

c) RRf →: , 




∈
∈

=
QRx

Qx
xf

\,1
,0

)(  

d) Rf →]1,0[: , 




∉

∈
=

Qxx
Qxx

xf
,

,
)( 3

 

Soluţii 
a) }1,0,1{])1,1([ −=−f  care nu este interval, deci f nu are P.D. 

b) 





∪



−=














∪












−=












− 1,

2
10,

2
1

2
1,00,

2
1

2
1,

2
1 fff  care nu este 

interval, deci f nu are P.D. 
c) }1,0{])1,0([ =f  care nu este interval, deci f nu are P.D. 

d) Fie 



=

2
1,

3
1J .  Arătăm că )(Jf  nu este interval.  Într-adevăr: 





⊆=∩

2
1,

3
1)( XQJf  





⊆=

8
1,

27
1)\( YQJf  

Deci )(Jf YX ∪=  şi =∩YX ∅, de unde rezultă că )(Jf  nu este interval.  
Deci f nu are P.D. 

 6.1.5. Observaţii 
a)Din exemplul 6.1.4 b)  se observă că există funcţii surjective care nu au P.D. 
b) S-a arătat la exemplele 6.1.4 c) şi d) că cele două funcţii de tip Dirichlet nu 
au P.D.  Se poate da un rezultat mai general (vezi P 6.4.5) 
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 6.1.6. Propoziţie 
Fie RI ⊆  un interval şi RIf →:  o funcţie injectivă cu P.D.  Atunci f este 
monotonă 
Demonstraţie 
Fie Ixxx ∈321 ,, , 321 xxx <<  fixaţi.  Atunci ]),([: 211 xxfJ =  şi ]),([ 322 xxfJ =  
sunt intervale.  Cum 212 )( JJxf ∩∈  şi f este injectivă rezultă că 

)}({ 221 xfJJ =∩ . 
Aşadar )()()( 321 xfxfxf <<  sau )()()( 123 xfxfxf << , prin urmare f este 
strict monotonă. 

 6.1.7. Corolar 
Fie RI ⊆  un interval şi RIf →:  o funcţie cu P.D.  Atunci f este strict 
monotonă ⇔ f este injectivă 

 6.1.8. Propoziţie 
Fie RI ⊆  un interval şi RIf →:  o funcţie cu P.D..  Dacă mulţimea )(If  este 
cel mult numărabilă, atunci f este constantă. 
Demonstraţie 
Deoarece f are P.D. rezultă că )(If  este un interval.  Cum )(If  este cel mult 
numărabilă şi un interval care nu se reduce la un punct este echipotent cu R, 
deci nenumărabil, rezultă că )(If  se reduce la pun punct.   
Aşadar, există Rc∈  astfel încât )(If }{c= , deci f este constantă 

 6.1.9. Corolar 
Fie RI ⊆  un interval şi RIf →:  o funcţie cu P.D. care se anulează cel puţin 
într-un punct.  Dacă mulţimea )(If  este cel mult numărabilă, atunci 0=f . 

 6.1.10. Propoziţie 
Fie RI ⊆  un interval şi RIf →:  o funcţie cu P.D. care nu se anulează în nici 
un punct.  Atunci 0>f  sau 0<f . 
Demonstraţie 
Presupunem că există Iba ∈,  cu 0)( <af  şi 0)( >bf .  Atunci γ = 
0 ( ))(),( bfaf∈ , deci există c cuprins între a şi b astfel încât 0)( =cf  
contradicţie.  Rămâne că 0>f  sau 0<f  
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 6.1.11. Corolar 
Fie RI ⊆  un interval şi RIf →:  o funcţie cu P.D.  Dacă Iba ∈, , ba <  şi 

0)()( <⋅ bfaf , atunci există ),( bac∈  astfel încât 0)( =cf . 
 

 6.2. Clase de funcţii cu proprietatea lui Darboux 

 6.2.1. Teoremă (Bolzano) 
Fie RI ⊆  un interval şi RIf →:  o funcţie continuă.  Atunci )(If  este un 
interval. 
Demonstraţie 
Fie =∈ :, 21 Jyy )(If , 21 yy <  şi 21 yy << λ , fixaţi.  Evident există Iba ∈,  cu 

1)( yaf =  şi 2)( ybf = .  Presupunem ba < .  Considerăm mulţimea 
{ }λ≤∈= )(:],[: xfbaxA  şi fie Ac sup= .  Din definiţia marginii superioare 

rezultă că există 1)( ≥nnx A⊆  cu cxn → , deci λ≤)( nxf , (∀) 1≥n .  Cum f este 
continuă, avem λ≤=

∞→
)(lim)( nn

xfcf .  Deoarece )(bf<λ , avem c < b.  

Evident λ>)(xf , (∀) ],( bcc∈ .  Fie 
1.

)( nny ),( bc⊆ , cyn → .  Atunci 
λ>)( nyf , (∀) 1≥n , deci λ≥=

∞→
)(lim)( nn

yfcf .  Din λ≤)(cf  şi λ≥)(cf , 

deducem că λ=)(cf , deci J∈λ .  Aşadar Jyy ⊆],[ 21 , (∀) Jyy ∈21, .  Deci J 
este un interval. 

 6.2.2. Corolar 
Fie RI ⊆  un interval şi RIf →:  o funcţie continuă.  Atunci f are P.D. 
Demonstraţie 
Fie IJ ⊆  un interval.  Atunci conform Teoremei 6.2.1 )(Jf  este un interval, 
deci conform Propoziţiei 6.1.3, f are P.D. 

 6.2.3. Corolar 
Fie RI ⊆  un interval şi RIf →:  o funcţie continuă.  Atunci: 
i) dacă )(If *R⊆  ⇒ 0>f  sau 0<f  
ii) dacă există Iba ∈, , ba <  astfel încât 0)()( <⋅ bfaf  ⇒ există ),( bac∈  
astfel încât 0)( =cf  
iii) f strict monotonă ⇔ f injectivă 
Demonstraţie i) şi ii) rezultă din P 6.1.10 şi C 6.1.11, iii) rezultă din C 6.1.7 
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 6.2.4. Exemple 
Funcţiile polinomiale, sin, cos, R1 , ⋅ , exp, ln au toate P.D. 
 
În continuare vom da caracterizări ale punctelor de discontinuitate pentru 
funcţii cu P.D. 

 6.2.5. Teoremă 
Fie RI ⊆  un interval, Ia inf= , Ib sup=  şi RIf →:  o funcţie cu P.D.  
Atunci }{\)( 0 aIx ∈∀  (respectiv }{\ bI ), Ixn ∈∃)( , 0nx x�  (respectiv 

0nx x� ) astfel încât )()( 0xfxf n →  
Demonstraţie  
Fie }{\0 aIx ∈  fixat şi nr     0 cu proprietatea că 0 0: ( , )n nI x r x I= − ⊆ , 1)( ≥∀ n .  
Deoarece f are P.D. rezultă (P 6.1.3) că )( nIf  şi }){( 0xIf n ∪  sunt intervale, 
evident care diferă între ele cel mult prin punctul )(: 00 xfy = .  Atunci 1≥∀n , 
avem că )(0 nIfy ∈  sau 0y  este un capăt al lui )( nIf , deci )()( nn Ify ∈∃  cu 

n
yyn

1
0 <−  şi fie nn Ix ∈  cu nn yxf =)( .  Cum avem nn xrx <−0  şi 

n
xfxf n

1)()( 0 <−  deducem că 0xxn →  şi )()( 0xfxf n → .  Extragem mai 

departe un subşir strict crescător al şirului 1)( ≥nnx  şi evident acesta are 
proprietatea din enunţ. 

În continuare vom nota cu }:)(/{int 00

0
IVxVVIxII ⊆∈∃∈==  interiorul lui I 

 6.2.6. Corolar 

Fie RI ⊆  un interval şi RIf →:  o funcţie cu P.D.  Atunci 
0

0)( Ix ∈∀  
}{\,)( 0xIyx nn ∈∃ , 0nx x�  şi  0ny x�  astfel încât: 

=
∞→

)(lim nn
xf =

∞→
)(lim nn

yf )( 0xf  

 6.2.7. Corolar 
Fie RI ⊆  un interval, Ia inf= , Ib sup=  şi RIf →:  o funcţie cu P.D.  Dacă 

}{\0 aIx ∈  (respectiv }){\ bI  şi )( 0
−xf  (respectiv )( 0

+xf ) există, atunci 
=)( 0xf )( 0

−xf  (respectiv =)( 0xf )( 0
+xf ) deci f nu are discontinuităţi de speţa I 
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Demonstraţie 
Din P 6.2.5 rezultă că }{\)( 0xIxn ∈∃ , 0nx x�  cu )()( 0xfxf n → .  Deoarece 

)( 0
−xf  există, avem →)( nxf )( 0

−xf  şi cum limita unui şir din R este unică, 
deducem că =)( 0xf )( 0

−xf . 

 6.2.8. Corolar 
Fie RI ⊆  un interval şi RIf →:  o funcţie monotonă, cu P.D.  Atunci f este 
continuă pe I. 
Demonstraţie 
Din Corolarul 6.2.7 rezultă că f nu are discontinuităţi de speţa I, iar întrucât o 
funcţie monotonă nu are discontinuităţi de speţa a doua ([1] pag. 169, T 5.5.18, 
Cor 2), rezultă că F este continuă pe I. 
 
Pentru Teorema 6.2.5 se poate formula o reciprocă: 

 6.2.9. Teoremă 

Fie RI ⊆  un interval, 
0

0 Ix ∈  şi RIf →:  o funcţie continuă pe }{\ 0xI .  Dacă 
i) (∃) Ixn ∈ , 0nx x�  astfel încât )()( 0xfxf n →  
ii) (∃) Iyn ∈ , 0ny x�  astfel încât )()( 0xfyf n →  
atunci f are P.D. 
Demonstraţie: 
Fie ε > 0 astfel încât 0 0[ , ]J x x Iε ε= + ⊆  

{ } ( )],()()( 000 εε +∪= xxfxfJf  
Din (ii) rezultă că NN ∈∃ ε)(  astfel încât ],( 00 ε+∈ xxyn , εNn ≥∀)(  şi deci 

( )],()( 00 ε+∈ xxfyf n , εNn ≥∀)(  
Întrucât f este continuă pe ],( 00 ε+xx  avem că ( )0 0( , ]f x x Iεε+ =  este un 
interval care conţine şirul convergent ( )

εNnnyf ≥)( . 

Avem aşadar )(lim nn
yf

∞→
= εIxf ∈)( 0  şi deci εε IxfJf ∪= )}({)( 0  este tot un 

interval. 
Analog se demonstrează că pentru 0)( >∀ δ , ( )Ixxf ∩− ],[ 00 δ  este un 
interval. 
Deci IJ ⊆∀)(  un interval avem: 
- dacă Jx ∉0  ⇒ )(Jf  este un interval (întrucât f este continuă pe }{\ 0xI ) 
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- dacă Jx ∈0  ⇒ ∃ 0, >δε  astfel încât ],[ 00 εδ +−= xxJ  şi 
( ) ]),([],[)( 0000 εδ +∪−= xxfxxfJf  este o reuniune de două intervale care au 

un punct comun, pe )( 0xf , deci şi reuniunea lor va fi un interval. 

 6.2.10. Corolar 

Fie RI ⊆  un interval, 
0

0 Ix ∈  şi RIf →:  o funcţie continuă pe }{\ 0xI .  
Atunci f are P.D. dacă şi numai dacă: 
 (i) Ixn ∈∃)( , 0nx x�  astfel încât )()( 0xfxf n →  
(ii) Iyn ∈∃)( , 0ny x�  astfel încât )()( 0xfyf n →  
Demonstraţie 
(⇒) se aplică T. 6.2.5 
(⇐) se aplică T. 6.2.9 

 6.2.11. Corolar 
Fie Rbaf →],[:  continuă pe ],( ba  (respectiv ),[ ba ).  Atunci f are P.D. dacă şi 
numai dacă: 

],()( baxn ∈∃ , nx a�  astfel încât )()( afxf n →  
),[)( bayn ∈∃ , nx b�  astfel încât )()( bfyf n → ) 

 6.2.12. Observaţii 
a) Teorema 6.2.9 dă o caracterizare a punctelor de discontinuitate de speţa a II-a 
pentru funcţii cu P.D. 
b) Teorema 6.2.9 se poate extinde pentru o funcţie RIf →:  discontinuă pe o 
mulţime finită de puncte cu proprietăţile (i) şi (ii) 
c) Lebesgue a demonstrat că există funcţii RRf →:  discontinue pe R şi care 
au P.D. (demonstraţia depăşeşte cadrul acestui manual) 

 6.2.13. Probleme rezolvate 

a) Funcţia RRf →: , R
x

x
xxf ∈







=

≠
= α

α
,

0,

0,1sin
)(  are P.D. ⇔ 1≤α  
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b) Funcţia RRf →: , R
x

x
xxf ∈








=

≠







= α
α

,
0,

0,1
)( , unde (t) este distanţa de la t 

la cel mai apropiat întreg are P.D. ⇔ 



∈

2
1,0α  

Soluţii 
a) f este continuă pe }0{\R .  Atunci conform Corolarului 6.2.10, f are P.D. 
dacă şi numai dacă Rxn ∈∃)( , 0nx �  astfel încât α→)( nxf  şi Ryn ∈∃)( , 

0ny �  astfel încât α→)( nyf .  Întrucât ]1,1[1sin −∈
x

, (∀) *Rx∈ , rezultă că 

dacă α >1 atunci (∀) 0nx � , ( )nf x →α  şi (∀) 0ny � , ( )nf y →α , deci f nu 
are P.D. 

Dacă 1≤α , considerăm şirurile 1 0
arcsin 2nx

nα π
=

−
�  şi α→)( nxf , 

respectiv 1 0
arcsin 2ny

nα π
=

+
�  şi α→)( nyf .  Conform T. 6.2.9, f are P.D. 

b) Funcţia RRg →: , ( )
















 ++∈−+





 +∈−

==
1,

2
1,)1(

2
1,,

)(
kkxxk

kkxkx
xxg  este continuă 

pe R, deci f este continuă pe *R . 
Atunci conform Corolarului 6.2.10 f are P.D. ⇔ (∃) Rxn ∈ , 0nx �  astfel încât 

α→)( nxf  şi (∃) Ryn ∈ , 0ny �  astfel încât α→)( nyf  

Întrucât 



∈








2
1,01

x
, ∀ *x R∈ , rezultă că dacă 10,

2
α  ∉   

 atunci (∀) 0nx � , 

( )nf x →α  şi (∀) 0ny � , ( )nf y →α . 

Dacă 10,
2

α  ∈   
, considerăm şirurile 1 0nx

nα
=

−
�  şi 

ααα →=−= )()( nxf n , respective 1 0ny
nα

=
+

�  şi 

ααα →=+= )()( nyf n .  Conform T. 6.2.9, f are P.D. 
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 6.2.14. Teoremă 
Fie RI ⊆  un interval şi RIf →:  o funcţie derivabilă.  Atunci funcţia 'f  are 
P.D. 
Demonstraţie 
Fie Iba ∈, , a b<  şi λ  cuprins între )(' af  şi )(' bf  fixaţi.  Presupunem 

)(' af < )(' bf , deci )(' af <λ < )(' bf .  Considerăm funcţia RI →:ϕ , 
xxfx λϕ −= )()( .  Evident ϕ  este derivabilă şi avem λϕ −= )(')(' xfx , Ix∈ . 

Deci 0)(')(' <−= λϕ afa  şi 0)(')(' >−= λϕ bfb .  Deoarece 
( ) ( )lim '( ) 0

x a

x a a
x a

ϕ ϕ ϕ−
= <

−�
, ( ) ( )lim '( ) 0

x b

x b b
x b

ϕ ϕ ϕ−
= >

−�
, rezultă că (∃) 

dcbadc <∈ ),,(,  cu proprietăţile: 0)()(
<

−
−

ax
ax ϕϕ , (∀) ),( cax∈  şi 

0)()(
>

−
−

bx
bx ϕϕ , (∀) ),( bdx∈ , deci )()( ax ϕϕ < , (∀) ),( cax∈  şi )()( bx ϕϕ < , 

(∀) ),( bdx∈  (1) 
Funcţia ϕ fiind continuă şi ],[ ba  un interval compact, rezultă că ϕ  îşi atinge 
minimul într-un punct ],[0 bax ∈ .  Din (1) rezultă că ax ≠0  şi bx ≠0 , deci 

),(0 bax ∈  şi deci 
0

0 Ix ∈ .  Aşadar 0x  este un punct de minim local pentru ϕ, 
deci conform teoremei lui Fermat avem 0)(' 0 =xϕ , deci λ=)(' 0xf .  Prin 
urmare 'f  are P.D. 

 6.2.15. Corolar 
Fie RI ⊆  un interval şi RIf →:  o funcţie derivabilă cu proprietatea că 

0)(' ≠xf , Ix∈∀)( .  Atunci f este strict monotonă. 
Demonstraţie 
Din Teorema 6.2.14 avem că 'f  are P.D., deci (P. 6.1.10) 0'>f  sau 0'<f  şi 
deci f este strict monotonă. 

 6.2.16. Observaţie 
Rezultatul Teoremei 6.2.14 este deosebit de util în studiul primitivabilităţii 
funcţiilor (care se va studia în clasa a XII-a) 
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 6.3. Păstrarea P.D. asupra funcţiei sumă, produs, cât, compunere a două 
funcţii cu P.D. 

 6.3.1. Observaţie 
Există funcţii RRgf →:,  care au P.D., pentru care funcţia sumă gf + , 

produs gf ⋅ , respectiv cât g
f  ( 0)( ≠xg , ∀ Rx∈ ) nu au P.D. 

Demonstraţie 
a) Sumă 

Într-adevăr, fie RRgf →:, , 






=

≠
=

0,0

0,1sin
)(

x

x
xxf , 







=

≠−
=

0,1

0,1sin
)(

x

x
xxg  

f şi g au P.D., dar RRgf →+ : , 




=
≠

=+
0,1
0,0

))((
x
x

xgf  are o discontinuitate de 

speţa I, deci nu are P.D. 
b) Produs 

Fie RRgf →:, , 






=

≠
=

0,1

0,1sin
)(

x

x
xxf , 







=

≠
=

0,1

0,1cos
)(

x

x
xxg . 

f şi g au P.D., dar RRgf →⋅ : , 






=

≠
=⋅

0,1

0,2sin
2
1

))((
x

x
xxgf  nu are PD întrucât 

gf ⋅  este continuă pe *R , 



−∈

2
1,

2
12sin

2
1

x
 şi (∀) 0nx � , 1))(( →⋅ nxgf  şi 

(∀) 0ny � , 1))(( →⋅ nygf   
c) Cât 

Fie RRgf →:, , 






=

≠
=

0,1

0,1sin
)(

x

x
xxf , 







=

≠+
=

0,2

0,21sin
)(

x

x
xxg  

f are P.D., g este continuă pe *R , şi considerând şirurile 1 0nx
nπ
−

= � , 

22)( →=nxg  şi 1 0ny
nπ

= � , 22)( →=nyg  obţinem (conform Corolarului 

6.2.10) că g are P.D.  Se observă că 0)( ≠xg , (∀) Rx∈  
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RR
g
f

→: , ( )














=

≠
+=









0,
2
1

0,
21sin

1sin

x

x

x

x

x
g
f  nu are P.D. întrucât 

g
f  este continuă pe 

*R , 



−∈

+
−=

+ 3
1,1

21sin

21
11sin

1sin

xx

x  şi (∀) 0nx � , ( ) /
2
1

→







nx

g
f





−∉

3
1,1  şi 

(∀) 0ny � , ( ) 1
/

2n
f y
g

 
→ 

 
.   

Este de asemenea cunoscut următorul rezultat pe care îl vom prezenta aici fără 
demonstraţie : 

 6.3.2. Teoremă (Sierpinski) 
Fie :f R R→  o funcţie arbitrară.  Atunci există 1 2, :f f R R→  două funcţii 
discontinue pe R şi care au P.D. astfel încât 1 2f f f= +  

 6.3.3. Teoremă 
Fie A şi B ],[ ba⊆  două mulţimi finite disjuncte şi Rbagf →],[:,  două funcţii 
cu următoarele proprietăţi : 
a) f este continuă pe Aba \],[  şi discontinuă pe A cu P.D. 
b) g este continuă pe Bba \],[  şi discontinuă pe B cu P.D. 
Atunci gf +  şi gf ⋅  au P.D. 
Demonstraţie 

gf +  şi gf ⋅  sunt continue pe )(\],[ BAba ∪ .  Fie BAx ∪∈0 , /0=∩ BA .  
Atunci BAx \0 ∈  sau ABx \0 ∈ .  Să presupunem că BAx \0 ∈  şi ),(0 bax ∈ .  
Atunci conform Corolarului 6.2.10 : 
(i) (∃) ],[ baxn ∈ , 0nx x�  astfel încât )()( 0xfxf n →  
(ii) (∃) ],[ bayn ∈ , 0ny y� astfel încât )()( 0xfyf n →  
Avem: ))(()()()()())(( 000 xgfxgxfxgxfxgf nnn +=+→+=+  întrucât 

)()( 0xfxf n →  şi g continuă în 0x , deci şi )()( 0xgxg n →  
Analog ))(())(( 0xgfygf n +→+  
Conform Corolarului 6.2.10 avem )( gf +  are P.D. 
Analog se arată că )( gf ⋅  are P.D. 
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 6.3.4. Corolar 
Fie ],[ baA⊆  o mulţime finită şi Rbagf →],[:,  două funcţii cu următoarele 
proprietăţi: 
a) f continuă pe ],[ ba  
b) g continuă pe Aba \],[  şi discontinuă pe A. 
Atunci următoarele afirmaţii sunt echivalente: 
1) g are P.D. 
2) gf +  are P.D. 
De asemenea 1) ⇒ 3) şi dacă în plus 0)( ≠xf , (∀) Ax∈  atunci 1) este 
echivalentă cu 3) 
3) gf ⋅  are P.D. 
Demonstraţie 
1) ⇒ 2) conform T 6.3.3 
2) ⇒ 1) f continuă pe ],[ ba  atunci )( f−  este continuă pe ],[ ba  şi gf +  
continuă pe Aba \],[  şi are P.D., atunci ggff =++− )()(  are P.D. (conform T 
6.3.3) 
1) ⇒ 3) conform T 6.3.3 
3) ⇒ 1) f continuă pe ],[ ba , 0)( ≠xf , ∀ Ax∈ , gf ⋅  continuă pe Aba \],[  şi 
are P.D. 
Fie Ax ∈0 .  Putem presupune că ),(0 bax ∈ .  Atunci, conform Corolarului 
6.2.10: 

],[)( baxn ∈∃ , 0nx x�  astfel încât ))(())(( 0xgfxgf n ⋅→⋅  
],[)( bayn ∈∃ , 0ny x�  astfel încât ))(())(( 0xgfygf n ⋅→⋅  

Întrucât 0)( 0 ≠xf  şi f continuă în 0x  rezultă că (∃) )( 0xVV ∈  astfel încât 
0)( ≠xf , Vx∈∀)(  şi deci (∃)N∈N astfel încât (∀) ≥n N: Vxn ∈ , de unde 
0)( ≠nxf , ≥∀n N 

Avem )(
)(

))((
)(

))(()( 0
0

0 xg
xf

xgf
xf

xgfxg
n

n
n =

⋅
→

⋅
=  

Analog se demonstrează că )()( 0xgyg n →  şi conform Corolarului 6.2.10 avem 
că g are P.D. 

 6.3.5. Propoziţie 
Fie RJI ⊆,  două intervale şi JIf →: ,  RJg →:  două funcţii care au P.D.  
Atunci fg o  are P.D. 
Demonstraţie 
Fie IJ ⊆  un interval, IIgIfgIfg ′′=== )'())(())(( o  unde 'I  şi I ′′  sunt 
intervale întrucât f, respectiv g au P.D.  Deci fg o  are P.D. 
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 6.3.6. Corolar 
Fie RI ⊆  un interval şi RIf →:  o funcţie cu P.D.  Atunci f  are P.D. 

 6.3.7. Corolar 
Fie RJI ⊆,  două intervale şi JIf →: , RJg →:  două funcţii, una continuă 
şi cealaltă având P.D.  Atunci fg o  are P.D. 
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Indicaţii şi relaţii: (6.4. – cls. XI – Analiză) 

P. 6.4.1. 
a) continuă ⇒ are P.D. 
b) continuă ⇒ are P.D. 
c) f are discontinuităţi de speţa I ⇒ f nu are P.D. 
d) vezi exemplul 6.1.4. d) şi P. 6.4.5 
e) f are P.D. ⇔ ]1,1[−∈a  

f) f are P.D., (∀) Ra∈  (f continuă pe ),0( ∞ , 1 0
arcsin 2

2

nx a n
n

π
π

=
+

� , 

axf n →)( ) 
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g) f are P.D. ⇔ pa ≤  
h) dacă p > 0, f are P.D. ⇔ a = 0 
dacă p = 0, f are P.D. ⇔ ]1,1[−∈a  
dacă p < 0, f are P.D. (∀) Ra∈  

i) hgf ⋅= , 










=−

≠
−=

0,
2ln

1

0,
21)(

x

xx

xg
x

 continuă, 






=⋅−

≠
=

0,2ln

0,1sin1
)(

xa

x
xxxh  continuă pe 

*R , are P.D. ⇒ f are P.D. 

j) hgf += , 




=
≠

=
−

0,
0,

)(
1

xe
xe

xg
x

 continuă, 







=−

≠
=

0,

0,1cos
)(

xea

x
xxh  continuă pe *R  

f are P.D. ⇔ h are P.D. ⇔  1≤− ea  ⇔ ]1,1[ +−∈ eea  

P. 6.4.2. 
A: a,c,d,f,h,i,j 
Contraexemple: 

b) RRf →: , 




>+
≤

=
0,1
0,

)(
xx
xx

xf  

e) RRf →: , 




>−−
≤

=
0,1
0,

)(
xx
xx

xf  

g) Rf →]2,0[: , 




∈−
∈

=
]2,1[,3
)1,0[,

)(
xx
xx

xf , ( ) ]2,0[]2,0[ =f  

P. 6.4.3. 
(⇒) }{]1,1[)}0({)()( * α∪−=∪= gRgRg  ⇒ 1≤α  
(⇐) Fie RI ⊆  un interval fixat.  Distingem următoarele cazuri: 

1) +⊆ RI .  Atunci 






 ∈= Ix

x
J ,1:  este un interval şi avem )()( JfIg =  şi 

întrucât )(Jf  interval ⇒ )(Ig  interval 

2) +⊆∈ RI0  şi }0{≠I .  Atunci (∃) 10 ≥n  cu I
n

⊆








0

1,0 , (∀) 0nn ≥ , deci 

[ ]( ) ]1,1[]1,1[}{,}{)( 0 −=−∪=∞∪= αα nfIg  
3) *0 −⊆∈ RI  analog 2) 

4) 
0

0 I∈ , folosim 2) şi 3) 
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P. 6.4.4. 
g continuă pe *R , 0=x  este punct de discontinuitate de speţa a doua. 
Se consideră RI ⊆  un interval compact.  Dacă *

+⊆ RI  sau *
−⊆ RI , atunci )(Ig  

este un interval compact.  Dacă I∈0  şi }0{≠I  se arată că ]1,1[)( −=Ig . 

Într-adevăr, dacă /0* ≠∩ +RI , (∃) Nn∈  par cu I
n
∈

1 , deci I
nn

⊆





+
1,

1
1  şi deci 

]1,1[])1,([1,
1

1)(]1,1[ −⊇+=













+
⊇⊇− nnf

nn
gIg , etc. 

P. 6.4.5. 
(⇒) Fie Ix ∈0  şi presupunem că )()( 00 xgxf ≠  de exemplu )()( 00 xgxf <  şi 
fie 0)()( 00 >−= xfxgγ .  f, g continue în 0x  ⇒ (∃) 0>δ  astfel încât 

3
)()( 0

γ
<− xfxf  şi 0( ) ( )

3
g y g x γ

− < , (∀) JxxIyx =+−∩∈ :),(, 00 δδ  







 +−⊆=∩

3
)(,

3
)()( 00

γγ xfxfXQJh  ; 







 +−⊆=

3
)(,

3
)()\( 00

γγ xgxgYQJh  

Deci YXJh ∪=)(  şi /0=∩YX  ⇒ )(Jh  nu este un interval 
(⇐) dacă gf = , atunci gfh ==  continuă ⇒ h are P.D. 

P. 6.4.6. 

Un calcul simplu arată că 








=





∈


+

∈+
=

0,

,1,
1

1,
)(

*

xa

Nn
nn

xbxa
xf nn , unde 

)142()1( 2 ++−= nna n
n  şi )32()1( 1 +−= + nb n

n  

P. 6.4.7. 
a) Fie R→− ]1,1[:ϕ , xxx arcsin)( =ϕ .  ϕ  este continuă pe ]1,1[− , strict 

crescătoare şi întrucât 
2

)1( πϕ −=− ; 
2

)1( πϕ =  rezultă că există ]1,1[−∈b  astfel 

încât ab πϕ =)( . 

Fie şirul 1)( ≥nnx , 0
arcsin 2nx

b n
π

π
=

+
�  şi aaxf n →=)(  

b) se aplică Cor. 6.2.11 
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P. 6.4.8. 
Se consideră restricţia funcţiei f la ]1,0[  

P. 6.4.9. 
Presupunem că există f cu P.D. care verifică xxff −=))(( o  ⇒ f injectivă ⇒ f 
strict monotonă ⇒ ff o  strict crescătoare, contradicţie.  Generalizare: Fie 

0>a  şi Rb∈ .  Atunci nu există funcţie cu P.D. RRf →:  pentru care 
0))(( =++ baxxff o , ∀ Rx∈ . 

P. 6.4.10. 

a) fie Ju∈ .  Atunci (∃) Iba ∈,  astfel încât ba <  şi 
ab

afbfu
−
−

=
)()( . 

Din teorema lui Lagrange (∃) ),( bac∈  astfel încât )(' cfu = .  Se arată că 
(∀) Jvu ∈, , vu <  ⇒ Jvu ⊂),( . 

b) din a) ⇒ JIf ⊃)(' .  Fie )(')('0 Ifcfx ∈= .  Atunci 
cx

cfxfx
cx −

−
=

→

)()(lim0 .  

Dacă Ix nn ⊂)( , cxn ≠ , cxn →  atunci 
cx

cfxfx
n

n

n −
−

=
∞→

)()(lim0 , deci 0x  este 

limita unui şir de puncte din J.  Cum J este interval, atunci )(' If  nu poate 
conţine în plus faţă de J decât cel mult capetele lui J.  În particular, rezultă că 

)(' If  este un interval. 

c) Fie II ⊂1  un interval şi 






 <∈

−
−

= baIba
ab

afbfJ ,,)()(
11 .  Din 

demonstraţiile de la a), b) ⇒ 1J  este un interval şi deci )(' 1If  este interval. 

P. 6.4.11. 
Dacă I∈0  se demonstrează că ],[)(),( baIfba ⊆⊆  

P. 6.4.12. 
)( gfgf −+= .  gf −  este continuă pe *R , 0)0)(( =− gf  şi întrucât 

0)]()([lim
0

=−
→

xgxf
x

, rezultă că (∀) 0→nx , 0≠nx , 

)0)((0))(( gfxgf n −=→− , deci conform Cor. 6.2.10, gf −  are P.D. 
Atunci conform Cor. 6.3.4, f are P.D. ⇔  g are P.D. 
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Probleme rezolvate 
 
Să se arate că: 

a) RRf →: , 






=

≠
=

0,

0,1sin
)(

2

x

x
xxf

α
, R∈α  are P.D.  ⇔ ]1,0[∈α  
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b) Rf →∞),0[: , 






=

≠
+

=
0,

0,1sin1
)(

2

xa

x
xx

x
xf kk

k

, unde 
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c???? RRf →: , 








=

≠
=

0,0

0,1sin
)(

x

x
xxf  are P.D. 

d) Nu există funcţii cu P.D. RRf →:  astfel încât 
1

2))(( 2 +
=
x
xxff o , 

Rx∈∀)(  

Soluţii 

a) )()(
0,21

0,2cos
2
1

2
1

0,

0,2cos
2
1

2
1

)( xhxg
x

x
x

x

x
xxf +=







=−

≠
−=







=

≠−
=

αα
, unde 

Rxxg ∈∀= )(,
2
1)(  şi 










=
−

≠−
=

0,
2
21

0,2cos
2
1

)(
x

x
xxh

α
 

g este continuă şi h continuă pe *R .  Atunci, conform Cor. 6.3.4, f are P.D. ⇔ h 

are P.D. (conform Cor. 6.3.4) 

h are P.D. dacă şi numai dacă 



−∈

+−
2
1,

2
1

2
21 α , adică ]1,0[∈α  

b) )()()( xhxgxf += , unde 






=

≠
=

0,0

0,1sin
)(

x

x
x

x
xg k

k

 şi 






=

≠
=

0,

0,1sin1
)(

xa

x
xxxh kk  
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g este continuă pe ),0[ ∞  şi h este continuă pe ),0( ∞  şi are P.D. întrucât 

considerând şirul 1
1 0

arcsin 2
2

n
k

x
a n
n

π
π

=
 + 
 

�  avem 

=





 +=

π
π

π n
an

n
axh n 2

2
2

arcsin)( )0(
2

arcsin
2

ha
n
a

n
aa =→+

ππ
 

Aplicând Cor. 6.3.4, urmează că f are P.D. 

c) hgf o= , unde RRg →: , 






=

≠
=

0,0

0,1sin
)(

x

x
xxg  are P.D. şi RRh →: , 

( )h x x=  este continuă pe R, deci are P.D. 

Conform Prop. 2.3.5 rezultă că fhg =o  are P.D. 

d) Presupunem că există RRf →:  o funcţie cu P.D. astfel încât 

1
2))(( 2 +

=
x
xxff o , ∀ Rx∈  

Considerăm restricţia funcţiei ff o  la intervalul ),1[ ∞  

Avem ]1,0(),1[:),1[ →∞∞
ff o  este strict descrescătoare şi injectivă.  

Fie ),1[, ∞∈yx , )()( yfxf =  ⇒ ))(())(( xffxff =  ⇒ ))(())(( yffxff oo =  

⇒ yx =  
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Deci ),1[ ∞
f  este injectivă şi are P.D.  Conform Cor. 6.1.7 rezultă că ),1[ ∞

f  

este strict monotonă ⇒ ),1[ ∞
ff o  este strict crescătoare, contradicţie 
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 7. Aplicaţii ale teoremelor fundamentale: Fermat, Rolle, Lagrange, 
Cauchy 
 
 Teoremele care fac obiectul acestei teme se dovedesc utile în demon-
strarea unor inegalităţi, calcul de limite sau determinarea numărului de rădăcini 
reale ale unei ecuaţii. Deoarece aceste teoreme sunt cunoscute vom face câteva 
comentarii şi vom insista mai ales asupra tipurilor de probleme în care se 
aplică. 
 
 
 7.1. Teorema lui Fermat 
 
  7.1.1. Teoremă. (Fermat) Fie R∈ba, , ba <  şi R→],[: baf o 
funcţie derivabilă pe ),( ba . Dacă ),(0 bax ∈  este un punct de extrem local al lui 
f, atunci 0)(' 0 =xf . 
  7.1.2. Observaţii. (i) Pentru ca f să admită în 0x  punct de extrem, anu-
larea derivatei în 0x  nu este nici necesară şi nici suficientă. Într-adevăr 

||)( xxf =  are în 0=x  un minim cu toate că f nu este derivabilă în 0, iar 
3)( xxf =  nu are extrem în 0=x  cu toate că derivata se anulează în acest 

punct. 
 (ii) Condiţia ca punctul de extrem local să se afle în interiorul 
intervalului ),( ba  este esenţială. 
 Într-adevăr, fie R→]1,0[:f , xxf =)( . Evident ]1,0[1,0 ∈  şi sunt 
puncte de extrem local pentru f. Totuşi 01)1(')0(' ≠== ff . Pentru aflarea 
punctelor de extrem în care f nu este derivabilă se pot folosi uneori următoarele 
teoreme. 
  7.1.3. Teoremă. [4] Dacă R→If :  are un punct de extrem 0x  interior 
intervalului I şi în acest punct funcţia nu este derivabilă, dar are derivate 
laterale finite nenule sau infinite, atunci aceste derivate sunt de semne contrare. 
 Demonstraţie. Să presupunem că 0x  este un punct de maxim relativ 
(cazul în care 0x  este punct de minim relativ tratându-se analog). Atunci 

)( 0xVV ∈∃  astfel încât Vxxfxf ∈∀≤ )(),()( 0 . Întrucât )( 0
' xfs∃  şi 

*
0

' )( R∈xfd , rezultă că 0)()(lim)(
0

0
0

'

0

>
−
−

=
↑ xx

xfxfxf
xxs  şi 

0)()(lim)(
0

0
0

'

0

<
−
−

=
↓ xx

xfxfxf
xxd , deci 0)()( 0

'
0

' <⋅ xfxf ds . 
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  7.1.4. Teoremă. Dacă funcţia R→If :  are în 0x  interior intervalului 
I, derivate laterale finite nenule sau infinite, de semne contrare, atunci 0x  este 
un punct de extrem şi anume dacă 0)( 0

' <xfd  atunci 0x  este un punct de 
maxim, iar dacă 0)( 0

' <xfs  atunci 0x  este un punct de minim 
  7.1.5. Exemplu. Să se determine extremele funcţiei RR →:f , 

3 23 3)( xxxf −= . 

 Soluţie. f este continuă pe R, 
3 223

2

)3(
2)('
xx
xxxf

−

−
= , f este derivabilă pe 

}3,0{\R . +∞=)0('sf , −∞=)0('
df , deci 0=x  este punct de maxim conform 

Teoremei 7.1.4, iar ∞=)3('f  deci 3 nu este punct de extrem conform Teoremei 
7.1.3. 
  7.1.6. Problemă rezolvată. Arătaţi că există un singur număr real 

0>a  cu proprietatea R∈∀+≥ xxa x )(,1 . 
(W. Sierpinski) 

 Soluţie. Fie RR →:f , xaxf x −=)( . Se observă că ),0()( fxf ≥  
R∈∀ x)( . Deci 0 este punct de minim global (deci şi local) pentru funcţia f. 

Aplicând teorema lui Fermat rezultă că 0)0(' =f . Dar 1ln)(' −= aaxf x , deci 
eaaf =⇒=−= 01ln)0(' . Se poate demonstra uşor că 1+≥ xex , R∈∀ x)( . 

  7.1.7. Problemă rezolvată. Fie *
21 ,...,, +∈Rnaaa  astfel încât 

R∈∀≥+++ xnaaa x
n

xx )(,...21 . Atunci 1...21 =naaa .  
(S. Rădulescu) 

 Soluţie. Fie RR →:f , x
n

xx aaaxf +++= ...)( 21 . Evident nf =)0(  şi f 
derivabilă. Deoarece R∈∀≥ xfxf )(),0()(  avem că 0 este punct de minim 
pentru f. Atunci din teorema lui Fermat rezultă că 0)0(' =f . Însă 

n
x
n

xx aaaaaaxf ln...lnln)(' 2211 +++=  deci  
)...ln(ln...lnln)0(' 2121 nn aaaaaaf =+++=  

iar 1...0)0(' 21 =⇔= naaaf . 
 
 
 7.2. Teorema lui Rolle 
 
  7.2.1. Teoremă (Rolle). Fie R∈ba, , ba <  şi R→],[: baf  o funcţie 
cu proprietăţile:  
 1) f continuă pe ],[ ba , 
 2) f derivabilă pe ),( ba  şi 
 3) )()( bfaf = . 
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Atunci există cel puţin un punct ),(0 bax ∈  pentru care 0)(' 0 =xf . 
  7.2.2. Observaţii. (i) O funcţie care satisface condiţiile 1) şi 2) se 
numeşte funcţie Rolle. 
 (ii) Dacă în particular 0)()( == bfaf , teorema lui Rolle afirmă că între 
două rădăcini a şi b ale unei funcţii derivabile există cel puţin o rădăcină a 
derivatei sale. 
 (iii) În teorema lui Rolle condiţia f derivabilă pe ),( ba  poate fi înlocuită 
cu una mai slabă, şi anume: "f are derivată pe ),( ba ", întrucât demonstraţia, în 
care se aplică teorema lui Fermat, nu foloseşte faptul că derivata ar fi finită. 
 (iv) Fiecare din condiţiile teoremei lui Rolle este fundamentală, în 
sensul că renunţând doar la una din cele trei condiţii nu mai rezultă concluzia. 
Într-adevăr  

R→]1,0[:f , xxf =)(  îndeplineşte doar condiţiile 1) şi 2) şi 
]1,0[)(,0)(' ∈∀≠ xxf ; 

R→]1,0[:f , 




=
∈

=
0,0

)1,0[,
)(

2

x
xx

xf  îndeplineşte numai condiţiile 2) şi 3), f nu 

este continuă în 1=x . Evident 0)(' ≠xf , )1,0()( ∈∀ x ; 
R→− ]1,1[:f , ||)( xxf =  îndeplineşte numai condiţiile 1) şi 3), f nu este 

derivabilă în 0=x . Evident }0{\)1,1()(,0)(' −∈∀≠ xxf . 
 (v) Ipotezele teoremei lui Rolle sunt suficiente, dar nu şi necesare pentru 
ca derivata să aibă cel puţin o rădăcină. Există chiar funcţii care nu satisfac nici 
una din condiţii pe un anumit interval pe care totuşi derivata se anulează. Astfel 

pentru 




∈
∩∈

=
Q

Q
\]1,0[,0

]1,0[,
)(

2

x
xx

xf  avem 0)0(' =f . 

  7.2.3. Teorema lui Pompeiu. Fie funcţia Rolle R→],[: baf  şi 
],[0 ba∉ . Atunci există un punct ),( bac∈  astfel încât 

).(')()()( ccfcf
ba

abfbaf
−=

−
−  

 Demonstraţie. Se consideră funcţia R→],[: baF , 
x

xfxF λ−
=

)()( . 

Vom determina R∈λ  astfel încât )()( bFaF = . Se obţine 
ba

abfbaf
−
−

=λ
)()( . 

Aplicând teorema lui Rolle rezultă că există ),( bac∈  astfel încât 0)(' =cF  
adică 0)()(' =λ+− cfccf . 
  7.2.4. Interpretarea geometrică a teoremei lui Pompeiu. Dreapta AB, 
unde fGbfbBafaA ∈))(,()),(,(  întâlneşte axa Oy în punctul ),0( λM , unde 
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ba
abfbaf

−
−

=λ
)()( . Conform teoremei lui Pompeiu, există ),( bac∈  astfel încât 

tangenta în punctul fGcfcC ∈))(,(  la graficul funcţiei f, întâlneşte axa Oy în 
punctul M (fig. 7.1). 

  7.2.4. Problemă rezolvată. Fie R∈kk ba , , nk ,1= . Să se demonstreze 
că există )2,0(0 π∈x  astfel încât  

∑
=

=+
n

k
kk kxbkxa

1
00 0)cossin( . 

 Soluţie. Fie funcţia R→π)2,0[:f , 

∑
=

−=
n

k
kk kxbkxa

k
xf

1
)sincos(1)( . 

 Evident f este derivabilă pe ]2,0[ π  şi avem ∑
=







=π=

n

k
ka

k
ff

1

1)2()0(  

deci conform teoremei lui Rolle există )2,0(0 π∈x  astfel încât 0)(' 0 =xf . Dar 

∑
=

+−=
n

k
kk kxbkxaxf

1
)cossin()(' , deci 

∑
=

=+=−
n

k
kk kxbkxaxf

1
000 0)cossin()(' . 

 
 
  

M
A

B

a c b
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7.3. Teorema lui Lagrange 
 
  7.3.1. Teoremă (Lagrange). Fie R∈ba, , ba <  şi funcţia 

R→],[: baf  o funcţie Rolle. Atunci există un punct ),( bac∈  astfel încât 
)(')()()( cfabafbf −=− . 

  7.3.2. Observaţii. (i) Teorema lui Lagrange rămâne adevărată dacă 
înlocuim condiţia 1) cu 1'): f are proprietatea lui Darboux, sau 2) cu 2'): funcţia 
f are derivată finită sau infinită pe ),( ba . 
 (ii) Teorema lui Lagrange ne asigură de existenţa punctului intermediar 
c, fără nici o precizare asupra unicităţii. 
 (iii) Teorema lui Rolle este un caz particular al teoremei lui Lagrange, 
însă teorema lui Rolle nu poate fi considerată o consecinţă a teoremei lui 
Lagrange, deoarece în demonstraţia teoremei lui Lagrange se foloseşte chiar 
teorema lui Rolle. 
 (iv) Dacă în locul intervalului ],[ ba  considerăm un interval de forma 

],[],[ 00 bahxx ⊆+ , formula lui Lagrange poate fi scrisă astfel: 
hhxfxfhxf ⋅θ+=−+ )(')()( 000 ,   unde   )1,0(∈θ  

sau )(')()(
0

00 hxf
h

xfhxf
θ+=

−+ , 

de unde apare şi denumirea de "teorema creşterilor finite" care se foloseşte 
adesea în loc de teorema lui Lagrange. 
  7.3.3. Problemă rezolvată. Să se arate că dacă a şi b sunt numere 
pozitive, ba < , iar N∈n , atunci avem inegalităţile: 

11 )()( −− −<−<− nnnn babnabaabn    (Cauchy) 
 Soluţie. Fie R→],[: baf , nxxf =)( . Conform teoremei lui Lagrange, 

),( bac∈∃  astfel încât 

1)(')()( −=
−
−

⇔=
−
− n

nn

nc
ab
abcf

ab
afbf  

 Din ),( bac∈  rezultă 111 −−− << nnn nbncna , de unde obţinem: 

11 −− <
−
−

< n
nn

n nb
ab
abna . 

  7.3.4. Problemă rezolvată. Să se demonstreze că şirul cu termenul 

general n
n

an ln1...
2
11 −+++=  este convergent, iar limita sa este un număr 

cuprins între 0 şi 1. (Euler) 
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 Soluţie. Fie R→+ ]1,[: nnf , xxf ln)( =  )( *N∈n . Conform teoremei 
lui Lagrange, )1,( +∈∃ nncn  astfel încât 

n
n c

nncf
nn

nfnf 1ln)1ln()('
1

)()1(
=−+⇔=

−+
−+  

 Din )1,( +∈ nncn  rezultă 
ncn n

11
1

1
<<

+
, de unde obţinem: 

n
nn

n
1ln)1ln(

1
1

<−+<
+

                                  (*) 

 Dând valori lui n putem scrie: 

n
nn

n
1ln)1ln(

1
1

.........................
2
12ln3ln

3
1

1
11ln2ln

2
1

<−+<
+

<−<

<−<

 

 Însumând membru cu membru deducem: 

n
n

n
1...

2
11)1ln(

1
1...

3
1

2
1

+++<+<
+

+++                   (**) 

 Din prima parte a inegalităţilor (**) rezultă: 

1)1ln(
1

1...
3
1

2
11 <+−

+
++++ n

n
, 

adică N∈∀<+ nan )(,11 . 
 Din a doua parte a inegalităţilor (**) rezultă 

0
1

1)1ln(
1

11...
2
11 >

+
>+−

+
++++

n
n

nn
, 

deci N∈∀>+ nan )(,01 . În concluzie, N∈∀∈+ nan )(),1,0(1 , adică şirul *)(
N∈nna  

este mărginit. Rămâne de studiat monotonia: 

0ln)1ln(
1

1
1 <++−

+
=−+ nn

n
aa nn ,   conform (*), 

deci şirul *)(
N∈nna  este strict descrescător. 

 Şirul *)(
N∈nna  fiind monoton şi mărginit, este convergent. 

 Din )1,0(∈na  şi *)(
N∈nna  strict descrescător obţinem  

)1,0[lim ∈=
∞→ nn

not
ac . 

 Numărul c se numeşte constanta lui Euler. 
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 7.4. Teorema lui Cauchy 
 
  7.4.1. Teoremă (Cauchy). Fie funcţiile Rolle R→],[:, bagf  şi 

0)(' ≠xg , pentru orice ),( bax∈ . Atunci )()( bgag ≠  şi există ),( bac∈  astfel 
încât  

)('
)('

)()(
)()(

cg
cf

agbg
afbf

=
−
− . 

  7.4.2. Observaţie. Teorema lui Cauchy rămâne adevărată dacă se 
presupune că funcţiile f şi g au derivată finită sau infinită pe intervalul deschis 

),( ba  şi dacă în fiecare punct ),(0 bax ∈  cel puţin una din derivatele )(' 0xf  şi 
)(' 0xg  este finită. 

  7.4.3. Interpretarea geometrică a teoremei lui Cauchy. Pentru a face 
această interpretare vom trece la alte notaţii. Să considerăm curba )(C  dată de 
ecuaţiile parametrice: 





βα∈
ψ=
ϕ=

],[
)(
)(

)( t
ty
tx

C  

 Aplicând teorema lui Cauchy funcţiilor ϕ şi ψ obţinem: 

)('
)('

)()(
)()(

γϕ
γψ

=
αϕ−βϕ
αψ−βψ ,   unde   ),( βα∈γ . 

 Membrul stâng al formulei reprezintă coeficientul unghiular al coardei 
ce uneşte capetele curbei, iar membrul drept coeficientul unghiular al tangentei 
într-un punct interior corespunzător lui γ=t . Cu alte cuvinte coarda ce uneşte 
capetele curbei este paralelă cu o tangentă la curbă dusă într-un punct interior 
(fig. 7.2). 

Fig. 7.2 
 

y

O

C

x
γ

B(ϕ(β),ψ(β))

A(ϕ(α),ψ(α))
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 7.4.4. Problemă rezolvată.  Fie I un interval şi funcţiile R→Igf :,  

derivabile, Ixxg ∈∀≠ )(,0)(' . Dacă funcţia R→Ih : , 
'
'

g
fh =  este injectivă, 

atunci din )()()()( dfcfbfaf +=+  şi )()()()( dgcgbgag +=+ , cu 
Idcba ∈,,, , rezultă ca =  şi db =  sau da =  şi cb = . 

(L. Panaitopol) 
 Demonstraţie. Fără a restrânge generalitatea presupunem ba ≤ , dc ≤  
şi Ixxg ∈∀> )(,0)(' . Dacă ca =  rezultă )()( dgbg =  de unde db = . Analog, 
pentru db =  obţinem ca = . Tot fără restrângerea generalităii presupunem 

ca < , deci )()( cgag <  de unde )()( dgbg > , adică db > . Avem deci ordinea 
bdca <≤< . Din relaţiile din enunţ rezultă  

)()(
)()(

)()(
)()(

bgdg
bfdf

cgag
cfaf

−
−

=
−
− . 

 Aplicând funcţiilor f şi g teorema lui Cauchy pe intervalele ],[ ca  şi 
],[ bd  rezultă că există α şi β, ),( ca∈α , ),( bd∈β  astfel încât  

)(
)()(
)()(

α=
−
− h

cgag
cfaf    şi   )()()(

β=
−
− h

bd
bfdf . 

 De aici rezultă )()( β=α hh  şi cum h este injectivă avem β=α  ceea ce 
contrazice inegalitatea β<α . Aşadar ca =  şi db = . Presupunând iniţial ba ≤  
şi cd ≤  va rezulta da =  şi cb = . 
  7.4.5. Problemă rezolvată. Fie ABCD un dreptunghi şi R∈λ . Să se 
afle locul geometric al punctelor M din plan cu proprietatea: 

λλλλ +=+ MDMBMCMA                                  (1) 
 Soluţie. Are loc relaţia  

2222 MDMBMCMA +=+                                   (2) 
deci pentru 2=λ  locul geometric este tot planul. 
 Dacă 2≠λ  atunci din (1) şi (2), aplicând problema 7.4.4 funcţiilor 

R→∞),0(:, gf , λ= xxf )(  şi 2)( xxg = , rezultă MBMA =  şi MDMC =  sau 
MDMA =  şi MBMC = . Deci locul geometric este reuniunea celor 2 

mediatoare ale segmentelor ][AB  şi ][BC . 
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 8. Funcţii convexe 
 

 8.1. Noţiuni teoretice 
 
  8.1.1. Definiţie.  Mulţimea nA⊂ �  se numeşte convexă  dacă 
( ) ,x y A∀ ∈  şi ( ) [0,1] (1 )t t x ty A∀ ∈ ⇒ − + ∈ , unde 

ori

n

n−

= × × ×� � � K �1442443 . 

 Exemple.  
1) �  este mulţime convexă; 
2) Dacă I ⊂ �  este interval, atunci I este mulţime convexă; 
3) Mulţimea vidă este mulţime convexă; 
4) = ×� � �  este mulţime convexă; 
5) Mulţimea [1,2) (3,4)A = U  nu este mulţime convexă. 

  Observaţie. Intersecţia a două mulţimi convexe este o mulţime 
convexă. 
  8.1.2. Definiţie. Fie I ⊂ �  un interval. O funcţie :f →� �  se 
numeşte convexă pe I dacă 1 2( ) ,x x I∀ ∈  şi ( ) [0,1]t∀ ∈  avem: 
   1 2 1 2((1 ) ) (1 ) ( ) ( )f t x tx t f x t f x− + ≤ − + .           
(1) 
 Dacă în (1) inegalitatea este strictă pentru (0,1)t∈  şi 1 2x x≠  vom spune 
că f este strict convexă pe I. 
 Interpretare geometrică. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

1 2(1 ) , [0,1]t x t x tα = − + ∈  

1 1 2 2 1 2( , ( )) , ( , ( )) ,A x f x B x f x x x≠ . 
Dacă , fA B G∈ , 1 2[ , ]x xα ∈ , atunci ecuaţia coardei [AB]  este  

0

y

xI

2xα1x

A

B

1( )f x

( )f α

1 2(1 ) ( ) ( )t f x t f x− +

2( )f x
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2 1
2 2

2 1

( ) ( )( ) ( )f x f xy f x x x
x x
−

= + −
−

 

şi ordonata punctului de abscisă α  de pe această coardă va fi  
2 1

2 1 2 2
2 1

( ) ( )( ) [ (1 ) ]f x f xf x t x t x x
x x

β −
= + − + − =

−
 

 2 1 2 1 2( ) (1 ) [ ( ) ( )] (1 ) ( ) ( )f x t f x f x t f x t f x= + − − = − + , 
ceea ce se poate scrie ( )f α β≤  şi înseamnă că graficul lui f este situat  sub 
orice coardă care se obţine unind două puncte situate pe graficul funcţiei şi 
având abscisele aparţinând lui I. 
  8.1.3. Definiţie. Funcţia f se numeşte concavă pe I dacă −f este 
convexă pe I. 
 Observaţii. a) Dacă f este concavă pe I, atunci în (1) inegalitatea este 
inversă. 
 b) Funcţia f este strict concavă pe I dacă −f este strict convexă pe I. 
  8.1.4. Exemplu. Să se demonstreze, pe baza definiţiei că funcţia 

:f →� � , 2( ) , , ,f x ax bx c a b c= + + ∈�  şi 0a > , este convexă. 
 Demonstraţie. Fie 1 2,x x ∈�  oarecare. Fără să restrângem generalitatea 
putem presupune că 1 2x x< . Atunci, 1 2( ) [ , ]x xα∀ ∈  există [0,1]t∈  astfel încât 

1 2(1 )t x t xα = − + , deoarece 1 2[ , ]x x  este un interval şi deci o mulţime convexă. 
Avem: 
  2 2 2 2 2 2

1 2 1 1 1 2( ) ((1 ) ) 2f f t x tx ax atx t ax at xα = − + = − + + +  
   2

1 2 1 2 1 1 22 2atx x at x x bx btx btx c+ − + − + +  
Pe de altă parte 
  2 2

1 2 1 1 1 1(1 ) ( ) ( )t f x tf x ax atx bx btx c ct− + = − + − + − +  
   2

2 2atx btx ct+ + + . 
Făcând diferenţa obţinem: 

2
1 2 2 1( ) [(1 ) ( ) ( )] (1 )( )f t f x tf x at t x xα − − + = − − − . 

Cum 0a >  şi [0,1]t∈  rezultă că: 

1 2 1 2((1 ) ) (1 ) ( ) ( )f t x tx t f x tf x− + ≤ − + , 
adică f este convexă. 
 Observaţie. Dacă 0a <  funcţia f este concavă. Aceasta rezultă imediat 
din faptul că 2( )f x ax bx c− = − − −  este convexă. 
  8.1.5. Teoremă. (criteriu de convexitate). Fie I ⊆ �  un interval şi 

:f I → �  o funcţie de două ori derivabilă pe I. Funcţia f este convexă pe I 
dacă şi numai dacă ( ) 0f x′′ ≥  pe I. 
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 Demonstraţie. Vom demonstra că teorema este adevărată pe orice 
interval de forma ( , )a b I⊆ , a b<  şi în consecinţă pe I. 
 “⇐” Dacă ( ) 0f x′′ ≥  pe (a, b), atunci ( )f x′  este crescătoare pe (a, b), 
deci 1 2 1 2 1 2( ) , ( , ) , ( ) ( )a b f fα α α α α α′ ′∀ ∈ < ⇒ ≤ . 
 Fie [0,1]t∈  şi 0 (1 )x ta t b= + − . Avem 0a x b< < . Conform teoremei lui 
Lagrange există 1 0( , )a xα ∈  şi 2 0( , )x bα ∈  astfel încât 

0
1

0

( ) ( ) ( )f x f a f
x a

α− ′=
−

 şi 0
2

0

( ) ( ) ( )f b f x f
b x

α− ′=
−

. 

Cum 1 2 1 2( ) ( )f fα α α α′ ′< ⇒ ≤ , deci: 
0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )f x f a f b f x
x a b x
− −

≤
− −

. 

Înlocuind la numitori x0 prin (1 )ta t b+ −  şi grupând convenabil se ajunge la: 

0( ) ( ) ( )( 1) ( (1 ) ) ( ) (1 ) ( )f x f a t f b t f ta t b tf a t f b≤ + − ⇔ + − ≤ + − , 
adică f este convexă. 
 “⇒” Presupunem că f este convexă pe (a, b) şi fie trei numere reale 

oarecare α β γ< <  din (a, b). Vom demonstra că ( ) ( ) ( ) ( )f f f fβ α γ β
β α γ β
− −

≤
− −

. 

 Fie (0,1)t γ β
γ α
−

= ∈
−

. Avem 1 t β α
γ α
−

− =
−

 şi din f convexă rezultă 

( ) ( )f f fγ β β α γ β β αα γ α γ
γ α γ α γ α γ α

 − − − −
⋅ + ⋅ ≤ + − − − − 

. 

După efectuarea calculelor avem: 
 ( )( ) ( )( ) ( )( )f f fβ γ α α γ β γ β α− ≤ − + −  
sau 
 ( )[( ) ( )] ( )( ) ( )( )f f fβ γ β β α α γ β γ β α− + − ≤ − + − ⇔  

[ ( ) ( )]( ) [ ( ) ( )]( )f f f fβ γ β α α β γ β⇔ − − ≤ − − ⇔  

 ( ) ( ) ( ) ( )f f f fγ β β α
γ β β α
− −

⇔ ≥
− −

. 

Pentru oricare 1 2, ( , )x x a b∈  astfel încât 1 2x xα β< < <  şi ţinând cont de (1) 
avem: 

2 1

2 1

( ) ( ) ( ) ( )f x f f f x
x x

α α
α α

− −
≥

− −
 şi 2 2 1

2 2 1

( ) ( ) ( ) ( )f f x f x f x
x x x

β
β
− −

≥
− −

. 
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Dacă 1xα →  şi 2xβ →  obţinem 2 1( ) ( )f x f x′ ′≥  pentru că ( )f x  este 
derivabilă şi cum alegerea lui x1 şi x2 este arbitrară, condiţionată numai de 

1 2x x< , avem 2 1( ) ( ) 0f x f x′ ′− ≥ . 
Împărţind cu 2 1 0x x− > , obţinem 

2 1

2 1

( ) ( ) 0f x f x
x x

′ ′−
≥

−
. 

Trecând la limită avem: 

2 1

2 1
1

2 1

( ) ( )lim ( ) 0
x x

f x f x f x
x x→

′ ′− ′′= ≥
−

 

şi afirmaţia este demonstrată. 
 
 
 8.2. Inegalităţi 
 
  8.2.1. Inegalitatea lui Jensen. Fie :f →� �  o funcţie şi ,a b∈� , 
a b< . Funcţia f este convexă pe [ , ]a b  dacă şi numai dacă oricare ar fi 
punctele 1 2, , , [ , ]nx x x a b∈K  şi oricare ar fi numerele 1 2, , , [0,1]nt t t ∈K  cu 

1
1

n

i
i

t
=

=∑ are loc inegalitatea 

    
1 1

( )
n n

i i i i
i i

f t x t f x
= =

  ≤ 
 
∑ ∑             

(1) 
 Demonstraţie. Demonstrăm, mai întâi, că dacă 1 2, , , [ , ]nx x x a b∈K  cu 

1 2, , , [0,1]nt t t ∈K  şi 
1

1
n

i
i

t
=

=∑ , atunci 
1

[ , ]
n

i i
i

t x a b
=

=∑ . 

Avem 1 , , na x b a x b≤ ≤ ≤ ≤K . Înmulţind inegalităţile respective cu 
numerele pozitive 1 2, , , nt t tK  şi adunându-le obţinem: 

1 2 1 1 2 2 1 2( ) ( )n n n na t t t t x t x t x b t t t+ + + ≤ + + + ≤ + + +K K K . 

 Cum 
1 1

1
n n

i i i
i i

t a t x b
= =

= ⇒ ≤ ≤∑ ∑ . 

 Demonstrăm necesitatea prin inducţie; 
 Fie f convexă. Dacă 1n = , inegalitatea (1) este evidentă. 
 Presupunem inegalitatea adevărată pentru n şi demonstrăm că este 
adevărată şi pentru 1n + . 
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 Luăm 1 2 1, , , , [ , ]n nx x x x a b+ ∈K  şi numerele 1 2 1, , , , [0,1]n nt t t t + ∈K  astfel 

încât 
1

1
1

n

i
i

t
+

=

=∑ . Vom demonstra că 

    
1 1

1 1

( )
n n

i i i i
i i

f t x t f x
+ +

= =

  ≤ 
 
∑ ∑ .            

(2) 
Conform ipotezei de inducţie avem: 

 
1 1

1 1
1 1

( )
n n

i i i i n n n n
i i

f t x f t x t x t x
+ −

+ +
= =

   = + + ≤   
   
∑ ∑  

 1
1 1 1 1 1 1

1 1

( ) ( ) ( ) n n
n n n n n n

n n n n

t tt f x t f x t t f x x
t t t t

+
− − + +

+ +

 
≤ + + + + ⋅ + ⋅ + + 

K ,        

(3) 

deoarece 1
1 1 1 1

1 1

( ) n n
n n n n n n n n

n n n n

t tt x t x t t x x
t t t t

+
+ + + +

+ +

 
+ = + + + + 

. 

Datorită convexităţii lui f avem: 

1 1
1 1

1 1 1 1

( ) ( )n n n n
n n n n

n n n n n n n n

t t t tf x x f x f x
t t t t t t t t

+ +
+ +

+ + + +

 
+ ≤ + + + + + 

 

şi înlocuind în (3) obţinem inegalitatea (2). Suficienţa este evidentă. 
  8.2.2. Teoremă. (Inegalitatea lui Hölder). Dacă 1 2, , , 0na a a ≥K , 

1 2, , , 0nb b b ≥K , 1, 1p q> >  şi 1 1 1
p q
+ = , atunci: 

1/ 1/

1 1 1

p qn n n
p q

i i i i
i i i

a b a b
= = =

   ≤    
   

∑ ∑ ∑ . 

 Demonstraţie. Considerăm funcţia : (0, )f ∞ → � , ( ) lnf x x= . Avem: 

2

1( ) 0f x f
x

′′ = − < ⇒  este strict concavă pe (0, )∞ . 

 Fie 
1/

1

pn
p

i
i

a a
=

 =  
 
∑  şi 

1/

1

qn
q
i

i

b b
=

 =  
 
∑  cu 1 1 1

p q
+ = . Inegalitatea din 

enunţ se scrie 
1

n

i i
i

a b ab
=

≤∑ . Cum f este concavă pe (0, )∞ , rezultă din 

inegalitatea lui Jensen: 
1 1 1 1ln ln ln

p qp q
i i i i
p q

a b a b
p a q b p a q b

     ⋅ + ⋅ ≥ +     
    

, 
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sau 
1 1p q

i i i i
p q

a b a b
p a q b ab
⋅ + ⋅ ≥ , 

echivalent cu: 
1 1p q

i i
i i p q

a ba b ab
p a q b

 
≤ ⋅ + ⋅ 

 
 

şi însumând după i de la 1 la n obţinem: 

1 1

1

1 1

n n
p q

i in
i i

i i p q
i

a b
a b ab

p a q b
= =

=

 
 
 ≤ ⋅ + ⋅
 
 
 

∑ ∑
∑ , sau 

1

1 1n

i i
i

a b ab
p q=

 
≤ + 

 
∑ , 

dar 1 1 1
p q
+ =  şi avem: 

1/ 1/

1 1 1

p qn n n
p q

i i i i
i i i

a b a b
= = =

   ≤    
   

∑ ∑ ∑ . 

 Observaţie. Dacă 2p q= =  inegalitatea lui Hölder se reduce la 
inegalitatea Cauchy−Buniakovski−Schwartz. 
 Dacă 1 2, , , 0na a a ≥K , 1 2, , , 0nb b b ≥K , atunci 

2
2 2

1 1 1

n n n

i i i i
i i i

a b a b
= = =

    ≤    
    
∑ ∑ ∑ . 

  8.2.3. Inegalitatea mediilor. Dacă *
1 2, , , na a a +∈K � , atunci 

1 2
1

n
i n

n
i

a a a a
n=

≥∑ L . 

 Demonstraţie. Considerăm funcţia : (0, )f ∞ → � , ( ) lnf x x= . Avem 

2

1( ) 0f x
x

′′ = − < , deci f este strict concavă pe (0, )∞ . Din inegalitatea lui 

Jensen avem: 

1 1

( )
n n

i i i i
i i

f a f aλ λ
= =

  ≥ 
 
∑ ∑ , 

şi luând 1 2
1

n n
λ λ λ= = = =K  avem: 

1 1

1ln ln
n n

i
i

i i

a a
n n= =

≥∑ ∑ , deci 

1 2
1

n
i n

n
i

a a a a
n=

≥∑ L . 
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Probleme rezolvate 
 
   R8.3.1. Fie I ⊂ �  un interval, *n∈�  şi : (0, ) , 1,if I i n→ ∞ = , n funcţii 

pozitive şi concave iar 0iα > , 1,i n=  cu 1 2 1nα α α+ + + =K . Atunci rezultă că 
funcţia 1 2

1 2
n

nf f f f αα α= ⋅ ⋅ ⋅L  este concavă. 
 Soluţie. Fie ,x y I∈  arbitrar şi , 0α β ≥ , 1α β+ = . Cum if  este 

concavă, rezultă că ( ) ( ) ( )i i if x y f x f yα β α β+ ≥ ⋅ + ⋅ , 1,i n= . Obţinem: 

   ( ) ( )
1 1

( ) ( ) ( )i i
n n

i i i
i i
f x y f x f yα αα β α β

= =
∏ + ≥ ∏ + ⋅  .          

(1) 
Trebuie demonstrat că ( ) ( ) ( )f x y f x f yα β α β+ ≥ ⋅ + ⋅ ⇔  

          ( )
1 1 1

( ) ( ) ( )i i i
n n n

i i i
i i i
f x y f x f yα α αα β α β

= = =
∏ + ≥ ⋅∏ + ⋅∏  

          (2) 
Demonstrăm că 

        ( )
1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )i i i
n n n

i i i i
i i i

f x f y f x f yα α αα β α β
= = =
∏ + ≥ ⋅∏ + ⋅∏ .          

(3) 
Notăm ( )i if x a= , ( )i if y b= . Relaţia (3) este echivalentă cu 

  ( )
1 1 1

i i i
n n n

i i i i
i i i

a b a bα α αα β α β
= = =
∏ + ≥ ⋅∏ + ⋅∏ ⇔  

1 2 1 2

1 1

1 2 1 2

1 1 1 1

1
( ) ( ) ( ) ( )

n n

n n

n n

n n n n

a a a b b b
a b a b a b a b

α αα α α α

α αα αα β
α β α β α β α β

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⇔ ⋅ + ⋅ ≤

+ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ +
K K

K K
    

(4) 
Folosind inegalitatea 1 2

1 2 1 1 2 2
nRR R
n n nx x x R x R x R x⋅ ⋅ ⋅ ≤ + + +K K  pentru 0ix > , 

0iR > , 1,i n= , 
1

1
n

i
i
R

=

=∑  şi notând cu A membrul stâng al relaţiei (4), obţinem: 

 

1 1 1 1

1 1 1 1

n n n n

n n n n

a ba bA
a b a b a b a b

α αα αα β
α β α β α β α β
   

≤ ⋅ + + + ⋅ + + ⇔   + + + +   
K K  

 1 1
1 1 2

1 1

1n n
n n

n n

a ba bA A
a b a b

α βα βα α α α α
α β α β

++
⇔ ≤ ⋅ + + ⋅ ⇔ ≤ + + =

+ +
K K . 

Aşadar, inegalitatea (4) este adevărată, deci inegalitatea dată de relaţia (3) este 
adevărată. Din (1) şi (3) rezultă că relaţia (2) este adevărată, deci f este concavă. 
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 Consecinţă. Dacă : (0, ) ,if I I→ ∞ ⊂ �  sunt funcţii concave (n∈� , 

2n ≥ ). Atunci funcţia 1 2
n

nf f f⋅ ⋅K  este concavă. 

   R8.3.2. Fie 1 2, , , 0nx x x >K  şi 1 2, , , [0,1]nλ λ λ ∈K  cu 
1

1
n

i
i
λ

=

=∑ . Atunci 

11

i

n n

i i i
ii

x xλλ
==

≥ ∏∑ . 

 Soluţie. Fie : (0, )f ∞ → � , ( ) lnf x x= . Avem 2

1( ) 0f x
x

′′ = − < , 

( ) 0x∀ > , deci f este strict concavă pe (0, )∞ . Conform inegalităţii lui Jensen 

avem: 
1 1

( )
n n

i i i i
i i

f x f xλ λ
= =

  ≥ 
 
∑ ∑ , echivalent cu 

11

ln ln i
n n

i i i
ii

x xλλ
==

   ≥ ∏     
∑  ceea ce 

este echivalent cu 
11

i

n n

i i i
ii

x xλλ
==

≥ ∏∑ . 

 Observaţie. Dacă în egalitatea precedentă facem 1 2
1

n n
λ λ λ= = = =K  

obţinem 1 2
1

1 n
n

i n
i
x x x x

n =

≥∑ L , adică inegalitatea mediilor. 

   R8.3.3. Dacă *
1 2, , , na a a +∈K � , astfel încât 

1
1

n

i
i
a

=

=∑  şi *p∈� , atunci 

2

1
1

1 ( 1)
p pn

i p
i i

na
a n −

=

  +
+ ≥ 

 
∑ . 

 Soluţie. Considerăm funcţia * * 1: , ( )
p

f f x x
x+ +

 → = + 
 

� � . Avem 

2 2 1

2 3

1 1 2 1( ) ( 1) 1 0
p ppf x p p x x

x x x x

− −
     ′′ = − + ⋅ − + + >     
     

, 

( ) (0, )x∀ ∈ ∞ , deci f este strict convexă pe (0, )∞ . 
Din inegalitatea lui Jensen avem: 

1 2
1 2

1 [ ( ) ( ) ( )]n
n

a a af f a f a f a
n n

+ + +  ≤ + + + 
 

K
K  

şi ţinând cont că 
1 1

11 ( )
n n

i i
i i
a nf f a

n= =

 = ⇒ ≤ 
 

∑ ∑ . Avem  
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21 1 ( 1)p p

p

nf n
n n n

+   = + =   
   

 şi 
1 1

1( )
pn n

i i
i i i

f a a
a= =

 
= + 

 
∑ ∑ , 

adică avem: 
2

1
1

( 1) 1
pp n

ip
i i

n a
n a−

=

 +
≤ + 

 
∑ . 

   R8.3.4. Dacă 1 2, , , (0,1)nx x x ∈K  şi 
1

1
n

i
i
x

=

=∑ , atunci 
2

1

1
1 1

n

i i

n
x n=

≥
− −∑ . 

 Soluţie. Fie funcţia * 1: (0,1) , ( )
1

f f x
x+→ =

−
� .  

Deoarece 3

2( ) 0
(1 )

f x
x

′′ = >
−

, ( ) (0,1)x∀ ∈ , rezultă că f este strict convexă pe 

(0,1). 

 Luând 1 2
1

n n
λ λ λ= = = =K  avem conform inegalităţii lui Jensen 

1 1

( )
n n

i i i i
i i

f x f xλ λ
= =

  ≤ 
 
∑ ∑ , deci 

2

1

1
1 1

n

i i

n
n x−

≤
− −∑ . Cum f este strict convexă, 

relaţia din enunţ devine egalitate dacă şi numai dacă 1 2
1

nx x x
n

= = = =K . 

   R8.3.5. Dacă *
1 2, , , , , na b x x x +∈K �  şi 

1
1

n

i
i
x

=

=∑ , atunci 

1
( )

n
n

i i

ba a nb
x=

 
∏ + ≥ + 
 

. 

 Soluţie. Considerăm funcţia *: , ( ) ln bf f x a
x+

 → = + 
 

� � . Deoarece 

2
*

2 2

2( ) 0, ( )
( )
abx bf x x
ax bx +

+′′ = > ∀ ∈
+

� , rezultă că f este strict convexă pe (0, )∞ .  

 Luând 1 2
1

n n
λ λ λ= = = =K  avem: 

11

1ln( ) ln ( )
n n

n

ii i i

b ba nb a a nb a
n x x==

   
+ ≤ + ⇔ + ≤ ∏ +   

   
∑ . 

Egalitatea se realizează dacă şi numai dacă 1 2
1

nx x x
n

= = = =K . 



 253

   R8.3.6. Dacă 1 2 nA A AK  este poligon convex, atunci 
1

2sin sin
n

k
k

A n
n

α α π
=

≤∑  

(0,1)α ∈ . 

 Soluţie. Fie : 0, , ( ) sin
2

f f x xαπ  → = 
 

� , f este concavă pe 0,
2
π 

 
 

. 

Rezultă din inegalitatea lui Jensen că: 

1 1

1 1sin sin
n n

k k
k k
A A

n n
α α

= =

  ≥ 
 
∑ ∑ , dar 

1

1 2( 2)
n

k
k
A n

n n n
π ππ

=

= − = −∑  

şi cum 2 2sin sin
n n
π ππ − = 

 
, avem 

1 1

1 2 2sin sin sin sin
n n

k k
k k

A n A n n
n n n

α α α απ ππ
= =

   ≤ = − =     
∑ ∑ , 

deci inegalitatea din enunţ. 
   R8.3.7. Fie funcţia :[ , ]f a b → �  continuă pe [a, b] şi de două ori derivabilă 
pe ( , )a b  şi astfel încât ( ) 0f x′′ > , ( ) ( , )x a b∀ ∈ . Să se arate că ( ) ( , )a bα∀ ∈  
tangenta la graficul lui f  în punctul ( , ( ))fα α  este sub graficul lui f. 
 Soluţie. Cum 0f ′′ >  pe ( , )a b f ′⇒  este crescătoare pe ( , )a b . Ecuaţia 
tangentei la grafic în punctul ( , ( ))fα α  este ( ) ( )( )y f f xα α α′− = − , adică 

( ) ( )( )y f f xα α α′= + − . Aplicând teorema lui Lagrange funcţiei f pe intervalul 
( , )xα , x α> , obţinem 
 ( ) ( ) ( )( )f x f f c xα α′= + −  cu c xα < < , şi cum 
 ( ) ( ) ( )f c f f x yα′ ′> ⇒ > . 
Pentru cazul x α<  se raţionează analog. 
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 9. Polinoamele Taylor asociate unor funcţii 
 
 9.1. Formula lui Taylor şi polinoamele Taylor ale funcţiilor elementare 
 
 În jurul unui punct o funcţie derivabilă poate fi aproximată printr-o 
funcţie de gradul întâi. Ne punem în continuare problema aproximării unei 
funcţii printr-un polinom de grad superior. 
  9.1.1. Fie D ⊂ �  o submulţime a lui � , 0x D∈  şi :f D → �  o 
funcţie derivabilă de n ori *( )n∈�  în punctul x0. Funcţia polinomială 

:nT f →� �  definită pentru orice x∈�  prin 
( )

20 0 0
0 0 0 0

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1! 2! !

n
n

n
f x f x f xT f x f x x x x x x x

n
′ ′′

= + − + − + + −K , 

se numeşte polinomul lui Taylor de grad n ataşat funcţiei f şi punctului x0, iar 
funcţia :nr f D → �  definită prin 

( )( ) ( ) ( )( ) , ( )n nr f x f x T f x x D= − ∀ ∈ ,  
se numeşte restul Taylor de ordinul n ataşat funcţiei f şi punctului x0.  
 Orice egalitate de forma n nf T f r f= + , unde pentru nr f  este dată o 
formulă de calcul, se numeşte formulă Taylor de ordinul n corespunzător 
funcţiei f şi punctului x0. 
  9.1.2. Exemplu. Pentru funcţia :f →� � , ( ) , ( )xf x e x= ∀ ∈� , 
polinomul lui Taylor de grad n ataşat funcţiei f şi punctului 0 0x =  este 

2

( )( ) 1 , ( )
1! 2! !

n

n
x x xT f x x

n
= + + + + ∀ ∈K � . 

  9.1.3. Exemplu. Pentru funcţia :g →� � , ( ) sin , ( )g x x x= ∀ ∈� , 
polinomul lui Taylor de gradul 2 1n −  ataşat funcţiei g şi punctului 0 0x =  este 

3 5 2 1
1( )( ) ( 1) , ( )

1! 3! 5! (2 1)!

n
n

n
x x x xT g x x

n

−
−= − + − + − ⋅ ∀ ∈

−
K � . 

  9.1.4. Exemplu. Pentru funcţia :h →� � , ( ) cos , ( )h x x x= ∀ ∈� , 
polinomul lui Taylor de ordinul 2 2n −  ( , 1)n n∈ ≥�  ataşat funcţiei h şi 
punctului 0 0x =  este 

2 4 6 2 2
1( )( ) 1 ( 1)

2! 4! 6! (2 2)!

n
n

n
x x x xT h x

n

−
−= − + − + + − ⋅

−
K . 

  9.1.5. Exemplu. Pentru funcţia : ( 1, )u − ∞ → �  definită prin 
( ) ln( 1)u x x= + , ( ) ( 1, )x∀ ∈ − ∞ , avem 
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( ) 1 ( 1)!( ) ( 1) , ( ) ( 1, )
( 1)

k k
k

ku x x
x

− −
= − ⋅ ∀ ∈ − ∞

+
 şi *k∈� , polinomul lui Taylor de 

grad n este 
2 3 4

1( )( ) ( 1) , ( ) ( 1, )
1 2 3 4

n
n

n
x x x x xT u x x

n
−= − + − + + − ⋅ ∀ ∈ − ∞K . 

  9.1.6. Exemplu. Pentru funcţia : ( 1, ) , ( ) (1 )f f x x α− ∞ → = +� , pentru 
orice ( 1, )x∈ − ∞  şi \α ∈� � , polinomul lui Taylor de grad n este 

2( 1) ( 1) ( 1)( )( ) 1
1! 2! !

n
n

nT f x x x x
n

α α α α α α− − − +
= + ⋅ + ⋅ + + ⋅

L
K , 

deoarece avem ( ) ( ) ( 1)( 2) ( 1)(1 ) , ( ) 1k kf x k x xαα α α α −= − − − + + ∀ > −L  şi 
*( ) k∀ ∈� . 

 Convenim să notăm ( 1)( 2) ( 1)
!

k
k k
α α α α α  − − − +

= 
 

L  şi 1
0
α 

= 
 

. Cu 

această notaţie avem 
2( )( )

0 1 2
n

nT f x x x x
n

α α α α       
= + ⋅ + ⋅ + + ⋅       
       

K . 

Funcţia : ( 1, ) , ( ) (1 )f f x x α− ∞ → = +�  se numeşte funcţie binomială de 
exponent α. 

  9.1.7. Exemplu. Pentru funcţia : , ( ) ch
2

x xe ef f x x
−+

→ = =� � , 

( ) x∀ ∈�  (cosinus hiperbolic), polinomul lui Taylor de grad 2n este: 
2 4 2

( )( ) 1
2! 4! (2 )!

n

n
x x xT f x

n
= + + + +K . 

  9.1.8. Exemplu. Pentru funcţia : , ( ) sh
2

x xe ef f x x
−−

→ = =� � , 

( ) x∀ ∈�  (sinus hiperbolic), polinomul lui Taylor de grad 2 1n −  *( )n∈� , este 
3 5 2 1

( )( )
1! 3! 5! (2 1)!

n

n
x x x xT f x

n

−

= + + + +
−

K . 

Facem observaţia că polinoamele de la ultimele două exemple pot fi obţinute 
utilizând Exemplul 9.1.2. 
  9.1.9. Definiţie. Fie A o mulţime nevidă din �  şi funcţiile 

: , ( )nf A n→ ∀ ∈� � . Spunem că şirul 0( )n nf ≥  este punctul convergent şi se 

notează 
P.C.

nf f→  dacă pentru orice 0 0 0, lim ( ) ( )nn
x A f x f x

→∞
∈ = . Şirul 0( )n nf ≥  se 
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zice că este uniform convergent pe A către funcţia f şi se notează 
U.C.

nf f→ , 
dacă pentru ( ) 0ε∀ >  ( )N ε∃  natural astfel încât ( ) ( )n N ε∀ ≥  să avem 

( ) ( )nf x f x ε− < , pentru orice x A∈ . 
  9.1.10. Observaţie. Fie A o mulţime nevidă, 0( )n nf ≥  un şir de funcţii 
definite pe A şi cu valori în �  iar 

0 1 2 , ( )n ns f f f f n= + + + + ∀ ∈K � . 
Dacă şirul de funcţii 0( )n ns ≥  este uniform convergent pe A către funcţia s 

( lim ( ) ( ), ( ) )nn
s x s x x A

→∞
= ∀ ∈ , convenim să facem notaţia 

0
( ) ( )n

n
s x f x

∞

=

=∑ , 

( ) x A∀ ∈ . Aceasta se numeşte dezvoltarea în serie a funcţiei s. 
Se poate demonstra că: 

a) 
1 2 1

1

( 1)sin , ( )
(2 1)!

n n

n

xx x
n

− −∞

=

− ⋅
= ∀ ∈

−∑ � . 

b) 
1 2 2

1

( 1)cos , ( )
(2 2)!

n n

n

xx x
n

− −∞

=

− ⋅
= ∀ ∈

−∑ � . 

c) 
0

, ( )
!

n
x

n

xe x
n

∞

=

= ∀ ∈∑ � . 

d) 
1

1

( 1)ln(1 ) , ( ) ( 1,1]
n n

n

xx x
n

−∞

=

− ⋅
+ = ∀ ∈ −∑ . 

e) 
0

(1 ) , ( ) ( 1,1) , ( \ )n

n

x x x
n

α α
α

∞

=

 
+ = ⋅ ∀ ∈ − ∈ 

 
∑ � � . 

f) 
2

0
ch , ( )

(2 )!

n

n

xx x
n

∞

=

= ∀ ∈∑ � . 

g) 
2 1

1
sh , ( )

(2 1)!

n

n

xx x
n

−∞

=

= ∀ ∈
−∑ � . 

 9.1.11. Observaţie. Polinomul lui Taylor de grad n ataşat funcţiei f şi 
punctului 0x , coincide în x0 atât cu funcţia f cât şi cu derivatele ei până la 
ordinul n. 

Demonstraţie. Evident, nT f  este o funcţie indefinit derivabilă pe �  şi 
pentru orice x∈�  avem 

1
( )0 0

0 0 0
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1! ( 1)!

n
n

n
x x x xT f x f x f x f x

n

−− −′ ′ ′′= + + + ⋅
−

K ; 
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2
( )0 0

0 0 0
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1! ( 2)!

n
n

n
x x x xT f x f x f x f x

n

−− −′′ ′′ ′′′= + + + ⋅
−

K ; 

KKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKK  
( 1) ( 1) ( )0

0 0( ) ( ) ( ) ( )
1!

n n n
n

x xT f x f x f x− − −
= + ; 

( ) ( )
0( ) ( ) ( )n n

nT f x f x= ; 
( )( ) ( ) 0k

nT f x =  oricare ar fi , 1k k n∈ ≥ +� . 
De aici deducem că  

( ) ( )
0 0 0 0 0( )( ) ( ) , ( ) ( ) ( ), , ( ) ( ) ( )n n

n n nT f x f x T f x f x T f x f x′ ′= = =K .  
Cu aceasta demonstraţia este încheiată. 
  9.1.12. Teoremă. Fie D ⊂ �  un interval, 0x D∈  şi :f D → �  o 
funcţie derivabilă de n ori *( )n∈�  în punctul x0. Atunci avem 

0 0

( )( )lim 0
( )

n
nx x

r f x
x x→

=
−

. 

 Demonstraţie. Deoarece f şi nT f  sunt derivabile de n ori în x0 rezultă 
că şi restul n nr f f T f= −  este o funcţie derivabilă de n ori în x0 şi 

( )
0 0 0( )( ) 0, ( ) ( ) 0, , ( ) ( ) 0n

n n nr f x r f x r f x′= = =K . 
Aplicând de 1n −  ori regula lui L’Hôpital şi ţinând seama că 

0

( 1) ( 1)
( )0

0
0

( ) ( )lim ( )
n n

n

x x

f x f x f x
x x

− −

→

−
=

−
, 

obţinem 

 
0 0 0

1
0 0 0

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )lim lim lim
( ) ( ) ( )

n n n
n n nx x x x x x

r f x f x T f x f x T f x
x x x x n x x −→ → →

′ ′− −
= = = =

− − −
K  

 

0 0

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( )
0 0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )lim lim
!( ) ! ( )

n n n n n
n

x x x x

f x T f x f x f x f x x x
n x x n x x

− − − −

→ →

− − − −
= = =

− −
 

 
0

( 1) ( 1)
( )0

0
0

( ) ( )1 lim ( ) 0
!

n n
n

x x

f x f x f x
n x x

− −

→

 −
= − = − 

. 

  9.1.13. Observaţie. Dacă notăm cu :n f Dα → �  funcţia dată prin 

0
0

( )( ) , \{ }
( )( )( )

0 , 0,

n
n

n

r f x x D x
x xf x

x
α

 ∈ −= 
 =

 

atunci din Teorema 9.1.12 rezultă că funcţia n fα  este continuă în x0.  
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Aşadar are loc teorema 
  9.1.14. Teoremă. (Teorema lui Taylor-Young). Fie D ⊂ �  un 
interval, 0x D∈  şi :f D → �  o funcţie. Dacă funcţia f este derivabilă de n ori 
în punctul 0x , atunci există o funcţie :n f Dα → �  care satisface următoarele 
proprietăţi: 

a) 0( )( ) 0n f xα = . 
b) Funcţia n fα  este continuă în punctul 0x . 
c) Pentru orice x D∈  are loc egalitatea 

( )
0 0

0 0 0 0
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1! !

n
n n

n
f x f xf x f x x x x x x x f x

n
α

′
= + − + + − + − ⋅K . 

Vom deduce, în continuare, o formulă pentru calculul restului nr f  al 
formulei Taylor. 
 Fie D ⊂ �  interval, :f D → �  o funcţie derivabilă de ( 1)n +  ori pe D, 

*p∈�  şi x şi x0 două puncte distincte din D. Fie k∈�  astfel încât să avem 
( )

20 0 0
0 0 0 0 0

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1! 2! !

n
n pf x f x f xf x f x x x x x x x x x k

n
′ ′′

= + − + − + + − + −K

 Funcţia : Dϕ → � , definită pentru orice t D∈  prin 
( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1! !

n
n pf t f tt f t x t x t x t k

n
ϕ

′
= + − + + − + − ⋅K , 

este derivabilă pe D ca şi sumă de funcţii derivabile. 
Deoarece 0( ) ( ) ( )x f x xϕ ϕ= = , aplicând teorema lui Rolle funcţiei ϕ pe 

intervalul 0[ , ]x x  sau 0[ , ]x x , rezultă că există un punct c cuprins strict între x0 şi 
x astfel încât ( ) 0cϕ′ = . Dar 

2( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1! 1! 2!

f t x t x tt f t f t x t f t f tϕ
′′ − −′ ′ ′ ′′ ′′′= − + − − + − −K  

1
( ) ( 1) 1( ) ( )( ) ( ) ( )

( 1)! !

n n
n n px t x tf t f t p x t k

n n

−
+ −− −

− + − ⋅ − ⋅ =
−

 

( 1) 1( ) ( ) ( ) , ( )
!

n
n px t f t p x t k t D

n
+ −−

= − − ⋅ ∀ ∈ . 

 Atunci egalitatea ( ) 0cϕ′ =  devine ( 1) 1( ) ( ) ( )
!

n
n px c f t p x c k

n
+ −−

= − ⋅ , de 

unde obţinem: 
1

( 1)( ) ( )
!

n p
nx ck f c

n p

− +
+−

= ⋅
⋅

. 
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De aici se obţine că restul nr f  are forma 
1

( 1)0( ) ( )( )( ) ( )
!

p n p
n

n
x x x cr f x f c

n p

− +
+− ⋅ −

= ⋅
⋅

. 

În consecinţă, se obţine teorema 
  9.1.15. Teoremă. (Teorema lui Taylor). Fie D ⊂ �  un interval, 

:f D → �  o funcţie de ( 1)n +  ori derivabilă pe D şi 0x D∈ . Atunci pentru 
orice *p∈�  şi 0\{ }x D x∈ , există cel puţin un punct c cuprins strict între x şi 
x0 astfel încât 

   
1

( 1)0( ) ( )( )( ) ( )
!

p n p
n

n
x x x cr f x f c

n p

− +
+− ⋅ −

= ⋅
⋅

.           

(1) 
Restul scris sub forma (1) se numeşte restul lui Schlömilch – Roche. 

 Luând 1p = obţinem restul lui Cauchy: 

   ( 1)0( )( )( )( ) ( )
!

n
n

n
x x x cr f x f c

n
+− −

= ⋅ .            

(2) 
 Luând 1p n= + , obţinem restul lui Lagrange: 

1
( 1)0( )( )( ) ( )

( 1)!

n
n

n
x xr f x f c

n

+
+−

= ⋅
+

.            

(3) 
  9.1.16. Observaţie. Deoarece 0( , )c x x∈  sau 0( , )c x x∈ , notând 

0

0

c x
x x

θ −
=

−
 obţinem că (0,1)θ ∈  şi 0 0( )c x x xθ= + − . Atunci restul nr f  se 

poate exprima şi în felul următor: 
1 1

( 1)0
0 0

( ) (1 )( )( ) ( ( ))
!

n n p
n

n
x xr f x f x x x

n p
θ θ

+ − +
+− ⋅ −

= ⋅ + −
⋅

; 

(Schlömilch – Roche) 
1

( 1)0
0 0

( ) (1 )( )( ) ( ( ))
!

n n
n

n
x xr f x f x x x

n
θ θ

+
+− ⋅ −

= ⋅ + − ; 

(Cauchy) 
1

( 1)0
0 0

( )( )( ) ( ( ))
( 1)!

n
n

n
x xr f x f x x x

n
θ

+
+−

= ⋅ + −
+

. 

(Lagrange) 
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  9.1.17. Definiţie. Formula lui Taylor de ordin n corespunzătoare 
funcţiei f şi punctului 0 0x = , cu restul lui Lagrange, se numeşte formula lui 
Mac Laurin: 

( ) ( 1)
2 1(0) (0) (0) ( )( ) (0)

1! 2! ! ( 1)!

n n
n nf f f f xf x f x x x x

n n
θ+

+′ ′′
= + + + + ⋅ + ⋅

+
K , 

unde (0,1)θ ∈ . 
  9.1.18. Exemplu. Pentru funcţiile f, g, h şi u din exemplele 9.1.2−9.1.4, 
formula lui Mac Laurin se scrie: 

1) 
2 1

( ) 1 , , (0,1)
1! 2! ! ( 1)!

n n
x xx x x xf x e e x

n n
θ θ

+

= = + + + + + ∈ ∈
+

K � ; 

2) 
3 5 2 1 2 1

1( ) sin ( 1) ( 1) cos
1! 3! 5! (2 1)! (2 1)!

n n
n nx x x x xg x x x

n n
θ

− +
−= = − + − + − + −

− +
K

, x∈�  şi (0,1)θ ∈ ; 

3) 
2 4 6 2 2 2

1( ) cos 1 ( 1) ( 1) cos ,
2! 4! 6! (2 2)! (2 )!

n n
n nx x x x xh x x x

n n
θ

−
−= = − + − + + − + −

−
K

x∈�  şi (0,1)θ ∈ ; 

4) 
2 3 4 1

1
1

1( ) ln(1 ) ( 1) ( 1) ,
1 2 3 4 1 (1 )

n n
n n

n

x x x x x xu x x
n n xθ

+
−

+= + = − + − + + − + − ⋅
+ +

K

1x > −  şi (0,1)θ ∈ . 
 9.1.19. Exemplu. Pentru funcţia : ( 1, )f − ∞ → � , ( ) (1 )f x x α= + , 

( ) 1x∀ > −  şi α ∈� ,  formula lui Mac Laurin este:  
2( 1) ( 1)( 2) ( 1)( ) (1 ) 1

1! 2! !
nnf x x x x x

n
α α α α α α α α− − − − +

= + = + + + + +
L

K  

 1( 1) ( )(1 )
( 1)!

n
nn x x

n

αα α α θ −
+− − +

+ ⋅
+

L , unde (0,1)θ ∈ . 

 Demonstraţie. Funcţia f este indefinit derivabilă pe ( 1, )− ∞  şi avem 
1 2 3( ) (1 ) ; ( ) ( 1)(1 ) ; ( ) ( 1)( 2)(1 )f x x f x x f x xα α αα α α α α α− − −′ ′′ ′′′= + = − + = − − +  

şi prin inducţie matematică se obţine 
( ) ( ) ( 1)( 2) ( 1)(1 )k kf x k x αα α α α −= − − − + +L , *k∈� . 

În consecinţă, obţinem 
2( 1) ( 1)( 2) ( 1)( ) (1 ) 1

1! 2! !
nnf x x x x x

n
α α α α α α α α− − − − +

= + = + + + + +
L

K  

 1( 1) ( )(1 )
( 1)!

n
nn x x

n

αα α α θ −
+− − +

+ ⋅
+

L . 
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  9.1.20. Propoziţie. Avem inegalităţile: 

a) 
2

1 , ( ) 0
1! 2! !

n
x x x xe x

n
> + + + + ∀ >K  şi *n∈� ; 

b) 
2 2 1 2 2

1 1
1! 2! (2 1)! 1! 2! (2 )!

n n
xx x x x x xe

n n

−

+ + + + < < + + + +
−

K K , ( ) 0x∀ <  şi 

*n∈� ; 

c) 
3 5 2 1( 1) sin

3! 5! (2 1)!

n nx x xx x
n

+− ⋅
− + − + < <

+
K

3 5 2 1 1 2 3( 1) ( 1)
3! 5! (2 1)! (2 3)!

n n n nx x x xx
n n

+ + +− −
< − + − + +

+ +
K , ( ) 0x∀ >  şi 

*( ) n∀ ∈�  impar. 

d) 
2 4 2( 1)1 cos

2! 4! (2 )!

n nx x x x
n

− ⋅
− + − + < <K

2 4 2 1 2 2( 1) ( 1)1
2! 4! (2 )! (2 2)!

n n n nx x x x
n n

+ +− −
< − + − + +

+
K , *( ) x∀ ∈�  şi 

*( ) n∀ ∈�  impar. 

e) 
2 3 1 2 3( 1) ln(1 )

2 3 2 3

n nx x x x xx x x
n

+− ⋅
− + − + < + < − + − +K K  

1 2 1( 1) ( 1) ,
1

n n n nx x
n n

+ + +− ⋅ − ⋅
+ +

+
( ) 0x∀ >  şi *( ) n∀ ∈�  par. 

Demonstraţie. Inegalităţile date se arată utilizând formula lui Taylor cu 
restul Lagrange pentru funcţiile sugerate de fiecare inegalitate. Să justificăm, 
spre exemplu b). Avem 

2 1

1
1! 2! ! ( 1)!

n n
x xx x x xe e

n n
θ

+

= + + + + + ⋅
+

K , *( ) ,x n∀ ∈ ∈� �  şi (0,1)θ ∈ . 

Atunci 

 
2 2 1 2

1 1
1! 2! (2 1)! 1! (2 )!

n n
xx x x x xe

n n

−

+ + + + < < + + + ⇔
−

K K  

 

2

2 2

2 2

0 (adev rat)
(2 )!

0 1
(2 )! (2 )!

(2 )! (2 )!

n
x

n n
x x

n n
x

x e
nx xe e

n n x xe
n n

θ

θ θ

θ

⋅

⋅ ⋅

⋅


>

⇔ < < ⇔ ⇔ < ⇔
 <

ã
 

 0xθ⇔ ⋅ < , relaţie adevărată. Aşadar, inegalitatea de la b) este 
adevărată. 
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  9.1.21. Consecinţă. Avem inegalităţile: 

a) 
3 3 5

sin , ( ) 0
3! 3! 5!
x x xx x x x− < < − + ∀ > ; 

b) 
2 2 3

ln(1 ) , ( ) 0
2 2 3
x x xx x x x− < + < − + ∀ > . 

  Demonstraţie. Sunt cazuri particulare ale inegalităţilor de la Propoziţia 
9.1.20. 
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Probleme rezolvate 

   R9.2.1. Să se arate că şirul 
11 1 1 ( 1)1

2 3 4

n

na n

−−
= − + − + +K , *n∈�  este 

convergent şi să se afle limita sa. 
 Soluţie. Pentru funcţia : ( 1, )u − ∞ → � , ( ) ln(1 )u x x= + , ( ) 1x∀ > − , 
utilizăm formula lui Mac Laurin şi obţinem 

2 3 1
1

1

( 1)( ) ln(1 ) ( 1)
2 3 ( 1)(1 )

n n n
n

n
x x x xu x x x

n n xθ

+
−

+

− ⋅
= + = − + − + − +

+ +
K , 1x > −  

şi  (0,1)θ ∈ . Pentru 1x =  obţinem: 

1
1

1 1 1 ( 1)ln 2 1 ( 1)
2 3 ( 1)(1 )

n
n

nn n θ
−

+

−
= − + − + − ⋅ +

+ +
K . De aici obţinem 

1

( 1)lim lim ln 2 ln 2
( 1)(1 )

n

n nn n
a

n θ +→∞ →∞

 −
= − = + + 

. 

   R9.2.2. Fie :f →� �  o funcţie de trei ori derivabilă pe �  cu proprietatea că 
lim ( ) ,
x

f x c c
→∞

= ∈� şi lim ( ) 0
x

f x
→∞

′′′ = . Să se arate că lim ( ) 0
x

f x
→∞

′ =  şi 

lim ( ) 0
x

f x
→∞

′′ = . 

 Soluţie. Cu formula lui Taylor obţinem: 

 ( ) ( )( 1) ( ) ( )
2! 3!
f x f af x f x f x
′′ ′′′

′+ = + + + , unde ( , 1)a x x∈ +           

(1) 
şi 

 2 3( ) ( )( 2) ( ) 2 ( ) 2 2
2! 3!
f x f bf x f x f x
′′ ′′′

′+ = + ⋅ + ⋅ + ⋅  unde ( , 2)b x x∈ +     

(2) 
 Deoarece pentru x→∞  avem a→∞  şi b→∞ , din relaţiile (1) şi (2) 
obţinem: 

 
ip.( ) 1lim ( ) lim ( 1) ( ) ( ) 0 0

2 3!x x

f xf x f x f x f b c c
→∞ →∞

′′   ′ ′′′+ = + − − = − − =   
   

;    

(1’) 

 
ip.8lim(2 ( ) 2 ( )) lim ( 2) ( ) ( ) 0 0

3!x x
f x f x f x f x f b c c

→∞ →∞

 ′ ′′ ′′′+ = + − − = − − = 
 

; 

Utilizând ultimele două relaţii avem: 

 1lim ( ) lim (2 ( ) 2 ( )) 2 ( ) ( ) 0 2 0 0
2x x

f x f x f x f x f x
→∞ →∞

  ′′ ′ ′′ ′ ′′= + − + = − ⋅ =    
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şi apoi din (1’) rezultă că lim ( ) 0
x

f x
→∞

′ = . 

   R9.2.3. Fie :f →� �  o funcţie de două ori derivabilă pe �  şi cu derivata a 
doua continuă astfel încât 

2( ) ( ) ( ) , ( ) ,f x y f x y f x x y+ ⋅ − ≤ ∀ ∈� . 
Arătaţi că 

2( ) ( ) ( ) , ( )f x f x f x x′′ ′⋅ ≤ ∀ ∈� . 
 Soluţie. Aplicând formula lui Taylor obţinem: 

 21
1

( ) ( )( ) ( ) , ( , )
1! 2!
f x f cf x y f x y y c x x y
′ ′′

+ = + ⋅ + ⋅ ∈ + ; 

 22
2

( ) ( )( ) ( ) , ( , )
1! 2!
f x f cf x y f x y y c x y y
′ ′′

− = − ⋅ + ⋅ ∈ − . 

Folosind relaţia din ipoteză obţinem: 

( )( )
2 4

2 2 2 2
1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 4
y yf x y f x f x yf x f c f c f c f c f x′ ′ ′′ ′′ ′′ ′′− + − + + ≤

 
de unde prin reducerea termenilor şi împărţirea la 2y  avem: 

( )( )
2

2
1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0

2
yf x f x yf x f c f c f c f c′ ′ ′′ ′′ ′′ ′′− + − + + ⋅ ≤ . 

Pentru 0y→  avem că 1c x→  şi 2c x→ , şi  relaţia devine: 
2 2( ) ( ) ( ) 0 ( ) ( ) ( )f x f x f x f x f x f x′ ′′ ′′ ′− + ⋅ ≤ ⇒ ⋅ ≤ . 

   R9.2.4. Să se calculeze e  cu cinci zecimale exacte. 
 Soluţie. Scriem formula lui Taylor cu restul lui Lagrange şi obţinem: 

2 1

1 , (0,1)
1! 2! ( 1)! !

n n
x xx x x xe e

n n
θ θ

−

= + + + + + ∈
−

K . 

De aici rezultă: 
1
2 2

2 1

1 1 1 11
1! 2 2! 2 ( 1)! 2 ! 2n ne e e

n n

θ

−= = + + + + + ⋅
⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

K . 

Determinăm pe n astfel încât 

2
6

1 1
! 2 10n nr e
n

θ

= ⋅ <
⋅

. 

Avem: 
1
2

1

1 3 1
! 2 ! 2 ! 2n n n nr e
n n n −< ⋅ < <
⋅ ⋅ ⋅

 şi 1 6

1 1
! 2 10nn − <
⋅

 pentru 8n ≥ . 

Prin urmare, 
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2 7

1 1 11 1 0,5 0,125 0,0208333
1! 2 2! 2 7! 2

e + + + + + + + +
⋅ ⋅ ⋅

� K �  

 0,0026041 0,0002604 0,0000271 0,0000015 1,6487345+ + + + =
. 

   R9.2.5. Calculaţi 

2

2

40

coslim

x

x

x e
x

−

→

− . 

 Soluţie. Avem : 
2 4

1cos 1 ( )
2! 4!
x xx r x= − + +  cu 1

40

( )lim 0
x

r x
x→

=  şi  
2 2 4

2
21 ( )

1! 2 2! 4

x x xe r x
−

= − + +
⋅ ⋅

 cu 2
40

( )lim 0
x

r x
x→

= . 

Atunci avem: 

 

2 4
1 22

4 40 0

1 1 ( ) ( )
cos 4! 2! 4lim lim

x

x x

x r x r x
x e
x x

−

→ →

 − + − − ⋅ = =  

  1 2
4 40

1 1 ( ) ( ) 1 1 1lim
4! 2! 4 24 8 12x

r x r x
x x→

  = − + − = − = −  ⋅  
. 

   R9.2.6.  Să se arate că: ( )
2

1 , ) (0, )
1! 2! !

n
x x x xe x

n
> + + + + ∀ ∈ ∞K  şi 

*( ) n∀ ∈� . 
 Soluţie. Scriind formula lui Taylor cu restul lui Lagrange, obţinem: 

2 1

1 , (0,1)
1! 2! ! ( 1)!

n n
x xx x x xe e

n n
θ θ

+

= + + + + + ⋅ ∈
+

K . 

De aici, utilizând faptul că 
1

0 , ( ) 0
( 1)!

n
xx e x

n
θ

+

⋅ > ∀ >
+

 şi *( ) n∀ ∈� , obţinem 

concluzia. 

   R9.2.7. Demonstraţi inegalitatea *( 1) , ( )
!

n
n ne n

n
+

> ∀ ∈� . 

 Soluţie. Procedând ca şi la problema anterioară, avem: 
2 1

1 , (0,1)
1! 2! ( 1)! !

n n
n nn n n ne e

n n
θ θ

−

= + + + + + ⋅ ∈
−

K . 

Deoarece 1 1 1, , ,
! ( 1)! 1!n n −

K  sunt mai mici sau egale cu 1 şi 1neθ > , avem: 
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1
21 1 1 1 ( 1)1 1

! 1! ( 1)! ( 1)! 1! ! ! 2!

n n
n nn n n n ne n n n n

n n n n n

− − > ⋅ + ⋅ + + ⋅ + = + ⋅ + ⋅ + + = − −  
K K

 

 1 (1 )
!

nn
n

= + . 

   R9.2.8. Să se arate că: lim sin(2 !) 2
n
n e nπ π

→∞
⋅ ⋅ = . 

 Soluţie. Avem : 
1 1 11 , (depinde de ) (0,1)
1! 2! ( 1)! ( 2)! n

ee n
n n

θ

θ θ= + + + + + = ∈
+ +

K , 

de unde: 

 1 1 1sin(2 ) sin 2 1 !
1! 2! ( 1)! ( 2)!

en e n n n
n n

θ

π π
  

⋅ ⋅ = ⋅ + + + + + ⋅ =  + +  
K  

   1sin 2
1 ( 1)( 2)

en
n n n

θ

π
  

= ⋅ +  + + +  
. 

Ca urmare, 
 lim sin(2 )

n
n e nπ

→∞
⋅ ⋅ =  

 

1sin 2
1 ( 1)( 2) 1lim 2

1 ( 1)( 2)12
1 ( 1)( 2)

n

e
n n n en

n n ne
n n n

θ

θ

θ

π
π

π
→∞

   
+   + + +     = ⋅ ⋅ + =  + + +   +  + + +   

 

 1lim 2 2 (1 0) 2
1 ( 1)( 2)n

en
n n n

θ

π π π
→∞

 
= + = + = + + + 

. 

   R9.2.9. Fie funcţia :[0,1]f → �  de două ori derivabilă astfel încât 
(0) (1) 0f f= =  şi 

[0,1]
inf ( ) 1
x

f x
∈

= − . Să se arate că 
[0,1]

sup ( ) 8
x

f x
∈

′′ ≥ . 

 Soluţie. Din ipoteză avem f continuă pe 

[0,1] [0,1]
[0,1] 1 inf ( ) min ( )

x x
f x f x

∈ ∈
⇒ − = =  şi cum f este derivabilă pe [0, 1] va rezulta 

că ( ) (0,1)a∃ ∈  astfel încât ( ) 0f a′ =  şi ( ) 1f a = − . Scriind formula lui Taylor, 
avem: 

21( ) 1 ( ( )) ( ) , (0,1)
2! x xf x f a x a x aθ θ′′= − + ⋅ + − ⋅ − ∈ . 
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Pentru 0x =  se obţine 2( ( ))0 1
2
xf a a aθ′′ + −

= − + ⋅  iar pentru 1x =  avem 

21( (1 ))0 1 (1 )
2

f a a aθ′′ + −
= − + − . 

Deci ( ( ))i if a i a cθ′′ + − = , unde 0 12 2

2 2, , {0,1}
(1 )

c c i
a a

= = ∈
−

. 

Dacă 1
2

a < , atunci 0 8c ≥ , iar dacă 1
2

a ≥ , atunci 1 8c ≥ , deci 
[0,1]

sup ( ) 8
x

f x
∈

′′ ≥ . 

   R9.2.10. Fie P o funcţie polinomială de grad n, *n∈�  şi având coeficienţi 
reali. Să se arate că dacă: 

( )( ) 0, ( ) 0, , ( ) 0nP a P a P a′> ≥ ≥K , 
atunci, orice rădăcină reală a lui P este mai mică decât a. 
 Soluţie. Pentru orice x a> , avem 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1! !

n
nP a P aP x P a x a x a P a

n
′

= + − + + − >K , 

de unde rezultă concluzia problemei. 
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 10. Aplicaţii ale metodelor topologice în geometrie 
 
 10.1. Aspecte teoretice 
 
 Unele probleme de geometrie, în special probleme de existenţă care nu 
pot fi rezolvate constructiv, au soluţii elegante dacă se folosesc cunoştinţe de 
analiză matematică (în special continuitatea unor funcţii). Cunoştinţele necesare 
unor astfel de abordări sunt foarte legate de intuiţia geometrică şi necesită 
foarte puţine extinderi faţă de cunoştinţele din programa de analiză matematică 
a clasei a XI-a. 
 Cadrul general în care se dezvoltă analiza matematică este spaţiul 
topologic. 
  10.1.1. Definiţie. Dacă X este o mulţime şi }|{ IiDD i ∈=  este o 
familie de submulţimi din X cu proprietăţile: 
 a) DXD ∈∈∅ ,  
 b) Pentru orice U

Jj
j DDIJ

∈

∈⊂ ,  

 c) Pentru orice mulţime finită Iiii n ⊂},...,,{ 21 , 
DDDD

niii ∈∩∩∩ ...
21

 
atunci D se numeşte topologie pe X, iar perechea ),( DX  se numeşte spaţiu 
topologic. 
  10.1.2. Exemple. 1. Pe R (axa reală) o mulţime R⊂D  este deschisă 
dacă pentru orice Dx ∈0  există 0>ε  astfel ca intervalul deschis: 

),( 00 ε+ε− xx  să fie inclus în D. 
 2. În R2 (plan) o mulţime 2R⊂D  este deschisă dacă pentru orice punct 

Dyx ∈),( 00  există 0>ε  astfel ca discul deschis ε),,( 00 yxD  centrat în ),( 00 yx  şi 
de rază ε să fie în întregime inclus în D. 
 3. În R3 (spaţiu) o mulţime 3R⊂D  este deschisă dacă pentru orice 
punct DM ∈  există 0>ε  astfel ca bila deschisă (fără frontieră), de centru M şi 
rază ε să fie complet inclusă în D. 
  10.1.3. Definiţie. Dacă ),( XDX  şi ),( YDY  sunt spaţii topologice şi 

YXf →:  este o funcţie, spunem că funcţia f este continuă dacă pentru orice 

YY DD ∈  prin imagine XY DDf ∈− )(1 . (O funcţie este continuă dacă şi numai 
dacă întoarce mulţimi deschise în mulţimi deschise.) 
 Vom enumera câteva rezultate care sunt necesare în astfel de probleme, 
justificând doar cele necunoscute din manuale. 
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10.1.4. Rezultate fundamentale 
 1. Dacă R→],[: baf  este o funcţie continuă şi 0)()( <bfaf  atunci 
există cel puţin un ),( bac∈  astfel ca 0)( =cf . 
 2. Dacă ],[],[: babaf →  este o funcţie continuă, atunci există ],[ bac∈  
astfel ca ccf =)(  (punct fix). (Se consideră funcţia xxfxg −= )()( , 

0)()( ≤bgag .) 
 3. Dacă R∈),(: baf  este o funcţie continuă şi există 0>L  astfel ca 

|||)()(| yxLyfxf −≤−  atunci funcţia f este continuă. (Dacă 1<L  ea este o 
contracţie, în general este o funcţie Lipschitziană. În particular izometriile sunt 
funcţii continue.) 
 4. Dacă A este o mulţime mărginită în plan, 0: =++ cbyaxd  este o 
dreaptă fixă şi definim RR →:f , =λ)(f aria porţiunii cuprinsă între dreptele 
d şi λ=++λ cbyaxd : , atunci funcţia f este continuă. (Deoarece A este 
mărginită, există un disc D de rază R în care este inclusă A.) 
 

D
A dx

dy

 
 Distanţa între dreptele paralele λd  şi µd  este 

22,
||

ba +

µ−λ
=ρ µλ . Atunci 

||2|||)()(|
22

µ−λ=⋅
+

µ−λ
≤µ−λ LR

ba
ff , unde 

22

2
ba

RL
+

= , deci f este o 

funcţie Lipschitziană (continuă). 
 5. Dacă A este o mulţime mărginită în plan, ),( 00 yx  este un punct fix 
prin care trece dreapta d atunci funcţia RR →:f , =)(mf aria porţiunii din A 
cuprinsă între dreptele d şi )(: 00 xxmyydm −=−  este o funcţie continuă. 
(Deoarece A este mărginită, există un disc D de rază R cu centrul în ),( 00 yxO  
care conţine mulţimea A. Notând cu 2,1α  unghiul dintre dreptele 

1md  şi 
2md , 
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obţinem 
π
α
⋅≤− 2,12

21 2|)()(| Rmfmf , inegalitate ce asigură continuitatea 

funcţiei f. 

D 

A

O 

dm1 

dm2 
D

A 

O 

dm2 

dm1 

 
 6. Transformările geometrice ca: rotaţia în jurul unui punct (în plan sau 
spaţiu), translaţia, omotetia, proiecţia în plan sau proiecţia pe o dreaptă (pe un 
plan), simetrie faţă de o dreaptă, un punct (sau un plan) sunt toate funcţii 
continue, ele fiind izometrii (rotaţiile, translaţiile, simetriile) iar celelalte funcţii 
Lipschitziene. 
 7. Distanţa la un punct, la un plan sau la o dreaptă sunt funcţii continue. 
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 11.  Ecuaţii transcendente 
 
 Această temă constituie o continuare firească a temei 7: “Ecuaţii 
exponenţiale şi logaritmice nestandard”, din Ghidul profesorului de matematică, 
pentru clasa a X-a. 
 Considerăm ecuaţia 0)( =xf , unde RDRDf ⊆→ ,:  este o funcţie 
dată. Dacă f este o funcţie polinomială nenulă, ataşată unui polinom din [ ]XC , 
ecuaţia se numeşte algebrică.  O ecuaţie care nu poate fi redusă la o ecuaţie 
algebrică, folosind operaţiile: adunare, înmulţire, ridicare la putere, etc., se 
numeşte transcendentă.  
 De exemplu 0253 =+− xx  reprezintă o ecuaţie algebrică de gradul 3; 
arătăm că ecuaţia 1,22)1ln( −>−=+ xxx  este transcendentă. Presupunem 
contrariul: există un polinom nenul [ ]XRP∈  astfel încât pentru funcţia sa 
polinomială f, avem: 22)1ln()( −++= xxxf , pentru orice 1−>x . Evident P 
nu este un polinom constant. Fie grad P *Nn∈= . Derivând de n+1 ori în ambii 

membri ai relaţiei de mai sus, obţinem: 1)1(
!)1(0 ++

⋅−
= n

n

x
n , pentru orice 1−>x . 

Punând x = 0,  obţinem: ( ) !10 nn ⋅−= ,  care evident reprezintă o contradicţie.  
 Nu ne propunem să verificăm că anumite ecuaţii sunt sau nu 
transcendente, scopul nostru este de a rezolva astfel de ecuaţii. 
 Nu există metode generale de rezolvare. Fiecare ecuaţie propusă trebuie 
examinată aparte: i se caută caracteristicile şi pe baza lor se elaborează un mod 
de rezolvare. 
 Vom indica câteva moduri de abordare a acestor ecuaţii. În mare parte, 
acestea au fost expuse în tema mai sus amintită, dar de data aceasta având la 
îndemână puternicul instrument oferit de aparatul analizei matematice. 
 
 
 11.1.  Utilizarea monotoniei unor funcţii 

 
Amintim câteva rezultate cunoscute din teoria funcţiilor. 
 

 11.1.1. Propoziţie :  Fie RARAgf ⊆→ ,:, .  
a) Dacă funcţiile f şi g sunt strict crescătoare (descrescătoare) pe A, atunci f 

+g este o funcţie strict crescătoare (descrescătoare) pe A. 
b) Dacă ( )∞→ ,0:, Agf  sunt strict crescătoare (descrescătoare), atunci 

gf ⋅ este funcţie strict crescătoare (descrescătoare). 
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 11.1.2. Propoziţie :  Fie CBgBAf →→ :,: . 
a) Dacă f şi g sunt funcţii strict monotone, de aceeaşi monotonie, atunci 

fg o  este strict crescătoare . 
b) Dacă f, g sunt funcţii strict monotone, de monotonii diferite, atunci 

fg o este strict descrescătoare. 
 
 11.1.3. Propoziţie :  Dacă RI ⊆  este interval şi RIf →:  este o funcţie 
derivabilă pe I, atunci sunt adevărate următoarele afirmaţii:  
a) f este crescătoare dacă şi numai dacă Ixxf ∈∀≥ ,0)(' . 
b) f este descrescătoare dacă şi numai dacă Ixxf ∈∀≤ ,0)(' . 
 
 11.1.4. Propoziţie Dacă funcţia f este strict monotonă pe un interval I, iar c 
este o constantă reală, atunci ecuaţia cxf =)(  are pe intervalul I cel mult o 
soluţie. 
Demonstraţie :  Fie f o funcţie strict crescătoare. Presupunem că ecuaţia 

cxf =)(  are cel puţin două soluţii diferite 21 , xx  pe intervalul I. Fie 21 xx < . 
Din f strict crescătoare rezultă ( ) ( )21 xfxf < . Contradicţie cu 
( ) ( ) cxfxf == 21 . 

 
 11.1.5. Teoremă :  Dacă funcţiile f şi g sunt monotone pe intervalul I, de 
monotonii diferite, cel puţin una dintre ele strict monotonă, atunci ecuaţia 

)()( xgxf =  are cel mult o soluţie în intervalul I. 
Demonstraţie :  Fie f strict crescătoare, iar g descrescătoare pe intervalul I. 
Presupunem că există cel puţin două soluţii diferite 21 , xx  din intervalul I, ale 
ecuaţiei )()( xgxf = . Fie 21 xx < . Atunci )()()()( 2211 xfxgxgxf =≥= . 
Contradicţie cu  f  funcţie strict crescătoare pe intervalul I. 
 
 11.1.6. Teoremă :  Dacă funcţia f are proprietatea lui Darboux pe intervalul I 
(în particular dacă f este continuă pe I ) şi dacă Iba ∈, astfel încât 

0)()( <⋅ bfaf , atunci ecuaţia 0)( =xf , are cel puţin o soluţie între a şi b. 
 
 
 11.2.  Rezolvarea unor ecuaţii cu ajutorul teoremei lui Rolle şi a teoremei 
lui Lagrange 
 
 11.2.1. Teoremă (Rolle):  

 Fie bacuRba <∈ ,, , iar [ ] Rbaf →,:  o funcţie continuă pe [a,b], 
derivabilă pe (a,b) şi )()( bfaf = .  

Atunci există cel puţin un punct ( )bac ,∈  astfel încât 0)(' =cf . 
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 11.2.2. Consecinţă :  Între două rădăcini ale unei funcţii derivabile pe interval 
se află cel puţin o rădăcină a derivatei. 
 
 11.2.3. Teoremă  (Lagrange):    

Fie bacuRba <∈ ,, , iar [ ] Rbaf →,:  o funcţie continuă pe [a,b] şi 

derivabilă pe (a,b).  Atunci există  ( )bac ,∈ astfel încât )()()( ' cf
ab

afbf
=

−
− . 

 
 
 11.3.  Utilizarea convexităţii 
 
 11.3.1. Definiţie : O funcţie RIf →:  este convexă pe intervalul RI ⊆  dacă 
oricare ar fi [ ]1,0,, 21 ∈∀∈ λIxx  are loc inegalitatea:  

( ) )()1()()1( 2121 xfxfxxf λλλλ −+≤−+ . 
 Dacă inegalitatea este de sens contrar, funcţia se numeşte concavă. 

Dacă inegalităţile precedente sunt stricte, atunci spunem că f este strict convexă 
( strict concavă). 
 
 11.3.2. Observaţie :  Funcţia f este concavă pe intervalul I dacă şi numai dacă 
–f este convexă.  
 
 
 11.3.3. Teoremă (Jensen):  Fie RI ⊆  un interval, iar RIf →:  o funcţie. 
Atunci f este convexă dacă şi numai dacă oricare ar fi Nn∈ , 2≥n , 

Ixxx n ∈,...,, 21  şi 0,...,, 21 ≥nλλλ , cu 1...21 =+++ nλλλ , are loc:  
( ) )(...)()(... 22112211 nnnn xfxfxfxxxf λλλλλλ +++≤+++ . 

 
 11.3.4. Propoziţie :   
a) Produsul dintre o funcţie convexă şi o funcţie constantă pozitivă este o 

funcţie convexă. 
b) O sumă de funcţii convexe este o funcţie convexă. 
c) Dacă  JIg →:  este convexă pe intervalul I, iar RJf →:  este convexă şi 

crescătoare  pe intervalul J,   atunci gf o  este convexă. 
d) Dacă  JIf →: este inversabilă pe intervalul I, iar IJg →: este inversa 

sa, atunci:   
1) f convexă şi crescătoare ⇒   g concavă şi crescătoare 
2) f convexă şi descrescătoare ⇒   g convexă şi descrescătoare  
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e) Dacă RIf →:  este convexă şi neconstantă pe intervalul I, atunci  f nu-şi 
poate atinge valoarea cea mai mare în interiorul intervalului. 

Demonstraţie :  Punctele a) şi b) se verifică imediat. Demonstrăm c). Din g 
convexă pe I, rezultă ( ) )()()1()1( 2121 xtgxgttxxtg +−≤+− , oricare ar fi 

[ ]1,0,, 21 ∈∀∈ tIxx . Cum f este crescătoare şi convexă, rezultă: 
( )( ) ≤+− 21)1( txxtgf o
( ) ( )( ) ( )( )2121 )1()()()1( xgftxgftxtgxgtf oo +−≤+− , deci gf o  este 

convexă.  
Atenţie :  Compusa a două funcţii convexe nu este neapărat o funcţie convexă. 
Contraexemplu: Fie [ ] [ ] 2)(,1,01,1: xxgg =→− , iar [ ] xxfRf −=→ )(,1,0: . 
Deci f şi g sunt convexe, dar ( ) 2)( xxgf −=o  nu este convexă.  
d)     Demonstrăm numai 1). Dacă f este crescătoare, atunci şi 1−= fg  este 
crescătoare. Arătăm că g este concavă. Pentru Jyy ∈21  există Ixxx ∈,, 21  
astfel încât 11 )( yxf = , 22 )( yxf = , 21)1()( tyytxf +−= . Din f convexă 
rezultă: ( ) 212121 )1()()()1()1( tyytxtfxfttxxtf +−=+−≤+− . Dar f este 
crescătoare şi de aici avem: xtxxt ≤+− 21)1( , adică 

≤+− )()()1( 21 ytgygt ( )21)1( tyytg +− , adică g este concavă. 
e) Demonstrăm prin reducere la absurd. Presupunem că f îşi atinge cea mai 
mare valoare în 0x  din interiorul intervalului I. Deci există Ixx ∈21 ,  astfel 
încât 201 xxx <<  şi )()( 01 xfxf < , )()( 02 xfxf < . Punem 

210 )1( txxtx +−= . Înmulţind prima inegalitate cu (1-t) şi a doua cu t şi 
adunăm: ( )( )21021 1)()()()1( txxtfxfxtfxft +−=<+− , relaţie care 
contrazice convexitatea lui f. 
 11.3.5. Propoziţie :  Dacă funcţia RIf →: este strict convexă pe intervalul I, 
iar RIg →:  este o funcţie liniară, atunci ecuaţia )()( xgxf = are cel mult 
două soluţii pe intervalul I. 
Demonstraţie : Admitem că există cel puţin trei soluţii diferite 321 ,, xxx . Fie 

( )213 , xxx ∈ . Atunci există ( )1,0∈λ  astfel încât: 213 )1( xxx λλ −+= . Dar 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )212133 11 xfxfxgxgxgxf λλλλ −+=−+== . Contradicţie cu f 

strict convexă.  
 
 
 
 
 
 



 279

 
Bibliografie  
 
1. Berinde V., explorare, investigare şi descoperire în matematică, Editura 

Efemeride, Baia Mare, 2001 
2. Burtea M., Burtea G., Mateatică, clasa a XI-a, Elemente de analiză 

matematică, Editura Carminis, Piteşti, 2001 
3. Ganga M., Ecuaţii şi inecuaţii, Editura Mathprss, Ploieşti, 1998 
4. Gorgotă V., Şerdean I., Ulmeanu S., Matematica în concursurile şcolare 

2002, IX-XII, Editura Paralela 45, 2002 
5. Suceveanu V., Copaceanu R., Metode nestandard de rezolvare a ecuaţiilor, 

Foaie Matematică, Nr. 3 şi Nr. 4, 1999, Chişinău 
6. Tămâian T., Probleme selectate din reviste selecte, Editura Cub Press, Baia 

Mare, 2002 
7.  Universitatea Tehnică ,Cluj−Napoca, Teste grilă de matematică, admitere                           

2003, U.T. Pres, Cluj –Napoca, 2002. 
 
 
 



 280

Probleme propuse 
 
   R11.1.1   Să se rezolve ecuaţia:   

0,02ln636 23 >=+++− xxxxxx . 
Soluţie :  
 Considerăm funcţia ( ) Rf →∞,0: , 2ln636)( 23 +++−= xxxxxxf . 

Atunci 6ln6123)( 2' ++−= xxxxf  şi 0)1(6)(
2

'' ≥
−

=
x

xxf , pentru orice 

( )∞∈ ,0x .  
Variaţia funcţiei  f  este redată în tabelul următor:  

 

 
 
Deducem că x = 1 este unica soluţie.  
 

   R11.1.2   Rezolvaţi ecuaţia: .27594
11

=+
++
x

x
x

x
 

Soluţie : 

 Pentru ,0<x 294
11

<+
++
x

x
x

x
, deci ecuaţia nu are soluţii.  

Fie x 0> . considerăm funcţia ( ) x
x

aa axfRf
1

)(,,0:
+

=→∞ , 1>a . Atunci 

hgfa o= ,  unde ( ) [ )
x

xxhh 1)(,,2,0: +=∞→∞ , iar 

[ ) xaxgRg =→∞ )(,,2: . Se constată că h este strict descrescătoare pe ( ]1,0  
şi strict crescătoare pe [ )∞,1 , iar g este strict crescătoare. Atunci (din propoziţia 
11.1.3) deducem cü funcţia af  este strict descrescătoare pe ( ]1,0  şi strict 
crescătoare pe [ )∞,1 . Funcţia 

( ) )()(94)(,,0: 94

11

xfxfxFRF x
x

x
x

+=+=→∞
++

 este strict descrescătoare 
pe ( ]1,0  şi strict crescătoare pe [ )∞,1 . În concluzie, ecuaţia: F(x)=275 are cel 

   x 

)('' xf

)(' xf  
)(xf  

  0        1 

+   +   +   +  0  +   +   +   + 

-   -   -   - 0  +   +   +   + 

 0 
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mult câte o soluţie pe intervalele ( ]1,0 , respectiv [ )∞,1 . Dar ( ]1,0
2
1
∈=x  şi 

[ )∞∈= ,12x  sunt soluţii.  Deci 
2
1

=x  şi 2=x  sunt singurele soluţii ale 

ecuaţiei date. 
 

   R11.1.3   Să se rezolve în R ecuaţia:   ( ) 123 1 =− −xx
. 

Soluţie : 
 Fie =→ )(,: xfRRf ( ) 123 −− xx

. Atunci 

,:' RRf →  ( ) 




 −= 2ln23ln3

2
1)(' xx

xf  cu rădăcina 

3ln
2lnlog

2
30 =x  . Se verifică că ( )4,20 ∈x .  

Variaţia funcţiei  f  dată de prima derivată este redată în tabloul:  
 
 
 

 
 
 Deci f este strict crescătoare pe ( ]0, x∞−  şi strict descrescătoare pe 
[ )∞,0x . Din teorema 11.1.4 deducem că ecuaţia 0)( =xf  are cel mult câte o 
soluţie pe fiecare din intervalele ( ]0, x∞− , respectiv ( )∞,0x . Se verifică că x = 
2 ∈  ( )0, x∞−  şi x = 4 ∈  ( )∞,0x  sunt soluţii, deci acestea sunt singurele soluţii 
ale ecuaţiei date. 
 
   R11.1.4   Să se rezolve ecuaţia:  1ln1 +=− xxe x ,  *

+∈ Rx . 
Soluţie :  

Funcţia ( ) 1ln)(,,0: 1 −−=→∞ − xxexfRf x  are derivatele 

1ln)( 1' −−= − xexf x , 
x

exf x 1)( 1'' −= − , 01)( 2
1''' >+= −

x
exf x . Rezultă că ''f  

  x 

)(' xf  
)(xf  

∞− 2           x0          4 ∞

+     +      +      0      -        -        - 

)( 0xf
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este strict crescătoare, aşadar x = 1 este unica soluţie a ecuaţiei 0)('' =xf . Cum 
0)1(' =f , rezultă că 0)(' >xf  pentru ( )1,0∈x  şi 0)(' >xf  pentru ( )∞∈ ,1x , 

deci f este strict crescătoare pe ( )∞,0 . Cum 0)1( =f , ecuaţia dată are unica 
soluţie x=1. 
 
 
 
 
 

   R11.2.1   Se consideră funcţia. [ ] ( ]






=

∈
=→

0,0

1,0,sin
)(,1,0:

xdacă

xdacă
x

x
xfRf

π
 . 

Aplicând teorema lui Rolle pe fiecare interval 





+ nn
1,

1
1 ,  *Nn∈ , să se arate 

că ecuaţia  xtgx =  are soluţii pe fiecare interval ( )( )ππ 1, +nn . 
Soluţie :  
 Se verifică că f este continuă pe [0,1], derivabilă pe (0,1) şi 

( ]1,0,cossin)(' ∈∀−= x
xxx

xf πππ . Cum 01
1

1
=






=








+ n
f

n
f , suntem în 

condiţiile din teorema lui Rolle, deci există 







+
∈

nn
cn

1,
1

1  astfel încât 

0)(' =ncf , adică: 0cossin =−
nnn ccc
πππ .  Obţinem 

nn cc
tg ππ

= ,  deci 
nc
π  este 

soluţie a ecuaţiei xtgx = . Cum 







+
∈

nn
cn

1,
1

1 ,  avem 
nc
π ( )( )ππ 1, +∈ nn ,  

pentru orice *Nn∈ . 
 
   R11.2.2   Să se rezolve în R ecuaţia: 353632 2 ++=++ xxxxx . 
Soluţie :  
 Observăm că ecuaţia are soluţiile 1,0,1 321 ==−= xxx . Arătăm că 
acestea sunt singurele soluţii. 

 Considerăm funcţia ,: RRf →  
353632)( 2 −−−++= xxxf xxx . Presupunem că există { }1,0,14 −∉x  astfel 

încât 0)( 4 =xf . Conform teoremei lui Rolle, 0)(' =xf  ar avea câte o soluţie 
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pe fiecare interval cu capetele soluţii consecutive ale lui 0)( =xf . Deci 'f  ar 
avea cel puţin 3 soluţii diferite.  
De aici, 0)('' =xf  ar avea cel puţin două soluţii reale, iar 0)(''' =xf ar avea cel 
puţin o soluţie reală. Dar ( ) ( ) ( ) Rxxf xxx ∈∀>++= ,06ln63ln32ln2)( 333''' , 
deci presupunerea făcută este falsă. 
 
   R11.2.3   Rezolvaţi ecuaţia:  xxxx 5463 +=+ . 
Soluţie : 

 Ecuaţia se scrie 
34
34

56
56

−
−

=
−
− xxxx

. Considerăm funcţia xttf =)( , 

0>t , căreia îi aplicăm teorema lui Lagrange pe intervalele [3,4] şi [5,6]. 
Deducem că există )4,3(1 ∈t  şi ( )6,52 ∈t  pentru care 1

134 −=− xxx xt  şi 
1

256 −=− xxx xt . Atunci ecuaţia se mai scrie: 1
1
−xxt 1

2
−= xxt  sau echivalent 

( ) 01
1

1
2 =− −− xx ttx . Obţinem 01 =x  sau  1

1
1

2
−− = xx tt . Cum 12 tt > , din 

0
1

1

2 =







−x

t
t   rezultă  12=x . Soluţiile ecuaţiei sunt 01 =x şi 12=x . 

 
   R11.2.4   Rezolvaţi ecuaţia:  ( ) xxx xx 4231 ⋅+=⋅+ . 
Soluţie :  

 Scriem ecuaţia sub forma 
34

34
23
23

−
⋅−⋅

=
−
− xxxx xx . Notăm 

[ ] ,3,2: Rf →  xttf =)( şi [ ] xxttgRg =→ )(,4,3: . Din teorema lui Lagrange 
rezultă că există ( ) ( )4,3,3,2 ∈∈ ba   astfel ca )()( '' bgaf = , de unde 

121 −− = xx bxxa . Rezultă 01 =x  sau  11 −− = xx xba . Din 
1−







=

x

b
ax  şi 10 <<

b
a . 

Obţinem 12=x . În concluzie, soluţiile ecuaţiei sunt 01 =x şi 12=x . 
 

   R11.2.5   Să se arate că ecuaţia  0
)1(

1cos
2
1

2 =
+

−
x

x   are în intervalul 

( )ππ 3,2  cel puţin o soluţie. 



 284

Soluţie : 

 Considerăm funcţia 0,
1
1sin)( ≥

+
−

−= x
x
xxxf .  Avem 

( ) 0
2

5,02 >





<
ππ ff  şi 0)3( <πf . Deci există 






∈

2
5,21
ππx  şi 







∈ ππ 3,

2
5

2x  astfel încât 0)()( 21 == xfxf . Rezultă din teorema lui Rolle că 

există ( )210 , xxx ∈  cu 0)( 0
' =xf .  Cum 2

'

)1(
2cos)(
+

−=
x

xxf , obţinem 

rezultatul din enunţ. 
 
 
 
 
 
   R11.3.1 Să se rezolve în N: 

xxxxxx aaaaaa )4()3()1()6()2( +++++=++++ , unde 1>a . 
Soluţie :   

Evident x = 0 şi x = 1 sunt soluţii. Arătăm că ecuaţia nu are alte soluţii. 
Funcţia [ ) nttfRf =→∞ )(,,0: , unde 2, ≥∈ nNn  este strict convexă. Atunci 

din definiţie obţinem: 
nnn baba






 +

>
+

22
, pentru 0, >ba , ba ≠ . Deci:  

     x
xxx

aaaa )1(
2

22
2

)2(
+=






 +

>
++  

     ( ) x
xxx

aaaa )4(
2

82
2

)6(2
+=






 +

>
+++  

      ( ) x
xxx

aaaa )3(
2

62
2

6
+=






 +

>
++  

Adunând aceste relaţii, obţinem:  
xxxxxx aaaaaa )4()3()1()6()2( +++++>++++ . Deci ecuaţia nu are alte 

soluţii.  
 

   R11.3.2   Fie ,1>a a fixat.  Să se rezolve în R ecuaţia:  aaaa xx +=+ 2
1

. 
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Soluţie : 
 Funcţia ( ) xaxfRf =∞→ )(,,0:  este convexă şi crescătoare pe R. 

Funcţia ( ) xaxgRg
1

)(,,0: =→∞  este convexă pe ( )∞,0 , deoarece 

0lnln121)(
1

3
'' >






 += aa

x
a

x
xg x , pe ( )∞,0 . Rezultă că gf +  este convexă 

pe ( )∞,0 , prin urmare ecuaţia dată are cel mult două soluţii în ( )∞,0 . 

Acestea sunt 2 şi 
2
1 . În intervalul ( )0,∞− , ecuaţia nu are soluţii deoarece 

aaaa xx +<+<+ 2
1

11 , oricare ar fi ∈x ( )0,∞− . 
   R11.3.3   Să se rezolve ecuaţia: 012)562(4)42( 2 =++⋅++−⋅+ xxxx xx . 
Soluţie : 
 Ecuaţia se scrie în formă echivalentă: ( )[ ][ ] 0)1(2122 1 =+−−⋅+ + xx xx . 
Obţinem: ( ) 122 1 =⋅+ +xx  sau 12 += xx . Ecuaţia ( ) 122 1 =⋅+ +xx  nu are soluţii 

pe ( ]2,−∞− , iar pe ( )∞− ,2  ecuaţia se scrie 
2

12 1

+
=+

x
x  cu soluţie unică 

11 −=x , deoarece membrul stâng este o funcţie strict crescătoare, iar membrul 
drept este o funcţie strict descrescătoare. 
 Ecuaţia 12 += xx  are soluţiile 02 =x  şi 13 =x  şi nu mai are altele 
deoarece graficul unei funcţii strict convexe şi o dreaptă au cel mult două 
puncte distincte comune (propoziţia 11.3.5). 
 În concluzie, ecuaţia dată are soluţiile: 11 −=x , 02 =x  şi 13 =x . 
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 12.  Exemple şi contraexemple în analiza matematică  
 
Exemplele şi contraexemplele în matematică reprezintă de multe ori 

răspunsuri la o intensă dorinţă de a pune de acord  intuiţia cu rigoarea 
raţionamentului ştiinţific. Este verificat însă că intuiţia ne joacă, nu de puţine 
ori, feste şi că exemple născute în urma unor eforturi îndelungate sau din contră 
apărute ca o revelaţie, spulberă ceea ce era aproape evidenţa însăşi. Alteori 
exemplele şi contraexemplele demonstrează că anumite rezultate nu pot fi 
substanţial îmbunătăţite dacă se slăbeşte prea mult ipoteza, derivând de aici 
necesitatea ca teoria să fie aplicată şi utilizată cu extremă exactitate. 

În cele ce urmează vor fi prezentate unele rezultate de analiză, ele însele 
interesante sau care conduc uneori la concluzii surprinzătoare. 

 
 12.1. Completări şi precizări teoretice 

 
Despre şiruri de numere raţionale convergente. 

 
Se ştie că orice număr real este limită a unui şir de numere raţionale. 

Astfel, dacă un şir cu termenii numere raţionale converge la un număr iraţional, 
şirul numitorilor sau al numărătorilor termenilor poate fi mărginit ?  Dar dacă 
şirul este neconstant şi converge la un număr raţional ? 

 12. 1. 1. Propoziţie Dacă  1( )n nr ≥  este un şir de numere raţionale 

n
n

n

pr
q


=


, *,n np q 

∈ ∈ 


� � , convergent la un număr iraţional  x0, atunci 

1( )n nq ≥  are limita  +∞. 
Demonstraţie:  Presupunem că şirul 1( )n nq ≥  nu are limita +∞. El admite 

atunci un subşir constant nenul 1( )
nk nq ≥ . Şirul  1( )

nk np ≥ este un şir de numere 
întregi care nu poate să aibă limita  –∞ sau  +∞       ( altfel şirul  1( )

mk nr ≥ ar avea 
limita  –∞ sau  +∞  şi nu  x0  cum are de fapt). Rezultă că şi şirul  1( )

nk np ≥  
admite un subşir constant. Se obţine că şirul  1( )n nr ≥ admite un subşir constant. 
Acest subşir are o limită număr raţional ceea ce contrazice ipoteza că ( ) 1n n

r
≥

este 
convergent la numărul iraţional  x0. Rezultă că presupunerea făcută a fost falsă 
şi deci 1( )n nq ≥  are limita  +∞. 

Un rezultat analog se poate preciza şi pentru şirul modulului 
numărătorilor. 

Într-un limbaj mai puţin exact, am demonstrat că pentru ca un număr 
iraţional să poată fi aproximat cu o eroare din ce în ce mai mică, cu ajutorul 
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unor numere raţionale, acestea din urmă vor trebui să aibă numitori şi 
numărători din ce în ce mai mari. 

  12. 1. 2. Propoziţie  Fie 1( )n nr ≥  un şir de numere raţionale n
n

n

pr
q


=


, 

*,n np q 
∈ ∈ 


� �  convergent la un număr raţional  x0.  Dacă  1( )n nq ≥  este 

mărginit, atunci şirul 1( )n nr ≥ este constant începând cu un anumit rang. 
Demonstraţie: Din imaginea şirului 1( )n nq ≥ , care este finită,  reţinem 

doar mulţimea  A  formată din acele numere naturale nenule care sunt valori a 
unui număr infinit de termeni ai acestui şir. Eliminăm termenii şirului 1( )n nq ≥  
care nu aparţin mulţimii  A. Numărul acestor termeni este evident finit. Există 
aşadar *

0n ∈�  asfel încât 0, ( )nq A n n∈ ∀ ≥ .  
Şirul 

0
( )n n nq ≥ poate fi acum „împărţit în totalitate” într-un număr finit de 

subşiruri constante care au valorile termenilor din  A. Fie 
0

( )n n nq ≥ un astfel de 
subşir constant egal cu  α. Subşirul  

0
( )

nk n np ≥ este convergent la 0xα ⋅  şi are 
toţi termenii numere întregi, rezultând că şi acest subşir este constant începând 
cu un anumit rang 1 0n n≥ . Atunci şirul  

1
( )

nk n nr ≥ este constant, constanta 
neputând fi decât  x0. Se procedează similar cu toate subşirurile care au valorile 
termenilor în  A. 

 12. 1. 3. Corolar. Dacă  1( )n nr ≥  este un şir de numere raţionale 

n
n

n

pr
q


=


, *,n np q 

∈ ∈ 


� �  convergent la un număr raţional  x0 şi dacă 

0nr x≠ , *( ) n∀ ∈� , atunci 1( )n nq ≥  are limita  +∞. 
 

Proprietăţi de continuitate ale unor funcţii. 
 
Intuitiv, continuitatea ca interpretare geometrică este percepută, în cele 

mai multe dintre cazuri, ca fiind proprietatea în urma căreia graficul unei funcţii 
poate fi trasat fără a ridica creionul de pe hârtie. 

Astfel este uşor să construim funcţii :f →� �  care au un singur punct 
de discontinuitate, modificând într-un singur punct valoarea unei funcţii 
continue. 

Faptul că realitatea legată de funcţiile continue este mai complexă este 
relevat de exemple ale unor funcţii continue într-un singur punct. Se pot 
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construi nenumărate exemple de acest fel dacă avem în vedere următorul 
rezultat: 

 12. 1. 4. Propoziţie  Dacă 1 2, :f f →� � , sunt două funcţii continue, 

atunci funcţia :f →� � , 1

2

( ) , dac x
( )

( ) , dac x \
f x

f x
f x

∈
=  ∈

�

� �

ã
ã

 este continuă în  x0  

dacă şi numai dacă 1 0 2 0( ) ( )f x f x= . 
 
Ne întrebăm în mod firesc, cât de multe pot fi punctele de discontinuitate 

ale unei funcţii ? 
 12. 1. 5. Propoziţie Există funcţii care sunt discontinue în orice punct al 

domeniului lor de definiţie. 
 Demonstraţie:  Funcţia lui Dirichlet :f →� � ,  

1, dac x
( )

0, dac x \
f x

∈
=  ∈

�

� �

ã
ã

 

 are toate punctele din �  puncte de discontinuitate de speţa a II-a. 
 12. 1. 6. Propoziţie Există funcţii definite pe un interval I care să fie 

discontinue doar pe mulţimea numerelor raţionale din I. 
Demonstraţie:  Funcţia lui Riemann :[0,1]f → � ,  

*

0, dac x [0,1] \ sau 0
( ) 1 , dac x unde , sunt prime ntre ele ,

x
f x p p q

q q

∈ =
=  = ∈

�

�

ã

ã î
 

este continuă în 0x =  şi în toate punctele iraţionale din [0, 1]  şi este 
discontinuă în toate punctele raţionale nenule din [0, 1] 
Fie 0 [0,1]x ∈ . Este suficient să considerăm în continuare  1( )n nt ≥  un şir de 
elemente din [0, 1], cu toţi termenii raţionali sau toţi iraţionali, diferiţi de  x0, 
dar convergent la  x0,  

 Dacă *[0,1],nt n∈ ∀ ∈� I � , iar n
n

n

pt
q

= , unde * *,n np q∈ ∈� � , 

atunci, conform propoziţiei 12.1.1. şi corolarului 12.1.3. avem lim nn
q

→∞
= +∞ . 

Rezultă că ( ) 1lim limnn n
n

f t
q→∞ →∞

= = 0. 

 Dacă [0,1] \nt ∈ �  atunci lim ( ) lim 0 0nn n
f t

→∞ →∞
= = . 

 În condiţiile în care 0( ) 0f x =  ( deci dacă  x0  este  0  sau iraţional), 
funcţia  f  este continuă în  x0. Evident dacă 0( ) 0f x ≠  (deci dacă  x0  este 
raţional nenul)  funcţia  f  nu este continuă în  x0. 
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Aşadar concluzia propoziţiei este adevărată dacă se consideră restricţia 
funcţiei Riemann la (0, 1] 

  12. 1. 7. Observaţie  Funcţia lui Riemann este peste tot nederivabilă. 
Demonstraţie:  Vom arăta pentru început că funcţia Riemann este 

nederivabilă în  punctul 0. 
Dacă  1( )n nt ≥   este un şir cu termenii iraţionali, din [0, 1], convergent la 0, 

atunci: 

    ( ) (0) 0 0lim lim 0
0

n

n n
n n

f t f
t t→∞ →∞

− −
= =

−
            

(1) 

Şirul  
1

1

nn ≥

 
 
 

este format din termeni nenuli situaţi în  [0, 1] şi este convergent la  

0. Avem:       

   

1 1(0) 0
lim lim 11 10 0
n n

f f
n n

n n
→∞ →∞

  − − 
  = =

− −
            

(2) 
 Din relaţiile  (1)  şi  (2)  rezultă că  funcţia  f  a lui Riemann nu are 
derivată în  0. 
 În celelalte puncte raţionale din  [0, 1] funcţia este nederivabilă, nefiind 
nici măcar continuă.  
 Fie acum  x0  un număr iraţional din [0, 1]. 

Dacă  1( )n nt ≥  este un şir cu termenii iraţionali, din 0[0,1] \{ }x , 
convergent la  x0, atunci: 

   0

0 0

( ) ( ) 0 0lim lim 0n

n n
n n

f t f x
t x t x→∞ →∞

− −
= =

− −
.            

(3) 

 Fie  1( )n nt ≥  , unde 0[10 ]
10

n

n n

xt ⋅
=  ( 1( )n nt ≥  este de fapt şirul aproximărilor 

lui  x0  cu  n  zecimale exacte). Se demonstrează uşor că  1( )n nt ≥   este din  [0, 1]  

şi că este convergent la  x0.  De asemenea 0
10

10n nx t< − < . 



 290

Deoarece tn, scris ca mai înainte s-ar putea să nu fie o fracţie 

ireductibilă, rezultă că scriindu-l ca fracţie ireductibilă n
n

n

pt
q

= , unde 

* *,n np q∈ ∈� � , avem 10n
nq ≤ . Obţinem astfel: 

0

0 0 0

1 0
( ) ( ) 1 1 11( ) 10

10

n n

nn n n n
n

f t f x q
t x t x q x t

−
−

= = > =
− − − ⋅

. 

 Deducem că  0

0

( ) ( )lim n

n
n

f t f x
t x→∞

−
−

  chiar dacă există nu poate fi egală cu  0. 

Ţinând seama şi de relaţia  (3), rezultă că  f  nu admite derivată în  x0. 
                                   

Continuitatea şi proprietatea lui Darboux. 
 

Este cunoscută „apropierea” dintre noţiunea de continuitate a unei funcţii 
pe un interval şi proprietatea lui Darboux. La o analiză mai aprofundată însă 
diferenţele dintre ele pot deveni surprinzător de mari. 

Convenim ca în continuare, prin interval, să înţelegem interval 
nedegenerat. Este clasic următorul rezultat: 

12. 1. 8. Propoziţie Funcţia :f →� � , 
1sin , dac 0

( )
, dac 0

x
f x x

xα

 ≠= 
 =

ã

ã
 este 

discontinuă în  x = 0. Ea are proprietatea lui Darboux dacă şi numai  dacă 
[ 1,1]α ∈ − . 

Cât de “bogată”  poate fi mulţimea punctelor de discontinuitate ale unei 
funcţii care are proprietatea lui Darboux ?  Un posibil răspuns este conţinut în : 
  12. 1. 9. Propoziţie  Există funcţii cu proprietatea lui Darboux şi care 
sunt discontinue în toate punctele intervalului de definiţie. 
 Demonstraţie:  Exemplul pe care îl vom prezenta i se datorează, într-o 
formă uşor modificată, matematicianului francez Henri Lebesgue. 
      Amintim că orice x∈[0,1) admite o scriere în baza 2 fără perioada 1 şi în 
plus putem conveni că 1 0,1111= K  . 
      Considerăm funcţia :[0,1] [0,1]f →  definită astfel: pentru fiecare [0,1]x∈  
scris în baza 2 sub forma  1 2 30,x a a a= K  

2 1

2 2 2 4 2 6 2 1

0 , dac ( ) irul ( ) nu este periodic
( )

0, , dac irul ( ) este periodic cu rangul .
n n k

k k k n n k

k a
f x

a a a a k
+ ≥

+ + + + ≥

∀ ∈
= 


�

K

ã º
ã º
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 În continuare vom arăta mai mult decât că f are proprietatea lui Darboux 
şi anume că pentru orice , [0,1],a b a b∈ <  are loc ( [ , ] ) [0,1]f a b = . 
       Deoarece  a b< , ele vor avea scrierea binară: 

1 2 1 2

1 2

0, 0 0
0, 1

s t

s

a u u u
b u u u

α α α=
=

K K K

K K
 

unde ,s t∈� , (dacă 0s =  sau 0t = , dispar cifrele 1 2 su u uK  respectiv 

1 2 tα α αK  ). 
 În scrierea lui a apar o infinitate de cifre 0, deoarece din  a b< ,  rezultă 

1a < ,  iar 1 este singurul număr care am convenit că are perioada 1. 
 Fie acum un 1 2 3[0,1], 0,λ λ λ λ λ∈ = K  .  
 Alegem {1 2 1 2 1 2 3

ori

0, 0 110 0 0 0s t
p

c u u u α α α λ λ λ= K K K K , unde 

{1,2}p∈ este ales astfel încât cifra 0 din faţa cifrei λ1 să fie de rang impar în 
cadrul şirului cifrelor de după virgulă. Vom nota cu 0  această cifră 0. În 
scrierea lui c, şirul cifrelor de rang impar de după virgulă este:  

1 3, , ,1, 0,0,0,u u K K  
Acest şir este periodic începând cu 0, fiind constant nul. Nu poate fi 

periodic începând cu un termen de rang inferior, deoarece cifra 1 din fata cifrei 
0 nu se regăseste în termenii de rang superior. Rezultă  1 2 3( ) 0,f c λ λ λ λ= =K . 
       Mai avem: 

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

0, 0 0
0, 0 1
0, 1

s t

s t

s

a u u u
c u u u
b u u u

α α α
α α α

=
=
=

K K K

K K K

K K

 

şi deci [ , ]c a b∈ . λ fiind arbitrar în [0, 1], rezultă ( [ , ] ) [0,1]f a b = . Aşadar f are 
proprietatea lui Darboux.        

Mai mult, rezultă că pentru orice vecinătate V a unui număr 0 [0,1]x ∈  
are loc  ( [0,1]) [0,1]f V =I  obţinându-se de aici că f nu este continuă în x0. 
x0 fiind arbitrar, rezultă că f nu este continuă în nici un punct al domeniului de 
definiţie. 
  12. 1. 10. Corolar  Există funcţii :w →� � , care transformă orice 
interval în � , (aşadar funcţia w este nemărginită pe orice interval) 

Demonstraţie:  Considerăm :[0,1] [0,1]f →  funcţia definită anterior şi 
funcţiile: 
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1 1: [0,1], ( ) arctg
2

x xϕ ϕ
π

→ = +� , 

:[0,1]ψ → � ,
0 , dac 0 sau 1

( )
tg , dac (0,1).

2

x x
x

x x
ψ ππ

= =
=   − ∈   

ã

ã
.  

Evident funcţia ϕ  este continuă, strict crescătoare, iar funcţia ψ  este surjectivă. 
Fie : ,w w fψ ϕ→ =� � o o . Pentru orice interval , ( )I J Iϕ⊆ =�  este 
interval şi de aici ( ) (1) ( ( ( ))) ( ( )) ([0,1])w I f f I f Jψ ϕ ψ ϕ ψ ψ= = = = =o o � . 
     Se cunoaşte comportarea aleatorie în raport cu operaţiile algebrice a 
funcţiilor cu proprietatea lui Darboux, acestea fiind stabile doar în raport cu 
compunerea funcţiilor (acolo unde compunerea se poate efectua). Ne putem 
întreba ce se întâmplă dacă se întăresc cu puţin proprietăţile măcar a uneia 
dintre funcţii. 

 12. 1. 11. Propoziţie  Există funcţii , :u v →� � , u continuă şi v cu 
proprietatea lui Darboux astfel încât u v+  nu are proprietatea lui Darboux. 

Demonstraţie:  Considerăm funcţia w definită în Corolarul 12.1.10.  
Reamintim că pentru orice interval 

 , ( )I w I⊆ =� � .                       
(1) 

 Fie { }( )A x w x x= ∈ =� . Definim funcţia :v →� � , 

( ) , dac \
( )

1 , dac .
w x x A

v x
x x A

∈
=  + ∈

�ã
ã

 

Aşa definită, funcţia v  are proprietatea că ( ) , ( )v x x x≠ ∀ ∈� . 
 Vom arăta că v are proprietatea lui Darboux demonstrând că 
( ) ,a b∀ ∈� , a b< , (( , ))v a b = � . 
Fie pentru aceasta , ,a b a b∈ <�  şi fie y∈� . Din relaţia (1) deducem că 
există ( , )x a b∈  astfel încât ( )w x y= . 
 Dacă \x A∈� , atunci obţinem:  
   ( )v x y=            (2)    
 Dacă x A∈ , atunci considerăm întervalul (x, b), rezultând din (1) că 
există ( , )t x b∈ astfel încât ( )w t y= .  
Deoarece avem ( ) ( )t x w x y w t≠ = = = , rezultă t A∉  şi de aici 
    ( ) ( )v t w t y= =               (3) 
Din (2) şi (3) rezultă că există  x  sau  t  în intervalul  (a, b)  astfel încât 

( )v x y=  sau ( )v t y= , adică ( ( , ) )v a b = � . 
Considerăm acum : , ( )u u x x→ = −� � , funcţie care este evident continuă. 
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Deoarece ( ) , ( )v x x x≠ ∀ ∈� , rezultă că funcţia u v+  nu se anulează. 
Alegem 1 0x <  astfel ca 1( ) 0v x >  şi 2 0x <  astfel ca 2( ) 0v x < . 
Avem: 

1 1 1

2 2 2

( )( ) ( ) 0
( )( ) ( ) 0
u v x x v x
u v x x v x
+ = − + >
+ = − + <

 

şi cum u v+  nu se anulează, rezultă că  u v+   nu are proprietatea lui  Darboux. 
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 12.2. Contraexemple sub formă de probleme rezolvate 
 
 Pornind de la unele “evidente intuitive” vom formula câteva probleme 
de existenţă a unor funcţii cu anumite proprietăţi “patologice” care au în mod 
surprinzător răspuns pozitiv. 
 Construcţia unei funcţii “anormale”, cum este şi funcţia lui Riemann a 
apărut la începutul fundamentării analizei matematice. Un tip de astfel de 
funcţii sunt funcţiile continue peste tot şi nederivabile în nici un punct. Primul 
exemplu de acest fel a fost dat de Weierstrass în jurul anului 1875. De atunci 
s-au construit numeroase exemple: Hardy (1916), Besicovitch (1922), Van der 
Werden (1930) şi alţii. 
   R12.2.1. Există funcţii nemărginite în orice interval? 
 Funcţiile elementare şi funcţiile obţinute prin compuneri sau operaţii cu 
funcţii elementare, cele care formează fondul principal de referinţă pentru 
funcţie, sunt nemărginite sau nemărginite spre ±∞  şi pot fi nemărginite în 
vecinătatea unor puncte în care avem asimptota verticală. Este greu de imaginat 
o funcţie care să fie nemărginită pe orice interval. 
 Contraexemplu. Funcţia :f →� � , 

dac , , ( , ) 1, 0,
( )

0 dac

mn x x m n n
f x n

 ∈ = = >= 
 ∈

�

� �

ã

ã x \ ,
 

este nemărginită pe orice interval ( , )a b ⊂ � . 
 Dacă prin absurd f ar fi mărginită în intervalul (a, b) atunci toţi numitorii 
numerelor raţionale din acest interval ar fi mai mici decât un anumit număr 
natural M ∈� . Deoarece intervalul (a, b) este mărginit, trebuie ca şi 
numărătorii să fie mărginiţi şi fiind din � , ei ar lua doar o mulţime finită de 
valori. În consecinţă în (a, b) am avea un număr finit de numere raţionale 
(contradicţie) 
   R12.2.2. Există funcţie mărginită pe un interval închis, care nu are extreme 
locale? 
 Se ştie că orice funcţie continuă definită pe un interval închis, îşi atinge 
maximul şi minimul, în particular pe orice subinterval închis ea admite maxime 
şi minime locale. Pare absurd că există funcţie mărginită dar care în nici un 
interval să nu admită puncte de extrem. 
 Contraexemplu. Funcţia :[0,1]f → � , 

( 1) , , , ( , ) 1, 0( ) 1
0 , \ .

n n mx x m n nf x n n
x

 − ⋅
∈ = = >= +

 ∈

�

� �
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Avem ( ) 1, [0,1]f x x< ∈ , mai precis imaginea oricărui interval [ , ] [0,1]a b ⊂  
cu a b< , este ([ , ]) ( 1,1)f a b ⊂ − , căci în jurul oricărui punct iraţional există şir 
( )n nx  cu lim ( ) 1nn

f x
→∞

=  şi şir ( )n ny  cu lim ( ) 1nn
f y

→∞
= − , dar valorile 1 şi −1 nu se 

iau. 
   R12.2.3. Daţi exemplu de funcţii transcendente şi demonstraţi transcendenţa 
lor. 
 La clasele primare şi gimnaziale, elevii rămân cu senzaţia că numerele 
raţionale sunt “cele mai multe”, mult mai puţine par a fi numerele iraţionale 
algebrice (radicali) şi cu mult mai rare par a fi numerele transcendentale. 
Această impresie este complet eronată. De fapt, numerele raţionale şi numerele 
algebrice pot fi puse în bijecţie cu mulţimea numerelor naturale (pot fi ordonate 
într-un şir), adică sunt mulţimi numărabile, pe când mulţimea numerelor 
transcendete nu (este “mai mare”). 
 Metodele de demonstrare a transcendenţei unor numere (e sau π ) sunt 
destul de grele şi, în general, specifice fiecărui număr. De aceea este interesant 
să punem în evidenţă şi să demonstrăm transcendenţa unor funcţii. 
 Amintim câteva definiţii: 
 Definiţia 1. Un număr real A este număr algebric dacă există un 
polinom [ ]f X∈� , 2

0 1 2
n

nf a a X a X a X= + + + +K  astfel ca 
2

0 1 2 0n
na a A a A a A+ ⋅ + ⋅ + + ⋅ =K . 

Un număr care nu este algebric se numeşte număr transcendent. 
 Definiţia 2. O funcţie :ϕ →� � se numeşte funcţie algebrică dacă 
există o funcţie nenulă de forma 

0 1( ) ( ) ( ) ( ) n
nP u a x a x u a x u= + ⋅ + + ⋅K  

unde 0 1( ), ( ), , ( ) [ ]na x a x a x X∈K �  sunt polinoame cu coeficienţi reali, astfel ca 

0 1( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( )) 0n
nP x a x a x x a x xϕ ϕ ϕ= + ⋅ + + ⋅ =K  

pentru orice x∈� . 
 Exemple. 1). Funcţia :xe →� �  este funcţie transcendentă. Dacă prin 
absurd am avea o relaţie de forma 

2
0 1 2( ) ( ) ( ) ( ) 0,x x nx

na x a x e a x e a x e x+ ⋅ + ⋅ + + ⋅ = ∈K � , 
trecând la limită x →−∞  obţinem 0lim ( ) 0

x
a x

→−∞
=  şi a0 fiind polinom, rezultă 

0 0a = . Apoi, împărţim în relaţie cu xe  şi trecând din nou la limită rezultă 

1 0a =  şi, inductiv, 2 0, , 0na a= =K . 
 2) Funcţia sin : →� � este funcţie transcendentă.  
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Dacă 2
0 1 2( ) ( ) sin ( ) sin ( ) sin 0,n

na x a x x a x x a x x x+ ⋅ + ⋅ + + ⋅ = ∈K � . Pentru 
,x k kπ= ∈�  rezultă 0 ( ) 0,a k kπ = ∈� , deci polinomul 0a  ar avea o 

infinitate de rădăcini, rezultă 0 0a = . Apoi, avem: 
1

1 2sin ( ( ) ( )sin ( )sin ) 0,n
nx a x a x x a x x x−+ + + = ∈K � . 

Deoarece sin x  se anulează doar în punctele izolate { }A k kπ= ∈� funcţia 

continuă  1
1 2( ) ( )sin ( )sinn

na x a x x a x x−+ + +K trebuie să se anuleze pe \ A� , 
şi din construcţie ea este nulă peste tot. Inductiv se arată că 

1 20, 0, , 0na a a= = =K .  
   R12.2.4. Există funcţii continue al căror produs este o funcţie care nu este 
uniform continuă? 
 Se ştie că produsul a două funcţii continue este tot o funcţie continuă. 
Este de aşteptat ca şi produsul a două funcţii uniform continue să dea o funcţie 
uniform continuă. 
 Contraexemplu. Funcţiile : , ( )f f x x→ =� � şi 
     : , ( ) sing g x x→ =� �  
sunt uniform continue, dar funcţia produs ( ) sinh x x x= ⋅  nu este uniform 
continuă. 
Avem ( ) ( )f x f y x y− = −  şi sin sinx y x y− ≤ −  relaţii care asigură 
uniform continuitatea funcţiilor f şi g. Fie 0ε > , presupunem că există 0εδ > , 

0,
2ε
πδ  ∈ 

 
 astfel ca: dacă x y εδ− <  să avem ( ) ( )h x h y ε− < . Luăm 

1
2

x y εδ= +  şi *2 ,y n nπ= ∈�  şi avem 

 1 , ( ) ( ) sin sin
2

x y h x h y x x y yε εδ δ− = < − = − =  

 1 1 1 12 sin 2 sin 0
2 2 2 2

n nε ε ε επ δ δ π δ δ   = + = + ≠   
   

 

şi pentru n suficient de mare 1 12 sin
2 2

n ε επ δ δ ε + > 
 

 (contrar uniform 

continuităţii). 
   R12.2.5. Există funcţie monotonă, discontinuă într-o mulţime numărabilă 
densă? 
 Intuitiv este greu de conceput un astfel de exemplu, deoarece în fiecare 
punct al unei mulţimi dense funcţia trebuie să facă un salt ascendent. 
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 Exemplu. Fie { }*
nA a n= ∈ ⊂� �  o mulţime densă (în particular s-ar 

putea lua  A = � care să ordoneze într-un şir). Pentru fiecare x∈�  considerăm 
mulţimea { }x n nA a A a x= ∈ ≤ , mulţime care poate fi finită sau infinită. Dacă 

1 2
{ , , , , }

kx n n nA a a a= K K atunci definim 2 2 2
1 2

1 1 1( )
k

f x
n n n

= + + +K  dacă Ax este 

finită, sau 2 2 2
1 2

1 1 1( ) lim
k

k

f x
n n n→∞

 
= + + + 

 
K  dacă Ax este infinită. Se demonstrează 

uşor că şirul 2 2 2

1 1 11
2 3nh

n
= + + + +K  este convergent şi atunci pentru orice 

1 2 kn n n< < < <K K  şirul 2 2 2
1 2

1 1 1
k

k

c
n n n

= + + +K  este convergent. Astfel 

funcţia :f →� �  este bine definită şi discontinuă în punctele mulţimii A, în 
fiecare punct an avem un salt de mărimea lim ( ) lim ( )

n n
n x a x a

s f x f x= −
� �

. 

   R12.2.6. Există funcţie :[ , ]f a b → �  continuă pe ( , )a b  şi derivabilă pe 
( , )a b  cu ( ) ( )f a f b= şi pentru care ( ) 0f x′ ≠  pentru orice ( , )x a b∈ ? 
 Teorema lui Rolle afirmă că dacă :[ , ]f a b → �  este: 

a) continuă pe [ , ]a b ; 
b) derivabilă pe ( , )a b ; 
c) ( ) ( )f a f b= , 

atunci există ( , )c a b∈  astfel ca ( ) 0f c′ = . 
 Se poate arăta că fiecare din condiţiile a), b), c) sunt necesare. Una din 
condiţiile la care s-ar  părea că se poate renunţa este să cerem continuitatea doar 
pe intervalul ( , )a b . 
 Contraexemplu. Există funcţii :[ , ]f a b → � , continue şi derivabile pe 
( , )a b  cu ( ) ( )f a f b= , pentru care ( ) 0f c′ ≠  pentru orice ( , )c a b∈ . 

 Definim funcţia : 0, ,
2

f π  →  
�   

sin , 0,
2( )

0 ,
2

x x
f x

x

π

π

  ∈    = 
 =

, 

care îndeplineşte ipotezele contraexemplului dar ( ) cos 0f x x′ = ≠ , 0,
2

x π ∈ 
 

. 
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   R12.2.7. Există funcţie continuă doar într-un punct şi derivabilă în acest 
punct? 

 Exemplu. Funcţia :f →� � , 
2 ,

( )
0 , \
x x

f x
x

 ∈
= 

∈

�

� �
. Avem 

{ }2( ) 0 {0}C f x x= ∈ = =� , 
2

0 0

( ) (0)lim lim 0
0x x

f x f x
x x↓ →

−
= =

−
, deci f este 

derivabilă în 0 0x =  şi (0) 0f ′ = . 
   R12.2.8. Există funcţie derivabilă care are un punct de minim dar care nu este 
crescătoare pe nici un interval situat în dreapta punctului şi nici descrescătoare 
pe nici un interval din stânga punctului? 

 Exemplu. Funcţia :f →� � , 
2 1sin 2 , 0

( )
0 , 0

x x
f x x

x

  + ≠  =  
 =

 satisface 

proprietatea pentru 0 0x = . 

 Avem 2 1( ) (0) sin 2 0f x f x
x

 − = + > 
 

 pentru 0x ≠ , deci punctul 

0 0x =  este un punct de minim absolut (global) pentru f. Funcţia f este 
derivabilă pe \{0}�  şi arătăm că este derivabilă şi în 0.  

 Avem: 
0 0

( ) (0) 1lim lim sin 2 0
0x x

f x f x
x x→ →

−  = + = −  
, deci (0) 0f ′ = . Arătăm 

că în orice vecinătate (0, )ε , situată la dreapta lui zero, există , , ,a a b b′ ′  astfel ca 
, , ( ) ( )a a b b f a f a′ ′ ′< < <  şi ( ) ( )f b f b′>  (pe (0, )ε  f nu este nici crescătoare 

nici descrescătoare). 
 

 Definim şirurile ( ) , ( )n n n ny z  prin 1 1,

6 6

n ny z
n nπ ππ π

= =
+ − +

, 

convergente la zero, şi avem: 2 1 2 1 2 2, ,n n n ny z y z n+ +< < ∈�  şi definim: 

2 1n na y += , 2 1 2 2, ,n n n n n na z b y b z+′ ′= = = . Avem 

 2 21 1( ) 2 ( ) 2 ( )
2 2n n n nf a a a f a   ′ ′= − < ⋅ + =   

   
 

 2 21 1( ) 2 ( ) 2 ( )
2 2n n n nf b b b f b   ′ ′= + > ⋅ − =   

   
. 
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 O clasă de funcţii cu proprietăţi surprinzătoare este clasa funcţiilor 
Hamel, funcţiile aditive ( ( ) ( ) ( ))f x y f x f y+ = +  care nu sunt continue (nu 
sunt de forma ( )f x a x= ⋅ ). 
 În capitolul de exerciţii funcţionale sunt demonstrate următoarele 
proprietăţi: 
 P1. Dacă :f →� �  este o funcţie aditivă şi neinjectivă, atunci pentru 
orice 0x ∈� , mulţimea { }0( ) ( )x f x f x∈ =�  este densă în � . 
 P2. Dacă :f →� �  este o funcţie aditivă, surjectivă, atunci f este 
bijectivă sau f are proprietatea lui Darboux. 
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 13. Ecuaţii funcţionale în analiza matematică 
 
 Multe dintre ecuaţiile funcţionale care au fost studiate până în prezent, 
au apărut în mod natural, căutând funcţiile care verifică anumite proprietăţi 
dorite. În rezolvarea unei ecuaţii în care domeniul de definiţie şi codomeniul au 
şi structuri algebrice şi structuri topologice, metodele de algebră şi de analiză 
matematică se întrepătrund. Impunerea unor condiţii suplimentare asupra 
soluţiilor (derivabilitate, continuitate, monotonie) permite de multe ori 
determinarea tuturor soluţiilor dintr-o clasă de funcţii, soluţii care se 
caracterizează greu în caz general. 
 
 
 13.1. Ecuaţia lui Cauchy pe R 
 
 Ecuaţia funcţională considerată de Cauchy încă înainte de anul 1900, pe 
cât de naturală, s-a dovedit deosebit de dificilă, părând că soluţia "scapă printre 
degete". Determinarea soluţiilor discontinue (nebanale) ale acestei ecuaţii a dat 
de lucru multor matematicieni. Munca lor a contribuit la dezvoltarea sau 
consolidarea unor domenii diverse ale matematicii: spaţii vectoriale, baze 
Hamel, cardinale, densitate, teoria măsurii, structuri algebrice, morfisme. 
Proprietăţile surprinzătoare ale funcţiilor aditive discontinue, oferă o mulţime 
de exemple de funcţii "patologice", multe din ele contrazicând intuiţia şi 
demonstrând necesitatea raţionamentului algebric abstract. 
 Definiţia  13.1.1. Ecuaţia funcţională 





∈+=+
→

R
RR

yxyfxfyxf
f

C
,);()()(

:
:)(  

se numeşte ecuaţia lui Cauchy iar soluţiile ei se numesc funcţii aditive. 
 Teorema  13.1.2. Dacă RR →:f  este o funcţie aditivă, atunci: 

(a) )1()( qfqf = , pentru orice Q∈q  
 (b) )()( xqfqxf = , pentru orice Q∈q  şi R∈x  
 (c) Funcţia RR →:g , xfxfxg ⋅−= )1()()( , R∈x  este funcţie aditivă 
şi restricţia ei la Q este 0| =Qg . 
 Demonstraţie. Din condiţia )()()( yfxfyxf +=+ ; R∈yx, , prin 
inducţie rezultă )(...)()()...( 2121 nn xfxfxfxxxf +++=+++  şi în particular 

)()( xnfnxf = ; N∈n  
 0)0( =f  
 0)0()()( ==+− fnxfnxf , deci )()( xnfnxf −=− . 
 Deci )()( xkfkxf = ; Z∈k , R∈x . 
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 Avem: 





=






 ++=

n
xnf

n
x

n
xfxf ...)( , deci )(1 xf

nn
xf =





  şi 

)()(1 xf
n
mmxf

nn
mxf ==






 ; Z∈nm, , 0≠n , R∈x , deci )()( xqfqxf = ; 

R∈x , Q∈q . 
 Pentru 1=x  obţinem )1()( qfqf = , Q∈q , deci punctele (a) şi (b) din 
teoremă sunt demonstrate. 
 (c) Din (a) )1()( qfqf = ; Q∈q , deci 0)1()()( =−= qfqfqf . Avem 

)()()1()()1()()1()()()( ygxgyfyfxfxffyxyxfyxg +=−+−=+−+=+  
R∈yx, , deci g este aditivă. 

 Observaţia  13.1.3. • Din (a) rezultă că restricţia la Q a unei funcţii 
aditive este perfect determinată de valoarea )1(f . (Dacă RR →:f  şi 

RR →:g  sunt funcţii aditive cu proprietatea )1()1( gf =  atunci QQ || gf = ). 
 • Din punctul (c) rezultă că orice funcţie aditivă RR →:f  este de 
forma axxgxf += )()( , unde RR →:g  este funcţia aditivă şi 0| =Qg , deci 
clasa funcţiilor în care se caută soluţiile ecuaţiei lui Cauchy se poate restrânge 
la funcţiile ce au restricţia la Q, funcţia nulă. 
 Teorema  13.1.4. Dacă RR →:g  este o funcţie aditivă şi 0| =Qg , 
atunci pentru orice interval nevid R⊂),( ba  avem: 
 a) Dacă g este mărginită pe ),( ba , atunci g este mărginită pe R. 
 b) )()),(( Rgbag = . 
 c) Dacă g este mărginită pe ),( ba , atunci 0=g . 
 d) Dacă 0≠g , atunci mulţimea )),(( bag  este densă în R. 
 Demonstraţie. Afirmaţia a) este o consecinţă a afirmaţiei b). 
 b) Fie )(Im)( 00 Rggxgy =∈=  şi q un număr raţional din intervalul 

),( 00 xbxa −− . Atunci ),(0 baqx ∈+  şi )()()( 00 xgqgxg =+ , deci 
)),(()( 00 bagqxgy ∈+= . 

 c) Presupunem prin absurd că există R∈0x  astfel ca 0)( 0 ≠xg . Din  
)()( 00 xngnxg = , N∈n  rezultă că mulţimea }|)({ 0 N∈nnxg  este nemărginită, 

deci )(Rg  este nemărginită şi din punctul a) rezultă că g este nemărginită pe 
),( ba . 

 d) Fie R∈0x  astfel ca 0)( 0 ≠xg . Folosind punctul b) este suficient să 
arătăm că )(Im Rgg =  este densă în R. 
 Fie R⊂I  un interval de lungime 0>ε . Există N∈n  astfel ca 
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ε<





⇔ε< 00

1)(1 x
n

gxg
n

. 

 Mulţimea 








∈





=









∈





 ZZ kx

n
kgkx

n
kg 00

1  formează o diviziune 

echidistantă a axei reale, cu distanţa între două noduri consecutive mai mică 
decât ε, deci în orice interval de lungime mai mică decât ε, în particular în I, 

există un nod al diviziunii, deci există Z∈k  astfel ca Ix
n
kg ∈








0 . 

 Observaţia  13.1.5. Dacă RR →:g  este o funcţie aditivă şi 0| =Qg , 
atunci }0{Im =g  sau gIm  este o mulţime densă în R. 
 Teorema  13.1.6.  Dacă RR →:f  este o funcţie aditivă şi are una din 
următoarele proprietăţi: 
 a) f este mărginită pe un interval R⊂),( ba  
 b) f este local mărginită 
 c) f este monotonă 
 d) f este continuă 
atunci R∈∀= xxfxf )(,)1()( . 
 Demonstraţie. a) Dacă f este mărginită pe ),( ba , atunci funcţia 

RR →:g , )1()()( xfxfxg −=  este mărginită pe ),( ba  şi din Teorema 1, 
punctul e), g este aditivă şi 0| =Qg . 
 Din teorema 2, punctul c) rezultă că 0=g , deci )1()( xfxf = , R∈x . 
 b) Dacă f e local mărginită, atunci pentru orice R∈0x  există un interval 

R⊂),( ba  astfel ca ),(0 bax ∈  şi g este mărginită pe ),( ba , deci suntem în 
ipoteza a). 
 c) Dacă f este monotonă şi ba < , atunci 

],[]),([)),(( BAbafbaf =⊂ , 
unde )}(),(min{ bfafA =  şi )}(),(max{ bfafB = , deci f este mărginită pe 

),( ba  şi suntem în ipoteza a). 
 d) O funcţie continuă transformă intervale închise în intervale închise. 
 Dacă ba < , atunci ],[]),([)),(( BAbafbaf =⊂ , unde 

]},[|)(min{ baxxfA ∈=  şi ]},[|)(max{ baxxdfB ∈= , 
deci )),(( baf  este mărginită şi suntem în ipoteza a). 
 Definiţia  13.1.7. O funcţie discontinuă RR →:f  care verifică 
ecuaţiile Cauchy )()()( yfxfyxf +=+ , R∈yx,  se numeşte funcţie Hamel. 
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 Următoarea teoremă pune în evidenţă câteva proprietăţi "patologice" ale 
tuturor funcţiilor Hamel. 
 Teorema  13.1.8. Dacă RR →:f  este o funcţie Hamel şi a, b, c, d 
sunt numere reale cu ba < , dc < , atunci: 
 (a) Mulţimea )),(( baf  este densă în R. 
 (b) Mulţimea )),((1 dcf −  este densă în R. 
 (c) Mulţimea 2R⊂fG  (graficul funcţiei f), este densă în 2R . 
 Demonstraţie. Fie funcţia RR →:g , )1()()( xfxfxg −= , R∈x , care 
este aditivă şi restricţia 0| =Qg . Deoarece f este discontinuă (funcţie Hamel), 
există QR \0 ∈x  astfel ca 0)( 00 ≠= yxg . Mulţimile }|{ 0 Q∈qqy  şi 

}|'{ 0 Q∈+ qqxq  sunt dense în R, deci oricare ar fi intervalele R⊂),( dc  şi 
R⊂),( ba , există Q∈q  astfel ca ),(0 dcqy ∈  şi există ),(' 0 baqxq ∈+ . 

 Avem 00 )'( qyqxqg =+ , deci mulţimea )),(( bag  este densă în R. 
 (a) Dacă 0)1( =f , atunci gf = , deci )),(()),(( bagbaf =  este densă. 
 Dacă 0)1( ≠= kf , atunci mulţimea )),(( baf  este densă, dacă şi numai 

dacă mulţimea )),((1)),((1 baf
k

baf
k







=  este densă, deci putem presupune 

1)1( =f . 
 Există un interval ),(),( 11 baba ⊂  astfel ca ⇔−<− cdab 11  

11 bdac −<− . Deoarece mulţimea )),(( 11 bag  este densă, există ),( 110 bax ∈  
astfel ca ),()( 110 bdacxg −−∈ . 
 Avem ),(),()()( 1111000 dcbbdaacxxgxf =+−+−∈+= . 
 (b) Din punctul (a), mulţimea )),(( baf  este densă în R pentru orice 

ba < , deci ∅≠∩⇔∅≠∩ − ),()),((),()),(( 1 badcfdcbaf . 
 (c) Din (a) şi (b) rezultă că pentru orice dreptunghi 

RR×⊂× ),(),( dcba , avem ∅≠∩ ),()),(( dcbaf , deci 
∅≠×∩ ),(),( dcbaG f . 

 Observaţia  13.1.9. Dacă RR →:f  este o funcţie aditivă, 
}0)(|{ =∈= xfxKerf R  este nucleul funcţiei f, }|)({Im R∈= xxff  este 

imaginea funcţiei f, atunci: 
 (a) }0{=Kerf  sau Kerf  este densă în R. 
 (b) }0{Im =f  sau fIm  este densă în R. 
 (c) Dacă f este neinjectivă Kerf⇔  este densă în R. 
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 (d) Dacă f este neinjectivă, atunci toate mulţimile de nivel 
})(|{ yxfxN y =∈= R , fy Im∈ , sunt dense în R. 

 Observaţia  13.1.10. Pe submulţimi ale lui R se pot considera alte 
ecuaţii "de tip Cauchy" ca )()()( yfxfyxf =+ , )()()( yfxfxyf +=  sau 

)()()( yfxfxyf = , care prin substituţii adecvate se pot reduce la ecuaţia lui 
Cauchy. 
 Rezolvarea unor astfel de ecuaţii, în ipoteze mai tari, ca de exemplu 
derivabilitatea devine foarte uşoară. 
 În ecuaţia lui Cauchy, derivăm în raport cu y şi obţinem: 

R∈=+ yxyfyxf ,),(')('  
 Dacă facem 0=y  rezultă cfxf == )0(')('  şi dcxxf +=)( , R∈x . 
 Întorcându-ne în ecuaţie obţinem 0=d , deci soluţiile derivabile sunt 

cxxf =)( , R∈x  unde R∈c  este o constantă arbitrară. 
 
 
 13.2. Ecuaţia lui Jensen 
 
 Interesul pentru ecuaţia funcţională a lui Jensen, parvine din studiul 
funcţiilor convexe, des folosite în teoria aproximării, funcţii definite prin 
inecuaţia lui Jensen. 
 Fie R⊂I  un interval (mulţime convexă). 
 Definiţia  13.2.1. Ecuaţia funcţională 







∈+
=






 +

→
Iyxyfxfyxf

If
J ,,

2
)()(

2

:
:

R
 

se numeşte ecuaţia lui Jensen (pe intervalul I). 
 Observaţia  13.2.2. O funcţie R→If :  care verifică inecuaţia lui 

Jensen: 
2

)()(
2

yfxfyxf +
=






 +  se numeşte convexă (mai precis 

2
1  convexă, J 

convexă sau Q convexă). 
 Pentru resolvarea ecuaţiei J sunt utile următoarele observaţii: 
 Observaţia  13.2.3. (a) Dacă f este soluţie a ecuaţiei J atunci pentru 
orice R∈c , funcţia cf +  este de asemenea soluţie a ecuaţiei J, deci este 
suficient să căutăm doar soluţiile care într-un punct dat iau o valoare dată. 
 (b) Dacă Ix ∈0  verifică ecuaţia J pe I atunci funcţia R→1: Ig , 

)()( 0xxfxg += , 1Ix∈ , verifică ecuaţia lui Jensen pe intervalul 
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}|{ 001 IxxxxII ∈−=−= . De aici rezultă că este suficient să rezolvăm ecuaţia 
lui Jensen pe intervale care conţin originea. 
 (c) Dacă I∈0  şi notăm cu fIfJ |:{ 00 R→=  verifică J şi }0)0(0 =f  
atunci mulţimea soluţiilor ecuaţiei Jensen este 

},|{ 000 R∈∈+= cJfcfJ . 
 Dacă I∈0  şi Jf ∈0  atunci pentru orice Ix∈  şi N∈n  avem 
egalitatea: 

nn

xfxf
2

)(
2

0
0 =






 . 

 (Dacă în ecuaţia J punem 0=y  rezultă 
2

)(
2

0
0

xfxf =





  şi prin inducţie 

înlocuind pe x cu n
x

2
 obţinem: 1

0
10 2

)(
2 ++ =








nn
xfxf ). 

 (e) Funcţia R→If :  este soluţie a ecuaţiei J pe intervalul I, dacă şi 
numai dacă funcţia R→10 : If  

1000 ),()()( Ixxfxxfxf ∈−+=  
este soluţie a ecuaţiei Jensen pe intervalul 01 xII −=  şi verifică relaţia 

0)0(0 =f . 
 (f) Orice funcţie aditivă verifică ecuaţia lui Jensen pe orice interval 

(
2

)()(
2

)(
2

)(
2222

yfxfyfxfyfxfyxf +
=+=






+






=






 +  deci  

2
)()(

2
yfxfyxf +

=





 + ). 

 (g) Orice funcţie de forma cxgxf += )()( , Ix∈  cu R∈c  o constantă 
arbitrară, verifică ecuaţia lui Jensen. 
 Vom vedea în continuare că singurele funcţii care verifică ecuaţia J sunt 
cele de la (g). 
 Teorema  13.2.4. Dacă funcţia R→− ),(:0 aaf  verifică ecuaţia lui 
Jensen şi 0)0(0 =f , atunci există o unică funcţie aditivă RR →:1f  astfel ca 
restricţia 0),(1 | ff aa =− . 

 Demonstraţie. Din observaţia 1.4.2 (d), avem: 
2

)(
2

0
0

xfxf =





  şi 0f  

fiind soluţie a ecuaţiei J 
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2
)()(

2
00

0
yfxfyxf +

=





 + , deci )()()( 000 yfxfyxf +=+ , adică funcţia 0f  

este aditivă pe intervalul ),( aa− . 
 Dacă 1f  este aditivă atunci )(2)2( xfxf nn =  pentru orice N∈n  şi 
orice R∈x . Luăm intervalele )2,2( aaD nn

n −= , N∈n  şi prelungim 0f  de la 
),( aa−  la nD  prin relaţia )(2)2( 01 xfxf nn = , unicul mod de prelungire ca 1f  

să fie aditivă. Cum U
N

R
∈

=
n

nD , rezultă că obţinem funcţia 1f  ca unica funcţie 

aditivă a cărei restricţie la ),( aa−  este funcţia 0f . 
 Folosind teorema 1.4.1 şi observaţia 1.4.2(e) obţinem: 
 Teorema  13.2.5. Funcţia R→],[: baf  verifică ecuaţia 

2
)()(

2
yfxfyxf +

=





 + , 

pentru orice ],[, bayx ∈ , dacă şi numai dacă există o funcţie aditivă RR →:g  
şi o constantă reală R∈c  astfel ca: 

],[,)()( baxcxgxf ∈+=  
 Corolarul  13.2.6. Funcţia RR →:f  verifică ecuaţia lui Jensen 

2
)()(

2
yfxfyxf +

=





 + ,   R∈yx,  

dacă şi numai dacă funcţia RR →:g , )0()()( fxfxg −= , R∈x , verifică 
ecuaţia lui Cauchy 

R∈+=+ yxygxgyxg ,),()()(  
 Corolarul  13.2.7. Singurele funcţii continue (monotone, local 
mărginite) R→),(: baf  care verifică ecuaţia 

2
)()(

2
yfxfyxf +

=





 + ,   ),(, bayx ∈  

sunt funcţiile polinomiale dcxxf +=)( , ),( bax∈  unde c şi d sunt constante 
reale arbitrare. 
 
 
 13.3. Ecuaţia lui D'Alembert 
 
 Ecuaţia funcţională 





∈=−++
→

R
RR

yxyfxfyxfyxf
f

A
,),()(2)()(

:
:  
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este cunoscută sub numele de ecuaţia cosinusului sau ecuaţia lui D'Alembert. 
Rezolvarea ei fără restricţii este complicată şi nu ne vom ocupa de ea aici. Ne 
propunem să determinăm doar funcţiile continue care verifică ecuaţia (A). 
 Dacă punem în ecuaţie 0=y , rezultă )0()(2)(2 fxfxf = , din care, 
dacă f este neconstantă ( 0≠f  şi 1≠f ), rezultă 1)0( =f . 
 Dacă punem 0=x , rezultă )()( yfyf =− , R∈y , deci soluţiile sunt 
funcţii pare. 
 Dacă punem nyx = , rezultă 

))1(()()(2))1(( ynfnyfyfynf −−=+                          (1) 
 Dacă în (1) punem yx = , rezultă 2))((2)0()2( xffxf =+ , în care dacă 
facem xt 2= , obţinem: 

R∈
+

=













 ttftf ,

2
1)(

2

2

                               (2) 

(ecuaţia verificată de funcţiile cos şi ch). 
 Deoarece 1)0( =f , există un interval ],[ aa−  astfel ca 0)( >xf , pentru 
orice ],[ aax −∈ . 
 În continuare diferenţiem două cazuri (inspirate de soluţiile cos şi ch). 

 Cazul 1. Dacă )1()(0 faf ≤< , atunci există 



 π

∈
2

,0c  astfel ca 

caf cos)( = . Din relaţia (2), prin inducţie se arată că: 

N∈=





 xcaf nn ,

2
cos

2
.                                  (3) 

 Din (3) folosind relaţia (1) se arată prin inducţie că: 

N∈





=






 nkckakf nn , oricepentru ,

2
cos

2
. 

 Deoarece mulţimea 






 ∈∈= NN nkakM n ,|

2
 este densă în ],0[ ∞  şi f 

este continuă, rezultă: 
R∈= xbxxf ,cos)( . 

 Cazul 2. Dacă 1)( >af , există 0>c  astfel ca caf ch)( = . La fel ca în 
cazul 1, se arată că singura soluţie continuă este bxxf ch)( = , R∈x , de unde 

a
cb = . 

 În concluzie obţinem 
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 Teorema  13.3.1. Funcţiile continue ce verifică ecuaţia lui D'Alembert 
sunt: 

R∈== xbxxff ,cos)(,0    şi   R∈= xbxxf ,ch)( , 
unde R∈b  este o constantă arbitrară. 
 Observaţia  13.3.2. Determinarea soluţiilor în ipoteza că funcţiile f sunt 
de două ori derivabile este mult mai simplă. 
 Derivăm în ecuaţie în raport cu x, respectiv cu y de două ori şi obţinem 
relaţiile: 

)()(''2)('')('' yfxfyxfyxf =−++  
)('')(2)('')('' yfxfyxfyxf =−++  

deci )('')()()('' yfxfyfxf =  şi obţinem )()('' xafxf = . 
Dacă 2ω−=a  rezultă xcxbxf ω+ω= sincos)( . 

 Dacă 2ω=a  rezultă xcxbxf ω+ω= shch)( . 
 Impunând acestor funcţii condiţiile 1)0( =f , )()( xfxf =−  rezultă 

xxf ω= cos)(  sau xxf ω= ch)( , R∈x . 
 
 
 13.4. Ecuaţia lui Pexider 
 
 În unele ecuaţii funcţionale, apar mai multe funcţii necunoscute, un tip 
de astfel de funcţii fiind ecuaţiile de tip Pexider. 
 Definiţia  13.4.1. Dacă RR →:f , RR →:g  şi RR →:h  sunt 
funcţii atunci ecuaţia funcţională: 

R∈+=+ yxyhxgyxfP ,),()()(:)(  
se numeşte ecuaţia lui Pexider cu funcţiile necunoscute gf ,  şi h. 
 Teorema  13.4.2. Funcţiile gf ,  şi h verifică ecuaţia lui Pexider (P) 
dacă şi numai dacă există o funcţie aditivă RR →:0f  şi constantele R∈ba,  
astfel ca: 

bfhafgbaff +=+=++= 000 ,, . 
 Demonstraţie. Dacă f, g, h sunt de forma dată avem: 

=+++=+++=+ bayfxfbayxfyxf )()()()( 000  
)()())(())(( 00 yhxgbyfaxf +=+++= . 

 Reciproc. Dacă punem în (P) 0=y  rezultă: )0()()( hxgxf +=  şi 
notând bh =)0(  rezultă bxfxg −= )()( . 
 Dacă punem în (P) 0=x  rezultă )()0()( yhgyf +=  şi notând ag =)0(  
rezultă )0()()( gyfyh −= . Înlocuind g şi h în (P) obţinem: 
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R∈−+−=+ yxayfbxfyxf ,,)()()( . 
 Dacă facem substituţia baxfxf ++= )()( 0  obţinem pentru noua funcţie 

0f  ecuaţia: 
R∈+=+ yxyfxfyxf ,),()()( 000  

deci 0f  este funcţie aditivă şi atunci 
bxfxhaxfxgbaxfxf +=+=++= )()(,)()(,)()( 000  

pentru orice R∈x . 
 Observaţia  13.4.3. Dacă funcţiile f, g, h verifică ecuaţia (P) şi una din 
ele este funcţie continuă, atunci toate cele trei funcţii sunt funcţii continue. 
 Corolarul  13.4.4. Funcţiile continue f, g, h care verifică ecuaţia lui 
Pexider (P) sunt: 

bcxxhacxxgbacxxf +=+=++= )(,)(,)(  
pentru orice R∈x , unde a, b, c sunt constante reale arbitrare. 
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Probleme rezolvate  
 
   R13.5.1. Să se arate că dacă RR →:f  este o funcţie aditivă şi neinjectivă, 
atunci pentru orice R∈x  mulţimea )})(({1 xff −  este densă în R. 

Soluţie. Deoarece f nu este injectivă, există R∈21, xx , 21 xx ≠  astfel ca 
0)(0)()()()( 212121 ≠−⇔=−⇔= xxfxfxfxfxf . Notând 0210 ≠−= xxx  

avem 0)( 0 =xf  şi 0)( 0 =qxf , Q∈q . Mulţimea Aqqxx =∈+ }|{ 0 Q  este 
densă în R (pentru orice R∈x ) şi )()()()( 00 xfxqfxfqxxf =+=+ , deci 

)})(({1 xffA −⊂ . 
   R13.5.2. Să se arate că dacă RR →:f  este o funcţie aditivă surjectivă, 
atunci f este bijectivă sau f are proprietatea lui Darboux. 

Soluţie. Dacă f nu este bijectivă, din surjectivitate rezultă că f este 
neinjectivă. Din problema 1.1.1, rezultă că pentru orice R∈y  mulţimea 

})({1 yf −  este densă în R. Dacă y este între )(af  şi )(bf , mulţimea })({1 yf −  
fiind densă, are elemente între a şi b. Dacă })({),( 1 yfbax −∩∈  atunci 

),( bax∈  şi yxf =)( . 
   R13.5.3. Fie RR →:f  o funcţie aditivă, neinjectivă. Să se arate că pentru 
orice R∈a  mulţimea )}()(|{ afxfxNa =∈= R  este densă în R. 

Soluţie. Deoarece f este neinjectivă, există 21 xx ≠  astfel ca 
0)()()( 2121 =−⇔= xxfxfxf . Dacă notăm 0210 ≠−= xxx , atunci mulţimea 

Aqqxa =∈+ }|{ 0 Q  este densă în R şi 
)()()()( 00 afxqfafqxaf =+=+  

adică aNA⊂ , deci aN  este densă în R. 
   R13.5.4. Fie RR →:f  o funcţie aditivă cu proprietatea că există R∈00 , yx  
astfel ca )()( 0000 xfyyfx ≠ . Să se arate că oricare ar fi numerele reale ba <  şi 

BA <  mulţimile ]),([ baf  şi ]),([1 BAf −  sunt dense în R. 
Soluţie. Funcţia RR →:g , )1()()( xfxfxg −=  este aditivă şi 

)()( 0000 xgyygx ≠ , deci 0)( 0 ≠xg  sau 0)( 0 ≠yg . 
 Să presupunem că 0)( 0 ≠xg  )0( 0 ≠x  şi evident 0)( =qg , Q∈q . 
 Mulţimile })({ 0 Q∈qxqg  şi }'|'{ 0 Q∈+ qqxq  sunt dense în R, deci 
oricare ar fi intervalele R⊂],[ dc  şi R⊂],[ ba , există Q∈q  astfel ca 

],[)( 0 dcxqg ∈  şi există Q∈'q  astfel ca ],[' 0 baqxq ∈+ . Avem: 
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],[)()()'()'( 000 dcxqgxqgqgqxqg ∈=+=+  deci mulţimea ]),([ baf  este densă 
în R. 
 Deoarece ]),([ baf  este densă în R, avem ⇔∅≠∩ ],[]),([ BAbaf  

0],[]),([1 ≠∩− baBAf , cum intervalul ],[ ba  este arbitrar, rezultă că 
]),([1 BAf −  este densă. 

   R13.5.5. Să se determine funcţiile continue )1,1(: −→Rf  care verifică 
ecuaţia funcţională 

)()(1
)()()(

yfxf
yfxfyxf

+
+

=+ , 

pentru orice R∈yx, . 
Soluţie. Considerăm funcţia RR →:g  care verifică relaţia 

R∈== xxfxgxgxf )),(arcth)(()(th)(  

unde yy

yy

ee
eey −

−

+
−

=th , )1,1(:th −→R  fiind funcţie bijectivă cu inversa 

R∈− )1,1(:arcth . 
 Funcţia g satisface ecuaţia: 

))()((th
)(th)(th1
)(th)(th)(th ygxg

ygxg
ygxgyxg +=

+
+

=+  

deci )()()( ygxgyxg +=+ , R∈yx, . 
 Deoarece f este continuă şi th este continuă, rezultă că funcţia g este 
continuă şi aditivă, deci există R∈a  astfel ca axxg )( , R∈x  axxf th)( =⇒ , 

R∈x . 
   R13.5.6. Să se determine funcţiile continue RR →:f  care verifică ecuaţia 
funcţională 

R∈=+ yxyfxfyxf ,),()()( . 
Soluţie. Dacă există R∈0x  astfel ca 0)( 0 =xf  atunci 

0)()()( 00 =−= xfxxfxf  deci 0=f . 
Dacă 0)( ≠xf , pentru orice R∈x  atunci 0))(()2( 2 >= xfxf , deci 

),0(: ∞→Rf . Putem face substituţia )()( xgexf = , RR →:g . Funcţia g 
verifică relaţia )()()()()( ygxgygxgyxg eeee ++ =⋅= , deci 

R∈+=+ yxygxgyxg ,),()()( . 
 Funcţia g este aditivă şi continuă, deci există R∈c  astfel ca cxxg =)( , 

R∈x . 
 Rezultă că soluţiile sunt 0=f  sau cxxf =)( , R∈x  sau xaxf =)( , 

R∈x  unde 0>a  este o constantă arbitrară. 



 312

   R13.5.7. Să se determine funcţiile continue R→∞),0(:f  care verifică 
ecuaţia funcţională 

),0(,),()()( ∞∈= yxyfxfxyf . 
Soluţie. Dacă există 0y  cu 0)( 0 =yf  atunci 0)( 0 =xyf , ),0( ∞∈x , 

deci 0=f . 
 Dacă 0)( ≠xf , pentru orice ),0( ∞∈x  atunci 0))(()( 22 >= xfxf  deci 

),0(),0(: ∞→∞f . 
 Făcând schimbările de variabile uex = , vey =  şi de funcţie 

)()( uefug = , ),0(: ∞→Rg , obţinem pentru g ecuaţia )()()( vgugvug =+ , 
R∈vu, . Cum 0)( >ug , pentru orice u, logaritmăm relaţia şi obţinem: 

R∈==+ vuvgugvug ,),(ln)(ln)(ln . 
 Facem substituţia hg =ln  şi obţinem RR →:h  funcţie aditivă şi 
continuă, deci auuh =)( , R∈u , aueug =)( , R∈u , aueug )()( = , R∈u , 

axxf =)( , ),0( ∞∈x , unde R∈a  este o constantă arbitrară. 
   R13.5.8. Să se determine funcţiile continue RR →:f  care verifică ecuaţia 
lui Gauss 

R∈=+ yxyfxfyxfG ,),()()(: 22 . 
Soluţie. Pentru 0== yx  rezultă 2))0(()0( ff =  deci }1,0{)0( ∈f . Dacă 
0)0( =f  punem 0=y  şi obţinem 0|)(| =xf , R∈x  deci 0)( =xf  pentru 

orice 0≥x . Punem în ecuaţie tyx −==  şi obţinem: 
0|)|2())( 2 =⋅=− tftf    deci   0=f . 

 Dacă 1)0( =f  şi punem în ecuaţie 1=y , rezultă )()(| xfxf =  deci 
funcţia f este funcţie pară. E suficient să o determinăm pe ),0( ∞ . Facem 
substituţia de funcţie )()( xgxf =  şi ecuaţia se scrie 

)()()( 2222 yfxfyxf =+ )()()( 2222 ygxgyxg =+⇔  
)()()( vgugvug =+⇔ , 0, >vu . 

 Dacă ar exista 0>u  cu 0)( =ug  atunci 0)()()( ==+ vgugvug  pentru 
orice 0≥v , deci 

uttg ≥=   oricepentru  ,0)( . 

 Dar 
2

2
'

2
2)( 














=






=

ugugug , deci 0
2

=





 ug  şi analog 0

2
=








n
ug  

rezultă 0)( =tg , pentru orice 0>t . 
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 Rămâne de rezolvat cazul în care 0)( ≠ug , pentru orice 0>u  şi cum 
0))(()2( 2 >= ugug  rezultă că funcţia g ia valori în ),0( ∞ . 

 Determinăm ),0(),0(: ∞→∞g  cu proprietatea )()()( vgugvug =+ , 
),0(, ∞∈vu  care se reduce la ecuaţia lui Cauchy prin logaritmare 

)(ln)(ln)(ln vgugvug +=+  deci 
),0(,),()()( ∞∈+=+ vuvhuhvuh  

unde )(ln)( uguh = . 
 Funcţia h fiind continuă rezultă că există R∈a  astfel ca 

),0(,)( ∞∈= xaxxh . 

 Revenind la g şi f obţinem: aueug =)( , 0>u  şi R∈= xexf ax ,)(
2

, unde 
R∈a  este o constantă arbitrară. 

 Observaţie. Ecuaţia este atribuită lui Gauss şi este legată de teoria 
probabilităţilor, funcţia de repartiţie Gauss fiind 

2

)( xexf −= , R∈x  al cărui 
grafic este cunoscut sub numele de clopotul lui Gauss. 
   R13.5.9. Să se determine funcţiile continue RR →:f  care verifică ecuaţia 
funcţională 

R∈+=−++ yxyfxfyxfyxf ,)],()([2)()( . 
Soluţie. Punând 0== yx  rezultă 0)0( =f . 

 Dacă punem  rezultă )(4)2( xfxf = . 
 Pentru nyx =  rezultă: )]()([2))1(())1(( yfnyfynfynf +=−++ .  

Prin inducţie se demonstrează că )()( 2 yfnnyf = , N∈n  deci 







=⇔






=








n
zfnzf

n
zfn

n
znf 22 )(  deci )(1

2 zf
nn

zf =





  şi rezultă 

),0(),()( 2 ∞∩∈= Qqyfqqyf . 
 Dacă punem în ecuaţie 0=x  rezultă )()( yfyf =− , deci 

)()( 2 yfqqyf = , pentru orice Q∈q  şi orice R∈y . 
 Din ipoteza de continuitate rezultă 2)( axxf = , R∈x  unde R∈a  este o 
constantă arbitrară. 
 Observaţie. Ecuaţia dată se numeşte ecuaţia paralelogramului. 
 Dacă Veste un spaţiu euclidian funcţia 2||||)( xxf =  verifică relaţia 

)||||||(||2|||||||| 2222 yxyxyx +=−++ . 
   R13.5.10. Fie R∈a , 1≠a  şi R∈b . Să se determine funcţiile continue 

RR →:f  care verifică relaţia )()( baxfxf += , R∈x . 
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Soluţie. Dacă 1−=a . R∈−= xxbfxf ),()( . Pentru 
2
bx <  avem 

2
bxb >− , deci ecuaţia funcţională dată nu impune nici o restricţie pe fiecare 

din intervalele 





 ∞−

2
, b  şi 






 ∞,

2
b . Se obţin soluţiile de forma: 









>−

≤
=

2
),(

2
),(

)( bxxbh

bxxh
xf  

unde R→





 ∞−

2
,: bh  este o funcţie continuă arbitrară. 

 Dacă 1|| ≠a  ecuaţia se mai scrie sub forma )(1 xf
a
bx

a
f =






 − . 

 Unul din numerele a sau 
a
1  este de modul subunitar şi să presupunem că 

1|| <a . 
 Considerăm şirul definit prin relaţia de recurenţă: 

RR ∈+=∈= + nbaxxxx nn ,, 10 . 
 Din ecuaţie: N∈=+ nxfxf nn ),()( 1  deci 

N∈= nxfxf n ),()(  

 Avem: 
a
abxax

n
n

n −
−

+=
1
1 , şirul )( nx  fiind convergent şi 

a
bxnn −

=
∞→ 1

lim . 

 Dacă în relaţia N∈= nxfxf n ),()( , trecem la limită după ∞→n , 

ţinând cont că f este continuă, rezultă R∈=






−

= xc
a

bfxf ,
1

)( . 

 Deci dacă 1≠a  şi 1−≠a , singurele funcţii continue care verifică 
ecuaţia dată sunt funcţiile constante. 
   R13.5.11. Să se determine toate funcţiile RR →:f  care au proprietăţile: 

a) f este continuă, 
b) 12)()1( ++=+ xxfxf , R∈x , 
c) 222)()2( +⋅+=+ xxfxf , R∈x . 
Soluţie. Căutăm funcţiile RR →:g  definite prin substituţia 

R∈+= xxgxxf ),()( 2 . 
 Funcţia g verifică condiţiile: 
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 a1) g continuă 
 b1) )()1( xgxg =+  
 c1) )()2( xgxg =+ . 
 Din b1) şi c1) obţinem (inducţie) )()2( xgnmxg =++  pentru orice 

R∈x , Z∈m  şi Z∈n . 
 Mulţimea },|2{ ZZ ∈∈−= nmnmA  este densă în R, deci pentru orice 

R∈x , există un şir N∈nnx )( , N∈∈ nAxn ,  cu xxnn
=

∞→
lim . Din faptul că g este 

continuă, rezultă 
).,),0()2((),0()0(lim)(lim)( Z∈=+===

∞→∞→
nmgnmgggxgxg

nnn
 

 Obţinem ca soluţii funcţiile 
RRR ∈→ cfc ,:    şi   cxxfc += 2)( . 
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