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MATEMATICA
PROGRAMA SCOLARA PENTRU CLASELE DE EXCELENTA
X-XII

ARGUMENT

Studiul matematicii prin clasele de excelentda, urméreste in principal crearea
unui cadru organizat, in care elevii talentati la matematica, proveniti din diferite medii
scolare, sd poatd intra in contact, si in timp relativ scurt, si formeze un grup
performant. Acesti elevi, beneficiind de o pregitire pe masura potentialului lor
intelectual, vor contribui ulterior la formarea unei elite romanesti in domeniul
matematicii.

Realizarea unei programe pentru clasele de excelentd, precum si modul in care
se va lucra pe aceastd programa, constituie o noutate pentru invatimantul roménesc.
Din acest motiv elaborarea prezentei programe trebuie inteleasa ca o etapd necesara
unui inceput de drum.

Un colectiv de cadre didactice din invatamantul preuniversitar §i universitar
din CRTCP Cluj, cu experientd in domeniul pregatirii elevilor capabili de performante
superioare, au format o echipa care a realizat programa si manualul care contine
exercitii si probleme extrem de utile pentru desdvarsirea pregatirii acestor elevi.

In selectarea continuturilor programei s-a tinut cont de tendintele actuale in
formularea subiectelor la concursurile si olimpiadele scolare, dar si de traditiile scolii
romanesti de matematicd. Numeroasele carti si reviste adresate “varfurilor " au
costituit o importanta sursa bibliografica in tratarea temelor. Temele propuse constituie
o extindere fireascd a programei analitice obligatorii de matematica si parcurgerea lor
este necesard pentru abordarea unor probleme mai dificile. Anumite teme vor fi tratate
pe percursul mai multor ani de studiu ( evident cu o problematica corespunzatoare)
asigurandu-se astfel continuitatea §i coerenta procesului de invétare. Mai trebuie
precizat ca la elaborarea programei echipa a avut in vedere faptul cd matematica nu
este un produs finit, ci un proces intelectual in care, pe suportul unor cunostinte solide,
optiune pentru profesori si elevi.

Programa se adreseaza elevilor claselor X-XII si a fost conceputd pentru un
numar de 2 ore/saptimand ( in cele 30 de saptimani ale anului scolar in care se
lucreaza cu clasele sau grupele de excelentd). Ca o completare la programa obligatorie
de matematicd, competentelor generale le-au mai fost adaugate incd doua care au rolul
de a orienta demersul didactic catre formarea unor ansambluri structurate de cunostinte
generate de specificul activitatii intelectuale matematice la nivel de performante
superioare. Programa are urmatoarele componente:

- competente generale

- competente specifice si continuturile corelate cu acestea
- valori si atitudini

- sugestii metodologice.



Competente generale

Folosirea corecti a terminologiei specifice matematicii in contexte
variate

Prelucrarea datelor de tip cantitativ, calitativ, structural, contextual
cuprinse in enunturi matematice

Utilizarea corecti a algoritmilor matematici in rezolvarea de
probleme cu grade diferite de dificultate

Exprimarea si redactarea corecta si coerenti in limbaj formal sau in
limbaj cotidian, a rezolvarii sau a strategiilor de rezolvare a unei
probleme

Analiza unei situatii problematice si determinarea ipotezelor necesare
pentru obtinerea concluziei

Generalizarea unor proprietiti prin modificarea contextului initial de
definire a problemei sau prin imbunititirea sau generalizarea
algoritmilor

Emiterea unor judeciti de valoare pentru rezolvarea problemelor
inventiv si euristic- creative

Dobéandirea unei imagini de ansamblu a matematicii elementare ca
parte a unui sistem aflat in permanentd evolutie si interactiune cu
lumea inconjuritoare



Competente specifice Continuturi
1.1. Observarea proprietatilor matricelor | Elemente de algebri liniara
de ordinul doi Matrice

1.2. Identificarea asemandrilor dintre
operatiile cu matrice si cele cu aplicatii
liniare

2. Interpretarea unor transformari liniare
(proiectii, simetrii, rotatii, izometrii) in
limbajul algebrei prin introducerea
matricelor asociate acestora

3.1. Utilizarea transformarilor elementare
la calculul rangului si inversei unei
matrice

3.2. Identificarea procedeelor de ridicare
la putere a unei matrice

4. Utilizarea vectorilor si valorilor proprii
ale unei matrice la gasirea unor sisteme
de coordonate in care transformarile iau
forme mai simple

5.1. Determinarea unor matrice care
satisfac anumite conditii

5.2. Reprezentarea permutarilor in lim-
bajul algebrei liniare §i studierea lor

6. Reducerea calculului determinantilor
de ordinul n la relatii de recurenta

7. Realizarea unor implicatii intre
problemele tipice ale algebrei liniare si
cele propuse la concursurile si olim-
piadele scolare

8. Constientizarea importantei algebrei
liniare la rezolvarea problemelor din alte
domenii ale matematicii

e Matrice de ordinul doi

e Determinarea puterilor naturale
ale unei matrice de ordinul doi

e Ecuatii matriceale binome in
M, (€)

e Ecuatii diofantice de tip Pell

e Valori proprii si vectori proprii
pentru matrice patratice

e Polinom caracteristic al
matrice patratice

e Teorema lui Cayley-Hamilton

e Teorema lui Frobenius

e Transformari elementare  in
matrice. Aplicatii la calculul
rangului §i inversei unei matrice

e Matrice de ordinul II sau III ca
transformari geometrice in plan si
spatiu

unei

Determinanti
e Permutari
e Determinanti de ordinul n. Deter-
minanti speciali
e Functii polinomiale de tip deter-
minant




1.Observarea comportarii sirurilor recu-
rente utilizand reprezentarea grafica

2. Identificarea proprietatilor caracteris-
tice ale unui gir

3.Exprimarea termenului general al unui
sir recurent liniar printr-o formula
4.1dentificarea unor situatii care pot fi
exprimate matematic prin siruri recurente
5.1.1dentificarea celei mai eficiente
metode de calcul a limitei unui sir

5.2. Determinarea sirurilor date prin
sisteme recursive §i recurente omografice
utilizdnd matricele

6.Reducerea sirurilor recurente neliniare
la recurente mai simple sau liniare in
scopul studiului convergentei
7.Realizarea unor implicatii intre proble-
mele tipice cu siruri §i cele propuse la
concursurile si olimpiadele scolare

8. Constientizarea problematicii vaste
puse de siruri si identificarea posibi-
litatilor de extindere a cercetarii acestora

Elemente de analizd matematica
Multimi dense

Siruri de numere reale
e  Subsir al unui sir
e Sir fundamental.

Cauchy

Criterii de convergenta

Criteriul lui Cesaro-Stolz

Teorema lui Toeplitz

Ordin de convergenta al unui sir

e Siruri remarcabile

(sirurile lui Euler, Lalescu, Wallis,

Stirling etc.)

e Limite de siruri definite implicit

e Siruri avand multimea termenilor

finita

e Siruri de sume

e  Siruri recurente

(recurente liniare, recurente omografi-

ce, recurente definite de functii mono-

tone, sisteme recursive etc.)

Criteriul  lui

1. Observarea si descrierea proprietatilor
unei functii cu proprietatea Darboux

2. Interpretarea unor proprietati si teore-
me referitoare la functii continue si
derivabile cu ajutorul reprezentarilor
grafice

3. Utilizarea functiilor continue si deriva-
bile 1n calculul limitelor unor siruri

4. Transpunerea in limbajul analizei ma-
tematice a  proprietatilor unor functii
(proprietatea Darboux, convexitate etc.)
5.1. Identificarea celei mai potrivite
metode de rezolvare a unei inecuatii si de
stabilire a unor inegalitati

5.2. Aproximarea unor functii cu ajutorul
dezvoltarii in serie Taylor

6. Realizarea de transferuri intre analiza
matematica pe de o parte si geometrie si
algebra pe de alta parte prin rezolvarea de
probleme de existentd, ecuatii transcen-
dente si functionale

Functii continue si derivabile

e Proprietatea lui Darboux

e Aplicatii ale teoremelor funda-
mentale: Fermat, Rolle, Lagrange,
Cauchy

e Functii convexe

e Polinoamele Taylor asociate unor
functii

Aplicatii ale analizei matematice
e Probleme de existentd in geome-
trie
e Ecuatii transcendente
e Ecuatii functionale

Contraexemple in analiza matematica




7. Realizarea unor implicatii intre
problemele tipice ale calculului dife-
rential si cele propuse la concursurile si
olimpiadele scolare

8.1. Constientizarea importantei analizei
matematice 1n rezolvarea problemelor
altor domenii ale matematicii $i a unor
probleme cu continut practic

8.2. Realizarea de conexiuni intre diferite
concepte ale analizei matematice prin
exemple si contraexemple

8.3. Analiza contraexemplelor analizei
matematice ca prim pas in formularea de
noi rezultate si teoreme

VALORI SI ATITUDINI

Noul curriculum scolar pentru clasele de excelentd propus la matematica are in

vedere formarea la elevi a urmatoarelor valori si atitudini in plus fatd de cele
specificate prin curriculumul scolar obligatoriu :

Manifestarea unor opinii competente cu privire la abordarea problemelor
intuitiv §i euristic-creative bazate pe explorare, inspiratie si inventie
Dezvoltarea unei gandiri reflexive, independente, flexibila si abstracta
specificd matematicii

Interesul pentru modul de dezvoltare a ideilor si rezultatelor matematice
Curiozitatea fatd de noile deschideri din domeniul matematicii

SUGESTII METODOLOGICE

Prin prezentul curriculum pentru clasele de excelenta se intentioneaza ca, pe

parcursul liceului, elevii sd dobandeasca competente §i sa-si structureze un set de valori
si atitudini specifice pregatirii de inaltd performanta. Acestea se regisesc In
urmatoarele aspecte ale invatarii, vizate de practica pedagogica :

Analizarea si elaborarea unui plan de rezolvare pentru problemele atipice
si/sau dificile din domeniile studiate

Formarea obisnuintei de a formula probleme si situatii problema

Analiza unei probleme din punct de vedere al ideii centrale

Reparcurgerea cdii de rezolvare a problemei pentru a obtine un rezultat mai
bun, ameliorat sau optimizat printr-o reproiectare creativa

Identificarea unor metode de lucru valabile pentru clase de probleme
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Initeirea si realizarea creativa a unei investigatii pornind de la tematica propusa
Formarea deprinderii de a anticipa rezultate matematice pornind de la datele
existente

Formarea obignuintei de a face conexiuni intra §i interdisciplinare

Acest curriculum are drept obiectiv ca fiecare elev capabil de performante superioare
sd-si poatd dezvolta competentele intr-un ritm individual, de a-si transfera cunostintele
acumulate dintr-o zona de studiu in alta. Pentru aceasta se recomandd urmatoarele
activitati :

Alternarea prezentarii continuturilor, cu moduri variate de antrenare a gandirii
Solicitarea de frecvente corelatii intra si interdisciplinare

Punerea elevului in situatia ca el nsusi sa formuleze sarcini de lucru adecvate
Obtinerea de solutii sau interpretari variate pentru aceeasi unitate
informationala

Prevederea de sarcini rezolvabile prin activitatea in grup

Utilizarea unor softuri educationale

Avéand 1n vedere specificul claselor de excelentd, metodele folosite in practice
instructiv-educativa vizeaza urmatoarele aspecte:

Utilizarea strategiilor euristice, care lasaelevul sa-si asume riscul incertitudinii,
al Incercdrii si erorii, specifice investigatiei stiintifice

Utilizarea strategiilor creative, care lasa elevul sd se afirme 1n planul
originalitatii, spontaneitatii, diversitatii §i care pun accentul pe capacitatea de
reflectie, sinteza, evaluare critica si creatie

O imbinare si o alternanta sistematica a activitatii bazate pe efort individual cu
cele care solicita efort colectiv

Insusirea unor metode de informare si de documentare independenti, care
ofera deschiderea spre autoinstruire §i spre invatarea continua
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ALGEBRA LINIARA

1. Matrice de ordinul doi si aplicatii

1.1. Matrice de ordinul doi
Definitie 1.1.1. Prin matrice de ordinul doi intelegem un tablou cu doua linii si
doua coloane, de forma:

a a
1 12
A= ( j unde
a, Ay

numerele a; (1, € {1,2}) se numesc elementele matricei 4.

Sistemul ordonat de elemente (ai1, a22) se numeste diagonala principala
a matricei 4, iar sistemul ordonat de elemente (a2, a21) se numeste diagonala
secundara.

Observatie 1.1.2. Pentru matricea 4 se mai foloseste notatia: 4 = (ajj) ;, je(1,2} -

Multimea matricelor de ordinul doi ale cédror elemente sunt numere
complexe o notim cu M,(C). In aceasti multime, distingem urmitoarele
submultimi:

My(Z)c M>(Q)c My(R)c M,(C).

a, a
Definitie  1.1.3. Spunem ca matricele 4,8 < M,(C), A=( = nj,

ay dy

b, b
B= ( ! uj sunt egale si scriem A=B, daca a;=b;; pentru fiecare i,je {1,2}.

b21 22
. < 4 ap (b by .
Definitie 1.1.4. Daca A Be M,(C), 4= , B= , atunci
ay dp b, by
prin suma matricelor A si B intelegem matricea

C=A+B=(all+bll alz"'bnj

ay +b, ay,+b,

Proprietati 1.1.5. (ale adunarii matricelor):
a) A+B=B+4,VA,BeM,(C).
b) A+B)+C=4+B+C),VA4,B CeM,(C).

0 0
c) Matricea O, = (0 OJ (toate elementele sunt egeale cu 0) se numeste

matricea zero si are proprietatea 4 + O, =0, + 4 =4, VA4 e M, (C).
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d) VA eM,(C), existi - A € M,(C) astfel incat 4 + (—4) = (—4) + 4 =

O,. Dacd 4 = (ai) i, jei1,2) > atunci — A= (—ajj) ;, je(1,2} -

.. o ay  dap by, by, .
Definitie 1.1.6. Dacd 4, B e M,(C), 4= , B= , atunci

a4y Ay b, by
prin produsul A : B intelegem matricea:
C=A4.B= (all alz).(bll blzJ _ (allbll +ayb,  a,by, +a,by, j
ay  ay ) \by by ayby +aynby,  ay by, +ayb,,
Cu alte cuvinte, elementul din linia i i coloana j a matricei produs se
obtine facand suma produselor elementelor din linia 1 ale matricei 4 cu
elementele coloanei j ale matricei B, unde i,j € {1,2}.

Observatie 1.1.7.In general 4 - B+ B -A.
Exemplu 1.1.8.:

I =2) (=5 6) (1:(-5+(2)7 1-6+(2)-(-8)) (-19 22 (-5 6)(1 -2\
3 4 )7 =8\ (3)(=5)+4-7 (3)-6+4-(=8)) | 43 -50)7\ 7 -8)(-3 4 )

((5)146-(-3) (-5)-(-2)+6-4) (-23 34
T 1+(-8)(-3) T-(-2)+(-8)-4) (31 -46)

Proprietati 1.1.9. (ale inmultirii matricelor):
a) A-B)-C=4-(B-C),VA,B, CeM,(C).
b) A B+C)=A4-B+4-Csi(4d+B)-C=4-C+B-C, VA B C
e M,(C).

1 0
c) Matricea 1, :(0 J (care are pe diagonala principald numai 1 iar

restul elementelor sunt 0) se numeste matricea unitate si are
proprietatea 4 - [, =1L A =4, VA € M,(C).

Observatie 1.1.10.: Deoarece inmultirea matricelor verificd proprietatea a),
putem defini puterile lui 4 eM,(C), astfel: A°=1,(daci 4 # O,

A=A, A2 =4-4, 42 =4 A,..,A" = A"" - A,n eN*.
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a, a
Definitie 1.1.11.: Prin produsul matricei 4 € M,(C), A=( ! 12jcu
ay dp

< A : /Iall MIZ

numarul A €C, intelegem matricea B=A1-4 = .
/16121 /16122

Cum 1n multimea numerelor complexe intdlnim formule de calcul

prescurtat, de exemplu x*> —y”> = (x— y)(x+ y), care are loc Vx,y e C, tot asa

in M, (C) intalnim formule cu matrice, dar cu conditia ca matricele sa comute
intre ele. Astfel, daca 4, Be M, (C) s1 A-B=B-A, m,n € N*, atunci:

a) A"-B"=B"-4";

b) A"-B"=(A-B)(A"' +A"?B+..+ AB"? + B"");

c) A"+ B =(A+B) (A" — A" B+...— AB” + B™");

d) (A4+B)'=A4"+C,A"'B+..+C'"'4AB"" + B".

a, a

Definitie 1.1.12.: Prin transpusa matricei4 € M,(C), 4= ( e J,
ay ap

intelegem matricea

‘4 =(an a21j.
ap Ay
Matricea ‘A se obtine din matricea 4, luand liniile (respectiv coloanele) lui
A, drept coloane (respectiv linii) pentru ‘4.

Proprietati 1.1.13.: Daca 4, B € M, (C) si o €C, atunci:
a) "(A+B)='d+'B;
b) (ad)=a '4;
c) (4-B)="B-'4.

Observatie 1.1.14.: Prin inductie matematica se poate demonstra ca:

Ay - Ay - o - Ay) = Ay - An - . - a4y, VA e M, (C),
k= I,_n, neN*,
Definitie 1.1.15.: O matrice 4 € M, (C) se numeste simetrica dacd a; = ajj,

V i jeq,2) , adica 4 = ‘A. Multimea matricelor simetrice cu elemente din C se

noteaza cu S$»(C).
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Definitei 1.1.16.: O matrice 4 € M,(C) se numeste antisimetrica daca a;; = —

aji, V i jef1,2), adicd 4 = ~'A. Multimea matricelor antisimetrice cu elemente

din C se noteaza cu A4,(C).

Observatie 1.1.17.. VM e M,(C), 3 § €852(C), 4 € A(C) (unice) astfel
incatM =S + 4.

Definitie 1.1.18.: Dacda 4 e M,(C), A = (ajj)i jef1,2), atunci conjugata

matricei 4 este matricea A = (a; ;)i jef1,2) , lar adjuncta matricei 4

este matricea A% = (A4).

a a

Definitie 1.1.19.: Daca 4 e M,(C), A= ( e j, atunci prin urma matriei
a, dy

A ntelegem namarul

Tr(A) = a1 + ax (suma elementelor de pe diagonala principald).

Proprietati 1.1.20. Daca 4, B € M, (C) si o €C, atunci:
a) Tr(4+B)=Tr(4)+ Tr (B),
b) Tr(ad)= aTr(A4),
c) Tr(AB)=Tr (BA),
d) Tr(A)=Tr(A)
Observatie 1.1.21.: Tr (AB) # Tr (4) - Tr (B).

a, a
Definitie  1.1.22.: Dacd 4 eM,(C), A:( ! lzj, atunci numadrul

a, a4y

ay  ap

det4 = = a,,a,, — a,,a,, se numeste determinantul matricei 4.

ay; 4y

Proprietati 1.1.23.:
a) det(4-B)=detd-detB, VA, B eM,(C);
b) det (4; - A2 - ... - A,) = det A4 - det 4, - ... - det 4, VAx € M,(C),
k=1n,neN*;
c) det(4")=(detA)", VA e M,(C)sin e N*¥,
d) det(‘A)=detd, VA e M,(C);
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e) det(1A4)= Adetd, VA eM,(C)si 1eC;
Observatie 1.1.24.: det (—4) = det 4.

Definitie 1.1.25.: Daca 4 € M, (C) si det A = 0, atunci matricea 4 se numeste

singulara, iar dacd det 4 # 0 matricea 4 se numeste nesingulara.
Multimea matricelor patratice de ordinul doi nesingulare, se noteaza cu
GL(C).

Definitie 1.1.26.: Spunem cd matricea A € M, (C) este inversabild dacd existd
B € M, (C) astfel incat
A-B=B-A=1I.

Matricea B se numeste inversa matricei 4 si se noteazi cu A™'. (Daca
existd B ea este unica).

Teorema 1.1.27: Matricea A € M, (C) este inversabild dacd si numai daca det
A #0 (adica 4 € GL,(C)).

a

Formula 1.1.28.: Daca 4e M,(C), A=(
c

d} este inversabild, atunci

d -b

—C a

A7 =d 1A-A*,unde A. =[
e

Observatie 1.1.29.: O neconcordantd intre manualele vechi de algebra si
literatura de specialitate este modul de notare a matricei reciproce (gresit numita
adjuncta).

Jsi se numste matrice reciproca.

Proprietati 1.1.30.: Daca 4, B € M, (C) sunt inversabile si A € C*, atunci:
a) (4B)'=B"'-A",

a1 4
b) (14)" = P A7,
) (A)'="uM,
dy @y'=wuhHn

Observatie 1.1.31.: Prin inductie matematicd se poate ardta ca (4; - 4 -
A) = 444" A7, unde 4, € M,(C), k=1,n,neN*, sunt matrice

inversabile.
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Definitie 1.1.32.: Matricea A€ GL,(C) se numeste ortogonald dacd ‘A4 = A7
jar matricea 4 € GL,(R) se numeste unitari daca 4* = 4™

Definitie 1.1.33.: Matricele 4, B € M, (C) sunt asemenea daca existd Ce
GL,(C) astfel incat B = C'AC. Se noteazi 4 ~ B.

Definitie 1.1.34.: Matricele 4, B € M, (C) sunt echivalente daca exista C, De

GL,(C) astfel incat
A = CBD. Se noteaza A = B.

1.2. Teorema lui Cayley-Hamilton

b
Definitie 1.2.1.: Fie A M, (C), A= (a d} .
C

Ecuatia det(4—Al,)= A" —Tr(A)A+det A =0, unde Tr(4) = a + d (urma
matricei A) iar det 4 = ad — bc, se numeste ecuatia caracteristica a matricei A,
iar radacinile ecuatiei se numesc valori proprii.

Teorema 1.2.2. (Cayley-Hamilton)
Orice matrice patraticd verificd propria sa ecuatie caracteristica, adica

A* ~Tr(A)-A+detd-1,=0,,

a b
unde 4 = J e M, (C).

c
a’*+bc bla+d)

Demonstatie: Cum A’ = )
d(a+d) be+d

j, se verificd imediat ca

egalitatea are loc.

b
Consecinta 1.2.3. Daci A= (“ dJ € M,(C) si det 4 = ad — be = 0, atunci 4"
C

=(TrA)""4, VneN, n>2.
Demonstratie: Deoarece det A = ad — bc = 0, din teorema lui Cayley —
Hamilton, rezulti ci 4> —Tr(A)- A= O,, de unde obtinem A° =Tr(A4)- Asi
A=A A=Trd)-A- A= (TrAd)-(Trd)- A= (Trd)* - A.
Prin inductie matematici rezulti ci A" = (TrA)"" - 4, VneN, n>2.
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Consecinta 1.2.4. Daca Ae M, (C) si Tr (4) = 0, atunci
= (—=det A)* - 1,,n=2k,keN’ |
(—detA) - A,n=2k+1,keN
Demonstratie: Din teorema lui Cayley — Hamilton rezulta
A* +(det A)I, = O,, deci A* = (—det A)- 1, si prin inductie matematica pentru

n par sau impar rezultd afirmatia din enunt.

Consecinta 1.2.5. Fie 4 € M, (C). Sa se arate ca urmadtoarele afirmatii sunt
echivalente:
a) A°=0,;
b) Existd neN, n22astfel incat 4" =0, .
Demonstratie:

a) = b) Evident (existd n = 2 astfel incat 4°> = 0,);

b) = a) Daca exista n €N, n > 2 astfel incat 4" = O, , atunci (det 4)"
=0, de unde det 4 = 0 si, conform consecintei 1.3.3., rezulta
0,=A"=(TrA)"" - 4,deunde A=0,sauTr A =0.

Dacd A=0,, atunci 4’ =0,.
Daca Tr A = 0, din teorema lui Cayley — Hamilton, obtinem
A =0,.

1.3. Determinarea puterilor naturale ale unei matrice de ordinul doi

In continuare, ne propunem sd gasim un procedeu pentru ridicarea unei
matrice de ordinul doi la puterea n, n € N*.

Teorema 1.3.1. Daca 4= (a
c

j € M, (C) si ecuatia caracteristica
d
a-A b
c d-2
A,,4, , atunci exista matricele B, C € M, (C) astfel incat:
o Al B+ A -Co A # 4,
A B+n- AT C A =4,

=2 —(a+d)A+ad —bc =0, are radicinile reale

(1)
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Demonstratie: Evident, matricea A verifica relatia
A*—Trd-A+detA-1, = 0,,unde Tr(d) = a + d si detd = ad — bc. Inmultind
relatia de mai sus cu 4", obtinem A" —Trd- A" +det A- A" = 0, de unde

(*) A" =Trd- A" —det 4- A"

a, b
Considerand 4" = ( v j si tinAnd cont de relatia (*), obtinem:
c

a,,=Tr(A)a,—detAd-a,,
b, =Tr(A)b,—detAd-b, ,
¢, =1Tr(A)c, —detd-c, ,
d. . =Tr(A)d, —detd-d ,,n=>2.
Deci, toate sirurile verificd aceeasi relatie de recurenta:
X, =1Ir(4)-x,—detd-x,_,,n=>2.
Ecuatia caracteristici fiind A* — Tr(A4)A +det A =0, cu ridicinile
presupuse reale, rezulta:
-dacd A, # 4,, obtinem x, =a A/ + f.4;,unde « , B, €C.
Deci a,=a, A + B4
b, =a, Al + A
¢, =ah+p.A
d, =a,A + p,4,, adica

s e . aa ab ﬂa ﬁb N A
exista matricele B, Ce M, (C), B = , C= astfel incat
a. ¢ Pa

c
A" =B+ 2C.
- dacd A, = A,, obtinem x, =a A + B.nA",unde a_, B, €C.
Deci a, =a, A + B.nA"
b —a, i+ Bl
¢, =ak +pnk"
d,=a,A + p,nd", adica

[ . _ aa ab _ ﬁa ﬁb A A
exista matricele B, Ce M, (C), B = ,C=n astfel incat
a. o, B. B

c

A"=AB+ 27 n-C.
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< . . . . a b

In concluzie, orice matrice de ordinul doi de forma [ d] pentru care
C

ecuatia A* —(a+d)A +ad —bc =0 are radicinile reale 4,4, , se poate pune

sub forma din teorema, unde matricele B si C se determina, practic, din relatia
(1), facandu-1 pe n egal cu 1 si apoi egal cu 2.

Teoremi 1.3.2. Dacd A= (a
C

J € M, (C), atunci pentru orice numar natural
d

n € N*, exista doua siruri de numere complexe (x,),., st (»,),s,; astfel incat
A" =x,-A+y, - [,Vn=1.

Demonstratie: Folosim metoda inductiei matematice.

Pentru n = 1, proprietatea este adevarata, deoarece existd x, =1,y, =0
astfel incat A =1-4+0 - L.

Pentrun =2, existd x, =a+d =Tr(A4) si y, =—(ad —bc) =—det 4, astfel

incat 4> =(a+d)A—(ad —bc)l, .

Presupunem proprietatea adevaratd pentru un numar natural »>1, adica

3 x,,y, €Castfel incat 4" =x,-A+y,-1,. Atunci, obtinem:

An+1 :An-AZ(Xn'A"'yn'12)'A:x;1'A2+yn'A:x'1(x2'A+y2'12)+y"A:

=0 x, +y,)A+x, -y, Ly=x, A+ y,., 1, unde (1)

X, =%x,+y, =Trd)x,+y, st (2) y,. =y,x, =—detd-x,. Deci,
A" =x,-A+y, - [,Vn=1.

Din relatiile (1) si (2) rezultda x, si y, Astfel, din (2) rezultd

y, =—detA4-x, ,, care inlocuit in (1), obtinem x, ,—7rd-x, +det4-x, _, =0,

. . .o 2 o . .
care are ecuatia caracteristicd A° —7r4AA+det A=0. Dacéd ecuatia de mai sus
are radacini reale, atunci

x, =all + pA,,daca A =4, si
x, =al + pnA " dacd 4, =4,,
dupa care rezulta expresia lui y,.
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1.4. Determinarea sirurilor date prin sisteme recursive, recurente
omografice si ecuatii diofantice de tip Pell

1.4.1. Determinarea sirurilor date prin sisteme recursive

Fie sirurile de numere reale (x,),.,, (»,),s definite prin sistemul de
relatii de recurenta:
xn+1 = axn +byn :
(1) ,unde neN iar a, b, ¢, d, xo, yo sunt numere
yn+1 :cxn +dyn

reale date.
Sistemul (1) poate fi scris sub forma matriceala astfel:

er—l a b xn xVH-l xn
= . sau (2) =4 ,Vn>0, unde
YVou) \c d)\y, Vot Y
A= .
c d

Dand , in relatia (2), lui n valorile 0,1,2,...,n-1 obtinem:
yn+l yn ynfl yl yO

X X,
Deci ( "]:A”( 0], Vn>0si problema revine acum la aflarea formei
yn yO

generale a lui 4"

Observatii 1.4.2.:
1. Dacdi A=(Trd)’ —4detA<0, atunci metoda expusi aici devine
eficientd pentru aflarea sirurilor (x,),.,51 (,),0
2. Pentru a calcula A" se poate folosi ecuatia caracteristica:
A ~Trd-A+detd-1,=0,,4 € M,(R).

1.4.3. Determinarea sirurilor date prin recurente omografice

ax+b

Definitie 1.4.4.: Functia f: R - {— i} —> R, f(x)= ,a, b cdeR, c#
c ex+d

a b .
J se numeste matricea

0, se numeste functie omografica, iar M, ={
' c

atasata functiei f.
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Proprietate 1.4.5.: Dacad f si g sunt functii omografice, atunci pe multimea
D R pe care sunt definite functiile fogsi f" = fo fo..o f,neN¥*, functiile
\_ﬁ_ﬁ[—J
fogsi f" sunt omografice si avem relatiile:
Mfog :Mf 'Mg’
Mf,, = (Mf)”,n e N*.

Demonstratie:
: d d'
Fie f R - -——r—> R, g R - -—r—> R
¢ c
' 1 b
=5 c =L fnetii omografice  si M, =|C 7|,
ex+d 'x+d' : c d

1

M, = (j 'j matricele atasate celor doud functii.
Atunci, pe multimea D c R, pe care exista compunerea f o g, avem:
a'x+b'
ag(x)+b @ ' x+d * _ (aa'+bc")x + ab'+bd'
cg(x)+d B . a'x+b' wd - (ca'+dc")x + cb'+dd"’
c'x+d'

(f e 8)x)=f(gx) =

tot o functie omografica si
aa'+bc' ab'+bd' a b)(a b
M, = = : =M,-M,.
78\ ca'+dce'  cb'+dd' c d)\c d '

Egalitatea a doua se demonstreaza prin inductie matematica.

Definitie = 1.4.6.: Un sir recurent definit printr-o recurentd de forma
x,.,, =/f(x,), unde f este o functie omografici, se numeste recurenta

omografica.
Observatia  1.4.7.: Ca recurenta sd defineascd un sir e necesar ca

ex, +d #0,VneN.
Proprietate 1.4.8.: Daca x,,, = f(x,),Vn >0, atunci

x, = f"(xp), unde f7(x,) = (/o f o0 f)(x)

n ori
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Demonstratie:
Pentru demonstratie se foloseste metoda inductiei matematice.

fntr-adevir, fie £ R - {— 1} SR, 0= Dacix = £(x),
c cx+d
5 ax, +b . . ax,+b .. . .
rezultd x,,, = —"——,Vn >0 siatuncix, = f(x,) = , adicd lui xy 1 se
ex, +d cx, +
. ) (a b] )
atageaza matricea A = , 1ar
c d
ax, +b
a- + )
ax, +b cx, +d (a” +bc)x, +bla+d) .
x, = f(x)= = = 2
cx, +d c~ax°+b+d cla+d)x,+bc+d
cx, +d

2

bc b d

2 _| @ +be bla+ 2) , adicd lui x, i se ataseazd matricea 4°.
cla+d) bc+d

A < . ax,+b . . .
Presupundnd ca lui x,=—""—" i se asociazd matricea
Cnxo + dn
. (a bY' (a, b,
A" = = , avem
c d c, d,
4. G +b,
o= f(x )= ax,+b  c,x,+d, _(aa, +bc,)x,+(ab, +bd,) ;
ntl n/ - -
cxl’l + d C . m + d (cal’l + dcl’l )xo + (cbl’l + ddn)
Cnxo + dn

" a b)(a, b, aa,+bc, ab, +bd,
A" =4"-A=4-4" = . = ,
c d)\c, d, ca,+dc, cb +dd,

. o . . . - . +
obtinem ca lui x,+; i se asociaza matricea 4" L
- 9 ax,+b
Rezulta ca x, =—4"—=

c X, +d,

a, b, a bY
A" = = )
c, d, c d

Deci, pentru a calcula pe x, in functie de x, este suficient sa calculam pe

si cdruia 1 se asociazd matricea

A"
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Observatie 1.4.9.: Sirul (x,),., poate fi definit cu anumite conditii asupra

teremnului initial xo. Din expresiile matricei 4" deducem conditiile de existenta
a sirului recurent ¢, x, +d, #0,Vn eN sau

d
X, #——",neN.
c

n

. . d
Se determind multimea S = {— .
c

n

neN } s1 atunci conditia este x, e R\ S.

1.4.10. Ecuatii diofantice de tip Pell

Fie d eN, d > 2 un numar liber de patrate (\/E zQ).
Definitie 1.4.11.: Ecuatia diofanticd P:x”> —dy’ =1, unde x, y €Z se numeste
ecuatia lui Pell.

In cele ce urmeaza vom rezolva in numere intregi ecuatia lui Pell.
Observatie 1.4.12.:
1). Perechile (-1, 0), (1, 0) sunt solutii ale ecuatie P si se numesc solutii
banale.
2). Daca (x, y) este solutie a ecuatiei P, atunci si (-x, »), (x, =), (—x, —y) sunt
solutii ale ecuatiei.
Deci, pentru a rezolva ecuatia lui Pell, este sufficient sa-i aflam solutiile in
multimea numerelor naturale ((x, y)eNxN, (x,y)# (1,0)).

x d
Fie perechea (x,y)eN x N cdreia 1i atasam matricea 4, =( yj
'y x

pentru care detA, , =x’—dy’=1. Dacd notim cu Sp multimea solutiilor
ecuatiei lui Pell, atunci (x,y) € S, daca si numai daca det4, , =1, iar (x, y) #
(1,0) daca si numai daca 4, , #1,.

Daca (xg,y,) € Sp, (x5,¥,) #(1,0), atunci det4, , =1, de unde rezulta
det4! =1.

X0>Y0

x, d
Fie A;_’O’yoz(” I

X d
j cu x,f—dyjzlsi daca A;(:lyo :( n+l y,,ﬂj’
Yo X,

y n+l xn+l
atunci
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n+l  _ 4n
X0>Y0 X0>Y0

_ [xn dyn] _ (xo dyo] _ (xoxn +dyyy,  d(yox, + xoyn)]
o yn xn yO ‘xO yO‘xn + xOyn xO‘xn + dyOyn

iar
n+l n . _ n . —
det AX0 b = det(AX0 " AXO,yO) = det A}w0 det Axo o = 1.
Rezultd x ,, =x,x, +dy,y,
yn+1 = yO'xn + xOyn sau

(1) xn = xO'xn—l + dyoyn—l
(1) », =yx,, +x,¥,,,n21, cuxo,yo dati astfel incat (xo, y9) # (1,0).
Daca (x,,y,) €N x N, atunci si (x,,y,) €N x N, cu alte cuvinte, daca (xo,

Vo) este solutie a ecuatiei Pell, atunci si (x,, y,) este solutie a ecuatiei Pell.
Relatiile de recurentd (1) si (1’) pot fi scrise marticeal

(‘xn J (xo dij ('xn—l J
= . sau
Yn Yo Xo Y
xn xO dyO ! xo . . . . .
= . , lar de aici, folosind ecuatia
Y Yo %o Yo

Xo

Yo
1 [N, A

*) “ N
yn:ﬁ[(xo—f-yo\/g)q _(xo_yo\/gy :lanzo,

si luand solutia (xp, y9) minima nebanald (cu xo minim dacad si numai daca yy
minim) obtinem ca
Sp < {(-1.0).(LO). (4, 3,)-(=,.,). (x,:73,): (=x,=3,)} =S .
Vom ardta reciproca, S < S, .
Dacd (x,y)eS NN x N, (x, y) # (1,0), definim B=4, si B = A'-B

- . dy, )
caracteristica pentru aflarea lui ( yoj , rezulta:
X0

X dy, . C . .
cu 4, ., = , unde (xop, o) este solutia minima. Rezultd det B, =1si
Yo Xo

yoox V'==Yox + X,y
(x,») # (1,0)si (x',»") € N x N. Continuand gisim B, =4"'-B,,B,= A" -B,,
adica (x,y)e S,.

x'dy X'=x,x—d
( yj, unde { ‘ oY , din care se deduce cd x'< x, y'< ydaca

vy B, = A - B,_, =1, s1 mergand Inapoi rezulta 4., = A)':OT}VO ,
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Exercitiu 1.4.13.: Sa se afle solutia generald in Z x Z a ecuatiei diofantice
x*-2y*=1.

Fie (xo, y0) = (3,2) solutia pozitivd minima a ecuatiei, diferitd de solutiile
banale (1,0) si (—1,0).

Ecuatia data are deci o infinitate de solutii date de (*) In care vom inlocui
X, =3,y,=2s1d=2.

Obtinem:

xn =

2] +bo2a)]
Y =ﬁ[(3 +2\/5y'+1 —(3—2\/5y+1},n >0, 1ar

ne Nju{=1,0)}.

Sy ={(tx,.t,)

Observatie 1.4.14.: Solutiile ecuatiei Pell, pot fi utilizate In aproximarea
radicalilor numerelor naturale care nu sunt patrate perfecte. Intr-adevar, daca

(x,,,),s sunt solutii ale ecuatiei x* —dy* =1, atunci

1 .
X, —ynﬁzm deci
Al —Jd = ! < ! <L de unde rezulta
Y Gy Nd) Ndyl vy
lim 2 = /d , adicd fractiile o aproximeaza pe Jd cu o eroare mai mica

= y}'l yn

1
decat — -

Y
1.4.15. Ecuatia ax” —by” =1, (a,b eN¥*).

Observatie: Aceastd ecuatie este mai generald decat ecuatia lui Pell,
2 2
x —dy” =1.

Proprietate 1.4.16.: Dacid ab=k’,k €N, k> 1, atunci ecuatia ax’ — by’ =1nu
are solutii Tn numere naturale.
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Demonstratie:
Intr-adevar, presupunem cd ecuatia datd ar avea o solutie in numere

naturale (xo, yo), atunci ax; —by,; =1, adicd a si b sunt prime intre ele. Urmeazi
cd egalitatea ab = k” implicd a = k. ,b=k;, unde kk, = k,k,,k, e N*.

Ecuatia devine kx> —k;y* =1 sau (kx—k,p)kx+k,y)=1, adici
I<kx+k,y=kx—k,y=1, ceea ce este imposibil.

Vom numi rezolventa Pell a ecuatiei ax’—by’ =1, ecuatiea

u®> —abv’ =1si vom demonstra urmitoarea:

Proprietate 1.4.17.: Daci ecuatia ax’ —by” =1, are o solutie nebanald in

numere naturale, atunci ea are o infinitate de solutii in numere naturale.
Demonstratie:

Fie (xo, y0), X,,V,€ N* 0 solutie a ecuatiei ax’ —by’ =1. Deoarece ab nu

este patrat perfect, conform teoremei demonstrate mai sus, rezultd ca rezolventa
Pell are o infinitate de solutii In numere naturale, date de formulele (*).

Notiam cu (u,, v,), n €N, solutia generali a rezolventei Pell u”> —abv* =1.
Atunci (x,,p,),n €N, unde x, =xu, +by,v,,y, = yu, +ax,v,sunt solutii ale
ecuatiei ax” —by* =1,Vn €N, deoarece
ax? —by? = aCxg, +by,, )t —b(ygu, +axyy,) = (ax; —byd)u? —abv?)=1n

N, adici ecuatia ax® —by* =1 are o infinitate de solutii.

Proprietate  1.4.18. Solutia generaldi a ecuatiei ax’—by’ =1 este
(x,,y,),neN, unde x, =Au, +bBv,, vy, =Bu,+adv, ,(u, v,), neN, fiind

solutia generald a rezolventei Pell, iar (4,B), A,B €N, cea mai mica solutie a
ecuatiei considerate.

Demonstratie:

Am aratat mai sus, cd dacd (u, v,), neN, este solutia generald a

rezolventei Pell, atunci (x,, y,),n €N, sunt solutii ale ecuatiei ax’ —by” =1.
Reciproc, aratam cda dacd (x,,y,),ne€N, sunt solutii ale ecuatiei
ax’ —by* =1, atunci (u,, v,), neN, unde u, =adx, —bBy, ,v, = Bx, — Ay, ,

sunt solutii ale rezolventei Pell, u* —abv* =1.
Intr-adevar

u’ —abv. =(adx, —bBy,)’ —ab(Bx, — Ay,)’ = (aAd’> —bB*)(ax. —by)=1,Vne
N, propozitia fiind astfel demonstrata.
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In cazul particular b = 1, metoda expusi mai sus ofera rezolvarea ecuatiei
dx* —y* =1, pe care o vom numi ecuatia Pell conjugati.
Prin urmare, solutia generala a ecuatiei Pell conjugate este (x,,y,),n €N,
unde:
x,=Au,+Bv,,y, =Bu,+DAv,,
(4,B) fiind cea mai mici solutie a ecuatiei Dx” — y*> =1, iar (u,, v,), n €N

solutiile ecuatiei lui Pell u* —dv® =1.

Observatie 1.4.19.: Sirurile (x,),.,, (»,),,, definite recursiv prin relatiile de

mai sus, verifica identitatea y, = [\/E X, an eN.

Intr-adevar, (x,,y,),n €N fiind solutia generala a ecuatiei Pell conjugate,
dx* —y* =1, avem (\/Exn +ynxx/gxn —yn)= 1.

Dar x,,y, eN*, Vn e N si deci \/gxn +y, >1. Prin urmare
0<\/Exn -y, <1, deunde
v, <\/gxn <y,+1,adica y, = [\/Exnl‘v’n eN.

Exercitiu 1.4.20.: Sa se afle solutia generald in N x N a ecuatiei
6x> —5y° =1.
Cea mai mica solutie a ecuatiei este (1,1). Rezolventa Pell este ecuatia
u> —30v* =1, care are cea mai mici solutie (11,2). Tinand seama de (*), gisim

solutia generala a rezolventei Pell (u,, v,), neN, u,,, =11u, +60v, ,

Vo =1lv +2u u =11,v,=2.

Folosind ultima proprietate demonstrata, obtinem solutia generala a
ecuatiei 6x” -5y> =1, (x,,y,),neN, x, =u, +5v ,y =u, +6v ,iar forma
explicita este (din (*)):

X, = 6 +1\2/% (11+2+4/30)" + 6 _1\2/% (11-2+4/30)",

5+330 5_*2@(11—2\/%)".

y = 1230(11+2\/%)"+ 1
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1.5. Ecuatii matriceale binome in M>(C)

Definitie 1.5.1.: Ecuatia matriceald X" =4, unde 4 € M, (C) este o matrice
datd, neN, n>2, un numdr natural fixat, iar X € M,(C) este o matrice

necunoscutd, se numeste ecuatie matriceala binoma.
In majoritatea metodelor de rezolvare ale ecuatiilor matriceale binome se
folosesc urmatoarele rezultate:

1). Dacd X € M,(C) si det X =0, atunci X" =(¢,)"" X,n>2, iar t, este
urma matricei .X;
2). Daca X" = A4, atunci AX =XA4,
3). Daca 4 e M,(C), A#al,, pentru orice a<C, atunci matricele X
€ M, (C) care comutd cu 4 sunt de forma X =ad + fl,;

a

b
4). Daci X e M,(C), X = ( dj ,atunci X° —(a+d)X +(ad —bc)l, =0

c

(t,=a+d,d =ad—bc);

5). Daci existd n >2 astfel ca X" =0 atunci X° =0.

6). Daca valorile proprii ale matricei 4 € M, (C) sunt distincte (4, # 4,),
atunci existd o matrice P nesingularda (matrice de pasaj) astfel ca

(s )
P -A4-P=
0 4,
Primele cinci rezultate au fost justificate anterior, vom justifica afirmatia

6).

) Dacd A,, A, sunt valorile proprii ale matricei A4, atunci:
(A-A41,)(A-A,1,)=0, iar matricele 4—A,1, si A—A,], au determinantii
zero, deci existd X,,X,eM,(C), X, #0,X,#0 astfel incat AX, =4X,,
AX, =4, X,.

< iy Xa1 o < .
Daca X, = , X, = , aratam ca matricea
X2 X2
X Xy . .
P=(X,,X,)= este inversabila.
X Xy

Daca prin absurd coloanele ar fi proportionale X, =aX,,a € C*, am
avea:
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AX, =X, © AoX, =X, ©adX, =al X, ©alX, =alX, a4 -1,)X,=0
deci 4, = 4, , contradictie.

A4 0
Avem AP:A(XlaXz):(/11X1512X2):(X1>X2)(01 2 ):P'JAa deci
2

-1 _ _ /11 0
P A-P=J, = .
0 A

In continuare vom prezenta cateva cazuri de ecuatii matriceale binome.
1. Ecuatia X"=4,n>22,4 e M,(C)sidet4=0.
Rezolvare:
Din X" = 4 rezultd (det X)" =det 4 =0, deci det X =0 si din 1) rezulta
X" =(t,)"" X, unde ¢, este urma matricei X. Se obtine (¢,)"" X = 4, in care
egaland urmele, obtinem (¢, )" -t, =¢, sau (¢,)"" =¢,.

1.1. Daca urma matricei 4 este ¢, #0 (din 4), 4> #0), atunci (¢,)" =t¢,
da urmele matricei X, adica ¢, € {tl,tz,...,tn}, unde ¢,,t,,...,¢, sunt radacinile de
ordinul nalelui ¢, (¢ =t =...=¢) =t,).

In concluzie, pentru 4 M,(C), 4> #0 sidet 4 =0, ecuatia X" = 4 are
in M, (C), n solutii:

1 e e
=t,—A,k=1Ln unde ¢,t,,.,t, sunt radacinile

A

X, =

1
!

ecuatiei algebrice ¢ =¢, (¢, fiind urma matricei 4).

-1 -2
Exemplu 1.5.2. Si se rezolve ecuatia: X* =[ { 2 ]

Solutie:

-1
Avem A:( . 5 ] detA=0,rdA=1,t" =1, te{l,—l,i,—i}. Solutiile

sunt: X =4, X =%i4 .
1.2. Daca urma matricei 4 este ¢, = 0, atunci A* =0 sidin X" = 4, rezulti
X" = 4> =0, iar din 5) rezultd X*> =0.

In concluzie pentru 4 # 0 si 4> =0 ecuatia X" = A4, nu are solutii (pentru
n>2).
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Daci 4 = 0, din X" =0 rezulti ecuatia X’ =0 ceea ce, notind

a’+bc=0
b : . . |bla+d)=0 .
X = ¢ conduce la sistemul de ecuatii patratice (a+d) , cu solutiile
c cla+d)=0
d’>+bc=0
a b 0 0
X, = & ,aeC, beC*s1 X, = , ceC.
U c 0

Exemple 1.5.3.:

1). Sa se arate ca ecautia X" = [0 OJ nu are solutii pentru n > 2.

Solutie:
RidicAnd la pitrat obtinem X*" =0, deci X°=0 si cum n>0,

0 1
X"=0=# .
. . a b
2). Sa se determine matricele X = ( dj e M, (R) unde a, b, c, d sunt
f— C f—

. . 2
numere prime si X~ =0.

Solutie:
a b 4>

Din solutia generala X, , =| i p si conditia 5 sa fie prim,
b

1 1
rezultd a = b. Deci, solutiile sunt X = PP p ,peN*cup
-p —-p -1 -1
numar prim.

2. Ecuatia X" =al,,acC*, XeM,(C), n>2.
Rezolvare:
Séa observam ca daca X este solutie, atunci pentru orice matrice inversabila

Pe M,(C), matricea X, =P '-X-P este de asemenea solutie. Intr-adevir,
X,=P'X-P.P"-X-P-..P'"X-P==P " X"-P=P'.al,-P=al,.
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2.1. Dacd valorile proprii ale matricei X sunt distincte, atunci conform

L : A4 0 . :
observatiilor initiale ( 6) ) rezultd cd existd X, :[ ' j si ecuatia devine:
2

A0 a 0 . C s .
= cu solutiile 4,,4, € {al,az,...,an}, radacinile de ordinul n
0 A4 0 a

ale lui a.
In concluzie, o parte din solutiile ecuatiei X" =al, sunt
ai — T . ..
X = P-[O J-Pl (*) unde a;,a; sunt rddacinile arbitrare ale ecuatiei
a .
J

x" =a iar Pe M, (C) o matrice nesingulara arbitrara.

2.2. Daca valorile proprii ale matricet X sunt egale 4, =4, =4, atunci din
4), rezulta (X —A,)’=0 si notind Y=X-Al,, rezulti X =A,+Y cu
Y’=0. Avem X"=A2L+nA"'B si ecuatia X"=al,, devine
AL +nA"'B=al, sau nA""'B=(a-")L,.

n

Din ¢ # 0 rezulti A#0 si din B’ :O,Bzai—flln rezultd B = 0 si
n

a=A", deci X =a,,. In concluzie, solutiile sunt de forma (*) (fira conditia

a, #a;).

3. Ecuatia X" =4 in care valorile proprii ale matricei 4 sunt 4, A,

distincte.
Rezolvare:

Daca valorile proprii ale lui X sunt g, u,, atunci ' =A4,, w, =4, deci
0

4, # i, . Dacd P este matricea nesingulard pentru care P~ -4-P = (/2)1 ) j,
2

atunci inmultind in relatia X" =4 cu P ' la stinga si P la dreapta, rezulta

2 0 0 0 0
(P"-X-P)"=( 1 J sau X1’§=(/1' j sau ['ul J :(/11 j,deci
0 4, 0 A, 0 u 0 4
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o

' =4, 1, =A4,. Solutiile sunt de forma X = P-[O

O -1
<P~ ,unde " =4,
B

p" =4, siPe M, (C) este matrice nesingulara.

Observatie 1.5.4.: O altd metoda de rezolvare se bazeaza pe observatiile 2) si
3).

4. Dacd A4 +#al,,aeC, atunci din X4 = AX, rezultd ca matricele X care
verifica ecuatia X" =4 sunt de forma X =ad+ fl,. Valorile proprii ale
matricei X sunt y, =ad, + S, u, =ai, + f,unde A,, A, sunt valorile proprii
ale matricei 4. Valorile proprii ale matricei X" sunt g4 si u) si se obtin
(ah + )" =4, (ad, + )" =4,. Ultimele doua relatii le privim ca sistem in
necunoscutele a, .

{aﬂ’l_'_ﬁ:ﬂ’l'gk e : e
Avem ,unde ¢,,&, suntradacini de ordin » ale unitatii.
ak,+p=4,-¢, ’
Se obtine:
B Aeg, —AE »
- /11 o /12
_ LA, (&, — &)
- /11 - /12

,daca A4, #4,.

In continuare, vom demonstra ci : Rezolvarea ecuatiei de gradul al doilea
aX’+bX +cl,=A, unde a,b,ceR, a#0, b°—4ac>0 si Ae M,(C) se
reduce la rezolvarea unei ecuatii binome.

Demonstratie:
Intr-adevar,  ecuatia datd se  poate scrie sub  forma:
2 2

iyl -lue ofxsln] =Las b—z—ﬁ 1,. Cu notatiile

a a a 2a a 4a” a

. 1 -4 : . . .
Y = X+il2 st B :—A+b—2aclz, ecuatia devine Y’ = B, adici o ecuatie
2a a 4a

binoma.
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1.6. Probleme rezolvate (1.1)

1 2
R1.2.1. Sa se determine toate matricele care comuta cu matricea 4 = (3 4] .

Solutie:

b
Fie X :[a jastfel incat A4 X = X ‘A Rezulta
c

SRR O

a+2c=a+3b a=x
b+2d=2a+4b 2c¢=3b | b=2y )
u , de unde rezulta , deci
3a+4c=c+3d 2(d —a)=3b c=3y
3b+4d =2c+4d d=x+3y
2
X: x y =
3y x+3y
=yA+(x-y)l,.

R1.2.2. Fie Ae M,(C) si multimea C(A)=1{X e M, (C) |4X = XA}. Sa se
arate ca :
a). Daca A=kl,,k €C, atunci C(4) =M, (C);
b). Daci A # kl,,k eC, atunci C(4) = {ad + AI,

Solutie:
a). Evidenta;

a,feC |.

) a b) . Xy . -
b). Fie 4= si X = . Atunci, din AX = XA, rezulta:
c d z t
ax+bz =xa+ yc
bz =cy
sau <y(a—d)=b(x—t). Daca b = 0, se
cx+dz=za+tc
z(a—d)=c(x—t)

ay+bt =xb+ yd

cy+dt=zb+td

. _r . - z t—Xx
ajunge la o contradictie cu ipoteza. Rezulta %: —= p =a,a €C, de unde
c -a

yv=ba,z=ca,t=ad+(x—oa).
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x=aa+pf
: : y=ba ,
Fie x—aa=p, atunci si
z=ca

t=od+ [
P aa+ [ ba _ [a b 1 0 ol B
e awrp) %N a)tPlo )T

R1.2.3. Si se determine toate matricele 4 € M, (C) pentru care 4° =0, .

Solutie:
a’*+bc=0
b b d)=0
Fie 4= “ . Din egalitatea 4°> = O,, obtinem sistemul: (@+d)
c d cla+d)=0
bc+d’ =0

Dacia +d+#0,atuncib=c=0si a’ =d’ =0, de unde rezultd cia = d
=0, fals, cacia + d # 0.
Deci, a + d = 0 si atunci d = —qa iar din egalitatea a” +bc =0,

0
-daca b =0, rezulta a = 0 sideci 4 =(

0
], ce C, arbitrar.
c 0

2 a b
- dacd b # 0, putem scrie ¢ = —% si atunci A4 =[ a’ a] ,a, beC,
b

b#0.
Observatie: O matrice 4 M, (C) cu proprietatea cd exista ne N* astfel

incadt 4" = 0, se numeste matrice nilpotenti. (Am determinat toate matricele
de ordinul doi nilpotente).

R1.2.4. Si se determine toate matricele 4 € M, (C) pentru care 4> =1,.

Solutie:
a’+bc=1
. a . . . bla+d)=0
Fie 4= . Din egalitatea 4> = I, , rezult sistemul: (a+d)
c cla+d)=0
be+d* =1

Dacia +d# 0, atunci b = ¢ = 0 si deci a’ =d* =1, de unde rezultd ci
a==1,d==%1.Cum
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1 0
a+d#0, obtinem a = 1, d = 1 saua = -1, d = -1 si A:(O jzlz,

-1 0
A= =—1,.
0 -1

Dacid a + d = 0, atunci d = —a. Dacd b = 0, obtinem &’ =d’ =1si atunci

-1 0 1 O
A are forma A4 :( J sau 4= ( J cu ce C, arbitrar.
c c -

2

Daca b # 0, avem ca c= si atunci matricca A are forma

a b
A=|1-a’ ,a,beC.
—a
b
Observatie: O matrice A cu proprietatea ¢ A> = I, , se numeste matrice
involutiva, ce corespunde unei simetrii n plan.

R1.2.5. Si se determine toate matricele 4 € M, (C) cu proprietatea 4° = 4.

Solutie:
a’+bc=ua
Fie A= 4 . Din egalitatea 4> = 4, rezulti sistemul: bla+d)=b
¢ cla+d)=c
bc+d* =d
a’*+bc=a
b(a+d-1)=0
sau
cla+d-1)=0
(a=b)a+d-1)=0
Dacia+d—1# 0,atuncib =c=0,a=d €{0,1}. Deci 4 = Oy sau 4 =
L.

2

< - - . a )
Dacia +d—1=0,rezulti a* +bc=a.Daci b # 0, atunci c = si

a b
A=|a-a’ cu
1-a
b

37



0 0
a €eR, b eR*. Daca b= 0, atunci a = 0 sau a = 1 si atunci Az{ J, ceR

c 1

1 0

sau A= ,ceR.
c 0

Observatie: O matrice 4 cu proprietatea 4° = 4 se numeste matrice
idempotenta. O astfel de matrice corespunde aplicatiilor de proiectie 1n plan.

R1.2.6. Fie §5(C)={AeM,(C) | 4="4}5iAx(C)= { Ae M,(C) | 4 =~
‘A }. Si se arate ca:
a) A, B €8,(C), atunci 4 + B €8,(C), A, B €A45(C), atunci A + B
€ A»(C);
b) A4 €852(C) N Ay(C), rezulta 4 = Oy;
c) VM eM,(C),existd S €85,(C) si 4 € A>(C) unice, astfel incat M = § +
A.
Solutie:
a). Fie A, Be S»(C), atunci 4 ='4, B="BsiA+B = '"A+'B="4 + B),
adici 4 + BeS »(C).
Fie A, Be A5(C), atuncid =— ‘A, B=— 'BsiA+B =— ('A+'B) =—
(4 + B), adica
A+ Be A,(C);
b). Fie 4 €85(C) N Ax(C), atunci 4 =‘A si A =— 'A. Rezulti A=—A4, de
unde 4 = Ox;

¢). Pentru M € M, (C), existd S :%(M + ™M) si A= %(M — 'M), unice,

astfel Incat M =S + A4.

R1.2.7. Se da matricea A4 =( ab

jeM ,(R). Sa se arate cd urmdtoarele
a

afirmatii sunt echivalente:
a) Existd ne N* astfel incat 4" =1, ;
b) Exista g € Q* astfel incat a =cosgnx,b=singr.
Solutie:
a). = b) Presupunem ca existd ne N* astfel incat 4" =17,. Trecand la
determinanti obtinem
(det A)"=1sicumdet 4= a’>+b*>0 deducem ci det A=a’ +b> =1, ceea ce
arata ca exista e R astfel incat a = cos ¢, b = sint ¢.
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) cost sint) . . coskt sinkt
Deci, A= ] si atunci A" = ] ,Vk e N*,
—sint cost —sinkt coskt

e o s . _ [ cosnt sinnt 1 0
ceea ce aratd cd A" =/, dacd i numai daca = . De

—sinnt cosnt 0 1
aici rezultd ca cos nt =1 si sin nt = 0, adica nt = 2px, p € Z, de unde deducem
2 2 . .
t==P = qr ,unde ¢ =P Q si prin urmare a =cosqz,b=singr.
n n

b). = a) Fie a=cosgr,b=singr cu q €Q, adica q=z cuuel si
A%

2ur . 2ur
o cos——  sin——
veN*. Putem scric g=— si atunci 4= 2v 2v | Rezulti
2v .2 ur
—sin cos
2v 2v

imediat ¢ 4> = I, si deci ludnd n = 2ve N*, deducem cd 4" =1,.

Probleme rezolvate (1.2)

. a
R1.4.1. Fie 4 =(
c

j unde a, b, ¢, d eR, a + d # 0. Sd se arate ca
Be M, (R) comuti cu 4 daci si numai daca comuta cu 4.

Solutie:

Din teorema lui Cayley — Hamilton, 4’ —(a+d)A+detA-1, =0,, prin
inmultire la  dreapta si  respectiv la stinga cu B se
obtine: A’°B—(a+d)AB+Bdet A=0, si BA>—(a+d)BA+BdetA=0,.

Scizand cele doui relatii obtinem: A°B—BA®> =(a+d)(BA- AB)si de
aici rezultd imediat concluzia ceruta.

R1.4.2. Aratati cd pentru orice matrice 4, B € M,(R), existd 4 eR astfel
incat (4B — BA)’ = Al,.

Solutie:
Daci in relatia lui Cayley — Hamilton, X> —Tr(X)- X +detX -1, =0,,
XeM,(C), alegem X = AB BA, obtinem:

(AB — BA)’ —Tr(AB — BA)-(AB — BA) +det(A4B— BA)-1, = O,.
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Cum Tr(AB— BA) = Tr(AB)—Tr(BA) =0, rezultd (4B - BA)* = Al,,
unde A =—det(AB— BA).

a

b
R1.4.3. Fie 4 e€M,(C), Az{ dJ’ unde det 4 si Tr A reprezinta

c
determinantul si respectiv urma matricei 4 (7r A = a + d).
Dacd Tr A -det A=0s1 Tr A + det A # 0, atunci matricea Be M, (C)

comuti cu 4, daca si numai daca comuta cu 4°.
Solutie:
Din conditiile date rezulta ca unul din factorii 77 4 sau det A este nul.
Daca Tr A =0sidet A # 0, atunci din relatia lui Cayley — Hamilton,

(1) A*—Trd-A+detAd-1,=0,,
rezulti A°> =—det A-1,, iar de aici obtinem A4° = A’ - A =—(det 4)- 4,
A’B =—(det A)- ABsi BA® = —(det A)- BA . Scizand ultimele doui relatii,
obtinem: A°B — BA® = det A-(BA— AB) si de aici rezultd imediat concluzia
dorita.

Daca det 4 =0si Tr A # 0, atunci din (1), obtinem:

2 = .

A =(TrA)- A, de unde 1 f =@rd)-AB o g
BA® = (TrA) - BA
A’B=(Trd)- A’B

£ = (Trd)- £, deunde |4 B =T A 5
BA® = (Trd) - BA

Din relatiile (2) si (3) obtinem echivalenta ceruta.

R1.4.4.Fie 4, B € M, (C) astfel incat 7r(4B) = 0. Sa se arate ca
(AB)* = (BA)*.
Solutie:
Cum Tr(4B) = Tr(BA) = 0, atunci din relatia lui Cayley — Hamilton,
rezultd: (AB)* +det(4B)- I, = O,,
(BA)® +det(BA)- I, = O, iar de aici obtinem (4B)* = (BA)*, deoarece det(4B)
=det 4 - det B = det (BA).
Observatie: Folosind inductia matematica, se poate arata ca
(AB)*" =(BA)*", n e N*,
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Probleme rezolvate (1.3)

4
R1.6.1. Fie matricea4e M,(R), 4= { 7j . Sa se calculeze A", n e N*.

Solutie:

Ecuatia caracteristicdi matricei 4 este A —Trd-A+detA=0, adici
A —5A+6=0, de unde rezulti A, =2si A, =3. Rezulti ci A" are forma:
A"=2"-B+3"-C,unde B, C € M, (R) si se determind din conditiile n =1 si n

~2 4
2B+3C:A:[ 7]

5 -4
= 2. Obtinem sistemul: , de unde B =[ J,

5 -4
—4 4 DT _4.3" 4.3 _4.0"
C:( 5 SJ si atunci: A"z(sz 4:37 43 42J,neN*.

5-2"-5.3" 5.3"-4.2"

1

3
R1.6.2. Sa se calculeze A" , unde A4 = ( SJ’ iar neN*.

Solutie:
Ecuatia caracteristicdi matricei 4 este A —Trd-A+detA=0, adici

A +421+4=0 de unde rezulti ci A, = A, =2, deci existd matricele pitratice
de ordinul doi B si C, astfel incat

A" =(=2)"B+(=2)"n-C,¥n>1.

1 3
-2B+C=4= 3 s
Pentru n = 1 §i n = 2, obtinem sistemul __ g __ 1)’ d
4B—4C:A2:( j

12 16
. 1 0} . 3 3 .
unde obtinem ca B = si C= . Deci,
0 1 -3 -3
) af3n—=2 3n
A" =(-2) ,Vn>1.
-3n -3n-2

R1.6.3. Fie m, n e N* si A, Be M, (R) astfel incat 4" B" = B"4™. Sa se arate
cd daca matricele 4™ i B” nu sunt de forma A-7,,1 €R, atunci AB = BA.
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Solutie:
Se stie ca pentru orice k €N, exista a,,b,,c,,d, €R astfel incat
A" =a,A+b,si B =c,B+d,I,
Atunci din A"B" =B"A" rezulta
(a,A+b,1,)c,B+d,1,)=(c,B+d,I,)a,,A+b,1,)sau
a,c,AB+a,d A+b,c,B+b,d I, =c,a,BA+cb, B+d a,A+d b, I, sau inca

a,c,(AB—BA) = 0,, de unde rezulta ca AB = BA, deoarece a,c, #0.

11
R1.6.4. Fie matricea A4 =(0 J. Sd se pund in evidentd sirurile (x,),., si

(y,),s astfelincat 4" =x, - A+ y, -1,sisase calculeze lim A

Hn—»00 y
n

Solutie:
Cum A4’ —TrA-A+detA-1,=0,,
x, =Ly, =0,x,=Trd=2,det 4 =1=—y,, rezultd (x,,, —Trdx, +
+det Ax, , =0, vezi teorema 1.5.3.)
Xy =2X,+,
Vet = =%,, VN 21
sau x,,, =2x, —x, ,,Vn =2 . Ecuatia caracteristicd asociata relatiei de recurentd
liniardi de ordinul II va fi »°—2r+1=0, cu 5 =r,=1, prin urmare

X, =c¢, +nc,.Pentrun=1sin=2obtinem ¢, =0,c, =1, deci x, =n. Urmeaza

~ I,An_ll l10_1n
Y, =—(n-1) si =7 1+(—n+)O e 1)

Obtinem lim X = 1.

ey,
Probleme rezolvate (1.4)

R1.8.1. Fie sirurile (x,),.,, (,),s0 » date prin sistemul de recurenta:

{ xn+l = xn +2yn

,Vn>0cu x,=1,y,=2.
yn+l =_2xn +5yn ’ yo

Sa se determine in functie de n, termenii generali ai sirurilor (x,),.,

(V)0 -
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Solutie:
Observim ci A = (TrA)* —4det A=6>—-4-9=0, deci putem aplica
metoda expusa, iar sistemul de relatii de recurenta se poate scrie sub forma:

xn xn—l xn n xO A - xn n 1
=4- ,Vn>1sau =A4"- ,n >0 sauinca =A"- ,
yn yn—l yn yO yn 2

1
unde 4 :(

2
SJ , deci totul revine la a afla pe A".

Cum Tr A = 6 si det 4 =9, ecuatia caracteristicd este A —61+9=0, de
unde rezultd A, =4, =3, adicd A" =3"-B+n-3""-C, unde B si C se obtin

pentrun = 1sin=2. Avem:
{A:3B+C

A*=3’B+2.3.C’
-2 2
C= .

Rezulta

s 3" 0 i 2n3"" 2n3"! 3 3'3-2n) n-2-3""
0 3) (=203 203"") \=n-2:3"" 3"'(3+2nm))
3"'(3-2 2.3 1
Deci | ™" |= ( nl) " 1 -| |, de unde obtinem:
y,) \=n-2.3" 37G+2m)) (2

x,=3"2n+3) si y, =2-3"-(n+3),vn>0.

1 0
de unde obtinem: B:IZZ[O ljsi

R1.8.2. Sa se determine limitele sirurilor (x,),.,, (»,),care verifica
relatiile:

{xnﬂ = (1 - a)xn + ayn

,Vn>0,unde a,b<(0,),x,,v, €R.
Y =bx, +(1=D)y, (OD-3.20

Solutie:
Sistemul recursiv poate fi pus sub forma matriceala:

‘xn+1 1 —da a xn ‘xn+1 xn
= . sau =4- , unde
yn+1 b 1 - b yn yn+1 yn
l-a a
A= .
( b o1- bJ
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- xn xO o n
Rezulta =A"- (1). Calculam A4".
yn yO

Ecuatia caracteristicd a matricei 4 este A’ —(2—a—-b)A+1—-a—-b=0, de
unde rezultd A4, =151 A4, =1—-a—->b (1, #r,, deoarece |r2| :|1—a—b| <1).

Rezultd cd 4" =1"-B+(1—a—>b)"-C, unde B si C se obtin pentru n = 1
sin=2.

Rezolvand sistemul:
I-B+(1-a-b)-C=4 ] L(b @)
12.B+(1_a_b)2_C2_A29 rGZulta B: Sl

a+b\b a
1 a -—a )
C= , adica
a+b,\-b b

s 1 (b a +(1—a—b)" a —a| 1 (b+ta(l-a-b)" a-a(l-a-b)"
a+b\b a a+b \-b b a+b\b-b(l—a-b)" a+b(l-a->b)"
Tinand cont de relatia (1), rezulta

X, = 1 [(b+a(1—a—b)")xo +(a—a(1_“_b)n)yo]
a+b

y = 1bkb—aﬂ—a—bf~m&ﬁ{a+bﬂ—a—bY)%L de
a+
unde limux, :M, limy, :M, deoarece lim(l-a—-b)"=0
n—>o0 a + b n—>0 a + b n—>0

(1-a—-b|<1).
R1.8.3. Sa se demonstreze ca sirurile de numere reale care satisfac relatiile
2xn = ﬁxn—l + yn—l

2y, ==x,, + \/ng,n >1
sunt periodice si au aceeasi perioada.

Solutie:
X = \/5 X _ +—y
n A~ n-l ~ -1
Avem: 2 2 sau
1 NG}
yn = _Exn—l +7yn—l’vn Z 1

oz . T
X, = COs o S +sin—y,

sau
. T
y, = —smgx,k1 + cosng,Vn >1
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—sin— cos—
cosM sinﬂ
X X X
Rezulté[ "j:A"'[ OJ 277 7167[ ( 0]'
yn yO _Sin_ CcOS — yO
6
Obtinem X, = cos%wo +Sin%'% $$
yﬂ =

. N7 nrw
—sin—-x, +cos—-y,,n=1.

6 6
Deoarce x,,,=x,51 y,.,,=,,Vn=0, rezultd cd cele 2 siruri sunt
periodice de perioada 12.

R1.8.4. Fic functia f(x)= >+

3’ unde x este astfel ales Incat si aiba sens
(foforof)x)=/f (x), Vn e N*, Sa
\_q/_'—d
fi=(fofomof).
(-

n ori

Solutie:

se  determine  functia

Asa cum am vazut, prin compunerea unei functii omografice cu ea insasi

. . . - - ax+b
de n ori, se obtine tot o functie omografica: daca f(x)=

,a, b c deR,
cx+d

. a,x+b
atunci f,(x)=(fo fo..o f)(x)=—"—>",unde a,,b,,c,,d, sunt elementele
—_— c, X+

. a, b a bY
matricei 4" =| " " |= .
c, d, c d

4 1
Conform celor expuse, problema revine la a calcula 4", unde 4 = ( ]

3
Folosim ecuatia caracteristicd a matricei 4. Avem A° —TrA- A +det A =0, adic

A —7A+10=0, curadicinile 4, =2si A, =5.

Deci 4" =2"-B+5"-C,unde B, C € M,(C), si se determina pentru n =
lsin=2.
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Obtinem sistemul :

4 1 1 1
2B+5C = 5 3 - _=
. | 3 3 )
TEEAY care rezolvat da B = 9 si
4B +25C = -= 3
14 11 3 3
21
13 3
21
3 3
1 1 2 1
ERE) 2 2| I 2"+2-5" -2"+5"
Deci , A4"=2" 3 314573 312
_g g g l 3 _2n+1+2.5n 2n+1+5n
3 3 3 3
adica

2"+2-5"x+(5"-2")

X)=(fofo..0o )x)= ,Vn eN*,
L) =(ff A ) 25— 2"t (27 + 57
L oo . 2x, +1 5
R1.8.5. Fie sirul (x,),,, definit prin x,=a>0 si x,,, = 5 ~——,VneN. Sa
X, +

se gaseasca expresia termenului general x, si sd se calculeze limx, .

n—0
Solutie:

a,x,+b,

Conform celor expuse, avem x, = , unde a,,b ,c, ,d, sunt

cn‘x0+dn
c, d 2 3

caracteristici a matricei A. Avem A —Trd-A+detA=0, adica
A —5A+4=0,deunde A =1si 1, =4.

Deci 4" =1"-B+4"-C,unde B, C € M, (C), si se determina pentru n = 1
sin=2.

Obtinem sistemul :

B+4C=4 (2 -1) . 1{1 1
,,deunde B=— si C=— .
B+16C =4 31-2 1 312 2
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Prin urmare,

A”:l(2 _1j+4”-1[1 lj:l( 2+4 _1+4nj,deunderezulté
31-2 1 312 2) 3\-2+2-4" 1+2-4"
.- 2+4")x,+(@4" -1
204" =Dx, +(2-4" +1)
x,+1 1

limx, = =—.
n 2xy+2 2

, 1ar de aici obtinem

R1.8.6. Gasiti toate numerele naturale nenule n astfel incat n +1 si 3n +1 sa
fie simultan patrate perfecte.

Solutie:
Daci n+l=x’si 3n+1=y*, atunci 3x*—yp> =2, ecuatic ce este

echivalentd cu ecuatia Pell u”> —3v> =1, unde u = %(Sx—y) Si v =%(y -X).

Cum solutia minima pozitiva a ecuatiei u”> —3v* =1, este u, =2,v, =1si d =3,
rezultd cd solutia generala a acestei ecuatii este (u,,Vv,),,, unde

0, =%[(2+\/§)k +(2—J§)k]

1
v = —=|2+3) —2-B) [ vk >1.
=l - Var ]
Deci obtinem:

n=x2—1=(u, +v,) —1=%[(2+\/§)2"+l +(2-4/3)%" —41,Vk21.

Probleme rezolvate (1.5)

4 6
R1.10.1 Sa se rezolve in M, (R) ecuatia: X" = (8 J,n e N*.
Solutie:

b
Evident det(X")=0,(det X)" =0 de unde det X =0. Fie X = [a dj cu
c

ad—bc =det X =0.
Utilizand relatia lui Cayley — Hamilton, rezulta

Jfa b Lfa b)) . . .
X" =(a+d)" =(Trd)" si se obtine sistemul
c d c d
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(a+d)"'a=4 (1)
(a+d)"'b=6 (2)
(a+d)"'c=8 (3)
(a+d)"'d=12 (4)
1
Din ecuatiile (1) si (4) rezultd (a +d)" =16,deunde a+d =16" si atunci
n-1
(a+d)"" =16" =k care inlocuit in (1) — (4), obtinem a:%, b:%,
12

c:§,d=—.
k k

4 6 U
Deci, solutia ecuatiei este X = 1 k=16" .
k\8 12

1

- are exact
3 Ta

R1.10.2. Si se determine a €Z stiind ci ecuatia X° =(

doua solutii in M, (C).

Solutie:
Fie X o solutie a ecuatiei date, d = det X si + = Tr X. Atunci, cum
5 . l+d -3 -
X —tX+dl,=0,,rezultd ca tX = ,deci t" =7a+2d+1 (am
3 Ta+d
trecut la urma matricelor). Dacd 7a +2d +1#0, existd ¢,, t, € C*, ¢, # ¢, astfel

incat tt=t;=Ta+2d +1. Cum

1
dzzdeth:dethzdet(3 ]:7a+9¢0, rezulti d €{d,,d,} unde

Ta
d’=d;=7a+9 sid #d,.
Rezulta

o ited =3 Y afled =3 ) 1(1vd, =3 ) 1(14d, -3
€ — R L L

t\ 3 Ta+d )Jt,\ 3 Ta+d )t;\ 3  Ta+d,)t,\ 3  Ta+d,
cut!=t;=Ta+2d,+1, t; =t; =Ta+2d, +1,t, #t,,t, # t,.

Se verifica cu usurintd cd cele patru matrice sunt distincte si sunt solutii
ale ecuatiei date. Cum ecuatia are doua solutii, atunci 7a+2d,+1=0 sau
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Ta+2d,+1=0. Rezulta (7Ta+2d, +1)(7a+2d,+1)=0, deci

(7Ta+1)Y -4(T7a+9)=0<=a e{l,—%}.

Cum a €Z, obtinem a = 1. Pentru a = 1, ecuatia X° = [3 J are exact

1(5 =-3) .
X == si X, =-X,.

doua solutii:
43 11

R1.10.3. Fie t €(0,7) un numadr real fixat. Sa se determine toate matricele

L ) , [cost —sint
Xe M, (R) care verificd ecuatia X" =| | .
sint  cost
Solutie:
. 5 cost —sint ) a b )
Daca notam cu A=| . si X = atunci
sinf  cost c d

X"M=4-X=X-4

bsint =—csint sn*0 (g=( ) a -b
= < deci X = 5 .

—asint =—dsint c=-b a
Din X" = 4 rezultd (det X)" =det 4 =1, adicd det X € {i 1}
& @’ +b” e {1}, prin urmare @’ +b* =1, deci existd x € R astfel ca a = cos

sinx coSx
o[ cosmr - sin nx cost —sint
sinnx  cosnx sint cost

Deci nx =t+2kr,k €Z.

) ) ) cosx —sinx
X, b =sinx siatunci X = ,

;k=0,n—1 unde

COS X, —smxkjk —
sinx, cosx,

Ecuatia are n solutii X, :[

_t+2km

X, .
n
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3
R1.10.4. S& se arate ca ecuatia X" :(O 0

J,n eN, n>2, nu are solutii in

M, (Q).

Solutie:

) X y oL (3 —1)x vy x y\(3 -1 .
Fie X = , atunci din = rezultd z
z t 0 0Nz ¢ z t)\O O

C X y 0 1
=0,t=x+3ysideci X = =xI,+yA,unde 4= .
0 x+3y 0 3

Deoarece xl, -yA=yA-xl,, rezulta ca
X" =(xl,+yA)" = ZCfx”_kykAk .

k=0

0 3

Dar A°=
0 9

J =34, deci A"=3""4k>1, oprin urmare

X" =x"I, + %Z Chx*Gy)d=  =x"I, +%[(x +3y)" —x"]4.  Obtinem

k=1
n 1 n n
yr | ¥ g[(x+3y) - X ]
0 (x+3y»)"

ecuatia data nu are solutii in M, (Q).

adica x" =3, deci x¢Q, ceeca ce insecamna ca

1 2
R1.10.5. Fie matricea A4 :(0 J.

a). Sa se determine matricea Xe M, (C) astfel incat X4 = AX;
b). Sa se rezolve in M, (C) ecuatia Z" = 4.

Solutie:
) a b . (1 2Ya b a b1 2
a). Fie X = , AX = XA, adica = , de
c d 0 1\c d c d)\0 1
a+2c=a
. . c=c ) c=0
unde obtinem sistemul . Acesta devine , rezulta
b+2d=2a+b d=a
d=d

a b 0 b
X = =al,+ B,unde B = .
0 a 0 0
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b
b). Z'=4 results Z" = AZ = 74, atunci Z:(i j=a12+3. Cum

a
0 b , (0 0 . )
B= , B = si B"=0,,Vnx2, prin urmare

0 0 0 0
a" na”_le

1 2
Z"=(al,+B)' =a"l,+C\a""'B =( =( J . Rezultd sistemul

0 a 0
2k . . 2knm
{a”:l a = cos p +isin n
, de unde k=0,n-1.
na"'b=2 b:z_azg(coszk—ﬂ+isin2k—ﬂ-)
n n n n

R1.10.6. Fie neN, n>3. S3 se determine Xe M,(R) astfel incat:

xrex o T
-1 1

Solutie:

) a b
Fie X :(
c d
X"+ X"? = X"?(X +il,)(X —il,), deci ludnd determinantul ambilor membri
vom avea sau det (X) = 0 sau det(X +i/,) =0 sau det(X —i/,)=0.

In cazul det(X +il,) =0 ar rezulta (a+i)(d+i) — bc = 0 adici ad — bc — 1

j 0 solutie a ecuatiei. Avem

=0 sia+ d=0. Obtinem d = —asi bc=—1-a”. Prin calcul obtinem
*+bc bla+d)) (-1 0

x2=|“ e (§z+ ) = =-1,, prin urmare
cla+d) d°+bc 0 -1

X"(X*+1,)=0,, fals.
Similar avem det(X —i/,) #0.
Rdmaéane cd det (X) = 0. Teorema lui Cayley-Hamilton, adicd relatia
X?=(a+d)X —det(X)I,, ne spune ci X’ =(a+d)X,X’ =(a+d)’X,.
: n n-2 n-1 n-3 1 - < .
Deci X" +X"2 =|(a+d)" +(a+d) ]X:( 1 1)' Notim a + d = ¢ si
prin  identificare va  rezulta:  a(t" +t"7)=1, b +t"7)=-1,

c(t" +1t"7)=-1, d(t"" +¢">)=1. Adunim prima si ultima relatie si obtinem
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cu ajutorul functiei £/ R — R, f(x)=x"+x""-2 relatia f{r) = 0. Avem
f'(x)=x""(nx* +n-2).

Cazul I: n este par. Avem f'(x)>0 pe (0,0) si f'(x)<0 pe (—0,0).
Cum f(-1) =f(1) = 0, rezulta ca in acest caz —1 si 1 sunt singurele radacini ale

lui f.

Obtinem din relatiile precedente a, b, ¢ si d solutille t+ = 1,

(1 =1 | (1 -1
X, == sit=-1, X, =—— .
2\-1 1 2{-1 1
Cazul II: n este impar. Avem f'(x)>0 pentru x # 0 si 1 este singura

R I -1
radacind a lui £. In acest caz unica solutie este X = %( L1 J .
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2. Matrice de ordinul n. Valori si vectori proprii
2.1 Valori proprii si vectori proprii pentru matrice patratice

Fie A€ M (C) o matrice patratica.
Definitie 2.1.1. Un numar A € C se numeste valoare proprie pentru matricea
A, daca exista un vector nenul X e M, (C) (matrice coloand) astfel incét
AX =X .

Un astfel de vector X se numeste vector propriu pentru matricea 4
corespunzator valorii proprii A .
Observatie 2.1.2.:

1). O relatie de forma AX=4AX, X = O,;, unde 4eM, (C), 1€C,
X e M, (C) o numim relatie de tip valoare proprie — vector propriu.

2). Daca X}, X, sunt vectori proprii pentru A corespunzatori aceleiasi valori
proprii A, atunci pentru orice a,,a, €C, vectorul X =a X, +a,X, este vector
propriu pentru 4.

3). Multimea tututor valorilor proprii pentru o matrice 4, se numeste
spectrul matricei 4 si se noteazd cu Spec (A).

Proprietate 2.1.3.: Daca 4 M, (C), A €C este valoare proprie pentru 4 iar

X e M, (C) este vector propriu corespunzator, atunci:

a). Pentru orice k €N, numarul A* este valoare proprie pentru matricea 4",

iar X este vector propriu pentru A4*;
b). Pentru orice polinom p e C[X] numarul p(A) este valoare proprie

pentru matricea p(A), iar X este vector propriu pentru p(A4);
c). Daca A4 este inversabild, atunci A #0 (o matrice inversabild nu are

: . .1 ) . _
valoare proprie pe 0) si numarul 7 este valoare proprie pentru matricea 4™,

iar X este vector propriu pentru A~ .
Demonstratie:

a). Din AX = AX, X # O, prin inductie dupi k e N* rezulti 4°X = ' X,
X # O, care este o relatie de tip valoare proprie — vector propriu ce afirma ca
A" este valoare proprie pentru matricea 4° , iar X este vector propriu
corespunzator;

b). Dacd p(X)=a,+a,X +...+a, X", atunci p(A)=a,l, +a,A+..+a A"
p(A)- X =a] X +a,AX +..+a, A" X =

=a, X +aAX +..+a "X =(a,+aA+..+aA)X = p(A)X

1ar de aici rezulta
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X # 0,1,1 ,

vector propriu pentru p(4);
c). Daca prin absurd, am presupune A =0, atunci din AX = 0 rezulta
A'AX =0 sau X = O,.1, contradictie. Deci, A #0 si atunci din AX = AX

adicd p(A) este valoare proprie pentru matricea p(4), iar X este

rezultd X = A" AX =247'X sau 4" X =%X, X #0,,, care este o relatie de

tip valoare proprie — vector propriu.
Observatii 2.1.4.:
1). Partial, afirmatiile din proprozitia de mai sus, admit si reciproce. Astfel:
a). Singurele valori proprii ale matriei 4* sunt de forma A*, unde A
este valoare proprie pentru 4.
b). Singurele valori proprii ale matricei p(4) sunt de forma P(A),

unde A este valoare proprie pentru 4.

. . .. o _ 1
¢). Singurele valori proprii ale matricei inverse 4" sunt de forma PR

unde A este valoare proprie pentru 4.

In schimb, vectorii proprii nu sunt totdeauna aceeasi. (In general,
multimea vectorilor proprii pentru matricea 4" sau p(4) include strict multimea
vectorilor proprii ai matricei A).

2). In definitia dati, notiunile valori proprii si vectori proprii pentru o
matrice sunt definite simultan. Se poate da o definitie independentd pentru
valorile proprii, dupa cum reiese din urmatoarea:

Teorema 2.1.5. Un numar A e C este valoare proprie pentru matricea
Ae M, (C) dacd si numai dacad det(4—-A1,)=0.

Demonstratie:

Relatia AX =AX , X#0O,, se poate scric det(4-Al,)X=0,, ,

X#0

n,1>

care poate fi privitd ca un sistem de » ecuatii cu n necunoscute (xi, x2,

X
X, . .- . e .
..y Xn), unde X =| | si conditia X #0,,, cere ca el sa admitd solutia

X

nebanald. Aceasta este echivalentd cu conditia ca determinantul matricei
coeficientilor sistemului s fie egal cu zero, adica det(4—-Al,)=0.
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2.2. Polinom caracteristic al unei matrice patratice

Fie A e M, (C) o matrice patratica de ordin n € N*.

Definitie 2.2.1.

a). Matricea (4— Al ) e M, (C), A €C, se numeste matrice caracteristica
a matricei 4 (A - matrice);

b). Polinomul f, e C[X], f,(X)= det(A—X]n) se numeste polinom

caracterstic al matricei 4;
c). Ecuatia polinomiala f,(x)=0, se numeste ecuatia caracteristici a

matricei 4.
Observatie 2.2.2.: Conform teoremei, valorile proprii ale matricei 4 sunt
radacinile polinomului caracteristic sau ale ecuatiei caracteristice.

Expresia canonica a polinomului caracteristic

Proprietate 2.2.3.: Daca 4 € M, (C), atunci
f(X)=-D)"X"-0X""+0,X"-...+(-)""0, X +(-1)"0,), unde o,

este suma tuturor minorilor diagonali de ordin & din matricea 4 (un minor
diagonal este format cu linii si coloane de aceeasi indici).

Demonstratie:
Daca notam cu A4;, A4»,..., A, coloanele matricei 4 si cu By, Bs,..., By
coloanele  matricei B=-XI, , matricea caracteristica va fi

A-Al, =(A +B,,4,+B,,..., A, + B) . Determinantul ei se descompune in
suma de 2" determinanti de forma det (C), C,,..., Cy) in care coloana Cy este 4y
sau B;.

Grupam in aceasta suma de determinanti, cei ce contin acelasi numar de
coloane din matricea B, determinanti ce contin k coloane din B =—-XI,, se da
factor (—X)* de pe cele k coloane si dezvoltand acest determinant pe rand dupi
fiecare din cele k coloane, obtinem un minor de ordin (n — k) din matricea 4. Se
obtine:
det(A—XI,)=det A= XD det(A,,....E,,...., 4,) +(=X) D det(A,,..., E,,... ,E ., A) .+ (X))

k=1 i<j
D UE, o A E) + (X)) det(E,,.... E,) = det(Ad - Xo,, + X0, —...+ (=)' X" o+ (-1)"X") =
k=1

= (_1)"[)(” o X"+, X" -+ (-D)""o, X+ (—1)”an], unde o, =det 4 si
E\, E;,..., E, sunt coloanele matricei /,.
Observatie 2.2.4.: Dintre coeficientii polinomului caracteristic remarcam:
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not

= Za”. =Tr(A4), numit urma matricei 4 (suma elementelor
i=1
de pe diagonala — minorii diagonali de ordinul unu);

o=y

1<i<j<n
diagonali de ordinul doi)
o, =det 4, singurul minor (si diagonal) de ordin n.

Z(an a,—a;a;) (suma minorilor

I<i<j<n

a/

2.2.5. Legitura intre coeficientii polinomului caracteristic si valorile
proprii ale matricei

Ecuatia  caracteristica a  matricet AeM, (C), este: (1)

p(X)=x"-ox""+o,x" 7 —...+(-1)""o,_x+ +(-1)"c,=0, care este o

ecuatie algebrica de gradul » si are in multimea numerelor complexe n radacini
(unele eventual multiple), care sunt valorile proprii ale matricei.

Daca A,,4,,...,4, sunt cele n valori proprii, atunci descompunerea
polinomului P 1in factori inductibili Tn C (de gradul 1) este:
pX)=(X-4)-(X-4,)....(X=-4) care dezvoltat da (2)
pP(X)=X"-S X" +8,X"7 - .. +(=D)"S _X+(-1)"S,, unde

Si=A+A+. .+, =) 4

i=1
= 24

I<i<j<n

S, =444, H/l sunt sumele simetrice (Viéte) ale

valorilor proprii 4,,4,,...,4, .

Identificand exprimarile (1) si (2) ale polinomului P, obtinem:
o, =S,k=Ln.

In particular, o, =S sau Tr(4)= z A , adica

a, +ay,+...+a, =4 +A,+...4, (suma valorilor proprii este egald cu urma
matricei 4).

o, =3§,, atunci Z(a”aﬂ a,a;)= z&l/lj

I<i<j<n I<i<j<n
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o,=8,,detd=4,-4,-...- 1, (determinantul unei matrice patratice este

egal cu produsul valorilor proprii ale ei).
In particular, o matrice 4 M, (C) este inversabild daci si numai daca

toate valorile proprii sunt nenule.
Observatii 2.2.6.:

a b
1). Pentru matricea de ordinul doi, A:( d] , avem
c

fi(X)=X—(a+d)X +ad —bc=X>~ —(TrA)X +det 4;

a4y 4y
2). Pentru matricea de ordinul trei, A=|a, a4, a,| , avem

a3 A4y Ay
3 3
f,(X)=-X" +ZaiiX2 —ZAI.I.XJr +det4 , unde A, este minorul
i=1 i=1

corespunzator elementului @; (obtinut din matricea A prin eliminarea liniei 7 i
coloanei i) sau f,(X)=-X"+(Trd)X*> —(TrA.)X +det4 , unde A. este
reciproca matricei 4 (A- A. =det 4- 1,).

Proprietate 2.2.7.: Doud matrice asemenea au acelasi polinom caracteristic.

Demonstratie:
Daca 4, B e M, (C) sunt matrice asemenea atunci existd o matrice

nesingulard P astfel incat B=P'4AP . Rezulta
f(X)=det(P'AP - XI ) =det(P' (A~ XI )P)=det P -det(A— XI )-det P =
= det(A _Xln) = fA(X) .

Observatie 2.2.8.: Reciproca nu este in general adevaratd. Existd matrice cu
acelasi polinom caracteristic, dar care nu sunt asemenea. De exemplu, 4 = [,

1 0 ... 01

01 ... 00 :
B= eM, (C). Avem f,(X)=f,(X)= =(1-X)", iar

0 0 ... 01

relatia B = P'AP da B = I, care este falsi.
Proprietate 2.2.9.: Dacd 4, B sunt matrice patratice, atunci polinoamele
caracteristice ale matricelor produs A-B si B-A coincid.
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Demonstratie:
Daca una din matricele 4 sau B este inversabild, atunci matricele produs

AB si BA sunt asemenea, conform relatiei AB=B'(BA)B sau
BA= A"'(AB)A, deci ele au acelati polinom caracteristic ( f,, = f5,)-

S& consideram matricea A(a) = A — al,. Daca a nu este valoarea proprie
pentru matricea A, atunci matricea A(a) este inversabild, deci pentru orice a € C
— Spec(d) = C - {/’i’lA’ﬂ“ZA""’ﬂnA} , avem fA(a)B = fBA(a) sau
det(A(a)B —xI,) = det(BA(a) - xI,) , de unde
det(AB —aB —xI,) =det(BA—aB —xI ), egalitate care are loc pentru orice x si
pentru orice a € C — Spec(A4).

Cei doi membri ai egalitdtii fiind polinoame de grad <n atatin a cat i in
x, conditia de a fi egale Tn mai mult de » valori ale lui a, revine la identitatea
lor, deci det(A(a)B—xI,)=det(BA(a)—xI,) pentru orice a< C, inclusiv
pentru a = 0 care da det(4B —x/,)=det(BA-x/,),x €C.

Observatie  2.2.10.: Daca matricele 4 eM, , (C), BeM, , (C) nu sunt

patratice (m # n), atunci ele nu au polinom caracteristic. In schimb, matricele
ABe M, (C) si BAe M, (C) sunt patratice.

Se pune problema dacd se poate gasi o legdturd intre polinoamele
caracteristice f,, si fj,, care sunt de grade diferite.
Folosind  produsul = matricelor cu  blocuri si  proprietatea

X Y
det(o Z] =det X -detZ (Xe M, (C),Ze M, (C)), obtinem:

Proprietate 2.2.11.: Daca 4e M, , (C), Be M, (C), atunci intre polinoamele

caracteristice ale matricelor produs exista relatia:
(_X)anB(X) = (_X)meA (X).

Demonstratie:

Se verfica egalitatea matriceala

AB-XI, -4 I, O I, O)(-XI, -4 .
. = . din  care

o -XI,)\ B I, B I O BA-XI,

trecand la determinanti, rezulta:

det(AB — XI,))-det(—XI,)-det(/,)-det(/,) =det({,) -det({,)-
-det(—X7,)-det(BA—XI,) sau (—X)" f,(X)=(-X)" f,,(X).

Reamintim ¢d pentru o matrice 4 e M, (C), 4=(a;) , definim

i,j=Ln

matricea adjuncti A" = (4)' = = (Ei,j)i’j:l’*n.
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O matrice 4 € M, (C) se numeste:

a). autoadjuncta (hermetiand), dacd A* = A4;
b). antiautoadjuncta (antithermetiand), daca 4* = —A4;
c). unitard, daci A* - A=1,(4*=4").
In cazul cand 4 € M, (R), se folosesc denumirile:
a). simetricd, daci 4 = 4 (4* ="4);
b). antisimetrica, daci ‘4 = —4;
c). ortogonali, daci’'d - A=1,(A=4").
Se pot da cateva rezultate generale asupra valorilor proprii ale matricelor

X by
X

remarcabile. Astfel, pentru doi vectori X, Ye M, (C), X = 2, Y= y,2 ,
X Y

definim produsul scalar < X,Y >= Zxk;k .

k=1
Se verfica usor relatiile:
a). <X+Y,Z>=<X,Z>+<Y,7Z>,
b). <X, Y>= <Y,_X>,
). <aX,Y>=a<X,Y>,
d). <X, aY>= a<X,Y>,
€. <X, X>>0s51<X,X>05X=0,,.

Relatiile au loc pentru orice X, ¥, Ze M, ,(C), a €C.
Observatie 2.2.12.: Daca 4e M, (C), atunci < 4-X, ¥ > =< X, A*Y >, pentru
orice X, Ye M, (C).

Intr-adevar, < AX,Y >:Z(Zakpxpj;k = Zakpxp;k iar < X, A*Y >
p=l

k=1 k,p=1
n n — n —
:zxpzakl’yk = Zakpxpyk :
p=1 k=1 k,p=1
Proprietate 2.2.13.: Toate valorile proprii ale unei matrice hermetiene sunt
numere reale.
Demonstratie:
Fie A €C valoare proprie si X # O

vector propriu, deci AX = AX .

n,l
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Avem < AX, X > = < X, A*X >, sau < AX, X > = < X, AX >,
<AX, X >=< X,AX >, sau /1<X,X>:Z<X,X> de unde A=21 , adica
AeR.

Proprietate 2.2.14.: Toate valorile proprii ale unei matrice antihermetiene sunt
numere imaginare (cu partea reald zero).

Demonstratie:
Fie AX =AX, A #0, atunci <AX, X >=<X, A*X >sau < A4AX, X >=<JX,

—AX > sau < AX, X >= =< X,-AX >, sau A< X, X >=—Z<X,X> de unde
A=-2,adica A=i-bbeR.
Proprietate 2.2.15. Toate valorile proprii ale unei matrice unitare, au modulul
unu.

Demonstratie:

Fie AX =X, X #0,,, atunci < AX, AX > = <X, 4%(4X) > =< X, X >,
obtinem < AX,AX >=< X, X > sau /?,Z<X,X >=< X, X >, adica /1-2=1, de
unde rezulta |/1| =1.

Observatii 2.2.16.:
1). Daci 4e M, (R) si ‘A4 = A, atunci ecuatia det(4—xI,)=0, are toate

radacinile reale;

2). Daci Ae M, (R) si ‘A = —A, atunci ecuatia det(4—xI ) =0, are toate
radacinile de forma A =i-b, b # 0 (are partea reald zero);

3). Daci Ae M, (R) este inversabild si ‘4 = A7, atunci ecuatia
det(4—xI,)=0 , are toate rddicinile de forma x=cosatisina,ae R
(radacinile nereale se cupleazd in perechi de forma x, =cosa+isina ,
X, =cosa —isina, iar cele reale nu pot fi decat de 1 sau —1).

2.3. Teorema lui Cayley-Hamilton
Corp de numere

Definitie 2.3.1. O submultime K a lui C, cu cel putin douad elemente, se
numeste corp de numere, daca indeplineste conditiile:

1). Vx,yeKrezultd x+ y,xy €K;

2). Vx eKrezulta xeK;

3). VxeK,x#0rezulti x~' eK.
Proprietate 2.3.2. Pentru orice corp de numere K avem:
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a). 0eK, 1€K;
b). Q cK.

Demonstratie:

a). Cum K # @ putem considera un element a € K. Atunci — a€K si deci 0
= a + (—a)e K. Conform definitiei lui K, putem alege beK, b # 0. Avem
b~ €K, deci 1=bb" eK.

b). Fie n e N. Daca n €K, atunci si n + 1K caci 1 eK. Se verifica astfel
prin inductie matematicd cd Nc K. Din NcK rezultd ca —ne K oricare ar fi

neN , deci Zc K. Fie acum x€ Q, x=— cu m, n € Z, n#0. Atunci
n

x=mn"' €K, deci QcK.
Exemple 2.3.3.:
1). Multimile Q, R, C sunt corpuri de numere;
2). Multimile  Q (v2)= {a+bv2[a,b € Q} Q) = {a+ bi
corpuri de numere.

Fie K un corp de numere. Vom nota cu K[X] multimea tuturor
polinoamelor in nedeterminatd X cu coeficienti in K. Evident K[X] < C[X] si
oricare ar fi f,ge K[X], polinoamele / + g, fg, —fapartin lui K[X].

Invocand proprietdti de inchidere ale operatiilor cu numere din K si
algoritmul Tmpartirii euclidiene (impartirea cu rest) a polinoamelor din C[X],
rezultd ca oricare ar fi polinoamele f, g€ K[X], g # 0, existd si sunt unic
determinate polinoamele ¢, » € K[X] astfel incat f = gg + r, grad r < grad g.

Un polinom din K[X] cu coeficientul dominant egal cu 1 va fi numit
polinom monic.

Daca K este un corp de numere vom nota cu M,(K) (respectiv M,(K[X]))
multimea tuturor matricelor patratice de ordin » cu coeficienti din K (respectiv
KLX)).

Fie K un corp de numere si 4e M, (K), A=(a

a,be Q} sunt

. Daca fe K[X],

if)i,.i:E
f(X)=a, X" +a, X"+ +...+aX+a, , atunci  matricea
f(A=a,A" +a, A" +...+aA+a,d, €M, (K) se numeste valoarea in 4 a

polinomului f. Daca f{4) = 0 spunem cad A4 este radacina (din M,(K)) a lui f.
Evident, daca aeK si f, ge K[X], atunci valoarea in 4 a polinomului /' + g

(respectiv fg, af) este egala cu f{4) + g(A4) (respectiv f{A)-g(A), af(4)).
Se observd ca orice matrice I'= ( Ji )i i din M,(K[X]) poate fi

reprezentatd in mod unic ca un polinom in X cu coeficienti in M,(K),
F=A4,X"+4, X7 +..+ 4 X +4,,unde 4, € M, (K), i=0,d iar d este egal

cu cel mai mare din gradele polinoamelor f .
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- X’+X-3 2X°+2X
eM X se
—2X*+ X +1 3X3+X2+5j (QAD

, -1 2) , 0 0y , (1 2 -3 0
poate scrie sub forma I = X+ X+ X + .
0 3 -2 1 1 0 1 5

Fie K un corp de numere si A=(a;)eM, (K). Matricea

Astfel, matricea F=[

a,-X a, .. a,

Uy Ap—X ... a, .
A-XI, = eM, (K[x]) se numeste matricea

a, Q, ... a,—X

carateristica a lui 4 iar polinomul p, (X)eK[X], p,(X)=det(4—XI,) se
numeste polinom caractersitic al lui 4.
Cum in dezvoltarea determinantului det(4— X7,) apare si termenul

(a,—X)-(ay,—X)-...- -(a,,—X), iar ceilalti termeni omit cel putin doud
elemente de pe diagonala principala a lui A-XI, , rezultd ca
gard p , (X ) = n sitermenii sii de grad n si n — 1 provin din dezvoltarea
produsului

(a,—X)(ay, —X)-...-(a, = X)=(=1)"X"=(a,, + @y, +...+a, ) X" +...+a,ay,-...-

nn

Asadar, p,(X) are gradul n, coeficientul dominant egal cu 1 si
coeficientul lui X" este egal cu —7r4, unde Trd =a,, +a,, +...+a,, €K.

Numarul 774 = Zn:aﬁ €K, se numeste urma matricei 4 =(a;)e M, (K)
i=1

(TrA este suma elementelor de pe diagonala principald a lui 4).

Sa observam ca si termenul liber al polinomului p ,(X) poate fi precizat.
Cum termenul liber al unui polinom f(X) este egal cu £0), in cazul lui p ,(X)
avem p,(0)=det 4.

Asadar,
p,(X) =)' X"-0 X" +0,X"-...+(-)""0, X +(-1)"0,), unde o,
este suma tuturor minorilor diagonali de ordin k& din matricea 4 (un minor
diagonal este format cu linii si coloane de aceeasi indici).

n-1
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Teorema lui Cayley-Hamilton

Vom demonstra n continuare urmatoarea:
Lema 2.3.4. Fie B,,B,,...,B, € M, (K) matrice fixate, si functia f:K— M, (K),
f(x)=B,+ +xB +...+x"B, . Daca f(x)=0,Vxe K, atuci
By=B,=...=B,=0,.

Demonstratie:

Efectudnd inmultirile cu scalari, apoi adunarile, obtinem f{x) = B, unde
matricea Be M, (K) are ca elemente polinoame cu coeficienti din corpul de

numere K de grad cel mult n.
Deoarece aceste polinoame sunt identic nule (conform ipotezei), rezulta

cd toti coeficientii acestora, adicd toate elmentele matricelor B, (k = 0,m) sunt

nule, ceea ce demonstreaza lema.
Teorema 2.3.5. (Cayley-Hamilton): Orice matrice patratica din M, (K) este

radacind a polinomului sdu caracteristic.

Demonstratie:
Fie A eM, (K), A=(ay), i, 51
a,-X a, .. a,
_ @y Ay — X yn| nyyn
p4(X)=det(4-X1,) = =(=D"(X" -
a, a, ... a,—X
—o X" +0, X"~ .+(-1)""o, X +(-1)"c,) , polinomul caracteristic al

matricei 4, unde o, = p,(0) =det 4.

Vom arata ca p(A)=0 . Putem scrie
(A—XI )(A—-XI,))*=det(4-XI,)I, (Daca Me M, (K), atunci avem M - M* =
detM - I,, unde M* este matricea reciproca a lui M).

Elementele matricei reciproce (A4 —x/,)* sunt polinoame cu coeficienti

dn K de grad cel mult »n — 1, deci putem scrie
(A= XI )*=B,+XB, +...+ X"'B,, , unde B,,B,,...,B,,eM, (K) si nu
depind de X. in consecinta, avem

(A=xI )B, +xB +...+x"'B, )=(-1)"(x"—ocx"" +0,x" " —...+(-1)"0o,_x+
+(-1)"o0,)I,,Vx K.

Efectuand inmultirile si ordonand convenabil, egalitatea de mai sus
devine (4B, -o,1,)+
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+x(AB,—B,+0, I )+x*(AB,—B -0, ,1 )+...+
+x"(AB, - B, ,+(-1)""'o, 1 )+x"(-B,_,—(-1)'1 ) =
=0, ,VxekK
AB,=o0,1,
AB -B,=-0, I,

. .. o ABz _Bl = Gn—ZIn
Conform lemei, de aici rezulta:

4B, —B, ., = D" o,
-B,,=(-D"1I,
Inmultind la stanga relatiile precedente respectiv cu /,, 4, 4°,..., A", apoi
adunandu-le obtinem O, = (-1)"(4" —0,4"" +0,4"* —...+(-1)"7,), ceea ce

demonstreaza teorema lui Cayley-Hamliton.
Aplicatii

2.3.6. Inversa unei matrice
Fie A4 o matrice de ordinul 7, inversabila, atunci conform teoremei lui
Cayley-Hamilton ea verificd ecuatia sa caracteristicd, deci: (1)
A" - A +0,4"7 -+ (=)o, A+ (-1)'c I, =0,.
Inmultind ambii membri ai relatiei (1) la dreapta cu 4 ', rezulta
A" - A+, -+ (=)o, A+ (-1)'c,[,A7" =0,
sau
A g A +0, A7 -+ (=)o, I +(-1)'c,A" =0, de

unde ( o,=detA#0 , cdci A este inversabild) rezultd

A_l = —ﬂ[An_l - O_IA'I_Z +...+ (_1)”‘1 Gn—lln]'

det 4
Procedeul este preferabil daca ordinul # nu este prea mare.
31 1
Exemplu 2.3.7. Fie 4=|2 0 2|. Intr-adevir, 4 este inversabild deoarece
1 10
det4=-2# 0.
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Avem: 4™ = L[Az -0, 4+ 0'213], unde det 4 = -2,
det 4

a,, ap
0,=Tr(A)=3+0+0=3, o, = +
a, ay
o anl Ja a23:‘3 1Hs 1‘ 0 2‘__2_1_2:_5 g’
a, ay| lay, anl 200 |10 |1
12 4 5 1 00
A*=|8 4 2|iar ,=|0 1 0].
5 13 00
Avem
12 4 5 31 1 1 00 -2 1 2
A‘lz—l 8 4 2|-312 0 2|-50 1 0 =—% 2 -1 -4
5 1 3 1 10 0 0 1 2 -2 -2

2.3.8. Calculul puterilor unei matrice prin recurenta

Folosind teorema lui Cayley-Hamilton, putem calcula 4”,V4e M, (C) si
Vp e N*, prin recurenta.

Intr-adevar, cum A"+, A" +...+a I, =0, inmultind cu 4% obtinem

A+, A"+ + +a,4* =0,k eN.
Deci, trebuie calculate primele puteri, dupa care se deduc celelalte

recursiv.
In particular, pentru orice k, A* se exprimi ca polinom de grad <n—1 de

matrice 4.

Puterile matricelor de ordinul trei

Fiede M, (C), A= (ag)i,j:u,a .
Dupa cum stim ecuatia carateristica a matricei 4 se poate scrie sub forma
a, — 4 a, a3
a, a,—-A1 a, |=0sau(l) X -o A +0,A-0,=0,unde
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o, =1r(A4) = a,, + a,, + a;; (urma matricei 4),
a, a a,, a, |a, a
o,=| " Pl TP+® TP, dar o, =det 4, determinantul matricei A.
ay Ayl A3 dx| |dy Ay
Tindnd seama de teorema lui Cayley-Hamilton, se obtine relatia:
A -0, 4> +0,A- 0,1, = 0.
Proprietate 2.3.9. Daci Ae M, (C), atunci A" =x,4° +y, A+z,1,,VneN¥,

Demonstratie:

Pentru n = 1 proprietatea este adevarata (x;= 0, y;= 1, z;= 0).

Pentru n = 2 proprietatea este de asemenea adevaratd (x;= 1, y,= 0, z,=0).
Pentru n = 3, tindnd seama de ecuatia caracteristicd, avem

X3 =0y,)3 =70,,2; = 03.

Presupunem ci A° =x,A4>+y,A+z1, este adevirati pentru k>3 .
Atunci avem AN =44 =
=(x A +y,A+z, 1)A=(xx, + y A" +(y;x, +2,)A+z,x, 1.

Xyt = X3 + 0y
Notand (2) {y,., = ysx, +z,, obtinem 4" =x,_ A* +y, A+z,,I,, deci
Zpn = 23X
proprietatea este adevaratd Vn e N*.

Din (2) rezultd relatia de recurentd x,,, =x,x, +y;x, , +2:x, ,n>3,

cdreia i se asociazd ecuatia caracteristicd (3) 7’ =x;7° + y,r +z, care este

totuna cu ecuatia caracteristica (1).
Daca ecuatia caracteristica (3) are radacinile 7, r», 73 reale distincte atunci

_ n n n
X, =i +c,n +on .
- . . n n
Daca r, =r, eRs1 1; #r, €R, atunci x, = (¢, + c,m)r" + 57"
Daca re R iar n,r,e C-R, fie r,=p(cost+isint) , atunci
x, =cn" + p"(c,cosnt+c,sinnt).
Din (2) rezulta imediat y, si z,, dupa care se poate calcula 4”.

1 10
Exemplu 2.3.10.: Fie 4=|0 1 1 |.Sasecalculeze 4",n € N*.
0 0 1

Aplicand propozitia de mai sus, rezultd o, =3,0, =3,0, =1 iar ecuatia

caracteristici a matricei A4 devine A’°=34"-34+1, , de unde
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X, =3,y, =-3,z;, =1 . Ecuatia caracteristici (3) devine ’ =37’ -3r+1 de

unde r,=r, =r, =1.

Tindnd cont cd x,=0,x,=1,x;,=3 , obtinem x, = n22—n Din
Z,=2X,,,V, = VX, , +2,, s¢ obtine z, = W, vy, =—n(n—-2). Deci
A =x A +y A+z I, adica A" = non —n(n-2)A+ +Wg,

I n n(n=1)
de unde se obtine 4" =|0 1 1% ,n € N*, rezultat ce se putea obtine
0 0 1

usor calculand 4%, 4° pani se observa regula de obtinere a matricei 4, rezultat
ce se verifica prin inductie matematica sau aplicand binomul lui Newton,

010
obsevandca A=1,+B,unde B={0 0 1].
0 00

2.3.11. Polinom minimal al unei matrice

Fie K un corp de numere si 4 € M, (K). Existd polinoame diferite de 0 din

K[X] care admit pe 4 ca radacina, de exemplu p4.
Proprietate 2.3.12. Fie fun polinom de grad minim printre polinoamele
diferite de 0 din K[X] care admit pe 4 ca rddacina. Pentru orice g € K[X] care
admite pe A4 ca radacinad existd g € K[X] astfel incat g = f- ¢, adica f divide in
K[X] pe g.

Demonstratie:

Fie ¢q,r eK[X] astfel incat g =f"- q + r, grad r < grad f. Luand valoarea in

A a polinoamelor din egalitatea precedentd, obtinem r(4) = 0.
Daca r # 0 se constrazice alegerea lui f. Asadar, » =0, decig=f" gq.

Fie f=a,X'+a, X" +...+aX +a,,a, #0, polinomul din enuntul
propozitiei de mai sus. Polinomul @' ' admite de asemenea pe 4 ca radicina,
este monic si are gradul tot d.
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Daca f, si f, sunt doua polinoame monice de grad d din K[X] care
admite pe 4 ca radicina, atunci f; = f,. Intr-adevar, conform propozitiei
demonstrate f, si f, se divid reciproc in K[X] si fiind monice se deduce
imediat ca f, = f,.

Definitie 2.3.13. Fie K un corp de numere s1 4 € M, (K). Polinomul monic my

de grad minim din K[.X] care admite pe 4 ca radacina se numeste polinomul
minimal al lui 4.

0 -1 0
Exemplu 2.3.14. FieAe M, (R), A=|-1 0 O0].
0 0 1
Polinomul carasteristic al lui A este
-X -1 0
p,(X)=det(4-XI,)=|-1 -X 0 |=—(X-1’(X+1) . Divizorii lui
0 0 1-X

p,(X)sunt 1, X— 1, X+1,(X—1)’, X— DX+ 1) =X —1,5i (X— 1)*(X+1).
Polinomul m4(X) va fi polinomul de grad minim din lista de mai sus ai
divizorilor lui p,(X).
Cum A4’ =1, rezulti ca X* - 1 admite pe A ca radacina si cum 1, X — 1 si
X+ 1 nu admit pe A ca ridicind, deducem ci m (X)= X" —1.
Din ultima propozitie si teorema lui Cayley-Hamilton, deducem
urmatorul:
Corolar 2.3.15. Fie K un corp de numere si 4€ M, (K). Atunci m, divide in
K[X] pe p4, adica polinomul minimal este divizor al polinomului caracteristic.
Daca d4 = grad (my), atunci d , < n.

2.3.16. Polinomul minimal al unui numar algebric

Fie K un corp de numere f € K[X] un polinom de grad d, d > 0. Spunem
ca f este reductibil peste K, daca exista g, € K[X] astfel incat f= g - h, grad(g)

<dsi grad(h) < d. In caz contrar, spunem ci f este polinom inductibil peste K.
Polinoamele inductibile peste C sunt cele de gradul 1, iar peste R cele de gradul

vvvvv

Fie K un corp de numere si z € C. Spunem ca z este algebric peste K,
daca existd g e K[X], g # 0, astfel incat g(z) = 0. In caz contrar, spunem ca z

este transcendent peste K.
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Numiarul /2 este algebric peste Q deoarece g(%/z )=0 , unde
g=X"-2€Q.

Daca ze C, z = a + bi, cu a,be R, atunci g(z) = 0, unde
g=X?-2aX +a” +b* eR[X], deci orice numir complex este algebric peste R.

Numerele reale 7 si e (baza logaritmilor naturali) sunt transcendente
peste Q.

Fie z € C un numar algebric peste corpul de numere K. Polinomul monic f
de grad minim din K[X] care admite pe z ca rddacind se numeste polinomul
minimal al lui z peste K.

Ca si in cazul matricelor, se aratd cd f este unic determinat si ca divide in
K[X] orice polinom g € K[X] cu proprietatea g(z) = 0.

Proprietate 2.3.17. Fie K un corp de numere si z € C, z algebric peste K.
Atunci polinomul minimal f'al lui z peste K este ireductibil peste K.

Demonstratie:

Fie n = grad(f). Evident n > 0. Daca f este reductibil peste K, atunci exista
g,h eK[X] astfel incat f =g-h, grad(g) < n si grad(h) < n. Luand valoarea 1n

z a polinoamelor din ultima egalitate se obtine g(z)i(z)= f(z) =0, de unde

g(z) = 0 sau h(z) = 0, ceea ce contrazice definitia polinomului minimal. Rdmane
adevarat ca f este ireductibil peste K.

Observatie 2.3.18. Polinomul minimal al unei matrice nu este obligatoriu
ireductibil dupad cum rezultd din exemplul dat anterior. Ireductibilitatea
polinomului minimal al unui numar algebric s-a stabilit folosind faptul ca
produsul a doud numere complexe diferite de zero este diferit de zero,
proprietate care nu mai este adevarata in cazul matricelor.

Observatie 2.3.19. Fie fe K[X] un polinom ireductibil peste K si ze C o
radacina a lui /. Atunci polinomul minimal al lui z peste K este chiar f. In adevar,
cum f(z) = 0, polinomul minimal al lui z divide pe f si cum singurul divizor
monic de grad pozitiv al lui feste f, se obtine rezultatul mentionat.

2.4. Teorema lui Frobenius

Teorema 2.4.1. (Frobenius). Fie K un corp de numere s1 4e M, (K).

Polinoamele p4 si m4 admit aceeasi divizori ireductibili peste K.

Demonstratie:

Cum my divide pe p4 (conform corolarului) este clar ca orice divizor
ireductibil al lui m, este si al lui p4. R&mane sa ardtdm ca daca f este un divizor
ireductibil peste K al lui py, atunci f este divizor si al lui my. Evident, putem
presupune cd f este monic. Fie @ €K o radacina a lui /. Conform observatiei
2.4.19., polinomul minimal al lui & este f. Daca my(«a ) = 0, atunci f divide pe
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m4 $1 demonstratia este incheiata. Trebuie sa excludem cazul m (o) # 0. Daca
my(a) # 0, atunci cel mai mare divizor comun in K[X] al lui my(X) si X — «
este egal cu 1. Conform unei proprietati cunoscute a celui mai mare divizor
comun, existd g,h € K[X] astfel incat m ,(X)g(X)+(X —a)h(X)=1.

Luand valoarea in 4 a polinoamelor din egalitatea precedenta se obtine
(A—al )h(4)=1, , de unde
l=det(/,) =det(4 —al,)det(h(A)) = (-1)" p (o) det(h(4)) .

Cum fdivide pe p, si f(x)=0, p,(a)=0, de unde 1 = 0, contradictie.
Ramane adevarat cd m (o) =0, deci f divide pe my.
Observatie 2.4.2. Un alt argument care permite demonstratia teoremei se
bazeaza pe problema p(4) = 0 rezultd p(1) =0,V A valoare proprie.

Avem my(4) = 0 rezulta m (A1) = 0 pentru orice valoare proprie a matricei

A, deci my si fy au aceleasi radacini, diferd eventual doar ordinul de
multiplicitate.
Deoarece A este algebric peste K (radacina a lui f, eK[X]), 4 admite un

polinom minimal (de gradul minim g, € K[X] pentru care g,(4)=0, atunci

g, este factor in my si evident f;.
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2.5. Probleme rezolvate (2.2)

R2.3.1. Sa se determine valorile proprii §i vectorii proprii ai matricei:

0 1

0 0
C=|.c.....

0 0

10
Solutie:

Sistemul CX = AX, X # O, se scrie

0 0
0 0

x, = Ax,
X, = Ax,
x, =Ax,
xn = ;i‘x)1—l
X, =Ax

Sau

x, = Ax,
_ 12
X, =Ax
_/ln—l
xn - xl
— n
x, =A'x,

Din ultima relatie rezulta x; = 0 sau A" =1. Daca x; = 0 din celelalte relatii
rezultd X =0, ,, fals. Deci A" =1 si obtinem valorile proprii4, =&, =0,n—1si

1
&
. . 2k .. 2km ..
vectorii proprii X, =| & |Lk=0,n-1 (gk = cos—— +isin——, radacinile
: n n
p-1
.

de ordin #n ale unitatii).

R2.3.2. Sa se descompuna intr-un produs de factori, polinomul caracteristic al

a> ab ab b’
b a* b> ab
matricei A=| " a2 5 “|  Sa se deducd valorile proprii ale matricei 4 si
ab b~ a° ab
b*> ab ab a’

valoarea lui detA4.
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Solutie:
Polinomul caracteristica se scrie:

a*—A ab ab b’
ab a’-1 b’ ab
ab b’ a*—A ab
b’ ab ab a*-2
Se aduna la elementele primei coloane, elementele celorlalte coloane, ceea
ce permite a scoate in factor (a+b)> 1. Rezulta:

a*—ab-1 b* —ab ab —b?
p, D =l@+by=2)| b2 -ab  aP—ab-i  ab-b* |=[a+b)’-4]
0 0 a’-b*-2
|@=b)* = 2]- (@ = b* = 2)*. Valorile proprii sunt 4, = (a+5)*, 4, =(a—b)’,
J=A=a’—b.
Determinantul lui 4 se obtine facand A =0 in polinomul caracteristic,
asadar det 4 = (a” —b*)>.

IO

R2.3.3. Fie A, B € M ,(C). Sa se arate ca polinomul caracteristic al matricei

A -B
(B j, este egal cu produsul polinoamelor caracteristice ale matricelor 4 +

iBsiA—iB.
Solutie:
Avem
A=A, -B (A—=iB)-Al, —B—-iA+ Al
det(M - Al,,) = = -
B A-AI, B A-Al,
(4-iB)-Al, 0 . )
= ) =det((4—iB)—Al,)det((A+iB)—Al)).
B (A+iB)—-Al,

R2.3.4. Sa se arate ca daca 4 € M, (R) este o matrice antisimetricd si reala,
atunci det 4>0.

Solutie:
Daca A,4,,...,4, sunt valorile proprii ale matricei A4, atunci
detA=A4,-4,-...-4,. Cum A este antisimetricd si reald, atunci ea este

antihermetiand, deci valorile proprii sunt de forma i-b,b € R. Evident, daca o
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valoare proprie este reala, ea este 4 =0 si det A = 0 (in particular, o matrice
antisimetrica si reald, de ordin impar are determinantul zero).

Daca nu, polinomul caracteristic fiind cu coeficienti reali, are radéacinile
complexe conjugate, deci radicinile se cupleazd in perechi de forma
A, =ib, A, =—ib,,...,A,, , =ib,, A, =—ib, cu produsul

ARy Ay =B DB >0,

R2.3.5. Fie A € M,(R) o matrice reald s1 A=a+ibeC, a eR, b eR* o
valoare proprie nereald iar Z =X +iY # O, un vector propriu corespunzator
cuX,YeM, (R).

Sa se arate ca:
a), X#0, ,Y#0

n,l2 n,l»o

b). Daca aX + pY = O

1,0, BeRrezultd a=f=0;
c¢). Daca fe R[X] este un polinom si f(A)€R, atunci X si Y sunt vectori
proprii pentru matricea f{A4).
Solutie:
AX =aX -bY (1)

Avem A(X +iY) = (a + ib)(X + iY) sirezulta §S': }
vem AWX +i¥) = (a+ D)X+ iT) 51 rezu {AY=aY+bX @)

a). Dacda Y=0,,, din relatia a doua rezulta bX =0,, (b # 0), deci
X =0,, siobtinem Z =0, (constradictie), deci ¥ # O, .
Daca X =0,,, din prima relatie rezulta -bY = O,,, contradictie.
DeciX#0,,s1Y#0,,;
AX =aX —bY|a _
b). Avem: , de unde obtinem
AY =aY —bX| 3
X -aY =0, ,|
A "l ﬂ, de unde

AleX + pY)=a(aX + BY)+b(fX —aY) sau {

aX +pY=0,|a
rezultd (o’ + f°)X =0, ,,sau o’ + f° =0, adicd a = f=0.
c). Avem f(A)Z=f(A)Z sau f(A)X +iY)= f(A)(X +iY), de unde

obtinem f(A)X = f(1)X si f(A)Y = f(A)Y.

R2.3.6. Dacd 4 € M, (C) s1 Pe C[X] astfel incat p(4) = 0, atunci pentru orice
valoare proprie A a matricei 4 avem p(A) =0 (valorile proprii sunt radacini
ale oricdrui polinom care anuleazd matricea 4).
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Solutie:
Fie A valoare proprie si X vector propriu corespunzator pentru matricea
A. Avem AX = 1X, X=#O0,, si p(A)X=pAHX,X#0,, , de unde

n,l

P(MX =0,X20,,,deci p(2)=0.

Probleme rezolvate (2.4)

R2.6.1. Fie 4€ M, (C). Dacd 4" # O, , atunci A #O,,Vk eN.
Solutie:
Conform  teoremei lui  Cayley-Hamilton, putem scrie: (1)
al +a,A+a,A>+...+a, A" +4"=0.
Presupunem prim absurd ci existd k > n astfel incat 4° = O, si alegem k

minim cu aceasta proprietate, deci 4" # O,. In (1) inmultim cu 4" si rezulta

a A +a, A" +a, A+ +a, AT+ 45T =0 si din
A'=4"=...=4"""=0,, rezultd a4 =0, iar din A" 20O, obtinem
a, =0.

In (1) inmultim cu 4* si obtinem a,4*" =0, deci a, =0 si continuand
procedeul, obtinem a,=a,=...=a,=0, atunci din (1) rezulta 4" =0,
contradictie.

R2.6.2. Fie 4°=(a)

b Jij=tn’

a). Daca al(f) =0,Vk =1,n, atunci det 4 = 0;
b). Dacd a'¥’ =0,vk =1,n—1, atunci a© = 0,Vk eN.

Solutie:

Conform teoremei lui  Cayley-Hamilton putem  scrie:  (2)
A"-0, A" +0,4"7 -+ (=)o, A+ +(=1)"c,I, =0,, de unde se obtin
n’ egalititi numerice.

a). Urmarind egalitatea de pe pozitia (1,1), obtinem:
a’ —oal +o,al P -+ (-1)""aVo, ,+ +(-1)"c,-1=0 si din ipotezi
rezultd o, =0, adica det 4 = 0;

b). Urmarind egalitatea de pe pozitia (1,2), obtinem:
a —o,al’ +o,a8 -+ (-)""alo, , + +(-1)"c,-0=0, deci a” =0.

n-1
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Apoi, inmultind relatia (2) cu 4 si urmarim egalitatea de pe pozitia (1,2),

obtinem, a’" -o,al +0,al" —...+(-1)""aPc,  + (-1)"aYo, =0, deci
al’™ =0 si prin inductie se arata ci al(;”k) =0, pentru orice k eN.

R2.6.3. Fie Ae M, . Daci |Trd|>n, atunci 4" # A”,Vk,peN, k#p.
Solutie:
Daci prin absurd ar exista k, peN cu 4" = 47, fie A valoarea proprie
pentru 4. Din AX =AX, X #O,,, rezultd A X =21X,4"X =X, deci
=20 Avem |2 =|A|" deci |4 € 0,1} .

Atunci [Trd| = |, + 2, +...+ 4, | <|A|+|4,| +...+|4,| < n, contradictie.

R2.6.4.Fie Ae M,.DaciTrd=TrA’ =...=Tr4" =0, atunci 4" =0, .
Solutie:
Daca A,,4,,...,4, sunt valorile proprii ale matricei 4, atunci /?,f,/”t';,..
sunt valorile proprii ale matricei A*.
A+A 4+ +4 =0
A+l+..+2=0

ﬂ,k

/Yy

Se obtine sistemul de ecuatii

M+ +...+4 =0
Vom ardta cd singura solutieeste 4, =4, =...= 1, =0.

A1+ A4,  1+...4+4,-1=0
A4+ A+ 44,04 =0
Dacd scriem sistemul sub forma {4 -A +A4, -4 +...+4, -2 =0
LA+, AT+, AT =0
rezultd cd (A,,4,,...,4,) este solutie a unui sistem de ecuatii liniare cu
determinantul sistemului, de tip Vandermonde A =V(4,,4,,...,4,).

Daca A#0, atunci 4, =4, =...= 4, =0 (concluzia dorita).

Daca presupunem A =0, atunci A4,4,,...,4, nu sunt distincte. Sa

presupunem cd A,,4,,...,4, sunt distincte cu multiplicitatile k,k,,....k

>p
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(k,+ky+...+k,=n). Retinem din sistem primele p ecuatii
(k,A4) 1+ (kA 1+...+(k,4,)-1=0
(kA A+ (kAy) - Ay +.. 4+ (K, A,)- A4, =0

(kA) - A7+ (kA - A7 +...+(kpﬂ,p)'ﬂ,5_l =0
Sistemul cu determinantul nenul V(4,,4,,...,4,)#0 si solutia
(kA ky2ys.. ok, A,)  care  trebuie  sa  fie solutia  banala, deci
A=4=...=1,=0.
Daca toate valorile proprii ale matricei 4 sunt egale cu 0, polinomul
caracteristic este f,(X)=(—X)" si din teorema lui Cayley-Hamilton, rezulta

(-4)" =0, adica 4" =0,.

0 1 1
R2.6.5. Fie A=|1 0 1 |.Sa se determine un polinom de grad minim care
1 10
are pe A ca radacina.
Solutie:
Cum A4 este radacina a  polinomului sdu  caracteristic
X -1 0
p(X)=det(XI, - A)=|-1 X-1 —1= =X -X*-2X. Deci
0 -1 X

A=A -24=0; (1).
Polinomul = minimal  cdutat este  divizor al  polinomului

X’ - X?-2X=X(X-2)(X+1). Deci polinomul minimal este unul dintre
polinoamele X, X — 2, X+ 1, X(X - 2), X(X+ 1), X-2)(X + 1), X(X - —-2)(X
+1).

) Obsevam cd A4 nu verificd nici una din relatille 4=0,,4-21,=0,,
A+1,=0,, A(A-21,)=0;, (4-21;)(A+I;) = O,, si deci polinomil minimal
este X(X —2)(X +1), adicd (4-21,)(A+1,)=0,.

R2.6.6. Fie A€ M, (R) astfel incit 4’ = A+ I,. Atunci det 4 > 0.
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Solutie:
Din ipotezi rezulti c¢i m, divide polinomul X°—X —1. Folosind

eventual mijloacele analizei matematice, se aratd cd X’ — X —1 are o singuri
radacina reala a si aceasta este strict pozitiva.

Deci X’ -X-1=(X-a)X*+bX+c) cu ab,ceR, a > 0 si
b*> —4c < 0. Bvident, ¢ > 0. Cum m , divide pe X° — X —1, rezulti ca divizorii
inductibili peste R ai lui m,, deci §i ai lui p,, sunt din multimea {X — a,
X +bX +c}.

Descompunand pe p, in produs de factori inductibili peste R, avem
X" =(ay, +...+a,) X" +...+
+(=1)'detd=p, (X)=(X-a)’ (X*+bX +c)',cu s,teN,s+2t=n.

Luand valoarea in 0 a polinomului din egalitatea precedentd, obtinem
(-1)"detd=(-1)’a’c" = =(=D)""a’c =(-1)"a’c, de unde
det(4)=a’c" >0.

R2.6.7. Fie A€ M, (Z) cu proprietatea ca existd n € N*, (n,6) = 1, astfel incat
A" =1,,atunci A=1,.
Solutie:
Avem AeM,(Z)c M, (R) si fie m, polinomul minimal in R[X] al lui 4.
Dacd d, =1, atunci m, = X —a cu o €R. Cum X —a =m, este divizor al lui

reald a=1, rezultd ca m, = X — 1, deci 4=1,. Daca d,=2, atunci
m,=p,=X"+pX+qelZlx].

este simpli. Cum m, divede pe X"-1, avem A=p’-4g<0, deci

m, =X2—2cos(2k7”])(+l,0<k<n.Dar m, = p, €Z[X], de unde rezultd ca

2k 2km
cos—— e 10,1,—1, 1 — I/t Cum A< 0, rezulta ca cos|]— |=0 sau
p A [ j

n
cos(zk—”j = i%. Insa din (n,2) = 1 rezulti ca cos(zk—”j #0,1ar din (n,3) =1
n n
. 2k 1 . .
rezultd cd cos| — |# £ A . Deci cazul d, =2 nu este posibil.
n
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3. Transformari elementare in matrice
3.1 Transformari elementare

Definitie 3.1.1. Prin transformari elementare intelegem urmatoarele operatii
(efectuate asupra unei matrice).

a) Inmultirea unei linii (coloane) cu un numar nenul;

b) schimbarea a doua linii (coloane) intre ele;

c) adunarea la elementele unei linii (coloane) a elementelor altei linii

(coloane) ITnmultite cu acelasi numar nenul.

Definitie 3.1.2. Fiind datd o matrice [| EMBED Equation.3 [1[J[], vom
intelege ca matricea || EMBED Equation.3 [I[J[] este echivalenta cu A4 si
scriem A~ B, deci B se obtine din 4 prin efectuarea unui numér finit de
transformari elementare.
Definitie 3.1.3. Prin matrice elementara de linii, intelegem matricea obtinuta
din matricea unitate /, prin efectuarea transformarilor corespunzatoare.

Prin matrice elementara de coloane, intelegem matricea obtinutd din
matricea unitate /, prin efectuarea transformarilor corespunzatoare.

Exemplu 3.1.4. (matrice elementara de linii)

1 0 -« -+ -« 0 0
0 1 -« -« -+ 0 0
L, eM,(C), a=0.
i 0 O o 0 O
0 0 0 0 1
i
1 0 0
i 0 1
L2i,j EMm(C)
J I 0
0 O 1
iJ
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3 i+

Teorema

1 0
I 1
0 0

i

eMm(C)

3.1.5. Efectuarea in matricca Ae M, , (C) a unei transformari

elementare pe linii, revine la inmultirea matricei 4 la stdnga cu matricea
elementara de linii corespunzatoare transformarii.
Efectuarea in matricea 4 € M, ,(C) a unei transformari elementare pe

coloane, revine la Tnmultirea la dreapta a matricei 4 cu matricea elementara de

coloane corespunzatoare transformarii.

Demonstratie: Fie 4 M, (C), 4= (al.j ),-=@. Sa presupunem cd in matricea 4
Jj=ln

vrem sa facem urmatoarea transformare elementara: schimbarea liniilor 7 §i j

intre ele (1<i< j<m).

Atunci, vom Tnmulti matricea A4 la stinga cu matricea elementelor de linii, ce se
obtine din /, , schimband liniile i si j intre ele. Obtinem astfel transformarea

dorita.

Analog se demonstreaza pentru celelalte cazuri.

3.2. Calculul rangului unei matrice prin transformari elementare

Definitie 3.2.1. Matricea 4 = (aij ),-:@ se numeste matrice diagonala daca

Jj=ln

a, =0, (V)i # j , adica are forma:

a, 0
0 a,
0 a,
0 0 0
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se poate

3

Teorema 3.2.2. Orice matrice nenuld 4 e M, (C), A= (aij ),-=1,

J=L

—
=

aduce, prin transformari elementare, la forma diagonala.
Demonstratie: Deoarece 4 # O, , , rezultd cd existd un numar a; # 0. Daca

m,n
a,; =0, atunci aplicand transformari elementare aducem pe a; in locul lui a,,
(permutam prima linie cu linia 7 §i apoi prima coloana cu coloana ;) si obtinem
o matrice echivalenta cu 4.

Deci, putem presupune cd a,, # 0. Folosind transformari elementare

(scdzand din fiecare linie j # 1 prima linie inmultitd cu a;,'a ,, apoi din fiecare

ji
coloani obtinutd prima coloana inmultiti cu a;/'a,, , k #1) obtinem o matrice
echivalenta cu cea initiald avand toate elementele de pe prima linie egale cu
zero, mai putin primul element. Deci, obtinem o matrice A'e M, , (C)

echivalenta cu A4 si avand urmatoarea forma:

a, 0 -« - 0
. 0 a, ay a,,
0 amZ amn

In continuare reluam rationamentul cu matricea:

Ay Ay @,
B=| 2 @ 7 % care este o matrice de tip (m—1,n-1).
a;nZ a;nS a;nn
Dupa un numar finit de pasi obtinem o matrice diagonala D e M, , (C) de
forma
0 0 0
0 0
D=0 0 -- 1 +- - 0 --- :]|,echivalentd cu matricea 4.
0 0 0 0
0 0 v cor e e e e 0

Operatia de a aduce o matrice Ae M, (C) la forma diagonald de mai sus, se

numeste diagonalizarea matricei 4.

80



Exemplu 3.2.3. Sd se aducd la forma diagonald, folosind transformarile
elementare, matricea:

0 1 -1 2
-1 2 3 1
A=
3 2 1 1 -1
-12 5 -8 -5 1
Solutie:
o 1 -1 2 2 1 0 -1 2 2
4 -1 2 3 1 -1 4 2 3

1205 8 =5 1) |5 -12 -8 =5 1
1 0 0 0 0)Y (10 0 0 0
o 4 1 s 3fjo1 4 s 3|
1o 3 3 3 -5/ |0 3 3 -3 -5|
0 -12 =3 -15 -9) (0 -3 —12 -15 -9
100 0 0YY (10000
01 0 0 0| lo1000
o 0 -9 —18 —14] |0 01 0 of
000 0 o0)looooo0

Propozitia precedenta ne ajutd sa calculam rangul unei matrice reducand
matricea initiala, prin transformari elementare, la o matrice diagonala.
Conform teoremei demonstrate mai sus, rezulta ca:

Fiind datd o matrice 4e M, (C), exista o matrice diagonali de forma

1 0 v coe eee eei Q0 - O
0 1 v wov e wee O :

D=0 0 1 0 ,
0 O 0 0
0 0 v coe e e e e 0

unde primele » elemente de pe diagonala principald sunt 1 iar restul O si astfel
incat D = 4. In acest caz rang A =rangD =r.
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Proprietate 3.2.4.Fie 4,Be M, , (C). Daca 4~ B, atunci rang 4 = rang B .

Demonstratie: Rezulta imediat din faptul cd rangul unei matrice nu se schimba
dacd permutam doua linii (sau coloane) sau daca la o linie (coloand) adundm o
alta linie (coloand) inmultitd cu un element nenul din C.

a) Intr-adevir, si presupunem ci am schimbat dous linii (coloane) intre ele.

Daca ambele linii intrd in minorul matricei A4, determinantii celor doua
matrice au valori opuse.

Daca ambele linii nu intrd In componenta minorului lui 4, nu vor intra
nici In componenta minorului lui B. Deci, determinantul minor ce da rangul
matricei 4, ramane egal cu determinantul ce da rangul matricei B.

Cazul 1n care o singurd linie intrd Tn minorul matricei 4 se reduce la
precedentele.

b) Sa presupunem cd matricea B se obtine din matricea 4 prin Inmultirea unei
linii (coloane) din matricea A cu un numar o # 0.

Daca linia apartine minorului nenul A din 4, avem in noua matrice

minorul corespunzator kA .

Deci, rangul se pastreaza.

c¢) Sa presupunem ca matricea B se obtine din matricea 4 prin adunarea elemen-
telor liniei 7 din 4 inmultite cu a, #0 cu elemntele liniei j, ITnmultite cu
o, #0.

Intr-adevir, daci liniile i si j ale matricei 4 nu apartin minorului 4 ce da
rangul matricei, proprietatea este evidenta.

Daca liniile i si j apartin minorului lui 4 ce da rangul, atunci minorul
corespunzator din B se va descompune in suma a doi determinanti, dintre care
unul va fi nul.

Daca una din linii, de exemplu i, apartine minorului matricei 4, bordim
acest minor, de ordinul », cu o coloana oarecare din A4 si cu linia j, din 4
conform definitiei rangului, determinantul ultim este nul, dar un determinant de
ordinul »+1, obtinut prin conditiile de mai sus se va descompune in suma a doi
determinanti de ordinul » +1, care apartin matricei 4 si deci sunt nuli.

Prin urmare, pentru a gasi rangul unei matrice 4, aducem aceasta
matrice prin transformari elementare la forma diagonala, iar rangul matricei
diagonalizate (echivalentd cu matricea A4) este evident r, iar acesta in baza
teoremei este si rangul matricei 4.

Exemplu 3.2.5. Sa se afle rangul matricei:
1 -1 2 3 4



Solutie:

1 -1 2 3 4 1 -1 2 3 4 1 0 0 0

2 1 -1 2 0 0 3 -5 -4 -8 0 3 -5 -4

A=|-1 1 1 3 |=|0 3 4 7 |=|0 1 3 4

1 5 -8 -5 -12 0 6 -10 -8 -16 0 6 -10 -8

3 -7 8 9 13 0 -4 2 0 1 0 -4 2 0

I 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 O

0o 3 -5 1 -8 0 -5 3 -8 01 -5 3

=0 1 3 -1 7 |=|0 -1 3 1 7 |=|0 0 =2 4

0 6 -10 2 -16 0 -10 6 -16 00 0 O

0 -4 2 0 1 0 2 -4 1 00 2 -4
1 0 0 0 1 00 0O
01 0 0 O 01000
|0 0 -2 4 -1|={0 0 1 0 O
00 0 0 O 00 00O
00 2 -4 1 000 00

Rezultd rang 4 =3.

Observatie 3.2.6. Se poate demonstra cd, daca 4e M, , (C) si rang A=k,

atunci existd matricele Q € M, (C) si P € M, (C) nesingulare astfel incat
I, © 0

O-A-Px|--

3.3. Calculul inversei unei matrice prin transformari elementare

Fie Ae M, (C), 4= (ai]. )i:Q o matrice inversabild, deci existd o
T j=ln

matrice Be M ,(C) B = (bl./. ),:Q astfel incat A-B=B-4=1,.
T j=ln

Plecand de la matricea 4, vom determina matricea B astfel incat
A-B=1,.
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ay ap o 4y, by, by, In 0
Ay Ayttt Gy, by b, b,, 0
Avem: =
anl anZ ann bnl an bnn 0 0 1
Necunoscutele b,,,b,,,...,b,, se obtin rezolvand sistemul liniar:
a, b, +a,b, +...+a,b, =1
a, b, +a,b, +...+a,b, =0

a,b,+a,b, +...4+a,b,=0,

nl nn~nl

folosind metoda lui Gauss, reprezentand sistemul printr-un tablou de forma

a, a, - a, 1
a a e a
21 22 2 . . o . .
! (matricea extinsa a sistemului)
anl anZ o ann : 0

Analog, obtinem matricele extinse:

a, dp a, 0 a, dp a, 0
a, 4y a, 1 ay dy a,, 0
b 2
anl anZ ann : 0 anl anZ ann : 1

Deoarece elementele situate in stanga barelor verticale sunt aceleasi, vom
rezolva simultan cele n sisteme, prin metoda Gauss, inlocuindu-le prin
urmatoarea matrice:

a, a, - a, : 1 0 - 0
a, ay, -+ a, : 0 1 - 0

5
a, a, - a, : 0 0 - 1

avand cele doud componente, cea din stinga matricea 4 si cea din dreapta
matricea /.

Asupra acestora vom efectua simultan aceleasi transformari elementare
pana cand componenta din stanga, matricea 4, devine matricea unitate /.

Componenta din dreapta, in urma transformarilor elementare efectuate,
reprezinti matricea inversi 4~ .
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Schematic avem:

(4:1,)~(L,4:L)~--~(L,L,  -...-L,-A:L,L,_, -...-L ), unde

LL, .. Li-A=1IsiLL,  -....Li=A".

Observatie 3.3.1. Daca 1n urma transformarilor elementare efectuate,
componenta din stdnga nu devine /, , atunci matricea respectiva nu este

inversabila (in cazul In care nu am verificat ca det 4 # 0).

I 11
Exemplu 3.3.2. Sa se afle inversa matricei A=|1 2 3.
1 3 6
Avem:
I 11 1 00 1 11 : 1 00 1 1 1 0
1 23 0 1 O[O0 1 2 : =11 0}~[0 1 2 : -1 1
1 3 6 0 01)025:-101){00T17:-1-=-2
1 0 -1 2 -1 0 1 00 3 -3 1
~|0 1 2 -1 1 0|=|{0 1 O -3 5 —2|.Rezulta
0 0 1 1 -2 1 0 0 1 I -2 1
3 -3 1
A1 =|-3 5 =2
1 -2 1
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3.4. Probleme rezolvate (3)

R3.4.1. Sa se determine parametrul o € R, astfel ca matricea:
1 2 3 -1 3

-1 1 -2 3 -4
2 1 -2 1 -4
-2 2 3 1 «a

A=

sa aiba rangul 3.
Solutie: Efectuand transformarile L, + L,, L, + L, si L, —2L,, obtinem:
1 2 3 -1 3 1 2 3 -1 3 1 0 0 0 O

S|ttt -203 -4 o312 - 01 1 2 -1
12 1 =2 1 -4/ |0 =3 -8 3 10| |0 -1 -8 3 —10
22 3 1 « 0 3 1 2 a-4) 10 1 1 2 o-4

In continuare transformarile L, + L,, L, + L, ne dau

1 0 0 O 0 1 0 0 O 0
o1 1 2 -1 01 0 O 0 , ,
A= ~ si in sfarsit
0 0 -7 5 -11 0 0 -7 5 -11
0 0 -7 5 a-14 00 -7 5 a-14
1 00 0 O
, 5 010 0 O
transformarea L, — L, ne furnizeazd 4 = .
001 0 O
0 00 a-3 0

Pentru ca rang 4 =3, trebuie ca a = 3.

R3.4.2. Sa se afle inversa matricei de ordinul #:

I 1 1 1
1 0 1 1
A=|1 1 0 1
1 1 1 - 0

Solutia I: Scazand prima coloana din celelalte obtinem
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1 0 0 0
1 -1 0 0
detd=[1 0 -1 --- 0|=(=1)"#0, deci matricea este inversabila. Fie:
1 0 0 -1
1 1 1 1 0 0 0
1 0 1 1 0 1 0 0
B=(4:1,)=|1 0 1 0 0 0
1 1 1 - 0 :0 0 0 - 1
Scazand linia intai din celelalte obtinem:
1 1 1 - 1 : 1 0 0 - 0
0O -1 0 -« 0 : -1 1 0 0
o 0 -1 - 0 : -1 0 1 - 0
o 0 0 - -1: -1 0 0 - 1

inmul‘gind liniile 2,3,---,n cu —1, iar apoi se face scaderea
L —(L, +L;+...+L,), obtinem:

1 0 0 -+ 0 : 2-m 1 1 - 1
o 1 0 - 0 : 1 -1 0 -+ 0
o 0 1 - 0 : 1 0 -1
0O 0 O 1 1 0 0 -1
2—-n 1 1 1
1 -1 0 0
Inversa cautati este 4 =| 1 0 -1 - 0
1 0 o --- -1

Solutia a II-a: Vom afla inversa lui 4, prin rezolvarea unui sistem.
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. X, . Y2 A A
Fie X =| " |siY=|""|astfel incat AX =Y.

Xn Y

Deoarece A4 este inversabild, rezultd cd X = A7'Y . Atunci AX =Y se scrie in
mod explicit astfel:

X +X, +...+X, =Y,
X +tx;+o.+x, =Y,
X +Xx,+.+x, =y,

X tX, to..+X, =Y,

Sé exprimam pe x,,x,,...,x, in functiede y,,y,,...,¥,.

n

Scéazand fiecare ecuatie a sistemului, membru cu membru, din prima
ecuatie, obtinem:

Xy TN =V X3 =V = Va0 s Xy SV TV

Atunci x, +x, +...+x, =(n=1)y, = (v, + y, +...+ y, ) si inlocuind in

prima ecuatie, obtinem:
X :(Z_H)yl TVt Yt Y,

Prin urmare X = A~'Y se scrie in mod explicit

X =Q2-n)y 4y, o+,
Xy =V =W
X3 =Y =V
xn :yl _yn

Rezultd ca inversa matricei 4 este matricea coeficientilor nedeterminatelor
VisVaseees )V, adicd

2-n 1 1 1
1 -1 0 0
Al =] 1 0 -1 0
1 0 0 -1
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R3.4.3. Sa se rezolve ecuatia matriceala:

1
0
0

Solutie: Fie 4 =

0

Deoarece det 4 =1 # 0, rezultd ca matricea 4 este inversabila.

Fie X =

Exprimand x,,x,,...,x, in functiede y,,y,,...,», obtinem:

X

Xy

astfel incat AX =7, sau explicit

1 1 1 2 3
1 1 1 0 1
0 1 11-X=/0 O
0 O 1 0O 0 O
1 1 1 1 1 2
0 1 1 1 0 1
0 0 1 1|siB=[{0 0
0O 0 O 1 0O O
i
siY= y,2
n Y
X, +X, +o X, =Y,
X, + X+ +X, =Y,

xll

Deoarece AX =Y & X = A7'Y, rezultd ci

=),
Xp =V =)
Xy =V, = V3
x"l=yrl
1 -1 0 0
0o 1 -1 0
0O 0 O 1
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Atunci din ecuatia matriceala AX = B, rezulta

1 -1 0 - 0)(1 2
L 0 1 -1 - 0[]0 1
X=A"B= .
0 0 0 1)lo o
11 1
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 - 1
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4. Matrice de ordinul doi si trei ca transformari geometrice in plan si
spatiu

4.1 Aplicatii liniare

Definitie 4.1.1. Aplicatia f, : R* - R?, f, (x,y) = (x',y'), unde

'

x' X
( J =4 [ ], Ae MZ(R), se numeste aplicatie liniara.
y y

Matricea 4 se numeste matricea asociata transformarii f,.

Proprietate 4.1.2. Aplicatia liniara f, :R*> - R?, f,(x,y)=(x',)'), unde
x' X
( J =4 [ ], A e M,(R), are urmitoarele proprietiti:
y

%
a) fA((x17yl)+(x2’y2)): fA(xl’y1)+fA(x2’y2)’
(V) (xnyl)a(xzayz)e R’;
b) fy(alxy) =0 f,(xy), (Ve eR, (x,y)eR".

Demonstratie:

X, X, X, +x, X, X, . .
a) Deoarece A4 + =4 =A + A , rezulta imediat
M Va2 Y+ M Va2

egalitatea de demonstrat;
ox

b) De asemenea, din faptul 4- O{XJ = A(
y oy

J = OLA(XJ, rezulta egalitatea
y

propusa.
Observatie 4.1.3. 1) Proprietatea de mai sus este echivalenta cu egalitatea

fA(OC(Xpyl)"‘B(xzayz)):afA(xl,y1)+BfA(x2,y2), (V)OL,BER,
(xl,yl),(xz,yz)eRz_
2) Avem f A(O’ ) ((), )

L= y)==1,(xy). (¥) (x.y)eR?

f,2 (x y) (x,y transformarea identica.

Definitie 4.1.4. Ker £, = {(x,»)f,(x.»)=(0,0)} si

Imf, = {(x ’yXfA(x’y): (x ’y'):(x’y)e R’ }
Observatie 4.1.5. (V)a,b R, (V) (x,,3,).(x,,7,) € Ker f,, rezulta
a(xl,y1)+b(x2,y2)eKerfA.
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Definitie 4.1.6. Fie aplicatiile liniare f, :R> - R?, f,(x,»)=(x",)"), unde

(XVJ: A[XJ Sl g, ZRZ _)RZ’ gB(xv,yv):(xu,yn)’unde [x”j:B'[x'j,
y Y Y Y

atunci prin compunerea aplicatiilor g, si f, intelegem g, o f, :R> — R’ si
x" X
(£ £ = 201 = )= ) e 7| -]

Matricea asociatd compunerii g, o f, este BA.

4.2. Matrice asociata unei transformari
4.2.1. Matricele asociate unor transformari liniare in plan

In continuare, pentru simplificarea calculelor, vom nota punctul (x, y)

. . X
in coordonate plane, printr-o matrice punct ( ] .
y

Teorema 4.2.2. Daci pentru transformarea liniard f, : R*> — R?,

x_Ax dAM(R) l_a, 0_c )
fAy—-y,une eM, ,avemfAO—bslfAl—d,atunm
a c
A= .
»
Demonstratie: Fie A:(m n].Cum fA(lj:(m n)‘(lj:(mj:(a] si
P 9q 0) \p ¢)\0) \p) \b
16 O e) it a=[; )
£, = . = = , rezultd imediat 4 = .
1) \p ¢)\1) (g) \d b d

Folosind teorema de mai sus, se poate calcula usor matricele asociate
diferitelor transformari liniare.

4.2.3. Matricea asociata simetriei in raport cu originea axelor de
coordonate

X X
Fie transformarea liniara f, ‘R? 5> R?, fA( ] = A-( ], unde
Yy Yy
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A= (Z 2] . Cum simetricul lui M (x, y) fata de O este

M'(x', y') = M'(— x,—y) (vezi figura)

M(x,y)

0 X

M'(x',y'): M'(— x,—y)

15 o (-1 . 0y (0 d'“A—_IO o matr
rezulta ca f, ol =1 o slfAl =l ,adica 4= 0 -1 este matricea

asociata simetriei n raport cu O.

4.2.4. Matricea asociata simetriei fata de axa x'x

Fie transformarea liniard f, : R*> - R?, f, (xj =A- (xj’ unde
Y Y

A= (Z 2] . Cum simetricul lui M (x, y) fata de axa x'x este

M'(x', y') = M'(— x,y) (vezi figura)
y A

M(x,y)

M'(x',y)=M'(-x.y)

asociatd simetriei fatd de axa x'x.
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4.2.5. Matricea asociata simetriei fata de axa y'y
-1 0
Procedand analog, ca la punctul precedent, se obtine ca, 4 = [ 0 ]

este matricea asociata simetriei fatd de axa y'y.

4.2.6. Matricea asociata rotatiei de centru O si unghi o

yA
Mv(xv’yv)
' M(x,y)
>
O x' X X

Fie a € (— 2n,2n). Rotatia de centru O si unghi orientat o este aceea
transformare care asociaza punctului O pe el Insusi §i oricdrui punct M, punctul

M" astfel incat OM'= OM si unghiurile M OM' si o sunt congruente si au
aceiasi orientare.

, ) ) x x a c\ . ,
Fie f,:R" >R, f, =A-| |,unde 4= si «>0.Din
y y b d

figura de mai sus, rezulta

x'= cos(9+ (1)2 cosBcosa —sinOsina, cosO = x, sin® = y. Deci
x'=xcosa—ysina.

Analog, y'= sin(@ + oc) =sinBcosa + cosOsina, adicd y'= xsina + ycosa .

1 cosa) . 0 —sina .
Cum f, =| . st f, = , rezulta ca
0 sin o 1 cosa

{cos o —sino

. este matricea asociata rotatiei de unghi o in jurul
sino.  cosa

originii.
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4.2.7. Matricea asociata omotetiei de centru O si raport &k

A

y

MV(xV’ yv)

O 0(x,0) 0'(x',0) X

Fie k e R, k # 0. Omotetia de centru O si raport k este o transformare
geometricad care asociaza punctului M punctul M' astfel incat OM'=k-OM .

Din figura de mai sus, rezulta ca @ =k- O—Q . Obtinem imediat ca
imaginea punctului (x, y) este (kx,ky).

s s [[Jeal femfo) <[y
Fie f,:R"—>R", f, =4- .Cum f,| |= s
v v 0 0

0 0
f A(J = (k} , rezultd ca matricea asociatd omotetiei de centru O si raport k este
k 0
A= .
0 k
Observatie Pentru & = —1, omotetia este simetria In raport cu originea.

4.2.8. Matricea asociati proiectiei vectorilor din R* pe Ox
A

y




Fie transformarea liniard f, : R*> - R?, £, (xj =A4- (xj’ unde
Y Y

a ¢ 1 1
A= {b d] .Cum pr, M(x,y)=M'(x',y')= M'(x,0), rezulti ca f{oj = (Oj

0 0 1 0
st f, (lj = (OJ ,adicd 4= (0 OJ este matricea asociata proiectiei vectorilor

din R? pe Ox.

4.2.9. Matricele asociate unor transformari liniare in spatiu

X
Vom nota punctul (x, V, z) din spatiu, printr-o matrice punct | y |.
z

Procedand analog obtinem:

4.2.10. Matricea asociata simetriei in raport cu O
x x

Fie transformarea liniard f, :R> - R’, f,| y |=4-| y |, unde

z z
a a a"
A=|b b b"|.
c ¢ "

Cum simetricul lui M (x, v, z) fatd de O este M '(— x,— y,—z), rezulta ca

1 -1 0 0 0 0 -1 0 0
f401=1 01, f,/1|=|-1|s1 f,/]O0|=| O |,adica 4=| 0 -1 O |este
0 0 0 0 1 -1 0 0 -1

matricea asociata simetriei in raport cu O.
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4.2.11. Matricea asociata simetriei in raport cu planul xOy

X X
Fie transformarea liniard f, : R> > R®, f,| y |= 4| y |, unde
z z
a a a"
A=|b b b"]|.
c c c"
Cum simetricul lui M (x, Vv, z) fata de xOy este M '(x, y,—z) , rezulta ca
1 1 0 0 0 0 1 0 O
f000=104, f,/1|=|1|s1f,]0|=| O |,adicda 4={0 1 O |este
0 0 0 0 1 -1 0 0 -1

matricea asociatd simetriei in raport cu planul xOy.

4.2.12. Matricea asociata rotatiei in jurul axei Oz si unghi o

X X
Matricea asociatd rotatiei f, :R* > R>, f, | y|=4-| y | este
z z

cosaa —sino O
A, =|sina  cosa O[.
0 0 1

4.2.13. Matricea asociata omotetiei de centru O si raport k&

Cum OM'=k-OM , rezulta imediat ca matricea asociatd omotetiei de

x x
centru O siraport k, unde f,:R’> >R’ f,| y|=4-| y |, este
z z
k0 0
A=]0 k£ O
0 0 &
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4.2.14. Matricea asociata proiectiei paralele cu axa Oz pe planul xOy
Rezulta imediat ca matricea asociata proiectiei paralele cu axa Oz pe

X X 1 00
planul xOy, unde f,:R’> > R’, f,| y|=4:| y|,este A=|0 1 0].
z z 0 00

4.3. Proiectii in plan si spatiu
4.3.1. Determinarea proiectiilor din plan

Aplicatiile liniare de proiectie, simetrie, rotatie, date Tn diverse cazuri
particulare, pot fi definite si in general.
Definitie 4.3.2. O aplicatie P: R> — R’ cu proprietatea Po P = P, se
numeste proiectie in plan, iar aplicatia P: R’ — R’ cu proprietatea
Po P =P, senumeste proiectie in spatiu.
Observatie 4.3.3. O proiectie este o aplicatie idempotenta, adica
PoPo...oP=P, pentruorice neN".

n ori

a b
Fie 4= ( dj matricea proiectiei P:R®> - R*.Din PoP=P
c

0 0
rezulti 4° = 4 cusolutiile 4, =0,, 4, =1,, A, =( 1], ceR,
c

1 0 a b
A, = ,ceR s1 A, = a-a’ ,aeR, beR". (vezi exercitiul
4 c 0 5 l—a :

R.1.2.5.)
Corespunzdtor, obtinem aplicatiile:
P, (x, y) = (0,0) (toate punctele se proiecteza in origine)
P, (x, y) = (x, y) (toate punctele din plan se proiecteza pe plan) — aplicatia
identica
Py(x,y)=(0,cx+y)
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Ay

(x;,y{>=P(xl,yl)

(x,»)
(. »,) A/(X',y')=P(x,y)
>

0 X

Se observa ca orice punct este dus pe axa Oy. Aratam ca dreptele ce
unesc un punct arbitrar (x, y) cu imaginea sa (x' . )= P(x, y) au aceiasi panta.

- ex+y-—
Avem m=2"2 = Y=y _ ¢ (constantd)
X'—x —-X
In concluzie P, este proiectia pe axa Oy paralela cu dreapta
d:cx+y=0.

P,(x.y) = (x.cx)

4y (x.y)
(x1.27)

() >

(xlsyl)

Imaginea lui P este ImP = {(x,cx)|x € R}, adica dreapta D: y =cx.

Punctele (x, y) si P(x, y) se gasesc pe aceiasi verticala.
Aplicatia P, este proiectia pe dreapta D: y = cx paralela cu axa Oy.

2
Ps(x,y):[ax+by,a_ba x+(l—a)yj :(ax-i-by,l;a(ax—i-by)).
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l1-a

Se obtine ImP = {(t, t]|t € R}, adicd dreapta de ecuatie D:

ye l-a .
g
Dreptele ce unesc un punct arbitrar cu imaginea lui, au panta
'— a
m=2"Y__4 (constantd).
x'-x b

- : o 1-
In concluzie P; este proiectia pe dreapta D: y = Tax paralela cu

dreapta d : ax+by =0.

Observatie: Proiectiile utilizate in anii anteriori, erau proiectii particulare

(proiectii ortogonale), proiectie pe o dreapta paraleld cu o dreapta ortogonala.
Printr-un calcul mai anevoios sau prin alte metode se deduce ca

proiectiile in spatiu sunt:

P(x,y,2)=(0,0,0), P,(x,y,z)=(x,y,2), P, - proietia pe un plan ce trece prin

origine paraleld cu o dreaptd neparalela cu planul, P, - proietia pe o dreapta ce

trece prin origine, paralela cu un plan, neparalel cu dreapta.

4.4. Simetrii In plan si spatiu

Definitie 4.4.1. O aplicatie liniard S : R*> — R?, bijectivi cu proprietatea

S =S"", se numeste simetrie in plan, iar aplicatia S : R’ — R, bijectivi cu
proprietatea S =S, se numeste simetrie in spatiu (sau involutie).

a b

(4

Fie B :( j matricea simetriei S:R? — R?.Din S =5 sau

-1 0
SoS =1, rezultd B’ =1, cusolutiile B, =-1,, B, =1,, B, =( J,
C

10 _ a, b o
ceR, B, = 1,ceRslBS: l-a _a,aeR,beR.(Vem
‘- b
exercitiul R.1.2.4.)
Analog ca la proiectii, interpretarea geometrica a simetriilor este:
S, - este simetria fatd de origine,
S, - este simetria identica, S,(x,y)=(x,y)
S, - este simetria fatd de axa Oy, paraleld cu dreapta d : cx+2y =0
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S, - este simetria fatd de dreapta d : cx—2y =0, paraleld cu axa Oy.
S, - este simetria fatd de dreapta D : (a - l)x + by =0, paraleld cu dreapta
d:(a+1)x+by=0.
Analog cu proiectiile din spatiu, obtinem patru tipuri de simetrii:
Simetria fata de origine, simetria identicd, simetria fata de un plan ce

trece prin origine, paralela cu o dreapta neparaleld cu planul si simetria fata o
dreapta ce trece prin origine, paralela cu un plan neparalel cu dreapta.

4.4.2. Legitura intre proiectii si simetrii

Intuitiv se banuieste relatia P(x) = %(x +S (x)) .
| | |
; Px) slx)
(Punctul P(x) in care se proiecteaza x, este mijlocul segmentului ce uneste x cu
S(x))
Prorietate 4.4.3. Daci P:R’ (R3)—> R’ (R3 ) este o proiectie, atunci
S =2P—1 este o simetrie si reciproc, daci S : R’ (R3 )—) R’ (R3) este o

simetrie, atunci P(x)= %(1 + ) este o proiectie.

Demonstratie: Daci 4 este matricea lui P si B matricea lui S, atunci 4> = 4 si
B’ =1,.
Dacd B=2A4-1, atunci B> =44’ —44+1,=44-44+1,=1,.

Daca 4 :%(12 + B), atunci

A :%(12 +ZB+BZ):%(12 +23+12)=%(12 +B)=A.

4.5. Izometrii in plan si spatiu

Definitie 4.5.1. O aplicatie liniard 7 : R> — R* cu proprietatea
T(x,y)=(x',»'), unde x> +y*> = x"+)'* pentru orice (x,y)e R se numeste
izometrie in plan.

Proprietate 4.5.2. O izometrie pastreaza produsul scalar si unghiul vectorilor.
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Demonstratie: Daca T(x,,y, )= (xi, yl) si T(x,,y,)= (x'z, v, ), trebuie aritat ci
XXy + Vi Vy = XX, Dy
Avem T(x1 +X,,, +y2):(x1' +X,, 9, +y'2) si

(o +5 )+ + 2, =l + 5] + 0100
S X0 X +2x,%, + YL+ v+ 20,7, :xiz +x'22 +2x,X, +Y£2 +y'22 +2,5,
dar x7 +y; :xiz +y1'2 si x2+y; :x;2 er'z2 deci x,x, + ¥, ¥, = X,X, + . V5.

X\ X, + 0,
VAL + 00 X+

care sunt egale conform primei parti.

De asemenca, avem COoS o =

3

XX, + ),
\/ 2 2 \/ 2 2
Xty AX T,

Teoremi 4.5.3. O aplicatie liniard 7 : R> — R’ este izometrie daci si numai

cosa'=

o . . cost —sint
daca matricea ei este de forma M, = sau

sint  cost
cost  sint
M, =| . )
sint —cost

. . a b
Demonstratie: Daca matricea lui 7" este M, :( ] avem
c

T(x,y)=(x‘,y')=(ax+by,cx+dy) si conditia
x* +y? =(ax+by)’ +(cx+dy)’, pentru orice (x,y)e R* & a’ +¢” =1,
b>*+d*=1siab+cd=0.

Din a® +c¢*> =1, b> +d* =1, rezulti ci existd € R si s € R astfel
incat cost =a, sint = ¢ si analog sins =b, coss =d . Din ab+ cd =0 rezulta
costsins +sinzcoss =0 < sin(s+¢)=0, de unde 7+ s € {kn|ke Z}.

Pentru ¢ +s=0, s =—¢, obtinem M, =

cost —sint
sint cost

j iar pentru

t+s=m, s=m—1,
cost sint]

obtinem MT2 B (sint —cost

Observatie 4.5.4. Matricele M, corespund rotatiilor de unghi 7 in sens

trigonometric iar M este compunerea unei rotatii cu o simetrie:
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1
M, =M, -Mg,unde M, = (O J este matricea simetriei ortogonale fata

de axa Ox.

Observatie 4.5.5. Analog se definesc izometriile spatiului, ca aplicatii liniare
T:R*® - R’ cuproprietatea T(x,y,z)=(x',)',2'), unde

XYz = x4y 42,

Se poate deduce prin calcul analog sau prin alte metode ca singurele
aplicatii liniare care sunt izometrii in spatiu sunt rotatiile in jurul unor drepte ce
trec prin origine, simetrii sau compuneri de rotatii cu simetrii.

Pentru a obtine si rotatii in jurul unui punct arbitrar sau simetrii $i
proiectii arbitrare, trebuie introduse translatiile cu care vom compune
aplicatiile liniare.

Definitie 4.5.6. O functie 7,  ,:R* — R’ de forma

T(xO’yo)(x,y) =(x+x,,¥+,), (x,y)e R iar (x,,y,) e R” este fixat, se
numeste translatie de vector (x,,v,).

Definitie 4.5.7. Daca f: RZ(R3 ) — R’ (R3) este o aplicatie liniara si

T:R’ (R3 ) —R? (R3) este o translatie, atunci functiile

2,2, :RZ(R3)—> RZ(R3), g, =Tof si g,=foT senumes aplicatii afine.

a
Observatie 4.5.8. Daca 4 :( j este matricea aplicatiei f si (xo, yo) este

c

.. . x' x X, .
vectorul translatiei 7, atunci g(x, y) = (x', y'), unde =4 + , deci
Y

y Yo
V: b
g(x, )= (ax+by +x,,ex+dy +y,), (x,y)e R iaf{x R N
y'=cx+dy+ y,

numesc ecuatiile aplicatiei.
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4.6. Probleme rezolvate (4)

R4.6.1. Fie S, = simetria fatd de axa x'x, §, = simetria fata de y'y. Séa se
gseascd matricea asociatd cu§, oS, .
0

Solutie: Matricea asociatd lui S, este 4 = ( ], iar matricea asociatd lui

S , este B= (_O J. Rezulta ca matricea asociatd lui S oS , este

s

R4.6.2. Fie un hexagon regulat ABCDEF cu lungimea laturii egala cu 2, care
raportat la sistemul xCy are varfurile B si E pe Cx, respectiv Cy. Se considerd un
alt sistem x'F)' orientat pozitiv, axa absciselor fiind FA4.

a) Sa se stabileasca formulele de trecere de la xCy la x'F)';
b) Sa se determine coordonatele varfurilor C si E fata de x'F)'.

Solutie: Unghiul de rotatie este dat de o = 2?71 . Atunci, din formulele roto-

translatiei
x=x'cosa— y'sina+a
{y =x'sina— y'cosa+b
se obtin formulele de trecere, unde:

1, 3,

X=—x-—y'-2
2 Y

NEE
RN W 2
y="¥-oy V3

b) Coordonatele punctului C fata de noul sistem de axe le determindm din
conditiile

N
0= v L 03
2 oY 3

Se obtine C(Z,—Z\/g ) Analog rezulta £ (— 1,—\/5 )
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R4.6.3. Ce devine ecuatia x*—y°—-2=0, atunci cind sistemul xOy se
. n
roteste cu un unghi a = 2 ?

Solutie: Coordonatele x,y ale unui punct oarecare de pe hiperbola data, se vor
transforma in coordonatele X, Y dupa formulele

X = XcosE—Ysm——X—— —_—
4 4 2 2 2

n\/_\/_\/_()

y= Xsm +Ycos—=X—+Y—=—-(X
4 4 2

Inlocuind aceste valori in ecuatia hlperbolel, ob‘glnem.

xt =y —2{%(){4)}2 {g(xw)}z -2=

:%(XZ —2XY+Y2)—%(X2 +2XY +Y?)-2=0 sau

XY +1=0.
Deci, in noul sistem de coordonate hiperbola x* —y* =2 =0, are
ecuatia XY +1=0, adica noile axe Ox, Oy coincid cu asimptotele hiperbolei.
R4.6.4. Si se interpreteze geometric actiunea aplicatiilor f : R* — R’

a) f(x,y)=(02x+y); (x,y)eR?
b) f(x,y)=(x.2x); (x,y)e R’
¢) f(x,)=(Bx=y,6x-2y); (x,y)eR’

0 0 1 0
Solutie: Matricele aplicatiilor sunt a) 4 = {2 J ,b) A= {2 O} ,C)

3 -1

A= {6 2} care verifici relatia 4> = 4, deci f este operator de proiectie.

a) Proiectia pe axa Oy paralela cu dreapta d : 2x+y =0.

b) Proiectia pe dreapta D : y —2x =0 paralela cu dreapta Oy.

c) Proiectia pe dreapta D : y —2x =0 paraleld cu dreapta d : 3x—y =0.
R4.6.5. Si se interpreteze geometric actiunea aplicatiilor f :R*> - R’

a) f(x,y)=(x2x+y); (x,y)eR’

b) f(x.y)=(x.2x-y); (x,y)e R’

o) f(x.y)=(x-y8x-3y): (x.y)e R’
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1 2 -1 8 -3

verificd relatia 4> = I,, deci f este operator de simetrie.

. . -1 0 1 0 3 -1
Solutie: Matricele a) 4 = 5 ,b) 4= ,C) A= care

a) Simetria fatd de axa Oy paralela cu dreapta x+y =0.

b) Simetria fatd de dreapta x + y = 0 paralela cu axa Oy.

c¢) Simetria fatd de dreapta 2x — y = 0 paraleld cu dreapta 4x—y =0.
R4.6.6. Si se arate ci daci Ae M,(R), 4> =4, A# O si A= I, atunci

x' x
proiectia P, : R* - R*, P, (x,y) = (x',y') cu L}} =4- LJ are proprietatile

a) Multimea Ker P, = {(x, ylPA (x,y)= (0,0)} este o dreapta.
b) Multimea Im P, = {(x, yX(x, y)e Rz} este o dreapta.
c) P, are proiectia pe dreapta Im P, , paralela cu dreapta Ker P, .

Solutie: Din conditiile date rangul matricei 4 este 1 deci sistemul omogen
X

y
forma X =a-X,, a eR, deci:

A-X=0, X = { } , are o solutie nebanald X # O si orice alta solutie este de

a) KerP, = {(x,ylx-yo =y-x0} unde X, ={x°}.
Yo

b) YelmP, & existi Xcu 4- X =Y, adica sistemul neomogen 4- X =Y
este compatibil, conditie echivalenta cu rang[A|Y ] =rang A =1 deci dacd 4,

este o coloana nenuld a matricei 4 atunci ¥ = a.- 4,, o € R. Atunci pentru

4 =m mP, = {(x,y)e-x=a-y}

c) Evident ca punctele planului sunt proiectiile pe dreapta Im P, .
Mai trebuie ardtat ca vectorul care uneste un punct cu imaginea sa este paralel
cu dreapta Ker P,,decica 4-X — X este proportional cu vectorul X, (cu

4-X,=0).
Dar A(AX — X)=A>X — AX = (A2 —A)X = O deci vectorul X, = AX - X
este solutie a sistemului 4- X, =0 sau X, € Ker P,.

R4.6.7. Sa se arate cd daca 4e M, (R) , A> =1,, A= +I, atunci simetria

.R?2 2 —(+' 4 x' _ x LU IEE B
S,:R">R", SA(x,y)—(x,y)cu =4 are proprietatile:
y y
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a) Multimea InvS, = {(x, y)|S L y)=(=x- y)} este o dreapta

b) Multimea Fix S, = {(x, ylS L) =(x, y)} este o dreapta

. . X C e . .
c) Pentru orice matrice X = { } existd s1 sunt unice matricele X, X, cu

y
A- X, =-X,, 4-X, =X, astfelca X =X, + X,

d) §, este simetria fata de dreapta InvS ,, paralela cu dreapta Fix S, .

Solutie: a) Din conditiile date matricea (4 + 7,) are rangul 1, deci sistemul
A-X =-X < (4+1,)-X = O are solutii nebanale toate de forma a- X,
X,#20,aeR.

b) Matricea (4 — I, ) are rangul 1, deci sistemul 4-X =X < (4-1,)- X =0
are solutii nebanale si toate de forma B-X,, X, #0, eR.

c) Dacd arexista X, s1 X, amavea 4- X =4-X, +4-X, =-X,+ X, 51

X =X, +X, deci X, =%(X—A-X) st X, =%(X+A~X) care verificd
conditiile cerute. (4-X, =-X,, 4-X, =X,)

d) Aratam ca dreapta ce uneste un punct cu imaginea sa, are directie fixa. Avem
A-(AX —X)= A’X — AX = X — AX deci matricea X, = AX — X verifica
relatia 4- X, =—X, deci X, eInv4,

AG(AX + X)j = %(AzX +AX )= %(X + AX) deci %(X +AX)= X, este fix

A-X,=X,.
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5. Determinanti

5.1 Permutari

Fie multimea A4 = {1,2,...,n}, neN".
Definitie 5.1.1. O aplicatie bijectivd 6: 4 - A se numeste permutare de
gradul n.
De regula o permutare de gradul » se da cu ajutorul unui tablou cu doua linii:

1 2 - n
o= s
o) o(2) -+ ofn)
in care in linia a doua se scot in evidenta imaginile prin ¢ ale numerelor
1L,2,...,n.
Multimea tuturor permutdrilor de gradul » se notezd cu §, iar numarul lor

este n!.
2 n : o
Vom nota cu e permutarea identica, e = (1 5 nj , adica aplicatia
e:Ad—> A, elk)=k, (V)k=1n.
s . 1 2 - on)
Definitie 5.1.2. Fie a,pe §,, a = [a(l) a(2) (x(n)j si

1 2 - n
B= { j , atunci prin compunerea permutarilor o o3
B) B2) - B(x)

1 2 - n

a(B1) o) -- Q(B(n)ﬂesn.

Observatie 5.1.3. In general, aof #Boa,unde a,fe S, .

] 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Exemplu 5.1.4. Fie o, S, a= , B= ,
25 4 1 3 31 5 2 4
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
0!0,B= o = *
] 25 4 1 3 315 2 4 4 2 3 5 1
4 5\ (1 23 4 5)
2 4/ 2 5 41 3)
4
3

y
:Boa_

intelegem permutarea oo f3 = [

W

108



Proprietati 5.1.5. (ale compunerii permutarilor)
a) (aop)oy=ao(Bey). (Voupyes,
b) Permutarea identica e, are proprietatea eca=ace=a, (V)oc es,
C) (V)oc €S, (El)oc‘1 €S, astfelincat aoa™ =a'ca=e.
Permutarea o.”' se numeste inversa permutirii o
1 2 3 45

Exemplu 5.1.6. Daca e §;, a =
4 1 5 2 3

L(1 23 45
o = .
2 4513

Definitie 5.1.7. Deoarece compunerea permutdrilor verifica proprietatea a),
putem defini puterile lui a. € S, , astfel: o’ =aoa, o’ =a’oa,

] , atunci

Lo =a""oa,neN,n>2.
Definitie 5.1.8. O permutare 1€ S,, n > 2 se numeste transpozitie daca
(El)i,j € 4, i# j,astfel incat

j k=i
w(k)=<i, k=
k, keAd-1ij}

si vom nota 1 = ().
Proprietati 5.1.9. Pentru orice transpozitie t € §,, avem:
a) i =e
b))t =1
Demonstratie: Presupunem ca t = ( ]) atunci:
) T0)=(rohi)=tleld)) = <(/) =
(7)) =(vot)j)=(x(s)) = (i) = j, si pentru orice k € 4—{i, j}, avem
)

(k)= (vot)(k) = o(xlk)) = <lk) = &

Deci t°(t)=¢, (V)t € 4, de unde rezultd 1> = e. De aici obtinem
imediat punctul b).
Observatie 5.1.10. Numirul tuturor transpozitiilor de gradul n este C .
Teorema 5.1.11. Orice permutare ¢ € S,, n > 2, poate fi scrisa ca un produs
finit de transpozitii.
Demonstratie: Daca M este o multime finitd, vom nota cu card M numarul
elementelor lui M. Pentru c € S, fie m_ = card{k|c7(k) # k}.
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Vom face un rationament prin inductie matematica dupa numarul m_ .

Daca m_ =0, atunci ¢ = e §i pentru orice transpozitie T avem
C=e=ToT.

Presupunem m_ > 0 si ca afirmatia din enunt este adevaratd pentru
permutirile e S, cu m_ <m_.Cum m_ >0 existd i € 4 astfel incat o(i)#i.

Fie j=o(i), t=(ij) si n=1o1.Seobservi ci daci o(k)=k, atunci k # si

k # j,deunde
(k)= o(t(k)) = o(k) =k
Deci o(k)=krezultd n(k)=k sicum n(;)=o(t(;))=o(i)= j, deducem ca
m_ < m_. Conform ipotezei de inductie exista transpozitiile t,,1,,...,T, €S,
astfel Incat m =1, 01, 0...01, . Asadar,
GoT=T,0T,0...0T, .
Inmultind la dreapta aceasti egalitate cu T si tinind cont cd ToT = e,

rezulta
G=T,0T,°...0T, °T.

1 2 3 45

si s-0 scriem ca produs
2 5 41 3

Exemplu 5.1.12. Fie permutarea ¢ = (

de transpozitii.
Cum o(1)=2, atunci o(1)# 1 si consideram transpozitia t, = (12). Facem

1 23 4 5)(1 2 3 45 1 2 3 45
produsul ¢'=1, -6 = . = .
21 3 45){25 413 1 54 23

Cum 6'(2)=35, atunci o'(2)# 2 si consideram transpozitia t, = (25). Facem
1 2 3 45

12 45 3} '
Cum G"(3) =4, atunci (5"(3) # 3 si considerdm transpozitia T, = (34). Facem
produsul ¢'"'=1, -G":(l 20 Sj =(45).

1 23 5 4
Deci (45)=1,-0"=1,-1,-6'=1, -1, T, -G sau (45)=(34)25)12)o, de unde
c= (12)(25)(34)(45) (am inmultit egalitatea de mai sus, la stanga, cu produsul

(12)(25)(34)).

Definitie 5.1.13. Fie 6 € §, . Spunem cd permutarea ¢ prezintd o inversiune

produsul ¢''=r1, -G':(

pentru perechea de numere (i, j)e Ax 4, i < j, dacd o(i)> (/).
Vom nota cu Inv(c) numarul inversiunilor permutrii .
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1 23 45 ,
, atunci Inv(c) =3,
1 4 3 25

deoarece G prezintd inversiuni pentru perechile (2,3), (2,4) si (3,4) cici

5(2)>a(3), 5(2)> o(4) si 5(3)> o(4).

Observatie 5.1.15. 0 < Inv(c)< C? = ”(”2_ 1),

Definitie 5.1.16. Numarul &(c)= (=1 € {~ 1,1} se numeste signatura

(semnul) permutarii . Vom spune ca ¢ este permutare para (impara) daca

e(c)=1 (respectiv &(c)=—1).

Proprietate 5.1.17. Daci t=(ij)e S

Proprietate 5.1.18. Dacd ¢ € S, atunci are loc egalitatea
_ 1y ot)=ol))

) H i-j

o(i)-o(/)

Demonstratie: Produsul &(c)= H —~2 ) are C; factori. Si considerdim

1<i<jsn V)
factorul M

Exemplu 5.1.14. Dacd 6 € S;, o= (

i< j,atunci g(t)=—1.

n?o

(o

(i < j). Daca notdm G(i):l si G(j)zm, atunci / # m si

=7
I,me{l,2,...,n}. inseamni ci o(i)—o(;)=1—m, se simplificd cu numitorul

din factorul —G(ll)_ G(m) daca / < m sau cu numitorul din factorul —G(m)_ ;S(Z)
—m m—

dacd m <. Prin simplificare obtinem (~1) daca (i, j) este o inversiune si (+1)

in caz contrar. Cum orice numarator din produsul de la Inceput se gaseste ca

numitor in alt factor cu semnul + sau — , atunci produsul amintit, dupa

simplificare va fi un produs de (+1) si de (—1); numarul (~1) va fi egal cu

numarul de inversiuni ale permutarii . In concluzie produsul va fi egal cu

8(0), adicd tocmai egalitatea de demonstrat.
Proprietate 5.1.19. Dacd 6,1 € §,, atunci S(G’C) = 8(0)' e(r).
Observatii 5.1.20. 1) Daci o € S, , atunci &(c®)=1;

2) Permutarea oo 1 este para (respectiv impara) daca
ambele permutari ¢ i T au
acelasi semn (respectiv semne contrare).
Proprietate 5.1.21. Pentru orice n > 2, numarul permutarilor pare (respectiv

!
impare) din S, este %
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5.2. Determinantul de ordinul »
Determinanti speciali

Definitie 5.2.1. Daci Ae M,(C), A= (a ) -ix §1 §, este multimea

Jj=ln
permutarilor de gradul n, atunci numérul
det4 = Z alc V26(2) "+ Do)
cesS,
se numeste determinantul matricei 4.
Din definitia determinantului se deduc urmatoarele
Proprietati 5.2.2. Daca c,,c,,...,c, sunt coloanele matricei 4, atunci:

a)

det(cl,cz, ,C, +Cpisyen )=det(cl,cz, s Chyen )+det(cl,cz,...,ck.,...,cn);
b) det(cl,cz, kck, ,C )zkdet(cl,cz, ck,...,cn), reR;
C) det( ) e(o)-det(c,,c,,...,c,), 6 €S, .

De asemenea, pentru A Be M ,(C), avem:
d) det ‘A =detA4;
e) det A =det 4;
f) det(4-B)=det A-det B;
g) det A" =(det4)’, neN";
h) det(h4)=21"det4, L eR.

Dezvoltarea determinantilor

Dacid 4 e M, (C), atunci:

1) detd = Zalj ; (dezvoltarea determinantului dupa linia i), unde

_ i+j . . .
A4, = (1) M ; (A4, se numeste complement algebric al elementului a,, , iar

M se numeste minor complementar al elementului a;, );

2) det A4 = Za (dezvoltarea dupa coloana j);

/)

3) ZaUA,g =0, pentru k #i i Zau 4 =0, pentru k # j;
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4) A-A" =detA-1,,unde A" =' (A.‘): 4, reciproca matricei 4.

J

Determinanti speciali

5.2.3. Determinantul Vandermonde se noteaza cu V(al,az,...,an) sl este

definit prin
1 1 1
a a e a
1 2 n
V(al,az,...,an)= ,
n—1 n—1 n—1
al az oo an

unde neN, n>2sia,,a,,...,a, €C.
Vom calcula valoarea lui, prin doua metode.
Metoda I Efectuand -a,L, ,+L,,—aL, ,+L, ,,...,—a, L +L,, obtinem:

1 1 1 1

0 a, —a, as; —a, a, —a
V(al’aZ""’an): 0 az(az_al) a3(a3_a1) an(an_al) =

0 a;—z (az al) a;_z(as al) a:—z(an —a

= (a2 —al)(a3 —al)-...-(an —al)- V(az,aS,...,an), care reprezintd o relatie de

recurenta.

Deci, V(al,az,...,a”)z(a2 —al)(a3 —al)-...-(an —al)-V(az,a3,...,an)
V(az,a3,...,an):(a3 —az)(a4 —az)-...-(an —az)-V(a3,a4,...,an)

V(an—Z 4 an—l > an ) = (an—l - an—2 )(an - an—Z ) V(an—l 4 an )
Facand produsul, se obtine:

V(al,az,...,an): H(aj —ai).

I<i<j<n
Metoda a II-a Fie polinomul P(x)="V(a,,a,,...,a, ,x) de gradul n—1.
Observam ci P(a, )= P(a,)=...= P(a, )= 0 (am exclus cazul banal in care
doua dintre numerele a,,a,,...,a, , sunt egale). Deducem ca polinomul P este
de forma:

P(x)= aH(x—ak)



Dezvoltand determinantul ¥(a,,a,....,a,_, ), dupa ultima linie, a fiind

coeficientul lui x"', deducem a =V (a,,a,,...,a, , ), deci

n—1

V(al,az,...,an_l,x): V(al,az,...,an_l) ~H(x—ak)

k=1
Pentru x = a,, obtinem:

n—1

V(al,az,...,an): V(al,az,...,anfl)-H(an —ak)

k=1
si tindnd cont de aceasta relatie de recurenta si de egalitarea
V(a,,a,)=(a, —a,), obtinem

V(al,az,...,an)z H(aj —ai).

I<i<j<n
5.2.4. Determinantul Vandermonde lacunar

Fie a,,a,,...,a, €C, ke {O,l,...,n—l}.
Se numeste determinant Vandermonde lacunar, si se noteaza cu
V.(a,,a,,...,a,), determinantul

1 1 1
a, a, a,
k-1 k-1 k-1
V ( )_ al aZ an
P\G150g5-.0, )= 4 kel K+l
al az oo an
n n n
al az cee an

Pentru calculul lui, consideram egalitatile
V(al,az,...,an,x)z V(al,az,...,an)- (x—ak):

= V(al,az,...,an)-(x" -Sx" +8,x" —...+(—1)"Sn),
unde S, este suma Viete de ordinul £.

Pe de alta parte dezvoltand determinantul V(a1 7 SN B x) dupa
ultima coloana, obtinem
V(a,,a,,...,a,,x)=(- 1)"+2(V0 —xV, +x%V, +...+(—1)"x”Vn)
Identificand coeficientii celor doud forme ale polinomului
V(al,az,...,an,x) obtinem:
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5.2.5. Determinant polinomial

Fie P € C[X] polinom de grad cel mult n—1, i =1Ln sifie x; eC,

j=Ln.
Determinantul

Pn (xl ) I)n (‘x2 ) o I)n (‘xn
se numeste determinant polinomial.
Daca P (x) =a, ta,x+...+a,,x

n-1

P,(x)=a, +apx+...+a, x""

P(x)=a, +a,x+..+a,x""

n nl

sinotam P = (P, )[ . matricea coeficientilor polinoamelor P, i =1,n
observand egalitatea (P,(x ; )=(r, )(xf’l ), deducem ci

det(R(xj)):detP-V(xl,xz,...,xn).

5.2.6. Determinant circular

Fie a,,a,,...,a, € C. Se numeste determinant circular al numerelor

a,,a,,...,a, $lsenoteaza cu C(al,az,...,an) determinantul

a a, a,

a, a; a,
C(al,az,...,an)= a, a, - a,|.

an al an—l
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Pentru calculul lui, consideram ecuatia binoma x”"
¢, numite radacini de ordinul » ale unitatii si

carei radacini sunt €,¢€,,...,

construim un determinant Vandermonde de forma:

-1=0,n2>2,ale

1 1 1
81 82 gn
|2 2 2
V(sl,sz,...,e,,)— e & - g
n—1 -1
S

n
I’l
,a, ) V( €150 suens n),ob‘ginem:

Facand produsul C(al,az,... €
C(al,az,..., n)
a, +ae, +...+ael’

nl n—1

a, +a,e, +...+ae; a, +a;&, +...+a,g,

an)' V(Sl’gza €

| ta,e, +. +azg’

n-n

a,+a,e +...+a,e
a, +ae, +...+agl’

1 -1 1

a,+ag +...+a, e a,+ae,+...+a, €5 a,+ag, +...+a, "

Consideram polinomul f(x)=a, + a,x +a,x* +...+a,x"" astfel ca

produsul precedent se scrie:

el fle,) eifle,) el fle,) e & o g
) ) S ) ) s R
Slf(sl) Szf(gz) Snf(sn) € €, = &,

Ultima linie se poate aduce pe prima linie prin » —1 schimbari.
Procedand analog cu celelalte linii, obtinem:
C(al,az,...,an)-

,Sn):(_1)(n—1)+(n—2)+..‘+2+1 f(al)f(gz)
n(n+1)
Sle) fley) o fle,) Ve

:(—1) 2
de unde simplificand cu V(s 15€55ee05€, ), obtinem:
n(n—l)
'f(gl).f(SZ).""f(Sn)’

C(al,az,...,an) = (—1) 2
unde f(g)=a, +a,e+a,e’ +...+a,e"", iar & este o radicini a ecuatiei

x"—-1=0.

fe,) V(enes.ne, )=
£,),

V(al,sz,...
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5.2.7. Determinant Cauchy

Fie a,,b, € C, i, j =1,n. Se numeste determinant Cauchy al

numerelor a,,b; , determinantul

1 1 1
a, +b, a +b, a, +b,
1 1 1
D, ,)=la,+b, a,+b, a,+b,|-
1 1 1
a,+b,  a,+b, a,+b,

Pentru calculul sau scadem ultima linie din celelalte linii, dam factori pe
linii si pe coloane apoi scddem ultima coloana din celelalte coloane si ddm din
nou factori.

Se obtine relatia de recurenta:

D, 17 (an —a )(bn - bk)

de unde

5.3. Functii polinomiale de tip determinant

In continuare este expusd o metodd de stabilire a unor proprietati ale
determinantilor cu ajutorul unor functii polinomiale de tipul:
det(4+xB), unde 4,B e M, (C)

Teoremi. 5.3.1. Fie 4,Be M, (C). Atunci f(x)=det(4+xB) este un

polinom de grad < n avand termenul liber egal cu det A si coeficientul lui x"
egal cu det B.

Demonstratie: Din dezvoltarea lui det(4+xB) cu definitia determinantului,
rezultd cd f este un polinom de grad <n iar termenul liber este egal cu

£(0)=det 4. Coeficientul lui x" este determinat de:

limM = lideet(A +xB) = lim det(iA + Bj =detB.
X

nswo  y n—w " X—»00
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Exemplu 5.3.2. Daca 4,Be M 2(C), atunci
det(A+ B)+det(4— B)=2(det 4 +det B).
Intr-adevir, conform teoremei 5.5.1. putem scrie:
det(4 + xB) = det A+ ax + det B - x’
Atunci, pentru x =1 §i x =—1, obtinem:
det(4+ B)=det A+ a +det B

det(4 - B)=detA—a+detB, a e C de unde, prin adunare obtinem relatia de
demonstrat.

5.4. Derivata unui determinant

Teorema 5.4.1. Fie fU : R — R functii derivabile pe R, i,j € {1,2,...,n}, iar
f:R—>R,
) fol) o £, ()
sy = |2 2 )
fax) fa(x) o £,()

Aratati ca f'este derivabila pe R si:

1) ale) e )
> 10 F) < Sl (R,
1) Sale) e gl

Demonstratie: Faptul ca functia f'este derivabila pe R rezulta din aceea ca:
daca functiile g,,g,,...,g, sunt functii derivabile pe R, atunci functia

g 8, ... g, este derivabilépeRsi
(gl . zgl g2 cee / cee gn.

In continuare, avem £ (x )- z ( ) ) L3 S 3) (1)

ceS,

Din (1) prin derivare, rezulta:

zz ) fro)(®)* fao) %) oo Fioin () o fro (),

j=1 c€S,
adicd tocmai relatia de demonstrat.
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Exemple 5.4.2. Sd se demonstreze ca:
sin(x+¢a) sin(x+ f) sin(x+y) sina sinf siny
cos(x+a) cos(x+ ) cos(x+y) =|cosa cosf cosyl|,
a b c a b c

(V)x € R, unde o.B,y,a,b,xeR.

Intr-adevar, fie fR—>R,
sin(x +a) sin(x+ f) sin(x+y)
fx)=|cos(x +a) cos(x+ ) cos(x+y)
a b c
Evident feste derivabila si conform relatiei demonstrate, putem scrie:
cos(x+a) cos(x+ f) cos(x+y
f'(x) =|cos(x+a) cos(x+ ) cos(x+y)+
a b c
sin(x+a) sin(x+ f)  sin(x+y)
+|-sin(x +a) -—sin(x+ ) —sin(x+y)+
a b c
sin(x+fB) sin(x+p) sin(x+7)
+ |cos(x+a) cos(x+B) cos(x+7y) =0, (V)x eR.
0 0 0
Cum f '(x) =0, (V)x € R rezultd cd f este constanta pe R si deci f(x)=A0),
(V)x eR,
adica tocmai ceea ce trebuia demonstrat.
Fie a,,a,,...,a,,x €R. Sd se arate ca:

x+a, x X
x  x+a, -+ X
x x - Xx+a,

=(a,a,-...-a, +a,a,a,-...-a, +...+ aa,-...-a, ) X+aa,-...q,
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x+a, x

N X x+a, X
Solutie: Fie f(x) = , x€R.

x X o x+a,
Se observa imediatcd  f"(x)=0, (¥)x € R. Deci, (3)4, B R astfel incat f{x)
= Ax+B, (‘v’)x eR.

a 0 0
' a, - 0 ‘
Evident avem: B=f(0)= =a,a,..q,,lar
0 0 a,
1 1 1
0 0
a=r10)=" “ +ook
0 0 a,
a 0
0 a,
- “l=a,ay...a,vtaaa,...a,+...+aa,...a,,,
o 0 - a., O
1 1 - 1 1

de unde rezulta concluzia.
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5.5. Probleme rezolvate (5.1)

R5.2.1. Fie 6 € §, o permutare de ordinul n.
a) Demonstrati ci existd k € N, 1< k <! astfel incat ¢* =e¢;
b) Daca m, p € N", cu proprietatea 6" = ¢’ = e atunci o) =e;
¢) Daci & este cel mai mic numir natural nenul cu proprietatea " = e,
demonstrati ca pentru orice m € N* cu ¢” =e, avem hjm
Solutie: a) Consideram sirul de permutari 6,6°,0°,..., sir de elemente din S, .
Cum S, este multime finita, existd numerele naturale 7, j, 0 <i < j astfel incat
o' =o' (aceasta deoarece 1n caz contrar ar rezulta ¢ multimea S, ar fi
infinitd). Rezulti 6/~ = e sialegind j—i =k, obtinem c* =e;
b) Daca m, p € N*, atunci existd r,q € Z astfel incat (m,p) =r-m+q-p,de
unde ") = g"HIP = (G’” )r -(cs")q =e.
c) Aplicand teorema Tmpartirii cu rest pentru m si h, avem m=h-q+r, de
unde 6" =e, dar 0 <r < h, contradictie daca » # 0. Deci » =0 si atunci h|m .

1 23 45 6 7

76 5 4 32 J ‘

Si se arate ci nu existd nici o permutare x € S, astfel incat x* =u .

R5.2.2. Fie permutarea u = [

Solutie: Presupunem ci (I)x e S, astfel incat x* =u. Atunci s(xz):a(u).

Cum s(xz):l si e(u)= (—I)C72 =(=1)*" =1, rezulta ca nu existd o astfel de
permutare.

n

R5.2.3. Pentru o permutare @ € S, se noteaza S (@)= ﬂ Sa se arate ca
! " =1 (P(k)

S, ((p) este minima dacd ¢ este permutarea identica.
Solutie: Aplicand inegalitatea lui Cauchy-Buniakowski, obtinem:

EdER )
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datorita bijectiei ¢, deci

SVk o1 1 1 o 1
——2—=+—=+...+—=.Deci minS, sise
240 Jn R

realizeaza cand in inegalitatea lui Cauchy-Buniakowski are loc egalitate, adica
olk)=k.

Deoarece z > Z— si hmZ— =00, rezultd cd lim S, ((p) =00.

n—»o n—»o
k= 1

R524.Fiene N Sa se afle permutarea c €S, in cazurile:
L2
(1) o(2) ( )
b) 1- G() 2 0(2) =n- G(I’l)

Solutie: a) Putem scrie =i: =1 - I+2+...4n =1,

o(1) o(2) o(n) o(1)+o(2)+...+c(n)

‘ .

/—\

de unde rezulta

o(1)=1,6(2)=2,...,0(n)=n,adici c=e = 1 ]

—

b) Din 1-6(1) = n-o(n) rezulta o(1)= 7 si G(I’l )=1, deci io(i)=n
(V)i=2,n-1.

2

Obtinem (n—1)o(n—1)=n, de unde o(n—1)=1+

o (1 2}
slatunmczz .

, de unde rezultd n =2
n —

1

Probleme rezolvate (5.2)

R5.4.1. Daci 4,B € M, (R) astfel incat 4B = BA, atunci det(4” + B>)> 0.

Solutie: Din AB = BA avem A’ + B> =(A+iBYA—iB)=(A+iB)A+iB) si
deci putem scrie

det( 4’ +B*)=det(A4+iB)(A+iB)=

— - R , ceea
= det(4+iB)-det(A4+iB) = det(A+iB)-det(A+iB)=|det(A+iB)| 20

ce incheie demonstratia.
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R5.4.2. Si se demonstreze ci daci X,YeM, (C) si XY =1,, atunci si
Yx=1,.
Solutie: Din XY =/, rezulti det(XY)=det(Z,)=1 sau det X -det¥ =1, adici
det X # 0 si detY # 0, ceea ce inseamna ca X si Y sunt inversabile.

Fie X' inversa lui X. Inmultind relatia XY =/, (la stanga) cu X'

obtinem ¥ = X' sideci YX=X"-X=1,.

R5.4.3. Fie p si ¢ doud numere reale astfel incat p* —4p < 0. Si se arate cid
dacd n este un numdr natural impar si 4 € M,(R) atunci 4>+ pA+ql, #O,,
unde /, este matricea unitate de ordinul # si O, este matricea nuld de ordinul 7.

Solutie: Presupunem prin absurd cd A4” + pA4+ql, = O, . Atunci din identitatea

2 2
A* + pA+gql, :[A+§Inj _pTélqln

rezulta

2 2_
(A+£1nj _Po4a,
2 4

Aplicand determinantul in ambii membri, obtinem:

2 2 4 n
e a+21,) <[ £5%].
2 4

Membrul sting al egalitdtii este pozitiv iar membrul drept al egalitatii
este strict negativ deoarece p° —4p <0 si n este impar, deci am ajuns la o
contradictie si rezultd deci ci A° + pA+ql, # O, .

R5.4.4. Daci n€2N+1si 4 e M,(R) cu proprietatea cd 4”> = O, sau

A* =1, atunci det(A+In)Z det(A—In).

Solutie: Dacd 4” = O, , atunci avem
2

2
det(A+1n)=detG,42+A+1nj:det(%/1+1nj :(detGAunD >0 (1)

De asemencea, avem:
det(A—1,)=det(—(1,—4))=(-1)"det(I, - 4)=

2
=(-1)" det([n —A+%A2j =(-1)’ det([ﬂ —%Aj =
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2
=(-1) [det(ln —%AD <0, deoarece n € 2N +1 )

Din (1) 51 (2) deducem cerinta enuntului.

Dacd A4° = I, adicd matricea 4 este involutiva, atunci

(det(4+1,)] =det(d+1,)* =det(4? +24+1,)=det(24+21,)=2"det(4+1,)> 0
)

Totodata:

det(4—1,)=(=1)"det(1, —4)=(-1)" det(é (21, - 2A)j = (— %} det(27, —24) =

_ (_ %j det(4—1,) = (— %j (det(4-1,)f <0 (4)

Din (3) si (4) deducem cerinta enuntului si in acest caz.
R5.4.5. Sa se calculeze determinantul de ordinul #:

8 5 0 v e e 0
3 8 5 e eee e 0

A, = .
o o0 o0 -~ 3 8 5
o o0 o0 - 0 3 8

Solutie: Dezvoltand dupa prima coloana obtinem relatia de recurenta
A, =8A, , —15A, ,, cu ecuatia caracteristicd r* —8r +15=0, de unde 7, =3

n-272
sir,=5.
Rezultd A, =a-3" +B-5" cu A, =8, A, =49. Obtinem in final
An — %(5i1+1 _3n+l), n Z 1 .
R5.4.6. Sa se calculeze determinantul
cos o 1 0 0 0
1 2cosa 1 0 0
0 1 2coso. - 0 0
A, = ,unde a € R.
0 0 0 ... 2cosa 1
0 0 0 1 2cos o
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Solutie: Dezvoltand dupa prima linie obtinem relatia de recurenta
A, =2cosaA, ,—A, ,, n=3.
cosal 1 5 .
Avem A, =cosa, A, = =2cos” a—1=cos2a . Presupunand
I 2cosa
ca A, =coska, (V)k = 1,n, avem:

A, =2cosa-cosno —cos(n—1)o = cos(n +1)a + cos(n —1)a. — cos(n — o = cos(n +1)ot

Conform principiului inductiei matematice complete avem A, = cosno,

(V)neN".
R5.4.7. Sa se calculeze:
1+x)  xx, xx; - XX,
2
X, X 24X XX, ot XX —
A, = 2 2T 2 ,unde x, €C, k=1n.
X, X, X, X, X, Xy n+x”2

Solutie: Fie x, =0, (V)k = 1,7, atunci putem scrie:

X +— X, X,
Xy
X X, +— - X
_ . 1 2 n _
A, =xx,...x, X, =
'xl 'x2 xn +—
X,
1 -
X +— X, X, X + X 0
X
X, 1
. X X, +— 0
:ka )Cl x2 +— xn =+ 1 2 x =
X 2
k=1 2 .
n
X X —
xl 'x2 'xn ! 2 xn
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1 —
— 0 X, + X2 Xnt
X, *
L 2
X Xy +— - X
=TIx, |0 — 0+ ™ 2T = (=1 +nA,
X 2
f=1 2 xn
X X X +—
xl x2 xn 1 2 n—1 x
n—1

2 2 2

L xp o x x 5

Cum A, =1+x], rezultdi imediat An:n!(1+T1+—2+...ij. Daca
n

(3)k eN" astfel incat x, =0, atunci A, se dezvolti dupa linia k si se
procedeaza analog, rezultatul raimanand acelasi.

1-apb,

5 ) 1—ab}

R5.4.8. Sa se determine det| ———
i,j=ln
. B al‘nb;l 272 n-17n-1
Solutie: Avem a;, =——=1+ab, +a;b; +...+a/ " b;” = P.(b.), unde
5 i 1 _ aib A i~ i7j i J i\7j

P(x)=1+a,x+a’x* +...+a/"x"". Deci, determinantul cerut este un
determinant polinomial cu grad P, <n—1. Avem D =detP-V(b,,b,,...,b,),
unde

2 1
1 a aq a,
1 a, a’ a
2 2 2 .
P= , detP:V(al,az,...,an),dem
1 a a° a’

D= V(alaaza ) (blabza b, )
R5.4.9. Sa se calculeze valoarea determinantului circular: C(l,2,3, e n)

n—1

Solutie: Avem C 1,2,3,. HP ,unde €, (i= I,_n) sunt radacinile de

ordinul » ale unitatii, iar

1] n+l
P(x):1+2x+3x2 o+ nx" =(1+x+x2 +...+x") :(x _1] ) x#1.
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n-1
. Deci, C(l,2,3,...,n): n(n - 1) ! . Fie
2 i=1 81» _1
v, =€, —1, cautam polinomul cu radacinile y,, i=1,n—1. Avem ¢, = y, +1 si
polinomul in radacinile €,, i =1,n—1 este f(x)=x

e x"? 4 +x+1, deci

n—1
gy)=f(y+1)=y""+...+n, deci Hyi =(=1)""n sirezulta

n—1
C(1,23,....n)=(-1)"" #

i=1

Probleme rezolvate (5.3)

Atunci det4 = detB.

R5.6.1. Fie 4,B € M,(R) care comuti intre ele si det(A2 + Bz) 0.

Solutie: Fie f(x)=det(4+xB). Conform teoremei 5.5.1. rezulta ca:
(1) f(x)=detB-x* +ax+det 4.

Atunci det(A2 +B’ ) = det(4 +iB)-det(4—iB)= f(i)f(~i)=0, deci, pentru ca
fare coeficienti reali, f (i ) =f (— i ) =0.

Deoarece grad =2 = fix) = m(x* + 1). Comparand cu (1) rezultd ci detd =
detB.

R5.6.2. Fie 4,BeM,(R) astfel incat det(4B+BA) <0. Si se arate ci
det(4°+B*)>0.
Solutie: Fie f{x) = det(4> +B* +x(4B+BA)).

Observam ca f{1)=det(4”> +B* +4B+BA)=det(4 +B)* >0 si

j‘(-1)=det(A2 +B* —AB-BA)=det(4-B)* >0. Pe de altd parte, graficul lui feste o

parabola cu maxim deoarece coeficientul lui x> este det(AB+BA)< 0. Daca
det(4B+BA)=0, atunci

f este liniard. Oricum, din faptul ca [ (1)20 si
f(=1)>0 rezulta ca £(0)>0, adici det(4> +B*)>0.

R5.6.3. Fie 4 € M,(Q)astfel incat det(4—27,)=0. Sa se arate ca A° =21,
sidetd=-2.

Solutie: Fie f(x)=det(4—x/,), avand coeficientul x> egal cu det/, =1.
atunci:

det(4® —21,) = det(4 —21, )det(a + 21, )= 0= f(V2)= r(-~2)=0
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pentru cd f are coeficienti rationali. Deci f(x) = a(x* — 2), a eR. deoarece
coeficientul lui x* este 1, rezultd cd o =1 si implicit f(x)= x> -2, adica:

(2) det(4—=xI,)=x"-2,(V)xeR.
Pentru x =0 = det 4 =-2. Cum (2) este ecuatia caracteristicd a lui 4, rezulta
cd A4 o verificd, deci 4> -2, =0= 4*> =2I,.

R5.6.4. Fie 4,B,C € M,(R) care comuti intre ele si detC=0. Sa se arate ca
det(4> +B* +C*)>0.
Solutie: Fie f{x) = det(4”> +B* +C* +xBC).

Avem f(-2)=det(4” +B* +C* -2BC)=det(4> +(B* -C*))>0 si
A2)=det(4> +B* +C* +2BC)=det(4> +(B* +C?)>0. Coeficientul lui x* in
dezvoltarea lui feste det(BC)=detBdetC=0, deci feste functie liniara.

Cum f (— 2) si f(2) sunt pozitive, rezulta ca {0)>0, adica det(4> +B* +C*)>0.

R5.6.5. Fie 4 si B doua matrice de acelasi ordin k (k € N*). Sa se
demonstreze ci dacd det(4 +nB)= det(nd + B) pentru cel putin k +1 valori

distincte ale numarului natural » > 1, atunci det 4 =det B .

Solutie: Fie polinomul f € R[X], /= det(4+xB)—det(x4A+B). Acest polinom are
gradul cel mult k£ (avand matricele de ordinul £ si tinand seama produsele care
apar in definitia unui determinant). Cum prin ipoteza f are cel putin &k +1
radacini = ca f este polinomul nul. Facand x=0= f0) = 0, adica
det A =detB.

R5.6.6. Fie 4,Be M, (C)sie= 005277[+ isin%r, n eN". Aritati ci:
det(4+B)+det(A+gB) + ... + det(4+£""' B )=n(detd+detB).
Solutie: Fie P(x)=det(4+xB)=a, + a,x +a,x’ +...+a, x",unde a, =det 4 si
a, =det B. Atunci avem:
det(A+B)+det(A+e B)+...+ det(4+e" " B)=f1)+fe) +..
+H(e"")=na, +(a1 +a, +...+an_1)~
: (1 +e+el+..+e" )+ na, = n(a, +a,)=n(det A+ det B), deoarece

l+e+e*+...+8"' =0

R5.6.7. Sa se demonstreze c4, (‘V’)A,B eM, (C) avem:
det(/,+AB) = det(,+BA).

128



Solutie: Daca matricea 4 este invariabild, atunci:

det(/,+AB)=det(I,+BA) A~ =detA-det(l,+BA)-det A~ =det(l,+BA).

Dacd A este singulard, observam ca matricea z-/, + 4 este invariabild pentru
toate numerele complexe z cu exceptia radacinilor ecuatiei det(z/,+4)=0 si, deci
exceptand aceste radacini, det(Z,+(zl,+A)B)=det(l,+B(zl,+A)).

Intrucat cei doi membri ai egalititii sunt functii polinomiale de z, coincid peste
tot si deci si pentru z = 0, ceea ce incheie demonstratia.
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ANALIZA MATEMATICA

1. Multimi dense

Rezultatul de baza este teorema lui Kronecker care joacd un rol
important in teoria numerelor. Aceasta teorema este interesanta si din alt punct
de vedere deoarece cu ajutorul ei se pot rezolva usor unele probleme dificile cu
enunt elementar.

1.1.1. Definitie. O multime 4 [ se numeste densa in [J daca orice
element din [ este limita unui sir neconstant cu elemente din 4.

Facem precizarea ca multimea 4[] este densd in [] dacd pentru

oricare a €[] si orice vecinatate V' a punctului @, avem V (] A4 este infinita.
1.1.2. Propozitie. O multime 4 clJ este densd in [] < orice interval
I <, de lungime nenula, contine cel putin un numar din 4.

Demonstratie. “=" Presupunem ca 4 este densa in [l . Trebuie

demonstrat ca pentru orice a,bell,a<b, existd xe A astfel ca a<x<b.

Presupunem contrariul. Atunci Fa,fell,a< f astfel incat (V) xe 4 sa
avem cd
xe(a,p).
(D

e(a,pf). Cum A4 este densd in [l , existd un sir (x,) de

Luvam wu=

f+a
2

elemente din 4 astfel incat limx, =u. De aici rezultd cd 3 n, [l astfel incat

n—»0

pentru orice n>n,,nell sa avem x, €(a,f) deoarece (a,f) este o

vecindtate pentru u. Aceasta este o contradictie cu presupunerea facutd (1), de
aceea obtinem concluzia dorita.

“<=” Fie aell arbitrar. Atunci pentru orice nell™ , in intervalul

1 1 5 . . )
o ——, a+— | se gaseste cel putin un element a, € 4, conform ipotezei. Cum
n n

1 1 . . o
a——<a,<a+—, (V)nell , cuteorema clestelui, se obtine lima, =« . De
n n n—»0

unde rezultd cd multimea 4 este densd in [l . Cu aceasta demonstratia se
incheie.
1.1.3. Exemplu. Multimea [J a numerelor rationale este densa in [] .

Demonstratie. Fie a,bell , a<b. Atunci existd nell astfel ca
a+n>0. Fie numerele a, =a+n,b =b+n. De aici by—a,=b—a>0 si

atunci putem gisi un kell” pentru care k(b —a,)>1<> 1+k-a, <k-b,. Fie m
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cel mai mic numdr natural cu proprietatea m>k-a, si deci m—1<k-a, sau
m<1+k-a, <k-b, . In acest mod se obtine

m m m
k-al<m<k-bl<:>a1<;<bl©a+n<;<b+n<:>a<;—n<b,

cu ﬁ—neD .
k

1.1.4. Exemplu. Multimea [J] \[l a numerelor irationale este densa in

Demonstratie. Fie o €[] arbitrar. Dacad o =0, atunci existd x, =— ,
n

(V) n>1 de elemente din [ \[J astfel incat limx, =0=« . Dacd o # 0, atunci

n—»0

din faptul ca [J este densa in [] rezulta ca exista (a,),, un sir de numere

. A A . * A . -
rationale astfel incat lima, = V2-ael’. Presupunem in continuare ca a, #0,

n—>0

(V) nell (in caz contrar, avem un numar finit de termeni nuli (limita fiind
nenuld) s§i se poate renunta la acestia). Ludm sirul (b,),.,,

=% 2.5 ey , (V)nell siavem limbn=\/§-\/5.a

B \/5 2 n—»o 2

orice element din [ este limita unui sir de elemente din [J /[J , deci [ /[ este

b, =a . Asadar,

densain [J .
1.1.5. Exemplu. Demonstrati ca daca A4 este densd in [J iar

rell,r,ell”,atunci si multimile
4 :{rl+a|aeA} si 4, :{rz-a|aeA}
sunt dense in [ .
Demonstratie. Fie a €[] arbitrar. Atunci a—7 €ll §i cum A4 este
densa in [I , rezultd ca existd un sir (x,),., de elemente din A astfel incat

limx, =a—7. De aici rezultd ca lim(x,+7)=a s1 cum x, +re4d,
n—»0

n—»0

(V) nell ,varezultaca A4 este densdin [ .

Analog, pentru f ell , arbitrar, existd un sir (y,),., de elemente din 4

n=0
astfel incat lim y, :ﬁ, adica lim(r,-y,)=p sicum r,-y, € 4,, (V) nell ,va
n—>0 ]/'2 n—>0
rezulta cd A4, este densd in [J .
1.1.6. Teorema. (teorema lui Dirichlet). Daca «o este irational i
pell’, atunci existd mnell , 0<m< p astfel incat
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| a-m-—n | < l .
i p
Demonstratie. Impartim intervalul [0,1] in p intervale egale de lungime
p, 1= [0,l}, I, = {l,z},...,lp = [p—_l,l} si consideram numerele
p pp p
x, =a-la], x,=2a-[2a],...,x,,, =(p+Da—[(p+Da]. Aceste p+1
numere se afla in intervalul [0,1) —[0,1]. Cum intervalul [0,1] a fost Tmpartit in

p intervale ca i mai sus, va rezulta ca cel putin doud numere sunt situate n
acelasi interval. Presupunem ca acestea sunt ka —[ka] si la—[la] cu

k,le{l,2,...,p+1} si k >[. Distanta dintre ele nu poate depdsi lungimea

) - S | )
intervalului in care se afla, adicd —, prin urmare

|(ka ~[ka]) - (la -[la])| < i < | (k-a)l - ([kal-[la]) | < i.

Luim m=k—Ilell " si n=[ka]-[la]€l] . Aceste numere indeplinesc cerintele
din concluzia teoremei cacim < p+1-1=p.

1.1.7. Teorema. (teorema lui Kronecker). Daca « este irational,
atunci multimea

A={ma+n|m,neD }
este densa in [ .
Demonstratie. Trebuie sa demonstram ca pentru orice a,bell ,a<b,
existd m,n, €l astfel incat a <ma+n, <b. Fie a,bell , a<b si d=b—-a

. . . .. . 1
lungimea intervalului [a,b]. Atunci exista pell astfel incat —<d ( de
p

exemplu p = {Z} +1). Din teorema lui Dirichlet, existd mel]l si nell astfel

. 1 I C
incat |ma—n|<—£d . Deoarece ma —n este irational rezultd imediat ca
P

ma—n#0. In continuare vom propune cd ma—n>0 si a >0 (analog se va
proceda si in celelalte situatii). Numerele u,2u,3u,...,ku,..., u=ma—n, sunt

distincte doud cate doud si cel putin unul il depaseste pe a (cel pentru care

a o o . . . A -
k> [—} +1). Demonstram ca cel mai mic dintre numerele care il depaseste pe
u

a, fie acesta k, -u , apartine intervalului (a, b).
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Intr-adevar, din alegerea lui k, avem (k,—1)u<a. Dacd am avea
k,-u>b, atunci ku—(k,—1)u>b—a=d, in contradictic cu ma-n<d.
Deoarece numarul &, u = (mk,)a +(—nk,) € (a,b) si mk,—nk, €[, atunci ludam
m, =mk, , n, =—nk, siavem a < ma +n, <b iar teorema este demonstrata.

1.1.8. Observatie. Se poate demonstra ca dacd « el \[l , atunci
multimea

B:{ma—n|m,neD } ,
este densd in [] .

1.1.9. Definitie. Fie 4 si B doud multimi astfel incdt Ac Bcl] . Se
spune cd multimea A este densa In multimea B daca pentru orice b € B si pentru
orice £>0 avem A\ (b—&,b+&)#T.

1.1.10. Observatii. 1) Multimea A4 este densda in multimea B daca
pentru orice b € B, una din afirmatiile urmatoare este adevarata

a)be A

b) be A dar existd un sir (a,) a,€A,a,#b,nell astfel incat

nell 2

lima, =b;

n—>0

2) Facem precizarea ca observatia anterioara este in concordantd cu
definitia 1.1.1.

1.1.11. Propozitie. Daca 4 Bc[] si multimea 4 este densa in B, iar
f:B—1l este o functie continud, atunci multimea f(A4) este densd in

multimea f(B).
Demonstratie. Fie y e f(B) arbitrar. Atunci, existd b € B astfel incat
y = f(b). Deoarece f este continud, pentru ¢>0 existd o >0 astfel incat
f(x)e(y—¢&,y+¢) dacd xe(b—9,b+0)(1B. Cum A4 este densi in B, exista
ac AN(b-056,b+0) si atunci fla)e(y—¢,y+¢), deci
f(AN(y—¢,y+¢)# D si demonstratia este incheiata.
1.1.12. Definitie. Fie C un cerc in planul P si AcC o multime.
Spunem ca multimea A4 este densa pe cercul C, daca pentru orice CeC si

pentru orice € >0 avem
D(C,e)NA=+D,

unde D (C,¢)= {X e P |d (X,0)< g} reprezinta discul de centru C si raza &
din planul P.
1.1.13. Propozitie. Fie U :{ zel] || zle} cercul trigonometric ale

carui puncte le putem privi si ca numere complexe. Consideram pe acest cerc
un sir de puncte (A4, )n ell , plasate pe cerc in sens trigonometric si astfel incat
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fiecare arc dintre doud puncte consecutive 4, si 4, sd aibd aceeasi lungime

a>0, (I(Q[A[ )=a > 0) pentru orice i €[] . Atunci avem

+1

a) Daca 9 el atunci sirul (4,)n ell este periodic;
/4

b) Daca 9 en\D atunci multimea {4, | nell} este densd pe cerc, dar
Vs

nu existd nici un poligon regulat cu varfurile in multimea
{4,|nell}.

Demonstratie. a) Daci a=2-7, gell", pell , atunci 2ga=2p-7 si
q

multimea 4, = 4,,,, , k €[l , adica sirul are perioada 2g.

. a . “ = . . .
c) Daca —el \lJ, atunci ardtdm cd sirul este format din puncte

V4
distincte. Daca, prin absurd 4, =4, atunci ma=p-2x, pell, deci

+m

2 _y . 9 9 .
a=2L cp , contradictie, deci presupunerea facutd este falsd. Pentru orice
m

. " N2/ . .
£>0 exista kell astfel incat 7<g. Printre punctele 4,4,,...,4, exista

doua puncte pentru care l(@i, 4;)< 27” <Eg.

Daca i= j+ p, atunci punctele A A; ey Ajyyyse.. sSUDL echidistante

pe cerc si distanta dintre doud puncte consecutive este mai mica decét & In
orice disc D(C,¢) cu C pe cerc existd cel putin un punct din gir. Sa aratam ca
nu existd poligoane regulate cu toate varfurile in punctele din sir.

Daca prin absurd 4, , 4, ,..., 4, ar fi varfurile unui poligon regulat cu p

varfuri, atunci am avea n,—n, =2kx +2—7T, kell sau 7z= pln —m) el
p 2kp+2

contradictie.
1.1.14. Propozitie. Dacd (a,),.. este un sir de numere reale pozitive cu

proprietdtile  lima,=0 si  lim(aq +a,+...+a,)=0, atunci  sirul
n—>0

n—>0

{a,+a,+...+a,}) este dens in [0,1], unde s-a notat {@,+a,+...+a,}

nell

partea zecimald a numerelor @, +a, +...+a,, pentru orice nel] .
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Demonstratie. Fie b, =a,+a, +...+a, si ¢, ={b,}, nell . Vom arita
cd in orice interval (a,b)<[0,1] existd elemente din sirul (c,) .. Fie

& =min{a,b—a,1-b}. Deoarece lima, =0, exista N_ell astfel Incat

n—0

O<a,<e pentruorice n>2N,,nell .

Daca ¢, €[0,a] mai putem adduga termeni astfel incat sa ajungem in
intervalul (a,b) (existd n minim, notat n,, pentru care ¢, <a<c,,, $l atunci
¢, <b).

Daca ¢, €[b,]] mai addugdm la b, termeni ai cadror suma sa

depdseascd 1-b+a (lucru posibil deoarece limb, =+ ) si ajungem cu ¢, In

n—0

intervalul (a,b).
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Probleme rezolvate

R1.2.1. Fie AclJ o multime densd in [J, iar f,g:[1 —>[1 doua functii
continue pe [] si cu proprietatea cd f(x)=g(x) pentru orice x € 4. Atunci
S=gpel.

Solutie. Trebuie demonstrat cd f(x)=g(x), (V) xell\4. Fie
a €] \ 4 arbitrar. Cum 4 este densd in [] , atunci exista un sir (x,),.,, X, €4

n=0°

astfel Incat limx,=a. Cum f si g sunt continue In « rezultd ca

lim /(x,)= f(@) si limg(x,)=g(@). Cum f(x,)=g(x,) (V) nell, se va
obtine f(a)=g(a). Deoarece « a fost ales arbitrar, rezulta concluzia dorita.

R1.2.2. Fie ae€ll \ll . Demonstrati ca (V) €>0,Im,nell, m#0 astfel
incat |am—n|<g.

Solutie. Cum &£>0, existi pell” astfel incat l<g (de exemplu
p

1 . ) ) e ) .
P ={—}+1€D ) . Atunci , din teorema lui Dirichlet, exista mell ,nell,
£

A 1 1 .
0<m< p, astfel incat |am—n|<—.Cum —< &, varezulta ca |am—n|<8.
p p

R1.2.3. Sa se arate ca functia f:[J [, f(x)=sinﬂx+sin(7r\/§-x),
(V) x €[] , nu poate lua valoarea 2, dar ia valori oricat de apropiate de 2.
Solutie. Presupunem contrariul, atunci (3) a¢ell astfel 1Incat

-

flo)=2< & sinza + Sin(ﬂ\/E ‘a)=2. De aici rezulta ca

sinﬁazlzsin(ﬁx/za), de unde Vs 2-a=%+2k7z,kel] si

o= %Jr 2k, k, €l . Obtinem

7 okn l+2/’c
J_ZQL———CbJEZ% , kok el
%+2@n S+2k

adica V2 el , fals. Deci f(x)<2 pentru orice xell deoarece

sint €[-1,1], (V) t €[] . Pentru x:%+2m, mell ,avem
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f(%+2mj =1 +sin(7rx/§(%+2mjj.
(D
Aratam ca pentru orice £ >0, existd m,n €[] astfel Incat
7[(271-!—%}—8<ﬂﬁ(2m+%)<ﬂ'(%+2n}+8@

<:>2n+l—£<\/§ 2m+l <l+2n+£<:>
2 2 2 T

@l(l—f—§j<m 2—n<l(l—x/§+2—j.
4 T 4 T
(2)

Deoarece multimea A:{m 2—n|m,neD} este densd in [J , existenta lui

m,nel]l care verificd (2) este asiguratd. Relatia (2) ne da faptul ca gasim

m,n ell astfel Incat numarul J2 (2m+%) sd se apropie oricat de mult de

1 - : . . S <
2n +5 . Utilizdnd acum relatia (1) si continuitatea functiei sinx, deducem ca f

ia valori oricat de apropiate de 2.
R1.24. Fie aell\J. Demonstrati ca functia f:[J -0,

f(x)=sinx+cosax, (V) x e[l nu este periodica.

Solutie. Sa presupunem prin absurd ca exista 7 >0 astfel Incat
f(x+T)= f(x),
(V) xell @ sin(x+T)+cosa(x+T)=sinx+cosax, (V) xell . Punand
x=2mmr, mell inrelatia anterioard, obtinem

sinT +cosa(2mm+T)=cosa(lmr), (V) mell =

:>sinT+cosa(2m7r+2n—ﬂ+Tj:cosa(2m7r+2n7z), (V) mynell.
a

Cum aell \[J :leD \[J i din teorema lui Kronecker, si Exemplul 1.1.5
a

. 1 < A :
rezultd ca multimea A4 = {27[(7’}’1 +—-nj| m,n el]} este densa in [J . Obtinem
a

atunci ca
sin7 +cosa(x+7T)=cosax, (V) xel .

Pentru x =0 sirespectiv x =—7 1in ultima egalitate, obtinem
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{sinT+cosaT:1 {sinTzo {Te{kﬂkeﬂ}
= =

sinT —cosal =—1 ~ |cosalT =1 ~ |aT e {2sz|sel},
deci azﬂzzs—ﬂzéeﬂ , absurd.
kx

R1.2.5. Fie a €[] . Sa se determine toate functiile continue f :[J —[] pentru

b
care [ f(x)dx=e"—e", (V) bell .

Solutie. Fie functiile g,h:00 -0, g(x)= If(t) dt, h(x)=e" —e",

(V) xell . Deoarece f este continud pe [J , g este continua pe [J (este chiar

derivabili pe [0 ) si evident 4 este continui pe 0. In plus,
g(x)=h(x), (V) xell , de unde, utilizdnd problema R.1.2.1 si faptul ca

multimea [ este densd In[] rezultd ca g(x)=h(x), (V) xel . Deci
If(x)dx=e" —e', (V) xell,

de unde, prin derivare, deducem ca
fx)=e", (V) xell,
functie care verifica conditiile din ipoteza.
R1.2.6. Fie a€[0,1] si &£>0. Demonstrati cd existd o infinitate de numere

naturale n pentru care | sinn— a| <&.

Solutie. Din a €[0,1] = (3) ¢ €[0,7] astfel incdt a=sina. Atunci
avem

|sin n— a| = |sin n—sin a| = |sin n—sin(a + 2k7r)| =

n—a—2k7z|' n+a+2k7r|

| COS

Din teorema lui Kronecker, multimea A= {—27r-k+n| n,k ell } este

n—a-2kr
2

=2|sin < 2|sin S|n—a—2k7z|

(D

densd in [ , ca urmare, exista o infinitate de numere naturale 7, k astfel incat
a-e<n-2kr<a+es|n-2kr-al<e ,

de unde, utilizand si (1) rezulta concluzia problemei.
R1.2.7. Fie (a,),, un sir de numere reale diferite de zero, astfel incét

lima, = 0. Atunci multimea A:{m-an|m ell,nell } este densa in [ .

n—»0
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Solutie. Fie a<€ll,a>0. Deoarece lima,=0, rezultd cd existd

n—0

n, €l , astfel incat a, <a, (V) nell , n=>n,. Fie n=>n,. Cum sirul de termen

1 . . * oA
general b, =—,mell , converge la zero, existd m'ell astfel incat
m

L < | 4y
m o«
Notand m, =m" daca a, >0 si m, =—-m" daca a, <0, avem

<1 . Fie m" cel mai mic numar natural cu aceasta proprietate.

0<m, -a, —a<|an , pentru orice n=n,.

(1)

Luand m, =1 pentru n<n,, nell”, obtinem astfel sirul (m,a,),., de elemente
din A4 care, in baza relatiei (1) converge la c.

Dacd a <0, atunci, ca si mai sus, rezultd cd existd un sir (m,a,),., de
elemente din 4 care converge la — « si deci sirul (-m,a,),., , care contine tot
elemente din 4, va converge la a.

Daca o =0, atunci sirul (a,) a, €A, converge citre a=0. In

n20 2

concluzie, multimea A este densd in [J .
. A1 n 1 . 5
Observatie. Luand in problema 6 pe a, =—, (V) nell , varezulta ca
n

multimea A este chiar multimea [J sideci [ este densa in [J .
R1.2.8. Multimea 4 = {m 3 +nx/§| m,n el } este densd in [J .

3

. < 6 o g .
Solutie. Numarul — = > este irational si din teorema lui Kronecker

V2

. : 3 - .
rezultd cad multimea B:{m—+n|m,neﬂ} este densd in [J . Fie aell

NG

arbitrar. Atunci existd un sir de termen general x, k ell , format

=mk 'Tz-f-l’lk,

cu elemente din B, care converge catre , deci sirul de termen general

a
V2
\/§~xk,care este un sir de elemente din A4 converge catre . Prin urmare,
multimea A este densa in [J .

R1.2.9. a) Sa se arate ca multimea {% | n,mell,n> 1} este densa in [1,0).
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b) Ce se poate spune, din acest punct de vedere, despre multimea
{’\’/5 | p»,q numere prime} ?

Solutie. a) Avem limﬂﬁ =1. Daca a>1, pentru orice nell, exista

n—>0

mell astfel incat m<a"<m+1, deci Ym<a<Xm+1. Deoarece

1 . .. .
Am+1—-Ym <——0 deducem ca sirul (\"/m) are limita a (a arbitrar in
n

n>2
(1,0) ). Asadar, multimea din enunt este densa in [1,00).
b) Dacd n=p este numar prim si a>1, existd mel] astfel Incat

m<a” <2m si existd g prim astfel ca m < g <2m . Rezulta ca Ym <a<¥2m

si %S{’/g<\”/2m. Dar \p/2m—%££—>0 pentru p—oo, deci
p

(’@ —a ‘ — 0. Rezulta ca si a doua multime este densa in [1,00).

R1.2.10. Fie @ un numar real si functia f :[J —[] continud cu proprietitile:

f(x+D)=f(x)+1si f(x+a)=f(x)+a, (V) xel .
a) Sa se arate cd daca ¢ este un numar irational, atunci existd un numar
cell astfelincat f(x)=x+c, (V) xel .

b) Sa se arate cad afirmatia a) nu este adevaratd daca « este un numar
rational arbitrar.

Solutie. a) Din egalitatile f(x+1)=f(x)+1 si f(x+a)=f(x¥)+«,
rezultd f(x+n+ma)=x+n+ma, pentru orice n,mell. Trebuie sa
demonstram ca f(x)—x=constant. Fie f(x)= f(x)—x. Presupunem ca
afirmatia nu este adevaratd. Atunci existd x,yell astfel Incat h(x)=h(y).
Avem

h(x+n+ma)=f(x+n+ma)—(x+n+ma)= f(x)—x=h(x)
pentru orice n,m €[] . Deoarece « este irational, multimea {n +ma| n,mell}

este densd in [J . Prin urmare, existd un sir (n,,m,)el] 2 astfel incat
X+n,+m, -a—y pentru k —> oo, ceea ce implicd h(x+n, +m, -a) > h(y).
Dar h(x+n,+m,-a)=h(x)#h(y). Contradictia obtinutd demonstreaza
afirmatia a).

P

. . 1
b) Fie a=*, p,gell, ¢>0. Functia f(x)=gx’, pentru xe[O,—],
q q

m m . o . e
f (x + —] = f(x)+—, pentru mell este continua, satisface conditiile
q
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f(x+)=f(x)+1 si f(x+a)=f(x)+a. Aceasta functie nu este, insa, de
forma f(x)=x+c cucell .

R1.2.11. Sé se arate ca sirurile (sinn) . si (cosn) . suntdensein [—-1,1].

Solutia I. Multimea A4 = {n+m-27z| nell,mell } este densa in [J
deoarece 27 el] \lJ . Considerand functiile continue f =sin:[J —[-1,1] si
g =cos:[l —>[-1,1], rezulta in conformitate cu Propozitia 1.1.11 cd multimile
f(A) si g(A) suntdensein f(U)=g()=[-1,1]. Dar

f(A):{sin(n+m-27r)| nell,mell } :{sinn|neD } si
g(A):{cos(n+m-27r)|neD ,mell } :{cosn|ne|] }

si solutia problemei se incheie.
Solutia II. Fie z=cosl+isinle U , un numar complex de pe cercul de

razd 1 din planul complex. Sirul (z") _ . determind un sir de afixe (4,) . de

pe acest cerc astfel incat /= (@nAn+1 )=1. Conform Propozitie 1.1.13 sirul
(4,),_ . formeaza o multime densa pe cerc.

Aceasta multime densd se proiecteaza pe diametrele de pe axele Ox si Oy in
multimi dense. Proiectiile pe Ox sunt punctele B, de abscisd cosn, iar
proiectiile pe Oy sunt punctele C, de ordonata sinx dense fiecare in [—1,1].

R1.2.12. Fie sirul (b)) sin%+sin2£a+...+sin£a, unde nell” si
n

nx1» n

1 . L . . < <

ae E’l iar ¢, =1{b,} partea zecimald a lui b,, nell . S@ se arate ca
multimea {c, |n el] "V este densd in [0,1].

Solutie. ~ Vom ardta ca sirul (a,) . a, —s1n(:jneﬂ k=1Ln

verifica conditiile din Propozitia 1.1.14.

n—»0

Avem: lim sm( ad j 0 (pentru a >0);
n“

o . . x’ < =
Din inegalitatea sinx > x e x>0 rezultd ca

sin(i}i—”—a-i (1)
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: V2 :
Deoarece a <1  sirul (1_“ +—+...+ —j este  divergent cu
nell

. (r V4 : 1 ) - .
lim| —+—+...+— |=+© si  cum @ a>— obtinem cd  sirul
oo 1% 2 n 3

1 1 1 . : . .
(13—&+27+...+n7j * este convergent. Folosind acum inegalitatea (1) si
nell

insumand pentru k=1,n, gisim cd limb, =+oo. Utilizdnd acum Propozitia

n—>0
1.1.14, rezulta concluzia problemei.
R1.2.13. Sa se arate ca existd nell astfel incat primele patru cifre ale

numarului 2" sa fie 2002.
Solutie. Conditia ca primele patru cifre ale lui 2" sa fie 2002 este
2002-10* <2" <2003-10° < k+1g2002<nlg2 < k+1g2003 <

< 1g2002<nlg2 -k <1g2003.
Deoarece lg2¢l] (se aratd prin reducere la absurd), multimea

{nlg2—k|k ell,nell } este densd in [J , va rezulta cd ea are elemente si in

[122002,1g2003) . Asadar, existd n €[] cu proprietatea ceruta.
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2. Subsir. Sir fundamental. Criterii de convergenta

2.1. Subsir al unui sir

In acest paragraf vom defini notiunea de subsir al unui sir §i vom prezenta
cateva teoreme referitoare la subsiruri.

2.1.1. Definitie
Fiind dat sirul (x,),>1 $1 un sir de numere naturale (n,),,, strict crescator, atunci

sirul (x )., se numeste subsir al sirului (x,)

nxl-

2.1.2. Exemplu
Sirul x, = (=D admite subsirurile x,, :i sl X, :_—1.
n 2n 2n+1

2.1.3. Observatii

1) Daca sirul (x,),>; este crescator (descrescator) atunci orice subsir al sdu este
crescator (descrescator)

i1) Daca sirul (x,),>; este marginit superior (inferior), atunci orice subsir al sau
este marginit superior (inferior).

2.1.4. Teorema

Fie (x,),en un sir de numere reale care are limita x € R . Atunci orice subsir al
sau are limita x
Demonstratie. Fie (x )., un subsir fixat al sirului (x,),>; si fie Ve V(x). Atunci

I NeN astfel incat x, €V, (V) n2N. Fie ky cel mai mic numar natural cu
proprietatea n, > N. Atunci V k2ko: x, € V. Prinurmare limx, =x.

k—o©

2.1.5. Observatii

Din teorema 2.1.4. decurge imediat ca:
a) Daca un sir contine cel putin un subsir divergent, atunci el este
divergent
b) Daca un sir contine (cel putin) doud subsiruri convergente catre limite
diferite atunci el este divergent.
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2.1.6. Exemplu

. 1 . . . y A o
Sirul x, =—+(~1)"-2 este divergent. Intr-adevar, considerand subsirurile
n

X, :2Ln+2 sl X,,., :ﬁ—2 avem ca liigxzn =2 si }g{.}xznn =2

2.1.7. Teorema (Lema lui Cesaro).

Orice sir marginit din R poseda un subsir convergent.
Demonstratie: Fie (x,),2; un sir marginit de numere reale. Atunci exista un

interval I,=[a,b] < R astfel incat x,€ I, V n21. Fie ¢ = a—;b. Cel putin unul

din intervalele [a,c] sau [c,b] contine o infinitate de termeni ai sirului (x,),>; $1 1l
vom nota cu /. Continudm procedeul impartind intervalul I, in doud parti egale
si observam ca cel putin unul din intervalele formate, notat cu /3, are o infinitate

de termeni ai sirului (x,),2; s.a.m.d. Am construit astfel un sir de intervale /; =

b _
[arbdl, bi— a= ——

= Consideram x, €/, x, €1,,..., x, €, cun>n;

1, ... un subsir al sirului (x,),>;.

Intrucat [ o ;41 obtinem: a; <a,< ... <a,< .. <bh;< ... <b;,de unde sirurile

(an)n=1 $1 (by)n=; sunt monotone si marginite, si deci conform teoremei lui

Weierstrass convergente. Fie lima, =a si limb, =b. Evident,a <b, dar 0 <

n—»0 n—>0

b-a £ by,-a, — 0 (n — ), deci b= a. Intrucat a; < X, < by obtinem prin trecere

la limita, aplicand criteriul clestelui, ca subsirul (xn )

este convergent $i
k k=1

b.

limx =a

n
k—ow Tk
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2.1.8. Observatii:

a) Orice sir nemarginit superior contine un subsir care are limita + co.
b) Orice sir nemarginit inferior contine un subsir care are limita — co.

Urmadtoarea teorema ne ajuta sa stabilim convergenta unui sir studiind
subsirurile sale:

2.1.9. Teorema:

Fie (x,)s2; un sir de numere reale cu proprietatea ca subsirurile (x2,),27 $1 (X20+1)n

>7 au aceeasi limitd. Atunci sirul (x,),>; are limita si limx, =limx,, =limx, ,,.
n—>»0 n—»0

n—>0

Demonstratie: Vom analiza cazul: limx,, =limx,,,, =a € R. Fie £>0. Atunci
—0

n—»0 n
~ ~ * ~ ~ M * A ~
rezultd ca 3 n, e N astfel incat |x,,-a|<e, V neN,n> n_ si n, € N astfel incat

Xon+i-al<e, V neN,n> n. .

!
&

Fie n,=max {2n., n’+ 1}. Atunci intrucat orice numar natural » este fie par,

fie impar, obtinem ca |x,—x| <g, VneN, n 2 n,. Prin urmare sirul (x,),>; este
convergent catre x.
Analog se studiaza cazurile a = +oo, sau a = —o.

2.1.10. Exemple:
Sa se studieze existenta limitei sirurilor

a) x,= (-1)"
b) x,= sin %
2
c) X, = )
n
Solutie:

a)x2, =1 — 1, x3,47=—-1 — —1 deci sirul (x,),>; nu are limita
b) x2,= 0 — 0, x4p+1=1 — 1, x4443=-1 — —1, deci sirul (x,),>; nu are limita

) X,, = s -0, x,,, = =L — 0, deci sirul (x,).>; este convergent spre 0.
2n 2n+1
2.1.11. Problema rezolvata

Fie (x,),2; un sir de numere reale cu proprietatea ca subsirurile sale (x2,)n27,

(X20+1)n=1 S1 (X3,)n2; au limita. Atunci sirul (x,),2; are limita.

Demonstratie: Sa presupunem ca limx,, =a, limx,, ,, =b si limx,, =c.
n—o n—o n—ow

Deoarece (x4,).2; €ste un subsir al sirurilor (x,)n>; $1 (x3,)s21, in baza unicitatii
limitei avem a = c¢. Analog (X324+1))n>1 €ste un subsir al sirurilor (x3,)n=; §i
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(X20+1)n21, deci b = c. Asadar a = b. Aplicand Teorema 2.1.9. rezulta ca sirul
(Xn)nen are limitd s1 limx, =a.
2.1.12.  Observatie:

Conditia din problema rezolvata 2.1.11. ca sirul (x3,),>; sd aiba limita asigura de
fapt aceeasi limita pentru subsirurile (x2,)27 $1 (X2n+1)n21-

2.2, Sir fundamental. Criteriul lui Cauchy

2.2.1. Definitie:

Fie (x,),>; un sir de numere reale. Spunem ca sirul (x,),>; este sir fundamental
(Cauchy) daca:
(V)e>03n, e N astfel incat [xm — x| <&, (V) m, n>n,. (2.2.1)

2.2.2. Observatie:

Definitia de mai sus este echivalenta cu urmatoarea afirmatie:
(V)e>03 n, € N astfel incét |x,+, —x,| <&, (V) peN sin>n,. (2.2.2)

2.2.3. Exemple:

Sirul x, = % este sir Cauchy.

Intr-adevar, ge € > 0 fixat. Atunci:

X — Xn| = LZ—LZ S%+%Si+l< &, (V) m,n 2 n, unde ng=[2}+1
m- n°| m- n m n g

2.2.4. Teorema (Cauchy)

Fie (x,).>; un sir cu elemente din R. Atunci (x,),>; este convergent daca si
numai daca este fundamental.

Demonstratie: Necesitatea

Presupunem ca sirul (x,),>; este convergent si fie / = liin x, sie> 0 fixat.

Atunci (3) n, € N” astfel incat

& .
X, —l| <—, (V) n>n, De aici avem:
2

X, — X, S|xm—l|+|xn —l|<g, (V) m,n = n,.

Deci sirul (x,),>; este fundamental.
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Suficienta: Sa presupunem ca sirul (x,), ., este fundamental. Pentrue =1>0

. [ * ~ A
existd n;eN astfel incat

X, —xnl‘<1,(V) n > ny, adica

|xn|£‘xn—xnl‘+‘xnl‘<l+ =a,(V)n=n,.

xnl

Luénd A = max {a,x,, x,, ..., x, } obtinem <A4,(Y) neN, deci sirul

xi’l
(x,),> este marginit.
Din Lema lui Cesaro (T. 2.1.7), sirul (x,),., contine un subsir convergent

(x, )iz - Fle x= %imxnk si e > 0 fixat. Atunci (3) k, >1 astfel incat

X, —x‘<§, V) k>k,.
Pentru ¢ > 0, intrucat sirul (x,),., este fundamental, (3) n, >1 astfel incat
|xm —xn| <%, (V)ynzn,.

Avem: +

xn—x|s

ny

X, =X, | X, —x‘ <é&,(V)n=ng,prin urmare (x,),., este

convergent si are limita x.

2.2.5. Observatie

a) Intrucat in R orice sir fundamental este convergent, se mai spune ci R este un
spatiu complet, in timp ce Q nu are aceasta proprietate.

b) Teorema lui Cauchy nu permite sa stabilim convergenta unui sir fara a-i sti
limita.

2.2.6. Exemple:
Sa se studieze convergenta sirurilor:
1 1
a) x, =1+2—2+...+n—2
b) x, :1+L+...+L
2 n
Solutie:
a)
[x —x|:;+ PP S ! RIS SUN YR S
" w1y T om T a(n+l) () n+2) T (m-Um on om o n

1 . .
(V) m,n=n_, unde n, = [—} +1. De aici sirul (x,),., este fundamental, deci
&

convergent.
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n

b) |x2n -X

1 1 1 . .
=——+..+—2=—,decisirul (x,),., nueste fundamental, deci
n+l1 n 2 B

(x,),»; nu este convergent. Intrucat sirul este crescator, conform teoremei lui

Weierstrass, existd limx, =+o0.

n—>0

2.3. Criterii de convergenta

In acest paragraf ne propunem s prezentam cateva criterii de convergenta a
sirurilor, altele decat cele prevazute in programa de analizd matematica pentru
clasa a XI-a.

2.3.1. Teorema:
Fie (x,),., un sir de numere reale pentru care exista }liig(xn+1 -x,)=0cR.
(1) Daca a > 0 atunci limx, =+

n—>0

(11) Daca a < 0 atunci limx, =—o0

n—>0

Demonstratie:
(i) Fie V € M), 0 ¢ V. Atunci existd n, € N* astfel incat (x,+;-x,) € V, V n >

ny, adicd x,,, —x, >0,V n>ny, deci sirul (x,),,, este strict crescdtor. Din

n+l

teorema lui Weierstrass x, — x unde x € R sau x = +oo. Presupunand cd x € R

—x,) =0 contradictie. Decix = limx, = +co.

Hn—>0

n+l

atunci lim(x
(i1) analog.

2.3.2. Observatie:
Teorema anterioard nu da nici o indicatie asupra naturii sirului (x,),., daca
,l,gg(x"“ —x,)=0. Inacest caz putem avea:
o1 n
(1) limx, € R, de exemplu x, =——
n—o n+l1
(11) limx, =40, de exemplu x, = Jn

n—>0

(iii) limx, = -0, de exemplu x, =—/n .

n—>0
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2.3.3. Teorema (Criteriul raportului)

Fie (x,),., un sir de numere reale strict pozitive pentru care exista

lim Xl = 2 [0, +00].

n—>0 X
n

(1) Daca A € [0,1) atunci sirul (x,),., este convergent si limx, = 0.

n—>»0

(i1) Dacad A e (1,+00] atunci limx, = +oo.

n—0

Demonstratie:

‘xn+l

i) FieV e V(L), 1 ¢ V. Atunci existd n, € N™ astfel incat ev,

X

n

x .. . .
(V) n>ny. Avem asadar —- <1, deci sirul (x,),,, este strict pozitiv
x

n

si marginit inferior de zero. Conform teoremei lui Weierstrass
rezultd cd este convergent, adicd limx,=x € [0,00). Dacaa >0

n—>0

S X - -
atunci lim== =1 contradictie, deci limx,= 0.

n—0 x n—
n

i1) Analog cu punctul (1).

2.3.4. Observatie:

Teorema anterioard nu da nici o indicatie asupra naturii sirului (x,), ., daca

X -
lim~L =1. In acest caz putem avea:

n—>0
x"l

1) limx,# 0, de exemplu x, =1 +l
n

n—>0

ii) limx,= 0, de exemplu x, = 1
n—>0 n

iil) limx, = +oo, de exemplu x, =n

n—>0
Adaugand insd o conditie suplimentara asupra sirului (x,),.,, se poate da

urmadtorul rezultat care asigura convergenta spre zero a sirului (x,),,.

2.3.5. Teorema [5]

Fie (x,),.,; un sir convergent de numere reale nenule astfel Incat exista

n—>o0 n—o

limn( az —ljeR*. Atunci limx, = 0.

n-1
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Demonstratie: Fie (z,),., sirul de numere reale cu proprietatea ca:
Z,+2,+..+2,

=x,, pentru orice n > 1 (2.3.1)
n

..zt 2z, .tz =nX,
Avem de aici ,n>1
Z+z, 4.tz =(m-1x

De unde deducem relatia z, =nx, —(n—1)x,_,, n > 1 care se poate scrie sub

xn

X

n—1

forma echivalentd z, = x, , {n( - lj + 1} . Din aceasta relatie, pe baza

ipotezelor, rezulta ca sirul (z,),., are limita finita.
Pe de alta parte, din lema lui Cesaro-Stolz (vezi teorema 2.4.3) rezulta ca:

Ltz tetz, . : o :
lim—1—= ~ =limz,,, =limz, sitindnd seama de (2.3.1) obtinem

n—>0 n n—»0 n—>0

limx, =limz, =LeR.

Hn—>0 n—>0

Notand limn( adt

n—0 x

—1] =/eR’", din relatia (2.3.1) obtinem L =L (/+ 1) si cum

n—1

[#0rezultaca L =0.

2.3.6. Observatii:

n—®0 x 1
n—

< X . . .
a) Daca lim n( 2 —IJ =0, concluzia teoremei nu mai are loc.

n n—o0 n—>0

< . . 1 . -
Intr-adevar, considerand sirul x, =1+—, avem limx, =1 si lim n( Al —lj =0.

n—1

< q: X . qe
b) Dacad limn| —~—1 |=+o0 atunci 11m|xn|= +o0,
n—»0 X 1 n—

e

N C ; N x
Intr-adevidr, fie ¢ > 0 fixat. Atunci existd n, e N astfel incat n( . —1] >e,
x

n—1

(V) n>n,

o X &£ A . .
De aici obtinem: ——>1+—, (V) n > n, si prin Inmultiri succesive avem:
X

n-1

BTBNEN P N -...-(1+£j
x, —1 n, n,+1 n

de unde deducem ca:
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|xn|2‘xn —1‘-(1+ij-(1+ £ J~...-[1+£j>‘xn —1‘~{1+5(L+...+lﬂ si
’ n, n,+1 n ‘ n, n

. 1 1 . .
cum lim| — + +...+— | =+00 obtinem lim|x,|= +oo.
n—»© ng n + 1 n n—o0

&

. . x . .. o
c¢) Conditia ca lim n[ 2 — IJ € R nu atrage dupad sine convergenta sirului

n—>0 xn—l
(xn )nzl .
Intr-adevar luand x, = n*> avem limx, = +o0 si limn( ol —1] =2
n—>0 n— xn,1
2.3.7. Exemple
Sa se determine limita sirurilor:
a) x, =—,(a>1)
n!
!
b) x, = —(2’?'
n
c) x, =
e
d)a = 1-3-5-...-(211—1))1121

a
" 2:4.-6-...-2n

e) b, = ' ,ae[0,1),n>1
n!

Solutii
Avem
a) LT IENG , deci conform criteriului raportului limx,= 0.

x, n+l n—
b) X _ 2(2}’l+1n) >, deci limxn: +00.

xn 1 n—>0

()
n

o) T L L i limx = 0.

x 2n+1 2 n—

n
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d) Avem 0<a, <1 i 2o =2071
a

5 <1, deci sirul (a,),., este monoton
n

n—1

descrescator si marginit inferior, ca urmare este convergent. Intrucat

limn( % —lj = —%, conform teoremei 2.3.3 lima, =0.
n—>0 an_] n—0
. b, a+n-1 .
e) Avem 0<b, si - =——<1,decisirul (b,),., este monoton
n

n—1

descrescator si marginit inferior, ca urmare este convergent. Intrucat

limn(bb” —1] =a-1eR,rezultd limb, =0
n—>0 -1 n—>0

2.4. Criteriul lui Cesaro-Stolz

2.4.1. Teorema (Cesaro-Stolz, cazul %)

Fie (x,),., s1 (,),s doud siruri cu urmatoarele proprietati:
() limx,= limy, =0; y, #0, ne N
n—>0 n—>0
(11) sirul (y,),s, este strict descrescator
x —_—

e X —
(iii) existd lim—1—"=/eR
n—)wynﬂ_yn

Atunci sirul (x” j are limita si lim Yy
n=1

Y Yy
Demonstratie: Avem trei cazuri posibile / € R, [ = +oo sau / = —0.
CazulI: / € R. Fiee>0. Atunci existi n, € N~ astfel incat

X —X
[—e<"r <]+e, (Vn=n,.
yn+l_yn

Deoarece y,,, —y, <0, ne N, inegalitatea devine:

(I+&)y,,, —y,)<x,.,—x, <(I—&)»p,,,—¥,). Insumand aceste inegalitati
pentru n = m,Tp—l,m >n, si pe N obtinem:

U+ Vpip = Vi) <Xpip =X, <U=E) Vs = V1)
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Pentru m>n, si p — oo, tindnd seama ca 11m X,., =limy, =0 se obtine:
pA)OO

m+p
(+&)(=y,)<-x,<(-&)=y,),m=
Deci Xm—l<8,(v)m2na 2 =].
ym m-—>0 ym

. C " o Xy —X

Cazul II: [ = +o. Fie ¢ > 0, atunci existd n, € N* astfel incat: ——2> ¢ (V)
1 yn

n2neg.

Deoarece y, ,—y, <0, ne N" inegalitatea devine:

xn+1 _xn < g(yrwl _yn)a n Z ng

Insumand aceste inegalititi pentru n=m,m+p—l,m>n_, m>n_si pe N

obtinem:

Xnsp ~Xm < g(merp _ym)

Pentru m>n, si p — oo tinnd seama cd limx,, = }71_1330 Vmip =0, se obtine

P

X
—“>¢g, (V)ymz=n,_, 2 =400,
ym m_>wylﬂ

Cazul III: / = —o. Analog cazului II.

2.4.2. Exemplu:

o 11 1
Se considera sirul a, = s +—2+ + ,V neN. Admitem cunoscut ci
72_2
lima, = o . Sa se calculeze lim n[ J
n—oo n—o

) YT e
Solutie: n(an —?J = —6 .

2
Fie x, =a, —% siy,=—. Avem limx, =0, 11my =0, (y,),s strict
n

n—>0

1
i DT =

X
descrescator si lim —*! T 1
n—»o Vst — Vs n—w s n—w p _|_1

n+l n
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n—>0

2
Aplicand teorema 2.4.1 obtinem ca lim n(an —%) =-1.

2.4.3. Teorema (Cesaro-Stolz, cazul 2)
o0

Fie (x,),., s1 (»,),s doud siruri care au urmatoarele proprietati:
(i) y,>0,neN", (y,),, strict crescitor $i nemarginit
N e X, —X -
(ii) exista lim—1—"=/eR.
e yn+1 - yn

Atunci sirul (ﬁj are limita si lim Yy,
yn n>1 noe yn

Demonstratie: Avem trei cazuri posibile: /e R, [ =+ sau /[ =—c. Vom
considera doar cazul / =+o0, celelalte doua cazuri demonstrandu-le analog.

. . e # A A &
Fie ¢ > 0. Atunci exista m, e N astfel incat |zn - l| < E , (V) n>m,, unde

l’lOtx l_x

z,=—"1_"" Fiem>m, si pe N . Se observi ci:
yn+1 _yn
m+p—1 m+p—1
xm+p =xm + Z(ykﬂ _yk)Zk =xm +l(ym+p _ym)+ Z(ykﬂ _yk)(zk _l)
k=m k=m
s . . e p x, =y, .
Impartind prin y,,, , se obtine —l=u,+v,,unde u, =—"—" si
ym+p ym+p
1 m+p-1
V=" Z(ykﬂ -z, —1).
m+p k=m

Se observa ca limu, =0, deci existd p, e N " astfel incat

&

p—®
1 mee! g Ml
‘VP‘S (yk+1_yk)|zk _l|S Z(ylm-l_yk):
m+p k=m m+p k=m
& y &
—y =1L | L
2ym+p (ym+p ym) 7 ( » J 3
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. & x . . .
Deci ‘vp‘ < > pentru p € N . Rezultd ca pentru orice m >m_ siorice p>p,,

X

mip £.¢€

—l:‘u +v ‘<‘u ‘+‘v <
P P P P
Vmsp 2 2

Notam n, =m_ + p,. Atunci pentru orice n>n, existd m>m_ si p > p, astfel

=&.

xi’l

" = = b xn
—l|< ¢, ceeace Inseamna ca lim—=~=/.

yn n—0 yn

incat n = m + p si deci

2.4.4. Consecinta
Fie (x,),., un sir de numere reale care are limitd. Atunci

X +x, ot X,

lim =limx,

n—>0 n n—>0

Demonstratie: aplicam Teorema 2.4.3 pentru x, =x, +x, +...+Xx, §1 y, =n

2.4.5. Consecinta

Fie (x,),., un sir de numere reale pozitive care are limita.

-1
n

Atunci limn| Y — | =limx,
n—x0 =1 X n—o
=l %k

. . . 1
Demonstratie: aplicam consecinta 2.4.4. pentru sirul | —
X

n/ nzl

2.4.6. Consecinta

Fie (x,),., un sir de numere reale pozitive care are limitd. Atunci

lgn",/xlxz...xn =limx,

n—0 n—0

Demonstratie: trecem la limita 1n inegalitatea mediilor:

X +Xx,+...+X n .. .
L2 20X XX, 2 - [ tinem cont de consecintele 2.4.4

" A
X, X

n

si2.4.5.
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2.4.7. Consecinta

xn+1

X

n

Fie (x,),.; un sir de umere reale pozitive. Daca sirul E J are limita,
n=1

- X
atunci lim4/x, = lim—-
n—>0 n—>0 x
n

n

Demonstratie: Fie y, =x,, y, =

. Atunci x, =y, y,..y,, (V) n>1.
n—1

Aplicam consecinta 2.4.6 si avem:

limg/x, =limg/y, »,...y, =limy, = lim>2L
n—»o0 n—»0 n—»o0 n—»o0 xn
2.4.8. Observatie

Consecintele 2.4.4 — 2.4.6 afirma: daca un sir de numere reale pozitive are
limita, atunci sirul mediilor aritmetice, geometrica si armonica au aceeasi limita
cu sirul initial.

2.4.9. Exemple

Calculati utilizand teorema lui Cesaro-Stolz:
2) lim1'2'3+2‘3‘4-2|-...+n'z(n-i-l)'(l’l-l-l)
n n-(n+1)

b) liml +2 ++n

n—x0 n‘H—l

11 1 1
¢) lim— + +..+
n—>°°n[ln2 In3 lnn]

,unde se N

a)fie x, =1-2-3+2-3-4+..+n-(n+1)-(n+2) si y, =n’(n+1)°

Avem lim 22— _ Jim (n+ 12) (n+ 2)(’; hl 32 = 1 si in baza teoremei lui
0 Yy =Y, e+ )[(n+2)"-n"] 4

Cesaro-Stolz limﬁ = l .

n—0 y
n
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K K K K 1 s-1
b) liml tetnt (n+11) - lim " +(}n +...+1 _ 11 1
oot oo (n+ 1) +n' e Cont 4 C

s+1 s+1

s+1

: 1 1 . 1
c) hm—[ + +..+ j: Iim———=0
nsop\In2 In3 Inn) m=In(n+1)

d) lim 7 lim(l+1J =e (vezi paragraful 2.5.2)

n—»o0 ”[nl n—»o n

. 2rn+2)2n+1

2.4.10. Observatie
Reciproca teoremei lui Cesaro-Stolz nu este totdeauna adeviarati. Intr-adevar,

1 . . X . X, =X .
considerand x, =(-1)" si y, =n,avem lim—~ =0, dar lim—*—" nu exista.
n—>0 y n—>0 y —_ y
n n+l n
Se poate formula insd urmatoarea teorema reciproca:

2.4.11. Teorema (Reciproca teoremei lui Cesaro-Stolz)
Fie (x,),., s1 (1,),s; doud siruri de numere reale cu urmatoarele proprietati:
(1) (»,),s strict crescdtor si nemarginit

xn

(i1) existd lim—*-=/ eR

n—0 y
n

(iif) existd lim-22- = ye R\ {1}
e n+l

C e XX, . <
Atunci existd lim—=—"" si este egala cu /.
n—0 —
yn+1 yn

Demonstratie. Avem
xn :xn_xnfl_’_xn—l:xn_xn—l.yn_yn—l_'_xn—l.yn—l_xn_xn—l l_yn—l +
Yn

yn xn yn yn_yn—l yn ynfl yn yn_yn—l

xn—l yn—l

y n-1 y n
trecand la limita dupa n obtinem:

1= lim X" -y oy,
n—0 yn _yn_l
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de unde rezulta ca (1-y)/=(1-y) lim Yo~ Famt si Intrucat y # 1 rezulta ca:
o yn - yn—l

. X —X <
lim——="-L =] . Cu aceasta teorema este demonstrati.
n—>0 yn J— yn—l

2.5. Ordin de convergenta al unui sir. Siruri remarcabile

In ultimii ani au aparut numeroase probleme care au ca obiect studiul
ordinului de convergenta al unor siruri de numere. Acest concept impreuna cu
sirurile remarcabile de numere fac parte nemijlocita din cultura matematica.

Ordin de convergenta al unui sir

2.5.1. Definitie

Fie(a,) ., si (b,),,, douad siruri de numere pozitive, convergente spre zero,

C 1 a,
pentru care existd lim—-=1

n—w b
Atunci:
1) daca / = 0 vom spune ca sirul (a,),,, converge mai repede decat sirul (b,),.,
ii) dacd / € R* vom spune ci sirurile (a,),., si (b,),, au acelasi ordin (aceeasi
viteza) de convergenta.
iii) daca / =+oo, vom spune ca sirul (b,),., converge mai repede decat sirul

(an )nZl

2.5.2. Exemplu

- PR e 1 .
Intrucat lim — =0, conform definitiei, sirul (Z_J converge mai repede
n=l1

n—w )

decat sirul [lj .
n n=1

2.5.3. Observatie:

Notiunea de ordin de convergenta poate fi usor adaptata la cazul sirurilor
convergente oarecare. Fie (u,),., si (v,),, doud siruri convergente, limu, =u

n—>0
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si limv, =v. Atunci sirurile (u, —u),., si (v, —V),, sunt convergente spre

n—0

A . U —U .
zero. Presupunand ca lim—* =1/, atunci

n—w0 vn -V
1) daca /=0 sirul (u,),., converge mai repede (catre u) decat sirul (v,), ., (catre

v)

i1) dacd / € (0,0) cele doua siruri au acelasi ordin de convergenta
iii) daca / =+oo atunci sirul(v,),., converge mai repede decat sirul (u,)

n>1*

2.5.4. Definitie

Fie (a,),s $1 (b,),.; doud siruri de numere reale pozitive care tind spre +oo,

. a
pentru care exista lim—=/.

n—>0

Atunci:
1) daca /> 1 vom spune ca sirul (a,),., tinde ,,mai repede” la +oo decét sirul

(b,),-; sivomnota (b,), <(a,),
i) daca /=1 vom spune ca sirul (a,),., tinde ,la fel de repede” ca sirul (b,),.,

spre +oo si vom nota (a,), ~(b,),

2.5.5. Exemple

(Inn), <(n*), <(a"), <(n"),<(n"),,unde ¢ >0, a>1.

2.5.6. Observatie

Nu intotdeauna doua siruri sunt comparabile prin intermediul acestui concept de
ordin de convergenta.

N 9 o l . . 1 .
Intr-adevar, pentru sirurile a, =—sinn, n>1s1 b, =—, n=1 avem a, = 0 si
n n

A . a . : o
b, — 0 cand n — oo, dar lim—* nu existd. Rezultatul obtinut exprima

n—wo h

diferenta esentiala care existd intre comportamentul acestor doua siruri in
procesul de ,,apropiere” de limita lor comuna, zero.

Sirul lui e

Reamintim fard demonstratie urmatorul rezultat:
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2.5.7. Teorema [1]

Fie e, = (1 +—j , n>1. Atunci sirul (x,),,, este strict crescator si marginit,
n

deci convergent. Limita sa se noteazd cu e i avem 2<e<3.

2.5.8. Corolar [1]

1 n n+l
Sirul (1 +—j , n>1 este strict crescator, iar sirul (1 +—j este strict
n n

descrescdtor si avem inegalitatile:

n n+l
(1+lj <e<(l+lj , (V)n=1
n n

2.5.9. Observatie

1) Se aratd ca numarul e (initiala de la Euler) este transcendent si avem e =
2,7182818...
i1) Utilizand procedeele de calcul diferential se arata ca cel mai mic numar £ si

: ~ A A . * - o1 - . .
cel mai mare numadr o astfel incat pentru orice n € N sd aiba loc inegalitatea:

n+oa n+p
(1+lj geg(1+lj suntazL—l Siﬂ:l-
In2

n n 2

2.5.10. Teorema [1]

1) Daca (a,),., este un sir cu proprietatea ca 1im|an| = 400 atunci

n—>00
aﬂ
) 1
Iim|1+— | =e
n—o0 an

ii) Daca (b,),., este un sir convergent la 0 atunci:
1

lim(1+5,)" =e

n—»0

2.5.11. Observatie
Are loc inegalitatea:

e IR e
<e—|1-—| <
2n+2 ( nj 2n+1
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Aceastd inegalitate precizeaza ordinul de convergentd al sirului (e,),., catre

limita sa, numarul e, in sensul ca lim n{e - (1 + 1) } = g, deci sirul (e,),,

n—>0 n

) 1 - .
converge catre e la fel de repede ca sirul (—j catre zero. O demonstratie
n nxl

elementara a acestei inegalitti se giseste in [2].
2.5.12. Teorema [1]

. 1 . . .
Sirul (£)),5,, E, =1+ m +5 +...+— este strict crescator si are limita e.

Constanta lui Euler

2.5.13. Teorema

. 1 1 . : <
Fie ¢, =1+—=+...+——Inn, n>1. Atuncisirul (c,),., este strict descrescator
n

si minorat de 0, deci convergent. Limita sa, numita constanta lui Euler se
noteaza cucsi 0<c<l1.

n n+l
A . 1 :
Demonstratie: Logaritmand inegalitatea (1 + —j <e< (1 + —j , obtinem:
n n

1 n 1 n 1
<In(n+)—-lnn<—, Vn>1sideci ) —<In(n+1)< > —, Vn=>1
(n+1) , $ Z‘kﬂ (n+1) Zk

n+l1 k=1

Atunci avem: c,,, —¢, = L In(n+1)+Inn= L ln[l + lj <0, deci sirul
n+1 n+l n

. . - 1
(c,), este strict descrescdtor si 0 <In(n+1)—In(n) < Z— —Inn=c, <c, =1
k=1

Asadar (c,),s, este strict descrescdtor si minorat de 0, deci convergent. Fie ¢
limita sa. Evident 0 <c<1

2.5.14. Observatie
1) ¢=0,5772156619... Nu se cunoaste daca c este rational, irational, algebric
sau transcendent.

1
<c,—c<—

n+l 2n

i1) Are loc inegalitatea
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Demonstratia acestor inegalitati se face astfel:

Din inegalitatea: e < (1 +lj ’ (vezi Observatia 2.5.9 ii) prin logaritmare se

n
obtine <In(n+1)—Inn (1)

2n+1
Din inegalitatea: <e-— 1+l (vezi Observatia 2.5.11) se obtine

2n+2 n
(1 +lj <e- 2ntl , de unde prin logaritmare avem In(n+1)—Inn < 2+l
n 2n+2 2n(n+1)

(2)
Deci din (1) si (2) avem:

<In(n+1)—In(n) <—2"FL (3
2n+1 2n(n+1)
Fie sirurile (u,),., st (v,),,, definite prin u, =c, — stv, =c, _L .

B - 2n+1 2n

Folosind inegalitatile (3) se arata ca sirul (u,),., este strict descrescator, iar

(v,),s este strict crescdtor. Observand ca limu, = limv, =c avem:

n—>0 n—0

n

1 : 1
<c<c,——,deunde obtinem —<c¢, —c< .
2n+1 2n 2n 2n+1

Aceastd inegalitate stabileste ordinul de convergenta al sirului (c,) in sensul ca:

n—x0

limn(c, —c)= % , deci sirul (c,),,, convergent catre c are acelasi ordin de
. 1 .
convergenta cu sirul (—j , altfel spus, sirul (c,),,, converge citre c la fel de
n n>1

repede ca sirul (lj catre 0.
n n>1

iii) lim L+ ! +...+L =Ink, Vk=>2.
o\ p+1 n+2 kn

Intr-adevir, trecand la limita in egalitatea:

L+ ! +...+i: 1+l+...+L—lnkn - 1+l+...+l—lnn +Ink se
kn 2 2

n+l n+2 kn n
obtine rezultatul dorit.
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2.5.15. Problema rezolvata:

n+1] n 1
s . R
Sa se calculeze lim| e~ —e*

n—0

n+l 1

Lot Lo I
: k k k T+l el
Rezolvare: Fie a, =" —e*'" =e*! (e”“ —IJZ e’ -n(e”+1 _lj:

n—x0

Sirul lui Lalescu. Generalizari

2.5.16. Exercitiu rezolvat
Sa se arate ca

tim(rs(n + 1)1 ~4/al)= 1 (Traian Lalescu — GM 1901)
n—»00 e

Rezolvare: Calculam mai intai

n+1/ n+1/ +1|
lim(— Iim (n )-n+1-L:l-l-e:1deoarece limize

n+l)!
n—o W N n—o n+1 n % e n—)ww

(utilizand Criteriul lui Cesaro-Stolz)

n+l |
Deci a, ="/(n+1)! -4/n! = \/ﬁ(—“(\’/ﬁ'l)qj = fnl(e" —1), unde
n n.

(n+1)! . .
b=t VDL eyt ne N si b, 0.
An! n+l n
n | bn_
Deci @ = & Ly L imnp,
n bn e n—o
. I— ! —Inn! .
insa nb nin(n+1)!—(n+1)Inn! _ nin(n+1)—Inn! :u_n, ne N
n+l n+l \

n

n+l
v, — o siM=(n+l)lnn+2=ln(l+Lj —Ine=1. Asadar
v o=V n+1 n+l

n+l n

nb, —1. Decl a, —>l.
e
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2.5.17. Observatie

D.M. Batinetu-Giurgiu s-a ocupat in numeroase articole de sirul

L, ="(n+1)!- A/n! (al lui Lalescu) si de extinderi ale acestuia, reusind sa-1
transforme intr-un sir care sa rivalizeze prin frumusetea sa cu sirul (e,),., care

defineste numarul e. Legatura dintre aceste doua siruri este datd de relatia:

[_j ﬁl)r[_lj
n

n+l1

n=1

2.5.18. Generalizare

. . . . a .
Fie(a,),., un sir de numere reale pozitive pentru care IEI;—" =aeR si
e p

nm(m) —/eR. Atunci nm(mJ —esilim(a,, —a,)=a (L. Slicaru).

n—>0 n—»0
a}’l a}’l

. < a * < =
Demonstratie: Notam b, =—*- ne N". Se observa ca

a}’l
bﬂ:h.”_”.i_ﬂ si
n+l n a,
In(b," b, -1 0
a,, —a,=a, M_l :an(bn—l)-M:a—"~”—~ln(bn )
a, nlnb, n Inb,
a-Inl,leR

Deci lim(a,,, —a,)=a-1-limIn(b,") = {

00,/ =

Asadar lim(a,,, —a,) e R . Din teorema lui Cesaro-Stolz, deoarece
n—»0

a,,—a, — o a-Inl,leR
L e R rezultd ca lim—2* =

n—)oo(n+1)_n n—v pn OO,IZOO

Dar lim<z =aecR ,deci leR si a=a-Inl,deunde / =e. Asadar
n—0 n

n—»0
an

n
a
: — M n+l _
lim(a,,,—a,)=a s hm(—j =e.
n—0

2.5.19. Cazuri particulare

a) luand a, = 4/n! regasim sirul lui Lalescu
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b) ludnd a, = niln! obtinem sirul lui Romeo lanculescu (GM 1913+1914, vol.
XIX, probl. 2042, pag. 160); care are termenul general
I, =(n+1yYn+1-nin si limI, =1

n—>0

n-=2
c¢)luand a, = n( j obtinem sirul lui Mihail Ghermanescu (GM vol. XLI,

n—1
1935-1936, probl. 4600, pag. 216) care are termenul general
n n-1
G, _ _11) —— i limG, =e
n" (n-1)" n—%
2

d) luand a, = n obtinem sirul lui D. M. Batinetu-Giurgiu (GM vol. XCIV,

1989, probl. C:890, pag. 139) care are termenul general B, =

(n+1)? n’

1) &l

silimB, =e

Formulele lui Wallis si a lui Stirling

Vom da fara demonstratie urmatorul rezultat util in calculul limitelor unor siruri:

2.5.20. Propozitie”
. o c L ! .
Se considera sirurile w, = 42’1” vnx (Wallis) si s, :%\/Znﬂ (Stirling).
nle
Atunci sirurile (w,) ., si (s,),» sunt strict crescatoare si limw, = lims, =1

n—>0 n—>0

2.5.21. Observatie

Datorita rezultatului precedent putem considera ca pentru n suficient de mare
4"=Cj}, Jnr si nl=n"e™” 2m . Aproximarea utild n calculul unor limite de
rapoarte ce contin factoriale, este neriguroasd, desi cAémd n — oo raportul celor
doi termeni tinde catre 1, ei pot diferi mult intre ei. Inlocuirea devine corecta

daca e facuta in cadrul limitei. Totodata, inlocuirea nu e utilad in calculul limitei
unor diferente ce contin factoriale.

" O demonstratie elementari a teoremei lui Wallis se gaseste in [2] iar a teoremei lui Stirling in
[4]. Se pot da si demonstratii utilizand calculul diferential si integral. Vezi [1] (pag. 398-399 si
408-409) (demonstratie cu ajutorul integralelor a formulelor lui Wallis si Stirling)
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2.5.22. Exemple

Calculati:
- !
2) lim <"+ b) lim 2™
n—o pn" n—)ooln(nn)
Solutii

a) inlocuirea n!= n"e™"+/27m conduce la:

n ' n
im " = im &= n"e ™ 27m = lim~27m =

n—wo p" n—wo p' n—w

b) inlocuirea n!= n"e™"+/27m conduce la:

. In(n!) . nlnn—n+In«2m
lim = lim =

o n(n”) o ninn

1

Bibliografie

[1] Gh. Siretchi, Calcul diferential si integral, vol. T si II, Ed. St. si
Enciclopedica, Bucuresti, 1985

[2] A. Vernescu, Analiza Matematica, vol. I, Ed. Pantheon, Bucuresti, 1992

[3] V. Nicula, Analizd Matematica, Exercitii si probleme, Editura Adria-Press,
Bucuresti, 1996

[4] AM. laglom, .M. Ilaglom, Probleme neelementare tratate elementar,
Editura Tehnica, Bucuresti

[5] Dorian Popa, Un criteriu pentru calculul limitelor de siruri, RMT 3/1997

[6] D.M. Batinetu-Giurgiu, O suta de ani de studierea sirului lui Traian Lalescu,
Didactica Matematicii vol. 16/2000, pag. 33-40

[7] V. Berinde, Despre ordinul de convergenta al sirurilor de numere reale, GM
4/1998, pag. 144-153

167



3. Teorema lui O. Toeplitz
3.1. Teorema lui Toeplitz

In aceasta lectie vom enunta si demonstra teorema lui O. Toeplitz, dupa
care vom da cateva consecinte importante ale ei si apoi aplicatii la calculul unor
limite de siruri.

Definitia 3.1.1 Se numeste matrice infinitd sau sir dublu de numere reale o
functie f: N"XN" — R. Se noteaza prin (a,, ), >unde a, = f(n,k),
n,k € N . O matrice infinita se numeste matrice triunghiulara dacéd a,, =0,

Vn,k e N*, k > n, adica este de forma

a, 0 0 .. 0 0
a, a, 0 0 0
anl anZ an3 ann 0

Teorema 3.1.1. Fie (a,, )n 1> 0 matrice triunghiulard infintd de numere reale si
un sir (x, )n21 de numere reale. Daca

(i) lima, =0, Vke N";

(i)  existd M eR,” astfel incat Y |a,|<M, VneN";
k=1

(ii1)  existd limx, si limx, =0,
n—>x0

n—>x0

n
definit prin u, = Y a,,x,, n€ N* are limita si
k=1

atunci sirul (u, )

nx1?

limu, =limx, =0.

n—>0 n—>00

Demonstratie . Din limx, =0 rezultdcd Ve >0, 3n, e N, Vne N ,

n—>0

n=n,,avem ca

n,
z A Xy
k=1

g
x,|<——.Pentru Vne N, n=n_ avem
2M

n ne n
zank'xk < zank'xk + Zank
=1

k=n,+1 k=n,+1

|un|£ +

'|xk|S
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n
Z D

k=n_+1

n
: & A . .
< Zankxk + -——, de unde , tindnd seama de (ii), obtinem
2M
k=1

n
< &
(1) |un|£ Zankxk +—,VneN ,nzn,.
i 2
nf né.'
Deoarece limZankxk = Zxk (lim ank): 0, rezultd cd Im, € N, astfel incat
n—»0 1—>0
k=1 k=1

(2) iankxk <§, VneN,nzm,.
k=1

Din (1)si (2), Vne N, n>max(n,,m,), avem ci |u,| < &, adicd limu, =0.
Teorema 3.1.2. (Toeplitz). Fie (a,, )n,kzl o matrice triunghiulard infinita de

numere reale si
un sir (x, )., de numere reale. Daci

(i) lima, =0, Vke N",;

n—>0
n
(i)  exista M e R, astfel incat ) |a, |<M, VneN";
k=1
n n
(i)  existd lim ) a,, silim> a, =1;
n—>0 k=1 n—0 =1

(iv)  existd limx, si limx, =x, xeR,
n—>®0

n—>0

n
atunci sirul (un)n21 , definit prin u, = Zankxk , ne N are limita si
k=1

limy, =limx, =x.

n—>0 n—0
n n
Demonstratie. Avem cd u, = Zank (x, —x)+ xz a, ,Vne N". Aplicand
k=1 k=1
teorema 3.1.1. sirulut  (x, —x), ., s1 tindnd seama de conditia (iii), rezulta
afirmatia din enunt.

Teorema 3.1.3. Fie (a,, )n 4> 0 matrice triunghiulara infinitd de numere reale
pozitive si un sir (x,),., de numere reale. Daca
(i) lima, =0, Vke N";

n—»0
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n n
(i)  existd lim) a, silim) a, =1;
n—>o0 =l n—>o0 =l

(iii)  existd limx, si limx, = x € {~ 00,400},

n—0 n—>0

n
atunci sirul (x, )nZl , definit prin u, = Zankxk , ne N" are limita si
k=1

limy, =limx, =x.

n—x0 n—>x0

Demonstratie. Consideram cazul x = +o0. Fie € > 0. Din limx, = 4o rezulta

ca existd m =m(g) € N (m depinde de ¢ ), astfel incat
3) x,>3¢,VneN,nzm.

m
. . . ~ !
Deoarece h_r)n(anlx1 ta,X, .. ta, X, )= Zxk (h_r)nank) =0,existi m e N,
n 0 n 0

k=1

’ -
Vne N, n>m' avem ca |anl)c1 +a,,X, +..+ anmxm| <¢&,sau

4) —e<a,x +a,x,+..+a,x, <& ,VneN,n>m'.

n
Deoarece limZank =1,Vk € N", rezulta ca exista m" € N, astfel incat

n—»0 =1

(5) anm+l nm+2 . nn

2
+a +..+ta ZE,VneN,an".

Fie m, = max(m,m’',m"). Atunci pentru Vn e N, n > m,, tinand seama de (3)-

(5), avem ca
u, =(a,x +a,x,+..+a,x,)+

nm--m

DXy F et @, X, ) > —E 436 (s + Ay ¥t 4, ) 2

nn--n

nm+1xl + anm+

+(a
2 . o e . .. .
> —g+3¢-—=¢,ceea ce inseamna cd limu, = +co. Similar se demonstreaza

n—>0

cazul cand x = —o0.
O alta formulare a teoremei lui Toeplitz este datd de teorema 3.1.4.
Teorema 3.1.4. Fie (a,, )n,kzl o matrice triunghiulara infinitd de numere reale

pozitive siun sir (x,),., de numere reale.Daca
(1) lima,, =0, Vke N7;
(i) Dla,=1,VneN";
k=1

(ii1)  existd limx, si limx, =xeR,
n—>x0

n—x0
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n

atunci sirul (un)n21 , definit prin u, = Zankxk , ne N" are limita si
k=1

limy, =limx, =x.

n—>0 n—>0

Demonstratie. Demonstratia este similara cu demonstratiile din teoremele 3.1.1,
3.1.2513.1.3.

Consecinta 3.1.1. Fie un sir (x, )n21 de numere reale care are limitd. Atunci

X +X, ot X,

lim =limx, .

n—0 n n—o0

Demonstratie. In teorema 3.1.4 se considera matricea

1 00 .. 00
Ll oo
2 2

L L
n n n n

Consecinta 3.1.2. Fie un sir (x,),., de numere reale strict pozitive care are

limita. Atunci
n
lim =limx .
n—o 1 1 1 n—sw
——tt—
X X X,

. . . R
Demonstratie. Se aplica consecinta 3.1.1 sirului (—J .
X
nxl1

n

Consecinta 3.1.3. Fie un sir (x,),., de numere reale strict pozitive care are

lim4/x, - x, -...-.x, =limx, .

n—»0 n—>0

limita. Atunci
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Demonstratie. In inegalitatea mediilor

n X X, ot x .
B i <alx, xycocx, <2 “, ne N", tindnd seama de

n
— ettt
XX, X

n

consecinta 3.1.1 si consecinta 3.1.2 se trece la limita.

Consecinta 3.1.4. Fie un sir (x,),., de numere reale strict pozitive. Daca sirul

X .o .. c e e . X
Tl are limita, atunci sirul (Mx ) are limitd si lim#z/x = lim =L,
X " In22 n—w n n—w x

n nx1 n

Demonstratie. Fie sirul (yn )nzl definit prin y, =x,, y, = x—", VneN,nz2.

n—1

Atunci x, =y, -y, ...y, , Yne N si aplicand consecinta 3.1.3 avem

limyfx, =lims/y, -y, .y, =limy, =lim 2L,

n—>0 n—>0 x
n

Teorema 3.1.5. (Stolz-Cesaro) Fie (a,),., si (b,),,, doud siruri de numere
reale cu proprietatile

(1) sirul (b,),., este strict crescdtor, strict pozitiv §1 nemarginit ;
.. C e ., —a a —
(i)  existd lim——" si lim——" =] e R

e bn+1 _bn e bn+1 - bn

a}'l

C e ....a
Atunci existd lim—= si lim—=/.

n—wo h n—o0
n

Demonstratie. Fie sirurile (Aa,),.,, (Ab,),.,, definite prin a, =b, =0,
Aa,=a,—a,, , Ab, =b —b, ,, Vne N .Avem relatia

A0 0 LA (@
b, Ab, | | b,
AbAb g g | [ A |
b, b, | ab, |_| b,
P 0 Naa | s
b b, b Ab | | b
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L Ab, A 1 & .
deoarece Z—k-ﬂ =—-Y Ag, = YneN.

o b, Ab, b o b,
Matricea infinitd din membrul stang satisface conditiile din teorema 3.1.2 sau
teorema 3.1.3.
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Probleme rezolvate

R3.2.1. Fiesirul (x,) _ cu limx, = x, x € R. S se arate ci

>1
n= n—w

lim x11+ x2 =2x.
nw| Dl yn- 1
Solutie. Se considera a,, :2,”%, n,ke N*, k <n.Deoarece lima, =0,
e 1 . ) 1
keN", Zank =1—2—n<1, Vne N, hmZankzhm I_E =1,
k:l I’l—)wk: n—w

sunt indeplinite conditiile din

teorema 3.1.2, deci hmz

n—>0 i’l—)CO

, = 2X.

R3.2.2. Dacd limx, =x, x € R, atunci

n—>0

lim " +(n—-1)x, —1—..2.+2-x”71 +1-x, _x
n—w n 2
Solutie. Se considera a,, :2(71——5(—1—1)’ n,k e N*, k <n.Deoarece
n
n(n+1)
lima, =0, ke N’ Z a,, Zk— <2 VneN",

n—»0

2
+
hmZank = lim2 " —— =1, sunt indeplinite conditiile din teorema 3.1.2, deci

n—»0 n—>0 n

limZ—z(n _f+1) X

n—»0 r=1 n

, =X, de unde rezulta concluzia.

R3.2.3. Fie unsir (x, )nzo de numere reale care are limitd. Atunci
lim— Zkak =limx, .

714)00 n—>0

Solutie. Se considera matricea
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%cf %Cf 0

Lo 1y 1,

2—2C2 2—2C2 2—2C2 0 0 ’
Lo Lo Lo L Lo o

2" 2" 2" 2"

. 1 .
deci a,, = ?Cf , ke {0,l,....n}. Se aplica teorema 3.1.2 sau teorema 3.1.3.
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4. Siruri recurente

Una dintre temele abordate in manualul de clasa a X-a o constituie
“Sirurile recurente” mai precis determinarea formei generale a sirurilor definite
prin recurente liniare de ordinul intai i recurente liniare si omogene de ordinul
doi. In cele ce urmeazi vom reaminti aceste rezultate ca punct de pornire in
studiul convergentei sirurilor recurente.

4.1. Recurente liniare de ordinul I

4.1.1. Definitie. O relatie de recurentd de forma
x,.,=ax, +b ,VneN, (4.1.1)
unde (a,),., st (b,),., suntsiruri de numere reale se numeste relatie de

recurenta liniard de ordinul 1 cu coeficienti variabili.

4.1.2. Observatii.

1)Considerand cazuri particulare pentru sirurile (a,),., $i (b,), S€
regasesc progresiile aritmetica, respectiv geometrica.

il) Dacd a, =a si b, = f(n),unde f:N— R obtinem

x,,, =ax, + f(n), adica o relatie de recurenta liniara, neomogena de ordinul 1.

n+l

In cazul unei recurente liniare de ordinul 1 se poate determina forma
generala a sirului.
4.1.3. Teorema. Forma generala a sirului (x,),., dat prin relatia de

recurenta (4.1.1) este:
n—1
X, =a,a,..a,xX,+ (Z b.a,.a,.,..a, J +b, (4.1.2)
k=0

4.1.4. Corolar. Forma generald a sirului (x,),., dat prin relatia de

n=0

recurenta
X, ,=ax,+ f(n),vn=0 (4.1.3)
unde aeR, f:N—> R este
n—1
x,=a"x,+ Y fk)a""". (4.1.4)
k=0
4.1.5. Corolar. Forma generald a sirului (x,),., dat prin relatia de
recurenta
X, =ax,+b,VneN (4.1.5)
este:
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x,=a"x,+b(a"" +a" +..+1) (4.1.6)

4.1.6 Observatii. Ne propunem sd discutdm convergenta sirului
(x,),s, dat prin relatia de recurentd (4.1.5).

Pentru a putea vizualiza comportarea sirului (x,) vom reprezenta intr-
un sistem de coordonate graficul functiei f(x)=ax+b si prima bisectoare
y=x (in general pentru o relatie de recurentd de ordinul 1, x,,, = f(x,) se
reprezinta graficul functiei f'si prima bisectoare). Pentru Inceput se reprezinta
punctul xy pe axa Ox. Paralela dusd prin punctul de coordonate (x,, f(x,)=x,)
la axa Ox intersecteaza prima bisectoare n punctul de abscisa x;. Continuand
procedeul obtinem pe axa Ox termenii sirului (x,,).

o, b>0
-pentru a=1,avem x, =x,+(n—1b si limx, =x,, b=0 (fig. 4.1)
-, b<0
A
a=1| si |b>0
>
X0 X1 X2 X3 . 7>
y=ax+b y=x

Fig. 4.1

In acest caz cele doua drepte (d)):y=x+b si (d,):y=x sunt paralele.
Daca b >0, dreapta d, este situatd deasupra dreptei d,, daca b =0 cele doud
drepte coincid, iar dacd b <0 dreapta d, este situatd sub dreapta d,.

" b b
-pentru a#1 avem x, =a"| x) +—— |———
a-1) a-1

-daca ae(-11) avem limx, = IL (fig. 4.2), adica tocmai solutia
n—»0 —a

ecuatiei f(x)=x.
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ae(-1,1)
( y=ax+b, |a|<l

y

bxz X «— Xo

Fig. 4.2

- daca a € (—oo,—1]U(1,0) avem

0, a>1 st x,>——
1-a
,l,ifo,}xn: — 00, a>1 si x0<—1_a (fig. 4.3)
nu exista, a<-1
b b
_—, xOZ_
l-a l—a
a>1|si |Xo> b A y=ax+b
—a
V=X
b X0 Xj X2...Xp > ©
l-a
Fig. 4.3a
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y=X

-00 ¢— Xopt...X3 1 T X0 [X2...X2p—>©

Fig. 4.3b

4.1.7. Exemple. Sa se studieze convergenta sirurilor definite prin:
1
a) x,, :_Ex" +L,n=20,x,=0

b) x,,, =2x,-3,n20,x,=2

c) x,,, =—2x,+1,n=20,x, =1

Solutie. a) x, = B +£, (x,),so este convergent, limx, _2
2 3) 3 - 1= 3
b) x, =-2"+3, limx, =—o0
. 2 1 )
c) x,=(-2) -§+§, (x,),so este divergent, x, — 400, x, ., —>—0.

Studiul convergentei sirului (x, ), ., dat prin relatia de recurenta (4.1.1)

este mai dificil, avem insd urmatoarea teorema, care da o conditie necesara
pentru ca sirul (x,),., sd fie convergent spre zero.

4.1.8. Teorema. Fie (a,),., si (b,)
a, €01, |a,|>ac[0,]) si b, > 0.Dacd sirul (x,),., verifica relatia de

doua siruri de numere reale,

n=0

recurenta (4.1.1) atunci x, > 0.
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Demonstratie. Fie (¢,) . sirul ¢, =aya,...a,,,V n=1.Se observa ca

cn+1 c b
p S1 X, =CnXe 0, =Cp| Xo T z
c 0,0,

n k=0 k=0 ck+1

intrucat [Z L= a, |e(0,1), rezultd cd 0<|c,,, [<|c, |, deci sirul

n
(I¢, 1),y este descrescator si marginit inferior. Conform teoremei lui

Weierstrass, rezulta ca sirul are limita.
Fie lim|c, |=1
n—>0

| n+1|

Dacd [ #0, arrezulta ca im—=—=1=1im|q, | ceea ce contrazice

n—>0 |C | n—>0
ipoteza, deci lim|c, |=0
n—

Intrucat sirul (|c, ) . este strict descrescator, cu termenii nenuli si

< UV 1 . 5 .
convergent catre zero, rezulta ca sirul (— este strict crescator si
neN

C"I |

) 1
lim—— =+o0.

n~>oo|c |

Din x, ,, = c,Hl(x0 +Z J avem:

k=0 C11
| by |
0 <| xn+1 |<| cn+1 | (l xO | +z (*)
| k+1|
n b
) e
Intrucat lim|c,,, \E] X, |+z k ]— lim ——A0 ke
k= O| Cryl ’ e 1
|cn+1 |
. . 0 .
Aplicand teorema lui Cesaro-Stolz (cazul —) obtinem:
o0
. b 0
lim|c,., || 1% y+z L/ DT Lot =0
ol | ER |cn+2| l1-a

lc

n+l |

Aplicand teorema clestelui in inegalitatile (*) obtinem lim|x, ,, |=0.
n—>0
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4.1.9. Exemple. Sa se studieze convergenta sirului (x,) dat prin:

n 1
—x,+—,n=2Lx =0
n+l1

1 1Y
C) X1 :E'xn-’_[aj ,I’ZZO,XO =1.

Solutie. a) Aplicand teorema 4.1.3. (sau folosind procedeul iterarii
directe) obtinem:

1 1

1 1 1 " 1+5+m+—

X, =——|n+|l+=+..+—||= + L
n+1 2 n n+1 n+1

1+l+...+l

limx,,, =1+ limz—ln =1+ limL1 =1 (am aplicat Cesaro-Stolz).
n—0 X—>0 n—+ n—o p +

c¢) Vom folosi corolarul 4.1.4. si obtinem

TS

st limx, =0.

n—>0

a) x

n+l

4.2. Recurente liniare omogene de ordinul 2 cu coeficienti constanti

4.2.1. Definitie. O relatie de recurentd de forma
X,.,=ax,, +bx, ,VneN,a,beR,b+#0 (4.2.1)
se numeste relatie de recurentd liniard, omogena, cu coeficienti constanti, de
ordinul 2.

Pentru a determina forma generald a sirului (x,) care verifica relatia de
recurentd (4.2.1) vom folosi urmatoarele teoreme demonstrate 1n manualul de
excelentd pentru clasa a X-a .

4.2.2 Definitie. Ecuatia

rP=ar+b (4.2.2)
se numeste ecuatia caracteristica atasata relatiei de recurenta (4.3.1).

4.2.3. Teoremi. Daci ecuatia caracteristici 7° = ar +b are doui
radacini reale si distincte 7 si 7, atunci sirul care satisface egalitatea (4.2.1) are
termenul general de forma:

x, =cn" +c,r,,VneN (4.2.3)

unde ¢; §i ¢; se determind in mod unic din conditiile initiale x¢ $i x;.
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4.2.4. Teoremi. Daci ecuatia caracteristici 7° = ar +b are o ridicini
dubla a, atunci sirul care satisface egalitatea (4.2.1) are termenul general de
forma:

x, =co" +c,no",VneN (4.2.4)

unde ¢; §i ¢; se determind in mod unic din conditiile initiale x¢ $i x;.

4.2.5. Teoremi. Daci ecuatia caracteristici 7> =ar+b cu A<O are
radacinile 7, = r(cost *isint), atunci sirul care satisface conditia (4.2.1) are
termenul general de forma:

x, =r"(c,cosnt+c,sinnt),VneN (4.2.5)
unde c; $i ¢, se determind in mod unic din conditiile initiale x $i x;.

4.2.6. Observatie. Multimea
S =1(x,) 50 | X, =ax,  +bx,,Vn=0}, abeR

formeaza un subspatiu vectorial de dimensiune 2 a spatiului vectorial al sirurilor
reale. Daci ecuatia caracteristicd »* = ar+b are:

- doud radacini reale si distincte 7,7, atunci multimea solutiilor de baza
{r",r,'} este baza a spatiului vectorial

- doua radacini reale egale 7, =r, atunci multimea {r",nr"} este baza a
spatiului vectorial

- doud radacini complexe 7, , = r(cost tisint) atunci multimea

{r" cosnt,r" sinnt} este baza a spatiului vectorial.

4.3. Recurente liniare omogene de ordin 4 >2 cu coeficienti constanti

4.3.1. Definitie. O relatie de recurentd de forma

X, =ax, ., tax, , ,+.+ax,VneN, (4.3.1)

unde ke N", a, e R,i=1k,a, #0 se numeste relatie de recurenta liniara,
omogena cu coeficienti constanti de ordinul £.
4.3.2. Observatii. (i) Dacd k=2 regdsim relatia de recurentd liniara de
ordinul 2 cu coeficienti constanti:
X,.,=ax,, +bx, ,VneN,a,beR,b+#0

(i1) Daca k=3 obtinem o relatie de recurenta liniara de ordinul 3 cu
coeficienti constanti:
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X, =ax,,+bx +cx,,VneN,a,b,ceR,c#0.

n+2 n+l

Pentru a determina forma generald a sirului (x,) care verifica relatia de

recurentd (4.3.1) vom proceda ca si in cazul recurentelor liniare de ordin 2,
considerand ecuatia caracteristica.
4.3.3. Definitie. Ecuatia

kK k-1 k=2
r=ar +a,r +..4a,_r+a, (4.3.2)
se numeste ecuatia caracteristica asociata relatiei de recurenta (4.3.1).
4.3.4. Lema. Daca o este o radacind a ecuatiei caracteristice (4.3.2)
atunci sirul (a"),_y verifica relatia de recurentd (4.3.1).
Demonstratie. Deoarece o' =a,0*" +a,0* +...+a, prin inmultire cu

o se obtine o =a,0"*" +...+a,a" si deci sirul cu termenul general o
satisface relatia de recurenta.

4.3.5. Lemi.' Daci o este o radicina multipld de ordinul p (p e N”,
p < k) aecuatiei caracteristice (4.3.2) atunci sirurile (a”), .y, (PO"),x s>
(n”"'a"),_y verifica relatia de recurentd (4.3.1).

4.3.6. Lema. Daca o este o radacind complexa a ecuatiei caracteristice
(4.3.2) de forma o =r(cost+isint) atunci sirurile (" cosnt),_y si

(r"sinnt),_y verifica relatia de recurenta (4.3.1).

Demonstratie. Dacd o este radacina complexa si deoarece coeficientii
ecuatiei caracteristice sunt reali, ecuatia (4.3.2) admite si rddacina complexa
conjugatd o =r(cost—isint).

Intrucat

a =a0" +a,0 7+ +a, o

o =aa"" " +a,0 T + a0

Aplicand formula lui Moivre a” =r”(cos pt+isinpt), p=n,n+k
inlocuind, si separand partile reale de cele imaginare obtinem

r"* cos(n+ k)t = ar"* cos(n+k—)t+...+a,r" cosnt

n+k—1

n+k—1

r"rsin(n+ k)t = ar" sin(n+ k1)t +...+a,r" sinnt

deci sirurile (" cosnt),_y si (r"sinnt),_y verifica relatia de recurenta.

! Ideea demonstratiei este aceeasi ca in cazul recurentelor liniare de ordinul doi, insi ea se
realizeaza folosind unele proprietati ale diferentelor finite care depasesc cadrul acestui manual.
Demonstratia completa se gaseste in [5] pg. 76-82.
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Utilizand lemele 4.3.4, 4.3.5, 4.3.6 se poate da urmatorul rezultat care da
forma generala a unui sir dat printr-o relatie de recurenta liniard cu coeficienti
constanti de ordin £>2.

4.3.7. Teorema. Daca ecuatia caracteristica (4.3.2) are rddacinile reale
h,th,....1, cu ordinele de multiplicitate p,,p,,...p, (P,Pysn P, k) $i

rddacinile complexe z,,z,,...,z,z,, 2z, =p,;(cost,+isint;), i —1,m avnd
ordinele de multiplicitate q1>G55->9,, (9,,9559, <k/2), si
p+p,+..+p,+2(q,+q,+...+q,)=k atunci forma generala a sirului

(x,),.n care satisface relatia de recurenta (4.3.1) este:

I3
— pi—-1\_.n
X, —Z(CU tent..t+c, n" )+

i=1

m
+Y pllley, +eyn+..+c, ncosnt, + (¢, + ey n+...+c, n"sinnt,],

i=1
unde constantele se determina din conditiile initiale.
4.3.8. Observatie. Fie k € N". Multimea
Sp =400, pen | Xp =X,y + ot apx,, YV n 20}
unde a,,a,,...,a, € R fixate, formeaza un subspatiu vectorial de dimensiune k a

spatiului vectorial al sirurilor reale. Baza spatiului vectorial este formata din
cele £ solutii de baza:

- daca ecuatia caracteristicd (4.3.2) are rdddcinile reale r,,7,,...,7, cu
ordinele de multiplicitate p,,...,p, €N, p,, p,...,p, <k, atunci acestea
genereaza solutiile de baza: r",nr” ,...,n”"’lrl.” ,i= 1,7

- dacd ecuatia caracteristica (4.3.2) are radacinile complexe
2132 ses s 2y s Z; = P,;(COSE, +8INE,), I = 1,m avénd ordinele de multiplicitate
Gy»-q,, €EN, qsenq, <k/2 s1

p+p,+..+p,+2q +q,+..+q,) =k,
atunci acestea genereaza solutiile de baza:
p! cosnt,,plncosnt,,...,.p'n"" cosnt, si
p"sinnt,,p'nsinnt,,...p"'n" ' sinnt,, unde i =1,m .
4.3.9. Exemple. Sa se determine forma generala a sirului definit prin:
a) x,,,=2x,+x,,—-2x,,n=20s1 x,=1,x, =-1x,=2

b) x,,,=3x,.,-3x,., +x,n=20s1 x,=1,x,=6,x,=17
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c) X, +2x,,+3x,,,+2x,,+x,=0,n20 51 x,=0, x, =0, x, =1,
x;=0.

Solutie. a) Ecuatia caracteristici 7° —2r”> —r+2 =0 are ridicinile
n=Lr=2r=-1,deci x, =c,-1"+c,-2" +¢;-(-=1)" sidin conditiile initiale

obtinem: ¢, = 5 c, =3 si ¢, e deci

X o=ty 2 7D

203 6
b) Ecuatia caracteristicd > —3r”> +3r—1=0 are ridicina tripld » =1.
Termenul general al sirului este dat deci de: x, = (¢, +c,n+c,n°)-1". Din
conditiile initiale obtinem ¢, =1,¢, =2, ¢, =3, deci
x, =1+2n+3n",

¢) Ecuatia caracteristici 7* +27° +3r> +2r+1=0 este o ecuatie

. < s e 1 iy3 .. :
reciprocd, ale cdrei radacini sunt z, =z, =——+——=cos—+isin— §i
2 2 3 3
- 1 V3 2n . . 2¢; .
z,=2z,= T, cos— —1 sm?. Termenul general este dat deci de:

2nm C . 2nm
x, =(c +czn)0037+(cl +czn)s1nT.

Constantele ¢,,c,,c, si ¢, se obtin din conditiile initiale astfel:
Xo =6

x, =(¢ +cz)cosz?n+(cl' +c'2)sir12?7T

x, =(c +202)cos4§+(c{ +2c'2)sin4?7T

x; =¢, +3c,

: 2 c2
deci ¢, =0,c,=0,c,=—F= sl ¢, =—.
V3 V3

4.4. Recurente liniare neomogene de ordin & > 2
Vom considera pentru inceput o recurenta liniard neomogena de ordinul 2.

4.4.1. Definitie. O relatie de recurentd de forma:
X, =ax,, +bx, + f(n),YneN (4.4.1)

185



unde a,beR,b#0 si f:N—>R o functie, se numeste relatie de recurentd
liniara, neomogena, de ordinul 2.

Avem urmatoarea teorema care ne permite gasirea termenului general al
unei relatii de recurenta liniare, neomogene.

4.4.2. Teorema. Daca sirul (y,),.y €ste o solutie generald a relatiei de
recurentd liniard, omogena de ordinul 2: x,,, =ax,,, +bx, si (z,),.x €ste 0
solutie particulara a relatiei de recurenta (4.4.1), atunci forma generald a sirului
(x,),.n care verifica relatia de recurenta (4.4.1) este:

x,=y,+z,,VneN (4.4.2)
Demonstratie. Intrucat y, ., =ay,  +by, si
z.,=az, +bz, + f(n).

Insumand obtinem ci sirul (x,),_y,unde x, = y, +z, satisface relatia
de recurentd (4.4.1).

4.4.3. Consecinta. Daca (z,),.y este o solutie particulard a relatiei de

recurenti (4.4.1) si ecuatia »* = ar+b are:
a) doud radacini reale si distincte 7,7, atunci

X, =cl +c,r +z, (4.4.3)
b) o radacina dubla r atunci:
x,=(c,+nc,)r'" +z, (4.4.4)

c¢) doud radacini complexe 7, =r(cost tisin¢) atunci

x,=r"(c,cosnt+c,sinnt)+z, (4.4.5)

Demonstratie. Rezultd direct din Teoremele 4.4.2, 4.3.5, 4.3.8 51 4.3.10.
Teorema 4.4.2 se poate extinde imediat si pentru recurentele liniare,
neomogene de ordin k > 2 astfel:
4.4.4. Definitie. O relatie de recurentd de forma:
X, =a,X, ., +ax, , ,+..+ax, +f(n),VneN (4.4.6)

unde a,,a,,....,a, eR,a, #0 si f:N — R o functie, se numeste relatie de

n+k— n+k—
recurenta liniard, neomogena, de ordinul £.
4.4.5. Teorema. Daca sirul (y,),.y €ste o solutie generald a relatiei de

recurentd liniard, omogena de ordinul & x,,, =a,x,,, , +...+a,x, 51 (z,),.n

n+k—1
este o solutie particulara a relatiei de recurenta (4.4.6), atunci forma generala a
sirului (x,),_y care verifica relatia de recurenta (4.4.6) este:

x, =y, +z,VneN.
Demonstratie. Analog cu Teorema 4.4.2.
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Determinarea efectivd a sirului (z,),.y din teoremele 4.4.2 514.4.5 se

poate face usor in cazul in care f(n)=a"P(n),unde o € R si P este un

polinom nenul, pe baza urmatoarei teoreme.
4.4.6. Teorema. Fiind data relatia de recurenta (4.4.6), unde

f(n)=0a"P(n) cu o€ R si P un polinom nenul, atunci o solutie particulara
(z,),n are forma
z, =a"0(n) (4.4.7)

unde Q(n) este un polinom, gradQ = gradP + s , s fiind ordinul de
multiplicitate al lui o pentru polinomul caracteristic x* —a,x*" —...—a,.

Demonstratie. Inlocuind z, = a."Q(n) in relatia de recurenta (4.4.6)
obtinem o*Q(n+k)—a,a ' Q(n+k-1)—...—a,Q(n) = P(n) . De aici
gradP = gradQ — s, coeficientii polinomului Q determinandu-se prin metoda

coeficientilor nedeterminati.
4.4.7. Exemple. Sa se determine sirul (x,),_y pentru care:

=3x,,,—2x,+3n(n+1),VneN,x,=0,x, =2

b) x,.,=3x,,-3x,,+x,+2"n,x,=—6,x, =2,x, =4.

a) xn+2 n+l

Solutie. a) x, =y, +z, ,unde (y,),.n €ste o solutie generala a relatiei
de recurentd omogena: y,,, =3y, ., —2y,. Ecuatia caracteristica este
72 =3r+2=0,r=1,r=2,deci y, =¢, +c,-2".
caracteristic x> —3x+2 avem z, =an’ +bn’ +cn+d.
Inlocuind in relatia de recurenta obtinem
a(n+2)’ +b(n+2)* +c(n+2)+d =3a(n+1)’ +3b(n+1)* +3c(n+1)+d -
—2an’ =2bn* —2cn—2d +3n° +3.
Egaland coeficientii obtinem: a =—1, b=-3, ¢ =-8, deci
z,=-n"=3n"-8n+d.
Intrucat z, =0, obtinem d =0 sideci x, =c, +c, 2" —n’ —3n> —8n.
Din x, =0 obtinem ¢, +¢, =0.
Din x, =2 obtinem ¢, +2¢, =14.

De aici ¢, =—c, =—14, deci x, =—14+14-2" —n’ —=3n*> - 8n.
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b) x, =y, +z,,unde (y,),.x este o solutie generald a relatiei de
recurentd omogena: y,.; =3y,., —3»,,, +, . Ecuatia caracteristica este
7 =3r’+3r-1=0,5n=r,=r,=1,deci y, =(c, +c,n+cn’)-1".

f(n)=2"-n siintrucat 2 nu este radacina a polinomului caracteristic
avem z, =2"(an+b). Inlocuind in relatia de recurenta obtinem:

2> (an+3a+b)=3-2*(an+2a+b)-3-2(an+a+b)+(an+b)+n.

Egaland coeficientii obtinem a=1, b=-6, deci z, =2"(n—-6) si
x, =(c, +c,n+cyn’)+2" (n—6) . Din conditiile initiale obtinem ¢, =0, ¢, =8,
c,=-2,deci x, =(14n—2n")+2"(n—6).

4.5. Recurente neliniare

Pentru a stabili convergenta unui sir recurent neliniar se foloseste n
general teorema lui Weierstrass de convergenta a unui sir, pe care o vom
reaminti aici fard demonstratie.

4.5.1. Teorema (Weierstrass). [1] Orice sir monoton (x,),_y are

ne
limita, adica:
(1) daca (x,),.n este crescator si nemarginit superior, atunci limx, =+o0

n—»0

(i1) dacd (x,),.y este descrescdtor si nemarginit inferior, atunci limx, =—oo

(1i1) dacd (x, ),y €ste monoton si marginit, atunci sirul (x,),_y este
convergent.

4.5.2. Observatie. a) Valoarea limitei unui sir recurent convergent se
afla trecand la limita in relatia de recurenta.

b) Daca sirul nu este monoton se vor studia in general subsirurile sale

(x2n )neN $1 ('x2n+l )neN .
4.5.1. Convergenta unor siruri recurente definite de functii

4.5.3. Definitie. Fie ACR o multime s1 /' : 4 — 4 o functie. Sirul

(x,),5 definit prin x,,, = f(x,),VneN, x, € A se numeste sir recurent definit

n+l1
de functia f'si x, € A (sau sirul aproximatiilor succesive asociat functiei f'si
elementului x, € 4).
Se observaca x, = f"(x,),unde f" = fofo..of.
%/_J

de n ori
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4.5.4. Exemple. a) Sirul O,\/E,\IZ+\/E,...,\/2+\/2+...+\/5 ,... S€ poate
defini recursiv astfel: x ., = f(x,),unde f(x)=+2+x si x,=0.
ax+b

b) Fie a,b,c,d,x, e R si f:R\{=d/c} >R, f(x)= )
cx+d

Sirul (x,),., ce satisface relatia de recurenta x ,, = f(x,), adica

_ax,+b

se numeste sir omografic. Aceste siruri se vor trata utilizdnd

xn+1

- cx, +d
metode matriceale la paragraful 3.2 (algebra).

4.5.5. Teorema. Fie ACR o multime si f: 4 - A4 o functie si sirul
(x,),s0 sirul aproximatiilor succesive asociat functiei f'silui x, € 4.
a) Daca x, = x, atunci sirul (x,),., este constant.

b) Daca x, < x, (resp. x, > x;) s fstrict crescdtoare atunci sirul (x,),.,
este strict crescator (resp. strict descrescator) (fig. 4.4).

c) Daca feste strict descrescatoare atunci sirurile (x,,) .o 1 (%5,.1) 50
sunt strict monotone de monotonii diferite (fig. 4.5).

d) Daca 4 este marginita, atunci sirul (x,),., este marginit.

y A
y=X

Grf

\/

Fig. 4.4
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y
y=X
O
>
X0 X5...X3 X X
— «—
Fig. 4.5a.
Sir convergent
y A
Grf
\
O
L
.. X3 X1 Xp X2 X4... X
« —
Fig. 4.5b.

Sir divergent

Demonstratie. a) Dacd x, = x, atunci x, =x,,VneN.
b) Daca x, < x, sif strict crescdtoare, demonstrdm prin inductie

matematicd, cd sirul (x,),., este strict crescator. Intr-adevar sa presupunem ca
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X, <x,,,,atunci x,,, = f(x,) < f(x,,,)=x,,, sidecisirul (x,),, este strict
crescator.
¢) Intrucat f'este strict descrescatoare rezultd ca f o f este strict

crescatoare. Rezultatul de la b) se aplica functiei f o f . Daca x, < x, atunci
(x,,),, €ste strict crescitor. In acest caz x,, < x,,,,, de unde
S ) < f(xy,,), dect x,, > x,,,,.

Asadar sirul (x,,,,),s, este strict descrescator.

Daci x, > x, atunci (x,,),s, este strict descrescitor. In acest caz
Xy > Xy, deunde f(x,, ) > f(x,,,), deci x,, , <x,,,,. Asadar sirul
(x,,.1),0 €ste strict crescator.

d) Se demonstreaza prin inductie matematica cd x, € 4,V neN.

in continuare vom considera 7 un interval inchis in R, adica

I €{[a,b],[a,©),(—0,b],R} .
4.5.6. Teorema. Fie f:/ — [ o functie continua si x, /.
a) Dacd sirul (x,),., al aproximatiilor succesive este convergent catre
* . * . * *

x,atunci x €/ i f(x )=x.

b) Daca f(x)# x,V x el atunci sirul (x,),., al aproximatiilor
succesive nu este convergent.

Demonstratie. a) Se trece la limitd in relatia de recurentd x,,, = f(x,) si
se tine cont cd f este continua.

4.5.7. Definitie. Fie AcR o multime, f: 4 — 4 o functie. x, € 4 se
numeste punct fix al functiei f'daca f(x,)=x,.

4.5.8. Observatie. a) O functie f'poate sa nu aibd puncte fixe, poate

avea un singur punct fix, un numadr finit de puncte fixe sau o infinitate de puncte
fixe.

b) O functie fare cel putin un punct fix daca si numai daca graficul
functiei f'intersecteaza prima bisectoare.

4.5.9. Exemple. Functiile sin si cos au cate un singur punct fix, iar
functiile tg si ctg au o infinitate de puncte fixe.

In cele ce urmeaza vom da doui teoreme de existentd a punctelor fixe.

4.5.10. Teorema (Knaster). Fie f :[a,b]— [a,b] o functie monotona.
Atunci existd ¢ €[a,b] astfel incat f(c)=c.

Demonstratie. Presupunem f monoton crescatoare si fie
B={xeAd:f(x)2x}.Cum f(a)>a rezultd cd ae B sideci B# . Fie
c=supB. Deoarece ¢ > x,V x € B si f monoton crescatoare, rezultd ca
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f(e)= f(x),VxeB,deci f(c)=x,V xeB,deci f(c)=supB=c. Atunci
f(f(c))= f(c),deci f(c)e B,deci f(c)<c,prinurmare f(c)=c.

4.5.11. Teorema. Fie f :[a,b] —[a,b]. Daca feste continua pe [a,b],
atunci exista c €[a,b] astfel incat f(c)=c.

Demonstratie. Consideram functia g :[a,b] > R, g(x)= f(x)—x.
Functia g este continui pe [a,b]; g(a)>0, g(b)<0. Intrucat g are proprietatea
lui Darboux, rezulta ca 3¢ €[a,b] astfel incat g(c)=0, deci f(c)=c.

4.5.12. Consecinta. Dacd f :[a,b]—[a,b] este continud $i monoton
descrescatoare, atunci f'are un singur punct fix.

Demonstratie. Existenta este asiguratad de teoremele 4.5.10 s14.5.11.
Unicitatea rezultd din continuitatea i monotonia strictd a functiei x— f(x).

4.5.13. Definitie. Fie ACR o multime si f': 4 —> A o functie. Spunem
ca feste contractie dacd existd K €(0,1) astfel incat
| f) =S ISK[x—y|,Vx,yeA.
4.5.14. Teorema. Fie ACR o multime marginita si inchisa si f: 4 — 4
o contractie. Atunci

a) existd un unic x € 4 astfel incat f(x )=x

b) orice sir recurent x,,, = f(x,),n>0, x, € A converge la x".

Demonstratie. Se demonstreaza prin inductie:
| %, =%, S K" [x, =X, |
Avem

|xn+p _'xn |S| xn+p _xn+p—1 |+ | X xn+p—2 |++ | xn+1 _xn |S
I_Kp+l
<SK'"(I+K+..+K")|x,—x, |=K" -ﬁlxl—xo <

n+p-1 -

<
1-K
de unde tinand seama ca lim K" =0 obtinem ca sirul (x,),., este fundamental

n—»0

si, deci, din criteriul lui Cauchy rezultd ca sirul (x,),., este convergent. Fie

| X, =X, |

limx, = x*e 4 pentru ca 4 este inchisd. Trecand la limita in raport cu » in

n—»w0

relatia de recurentd x,,, = f(x,) sitindnd cont cd o contractie este functie

continui, obtinem x = f(x"), unde x" este punct fix pentru functia f.
Sa presupunem cd ar exista ye A cu proprietatea f(y)=y, atunci

0<x =y f(x)—f(»)I<K|x —y| contradictie cu faptul ci K<I, deci
x =y.
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4.5.15. Teorema. Fie f:/ — [ derivabilasi | f'(x)|<1,Vxel.
Atunci:

a) ecuatia f(x)=x are o solutie unici x’

b) sirul (x,),., definit prin x,,, = f(x,),n=0 si x, €[a,b] este
convergent la x" .

Demonstratie. Consideram x,y €/, x < y . Aplicand teorema lui
Lagrange pe intervalul [x, y] < [a,b] rezultd

SO =SSO [x-y£K[x=-y],

deci f'este contractie. Aplicand teorema 4.5.14, rezulta concluzia.

4.5.16. Concluzii. Rezultatele enuntate in acest paragraf se pot sintetiza
in urmatorul tabel.

Functia / Puncte fixe Convergenta sirul (x,),., definit prin
xn+1 = f(xn)

Jcontinua si exista (x,),s, monoton si convergent

crescatoare . ..
la solutia ecuatiei f(x)=x

pe [a,b]

f'continua si exista in (X5,),505 (X3,41),50 monoton de

descresbcatoare mod unic (X ) | monotonii diferite (pentru conditii de

pe [a,b] convergenta vezi [3])

f contractie exista in (x,),., convergent la X

pe [a,b] mod unic (x )

f deriyabilé exista in (x,),s convergent la x

pe/si mod unic (x )

FACIS!
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Probleme rezolvate

1) Sa se studieze convergenta sirurilor:

a) x,,, =4/2x +8,x, €(0,2)
b) x,., =+/1-x_, x, €[0,1].

Solutie. a) Fie f:[0,2]—[0,2], f(x)=3/2x" +8 , avem f continu,
strict crescdtoare si x, =4/2x, +8 > x,, deci conform Teoremei 4.5.5 sirul (x,)

este strict crescator i marginit deci convergent catre solutia ecuatiei f(x)=x,

adicd limx, =2.

b) Fie f:[0,1]—[0,1], f(x)=+1-x", avem fcontinud, strict
descrescatoare deci sirurile (x,,),.y $1 (X,,.,),oy SUNt monotone de monotonii
diferite. Fie g(x)=(f o f)(x)=x, deci subsirurile (x,,) si (x,,,,) sunt

constante. In concluzie sirul (x,) este convergent daca si numai daca x, = x,,

. 2
adica pentru x, = -

n

2) Sa se arate ca sirul x,,, =l{(p—l)xn +%}, nz0,x,>0,a20,
p x

peN, p=2 este convergent §i limx, = a .

n—>0

(D. M. Bitinetu, I. M. Stancu-Minasian, GMA 12/1973)
Solutie. Metoda I. Consideram f:(0,0) > R,

f(x)=l[(p—1)x+ “}
p X

fcontinua si derivabila pe (0,) si

f'(x)=p—‘1[1—%j.
p

X

Tabelul de variatiei al functiei f este:

0 % 0

X
f'(x){---------- O++++++++

f@) |0 T—aka —P
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Deci f(x)>%/a,V xe(0,0). Intrucat x,, = f(x,)>4a,Vn>0,
rezultd ca x, >8a,Vn>1.

Considerand g = f/[{/a,+x),avem x,., = g(x,),V n>1, g derivabila si
| g'(x)|<1, deci aplicand teorema 4.5.15 rezulta ca sirul (x,), ., este convergent

catre unica solutie a ecuatiei g(x)=x, anume %« . Deci limx, =4/a .

n—0

Metoda II. Din modul cum a fost definit sirul, rezultd cd x, >0,
V neN. Observam ca:
de (p-1)ori
a
xn +xn +...+xn +T

P
'xn+1 = - 2 p“ a

p

conform inegalitatii mediilor.
Deci x, >%a,Vn=1.

1 .. <
Avem - —( p—1+ %) <1, deci sirul este descrescator.
X P

n n

Fiind monoton si marginit rezulta ca este convergent. Trecand la limita
in relatia de recurenta obtinem limx, =¥/a .

n—x0

3) Se considera un sir (u,) definit prin relatia de recurenta
U, = %(6414,, +15)'7.

Sa se stabileasca modul de comportare al acestui sir pentru n — .
(Problema analizata de juriu a 22-a OIM SUA, 1981)

Solutie. Functia f:R—> R, f(x)= %«3/64x +15 este strict crescatoare

st u,,, = f(u,). Conform teoremei 4.5.5 exista trei proprietati:

1) daca u, =u, atunci sirul este constant si limu, =u,

n—>»0

+
U, =u, < 64du; —6u, —15=0< u, e{—i,%}.

i1) daca u, <u, atunci sirul (u,),., este strict crescator.

Aceasta are loc pentru u, € (1 — g/a ,_lJ U [1 hl g/a ,+oo] .

4

1i1) daca u, > u, atunci sirul (u,),., este strict descrescator.
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1-+/61 1 1+4/61
s 7\ "a 8 )

Fiind monoton, sirul (u,),., are intotdeauna limita finita sau infinita.

Aceasta are loc pentru u, € (— 0,

Daca sirul (u,),., este convergent atunci conform teoremei 4.5.6: limu, =u si

ue{l_m 1 1+461

8§ 47 8

concluzionam:

} . Analizand combinatiile obtinute anterior

daca u, <

dacd u, 1—\/5,_%} atunci u, T —%

atunci u, — —o0

8

dacd u, €| ——,

daca u, e

Alte recurente. Probleme rezolvate

In acest paragraf vom aborda céteva recurente neliniare. Unele dintre ele
se reduc (prin logaritmare sau substitutii convenabile) la recurente mai simple
sau chiar liniare, iar altele se vor rezolva utilizand teorema lui Weierstrass de
convergentd a unui §ir.

R4.5.18. Se considerd sirul (a,),., cu a,, =4/n+a’",VneN', n>2
st a, > 0. Determinati a, si limita sa.
(V. Bandila, OLl. locala Bucuresti)
Solutie. Evident avem a, >0, V n > 2, relatie demonstrabila prin

n
n+l

=n+a'" si vom folosi substitutia

b,=al",Vn>2.

inductie. Relatia devine: a
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Avem b, =b, +n,V n22.Dand valori lui n $i Insumand obtinem:

(n—1n

b =b, +Q—1,de unde a, :n\l/az 14

n

,Vn>2.Trecand la

limita obtinem lima, =1.

n—0

R4.5.19. Se da sirul (x,),., cu x, >0,V n>0 care satisface relatia:
\/an = \/Z+ 6\/xn__1, VneN’ si X, =x, =1. Ardtati cd sirul este convergent si
calculati-i limita.

Solutie. Notam y, =¢/x,, y, =y, =1. Relatia de recurenta devine:
Yy, =y.+y, .,V n>1.Searatd prin inductie ci sirul (y,) este crescitor si

marginit superior de 2. Deci (y,),., este convergent, fie /=lim y, . Obtinem

n—»o0

\/§+1 \/§+13
5 .

00> =0 ~1)=0, de unde ¢ = si limx, =

2 n—»0

R4.5.20. Studiati convergenta sirului (x,),., dat de:

n=0
X, 0%, =xf,‘v’n21 cux,20,Vn=0.

Solutie. Daca x, =0 atunci x, =0,V ne N si sirul fiind constant este
convergent spre 0.

Daca x, >0 si x, =0 atunci x, =0 si prin inductie obtinem
x,=0,VneN, nx2,deci sirul este convergent spre 0.

Daca x, >0 si x, >0, atunci se demonstreaza prin inductie ca

x, >0,V neN. Logaritmand relatia de recurentd si notdnd y, =Inx, ,neN

no
obtinem: y,,, +y, = V2 ¥, » deci o relatie de recurenta liniard si omogena de
ordinul 2. Ecuatia caracteristica este:

T,.. T
rP=N2r+1=0, ru:coszizsmz.

. nm . NT . o
Deci y, =c, cosT+ c, smT, V n e N. Sirul este asadar periodic de

perioada 8 (adicd y, ., =y,, VneN)siel este convergent dacd si numai daca

¢, =c,=0,adica y, =y, =0 deci x, =x, =1, In acest caz limita sirului fiind 1.
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2

. X o, -
R4.5.21.Se da (x,),.,, x, >0 si x} +x, <1 cu x,,, =x, + . Ardtati

n
O 1 | S
cd sirurile (y,),.,,cu y, = I— si (x,),,, sunt convergente.
X, n-—
x2
Solutie. Avem x,,, —x, =—520, deci sirul (x,),s, este crescator. Se
n

arata prin inductie cd x, <n-1,Vn=2. Avem cd

1 n X, 1 X,
yn+l_yn:_2 — |- 1__ >0’
n n_l xn+1 n xn+1

de unde (y,),., este de asemenea crescator.
Presupunem ci existd n, e N astfel incat x, >1=x,>LVnzn,=

I, 1 _n=2

1
=y =—-
In n—1 n-1 n-

n

convergent cu limitay si 0< y, < y<1.

<LLVnzn,,decisirul (y,),., este

Intrucat x, = si (v,) este convergent, urmeaza ca (x,) _..

1

+ —
yn n—l

. 1
este convergent cu limita x =—.
y

Daci nu existd n, € N” astfel incat x, >1=x,<1,VvneN= (x,) este

X

n

. 1 1 .
convergentlaxsi O0<x, <x<Il= (—J este convergent la —, deci (,),.,
X
n=2

1
este convergent la y=—.
X
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5. Cateva clase de siruri
5. 1. Siruri definite implicit

Se considerd un sir de functii reale (f,),., cu proprietatea ca fiecare dintre
ecuatiile f,(x)=0 admite cite o singurd solutie situatd intr-o multime M
fixatd, solutie pe care o notam x,. Spunem cd sirul (x,),., este definit implicit.

In cazuri concrete se pune problema demonstrarii existentei si unicitatii
solutiei x, (mai rar a calculului ei) si apoi a stabilirii unor proprietati ale sirului
(xn )nzl :

Exista posibilitatea si ca functiile f, sa nu fie definite pe multimi de

numere reale (spre exemplu si fie definitd pe submultimi din [J ), in general
neexistand metode care sd conduca la o abordare unitara a acestor probleme.

Exemple:

1) Demonstrati ca pentru fiecare numar natural n, ecuatia sinx=x+n
admite solutie unicad (pe care o notdm x,). Stabiliti natura sirurilor (x,),., si

n n=1

Solutie: Functia f, :[l =0, f (x)=sinx—x—n, este injectiva fiind
strict descrescitoare §i este continui. In plus lim f (x)=+40 si
X—>—00
lim £ (x) =—o0.
X—>00
Deducem ca ecuatia f,(x) =0 admite o unica solutie reald, pe care o notdm x,,.

n

Deoarece sinx, = x, +n, obtinem x, =sinx, —n $1 —*
n n

X, sinx, 1

Sirul (x,),,, este divergent si are limita —oo, iar sirul [—") este
n n2l

convergent la —1.
2) Consideram sirurile (x,),., st (,),»; cu termenii numere rationale

astfel Incat x, + yn\/i —(1++2)", (V) nel". Calculati lim x,, limy, si

n—0

.oX
lim—= .

n—0 yn
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Solutie: Stim ci pentru fiecare nel] ", existd si sunt unice numerele
rationale x, si y, astfel ca x, + yn\/i =(1+ J2 )", ceea ce inseamna ca girurile

sunt bine definite (altfel spus functiile f:0%2 =0,
[ y)=x+ yx/E - (1 -2 ) " sunt injective si admit radacind).

Stim de asemenea ca x, -y, V2 = (1 —\2 )n Rezultd imediat
o 2 =Ny (ey2) -(-V2)"
n 2 > n 2\/—
Observam ca 1n acest caz am reusit sa stabilim radacina functiei f,.
1-v2)
1+ f

1 [
limx, = lim (1++2)"-

= 400,
n—® n—oo
Analog hm 0y, = +00 si apoi lim 22 = V2.
n—>0 yn
3) Si se arate ci ecuatia x" —x""' —...—x—1=0 are o singuri ridicini

- e o . * .o
reald pozitiva x, pentru orice ne€l]l sl sa se determme limx, .

n—x0

Solutie. Pentru n=1, x, =1, iar pentru n>2 ecuatia are rddacina pe 1

n+l

x'=1 X" =2x"+1

. . _1
siatunci x" —x"" —...—x—-1=x"— =
x—1 x—1

—2x"+1 siavem :

n+l

Considerdm functia f, (x)=x
fl(x)=(n+D)x"=2n-x"" =x""(n+1)x—2n).

Tabelul de variatie al functiei f, pe intervalul [0,00) este:

2
1o 1 & 2 o
n+l
110 -—- - 0o + + + + + ++ +
1, 1\3\ /_L/
fl(x)=0 pentru x=y, = 2n )
n+1
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Avem: f (2—711] =z,<0 s1 f(2)=1>0 deci unica radacina a ecuatiei
n+

£, (x) =0, diferita de 1, pozitiva este x, € (—nl,Zj si atunci limx, =2.
n-+ X—>®0

4. Si se arate ci ecuatia x’ —x” —x—1=0 are o singurd ridicina reald
notatd cu x; §i sd se determine lim(x; +x;) unde x,,x; sunt celelalte doud
n—0
radacini ale ecuatiei.
Solutie. Consideraim functia f:0 -0, f(x)=x—-x"-x-1,

f'(x)=3x"-2x-1=3(x-1) (x + %) . Tabelul de variatie
1

X | —o0 _E 0 1 +o0

+ 4+ o+ o- - — — 0 + + + o+
1

o — f(—gj\ "

Avem: f (—§j<0, f(1)<0 si f(o0)>0 deci existd o unicd radacina reala

x, €(1,0).

Celelalte  doua  radacini Xy, X, sunt  complex-conjugate
X,; =a*ib= p(costtisint).

Din relatiile lui Viette, x,-x,-x; =1 si din x, >1 rezultd x,-x;, <1 sau
p°<1,deci p<1.
<2p" >0, deci

. n n __ n n n
Avem: X, +x; =2cosnt-p ,0£|x2 +X;
lim(x; +x3)=0.
n—>0

5. Sa se arate ca pentru nell ecuatia 2°+x=n are o unicad solutie
notatd x, sisa se determine
. x
hmn-( . —lj.

Solutie. Functia f:[J -, f(x)=2"+x este strict crescatoare,

bijectiva cu inversa crescitoare si atunci x, = f~'(n), limx, =o.
n—>0
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Avem:

limn il —11|= lim(zx” + xn) Xy — logz(z'" + xn) —
n—>0 lOg2 n n—>0 10g2(2x” +xn)

x—log, (2" +x) lim 2" +x 2°(x—log, (2" +x)) _

=1lim(2" + x)
x>0 log,(2* +x)  xox 2° .. log, (2" +x)
X
lim 2%(x—log, (2" +x)) lim 2*(log, 2" —log, (2" +x)) _
X—>0 x X—>0 x
x X
—2"log, 2 +x log, [1+xj
: x . 2
=lim =lim—-—— = 7 =
X—>00 X X—>0 l
2JC
lim log,d+) 1 _ log, (lj .
100 t In2 e

6. a) Si se arate ci pentru orice n €]~ ecuatia
n+m+1)" =(n+2)"
are o singurd solutie x, .

n

< < X . .
b) Sa se arate ca sirul (y,),, », =—= este convergent si sd se determine
n

limita sa.

Solutie. a) Consideram functia f,:0 =0, £ (x)=| —— | +[ 221
n+2 n+2

care este descrescatoare, f (—o)=0o, f(0)=2>1, f (0)=0<1 deci existd
un singur x, € (0,0) cu f,(x,)=1 sau

n+(m+1)" =(n+2)".

n\7n n \n
b) Avem: x,=n-y, si relatia [ L j + (’Hlj =1.
n+2 n+2

. g o (x+1Y L n
Considerand functiile al si al se arata ca sirurile a, = " si
x+2 x+2 n+2

n
n+l g
b, = sunt descrescatoare. Avem: a,<a,, ,b <b,,
n+2
Yn Yn Yn Yn 1 — qWn Yn Yn Yn 1
a’<a; ,b"<b" deci l=a +b" <al, +b, atunci
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l=a’ +b/ <a’ +b" . Deoarece a

n+l n+l n+l *

<lsib

n+l1

el <1 rezulta y, , >y, , deci
sirul (»,), este crescator.
Aratam ca sirul (y,), este marginit: daca prin absurd ar exista un subsir
(»,), culimy =-+c0 am avea
k k—o0 " Tk

Y, Y,

e\ "k 1 e\
: n ~2lim y,, . n, + - lim 3,
lim [ 2 J =e " =0, lim ( £ j =e " =0,

| |, +2 oo\ \ my +2

in contradictie cu lim(a, )™ +(b, )™ =lim1=1.
’ koo % " k—o

Deci sirul (y,), este convergent si trecand la limitd in relatia a)" +b)" =1

1+\/§ 1+\/§

rezulti e + e =1, din care rezultd €' = — deci limy, =1In 5
n—»00

5. 2. Siruri cu multimea termenilor finita

Fie M o multime finitd. Consideram cunoscute urmatoarele rezultate
elementare:
S. 2. 1. Propozitie. Daca (x,),, este un sir de elemente din M, atunci

(x,),, admite cel putin un subsir constant.

5. 2. 2. Propozitie. Daca (x,),., este un sir convergent de elemente
din M, atunci (x,),,, este constant incepand cu un anumit rang.

5. 2. 3. Definitie. Un sir (x,),., se numeste periodic dacd existd

(V) nell”. Numirul p se numeste perioadi a

pell’” astfel incat Xpsp =%,
sirului.

5. 2. 4. Propozitie. Un sir periodic este convergent daca i numai daca
este constant.

Ne propunem sa analizdm doud dintre cele mai dificile probleme date in
ultimii ani la Olimpiada Nationala si sd sugerdm o metoda de rezolvare ale unor
probleme asemanatoare.

La primul baraj de selectie a lotului olimpic din 1996 s-a dat urmatoarea
problema:

P.5.2.5. Fie x, y numere reale. Sa se arate cd dacd multimea

4., :{cosnﬁx+cosn7zy|neD } este finitd, atunci xell si yell .

X,

Solutie. Fie x, =cosnzx $1 y, =cosnzy, a, =x,+y, . Avem:

(‘xn+yn)2+(xn_yn)2 :2(x§+yj):2+(x2n+y2n)<:>(xn_yn)2 =2+a2n_a2'

n
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Deoarece multimea {an | nell } este finitd, rezultd cd multimea
. 1 1 .
{bn =x,-Y, | nell } este finitd. Avem: x, ZE(G" +b,),y, =E(an —b,) deci

multimile {xn | nell } sl {yn | nell } sunt finite.

Exista p#q astfel ca x,=x, s existd rzs astfel ca y =y <
<> COS PTX = COSGITX si cosrmy =cossny = paxtqnxe2nr-l] si
rrytsryelrn-ll =xell si yel.

Observatie. Reciproca afirmatiei din problema este evident adevarata.
O formulare care generalizeaza Problema 5.2.5. este imediata:

. £ I . ~
P.5.2.6. Fie k €[l unnumar natural §i x,,x,,...,x, numere reale. Sa se
arate cd multimea 4 = {cos NTX, +COSNTX, +...+ COSNTX, | nell } este finita

daca si numai daca numerele x,,x,,...,x, sunt rationale.

Solutie. Se observa ca solutia Problemei 5.2.5., desi foarte eleganta, nu
oferd idei pentru rezolvarea problemei 5.2.6.
Fie a, = cosnmx, +cosnrx, +...+cosnrx, .

Daca multimea A:{an|neD} este finitd, atunci si multimea

B= {(an,azn,a3n,...,akn) nell } este finitd, deci existd m # n astfel ca

(a,,a,,,a,,,....a,)=(a,,a,,,a,,...,4,,) .
Daca notam y, =nx7,...,y, =NX,7T; z, = MX,7,...,Z, = mX, 77 obtinem
relatiile
COS Y, +...+COS Y, =C0SZ +...+C0Sz,
g cos2y, +...+cos2y, =cos2z +...+cos2z,

cosky, +...+cosky, =coskz +...+coskz,
Se stie ca functia cos px se exprima ca un polinom de grad p in raport

cu cosx(Se obtine din relatia (cosx-+isinx)” =cos px+isin px). Sistemul S
este echivalent cu sistemul S’
b+...4+b,=¢c,+...c,

2 22 2
g b +...+b, =¢c/ +...+¢;

bf +...+bf =cf +...+c}
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unde b, =cosy,, ¢, =cosz,, i=1k.

Relatiile sistemului S’ spun ca polinomul (unitar) cu radacinile b,,...,b,
coincide cu polinomul (unitar) cu radacinile c,...,c,, dect (¢,...,c,) este o
permutare a lui (b,,...,b, ). Existd o permutare o € S, astfel ca:

¢, =bygyseesCp =by) &
COSMITX, = COSNTX,(y),- -, COSMITX, = COSNIT Xy ) <
< mrx, tnrx,,, €2x-U,....mrx, £nxwx,,, €2x .
S-a obtinut un sistem de ecuatii liniare cu necunoscutele x;,x,,...,x, si

cu coeficienti rationali (intregi), care are solutie unicd (deoarece m #n)
formata din numere rationale.

. * * .. . *
P.5.2.7. Fie kel ,z,z,,...,z, €l distincte s1 wu,u,,...,u, €ll
astfel ca multimea {an =u -z YUy Zy +.. Uz, | nell } sa fie finitd. Sa se

- . - ¥ .
arate ca exista pell astfelca a,=a, ,oricarearfi nell.

n+p
Solutii. Solutia 1. Dacd multimea {an | nell } este finita, atunci si
multimea {(an,am,. ..,a,1+k)| nell } este finitd, deci existd m # n astfel ca:
(sl ) = (s s es Gy ) -
Notand m —n = p obtinem relatiile
u -z (z) =) +u,-z3(zy =D +...4+u, -z (z] =1)=0

n+l n+l

u -z (2l =D +u, 22 =D+t 2 (2P 1) =0

u -z =D vy 2N =D+ 2 (2P - 1) =0

Privind relatiile ca sistem de ecuatii liniare cu necunoscutele
x =z -1, x, =2y —L...,x, =z/ —1, determinantul sistemului este:

u -z Uy zZy oo U Z)
n+l n+l n+l
U -z Uy Z U, -z k
1 1 2 2 k k _ n
_H(ui-zi ) H (Zj_Zj)¢05
i=1 1< j<i<k
-1 k-1 -1
u oz w2
deci sistemul admite doar solutia banala si atunci z =z; =...=z/ =1, deci
n __ _n+p . _
z;=z;",nell sia,=a, , nell.

Problema are o solutie mai eleganta, care foloseste doar cunostinte de
clasa a X-a.
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Solutia a doua. Se bazeaza pe urmatoarea observatie:
Daca multimea A4 = {an | nell } este finitd, atunci pentru orice numar

bell , multimea B={a —b-an|ne[|} este finita.

n+l

Luand b=z, avem:
_ n+l n+l n+l n n n+l
a,,—z,a,=uz" +..+u,_ z; +u z;"  —u -z, z'—...—u_ -z, z —u, -z =
n n n n
=u(z,—z)z/ +...4u_(z,,—z) z,, =V, z, .V 2
Ne-am redus de la o multime 4, la o multime B, ,, verificand aceleasi ipoteze,
deci prin inductie dupa k, demonstratia este imediata.
O generalizare a acestei probleme, pentru ideea din prima solutie nu
conduce la rezolvare, este
. . . *
P.5.2.8. Fie P,Q,Rell[X] polinoame nenule si a,b,ce€ll numere
complexe, nenule si distincte. Sa se arate cd daca multimea:

Z={z,=P(n)-a"+Q(n)-b" + R(n)-c"|nel |

este finitd, atunci existd p e[l ~ astfel ca z,, ,=Z,,nell .
Solutie. Z finitd = Z, = {Zm —a-z,|nell } finita.
z,,—a z, =[la(P(n+1)—P(n))]-a" +[b-O(n+1)—a-QO(n)]-b" +
He-R(n+1)—a-R(n)]-c" =PF(n)-a"+Q,(n)-b"+R/(n)-c",

unde P,Q,Rell[X] s1 grad P <grad P, gradQ, =gradQ, grad R, = grad R

(avem aceeasi ipoteza dar gradul lui P a scazut).

Dacd B #0, consideram multimea Z, = {un+1 —au, | nell }, unde
u,=PB(n)-a" +Q,(n)-b" + R (n)-c", care este finita, si rezulta
Z, = {vn =P (n)-a"+0Q,(n)-b"+R,(n)-c"|nell }
st grad P, <grad B, gradQ, = gradQ = gradQ,, grad R, = grad R, = grad R.
Dupa cel mult &£ pasi de acest fel (k=grad P+1) obtinem B, =0 si
multimea Z' = {z; =Q'(n)-b"+R'(n)-c" | nell } finita.
Consideram multimea
Z ={z;+l —-b-z |nell } = {Q'(n)-b” +R'(n)-c"|nell },
finita cu grad Q] = grad Q' si grad R/ = grad R'.
La fel ca mai sus, scdpam de b si obtinem multimea finita
7" = {z;':R”(n)-c” nell } ,
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unde grad R" =gradR .

In mod analog, scadem gradul lui R” péana la un polinom constant, deci
ajungem la multimea finita {a " | nell } .

Existd p, ell” astfel ca ¢” =1. Analog obtinem b”* =1, c” =1, deci
a’”=b"=c”"=1,unde p=p,-p,-p;.
Multimea U ={z,,,|k €D} este finitd < {P(k-p)+Q(k- p)+R(k-p)|k [ }
este finita.

Rezulta ca polinomul f(x)= P(x)+ Q(x)+ R(x) = a, este constant.

Multimea V= {zk_ il | kel } este  finitd, deci  polinomul
g(x)=a-P(x)+
+b-0(x)+c-R(x)=a, este constant si din multimea finitd W = {zk, pi2 | kel }
obtinem polinomul constant A(x)=a’-P(x)+b’-Q(x)+c’-R(x)=a, .

Din relatiile /' =a,, g=a,, h=a, rezultd ca polinoamele P, O, R sunt
constante. Se obtine a,,, =a,, nell .

O generalizare a problemei P.5.2.8, a cérei solutie este asemdnatoare
este:

P.5.2.9. Fie kel’, z,,z,,...,z, €] distincte si f,, f,..., f, €0 [X]
polinoame nenule. Sa se arate cd daca multimea
{h)-2 + f,(0)- 25 ...+ f(n)-2z{ | neD) |
este finiti, atunci polinoamele sunt constante si existi pell  astfel ca
zl =z) =...=z] =1.

Solutie. Se face inductie dupa £, urmarind solutia problemei P.5.2.8.
5.3. Evaluarea unor serii prin siruri

Unele probleme cu caracter teoretic contin idei ce permit deducerea
multor tipuri de probleme: In general, o astfel de problema este exploatatd
superficial, surprinzandu-se razlet cate un singur aspect. Ne propunem sa dam
un model de analiza a implicatiilor pe care le poate avea un rezultat cu aspect
teoretic.

Vom porni de la o problema continuta in culegerile de analizd matematica

. o 1 1 .
si anume convergenta sirului ¢, =1+—+...+——1Inn, n>1 la constanta c a lui
n
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Euler. Ea se Incadreaza intr-un context general in care se foloseste aceeasi
tehnicd de demonstratie.

Sa consideram o functie derivabila f:(a,0)—>[, unde a <1 sisa
definim sirul (a,),., cutermenul general a, = f'(1)+ f'(2)+...+ f'(n)— f(n).
Ne punem problema convergentei acestui sir.

5.3.1. Propozitie. Daca functia f:(a,0) >0, unde a < 1 este
derivabild, cu derivata monotond si marginita pe intervalul [1, o) atunci sirul
(a,),,, cu termenul general a,=f'(D)+f'2)+...+f'(n)—f(n) este
convergent.

Demonstratie. Avem:

a,,—a,= f'(n+D)~(f(n+ D)= f(m)= f(n+ D~ f'(c,),
unde ¢, €(n,n+1) din teorema lui Lagrange aplicata functiei f pe intervalul
[n,n+1].

Daca f' este crescatoare, atunci f'(n+1)2> f'(c,) deci sirul (a,),.,
este crescator, iar daca f" este descrescatoare, atunci f'(n+1)< f'(c,) de unde
rezultd cd sirul (a,),., este descrescator.

In primul caz avem:

f'm)<f'(n+D)—f(n)< fi(n+1)
fi(n=D< f(n)= f(n=1)< f'(n)

SO<f@-fM<f'2)
Adunand aceste inegalitati obtinem:
S O=-fM<a,<f+h=f(n)=f(c,)- /D<M = f(1)
unde M’ este un majorant pentru multimea { f '(x)| xell, oo)} :
In concluzie sirul (a,),., este monoton si mirginit, deci convergent.

Celalalt caz se demonstreaza la fel.
5. 3. 2. Observatie. Daca exista limita lim f'(x)=1" si notam cu

l=lima,, atunci 1e[f'(D)—-f1),1'- f(1)].
5. 3. 3. Observatie. Daca functia f* verifica ipotezele propozitiei 5.3.1.

si dacd lim £(n) = oo, atunci lim LW/ @+ + /() )
= o £

5. 3. 4. Observatie. Daca pentru sirul din propozitia 5.3.1. notam
lima, =a, atunci pentru un sir (x,), ., cu limx, =+ se poate pune problema
n—>0

n—x0
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determindrii limitei limx, -(f'(1)+ f'(2)+...+ f'(n)— f(n)—a) (daca existd),

care este o limita de tipul oo-0 si care In general se abordeaza cu criteriul lui
. 0

Stolz in cazul o

q(n)
5. 3. 5. Observatie. Folosind secvente de forma Z f'(k) se obtin
k=p(n)
siruri interesante a cdror limitd se determina folosindu-ne tot de propozitia
5.3.1.

Notand S, = Z f'(k), avem:
k=1
q(n)

z f(k)= Sq(n) - Sp(n) +f'(p(n) =

k=p(n)
= (S, =S gm))=(S,,, = f(p(n) = f(p(n) + f(g(n))+ f'(p(n))
si de aici
q(n)

lim > f'(k)=lim(f(g(m)~ f(p(m)+ f'(p(n),

n—0
k=p(n)

daci p,q:00" — 0" sunt functii strict crescitoare, cu p(n)<g(n), (V) nell’.
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Probleme rezolvate

R5.4.1. Fie (a,),., un sir de numere reale, convergent si cu limita
nenula.
a) Sa se arate ca existd N €[] astfel incat pentru orice n> N sa existe

un unic x, €[] cu proprietatea
a .-3"+a_,-4"=a -5

n+3 n+d " n+s

(1

b) Sa se arate cd sirul (x,),., este convergent si sa se calculeze limita
sa.

Solutie. Fie 1=1lima,, 1€[l”. Deoarece in relatia (1) putem schimba

n—>x0

a, cu —a,, putem considera 1> 0.

a) Existda N ell astfel incat a, € {%1,%1}, (V) n> N . Relatia (1) se

M.(é)x” +M(ij —1
an+5 5 an+5 5
()

Functia f,:0 —[ ,fn(x)zh'
a

poate scrie

3\ a,., (4) . y
— | +—= = este strict descrescatoare

n+5 5 an+5
fiind suma de functii strict descrescatoare. Evident f, este continua.
3
a .,+a 21 6
£.(0) = 3 T 54 _241
n+5 =1 5
4

limf (x)=0<1.
Exista asadar un unic x, elJ (mai mult x, >0) pentru care f (x,)=1.

b) Notand b, =222 i ¢ =204 girurile (b)), si (c,),., sunt
a

n+5 an+5

convergente la 1. Obtinem b, (%) +c, (%) =1 si de aici
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3\" 4" (3Y" (4"
(bn—l)(gJ +(Cn—1)(g) “r‘[gj +(§j —1

Cum lim(b, —1)-(%) =lim(c, - 1)) (%) =0, rezultd

lim{ (éjx + (ijx j =1
n—o0 5 5
(3)

Vom demonstra cd sirul (x,),., este convergent.
Deoarece relatia (3) este adevaratd si pentru orice subsir al sirului (x,), .,

rezultd cd (x,),., nu poate sd aibd subsiruri nemadrginite si deci (x,),., este
s . 3 (4Y
marginit. In plus, deoarece functia f:[1 -0, f (X):(gj +(gj este

injectiva, sirul (x,),., nu poate sd admitd doud subsiruri convergente la numere
reale distincte. Rezulta cd (x,),,, este convergent. Din relatia (3) deducem ca
(x,),s este convergentla 2.

R5.4.2. a) Demonstrati ca pentru fiecare n €[] , n>2, ecuatia

1" 4+2"" +.. . +n e

n-x

n e—1

(*)

vvvvvv

b)  Demonstrati cd sirul (x,),., este convergent si calculati

limn-(x, -1).

n—>0

1" +2"+. +(n-D)" 1

nx

[T

Consideram f, :[J — [ ,fn(x):{(l] :l +
n

Solutie. a) (*) <

functie continua strict descrescatoare (suma de exponentiale de baza subunitara)

fn(O):n—121>L, limfn(x):O<L.
e—1 o= e—1

Rezulta ca ecuatia (*) are o unica solutie reald strict pozitiva.
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Este cunoscuta inegalitatea In(1—-x) <—x, (V) x€(0,1).

k °

Rezultd ln(1—£j<—k,keﬂ*,k<n si de aici (l—kj <L kel ,k<n.

n n n) e
]‘,7(1):(1] +(£j +...+(n_1) =(1—n_1) +(1_n—2J +...+(l—lj <
n n n n n n
-
1 B B=R B TR
<—t——t. = —C <~ =—
e e e e 1 e 1 e-l
e e

Rezulta ca ecuatia (*) are o unica solutie reala x, €(0,1), sirul (x,),., fiind

n>2
asadar marginit.

(x+1)™

b) Fie ¢:[LLn] >0, ¢(x)= —— . @ este derivabila si

g g

Rezulti cd ¢ este strict descrescatoare si deci pentru orice kel[l”, k<n, are
k+1 n+l n+1 n+l
loc (k+D) > (n+1) .
k" n"
Deducem inegalitatea

n+l n
(ﬂ] >(Ej,(V)keD*,k<n.
n

n+l

X

o) T TG T{) ]

Pentru x >0, aplicand inegalitatea (1) termenilor functiei f,+;, incepand
cu al doilea termen, obtinem:

N |G TA @ T (52T 500

Deoarece f,

n+l

(x,,)=1(x,)= Ll’ din (2) deducem ca pentru fiecare n > 2
e_

are loc f, (x,)> f, (x,,) sicum f, este strict descrescatoare, rezultd x, <x, ;.

Sirul (x,),., fiind strict crescator si marginit, este convergent la un numar real 1
€ (0, 1].
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R5.4.3. Sa se determine limita sirului (a,),,

1 1
a,=n|l+—+...+——Inn-a |,
2 n

unde azlim1+l+...+l—lnn.

n—x0 2 n

1 1 .
Solutie. Notdm cu x, =1+—+...+——Inn—-a si cu y, =—. Conform
n n

criteriului lui Stolz avem
L—ln(n+1)+1nn

lim 22 = lim 2ot "X fy 224 _
n—>0 yn n—o0 yn+1 — yn n—>0 L _ l
n+l n
1 et 41 1 1 +1
———In(x+D)+Inx - -+
lim Xt im (x+1> x+1 x:l
X—>0 1 _l x—w _ 1 +i 2
x+1 x (x+1)7* ¥’
R5.4.4. Sa se determine
an
lim -,
n_)wk—zp-nk

unde p, ¢ sunt numere naturale 1< p<gq.
Solutie. Fie (a,), un sir de numere reale, S, =a, +a, +...+a, si (b,),

un sir cu proprietatea ca sirul (S, —b,), este convergent. Dacd (p,), st (g,),

sunt doud siruri de numere naturale p, <gq,, nell atunci:

a, =S, =S, +a, =(S, =b,)-(S, —=b,)+(b, b, )+a, .

M

k=p,

n—>0

qn
Deci lim =lim(b -b + .
k:Z: a " %OO( 9 Pn apn)

1 .
Pentru a, =;, p,=p-n,q,=q-n,b =Inn obtinem

9
n—»o k=pn n—o p-n p )

q-n
lim )’ %:nm[lnq-n—lnp-mL]:ln

q-n

R5.4.5. Sa se arate ca lim z sinZ = ﬂlni.
n—0 K k p
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.
gn 1 SIN—-

g-n
Solutie. Fie x, = z sin = Z —- . Avem:

k=p-n k=pn k l
k
VA
Sln* an ] — gn 1
min Z —<x, < max Z —
p-n<k<gq-n k p-n<k<q-n k
— k=pn — =pn
k k

Trecand la limita cu n — o rezulta

limx =7 InL.
n—»0 p
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6. Proprietatea lui Darboux
6.1. Functii cu proprietatea lui Darboux. Generalitati

6.1.1. Definitie

Fie I € R uninterval si f:/ — R o functie. Spunem ca f are Proprietatea lui
Darboux (prescurtat P.D.) daca

Va,bel, a<b sioricare ar fi ycuprins intre f(a) si f(b) existd c € (a,b)
astfel incat f(c)=y.

6.1.2. Observatii
a) Functia f:/ >R are P.D. & Va,bel,a<b siV A €(0,1)3 ce(a,b)
astfel incat f(c)=(1-A1)f(a)+ Af (b)
b) Functia f:/ > R are P.D. << Va,bel, a<b sV ycuprins intre f(a) si
f(b), paralela la axa Ox care trece prin punctul (0,y) intersecteaza graficul lui
fin cel putin un punct (x, f(x)) cu x € (a,b)
c¢) Punctul ¢ din definitie nu este Intotdeauna unic determinat. Pot exista o
infinitate de puncte c € (a,b) astfel incat f(c)=y

d) Fie f:1 — R o functie cu proprietatea:

Va,bel, a<b sioricare ar fi y cuprins intre f(a) si f(b) existd c e [ astfel
incat f(c)=y.

De aici nu rezultd numaidecat ca f are P.D., ci doar faptul ca (/) este un

interval.
De multe ori definitia P.D. este destul de greu de utilizat. De aceea vom enunta
urmadtoarea propozitie:

6.1.3. Propozitie

Fie I < R uninterval si f:/ — R o functie. Functia f* are P.D. daca si numai
daca VJ < I uninterval = f(J) este interval

Demonstratie

=)
Fie J </ uninterval. Fixdm y,,y, € f(J), ¥, <y, s1 y, <A<y,. Evident

existd x;,x, € J astfel incat f(x,)=y, st f(x,)=y,. Conform definitiei P.D.
existd x, Intre x; si x, astfel incat f(x,)=A¢€ f(J). DeciVy,,y, € f(J)
rezulta cd [y,,y,] < f(J). De aicirezultd ca f(J) este un interval.

(<)
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Fie a,bel, a<b siycuprinsintre f(a) si f(b). Intrucat f([a,b]) este un
interval si f(a), f(b) € f([a,b]), rezultd ca y € f([a,b]), deci exista c €[a,b]
astfel incat f(c)=y.

6.1.4. Exemple
Care dintre functiile urmatoare au P.D. ?
-1,x<0
a) f:R—>R, f(x)=sgn(x)=:0,x=0
LLx>0
x,x<0
b) f:R—>R, f(x)=
I—-x,x>0
) FRSR, f)=1 Y
c) f: , f(x)=
LxeR\Q
x,xeQ
d) f:[0l]>R, f(x)=1 |,
x,xeQ

Solutii
a) f([-1,1])={-1,0,1} care nu este interval, deci fnu are P.D.

o AL AL A S )

interval, deci fnu are P.D.
c) f([0,1])={0,1} care nu este interval, deci fnu are P.D.

d) Fie J = {%,%} . Ardtim cd f(J) nu este interval. Intr-adevar:

11
f(JﬂQ)—Xg&,E}

11
J\O)=Yc|—,—
VACAY®) _[27 8}
Deci f(J)=XUY si XNY =, de unde rezultd cd f(J) nu este interval.
Deci fnu are P.D.

6.1.5. Observatii

a)Din exemplul 6.1.4 b) se observa ca exista functii surjective care nu au P.D.
b) S-a aratat la exemplele 6.1.4 ¢) si d) ca cele doud functii de tip Dirichlet nu
au P.D. Se poate da un rezultat mai general (vezi P 6.4.5)
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6.1.6. Propozitie

Fie I < R uninterval si f:/ — R o functie injectiva cu P.D. Atunci f este
monotona

Demonstratie

Fie x,,x,,x; €1, x, <x, <x, fixati. Atunci J, = f([x,,x,]) s1 J, = f([x,,%;])
sunt intervale. Cum f(x,) e J, NJ, sifeste injectiva rezultd ca

Jind, ={f(x,)}.

Asadar f(x,)< f(x,) < f(x;) sau f(x;)< f(x,)< f(x,), prin urmare f este
strict monotona.

6.1.7. Corolar
Fie / c R uninterval si f:/ — R o functie cu P.D. Atunci f este strict
monotond < f este injectiva

6.1.8. Propozitie
Fie / < R uninterval i f:/ — R o functie cu P.D.. Daca multimea f(/) este

cel mult numarabila, atunci f este constanta.
Demonstratie
Deoarece fare P.D. rezulta ca f (/) este un interval. Cum f(/) este cel mult

numarabila si un interval care nu se reduce la un punct este echipotent cu R,
deci nenumarabil, rezultd cd f(/) se reduce la pun punct.

Asadar, existd c € R astfel incat f(/) ={c}, deci feste constanta

6.1.9. Corolar
Fie I < R uninterval si f:/ — R o functie cu P.D. care se anuleaza cel putin
intr-un punct. Dacd multimea f(/) este cel mult numarabila, atunci f =0.

6.1.10. Propozitie

Fie I < R uninterval si f:/ — R o functie cu P.D. care nu se anuleaza in nici
un punct. Atunci f >0 sau f <0.

Demonstratie

Presupunem ca existd a,bel cu f(a)<0 si f(b)>0. Atunciy=

Oe (f(a),f(b)), deci exista ¢ cuprins intre a si b astfel incat f(c)=0
contradictie. Ramane ca f >0 sau f <0
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6.1.11. Corolar
Fie I c R uninterval si f:/ — R o functie cu P.D. Daca a,bel, a<b si
f(a)- f(b)<0, atunci exista ¢ € (a,b) astfel incat f(c)=0.

6.2. Clase de functii cu proprietatea lui Darboux

6.2.1. Teorema (Bolzano)
Fie I < R uninterval si f:/ — R o functie continud. Atunci f(/) este un

interval.
Demonstratie
Fie y,,y,eJ = f(), y, <y, s1 y, <A<Yy,, fixati. Evident exista a,be/ cu

f(a)=y, st f(b)=y,. Presupunem a <b. Considerdim multimea
A= {x ela,b]: f(x) < l} si fie c=sup 4. Din definitia marginii superioare
rezultd cd existd (x,),,, <4 cu x, >c,deci f(x,)<A,(V)n=1. Cumfeste

continud, avem f(c)=I1im f(x,)<A. Deoarece A< f(b),avem c <b.
Evident f(x)>4,(V)ce(c,b]. Fie (y,), <(¢,b), y, > c. Atunci
f)>A,(¥V)n=1,deci f(c)=limf(y,)=2A. Din f(c)<A si f(c)=1,

deducemca f(c)=A,deci AeJ. Asadar [y,,y,]1cJ, (V) y,,y,€J. DeciJ
este un interval.

6.2.2. Corolar
Fie I € R uninterval si f:/ — R o functie continud. Atunci fare P.D.

Demonstratie
Fie J < I uninterval. Atunci conform Teoremei 6.2.1 f(J) este un interval,

deci conform Propozitiei 6.1.3, fare P.D.

6.2.3. Corolar

Fie I € R uninterval si f:/ — R o functie continud. Atunci:

i)daca f(/)cR" = f>0sau f<0

i1) daca existd a,be I, a<b astfel incat f(a)- f(b) <0 = existd c € (a,b)
astfel incat f(c)=0

ii1) f'strict monotond < f'injectiva

Demonstratie 1) si 11) rezultd din P 6.1.10 1 C 6.1.11, 1ii) rezulta din C 6.1.7
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6.2.4. Exemple

Functiile polinomiale, sin, cos, 1,,

-|, exp, In au toate P.D.

In continuare vom da caracterizari ale punctelor de discontinuitate pentru
functii cu P.D.

6.2.5. Teorema

Fie I € R uninterval, a=inf/, b=supl si f:1 — R o functie cu P.D.
Atunci (V)x, e I \{a} (respectiv I\{b}), (Ix, €l,x, I x, (respectiv

x, U x,)astfel incat f(x,) — f(x,)

Demonstratie

Fie x, € I \{a} fixatsi r,\\ 0 cu proprietateaca [, :=(x,-r,,x,)) <1, (V)n=>1.
Deoarece fare P.D. rezulta (P 6.1.3)ca f(/,) si f(/, U{x,}) sunt intervale,
evident care difera intre ele cel mult prin punctul y, = f(x,). Atunci Vn2>1,

avemcd y, € f(/,) sau y, esteun capatal lui f(/,), deci (I)y, € f(I,) cu

I . .
yn—y0|<— sifiex, el cu f(x,)=y,. Cumavem x,—r, <x, sl
n

f(x,) = f(xp)| <% deducem ci x, — x, si f(x,)—> f(x,). Extragem mai

departe un subsir strict crescator al sirului (x,),., si evident acesta are

proprietatea din enunt.
A 0
In continuare vom nota cu [ =int/ ={x, € [/3V €V (x,):V < I} interiorul lui I

6.2.6. Corolar

0
Fie / c R uninterval si f:/ — R o functie cu P.D. Atunci (V)x, €/
Ix,,y, €l \{x,}, x, 0 x, si y, U x, astfel incat:

6.2.7. Corolar

Fie / c R uninterval, a=inf/, b=sup/ si f:1 —> R o functie cu P.D. Daca
x, €I\{a} (respectiv I\{b}) si f(x,) (respectiv f(x,)) existd, atunci
f(x,)= f(x,) (respectiv f(x,)= f(x,))decifnu are discontinuitati de speta I
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Demonstratie

Din P 6.2.5 rezulta ca (Ix, €/ \{x,}, x,[] x, cu f(x,) > f(x,). Deoarece
f(x,) exista, avem f(x,)— f(x,) sicum limita unui sir din R este unica,
deducemca f(x,)= f(x,).

6.2.8. Corolar
Fie I < R uninterval si f:/ — R o functie monotond, cu P.D. Atunci f este

continua pe /.

Demonstratie

Din Corolarul 6.2.7 rezulta ca fnu are discontinuitdti de speta I, iar intrucat o
functie monotona nu are discontinuitati de speta a doua ([1] pag. 169, T 5.5.18,
Cor 2), rezulta ca F este continua pe 1.

Pentru Teorema 6.2.5 se poate formula o reciproca:

6.2.9. Teorema

0
Fie / c R uninterval, x, €/ si f:/ — R o functie continud pe /\{x,}. Daca

1)(3) x,el, x,U x, astfel incat f(x,) = f(x,)

i)(3) y,el, y,U x,astfelincat f(y,) = f(x,)

atunci fare P.D.

Demonstratie:

Fie ¢ > 0 astfel incat  J, =[x,,x,+¢]c ]

S =1 (o) f (e, + 1)

Din (ii) rezulta ca ()N, € N astfel incat y, € (x,,x, +&], (V)n= N, sideci
S e f(Gg.x, +e]), (D= N,

Intrucat feste continua pe (x,,x, +&] avem cd f ((x,,X, +&])=1, este un

interval care contine sirul convergent ( f(y, ))

n=N, *

Avem asadar lim f(y,)=f(x,) € Z sideci f(J,)={f(x,)} U, estetotun
interval.

Analog se demonstreaza ca pentru (V)0 >0, f ([xo -0,x,]N1 ) este un

interval.
Deci (V)J < I un interval avem:

-daca x, ¢ J = f(J) este un interval (intrucat f este continua pe 7\ {x,})
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-daca x, e J = J¢,0 >0 astfel incat J =[x, —0,x,+¢&] si
f(JhH=f ([x0 -0, xo])u f([x,,x, +€]) este o reuniune de doud intervale care au

un punct comun, pe f(x,), deci si reuniunea lor va fi un interval.

6.2.10. Corolar

Fie / < R un interval, x, e; st f:1— R o functie continua pe /\{x,}.
Atunci fare P.D. daca si numai daca:

(1) Ix, !, x, 1 x, astfel incat f(x,) > f(x,)

(1) Qy,el, y, U x, astfel incat f(y,) = f(x,)

Demonstratie

(=)seaplicaT. 6.2.5
(<)seaplicaT. 6.2.9

6.2.11. Corolar

Fie f:[a,b]— R continud pe (a,b] (respectiv [a,b)). Atunci fare P.D. daca si
numai daca:

(Ix, €(a,b], x, I a astfel incat f(x,) = f(a)

Iy, €la,b), x, I b astfel incat f(y,) — (b))

6.2.12. Observatii

a) Teorema 6.2.9 da o caracterizare a punctelor de discontinuitate de speta a II-a
pentru functii cu P.D.

b) Teorema 6.2.9 se poate extinde pentru o functie f:/ — R discontinud pe o
multime finitd de puncte cu proprietatile (i) si (ii)

c) Lebesgue a demonstrat cd exista functii f : R — R discontinue pe R si care
au P.D. (demonstratia depaseste cadrul acestui manual)

6.2.13. Probleme rezolvate
sinl x#0
a) Functia f:R—> R, f(x)= x ,a€R areP.D. & [of <1

a, x=0
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1
b) Functia f:R—> R, f(x)= (;j

a,

, x#0 )
,a € R, unde (7) este distanta de la ¢
x=0

la cel mai apropiat intreg are P.D. < o € [O,l}
Solutii
a) f'este continud pe R\{0}. Atunci conform Corolarului 6.2.10, fare P.D.
dacd si numai dacd (I)x, € R, x, I 0 astfel incat f(x,) > a s1t )y, €R,

2 . 1 *
v, 0 astfel incat f(y,) > «. Intrucat sin—e[-Ll], (V) xeR , rezultd ca
X

daca |of>1 atunci (V) x, 0 0, f(x,)Aa si(V)y,0 0, f(»,)Aa, decifnu
are P.D.
1

Daca |a| <1, consideram sirurile x, = ———
arcsina —2nrx

1 0si f(x,)—a,

respectiv y, = 0 0st f(y,) > a. Conform T. 6.2.9, fare P.D.

arcsina + 2nrx

x—k, xe[k,k+%}
b) Functia g:R > R, g(x)= (x) = este continua

(k+1)—x, xe(k+%,k+lj

pe R, deci feste continui pe R”.
Atunci conform Corolarului 6.2.10 fare P.D. & (3) x, € R, x,[] 0 astfel incat

f(x,)>asi(3d) y, R, y, 0 0 astfel incat f(y,) >«

Intrucat (lj € {0,%} ,VxeR ,rezulticidaca o ¢ [O,%} atunci (V)x, 0 0,
x

fx)Aa si(V)y,0 0, f(r)ASa.

1 ) .
Daca o € [O, E] consideram sirurile x, =

0 0 si
a—n

f(x,)=(a—n)=a —> a,respective y, = [ 0si

a+n
f(r,)=(a+n)=a—>a. Conform T. 6.2.9, fare P.D.
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6.2.14. Teorema

Fie I < R uninterval si f:/ — R o functie derivabild. Atunci functia (' are

P.D.

Demonstratie

Fie a,bel, a<b si A cuprinsintre f'(a) si f'(b) fixati. Presupunem

f'(a)<f'(b),deci f'(a)<A<f'(b). Consideram functia ¢:/ —> R,

¢(x)= f(x)—Ax. Evident ¢ este derivabila si avem ¢'(x)= f'(x)—4, xe[.

Deci ¢'(a)= f'(a)—4<0 si ¢'(b)= f'(b)—A1>0. Deoarece

lim 2 —e(a) _ 2'(@) <0, lim P(x) - p(b)

Xl oa XxX—a X b X —

P(x)—@(a)
xX—a

=@'(b) >0, rezulta ca (3)

c,d €(a,b), c<d cuproprietatile:

@(x) : p(b) >0,(V) xe(d,b),dect p(x)<@(a), (V)xe(a,c) si p(x)<p(D),

(V) xe(d,b) (1)
Functia ¢ fiind continua si [a,b] un interval compact, rezulta ca ¢ 1isi atinge

<0,(Y)xe(a,c) si

minimul Intr-un punct x, €[a,b]. Din (1) rezultd ca x, #a si x, # b, deci

0
x, € (a,b) sideci x, €. Asadar x, este un punct de minim local pentru ¢,
deci conform teoremei lui Fermat avem ¢'(x,) =0, deci f'(x,)=A4. Prin
urmare f"' are P.D.

6.2.15. Corolar
Fie I < R uninterval si f:/ — R o functie derivabild cu proprietatea ca
f'(x)#0, (V)xel. Atunci feste strict monotona.

Demonstratie
Din Teorema 6.2.14 avem ca f"' are P.D., deci (P. 6.1.10) f'>0 sau f'<0 si
deci f este strict monotona.

6.2.16. Observatie

Rezultatul Teoremei 6.2.14 este deosebit de util in studiul primitivabilitatii
functiilor (care se va studia in clasa a XII-a)
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6.3. Pastrarea P.D. asupra functiei suma, produs, ciat, compunere a doua
functii cu P.D.

6.3.1. Observatie
Exista functii f,g: R — R care au P.D., pentru care functia suma f+ g,

produs f-g, respectiv cat fg (g(x)#0,VxeR)nuauP.D.

Demonstratie
a) Suma
.1 .1
Intr-adevir, fie f,g:R—> R, f(x)= s1n;,x ” 0, g(x)= —s1n;,x #0
0, x=0 1, x=0

2

are o discontinuitate de

fsigauP.D,dar f+g:R—>R, (f+g)(x):{1

speta I, deci nu are P.D.

>

b) Produs
. sinl,x;tO cosl,x;éO
Fie f,g:R—> R, f(x)= X , g2(x)= X
I, x=0 1, x=0
.2
i —sin—,x#0 R R
fsigauP.D.,dar f-g:R—>R, (f-2)(x)=12 x nu are PD intrucét
1, x=0

f-g este continui pe R, %sinze[—%,%} st(V)x, U 0, (f-g)x,)—>1s1
X

My, 0 04(f-g)y,)—>1
c) Cat

sml x#0 sinl+2 x#0
Fie f,g:R—>R, f(x)= x’ , g(x)= x

I, x=0 2, x=0

. . . . -1
fare P.D., g este continud pe R , si considerand sirurile x, =—10 0,
nrw

g(x,)=2->2s51y, = L 1 0, g(y,)=2—2 obtinem (conform Corolarului
nrw
6.2.10) ca g are P.D. Se observaca g(x)#0,(V)xeR
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sin —
—2*x=20
L. S\ sint o S o
:R—>R, (x)_ sin—+2 nu are P.D. intrucat — este continud pe
g g X g
l, x=0
2
sinl
R, —* :1-%{-1,1} si (V) x, [ O,(ij(xn)ﬁleé[—l,l} si
sin—+1 sin—+2 3 g 2 3
x x
f 1
)y, 0 0, |+ -+ —.
V), (g ()5

Este de asemenea cunoscut urmatorul rezultat pe care 1l vom prezenta aici fara
demonstratie :

6.3.2. Teorema (Sierpinski)
Fie f:R — R o functie arbitrard. Atunci existd f,, f, : R — R douad functii
discontinue pe R si care au P.D. astfel incat f = f + f,

6.3.3. Teorema

Fie A s1i B [a,b] doud multimi finite disjuncte si f, g :[a,b] — R doua functii
cu urmatoarele proprietati :

a) f'este continud pe [a,b]\ 4 si discontinua pe A cu P.D.

b) g este continud pe [a,b]\ B si discontinud pe B cu P.D.

Atunci f+g si f-g auP.D.

Demonstratie

f+g st f-g sunt continue pe [a,b]\(4UB). Fie x,c AUB, AnB=0.
Atunci x, € A\ B sau x, e B\ 4. Sa presupunem ca x, € A\ B si x, €(a,b).
Atunci conform Corolarului 6.2.10 :

1 3 x, €la,b], x,U x, astfel incat f(x,) = f(x,)

(i) Ay, €la.b], v, y,astfel incat f(y,) = f(x,)

Avem: (f+g)(x,) = £(x,)+g(x,) = £ (x,)+g(x,) = (f +&)(x,) intrucat
f(x,)— f(x,) sigcontinud in x,, decisi g(x,) = g(x,)

Analog (f +£)(»,) = (f +&)(x,)

Conform Corolarului 6.2.10 avem (f +g) are P.D.

Analog se arata ca (f - g) are P.D.
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6.3.4. Corolar

Fie Ac[a,b] o multime finitd si f, g :[a,b]—> R doua functii cu urmatoarele
proprietati:

a) f continua pe [a,b]

b) g continud pe [a,b]\ 4 si discontinud pe A.

Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1) g are P.D.

2) f+g are P.D.

De asemenea 1) = 3) sidacd in plus f(x)#0, (V) xe€ A4 atunci 1) este

echivalenta cu 3)

3) f-g are P.D.

Demonstratie

1) = 2) conform T 6.3.3

2) = 1) fcontinud pe [a,b] atunci (—f') este continud pe [a,b] si f+g
continud pe [a,b]\ 4 siare P.D., atunci (—f)+(f +g)=g are P.D. (conform T
6.3.3)

1) = 3) conform T 6.3.3

3) = 1) fcontinud pe [a,b], f(x)#0,V xe A, f-g continud pe [a,b]\ 4 si
are P.D.

Fie x, € A. Putem presupune ca x, € (a,b) . Atunci, conform Corolarului

6.2.10:

(Ix, €la,b], x, 0 x, astfel incat (f-g)(x,) = (f - 2)(x,)

Gy, elab]. »,0 x astfel incat (/- )(»,) > (/&)%)

Intrucat f(x,)# 0 sifcontinud in x, rezultd ca (3) V €V (x,) astfel incat

f(x)#0, (V)xelV sideci (I)NeN astfel incat (V)n=N: x, €V, de unde

f(x,)#0, Vn=N

/-2)E,) () _
/) £ (x)

Analog se demonstreaza cd g(y,) — g(x,) si conform Corolarului 6.2.10 avem

ca gare P.D.

Avem g(x,)= g(xy)

6.3.5. Propozitie

Fie I,J c R doud intervalesi f:/ —>J, g:J— R doud functii care au P.D.
Atunci go f are P.D.

Demonstratie

Fie J < I uninterval, (go f)I)=g(f(I))=g(')=1" unde I' si I" sunt
intervale intrucat f, respectiv g au P.D. Deci go f are P.D.
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6.3.6. Corolar
Fie I < R uninterval i f:/ — R o functie cu P.D. Atunci |f| are P.D.

6.3.7. Corolar
Fie 1,J c R doua intervalesi f:/ —J, g:J — R doua functii, una continua
si cealaltd avand P.D. Atunci go f are P.D.
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Indicatii si relatii: (6.4. — cls. XI — Analiza)

P.6.4.1.

a) continud = are P.D.

b) continua = are P.D.

c) fare discontinuitati de speta [ = fnu are P.D.
d) vezi exemplul 6.1.4. d) si P. 6.4.5

e)fare P.D. < ae[-11]

f) fare P.D., (V) a € R (f continua pe (0,0), x, = 1 0o,

. a
arcsin—— +2nrx
2nx

f(x,)—>a)
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g) fare P.D. & |a| < |p|

h) dacap >0, fare P.D. <a=0
dacip =0, fare P.D. < ae[-11]
dacip <0, fare P.D. (V) aeR

X

,x#0 1.1
. 1=2~° L —sin—, x#0 L.
1) f=gh, g(x)= continud, h(x) =1 x X continua pe
1
-——) x=0 —In2-a,x=0
In2

R",are P.D. = fare P.D.

1o 0 cos|—|, x#0

) f=g+h, g(x):{e ,x;to continud, A(x)= X
e

. - *
continua pe R

’ a—e, x=0
farePD. < hareP.D. < |a—e<l & aele—le+]]

P.6.4.2.
A:a,c,d,fh,i,}
Contraexemple:
x, x<0
b) f:R—>R, f(x)=
x+1,x>0
X, x<0
—1-x,x>0
x, x€[0,])

3—-x,xe[1,2]

e) f:R—>R, f(x)z{

g) f:[02]> R, f(x) ={ £([0,21)=[0,2]

P. 6.4.3.

(=) g(B)=g(R)HV{g0)} =[-Ll]u{a} = |o|<1
(<) Fie I < R un interval fixat. Distingem urmatoarele cazuri:

X
intrucat f(J) interval = g(/) interval

1) IcR,. Atunci J = {l,xel} este un interval si avem g(/)= f(J) si

2) 0elcR, st I+#{0}. Atunci(I)n, =1 cu [O,L}gl,(V)anzO,deci

n,
g(1)={a} 0 f([ny.0]) =t L[-L1]=[-L1]
3) 0e I c R’ analog2)

0
4) 0e1, folosim 2) si 3)
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P. 6.4.4.

g continud pe R*, x =0 este punct de discontinuitate de speta a doua.
Se considerd / — R un interval compact. Daca [ gRi sau I c R", atunci g(l)

este un interval compact. Daca 0e/ si [ #{0} searataca g(/)=[-11].

- . 11 . .

Intr-adevar, dacda IR, #0,(I)ne N parcu l el ,deci [—1,—} c [ sideci
n n+l n

[_151] 2 g(]) = g({ﬁa%:D = f([n’n +1]) = [_171] , etc.

P. 6.4.5.
(=) Fie x, €I sipresupunemca f(x,)# g(x,) de exemplu f(x,) < g(x,) si
fie y=g(x,)— f(x,)>0. f, g continue in x, = ()0 >0 astfel incat

|f<x>—f<x0>|<§ si |g<y>—g<x0>|<§, (V) x,y el N(x,—8,x, +8)=J
h(JmQ):Xg(f(xo)_gaf(xo)+§j 5

1007 < gL g5+

Deci h(J)=X VY si XNY =0 = h(J) nu este un interval
(«<)daca f=g,atunci h= f =g continud = / are P.D.

P. 6.4.6.

*

Un calcul simplu aratd ca f(x) = n+l n , unde

anx+bn,xe( ! ,l}neN
a, x=0

a,=(-1)"(2n* +4n+1) si b, =(-1)""'(2n+3)

P. 6.4.7.
a) Fie ¢:[-1,]] > R, @(x)=xarcsinx. ¢ este continud pe [—1,1], strict

crescatoare si Intrucat ¢(—1) = —%; o(1) :g rezultd ca exista b e[-1,1] astfel

incat p(b) = .

Fie sirul (x,),.,, x, = il

n

—— U 0551 f(x,)=a—>a
arcsinb + 2nxw

b) se aplica Cor. 6.2.11
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P. 6.4.8.
Se considera restrictia functiei fla [0,1]

P. 6.4.9.
Presupunem ca existd f cu P.D. care verificd (f o f)(x) =—x = finjectivd = f
strict monotond = f o f strict crescdtoare, contradictie. Generalizare: Fie

a>0 si be R. Atunci nu existd functie cu P.D. f: R — R pentru care
(fef)X)+ax+b=0,VxeR.

P. 6.4.10.

f@)-f(a)
b—a

Din teorema lui Lagrange (3) c € (a,b) astfel incat u = f'(c). Se aratad ca

Mu,veJ,u<v = (u,v)cJ.

a) fie ueJ. Atunci (I)a,b el astfelincat a<b si u=

b)dina) = f'(I)>J. Fie x,= f'(c)e f'(I). Atunci x, ~ 1im /D =)

X—>C x —_— c

5 . . X, )— C
DaCa (xn)n C[, xn ¢c, xn _)c atunCI xo :llmf( n) f( )

n—»a0 xn —C

, deci x, este

limita unui sir de puncte din J. Cum J este interval, atunci f'(/) nu poate

contine in plus fata de J decat cel mult capetele lui J. in particular, rezulta ca
f'(I) este un interval.

c) Fie I, = I uninterval si J, ={f(b)_f(a) a,be]l,a<b}. Din
-a

demonstratiile de la a), b) = J, este un interval si deci f'(/,) este interval.

P. 6.4.11.
Daca 0 e/ se demonstreaza ca (a,b) < f (1) <|a,b]

P. 6.4.12.

f=g+(f—-g). f—g estecontinuipe R, (f—g)(0)=0 si intrucat
lirr(}[f(x) —g(x)]=0,rezultdca (V)x, >0, x, #0,

(f—2)x,)—>0=(f—-g)0), deci conform Cor. 6.2.10, f —g are P.D.
Atunci conform Cor. 6.3.4, fare P.D. < gare P.D.
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Probleme rezolvate

Sa se arate ca:
sin21 x#0

a) f:R>R, f(x)= x ,acR arePD. & ac[0]]
a, x=0
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x4

o1
b) f:10,00) >R, f)=1 & N 0 unde

a, x=0
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.1
sin—,x#=0

0 [1R>R, f(x)=1 |x are P.D.
0, x=0
d) Nu exista functii cu P.D. f:R— R astfel incat (f o f)(x) = 22x E
X+
(V)xeR
Solutii
l——cosg xz0 1 1 cosgx:tO
a) f(x)=42 2 x’ =575 x’ = g(x)+h(x) , unde
2, x=0 1-2a,x=0
: —%cosz,xio
g(x)==,(V)xeR si h(x)= o
2 1-2a
— x=0
2

g este continud si / continui pe R". Atunci, conform Cor. 6.3.4, fare P.D. < h

are P.D. (conform Cor. 6.3.4)

h are P.D. daca si numai daca —1+2a € [—%,%} ,adica a €[0,1]
1 1 1
x*sin—,x#0 . —sin—,x#0
b) f(x)=g(x)+h(x),unde g(x)= x* si h(x)=qx" X"
O) X = 0 a, X = 0
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g este continud pe [0,00) si & este continud pe (0,%0) si are P.D. Intrucat

: . 1
considerand sirul x, = —L 0 avem

. a k
arcsin——+2nrx

2nw

h(x,) = arcsin——+2n7 |- = a+—%arcsin—2— > a= h(0)
2nrw 2nrw 2nrw 2nrw

Aplicand Cor. 6.3.4, urmeaza cd f are P.D.

1
sin—,x#0 i
c) f=goh,unde g:R—>R, g(x)= ' X * are P.D.si h:R— R,

0, x=0
h(x) = |x| este continud pe R, deci are P.D.

Conform Prop. 2.3.5 rezultd ca goh = f are P.D.

d) Presupunem cd existd f: R — R o functie cu P.D. astfel incat

2x
(feof)x)=——,VxeR
x°+1
Consideram restrictia functiei f o f* la intervalul [1,00)
Avem fe % ) :[1,00) —> (0,1] este strict descrescatoare si injectiva.

Fie x,y e[l,0), f(x)=f(y) = f(f())=f(f(x) = (foNx)=(f )P

= X=)
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Deci ! este injectiva si are P.D. Conform Cor. 6.1.7 rezulta ca !
[1,00) [1,00)

este strict monotona = fe % ) este strict crescatoare, contradictie
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7. Aplicatii ale teoremelor fundamentale: Fermat, Rolle, Lagrange,
Cauchy

Teoremele care fac obiectul acestei teme se dovedesc utile In demon-
strarea unor inegalitati, calcul de limite sau determinarea numarului de radacini
reale ale unei ecuatii. Deoarece aceste teoreme sunt cunoscute vom face cateva
comentarii §i vom insista mai ales asupra tipurilor de probleme in care se
aplica.

7.1. Teorema lui Fermat

7.1.1. Teorema. (Fermat) Fie a,beR, a<b si f:[a,b] >Ro
functie derivabild pe (a,b). Dacd x, € (a,b) este un punct de extrem local al lui
f,atunci f"'(x,)=0.

7.1.2. Observatii. (i) Pentru ca f'sd admita In x, punct de extrem, anu-
larea derivatei in x, nu este nici necesard si nici suficienti. Intr-adevir
f(x)=|x| are in x=0 un minim cu toate cd f nu este derivabila in 0, iar
f(x)=x" nu are extrem in x=0 cu toate ci derivata se anuleazi in acest
punct.

(i) Conditia ca punctul de extrem local sd se afle in interiorul
intervalului (a,b) este esentiala.

Intr-adevir, fie f:[0,]] >R, f(x)=x. Evident 0,1€[0,1] si sunt
puncte de extrem local pentru f. Totusi f'(0)= f'(1)=1#0. Pentru aflarea

punctelor de extrem in care f nu este derivabila se pot folosi uneori urmatoarele
teoreme.

7.1.3. Teorema. [4] Daca f:/ — R are un punct de extrem x, interior

intervalului 7/ si in acest punct functia nu este derivabild, dar are derivate
laterale finite nenule sau infinite, atunci aceste derivate sunt de semne contrare.
Demonstratie. S& presupunem cd x, este un punct de maxim relativ

(cazul In care x, este punct de minim relativ tratdindu-se analog). Atunci
AV eV(x,) astfel incat f(x)< f(x,),(V)xeV. Intrucat 3f/(x,) si

fi(x)e R, rezulti ci fi(x))= liTmM >0 si
Ty x—x,

£ =tim? D=L (o geci £(x,)- £, x) <0.
X=X,
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7.1.4. Teorema. Daca functia f:/ — R are in x, interior intervalului
1, derivate laterale finite nenule sau infinite, de semne contrare, atunci x, este
un punct de extrem si anume dacd f,(x,)<0 atunci x, este un punct de

maxim, iar dacd f.(x,) <0 atunci x, este un punct de minim
7.1.5. Exemplu. Si se determine extremele functiei f:R —>R,

f(x)=3x"=3x7 .

Solutie. f'este continua pe R, f'(x)=

2
x°—=2x

3 (x* =3x%)°
R\{0,3}. £ (0)=+w, f,(0)=—00, deci x=0 este punct de maxim conform
Teoremei 7.1.4, iar f'(3) =c0 deci 3 nu este punct de extrem conform Teoremei
7.1.3.

, f este derivabila pe

7.1.6. Problema rezolvata. Aratati ca existd un singur numar real
a >0 cu proprietatea a* >x+1,(V)xeR.
(W. Sierpinski)
Solutie. Fie f:R—>R, f(x)=a"—x. Se observa ca f(x)= f(0),
(V)xeR. Deci 0 este punct de minim global (deci si local) pentru functia f.
Aplicand teorema lui Fermat rezultd ca f'(0)=0. Dar f'(x)=a" Ina—-1, deci
f'(0)=Ina-1=0=a=e. Se poate demonstra usor ca e* >x+1, (V)xeR.
7.1.7. Problemi rezolvati. Fie a,,a,,..,a, eR] astfel incat
a +a, +..+a, 2n,(V)xeR. Atunci q,a,..a, =1.
(S. Radulescu)
Solutie. Fie f:R—>R, f(x)=a, +a; +...4+a, . Evident f(0)=n sif
derivabild. Deoarece f(x)= f(0),(V)xeR avem ca 0 este punct de minim
pentru f. Atunci din teorema lui Fermat rezultai ci f'(0)=0. Insa
f'(x)=a, Ina,+a;Ina, +...+a, Ina, deci
f'(0)=Ing, +Ina, +...+1Ina, =In(a,a,...a,)
iar /'(0)=0<aa,...a, =1.

7.2. Teorema lui Rolle

7.2.1. Teorema (Rolle). Fie a,beR, a<b si f:[a,b] > R o functie
cu proprietatile:

1) f continuad pe [a,b],

2) fderivabila pe (a,b) si

3) fla)=71(b).
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Atunci exista cel putin un punct x, € (a,b) pentru care f'(x,)=0.

7.2.2. Observatii. (i) O functie care satisface conditiile 1) si 2) se
numeste functie Rolle.

(i1) Daca in particular f(a)= f(b) =0, teorema lui Rolle afirma ca intre
doud radécini a si b ale unei functii derivabile existd cel putin o rddacina a
derivatei sale.

(iii) In teorema lui Rolle conditia f'derivabild pe (a,b) poate fi inlocuita

cu una mai slaba, si anume: "f'are derivata pe (a,b)", intrucat demonstratia, in

care se aplica teorema lui Fermat, nu foloseste faptul ca derivata ar fi finita.

(iv) Fiecare din conditiile teoremei lui Rolle este fundamentald, in
sensul ca renuntand doar la una din cele trei conditii nu mai rezulta concluzia.
Intr-adevar
f:01]]—> R, f(x)=x 1indeplineste doar conditile 1) si 2) si
f'(x)#0,(V)x €[0,1];

f:[0]l] >R, f(X)={

este continud in x =1. Evident f'(x)#0, (V)xe(0,1);
f:[-11]> R, f(x)= x| indeplineste numai conditiile 1) si 3), f nu este
derivabild in x=0. Evident f'(x)#0,(V)x e (-11)\{0}.

(v) Ipotezele teoremei lui Rolle sunt suficiente, dar nu si necesare pentru

ca derivata sa aiba cel putin o radacina. Existd chiar functii care nu satisfac nici
una din conditii pe un anumit interval pe care totusi derivata se anuleaza. Astfel

? 0,1
pentru f(x)= ¥, xeQnl ’]aV
0, xe[01\Q
7.2.3. Teorema lui Pompeiu. Fie functia Rolle f:[a,b]—> R si
0 ¢[a,b]. Atunci exista un punct c € (a,b) astfel incat

GOZID _ re)-ee)

x>, xe[0,])

0 indeplineste numai conditiile 2) si 3), fnu
b ‘x =

em f'(0)=0.

VACO S

Demonstratie. Se considerd functia F:[a,b] >R, F(x)=—"—.
X

Vom determina A € R astfel incat F(a)= F(b). Se obtine A= MZJF(Q) .
a—

Aplicand teorema lui Rolle rezultd ca existd c € (a,b) astfel incat F'(c)=0
adica ¢f"(¢)— f(c)+A=0.

7.2.4. Interpretarea geometrica a teoremei lui Pompeiu. Dreapta 45,
unde A(a, f(a)),B(D, f(b)) € G, intilneste axa Oy in punctul M (0,1), unde
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o _ & (B)=bf (@)

a->b
tangenta in punctul C(c, f(c)) € G, la graficul functiei £, intilneste axa Oy in
punctul M (fig. 7.1).

. Conform teoremei lui Pompeiu, exista c € (a,b) astfel incat

A

M

— |

\/

7.2.4. Problema rezolvata. Fie a,,b, e R, k=1,n. Sd se demonstreze
ca exista x, € (0,2m) astfel incat
Z(ak sinkx, + b, coskx,)=0.

k=1

Solutie. Fie functia f:[0,21) > R,

f(x)= Z%(ak coskx — b, sinkx).
k=1

Evident f este derivabild pe [0,2n] si avem f(0)= f(2n)= Z(%akj

k=1
deci conform teoremei lui Rolle existd x, € (0,2n) astfel incat f'(x,)=0. Dar

f'(x)= —Z(ak sinkx + b, coskx) , deci

k=1

— f'(xy) =D (a, sinkx, +b, coskx,) =0.

k=1
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7.3. Teorema lui Lagrange

7.3.1. Teorema (Lagrange). Fie a,beR, a<b s functia
f:[a,b] > R o functie Rolle. Atunci existd un punct c € (a,b) astfel incat

f®)=fla)y=(b-a)f'(c).

7.3.2. Observatii. (i) Teorema lui Lagrange ramane adevératd daca
inlocuim conditia 1) cu 1'): f'are proprietatea lui Darboux, sau 2) cu 2'): functia
fare derivata finita sau infinitd pe (a,b).

(i1) Teorema lui Lagrange ne asigurd de existenta punctului intermediar
¢, fard nici o precizare asupra unicitatii.

(ii1) Teorema lui Rolle este un caz particular al teoremei lui Lagrange,
insd teorema lui Rolle nu poate fi consideratd o consecintd a teoremei lui
Lagrange, deoarece in demonstratia teoremei lui Lagrange se foloseste chiar
teorema lui Rolle.

(iv) Daca in locul intervalului [a,b] consideram un interval de forma

[x,,x, +h]c[a,b], formula lui Lagrange poate fi scrisa astfel:
f(xg+h)—f(xy)=f"(x,+06h)-h, unde Oe(0,])

+h)—

sau f(xo 2 f(xo) :f'(xo +6h) ,
de unde apare si denumirea de "teorema cresterilor finite" care se foloseste
adesea in loc de teorema lui Lagrange.

7.3.3. Problema rezolvata. Sa se arate ca daca a si b sunt numere
pozitive, a <b , iar n € N, atunci avem inegalitétile:

nb—a)a"" <b" —a" <n(b—a)b"" (Cauchy)

Solutie. Fie f:[a,b]—> R, f(x)=x". Conform teoremei lui Lagrange,

dc € (a,b) astfel incat

f(b)_f(a) :fV(C)C:) b" —a :l’lC’kl
b—a b—a
Din c € (a,b) rezulti na"" <nc"" <nb"", de unde obtinem:
na""' < b —a <nb"".
—a

7.3.4. Problema rezolvata. Sa se demonstreze ca sirul cu termenul
1 1 T <
general a, =1+—+...+——Inn este convergent, iar limita sa este un numar

n
cuprins intre 0 si 1. (Euler)
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Solutie. Fie f:[n,n+1]—> R, f(x)=Inx (neN"). Conform teoremei
lui Lagrange, 3¢, € (n,n+1) astfel incat

JOID=JW) _ 11y s Inn+1)~Inn =
C

n+l-n

n

: .1 1 :
Din ¢, € (n,n+1) rezulta —— <— <—, de unde obtinem:
n+l ¢, n

L<ln(n+1)—lnn<l (*)
n+1 n
Dand valori lui n putem scrie:

l<ln2—ln1<1
2 1

l<1n3—1n2<l
3 2

L<1n(n+1)—lnn<l

R n+l n

Insumand membru cu membru deducem:
l+l+...+
2 3 n+l

Din prima parte a inegalitétilor (**) rezulta:

<ln(n+l)<1+l+...+l (**)
2 n

1+l+l+...+L—ln(n+l)<1,
2 3 n+l

adica a,,, <L,(V)neN.
Din a doua parte a inegalitatilor (**) rezulta
1+l+...+l+L—ln(n+l) >L >0,
X n n+l n+l
deci a,,, >0,(V)neN. In concluzie, a,,, €(0,1),(V)neN, adica sirul (a,) .

este marginit. Ramane de studiat monotonia:

a

1
w1 —a,=———In(n+1)+1Inn <0, conform (*),
n+1
deci sirul (a,) _.. este strict descrescator.
Sirul (a,) _.. fiind monoton si marginit, este convergent.

Din a, €(0,]) si (a,), . strict descrescator obtinem

not

c=lima, €[0,1).

Numarul ¢ se numeste constanta lui Euler.
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7.4. Teorema lui Cauchy

7.4.1. Teorema (Cauchy). Fie functiile Rolle f,g:[a,b] >R si
g'(x)#0, pentru orice x € (a,b). Atunci g(a)# g(b) si existd c € (a,b) astfel
incat

f®)=f(a) _ f'(©)
gb)-g(a) g

7.4.2. Observatie. Teorema lui Cauchy rdmane adevaratd daca se
presupune cd functiile f'si g au derivata finita sau infinita pe intervalul deschis
(a,b) si daca in fiecare punct x, € (a,b) cel putin una din derivatele f'(x,) si

g'(x,) este finitd.

7.4.3. Interpretarea geometrica a teoremei lui Cauchy. Pentru a face
aceastd interpretare vom trece la alte notatii. Sa consideram curba (C) datd de
ecuatiile parametrice:

(C){x 0 elop)
y=vy()
Aplicand teorema lui Cauchy functiilor ¢ si y obtinem:
yP) -y _v'(®)
OB -p(0) 'Y’
Membrul stang al formulei reprezinta coeficientul unghiular al coardei

ce uneste capetele curbei, iar membrul drept coeficientul unghiular al tangentei
intr-un punct interior corespunzator lui ¢ =vy. Cu alte cuvinte coarda ce uneste

capetele curbei este paraleld cu o tangenta la curba dusa intr-un punct interior
(fig. 7.2).

unde vye(a,p).

y A
T INBE@®LWE)
\A(cp(oc),\v(oc))
Yt .
O X
Fig. 7.2
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7.4.4. Problema rezolvati. Fie / un interval si functiile f,g:/—>R
derivabile, g'(x)#0,(V)xel. Daca functia h:1/ >R, h =L' este injectiva,
g

atunci din = f(a)+ f(D)= f(c)+ f(d) st gla)+g(b)=g(c)+g(d), cu
a,b,c,del ,rezultd a=c sib=d sau a=d si b=c.

(L. Panaitopol)

Demonstratie. Fara a restrange generalitatea presupunem a <b, c<d

si g'(x)>0,(V)xel.Daca a=c rezulta g(b)=g(d) de unde b =d . Analog,

pentru b=d obtinem a=c. Tot fara restrangerea generalitdii presupunem

a<c,deci g(a)<g(c) deunde g(b)>g(d), adica b>d . Avem deci ordinea

a<c<d <b.Din relatiile din enunt rezulta
fla)=f(e) _ f(d)=f ()
gla)-g(c) g(d)-g(b)
Aplicand functiilor £ si g teorema lui Cauchy pe intervalele [a,c] si

[d,b] rezulta ca existd a 51 B, o € (a,c), P e(d,b) astfel incat
S@=1©) oy s LD-SB)_ 0
g(a)-g(c) d—=b
De aici rezulta A(o) =A(B) si cum A este injectivda avem o =[3 ceea ce
contrazice inegalitatea o < 3. Asadar a =c si b =d . Presupunand initial a <b
sid<c varezulta a=d si b=c.
7.4.5. Problema rezolvata. Fie ABCD un dreptunghi si A € R. Sa se
afle locul geometric al punctelor M din plan cu proprietatea:

MA* + MC" = MB* + MD" (D)
Solutie. Are loc relatia
MA* + MC* = MB* + MD* (2)

deci pentru A =2 locul geometric este tot planul.
Daca A #2 atunci din (1) si (2), aplicand problema 7.4.4 functiilor

f,2:(0,0) >R, f(x)=x" si g(x)=x", rezultsi MA=MB si MC =MD sau
MA=MD s1 MC=MB. Deci locul geometric este reuniunea celor 2
mediatoare ale segmentelor [ AB] si [BC].
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8. Functii convexe

8.1. Notiuni teoretice

8.1.1. Definitie. Multimea Ac[]"” se numeste convexa daca
(VM) x,yedsi(V)te[0,1]]=>(-t)x+tye A,unde [1" =01 x[J x...x[] .

Exemple.

1) [ este multime convexa;

2) Daca I cl] este interval, atunci / este multime convexa;

3) Multimea vida este multime convexa;

4) [J =0 x[J este multime convexa,

5) Multimea 4=[1,2)U(3,4) nu este multime convexa.

Observatie. Intersectia a douda multimi convexe este o multime
convexa.

8.1.2. Definitie. Fie /[l un interval. O functie f:[0 -0 se

numeste convexa pe I daca (V) x,,x, € [ si (V) ¢t €[0,1] avem:
SA=0)x +06,) <A=0) f(x) +1 f(x,) -
(D

Daca 1n (1) inegalitatea este strictd pentru ¢ € (0,1) si x, # x, vom spune

ca f'este strict convexa pe /.
Interpretare geometrica.

A
fo) T
-0 (x)+tf) T
f(@) ¢
JAE)] SN
>
0 X

a=10-t)x+tx,, t[0,1]

A(x,, f(x)), B(x,, f(x,)), x; #x,.
Dacd 4,B€ G, a €[x;,x,], atunci ecuatia coardei [4B] este
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y=f(x)+

(x—x,)

f(xz) — f(x])
Xy =X
si ordonata punctului de abscisa « de pe aceasta coarda va fi
x)—f(x
ﬂ:f(xz)'i'f( 2)_.){( 1)

Xy =X

:f(x2)+(1_t) [f(xl)_f(xz)]:(l_t)f(x1)+tf(x2)a

ceea ce se poate scrie f(a) < f si Inseamna ca graficul lui f este situat sub

[A=0)x +1x,—x,]=

orice coardd care se obtine unind doud puncte situate pe graficul functiei si
avand abscisele apartinand lui /.

8.1.3. Definitie. Functia /' se numeste concava pe I daca —feste
convexa pe /.

Observatii. a) Daca f este concava pe /, atunci in (1) inegalitatea este
inversa.

b) Functia feste strict concava pe / daca —f este strict convexa pe /.

8.1.4. Exemplu. Sa se demonstreze, pe baza definitiei cd functia

f:0 >0, f(x)=ax’+bx+c, a,b,cel]l si a>0,este convexa.
Demonstratie. Fie x,,x, €[] oarecare. Fara sd restrangem generalitatea
putem presupune ca x, < x,. Atunci, (V) a €[x,,x,] existd ¢ €[0,1] astfel Incat
a=(1-1t)x, +tx,, deoarece [x,,x,] este un interval si deci o multime convexa.
Avem:
f(@)=f((1-t)x, +1x,) = ax] —2atx} +t°ax; +at’x; +
+2atx,x, — 2at’x,x, + bx, — btx, + btx, + ¢
Pe de alta parte
(1=1)f(x,)+1f (x,) = ax] — atx. +bx, —btx, +c —ct +
+atc; +btx, +ct .
Facand diferenta obtinem:
F@)~[A=0)f(0) +1f (x,)] = —ar(l-1)(x, ).
Cum a >0 si t €[0,1] rezulta ca:
F(A=0)x +05) < A=) f(x) + 1 (x,),
adica f este convexa.
Observatie. Dacd a <0 functia f este concava. Aceasta rezulta imediat

din faptul ci —f'(x) = —ax” —bx—c este convexa.

8.1.5. Teorema. (criteriu de convexitate). Fie [ cll un interval si
f:1 >0 o functie de doua ori derivabila pe I. Functia f este convexa pe |
daca si numai daca f"(x)>0 pe L
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Demonstratie. Vom demonstra cd teorema este adevdratd pe orice
interval de forma (a,b) = I, a <b si in consecinta pe /.

“<" Daca f"(x)=0 pe (a, b), atunci f'(x) este crescatoare pe (a, b),
deci (V) o, 0, €(a,b), o, <a, = f'() < f(ry) .
Fie t€[0,1] 51t x, =ta+(1-1)b. Avem a < x, <b . Conform teoremei lui
Lagrange existd a, € (a,x,) si a, €(x,,b) astfel incat
fﬁQ:ZW):f“msrﬂﬁ:igﬁ
Cum o, <a, = f'(¢)) < f'(,) , deci:
fn)=f(@) _ fB)=f(x)

X, —a b—x,

= f(a,).

Inlocuind la numitori x, prin fa +(1—1)b si grupand convenabil se ajunge la:

fx) < flay+ f(b)t-1) < flta+(1-0)b)<tf (a)+(1-1) f(b),
adica f este convexa.
“=" Presupunem ca f este convexa pe (a, b) si fie trei numere reale

B =f@ _ =B
p-a y=p
Fie ¢t = 7=k €(0,1). Avem 1—t = p-a si din f'convexa rezulta
—a _
f[7‘ﬂ arPe -y]s =L ray+ L% 1 ).
y-a y-a y-a y-a
Dupa efectuarea calculelor avem:

FBy—a) < fla)y =B+ f(r)(B-a)

sau
SOy =B +(B-)]< f(@)y-B+f(N(f-a)=
S[AB)-SIB-) <[ f(@)-f(Dly-B) <
oS-I B) B~ f(@)
y=p p-a

Pentru oricare x,,x, €(a,b) astfel incat x, <a <x, < si tinand cont de (1)

oarecare a < ff <y din (a, b). Vom demonstra ca

avem:
)= /(@) | f@ =) G S =f () | [0) =)

X, —a a—x, p—x, X, — X,
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Daca a—x, si f—x, obtinem f'(x,)>f'(x;)) pentru ca f(x) este
derivabild si cum alegerea lui x; si x, este arbitrard, conditionatd numai de
X, <x,,avem f'(x,)— f'(x)=0.
Impartind cu x, —x, >0, obtinem
f’(xz)_f’(xl) >0.
X, X

Trecand la limita avem:

. "(x,)— f'(x

RACSENAED

X)X x2 — xl

= /()20

si afirmatia este demonstrata.

8.2. Inegalitati

8.2.1. Inegalitatea lui Jensen. Fie f:[1 > o functie si a,bell,
a<b. Functia f este convexa pe [a,b] daca si numai daca oricare ar fi

punctele x,,x,,...,x, €[a,b] si oricare ar fi numerele t,t,,...,t, €[0,1] cu

Zti =1 are loc inegalitatea

i=l1

f(ir,-x,]sinf(x,-)
()

Demonstratie. Demonstram, mai intai, ca daca x,,x,,...,x, €[a,b] cu

t,ty,...,1, €[0,1] si Y 1, =1, atunci D tx, =[a,b].

i=1 i=lI
Avem a<x <b,...,a<x,<b. Inmultind inegalititile respective cu
numerele pozitive ¢,,t,,...,¢, si adunandu-le obtinem:

at,+t,+...+t)<tx, +6Lx, +...+tx, SD(t+t,+...+1).

Cum Zti =l=a< Ztixl. <b.

i=1 i=1

Demonstram necesitatea prin inductie;

Fie fconvexa. Daca n =1, inegalitatea (1) este evidenta.

Presupunem inegalitatea adevarata pentru n i demonstram ca este
adevarata si pentru n+1.
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Luvam x,,x,,...,x,,x,,, €[a,b] si numerele ¢,t,,...,t ,t ., €[0,1] astfel
n+l

incat ZE =1 . Vom demonstra ca

f(’i:tixiJ < ’i:tif(xi)-
)

Conform ipotezei de inductie avem:

n+l n—1
f(ztixiJ = f(ztixi +(tnxn +tn+1xn+l)] <
i=1 i=1

t t
< tlf(xl) +...t tn—lf(xn—l) + (tn + tn+1)f . ’ xn + = ' xn+1 s
tn + tn+1 tn + tn+1
3)
tn tn+1
deoarece ¢ x, +1¢ ,,x,,, =(, +t,.,) X, + X, -
ZLn + tn+1 tn + ZLn+1

Datorita convexitatii lui favem:

t t t t
f - xn + e ‘xn+1 < - f(xn) + - f(x)z+l)
to+t,, "t L, t +t t +t

n+l n n+l

si inlocuind 1n (3) obtinem inegalitatea (2). Suficienta este evidenta.
8.2.2. Teorema. (Inegalitatea lui Holder). Daca a,,a,,...,a,20,

>%n

1 1
b,b,,....b, 20, p>1,g>1§i —+—=1, atunci:
JZ}

n n Up n g
Sab, S(Zai”j [zbgj |
i=1 i=1 i=1
Demonstratie. Consideram functia f:(0,0) >, f(x)=Inx. Avem:

1 .
f"(x)=——<0= f este strict concavi pe (0,).
X

1/q

n Up n
Fie a :(Zal_”] si b :(Zbi"j cu l+l=1. Inegalitatea din
i=1 i=1 p 9

n
enunt se scrie Zaib[Sab. Cum f este concava pe (0,0), rezulta din
i=l

inegalitatea lui Jensen:



sau

echivalent cu:

si Tnsumand dupa i de la 1 la n obtinem:

S LET 120 iaibisab[i*j’
i p a g b = P q

dar lJrlzl si avem:
P 9

» p 1/p " 1/q
$ab, s(zafj (zbgj |
i=1 i=1 i=1

Observatie. Dacda p=g=2 inegalitatea lui Holder se reduce la

inegalitatea Cauchy—Buniakovski—Schwartz.
Daci q,,a,,...,a,20, b,b,,...,b, =20, atunci

($on) (35

8.2.3. [Inegalitatea mediilor. Daci a,,a,,...,a, €[, atunci

Z&Z n[alaz ...an .
=1 1
Demonstratie. Consideram functia f:(0,00) >0 , f(x)=Inx. Avem

1 . . . . . .
f"(x)=——<0, deci f este strict concavd pe (0,00). Din inegalitatea lui
X

Jensen avem:

1(S4a )23 ar@.

. 1 n ) 1 n .
siluind 4, =4, =...= 4, =— avem: lnziZ—ZInai , deci
n =t N

n

a.
Z_IZ n[alaz...an .
n

i=l1
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Probleme rezolvate

R8.3.1. Fie /<l un interval, nell” si f,:1—>(0,0), i=1n, n functii

pozitive si concave iar o, >0, i=1,n cu o, +a, +...+, =1. Atunci rezultd ca
functia f'= f“ - ;2 -+ /.7 este concava.
Solutie. Fie x,yel arbitrar 51 a,f20, a+pf=1. Cum [ este

concava, rezultd ca f,(ax+ fBy)2a- f,(x)+ - f,(¥), i =1,n. Obtinem:

[1(fax+ ) = (@f 0+ B 10"
(1)
Trebuie demonstrat cd f(ax+ fy)>2a-f(x)+f- f(y) <
[(fiteox+ ) = 11 £+ 1117 ()
(2)

Demonstram ca

[(af0+ B0 =T 0+ 117 0).

i=

3)
Notam f;(x)=a,, f,(y)=b,. Relatia (3) este echivalentd cu

ﬁ(aai + /b, )" Za-ﬁaf' +ﬂ-l£[b,.“" =

i=1 i=1 i=1

g a’-ay-...-a" B b b -...-b" <1
(aa, + pb)* -...-(aa, + pb,)™ (aa, + pb)* -...-(aa, + pb,)™

(4)

Folosind inegalitatea x-x{-...-x™ <Rx, +Ryx,+...+R x, pentru x, >0,

R >0,i=1n, ZRZ. =1 si notand cu 4 membrul stang al relatiei (4), obtinem:

i=1

a aca ba ba
A< | 4% o D% +f | —— . +— |
aa, + pb, aa, + fb, aa, + pb, aa,+ fb,

aa, + pb, aa, + pb
. al—ﬂl +...+ an . "—ﬂ”

aa, + pb, aa, + fBb,
Asadar, inegalitatea (4) este adevarata, deci inegalitatea data de relatia (3) este
adevarata. Din (1) si (3) rezulta ca relatia (2) este adevarata, deci f este concava.

S A<a SA<o+a,+...a,=1.
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Consecinta. Daca f,:/ —(0,0), /<[l sunt functii concave (nell,
n>2). Atunci functia {/f,f,-...- f, este concava.
R83.2. Fie x,x,,...,x,>0 si A,4,...,4,€[0,]] cu Y A =1. Atunci

i=l1

n n
2
z/lixi >[]x".
i=1 =l

Solutie. Fie f:(0,0)—>[, f(x)=Ilnx. Avem f”(x):—Lz<0,
x

(V) x>0, deci f este strict concava pe (0,). Conform inegalitatii lui Jensen

avem: f(z ll.xi] > Z/Iif(xi) , echivalent cu ln(z l,.xij > ln(f[ X ] ceea ce
i=1

i=1 i=1 i=1

n n
. A
este echivalent cu E Ax, >T]x".
i=1

i=1
. <A . 9 1
Observatie. Dacd in egalitatea precedentd facem A, =4, =...=4 =—
n
. 13 I . .
obtinem —le. > 1/x,x,---x, , adicd inegalitatea mediilor.
n g
R83.3. Dacd a,a,,...,a,€ll’, astfel incdt D a,=1 si pell’, atunci

i=l1
n P 2 P
Z[MLJ L)
i p-1

a. n

p
Solutie. Considerdm functia f:[1 . =0, f(x)= (x+lj . Avem
X

f”(x):p(p—l)(x—kljp -(1—%) +2—]:(x+ljp >0,
x X

X X
(V) x €(0,0), deci feste strict convexa pe (0, ).
Din inegalitatea lui Jensen avem:

f[“l 4 ;“'“’"js% [f(a)+f(a)+...+ f(a)]

. % 1 ‘
si tindnd cont ca Zai =l=nf (—j < Zf(ai) . Avem
n i=1

i=1
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f(lj:(wrljp (n” +l)p si if(a) Z(a +—J :

n

adica avem:

2

R8.3.4. Daca x,,x,,...,x, €(0,1) si Y x =1, atunci )
i=1 i

\Y

n—1

Solutie. Fie functia f:(0,1) >0, f(x)= IL .
—X

Deoarece f"'(x)= >0, (V) xe(0,1), rezulta ca f este strict convexa pe

(0,1).

2
(1-x)

Luand 4 =4, =..=4 =

X c . n 1 . 9
f (z /L.xi] <Y Af(x), deci 1 < 21 . Cum f este strict convexa,
i=l1 i=1 n— i
- . . . o 1
relatia din enunt devine egalitate daca si numai dacd x, =x, =...=x, =—.
n

R8.3.5. Daca a,b,x,,x,,...,x, €l *+ si le. =1, atunci

i=l1

ﬁ[a+£]2(a+nb)”.

i=1 X,

1

. . . . b
Solutie. Consideram functia f:[1 , —0, f(x) =ln(a +—j. Deoarece
X

2abx +b*

f'(x)=—-—=5>0, (V) xell ", rezultd ci feste strict convexi pe (0,0) .
(ax” +bx)
Luand 4, =4, =...=4, _1 avem:
n
b " b
In(a +nb) < — Zm a+— < (a+nb)" <Il| a+— |.
i=l1 1 i=1 xi
Egalitatea se realizeazd daca si numai dacd x, =x, =...=x, = ! .
n
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R8.3.6. Daca A A4,...A, este poligon convex, atunci Zsin“ 4, Snsin“z—ﬂ
k=1 n
ae(0,1).
- T . g 7
Solutie. Fie f:(O’EJ_)D , f(x)=sin” x, f este concava pe (O,Ej.

Rezultd din inegalitatea lui Jensen ca:

1 & 1L 1L Vs 2z
sin| —>» A, |>2—)> sin“4 ,dar — Y A =—n-2)=nmr——
. . ( 27[) . 2z
si cum sin| 7 —— [=sin—, avem
n n
oI . I . 2 22
Zsm“AkSnsm“(—ZAkj:nsm”‘(ﬂ——”jznsm“—”,
k=1 n = n n

deci inegalitatea din enunt.

R8.3.7. Fie functia f :[a,b] > continua pe [a, b] si de doud ori derivabila
pe (a,b) si astfel incat f"(x) >0, (V) xe(a,b). Sa se arate ca (V) @ €(a,b)
tangenta la graficul lui f in punctul (e, f(«)) este sub graficul lui f.

Solutie. Cum " >0 pe (a,b)= f' este crescitoare pe (a,b). Ecuatia
tangentei la grafic in punctul («, f(a)) este y— f(a)= f'(a)(x—«), adica
v=f(a)+ f'(a)(x—a) . Aplicand teorema lui Lagrange functiei /' pe intervalul
(a,x), x> a , obtinem

f(x)=f(a@)+ f'(c)(x—a) cu a<c<x,sicum

f'©> (@)= f(x)>y.

Pentru cazul x <« se rationeaza analog.
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9. Polinoamele Taylor asociate unor functii
9.1. Formula lui Taylor si polinoamele Taylor ale functiilor elementare

In jurul unui punct o functie derivabild poate fi aproximati printr-o
functie de gradul intdi. Ne punem in continuare problema aproximdrii unei
functii printr-un polinom de grad superior.

9.1.1. Fie Dcll o submultime a lui U, x,eD st f:D—>[ o

functie derivabilda de n ori (nell”) in punctul xo. Functia polinomiald
T f:1J > definita pentru orice x €[] prin

(x "(x a
(5,10 = £ )+ L) St o
se numeste polinomul lui Taylor de grad n atasat functiei f'si punctului xo, iar
functia r, f : D —[] definitd prin

(n @) =fx) =T, )x), (V) xeD,
se numeste restul Taylor de ordinul » atasat functiei f'si punctului xy.
Orice egalitate de forma f =7 f+r, f, unde pentru 7 f este datd o

(x—x,)+ (x—x0)2+...+L('x°)
n!

formuld de calcul, se numeste formuld Taylor de ordinul »n corespunzator
functiei f's1 punctului xo.
9.1.2. Exemplu. Pentru functia f:[1 >0, f(x)=e",(V)xel,

polinomul lui Taylor de grad » atasat functiei f'si punctului x, =0 este
2 n

(T ) ) =1+2+ 4+, (V) xell .
11 2! n!

9.1.3. Exemplu. Pentru functia g:[0 -, g(x)=sinx, (V) xel,

polinomul lui Taylor de gradul 2n —1 atasat functiei g si punctului x, =0 este

X x3 xS . x2n—l
To)x)=——t (=1
TR TR D (2n—1)!

9.1.4. Exemplu. Pentru functia 4:00 -0 , h(x)=cosx, (V) xell ,
polinomul lui Taylor de ordinul 2n—-2 (rell,n>1) atasat functiei 2 si

, (V) xell .

punctului x, =0 este

2 4 6 2n-2
(ThY(x)=1-—4+ X
21 4! 6! (2n-2)!
9.1.5. Exemplu. Pentru functia wu:(-1,00)—>0 definitd prin
u(x)=In(x+1), (V) xe(-1,0), avem
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o (k=D!

u®(x)=(-1) 1) ,(V) xe(=1,0) si kel", polinomul lui Taylor de
+
grad n este
x x x X . X"
Tu(x)=———+——-——+...+(-1)"" - —,
(T,u)(x) 1 23 =D ,

9.1.6. Exemplu. Pentru functia f:(-1,0) >, f(x)=(1+x)“, pentru
orice x € (—1,0) si @ €[] \[J , polinomul lui Taylor de grad » este

(T, /)(x) =1+%-x+ a((;!_l) N a(a_l)”’;fa_nH) X"
deoarece avem [P (x)=a(a-D(a=2)--(a—k+D1+x)*", (V) x>-1 si
(V) kell".

2

. . . (24
Convenim sa notam (kj

al(a—-1)a—-2)-(a- k+1) 1 Cu
k! 0
aceastd notatie avem

a a a) , a
(Tnf)(x):(oj+(lj-x+(2j-x +...+(}J-x”.

Functia f:(—-Lowo)—>0, f(x)=(1+x)* se numeste functie binomiala de
exponent a.

X —X

9.1.7. Exemplu. Pentru functia f:[J =0, f(x)=chx= ¢ re ,
(V) x el (cosinus hiperbolic), polinomul lui Taylor de grad 2x este:
2 4 2n
X
T ) =1++2 1. .+ .
@) 21 4! (2m)!
ex _e—x

9

9.1.8. Exemplu. Pentru functia f:00 -0, f(x)=shx=

(V) x e[l (sinus hiperbolic), polinomul lui Taylor de grad 2n—1 (nell "), este
3 5 2n—1
X

X
(Tf)(X)—F‘F; ;4“{‘(2”_1)'

Facem observatia ca polinoamele de la ultimele doud exemple pot fi obtinute
utilizdnd Exemplul 9.1.2.

9.1.9. Definitie. Fie 4 o multime nevidda din [0 si functiile
f,:A—=>U0,(V)nel . Spunem ca sirul (f,),., este punctul convergent si se

P.C.
noteazd f, — f daca pentru orice x, € 4, lim f, (x,) = f(x,). Sirul (f,),., se
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U.C.
zice cd este uniform convergent pe 4 catre functia f si se noteaza f, — f,

dacd pentru (V) &>0 3 N(&) natural astfel incat (V) n>N(g) sd avem

9.1.10. Observatie. Fie 4 o multime nevida, (f,),., un sir de functii
definite pe 4 si cu valori in [J 1iar
s =fo+tfitfit+f,(V)nel.
Daca sirul de functii (s,),., este uniform convergent pe 4 cétre functia s
(hms (x)=s(x), (V) xe 4), convenim sd facem notatia s(x)= Z £ (x),

n=0
(V) x € A. Aceasta se numeste dezvoltarea in serie a functiei s.

Se poate demonstra ca:

a) sinx= Zﬁ (V) xell .

n=1 2 _1)'
( l)nl 2n-2
b) cosx= Z RO , (V) xel .
c) exzix—n', (V) xell .

n=0 n
d) 1n(1+x)=iw, (V) x e (-1,1].
n=l n

o0

o
e) (l+x)“=2[ ]x (V) xe(-L1), (¢l \D).
n

n=0
© x2n
chx= , (V) xel .
f) ;(211)! ()
0 xZn—l
shx = , (V) xel.
& shy= ) o T (0

9.1.11. Observatie. Polinomul lui Taylor de grad » atasat functiei f i
punctului x,, coincide in xo atat cu functia f cat si cu derivatele ei pana la
ordinul 7.

Demonstratie. Evident, 7 f este o functie indefinit derivabila pe [ si
pentru orice x €[] avem

()0 = f1(0) T () oo

(x—x)"

(n=1)!

f(")( Xo) 3
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(T, 1)) = ") + 522 ) - +(’;+°2)), £

(T, () = £ () += 0f(")( X))

(L) (x)= (%)
(T, )®(x)=0 oricare ar fi kel , k>n+1.
De aici deducem ca

(T,)x) = f(x) (T, 1) (x) = £1(xg)se s (TN (x5) = £ ().
Cu aceasta demonstratia este Incheiata.
9.1.12. Teorema. Fie Dcl wun interval, x,eD si f:D—>U o

functie derivabild de n ori (n€l]”) in punctul x. Atunci avem
i () _
o (r-x,)
Demonstratie. Deoarece f'si 7, f sunt derivabile de n ori in xp rezultd
casirestul 7 f = f =T f este o functie derivabild de » ori in x si
(1, )%) =0, (1, £) (%) = 0., (1,1) " (%,) = 0.
Aplicand de n—1 ori regula lui L’Hopital si tinand seama ca

[ =)

lim =" (%),
X=X X=X,
obtinem
G0 O RS oy S BTG A (C N
XX (_x =X, )n XX (x — xo)" XX n(x — xo)"_l

[P (TN ST =) = M ) (= x,)

= lim =lim =
X=X n'(x xo) X%, n! (x__xo)
(n-1) (n-1)
i [ L= 00 (XO)} o
n' ‘C—)XO x xO

9.1.13. Observatie. Daca notam cu «, f : D —[] functia datd prin

IO sy
(@, f)x) =1 (x=x)"" ’
0 , x=0,

atunci din Teorema 9.1.12 rezulta ca functia o, f este continud in xj.

257



Asadar are loc teorema
9.1.14. Teorema. (Teorema lui Taylor-Young). Fie Dcl un
interval, x,€ D si f:D —[ o functie. Daca functia f este derivabila de n ori

in punctul x,, atunci exista o functie a,f :D —[ care satisface urmatoarele
proprietati:

a) (a,f)x)=0.

b) Functia a,f este continua in punctul x,.

¢) Pentru orice x € D are loc egalitatea

F)= f(xo)+f (xy) / (")( L) (e () e, ).

Vom deduce, in continuare, o formula pentru calculul restului 7, f al

(x=x))+...+

formulei Taylor.
Fie D clU interval, f:D —1[ o functie derivabila de (n+1) ori pe D,

pell” sixsixydoud puncte distincte din D. Fie k €[] astfel incat si avem
J()=1(x)+
Functia ¢: D — [1 , definita pentru orice ¢ € D prin
()
o0 = 1+ IO iy sty
n

este derivabild pe D ca si suma de functii derivabile.
Deoarece ¢(x,) = f(x)=@(x), aplicand teorema lui Rolle functiei ¢ pe

G 0)( —x0)+—f”2(f°)(x—xo)2+...+—f(")('x°)(x—xo)"+(x—x0)pk
: n:

(x—t)+...+

intervalul [x,,x] sau [x,x,], rezulta cd existd un punct ¢ cuprins strict intre xo $1
x astfel incat ¢'(¢)=0. Dar

PO =1 O-fO+—=

G-
(n—1)!

LD oy pe—ty 'k, (W) 1D
n.

(x _ c)n
n!

f”() (x f) (x t)

(x—1)~
(x t)

—— SO+ ="~

SO+ == ()= pr(x -0 k=

Atunci egalitatea ¢'(c)=0 devine () = p(x—c)” -k, de

unde obtinem:
(x C)n p+l

k f(n+1) (C)
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De aici se obtine ca restul 7, f* are forma

(x—x,)" - (x—c)"""

n!-p

(1, )(x) = S ().

In consecint, se obtine teorema
9.1.15. Teorema. (Teorema lui Taylor). Fie Dcll un interval,

f:D—>0 o functie de (n+1) ori derivabila pe D si x, € D. Atunci pentru

orice pell” si xeD\{x,}, existd cel putin un punct c cuprins strict intre x si

Xo astfel incat

(x=3)" (x =) "

(1,/)(x) = : " (e).
np
(D
Restul scris sub forma (1) se numeste restul lui Schlomilch — Roche.
Luand p =1obtinem restul lui Cauchy:
x=x)(x=¢c)" .
(o) = SN e,
)
Ludnd p =n+1, obtinem restul lui Lagrange:
X=X " n+
()= ST o).
(n+1)!
3)
9.1.16. Observatie. Deoarece ce(x,,x) sau ce(x,x,), notand
g="" obtinem ca f€(0,1) si c=x,+60(x—x,). Atunci restul » f se
X—X,

poate exprima si in felul urmator:
(x _ xo )n+l . (1 _ 9)n—p+l

(r./)(x) = , F (o + 0~ x3))
n'-p
(Schlomilch — Roche)
() = E2) 2O (L pixx)):

n!
(Cauchy)
(0 =E5 o e
(n+1)!
(Lagrange)
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9.1.17. Definitie. Formula Iui Taylor de ordin n corespunzatoare
functiei f 1 punctului x, =0, cu restul lui Lagrange, se numeste formula lui

Mac Laurin:

" (n) (n+1)
f(x) f(0)+ f (0) f (0) x2 +. f (O) _xn + f (ex) _xn+1’
2! n! (n+1)!
unde 8 € (0,1).
9.1.18. Exemplu. Pentru functiile £, g, 4 si u din exemplele 9.1.2-9.1.4,
formula lui Mac Laurin se scrie:

2 xn xn+1 p
1 =e =1+142 4 X e, xell,0e€(0,]);
) S 12 2l (atD)! ©.1
3 5 2n—l 2n+l1
2) g(x)=sinx=—-2 X sty cos Ox
TETRET 2n—1)! (2n+1)!
, xell st 8€(0,1);
2 4 6 2n-2 2n
3) h(x)=cosx=1-+2 X o Ly 1)y cosor,
21 41 6! (2n—-2)! (2n)!
xell si @e(0,1);
X x x3 x4 1 n+] 1
4) u(x)=In(l+x _———+———+ 4D —+ 2
) u(x)=1In(l+x) >t 3, (=1 (=D il (2o

x>-1s1 496(0,1).

9.1.19. Exemplu. Pentru functia f:(-1,00)—>0, f(x)=(1+x)",

(V) x>-1si ¢ ell , formula lui Mac Laurin este:
f(x)=(1+x)" 4% e o, e @md)(emnt]) L
1! 2! n!
N a(a—1)---(a—n)(1+6x)*™" " unde 0 (0.1).
(n+1)!

Demonstratie. Functia f este indefinit derivabilad pe (—1,0) si avem
[ ) =a(+x)"5 f(x) = a(@=DA+x)"7; f"(x) =ala-D(@-2)(1+x)""
si prin inductie matematica se obtine

fP@)=ala-1)a-2)(a-k+DA+x)*", kel

In consecinta, obtinem
f(x)=(1+x)* =1+%x+@x2 +'“+0{(0{—1)(&—2)'"'(6!—714-1) x" +

La(a=D)-(a=-m(1+0)"" .,
(n+1)! '
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9.1.20. Propozitie. Avem inegalitatile:
2 n

a) e >l+i+ v+ (W) x>0sinel”;
2! n!

2 2n-1 2 2n
b) 1+4+X 44 <ot <l+di g 4T (V)x<0 si
1M 2! 2n-1)! 1M 2! (2n)!
nel’”;
3 5 n 2n+1
c) - (l)—x<sinx<
31 5! 2n+1)!
3 5 n _2n+l n+l _2n+3
<x—x—+x——...+( Dix ™ D7 x , (V) x>0 i
31 5! 2n+1)! (2n+3)!
(V) nell” impar.
2 4 n 2n
d) l—x— x——... (D—x<cosx<
2! 4! (2n)!
2 4 1\ 20 _1\ntl 2042
BS TN S G 2 ) : (V) xel’ si
2! 41 (2n)! (2n+2)!
(V) nel’ impar.
2 3 _ n+l. n 2 3
e) x—x—+x——...+(1)—x<ln(1+x)<x—x—+x——...+
2 3 n 2 3
n+l n n+2 n+l
+( D™ -x +( D™ , (V) x>0 si (V) nell par.
n n+l

Demonstratie. Inegalitatile date se arata utilizand formula lui Taylor cu
restul Lagrange pentru functiile sugerate de fiecare inegalitate. Sa justificam,
spre exemplu b). Avem

2 n n+l
e =l T ™, (V) xell, nell” si 0e(0,1).
1 2! n! (n+1)!
Atunci
X x2 2n-1 X 2n
+—=+—+...+ <e <l+—+...+ S
2t (2n-1)! 1! (2n)!
2n
2n n > '66'x>0 (adev arat)
0< X o X (2n)! e el
(2]’1)' (2]’1)' x2’7 o x2n
e
(2n)! (2n)!

< 0-x<0, relatie adevarata. Asadar, inegalitatea de la b) este
adevarata.
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9.1.21. Consecinta. Avem inegalitatile:
3 3 5

a) x—x—<sinx<x—x—+x—, (V) x>0

3! 3t 5!

X2 X2 )C3
b) x—<In(l+x)<x—+—, (V) x>0.
) 5 (1+x) >3 (V)

Demonstratie. Sunt cazuri particulare ale inegalitatilor de la Propozitia

9.1.20.
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Probleme rezolvate

n—1
L 11 +&, nel” este

R9.2.1. Sa se arate ca sirul a, =1-—+———+...
2 3 4 n

convergent si sa se afle limita sa.
Solutie. Pentru functia u:(-1L,00) >0 , u(x)=In(l+x), (V)x>-1,

utilizam formula lui Mac Laurin §i obtinem
X2 x3 - xn (_l)n X xn+1

u(x)=In(l+x)=x——+—-—...+(-1 , x>-—1
(x)=In(l+x) 2 3 =D n o (n+D(1+6x)""
si 0e(0,1). Pentru x=1 obtinem:
1n2:1—l+l—...+(—1)”*l-l+ D - De aici obtinem
2 3 (n+D)(1+6)"
lima, =lim an—L1 =In2.
n— n—>0 (l’l + 1)(1 + 9)”+

R9.2.2. Fie f:[l - o functie de trei ori derivabila pe [J cu proprietatea ca
lim f(x)=c,cell si limf"'(x)=0. Sa se arate ca limf'(x)=0 si

lim f"(x)=0.
Solutie. Cu formula lui Taylor obtinem:

Fx+) =)+ f'(x)+ f;('x) N f';('a)

,unde a € (x,x+1)

(1)
S1

f(x+2)=f(x)+2~f'(x)+22~f2('x)+23-f3fb) unde be(x,x+2)
(2)

Deoarece pentru x — o avem a — o si b — oo, din relatiile (1) si (2)
obtinem:

lig;[f'(x) +¥j . lgg(ﬂw D £(x) —%f”’(b)jic—c ~0=0;
(1) |

lim(2(x) + 2./ (x)) = 131;(f(x+ 2)— £(x) —%f”’(b)jlic e-0=0;
Utilizand ultimele doua relatii avem:

lim £"'(x) = 1@3[(2f'(x> F217(x) - 2(f'<x> " %f”(x)ﬂ =0-2-0=0

263



si apoi din (1”) rezultd ca lim f'(x)=0.
R9.2.3. Fie f:[1 —» [ o functie de doua ori derivabila pe [I si cu derivata a
doua continua astfel incat
SG+y) fx=0< (%), (V) x,yel.
Aratati ca

fE)f(x) < f7(x), (V) xell
Solutie. Aplicand formula lui Taylor obtinem:

f() LS.

fx+y)=f(x)+ o ¥, e(nx+y);
fG-3)= £ () - f() ]

Folosind relatia din 1poteza obtlnem

L@ =y )+ (f(X) yf(X))(f”(cl)+f"(Cz))+—f”(Cl)f”(Cz)<f (x)

. . [N < . 2
de unde prin reducerea termenilor si Tmpartirea la y~ avem:

—f’z(x)+(f(x)—yf’(X))(f"(Cl)+f”(cz))+y7f”(cl)~f”(cz) <0.
Pentru y — 0 avemcd ¢, - x §i ¢, > x , si relatia devine:
—f )+ f(x)- f() 0= f(x)- ()< S (x).

R9.2.4. Sa se calculeze \/Z cu cinci zecimale exacte.

Solutie. Scriem formula lui Taylor cu restul lui Lagrange si obtinem:
2 n—-1 n

P P +—€",0€e(0,1).

1 2! (n=1)! n!

De aici rezulta:

[
\/—_ez_l L 12+. ! —+ ! e?.
1'2 212 (n=1L2"" nl2"
Determinam pe » astfel Incat
4
b oot
"onl2" 10°
Avem:
1 1.
r, < et < V3 < — si — <—— pentru n =8
nl2" n!2" nk2" nl2" 1
Prin urmare,
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Jel 1+

+
112 2 2127 !
+0,0026041+ 0,0002604 + 0,0000271+ 0,0000015 =1,6487345

X2

2

R9.2.5. Calculati hngcosx—:e.
X—> x
Solutie. Avem :
2 4

cosx—l—x—+x—+r1(x) cu hm ri(x )—O si
2! 41 x*

s 2 4

e =l ——+7,(x) cu lim-2 (x):O.
112 2 214 0 x*

¥ 4 l 1
Cosx_eT_limx (4! 2'4j+71(x) 1 (x)

lvcll;l(} x4 x—0 _x4 -
il (Lot +r1(i€)_r2(jc) St 1
=01\ 4] 214 X X 24 8 12
x X x"
R9.2.6. Si se arate cd: e >1+1'+;+ S (V) xe(0,0)) si
n!
(V)nell®
Solutie. Scriind formula lui Taylor cu restul lui Lagrange, obtinem:
2 n n+l
e=lvie i e T ge(0,]).
1 2! n! (n+1)!

n+l

De aici, utilizand faptul ca e”>0,(V) x>0 si (Y)nell”, obtinem

concluzia.

(“) (V) nel”

R9.2.7. Demonstrati inegalitatea e¢” >

Solutie. Procedand ca si la problema anterloara, avem:

2 n—1 n
=1+l + e 9e(0,).
1 2! (n=1! n!
1 1 1 oL . on
Deoarece — ..,— sunt mai mici sau egale cu 1 si ™ >1, avem:
n!” (- 1!
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e'>l-—+— =

1 n 1 1 on 1( nn-1) , nj
. +.o+ —t—=—|1+n-n+————=n"+...+n
n! 11 (n-1)! (n=D! 1! n! n! 2!

:i(l+n)".
n!

R9.2.8. Sa se arate ca: limn-sin(2re-n!)=2rx.

n—>0

Solutie. Avem :

6 =0, (depinde de n) € (0,1),

11 1 e’
e=1+—+—+...+ + ,
1 2! (n+D! (n+2)!

de unde:

4
n-sin(2re-n)=n-sin| 2z 1+l+l+...+ ! ¢ n!|=
1 2! (n+1)! (n+2)!

. 1 e’
=n-sin| 27 + .
n+l (n+1)(n+2)
Ca urmare,

limn-sin(2ze-n) =

n—0

i ) { [ 1 e’ H ]
sin| 2z +
n+l (n+1)(n+2) ( 1 ¢’ j
. 27 + =

=lim| n
o 1 e’ n+l (n+1)(n+2)
2 +
n+l (n+1)(n+2)

4
~lim 27zn| ——4—¢ =27(1+0)=27.
700 n+l (n+1)(n+2)

R9.2.9. Fie functia f:[0,1]—>0 de doua ori derivabild astfel incat

f(0)=f(1)=0 si ir[lofl]f(x):—l.Sésearatecé sup f"'(x)>8.

x€[0,1]

Solutie. Din ipoteza avem f continua pe
[0,1]]=-1= 1r[})f1 ] f(x)= rr%(l)rll] f(x) si cum feste derivabila pe [0, 1] va rezulta

cad (3) a €(0,1) astfel incat f'(a)=0 si f(a)=-1. Scriind formula lui Taylor,

avem:
f(x):—1+%-f”(a+<9x(x—a))-(x—a)2, 6.<(0,1).
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L8,

Pentru x=0 se obtine 0=-—

0:_1+f”(a+§1(1_a))

iar pentru x=1 avem

(1-a)’.

Deci f"(a+6,(i—a))=c,, unde co=%,c] ie{0,1}.
a

(1-a)*’
. 1 . ) . 1 . . .y

Daca a < > atunci ¢, 28, iar daca a > > atunci ¢, > 8, deci Xsel[lopl]f (x)=8.

R9.2.10. Fie P o functie polinomiali de grad n, ne[]” si avand coeficienti
reali. Sa se arate ca daca:

P(a)>0, P'(a)>0,...,P"”(a)>0,
atunci, orice radacind reala a lui P este mai mica decat a.
Solutie. Pentru orice x >a, avem

’ (n)
P(a)(x—a)+...+P (@)
1! n!

de unde rezulta concluzia problemei.

P(x)=P(a)+ (x—a)" > P(a),
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10. Aplicatii ale metodelor topologice in geometrie
10.1. Aspecte teoretice

Unele probleme de geometrie, in special probleme de existenta care nu
pot fi rezolvate constructiv, au solutii elegante daca se folosesc cunostinte de
analiza matematica (in special continuitatea unor functii). Cunostintele necesare
unor astfel de abordari sunt foarte legate de intuitia geometricd si necesitd
foarte putine extinderi fatd de cunostintele din programa de analizd matematica
a clasei a XI-a.

Cadrul general In care se dezvoltd analiza matematicd este spatiul
topologic.

10.1.1. Definitie. Daca X este o multime si D={D,|iel} este o
familie de submultimi din X cu proprietatile:

a) YeD,XeD

b) Pentru orice J — I, UD/‘ eD

jeJ
c) Pentru orice multime finitd {i,,i,,....i,} =/,
D, n"D, n..nD, €D
atunci D se numeste topologie pe X, iar perechea (X,D) se numeste spatiu
topologic.

10.1.2. Exemple. 1. Pe R (axa reald) o multime D c R este deschisa
dacd pentru orice x,e€D existi €>0 astfel ca intervalul deschis:
(x, —€,x, +¢) sd fie inclus in D.

2. In R? (plan) o multime D — R? este deschisa daci pentru orice punct

(x5,19) € D exista >0 astfel ca discul deschis D, centrat in (x,,y,) si

de raza ¢ sa fie in Intregime inclus in D.

3. In R? (spatiu) o multime D c R’ este deschisd daci pentru orice
punct M € D exista € >0 astfel ca bila deschisa (fara frontiera), de centru M si
raza ¢ sa fie complet inclusa in D.

10.1.3. Definitie. Daca (X,D,) si (¥Y,D,) sunt spatii topologice si
f:X —>Y este o functie, spunem ca functia f este continud daca pentru orice
D, € D, prin imagine f~'(D,)e D, . (O functie este continuid daci si numai
daca intoarce multimi deschise in multimi deschise.)

Vom enumera cateva rezultate care sunt necesare in astfel de probleme,
justificand doar cele necunoscute din manuale.

268



10.1.4. Rezultate fundamentale
1. Daca f:[a,b]— R este o functie continud si f(a)f(b) <0 atunci

existd cel putin un c € (a,b) astfel ca f(c)=0.

2. Daca f:[a,b] —>[a,b] este o functie continud, atunci existd c €[a,b]
astfel ca f(c)=c (punct fix). (Se considerda functia g(x)= f(x)—x,
g(a)g(h)<0.)

3. Daca f:(a,b)eR este o functie continud si existd L >0 astfel ca
| f(x)—f(»)IS£L|x—y| atunci functia f este continud. (Dacd L <1 ea este o
contractie, in general este o functie Lipschitziana. In particular izometriile sunt

functii continue.)
4. Dacda A este o multime marginitd in plan, d:ax+by+c=0 este o

dreapta fixa si definim f:R — R, f(A)=aria portiunii cuprinsa Intre dreptele
d st d, :ax+by+c=A, atunci functia f este continud. (Deoarece 4 este

marginita, existd un disc D de razd R in care este inclusa A4.)

Distanta intre dreptele paralele d, si d, este p,, :M. Atunci
Na’ +b’
|A—u| 2R .
| fOM) - f(WE——=——=2R=L|A—pu|, unde L=————, deci f este o
Na’ +b’ Na’ +b’

functie Lipschitziana (continud).
5. Daca 4 este o multime marginitd in plan, (x,,),) este un punct fix

prin care trece dreapta d atunci functia f:R — R, f(m)=aria portiunii din 4
cuprinsd intre dreptele d si d,, :y—y,=m(x—x,) este o functie continud.
(Deoarece A4 este marginitd, existd un disc D de raza R cu centrul in O(x,,y,)

care contine multimea 4. Notand cu o, unghiul dintre dreptele d,, si d,, ,
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. o . . . —
obtinem | f(m,)— f(m,)|<2R*-—%, inegalitate ce asigurd continuitatea
T

functiei f.

dml
dml

2
5
y

6. Transformarile geometrice ca: rotatia in jurul unui punct (in plan sau
spatiu), translatia, omotetia, proiectia in plan sau proiectia pe o dreaptd (pe un
plan), simetrie fatd de o dreaptd, un punct (sau un plan) sunt toate functii
continue, ele fiind izometrii (rotatiile, translatiile, simetriile) iar celelalte functii
Lipschitziene.

7. Distanta la un punct, la un plan sau la o dreapta sunt functii continue.
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11. Ecuatii transcendente

Aceastd tema constituie o continuare fireascd a temei 7: “Ecuatii
exponentiale si logaritmice nestandard”, din Ghidul profesorului de matematica,
pentru clasa a X-a.

Consideram ecuatia f(x)=0, unde f:D — R, D c R este o functie
datd. Daca f este o functie polinomiald nenula, atasatd unui polinom din C [X ],

ecuatia se numeste algebrica. O ecuatie care nu poate fi redusd la o ecuatie
algebrica, folosind operatiile: adunare, Tnmultire, ridicare la putere, etc., se
numeste transcendenta.

De exemplu x° —5x+2 =0 reprezinti o ecuatie algebrici de gradul 3;
ardtdm ca ecuatia In(l+x)=2-2x, x> -1 este transcendentd. Presupunem

contrariul: existd un polinom nenul P e R[X] astfel incat pentru functia sa
polinomiald £, avem: f(x)=In(1+x)+2x—2, pentru orice x >—1. Evident P
nu este un polinom constant. Fie grad P=n e N". Derivand de n+1 ori in ambii
D" -n!

Punind x =0, obtinem: 0 = (— 1)" -n!, care evident reprezintd o contradictie.

membri ai relatiei de mai sus, obtinem: 0 = , pentru orice x >—1.

Nu ne propunem sa verificim cad anumite ecuatii sunt sau nu
transcendente, scopul nostru este de a rezolva astfel de ecuatii.

Nu existd metode generale de rezolvare. Fiecare ecuatie propusa trebuie
examinatd aparte: i se cauta caracteristicile si pe baza lor se elaboreaza un mod
de rezolvare.

Vom indica citeva moduri de abordare a acestor ecuatii. in mare parte,
acestea au fost expuse in tema mai sus amintitd, dar de data aceasta avand la
indemana puternicul instrument oferit de aparatul analizei matematice.

11.1. Utilizarea monotoniei unor functii
Amintim cateva rezultate cunoscute din teoria functiilor.

11.1.1. Propozitie : Fie f,g:A—> R, ACR.

a) Daca functiile f'si g sunt strict crescdtoare (descrescatoare) pe A, atunci f
+g este o functie strict crescdtoare (descrescatoare) pe A.

b) Daca f,g:4—> (0,oo) sunt strict crescatoare (descrescatoare), atunci

f - g este functie strict crescatoare (descrescatoare).
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11.1.2. Propozitie: Fie f : 4 > B, g: B —> C.
a) Dacd f si g sunt functii strict monotone, de aceeasi monotonie, atunci
go f este strict crescatoare .

b) Daca f, g sunt functii strict monotone, de monotonii diferite, atunci
g o f este strict descrescatoare.

11.1.3. Propozitie : Dacd / c R este interval si f:/ — R este o functie
derivabila pe I, atunci sunt adevarate urmatoarele afirmatii:
a) feste crescitoare daca si numai dacd f (x) >0, V x e [ .

b) feste descrescitoare dacd si numai dacd f (x)<0, Vxel.

11.1.4. Propozitie Dacad functia f este strict monotona pe un interval I, iar ¢
este o constantd reald, atunci ecuatia f(x)=c are pe intervalul I cel mult o

solutie.
Demonstratie : Fie f o functie strict crescdtoare. Presupunem ca ecuatia
f(x)=c are cel putin douad solutii diferite x,, x, pe intervalul I. Fie x, <x,.

Din [ strict crescitoare rezulti  f(x,)< f(x,). Contradictic cu

f(x1)=f(x2)=c.

11.1.5. Teorema : Dacd functiile /' si g sunt monotone pe intervalul I, de
monotonii diferite, cel putin una dintre ele strict monotond, atunci ecuatia
f(x)=g(x) are cel mult o solutie in intervalul I.

Demonstratie : Fie f strict crescatoare, iar g descrescdtoare pe intervalul 1.
Presupunem ca existd cel putin doua solutii diferite x,, x, din intervalul I, ale

ecuatiei f(x)=g(x). Fie x, <x,. Atunci f(x,)=g(x,)2>g(x,)=f(x,).
Contradictie cu f functie strict crescatoare pe intervalul 1.

11.1.6. Teorema : Daca functia f are proprietatea lui Darboux pe intervalul I
(in particular daca f este continud pe I ) si dacd a,be[lastfel incat

f(a)- f(b) <0, atunci ecuatia f(x) =0, are cel putin o solutie intre a si b.

11.2. Rezolvarea unor ecuatii cu ajutorul teoremei lui Rolle si a teoremei
lui Lagrange

11.2.1. Teorema (Rolle):

Fie a,be R, cu a<b,iar f: [a,b]—) R o functie continua pe [a,b],
derivabila pe (a,b) si f(a)= f(b).

Atunci existd cel putin un punct ¢ € (a,b) astfel incat f (c)=0.
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11.2.2. Consecinti : Intre doua riadacini ale unei functii derivabile pe interval
se afla cel putin o radacina a derivatei.

11.2.3. Teorema (Lagrange):
Fie a,be R, cua<b,iar f: [a,b] — R o functie continua pe [a,b] si

SO~ 1@ _ s
b—a

derivabila pe (a,b). Atunci existi c € (a,b)astfel incat

11.3. Utilizarea convexitatii

11.3.1. Definitie : O functie f:/ — R este convexa pe intervalul / < R daca
oricare ar fi x,, x, € I, V 1 € [0,1] are loc inegalitatea:
SOx, + (1= 2)x,)< A (x) + (1= ) f(x,) .
Daca inegalitatea este de sens contrar, functia se numeste concava.

Daca inegalitatile precedente sunt stricte, atunci spunem ca f este strict convexa
('strict concava).

11.3.2. Observatie : Functia f este concava pe intervalul I daca si numai daca
—f'este convexa.

11.3.3. Teorema (Jensen): Fie / < R un interval, iar f:/ — R o functie.

Atunci f este convexd dacd si numai dacd oricare ar fi ne N, n>2,

Xy Xysos X, €L 51 A, Ay, AN 20, cud; + A, +...4+ An =1, are loc:
FAx, + Ax, + o+ A,x, )< A f(x) + A, f(x,) + o+ A, f(X,).

11.3.4. Propozitie :
a) Produsul dintre o functie convexad si o functie constantd pozitiva este o
functie convexa.
b) O suma de functii convexe este o functie convexa.
c) Daca g:I — J este convexa pe intervalul I, iar f :J — R este convexa si
crescatoare pe intervalul J, atunci f o g este convexa.
d) Daca f:I — J este inversabild pe intervalul I, iar g:J — [ este inversa
sa, atunci:
1) fconvexa si crescatoare —> g concava i crescatoare
2) fconvexa si descrescatoare = g convexa si descrescatoare
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e) Daca f:I — R este convexd si neconstantd pe intervalul I, atunci f nu-si

poate atinge valoarea cea mai mare 1n interiorul intervalului.
Demonstratie : Punctele a) si b) se verifica imediat. Demonstram c). Din g
convexa pe I, rezulta g((l —1)x, +tx, ) <(-t)g(x,)+1tg(x,), oricare ar fi

Xpy X, e[,Vte[O,l]. Cum [ este crescatoare §i convexa, rezulta:
(fogl-t)x, +1x,)<
SA-0gx)+1g(x))SA=-0)(f o g)lx ) +1(fog)(x,), deci fog este

convexa.
Atentie : Compusa a doua functii convexe nu este neapdrat o functie convexa.

Contraexemplu: Fie g: [— 1,1]—) [0,1], g(x)=x?, iar f: [0,1]—> R, f(x)=—x.
Deci f'si g sunt convexe, dar ( fo g)(x) = —x’ nu este convexa.

d) Demonstrim numai 1). Daci f este crescitoare, atunci si g = f ' este
crescdtoare. Ardtam cd g este concava. Pentru y, y, € J existd x,x,,xe/
astfel incat f(x,)=y,, f(x,)=»,, f(x)=(1-¢)y, +ty,. Din f convexd
rezulta: f((l —1)x, +1x, ) SA=-0)f(x)+tf(x,)=(10—-t)y, +ty,. Dar f este

crescatoare s de aici avem: (A-t)x +&x, <x, adica
1-Hgy,)+1tg(y,) < g((l -y, +ty, ) , adicad g este concava.
e) Demonstram prin reducere la absurd. Presupunem ca f1si atinge cea mai

mare valoare In x, din interiorul intervalului I. Deci existd x,, x, € [ astfel
incat X, <Xy <X, si f(x)< f(x,), f(x,) < f(x,). Punem
x,=1-10)x, +x,. Inmultind prima inegalitate cu (I-t) si a doua cu t si
adunam:  (1-0)f(x,) +4(x,) < f(x,) = f((1=t)x, +x,), relatie  care

contrazice convexitatea lui f.

11.3.5. Propozitie : Daca functia f : I — R este strict convexa pe intervalul I,
iar g:1 — R este o functie liniara, atunci ecuatia f(x)= g(x)are cel mult
doua solutii pe intervalul I.

Demonstratie : Admitem cd exista cel putin trei solutii diferite x, , x,, x,. Fie

x; €(x,,x,). Atunci exista A € (0,1) astfel incat: x, = Ax, + (1— A)x,. Dar
()= g(x;) = Aglx, )+ (1= A)glx,) = 4 (x,)+ (1= 2)/ (x,). Contradictie cu f
strict convexa.
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Probleme propuse

R11.1.1 Sa se rezolve ecuatia:
X’ —6x> +3x+6xInx+2=0, x>0.
Solutie :
Considerim functia f:(0,00) > R, f(x)=x"—6x”+3x+6xInx+2.
(x-D?
X

Atunci f (x)=3x" —12x+6Inx+6 si f (x)=6 >(, pentru orice

xe (0, oo).
Variatia functiei f este redata in tabelul urmator:

X 0 1

£ (x) + 4+ + +0+ + + +

G el

Deducem ca x = 1 este unica solutie.

t el
R11.1.2 Rezolvati ecuatia: 47549 x =275,

Solutie :
1

xX+— X+—
Pentru x <0, 4 *+9 ~ <2, deciecuatia nu are solutii.
1
x+—
Fie x>0. consideraim functia f,:(0,00)—> R, f,(x)=a *, a>1. Atunci

f,=goh, unde h:(O,OO)—>[2,00), h(x):x+l, iar
X

g:[2,0) > R, g(x)=a". Se constati ci h este strict descrescitoare pe (0,1]
sl strict crescdtoare pe [l,oo), iar g este strict crescatoare. Atunci (din propozitia
11.1.3) deducem cii functia f, este strict descrescitoare pe (0,1] si strict

crescatoare pe [1, oo) . Functia
1 1
X+— X+—

F :(O,oo)—) R, F(x)=4 *+9 * = f,(x)+ f,(x) este strict descrescdtoare

pe (0,1] si strict crescitoare pe [1,00). In concluzie, ecuatia: F(x)=275 are cel
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mult cte o solutie pe intervalele (0,1], respectiv [1,00). Dar x :%e (0,1] si

x=2¢€([l,;0) sunt solutii. Deci XZE si x=2 sunt singurele solutii ale

ecuatiei date.

R11.1.3 Sa serezolve in R ecuatia: (\/g)x -2 =1,

Solutie :
Fie f:R > R, f(x)= (\/3_)’*—2“. Atunci
fYR > R, f‘(@:%[(ﬁ)* 1n3—2x1n2) cu  radicina

x, = log i 1?1—2 . Se verifica ca x, € (2,4).

Variatia functiei f data de prima derivata este redata in tabloul:

X — o 2 Xo 4 o

f'(x) + + + 0

S B g O R

Deci f este strict crescatoare pe (— oo,xo] si strict descrescatoare pe
[x,,0). Din teorema 11.1.4 deducem ci ecuatia f(x)=0 are cel mult cte o
solutie pe fiecare din intervalele (oo, x, ], respectiv (x,,0). Se verifica ca x =
2 e (— oo,xo) six=4 e (xo,oo) sunt solutii, deci acestea sunt singurele solutii

ale ecuatiei date.

1

R11.1.4 Siserezolve ecuatia: e*' =xInx+1, xeR..

Solutie :
Functia f: (O, oo) SR, f(x)=e"' —xlnx-1 are derivatele

f(x)=e" =Inx—1, f”(x)=e"_l—%, f”'(x)=ex"+;—2>0.Rezultéc€1 f
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este strict crescitoare, asadar x = 1 este unica solutie a ecuatiei f (x)=0.Cum
f'(1)=0, rezulta ca f'(x)>0 pentru xe(0,1) si f (x)>0 pentru x e (I,0),
deci f este strict crescatoare pe (0,00). Cum f(1)=0, ecuatia datd are unica
solutie x=1.

xsinz, dacd x €(0,1]
R11.2.1 Se considerd functia. f: [O,l]—)R, f(x) = X .

0, daca x=0
1

* ~
,— |, me N ,sase arate
n+l n

Aplicand teorema lui Rolle pe fiecare interval [

cd ecuatia fgx = x are solutii pe fiecare interval (nz,(n+1)7).

Solutie :
Se wverifica ca f este continud pe [0,1], derivabila pe (0,1) si

f'(x):sinz—zcosz,Vxe(O,l]. Cum f(Lj:f(lj:O, suntem in
X X X n+1 n

. . C 1 1 A
conditiile din teorema lui Rolle, deci existd c, e( 1,—] astfel incat
n+l n

| .. .. T T V4 . T T .
f (c,) =0, adica: sin——-—cos— =0. Obtinem tg— =—, deci — este
cl’l ci’l Cl’l C}’l c}’l cl’l
. . . I 1 Vs
solutie a ecuatiei fgx=x. Cum ¢, € ) avem — € (nz,(n+1)7),
n+l n c,

. *
pentru orice ne N .

R11.2.2 Siserezolve in R ecuatia: 2° +3* + 6" =3x> +5x+3.
Solutie :
Observam cd ecuatia are solutiille x, =-1,x, =0,x; =1. Ardtam ca

acestea sunt singurele solutii.
Consideram functia f:R > R,

f(x)=2"+3"+6"—3x> —5x—3. Presupunem ci existd x, ¢ {— 1,0,1} astfel

incat f(x,)=0. Conform teoremei lui Rolle, f (x)=0 ar avea cite o solutie
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pe fiecare interval cu capetele solutii consecutive ale lui f(x)=0. Deci f ar
avea cel putin 3 solutii diferite.

De aici, f (x) =0 ar avea cel putin doud solutii reale, iar f (x) = 0ar avea cel
putin o solutie reald. Dar f (x)= 2x(1n 2)3 + 3‘”(ln 3)3 +6* (ln 6)3 >0,VxeR,
deci presupunerea facuta este falsa.

R11.2.3 Rezolvati ecuatia: 3" +6" =4" +5".
Solutie :
. . 6" =57 473" . . .
Ecuatia se scrie Py = PR Consideram functia f(¢)=t¢",
t >0, careia 1i aplicam teorema lui Lagrange pe intervalele [3,4] si [5,6].

Deducem ca existd ¢, €(34) si ¢, € (5,6) pentru care 4% -3" =xt" si
6" —5" =xt;”'. Atunci ecuatia se mai scrie: xt =xt; sau echivalent
x(z‘;_1 -t )= 0. Obtinem x, =0 sau ' =¢"'. Cum ¢, >¢t, din

x-1
(—j =0 rezultd x,=1. Solutiile ecuatiei sunt x, =01 x,=1.

R11.2.4 Rezolvati ecuatia: (x + 1)~ 3" =2"4+x-4".
Solutie :
Scriem  ecuatia sub  forma 3 -2 =X 4 - xe3 . Notam
3-2 4-3
I [2,3] >R, f(t)=t"si g: [3,4] — R, g(¢#)=xt". Din teorema lui Lagrange

rezulti ci existi ae(23), be(3,4) astfel ca f'(a)=g (b), de unde

x-1
- x_ < o NER a . a
xa* =x’h"". Rezultd x, =0 sau a*"' =xb*". Din x=(5j si O<E<1.
Obtinem x,= 1. In concluzie, solutiile ecuatiei sunt x, =0si x,=1.

1

> = 0 are in intervalul
(x+1)

R11.2.5 Sa se arate ca ecuatia %cosx—

(27[, 37z) cel putin o solutie.
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Solutie :
x —

Consideram functia f(x)=sinx — i , x=0. Avem
X+

f(2r)<0, f(%”j>0 si f(37)<0. Deci existdi x, e(zﬂ,%’q si

X, € [%,?wj astfel incat f(x,) = f(x,) =0. Rezultd din teorema lui Rolle ca

existi x, €(x,,x,) cu f'(x,)=0. Cum f'(x):cosx—( 21)2 , obtinem
X+
rezultatul din enunt.
R11.3.1 Sa se rezolve in N:
a +(a+2) +(a+6)" =(a+)"+(a+3)" +(a+4)",unde a > 1.

Solutie :
Evident x = 0 si x = 1 sunt solutii. Aratdm ca ecuatia nu are alte solutii.

Functia 1 : [O,oo) — R, f(t)=t",unde ne N, n>2 este strict convexa. Atunci

din definitie obtinem: a ;b >(a;—bj ,pentru a,b >0, a #b. Deci:
a*+(a+?2) S 2a +2 —(a+D)
2 2
(a+2)" +(a+6) >(2a+8j (ard)
2 2
(a+6) +a >(2a+6j  (a+3)*
2 2

Adunand aceste relatii, obtinem:
a*+@+2)" " +(a+6)" " >(a+1)" +(a+3)" +(a+4)". Deci ecuatia nu are alte
solutii.
1
R11.3.2 Fie a >1, afixat. Si se rezolve in R ecuatia: a* +a* =a’ ++a.
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Solutie :
Functia f:R— (O,oo), f(x)=a" este convexd si crescatoare pe R.
1
Functia g : (0, 0 ) — R, g(x) = a~ este convexa pe (O , 00 ), deoarece
1

" 1 - 1
g (x) =—3ax(2+—lnajlna >0, pe (O,oo). Rezultd ca f + g este convexa
X X
pe (0,00), prin urmare ecuatia dati are cel mult doua solutii in (0,).

A U . .
Acestea sunt 2 si 3 in intervalul (-0,0), ecuatia nu are solutii deoarece

1
a*+a* <l+l<a’ +\/Z, oricare ar fi x € (—oo,O).
R11.3.3 Si serezolve ecuatia: (2x +4)-4" —(2x> +6x+5)-2" +x+1=0.
Solutie :
Ecuatia se scrie in forma echivalenta: [(x+ 2)-2%" ~ 1][2x —(x+ 1)]: 0.
Obtinem: (x+2)-2*" =1 sau 2* = x+1. Ecuatia (x +2)-2""" =1 nu are solutii

pe (—oo,—2], iar pe (— 2,oo) ecuatia se scrie 2" = cu solutie unica

x+2
x, =—1, deoarece membrul stdng este o functie strict crescatoare, iar membrul
drept este o functie strict descrescatoare.

Ecuatia 2* =x+1 are solutiile x, =0 si x; =1 si nu mai are altele
deoarece graficul unei functii strict convexe si o dreaptd au cel mult doua
puncte distincte comune (propozitia 11.3.5).

In concluzie, ecuatia data are solutiile: x, =1, x, =0 si x; =1.
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12. Exemple si contraexemple in analiza matematica

Exemplele si contraexemplele In matematica reprezintd de multe ori
raspunsuri la o intensd dorintd de a pune de acord intuifia cu rigoarea
rationamentului stiintific. Este verificat insd ca intuitia ne joaca, nu de putine
ori, feste si ca exemple nascute in urma unor eforturi indelungate sau din contra
aparute ca o revelatie, spulberd ceea ce era aproape evidenta Insdsi. Alteori
exemplele si contraexemplele demonstreaza ca anumite rezultate nu pot fi
substantial imbunatatite daca se slabeste prea mult ipoteza, derivand de aici
necesitatea ca teoria sa fie aplicata si utilizata cu extrema exactitate.

In cele ce urmeaza vor fi prezentate unele rezultate de analiza, ele insele
interesante sau care conduc uneori la concluzii surprinzatoare.

12.1. Completari si precizari teoretice
Despre siruri de numere rationale convergente.

Se stie ca orice numar real este limitd a unui sir de numere rationale.
Astfel, daca un sir cu termenii numere rationale converge la un numar irational,
sirul numitorilor sau al numaratorilor termenilor poate fi marginit ? Dar daca
sirul este neconstant si converge la un numar rational ?

12. 1. 1. Propozitie Dacd (r,),., este un sir de numere rationale

7, :&, p,ell, g, ell” |, convergent la un numdir irational xo, atunci
4,
(g,), are limita oo,
Demonstratie: Presupunem ca sirul (g,),., nu are limita +co. El admite
atunci un subsir constant nenul (g, ),.,. Sirul (p, )., este un sir de numere
intregi care nu poate sa aiba limita —oo sau +o© (altfel sirul (7, ), ar avea

limita —o0 sau +o00 §i nu Xo cum are de fapt). Rezultd ca si sirul (p, )

nx1
admite un subsir constant. Se obtine ca sirul (r,),., admite un subsir constant.
Acest subsir are o limitd numdr rational ceea ce contrazice ipoteza ca (7, )n>  este
convergent la numarul irational x,. Rezulta ca presupunerea facuta a fost falsa
st deci (q,),., are limita +oo.

Un rezultat analog se poate preciza si pentru sirul modulului
numardatorilor.

Intr-un limbaj mai putin exact, am demonstrat ci pentru ca un numar
irational sd poatd fi aproximat cu o eroare din ce in ce mai micd, cu ajutorul
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unor numere rationale, acestea din urmd vor trebui sd aiba numitori si
numaratori din ce in ce mai mari.

12. 1. 2. Propozitie Fie (7,),., un sir de numere rationale | 7, =&,
qn
p, €, g, €7 | convergent la un numdr rational xo. Dacd (g,),., este

madrginit, atunci sirul (7,), ., este constant incepand cu un anumit rang.
Demonstratie: Din imaginea sirului(q,),.,, care este finitd, retinem

doar multimea 4 formata din acele numere naturale nenule care sunt valori a
unui numar infinit de termeni ai acestui sir. Elimindm termenii sirului (gq,)

n=1

care nu apartin multimii 4. Numarul acestor termeni este evident finit. Exista
asadar n, (1" asfel incatq, € 4, (V) n>n,.
Sirul (g,), ., poate fi acum ,impartit in totalitate” intr-un numar finit de

subsiruri constante care au valorile termenilor din A4. Fie (g,)

nzn

,un astfel de

subsir constant egal cu a. Subsirul (p, ), ., este convergent la «-x, si are

nzn
toti termenii numere intregi, rezultdnd cd si acest subsir este constant incepand
cu un anumit rangn =n,. Atunci sirul (7 ),., este constant, constanta

neputand fi decat x,. Se procedeaza similar cu toate subsirurile care au valorile
termenilor in A.
12. 1. 3. Corolar. Dacd (r,),,, este un sir de numere rationale

. - . : <
r =&, p,el, g, ell convergent la un numadr rational xo si daca

n qn
r,#x,, (V)nell",atunci (q,),., are limita +oo.

Proprietati de continuitate ale unor functii.

Intuitiv, continuitatea ca interpretare geometrica este perceputd, in cele
mai multe dintre cazuri, ca fiind proprietatea in urma careia graficul unei functii
poate fi trasat fard a ridica creionul de pe hartie.

Astfel este usor sa construim functii f:[] —[J care au un singur punct
de discontinuitate, modificind intr-un singur punct valoarea unei functii
continue.

Faptul ca realitatea legatd de functiile continue este mai complexa este
relevat de exemple ale unor functii continue intr-un singur punct. Se pot
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construi nenumadrate exemple de acest fel dacd avem in vedere urmatorul
rezultat:
12. 1. 4. Propozitie Daca f,,f,:lJ =0 , sunt doud functii continue,

fi(x), daca xell

. este continua In Xxg
f,(x), daca xell \UJ

atunci functia f:[J =0, f(x) ={
daca si numai dacad f,(x,) = f,(x,).

Ne Intrebam in mod firesc, cat de multe pot fi punctele de discontinuitate
ale unei functii ?
12. 1. 5. Propozitie Exista functii care sunt discontinue in orice punct al
domeniului lor de definitie.
Demonstratie: Functia lui Dirichlet 7 :[] —»[ ,
1, daca x el

f(x)z{o, daci x e \0

are toate punctele din [ puncte de discontinuitate de speta a Il-a.

12. 1. 6. Propozitie Existd functii definite pe un interval I care sa fie
discontinue doar pe multimea numerelor rationale din I.

Demonstratie: Functia lui Riemann f:[0,1]—>[ ,

0, daca x €[0,1]\[] sau x=0
S =41

—, daca x =2 unde p,g€ll” sunt prime intre ele,

q
este continud in x=0 si in toate punctele irationale din [0, 1] si este
discontinua in toate punctele rationale nenule din [0, 1]
Fie x,€[0,1]. Este suficient sd considerdm in continuare (¢,),., un sir de
elemente din [0, 1], cu toti termenii rationali sau toti irationali, diferiti de xo,
dar convergent la xo,

Dacd t, el N[0,1],V nell’, iar t, = Po unde p,el’, g el
q"l
atunci, conform propozitiei 12.1.1. si corolarului 12.1.3. avem limg, =+co.

n—0

Rezulta ca lim f(z,) = lim——= 0,

n—>0 n—>0 qn
Daca ¢, €[0,1]\[l atunci lim f(¢z,) =1im0=0.

In conditiile in care f(x,)=0 ( deci daci x, este 0 sau irational),
functia f este continud in xo. Evident daca f(x,)#0 (deci daca x, este
rational nenul) functia f nu este continud in x,.
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Asadar concluzia propozitiei este adevaratd daca se considera restrictia
functiei Riemann la (0, 1]
12. 1. 7. Observatie Functia lui Riemann este peste tot nederivabila.
Demonstratie: Vom arata pentru inceput ca functia Riemann este
nederivabild in punctul 0.
Dacd (t,),., este un sir cu termenii irationali, din [0, 1], convergent la 0,

atunci:
lim 2= O . 0-0_,
n—o tn -0 n—w tn
(1)
Sirul (lj este format din termeni nenuli situati in [0, 1] si este convergent la
n n=1
0. Avem:
1 1
S = 1=/ ~-0
lim ”1 = lim#—=1
n—»00 L O n—»00 + 0
n n
(2)

Din relatiile (1) st (2) rezultd cd functia f a lui Riemann nu are
derivata in 0.

In celelalte puncte rationale din [0, 1] functia este nederivabild, nefiind
nici macar continua.

Fie acum x¢ un numadr irational din [0, 1].

Daca (¢,),.,, este un sir cu termenii irationali, din [0,1]\{x,},

convergent la x, atunci:
f(tn)_f(xo) — llm 0_0 — 0 .

lim
n—»o0 tn — xO n—»w tn — xO
3)
: [10" - x,] . e
Fie (¢,),., ,unde ¢, = T ((z,),5, este de fapt sirul aproximarilor

lui xo cu n zecimale exacte). Se demonstreaza usor ca (¢,),., este din [0, 1]

n=l

. 1
si ca este convergent la xo. De asemenea 0 < x,—¢ < .

n
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Deoarece ¢, scris ca mai Inainte s-ar putea sd nu fie o fractie

ireductibila, rezultd ca scriindu-l ca fractie ireductibild ¢, = Py , unde

4,
p,el’, g, el” ,avem g, <10". Obtinem astfel:
1
fe) /e g j__ U
t,—Xx, t,=x,| q,(x,—t) lon.i

10"

Deducem ca limM

chiar daca existd nu poate fi egala cu 0.
n—o tn — ‘xO

Tinand seama si de relatia (3), rezultd ca f nu admite derivata In x,.
Continuitatea si proprietatea lui Darboux.

Este cunoscuta ,,apropierea” dintre notiunea de continuitate a unei functii
pe un interval si proprietatea lui Darboux. La o analizd mai aprofundatd insa
diferentele dintre ele pot deveni surprinzator de mari.

Convenim ca in continuare, prin interval, sd intelegem interval
nedegenerat. Este clasic urmatorul rezultat:

. . sinl, daca x#0
12. 1. 8. Propozitie Functia f:[l >, f(x)= X este
a , daca x=0

discontinud in x = 0. Ea are proprietatea lui Darboux dacad si numai daca
a e[-L1].
Cat de “bogata” poate fi multimea punctelor de discontinuitate ale unei
functii care are proprietatea lui Darboux ? Un posibil raspuns este continut in :
12. 1. 9. Propozitie Exista functii cu proprietatea lui Darboux si care
sunt discontinue in toate punctele intervalului de definitie.
Demonstratie: Exemplul pe care il vom prezenta i se datoreaza, intr-o
forma usor modificatd, matematicianului francez Henri Lebesgue.
Amintim ca orice x€[0,1) admite o scriere In baza 2 fara perioada 1 si in
plus putem convenica 1=0,1111... .

Consideram functia f :[0,1] - [0,1] definitd astfel: pentru fiecare x €[0,1]
scris in baza 2 sub forma x=0,q,a,4;...
0, daca (V) kel °irul (a,,,,),., nu este periodic

f(X)={

x o L
0,a,,,,8,5; 405, .6 ---» dacd °1irul (a,,.,),., este periodic cu rangul k.
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In continuare vom ardta mai mult decat ca fare proprietatea lui Darboux
si anume ca pentru orice a,b €[0,1], a<b areloc f([a,b])=[0,1].
Deoarece a <b, ele vor avea scrierea binara:
a=0,uu,..ulaca,...a0...
b=0,uu,...ul...
unde s,zell, (dacd s=0 sau ¢=0, dispar cifrele wu,...u, respectiv
aa,...a, ).
In scrierea lui a apar o infinitate de cifre 0, deoarece din a <b, rezultd

a <1, iar 1 este singurul numar care am convenit ca are perioada 1.

Fieacumun 4 €[0,1], A=0,44,4;... .

Alegem c=0,up,..u0aa,...a110...04,04,04,..., unde

pori
p €1{1,2} este ales astfel incat cifra 0 din fata cifrei A; sa fie de rang impar in
cadrul sirului cifrelor de dupd virguld. Vom nota cu 0 aceastd cifra 0. In
scrierea lui ¢, sirul cifrelor de rang impar de dupa virgula este:
u,u,,...,1,0,0,0,...

Acest sir este periodic incepand cu 0, fiind constant nul. Nu poate fi
periodic incepand cu un termen de rang inferior, deoarece cifra 1 din fata cifrei
0 nu se regaseste in termenii de rang superior. Rezultd f(c)=0,44,4,...= 4.

Mai avem:
a=0,uu,..ulaa,...a0...
c=0,uu,..ulaaq,...al...
b=0,uu,...ul...
sideci c €[a,b]. A fiind arbitrar in [0, 1], rezultd f( [a,b] )=]0,1]. Asadar f'are
proprietatea lui Darboux.

Mai mult, rezultd ca pentru orice vecinatate } a unui numar x, €[0,1]
are loc  f(V'(1[0,1]) =[0,1] obtindndu-se de aici ca fnu este continua in x.

X fiind arbitrar, rezulta ca f nu este continud in nici un punct al domeniului de
definitie.

12. 1. 10. Corolar Exista functii w:[l — [ , care transforma orice
interval in [I , (asadar functia w este nemarginita pe orice interval)

Demonstratie: Consideram f :[0,1] —[0,1] functia definitd anterior si
functiile:
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@10 —>[0,1], o(x) :l+larctgx,
2

0 , daca x=0 sau x=1

:[0,1] >0, =
v:L0.1] V() tg(ﬂx—%}, daca xe(0,1).

Evident functia ¢ este continud, strict crescatoare, iar functia ¥ este surjectiva.
Fie w:[l >0 ,w=wofo@. Pentru orice interval Icl,J=¢(l) este
interval si de aici w(Z) =y o f o @(1) = y(f (1) =y (f () =w([0,1) =T .

Se cunoaste comportarea aleatorie in raport cu operatiile algebrice a
functiilor cu proprietatea lui Darboux, acestea fiind stabile doar in raport cu
compunerea functiilor (acolo unde compunerea se poate efectua). Ne putem
intreba ce se intdmpld dacd se intdresc cu putin proprietatile macar a uneia
dintre functii.

12. 1. 11. Propozitie Exista functii u,v:[J —[], u continud §i v cu

proprietatea lui Darboux astfel incat u# +v nu are proprietatea lui Darboux.

Demonstratie: Considerdm functia w definita In Corolarul 12.1.10.
Reamintim ca pentru orice interval

Icl, wl)=0.
(1)
Fie A= {x el] | w(x) = x} . Definim functiav:[] -0 ,
{w(x), dacd xell \4
v(x) =
l+x, daca xe A.

Asa definitd, functia v are proprietatea ca v(x) = x, (V) xell .

Vom arata cd v are proprietatea lui Darboux demonstrand ca
M) a,bell ,a<b, v((a,b))=01.
Fie pentru aceasta a,bell ,a<b si fie yell. Din relatia (1) deducem ca
existd x € (a,b) astfel incat w(x)=y.

Daca x el] \ 4, atunci obtinem:

v(x)=y 2

Dacd xe A4, atunci considerdm intervalul (x, b), rezultand din (1) ca
existd ¢ € (x,b)astfel incat w(¢t)=y.
Deoarece avem ¢ # x = w(x) =y =w(t), rezultd t ¢ A si de aici

V() =w(t) =y 3)

Din (2) si (3) rezultd ca existd x sau ¢ in intervalul (a, b) astfel incat
v(x) =y sau v(t) = y, adica v((a,b))=0 .
Consideram acum u :[1 —[J , u(x) =—x, functie care este evident continua.
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Deoarece v(x) # x, (V) x ell , rezultd ca functia u +v nu se anuleaza.
Alegem x, <0 astfel ca v(x,)>0 si1 x, <0 astfel ca v(x,) <0.
Avem:
(u+v)(x)=—x+v(x)>0
(u+v)(x,)=—x,+v(x,)<0
si cum u+v nu se anuleaza, rezultd cd u+v nu are proprietatea lui Darboux.
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12.2. Contraexemple sub forma de probleme rezolvate

Pornind de la unele “evidente intuitive” vom formula cateva probleme
de existenta a unor functii cu anumite proprietati “patologice” care au in mod
surprinzator raspuns pozitiv.

Constructia unei functii “anormale”, cum este si functia lui Riemann a
aparut la inceputul fundamentdrii analizei matematice. Un tip de astfel de
functii sunt functiile continue peste tot si nederivabile in nici un punct. Primul
exemplu de acest fel a fost dat de Weierstrass in jurul anului 1875. De atunci
s-au construit numeroase exemple: Hardy (1916), Besicovitch (1922), Van der
Werden (1930) si altii.

R12.2.1. Exista functii nemarginite in orice interval?

Functiile elementare si functiile obtinute prin compuneri sau operatii cu
functii elementare, cele care formeaza fondul principal de referintd pentru
functie, sunt nemarginite sau nemarginite spre *oo si pot fi nemarginite in
vecinatatea unor puncte n care avem asimptota verticald. Este greu de imaginat
o functie care s fie nemarginitd pe orice interval.

Contraexemplu. Functia f:[1 —>[],

m
ndaca xell , x=—, (m,n)=1,n>0,

S(x)= n

0 daca xel \[J,

este nemarginita pe orice interval (a,b) [l .

Daca prin absurd far fi marginita in intervalul (a, b) atunci toti numitorii
numerelor rationale din acest interval ar fi mai mici decat un anumit numar
natural M €[] . Deoarece intervalul (a, b) este marginit, trebuie ca si
numaratorii sd fie marginiti si fiind din [J , ei ar lua doar o multime finitd de
valori. In consecintd in (a, b) am avea un numir finit de numere rationale
(contradictie)

R12.2.2. Exista functie marginita pe un interval inchis, care nu are extreme
locale?

Se stie ca orice functie continud definita pe un interval inchis, isi atinge
maximul i minimul, 1n particular pe orice subinterval inchis ea admite maxime
s1 minime locale. Pare absurd ca existd functie marginitd dar care In nici un
interval sa nu admita puncte de extrem.

Contraexemplu. Functia f:[0,1] >0 ,

1) (_D—irl,xeD,x:ﬂ,(m,n)zl,n>0
=3 n+ n
0 ,xel\D.
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Avem | f (x)| <1, x€[0,1], mai precis imaginea oricarui interval [a,b] < [0,1]
cua<b ,este f([a,b])c(—11), caci in jurul oricarui punct irational exista sir
(x,), culim f(x,)=1 sisir (y,), cu lim f(y,)=—1, dar valorile 1 i —1 nu se

iau.
R12.2.3. Dati exemplu de functii transcendente si demonstrati transcendenta
lor.

La clasele primare si gimnaziale, elevii raman cu senzatia ca numerele
rationale sunt “cele mai multe”, mult mai putine par a fi numerele irationale
algebrice (radicali) si cu mult mai rare par a fi numerele transcendentale.
Aceasta impresie este complet eronata. De fapt, numerele rationale si numerele
algebrice pot fi puse in bijectie cu multimea numerelor naturale (pot fi ordonate
intr-un sir), adicd sunt multimi numarabile, pe cand multimea numerelor
transcendete nu (este “mai mare”).

Metodele de demonstrare a transcendentei unor numere (e sau 7 ) sunt
destul de grele si, in general, specifice fiecarui numar. De aceea este interesant
sd punem 1n evidenta si sa demonstram transcendenta unor functii.

Amintim cateva definitii:

Definitia 1. Un numar real 4 este numar algebric daca existd un
polinom fel[X], f=a,+a,X +a,X’+...+a,X" astfel ca

a,+a,-A+a, A +...+a,-A"=0.
Un numar care nu este algebric se numeste numar transcendent.
Definitia 2. O functie ¢:[ —[ se numeste functie algebrica daca

exista o functie nenuld de forma
Pu)=a,(x)+a,(x)-u+...+a,(x)u"
unde q,(x),a,(x),...,a,(x) €[ X] sunt polinoame cu coeficienti reali, astfel ca
P(p(x)) = ay(x) +a,(x)- p(x) +...+a,(x) - (p(x))" =0
pentru orice x €[] .

Exemple. 1). Functia e*:[] —[] este functie transcendentd. Daca prin
absurd am avea o relatie de forma

a,(x)+a,(x)-e +a,(x)-e* +...+a,(x)-e" =0, xell,

trecand la limitd x — —oo obtinem lim a,(x) =0 si ao fiind polinom, rezultd
X—>—%0

a,=0. Apoi, impartim in relatie cu e* si trecand din nou la limitd rezulta
a, =0 si, inductiv, a, =0,...,a, =0.
2) Functia sin:[] —[J este functie transcendenta.
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Daci  a,(x)+a,(x)-sinx+a,(x)-sin’ x+...+a,(x)-sin" x=0, xell . Pentru
x=kr,kell rezultd a,(kr)=0,kell, deci polinomul g, ar avea o

infinitate de radacini, rezultd g, =0. Apoi, avem:
sin x(a, (x) +a,(x)sinx+...+a,(x)sin""' x) =0, xell .
Deoarece sinx se anuleazd doar in punctele izolate A= {k7z| kel } functia

continud @, (x)+a,(x)sinx+...+a,(x)sin"" x trebuie sd se anuleze pe [] \ 4 ,
si din constructiec ea este nuld peste tot. Inductiv se aratd ca
a,=0,a,=0,...,a,=0.
R12.2.4. Existd functii continue al caror produs este o functie care nu este
uniform continua?
Se stie cd produsul a doud functii continue este tot o functie continua.
Este de asteptat ca si produsul a doua functii uniform continue sa dea o functie
uniform continua.
Contraexemplu. Functiile f:[] -0, f(x)=x si
g:UU -0, g(x)=sinx
sunt uniform continue, dar functia produs /(x)=x-sinx nu este uniform
continua.
Avem |f(x)—f(y)|:|x—y| si |sinx—siny|£|x—y| relatii care asigura

uniform continuitatea functiilor f'si g. Fie ¢ >0, presupunem ca existd o, >0,

556(0,%j astfel ca: daca |x—y|<§g sd avem |h(x)—h(y)|<8. Luam

1 . .
x=y+55g st y=2nm, nell siavem

h(x)_h(y)|:|xsinx—ysiny|:

= (2n7z+lé'gj
2

si pentru n suficient de mare (2n7z+%5€j

|x—y|:%§g<5g,

= (2n7r+l5gjsinl5g =0
2 2

sinl 0,
2

1 :
5111555 > ¢ (contrar uniform

continuitdtii).
R12.2.5. Exista functie monotond, discontinud intr-o multime numarabila
densa?
Intuitiv este greu de conceput un astfel de exemplu, deoarece in fiecare
punct al unei multimi dense functia trebuie sa faca un salt ascendent.
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Exemplu. Fie 4= {an nell *} cll o multime densa (in particular s-ar
putea lua A4 =[] care sa ordoneze intr-un sir). Pentru fiecare x €[l consideram

multimea A4 = {an € A| a, < x} , multime care poate fi finitd sau infinitd. Daca

. . 1 1 1 5
4,=1a,,a,,...,a, ...} atunci definim f(x)=—+—+...+— daca 4 este
) n

o . 1 1 1 . s <
finitd, sau f(x)= lym (—2 +—+...t —2] dacd A, este infinitd. Se demonstreaza
~e\ny o on, n,

. 1 1 1 ) . .
usor ca sirul 4, =1+—+—+...+— este convergent si atunci pentru orice

22
. 1 1 1
m<n,<..<n <.. sirul ¢ =—+—+...+— este convergent. Astfel
n n
1 2 k

functia f:[J — [ este bine definitd si discontinud in punctele multimii 4, in
fiecare punct a, avem un salt de marimea s, = ljim f(x)— lrim f(x).

R12.2.6. Existd functie f:[a,b]—[ continud pe (a,b) si derivabila pe
(a,b) cu f(a)= f(b) sipentrucare f'(x)#0 pentru orice x € (a,b)?
Teorema lui Rolle afirma ca daca f:[a,b] > este:
a) continud pe [a,b] ;
b) derivabila pe (a,b);
c) fla)=f(b),
atunci exista ¢ € (a,b) astfel ca f'(c)=0.

Se poate arata ca fiecare din conditiile a), b), ¢) sunt necesare. Una din
conditiile la care s-ar parea ca se poate renunta este sa cerem continuitatea doar
pe intervalul (a,b).

Contraexemplu. Exista functii f :[a,b]— [ , continue si derivabile pe
(a,b) cu f(a)= f(b) ,pentrucare f'(c)#0 pentru orice ¢ €(a,b).

)

care indeplineste ipotezele contraexemplului dar f'(x) =cosx#0, x € [0,%) )

Definim functia f': [0,%} -,

sin x, xe{O,

S(x)=
Vs
2

oY

2

0, x=—
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R12.2.7. Existd functie continud doar intr-un punct si derivabild in acest

punct?
x>, xel

. Avem
0, xel\l

Exemplu. Functia f:00 >0, f(x) ={

C(f)={xel|x" =0} ={0}, 13{51%Of(o)=hmx—z=o, deci [ este

X x=>0 x
PN .
derivabilain x, =0 s1 f'(0)=0.
R12.2.8. Exista functie derivabila care are un punct de minim dar care nu este
crescatoare pe nici un interval situat in dreapta punctului si nici descrescatoare
pe nici un interval din stdnga punctului?

) x*|sin—+2|, x#0 ]
Exemplu. Functia f:[J =0, f(x)= X satisface
0 , x=0

proprietatea pentru x, =0.
.1 .
Avem f(x)— f(0)=x" (sm— + 2) >0 pentru x#0, deci punctul
X

X, =0 este un punct de minim absolut (global) pentru f. Functia f este
derivabild pe [] \ {0} si ardtdm ca este derivabila si in 0.
Avem: limM = limx(sinlJr 2) =0, deci f'(0)=0. Aratam
x>0 x—0 x>0 X
cd in orice vecinatate (0, &), situata la dreapta lui zero, exista a,a’,b,b" astfel ca
a<a ,b<b', fla)< f(a") si f(b)> f(b") (pe (0,&) fnu este nici crescatoare
nici descrescatoare).

Definim sirurile (y,),,(z,), prin y, = p= ! , Z :;,

" T
—+nr —-—+nr
6 6
convergente la zero, si avem: ,,., <Z,,., Vo, <Z,,ne€ll si definim:

an _y2n+l’ a _ZZ)z+l’bn _yZn’ b _ZZn'Avem

n n

f(a,)=a, (2—%j<(a,',)2 -(2+%j=f(a,§)

2 l "2, _l — i
f(bn)—bn(2+2)>(b,,) (2 2) f(b,).
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O clasd de functii cu proprietati surprinzatoare este clasa functiilor
Hamel, functiile aditive (f(x+y)= f(x)+ f(y)) care nu sunt continue (nu
sunt de forma f(x)=a-x).

In capitolul de exercitii functionale sunt demonstrate urmitoarele
proprietati:

P1. Daca f:[1 — [ este o functie aditiva si neinjectiva, atunci pentru

orice x, €[l , multimea {x ell |f(x) = f(xo)} este densda in [ .

P2. Dacd f:[1 —»[] este o functie aditivd, surjectivd, atunci f este
bijectiva sau f are proprietatea lui Darboux.
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13. Ecuatii functionale in analiza matematica

Multe dintre ecuatiile functionale care au fost studiate pana in prezent,
au apdrut in mod natural, cautdnd functiile care verifica anumite proprietati
dorite. In rezolvarea unei ecuatii in care domeniul de definitie si codomeniul au
si structuri algebrice si structuri topologice, metodele de algebra si de analiza
matematicd se intrepatrund. Impunerea unor conditii suplimentare asupra
solutiilor (derivabilitate, continuitate, monotonie) permite de multe ori
determinarea tuturor solutiilor dintr-o clasa de functii, solutii care se
caracterizeaza greu in caz general.

13.1. Ecuatia lui Cauchy pe R

Ecuatia functionald considerata de Cauchy inca inainte de anul 1900, pe
cat de naturald, s-a dovedit deosebit de dificila, parand ca solutia "scapa printre
degete". Determinarea solutiilor discontinue (nebanale) ale acestei ecuatii a dat
de lucru multor matematicieni. Munca lor a contribuit la dezvoltarea sau
consolidarea unor domenii diverse ale matematicii: spatii vectoriale, baze
Hamel, cardinale, densitate, teoria masurii, structuri algebrice, morfisme.
Proprietatile surprinzatoare ale functiilor aditive discontinue, oferd o multime
de exemple de functii "patologice", multe din ele contrazicind intuitia si
demonstrand necesitatea rationamentului algebric abstract.

Definitia 13.1.1. Ecuatia functionala

©): { f:R—>R
S+ =f(0)+f(»); xyeR
se numeste ecuatia lui Cauchy iar solutiile ei se numesc functii aditive.
Teorema 13.1.2. Dacd f:R — R este o functie aditiva, atunci:

(a) f(¢)=qf (1), pentru orice ¢ € Q

(b) f(gx)=gqf(x),pentruorice g€Q si xeR

(c) Functia g:R—> R, g(x)=f(x)— f(1)-x, xR este functie aditiva
si restrictia ei la Q este g,=0.

Demonstratie. Din conditia f(x+y)=f(x)+f(y); x,yeR, prin
inductie rezultd f(x, +x,+...+x,)=f(x)+ f(x,)+...+ f(x,) si in particular
Sf(nx)=nf(x); neN

/(0)=0

f(=nx)+ f(nx)= f(0)=0, deci f(—nx)=-nf(x).

Deci f(kx)=kf(x); keZ, xeR.
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Avem:  f(x)= f(%+...+%j - nf(%j deci f[%] :% fx) s

f[%j:%f(mx):%f(x); mneZ, n#0, xeR, deci f(gx)=qf(x);

xeR, geQ.

Pentru x=1 obtinem f(q)=¢f (1), ¢ €Q, deci punctele (a) si (b) din
teorema sunt demonstrate.

(c) Din (a) f(q)=qf(1); q€Q, deci f(q)=[(q)—qf(1)=0. Avem
gx+y)=fx+y)=(x+y)fD=F)-xf D+ () -y D) =gx)+gy)
x,y € R, deci g este aditiva.

Observatia 13.1.3. e Din (a) rezulta ca restrictia la Q a unei functii
aditive este perfect determinatd de valoarea f(1). (Dacd f:R—>R si

g:R — R sunt functii aditive cu proprietatea f(1)=g(1) atunci f |,=g],)-

¢ Din punctul (c) rezultd ca orice functie aditivd f:R — R este de
forma f(x)=g(x)+ax, unde g:R—>R este functia aditiva si g|,=0, deci
clasa functiilor in care se cauta solutiile ecuatiei lui Cauchy se poate restrange

la functiile ce au restrictia la Q, functia nula.
Teorema 13.1.4. Daca g:R — R este o functie aditiva si g,=0,

atunci pentru orice interval nevid (a,b) — R avem:

a) Daca g este marginitd pe (a,b), atunci g este marginita pe R.

b) g((a,b))=g(R).

c) Daca g este marginita pe (a,b), atunci g =0.

d) Daca g #0, atunci multimea g((a,b)) este densd in R.

Demonstratie. Afirmatia a) este o consecinta a afirmatiei b).

b) Fie y, =g(x,)eImg=g(R) si ¢ un numar rational din intervalul
(a—xy,,b—x,). Atunci x,+ge(a,b) si g(x,)+g(g)=g(x,), deci
Yo =8(x,+q) € g(a,b)).

c¢) Presupunem prin absurd cd existd x, € R astfel ca g(x,)#0. Din
g(nx,) =ng(x,), neN rezultd ca multimea {g(nx,)|n e N} este nemarginita,
deci g(R) este nemarginita si din punctul a) rezultd ca g este nemarginita pe
(a,b).

d) Fie x, e R astfel ca g(x,)# 0. Folosind punctul b) este suficient sa

aratam ca Img = g(R) este densa in R.
Fie / < R un interval de lungime ¢ >0 . Existd n € N astfel ca
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<Eg.

<o ‘g(lon
n
. 1 k < —_
Multimea {kg(— X, jk € Z} = { g(— X, ]k € Z} formeaza o diviziune
n n

echidistantd a axei reale, cu distanta intre doud noduri consecutive mai mica
decat €, deci 1n orice interval de lungime mai mica decat €, in particular in /,

‘1g<xo)
n

. e C k
existd un nod al diviziunii, deci existd k € Z astfel ca g(— xoj el.
n

Observatia 13.1.5. Daca g:R — R este o functie aditiva si g|,=0,

atunci Img = {0} sau Img este o multime densa in R.

Teorema 13.1.6. Dacd f:R — R este o functie aditiva si are una din
urmatoarele proprietati:

a) f'este marginita pe un interval (a,b) c R

b) f'este local marginita

c) f este monotona

d) feste continua
atunci f(x)= f(Dx,(V)xeR.

Demonstratie. a) Daca f este marginitd pe (a,b), atunci functia
g:R—>R, g(x)=f(x)—xf(1) este marginitd pe (a,b) si din Teorema 1,
punctul ¢), g este aditiva si g|,=0.

Din teorema 2, punctul ¢) rezultd cad g =0, deci f(x)=xf(1), xeR.

b) Daca f'e local marginitd, atunci pentru orice x, € R existd un interval
(a,b)cR astfel ca x, €(a,b) si g este marginitad pe (a,b), deci suntem in
ipoteza a).

c¢) Daca f'este monotond si a < b, atunci

f(a,b))c f([a,b]) =[4,B],
unde A=min{f(a), f(b)} si B =max{f(a), f(b)}, deci f este marginita pe
(a,b) si suntem in ipoteza a).
d) O functie continua transforma intervale inchise in intervale Inchise.
Daca a<b, atunci f((a,b)) < f([a,b])=[4,B], unde
A=min{f(x)|x€[a,b]} si B=max{df(x)|x<[a,b]},
deci f((a,b)) este marginita si suntem in ipoteza a).

Definitia 13.1.7. O functie discontinud f:R—>R care verificd

ecuatiile Cauchy f(x+y)=f(x)+ f(»), x,y € R se numeste functie Hamel.
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Urmatoarea teorema pune in evidentd cateva proprietati "patologice" ale
tuturor functiilor Hamel.

Teorema 13.1.8. Dacd f:R — R este o functie Hamel si a, b, ¢, d

sunt numere reale cu a<b, ¢ <d , atunci:
(a) Multimea f'((a,b)) este densd in R.

(b) Multimea f~'((c,d)) este densi in R.

(¢) Multimea G, < R? (graficul functiei /), este densa in R”.

Demonstratie. Fie functia g:R—> R, g(x)= f(x)—xf (1), xeR, care
este aditiva si restrictia g |,=0. Deoarece f este discontinud (functie Hamel),
existd x, e R\Q astfel ca g(x,)=y,#0. Multimile {qy,|q€Q} si
{g'+gx, | g €Q} sunt dense in R, deci oricare ar fi intervalele (c,d)c R si
(a,b) c R, exista g € Q astfel ca gy, € (c,d) siexistd g'+gx, € (a,D).

Avem g(g'+gx,)=qy,, deci multimea g((a,b)) este densa in R.

(a) Daca f(1)=0, atunci f =g, deci f((a,b))=g((a,b)) este densa.

Daca f(1)=k #0, atunci multimea f((a,b)) este densa, daca si numai

dacd multimea % f ((a,b)):(% f ]((a,b)) este densd, deci putem presupune
S@=1

Existd un interval (a,,b)c(a,b) astfel ca b —a <d-c<
c—a, <d—b,. Deoarece multimea g((a,,b,)) este densd, existd x, €(a,,b,)
astfel ca g(x,)e(c—a,,d-b)).

Avem f(x,)=g(x,)+x,€(c—a,+a,,d—b +b)=(c,d).

(b) Din punctul (a), multimea f((a,b)) este densd in R pentru orice
a<b,deci f((a,b))N(c,d)zD< ' (c,d))N(a,b)#D.

(¢ Din (a) si (b) rezultd ca pentru orice dreptunghi
(a,b)x(c,d)c RxR, avem f((a,b))yn(c,d)# D, deci
G, N(a,b)x(c,d)#D.

Observatia 13.1.9. Daca f:R—>R este o functie aditiva,
Kerf ={xeR]| f(x)=0} este nucleul functiei £, Imf ={f(x)|xeR} este
imaginea functiei f, atunci:

(a) Kerf ={0} sau Kerf este densa in R.

(b) Im /' ={0} sau Im f* este densd in R.

(c) Daca f'este neinjectivd <> Kerf este densd in R.
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(d) Daca f este neinjectiva, atunci toate multimile de nivel
N,={xeR|f(x)=y}, yelmf, sunt dense in R.

Observatia 13.1.10. Pe submultimi ale lui R se pot considera alte
ecuatii "de tip Cauchy" ca f(x+y)=f(x)f(y), f(xy)=f(x)+f(y) sau
f(xy)=f(x)f(y), care prin substitutii adecvate se pot reduce la ecuatia lui
Cauchy.

Rezolvarea unor astfel de ecuatii, In ipoteze mai tari, ca de exemplu
derivabilitatea devine foarte usoara.

In ecuatia lui Cauchy, derivim in raport cu y si obtinem:

f'x+y)=7'(»), xyeR

Daca facem y=0 rezultd f'(x)=f"'(0)=c si f(x)=cx+d, xeR.

Intorcandu-ne in ecuatie obtinem d =0, deci solutiile derivabile sunt
f(x)=cx, xeR unde c € R este o constanta arbitrara.

13.2. Ecuatia lui Jensen

Interesul pentru ecuatia functionald a lui Jensen, parvine din studiul
functiilor convexe, des folosite in teoria aproximadrii, functii definite prin
inecuatia lui Jensen.

Fie I — R un interval (multime convexa).

Definitia 13.2.1. Ecuatia functionala

f:I—->R
J: f(x+y]:f(x)+f(y), x,yel

2 2

se numeste ecuatia lui Jensen (pe intervalul /).
Observatia 13.2.2. O functie f:/ — R care verifica inecuatia lui

Jensen: f (x;y ] = S (x)erf ) se numeste convexa (mai precis % convexa, J

convexa sau Q convexa).

Pentru resolvarea ecuatiei J sunt utile urmatoarele observatii:

Observatia 13.2.3. (a) Daca f este solutie a ecuatiei J atunci pentru
orice ceR, functia f+c este de asemenea solutie a ecuatiei J, deci este
suficient sa cautdm doar solutiile care intr-un punct dat iau o valoare data.

(b) Daca x, e/ wverificd ecuatia J pe [ atunci functia g:/, >R,

gx)=f(x+x,), xel,, verificd ecuatia lui Jensen pe intervalul
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I, =1-x,={x—x,|xel}.De aici rezulta ca este suficient sa rezolvam ecuatia

lui Jensen pe intervale care contin originea.
(c) Daca 0e/ sinotamcu J, ={f,:/ > R| f verifica Jsi f,(0)=0}
atunci multimea solutiilor ecuatiei Jensen este
J={f,+c|f,eJ,,ceR}.

Dacd 0el s1 f,eJ atunci pentru orice xel si neN avem

egalitatea:
R So ()
fo ( 2n j 2n :
(Dacad 1n ecuatia J punem y =0 rezultd f (gj = % si prin inductie
inlocuind pe x cu 21” obtinem: f (%) = ];ijf) ).

(e) Functia f:7 — R este solutie a ecuatiei J pe intervalul /, daca si
numai daca functia f;:/, > R
Jo)=fx+x))—f(x,), x€l
este solutie a ecuatiei Jensen pe intervalul /[, =7-x, si verificd relatia

f0(0)=0.

(f) Orice functie aditiva verificd ecuatia lui Jensen pe orice interval

(f(%%j:f(g}f[zj:f(X)+f(y):f(x)+f(y) deci

2 2 2 2
x+3)_ S0+ ()
e

(g) Orice functie de forma f(x)=g(x)+c, xel cu ceR o constantd

arbitrara, verifica ecuatia lui Jensen.

Vom vedea in continuare ca singurele functii care verifica ecuatia J sunt
cele de la (g).

Teorema 13.2.4. Daca functia f;:(—a,a) > R verificd ecuatia lui

Jensen si f,(0)=0, atunci existd o unicd functie aditivd f,:R — R astfel ca
restrictia f |_, .= /fo-

Demonstratie. Din observatia 1.4.2 (d), avem: f0[§]=@ st f,

fiind solutie a ecuatiei J
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ﬁ(x;y]:fo(x);fo(y)’ deci fy(x+y)=fo(x)+ f,(»), adica functia f,

este aditiva pe intervalul (—a,a).

Daca f, este aditivd atunci f(2"x)=2" f(x) pentru orice neN si
orice x € R. Luam intervalele D, =(-2"a,2"a), neN si prelungim f;, de la
(—a,a) la D, prin relatia f,(2"x)=2" f,(x), unicul mod de prelungire ca f,

sa fie aditiva. Cum UDn =R, rezultd ca obtinem functia f, ca unica functie
neN
aditiva a carei restrictie la (—a,a) este functia f,.
Folosind teorema 1.4.1 si observatia 1.4.2(e) obtinem:
Teorema 13.2.5. Functia f:[a,b] > R verifica ecuatia

f(Hyj:f(XHf(y),

2 2
pentru orice x,y €[a,b], daca si numai daca exista o functie aditivd g:R —> R
si 0 constanta reala ¢ € R astfel ca:
f(x)=g(x)+c, xe€la,b]
Corolarul 13.2.6. Functia f:R — R verifica ecuatia lui Jensen
f(ij SO+
2 2
daca §i numai daca functia g:R—>R, g(x)=f(x)-f(0), xeR, verifica
ecuatia lui Cauchy

, x,yeR

glx+y)=gx)+g(»), x,yeR
Corolarul  13.2.7. Singurele functii continue (monotone, local
marginite) f:(a,b) > R care verifica ecuatia
f(ij S+ W)
2 2
sunt functiile polinomiale f(x)=cx+d, xe(a,b) unde c si d sunt constante
reale arbitrare.

, x,y€(a,b)

13.3. Ecuatia lui D'Alembert

Ecuatia functionala
N { f:R->R
S+ f(x=»)=2f(0)f(»), xyeR
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este cunoscutd sub numele de ecuatia cosinusului sau ecuatia lui D'Alembert.
Rezolvarea ei fara restrictii este complicatd si nu ne vom ocupa de ea aici. Ne
propunem sd determindm doar functiile continue care verifica ecuatia (4).

Daca punem in ecuatie y =0, rezultd 2f(x)=2f(x)f(0), din care,
daca f'este neconstanta ( f #0 si f #1), rezultd f(0)=1.

Daca punem x=0, rezultd f(-y)= f(y), ye€R, deci solutiile sunt
functii pare.

Daca punem x = ny , rezulta

S((n+D)y)=2f()f(ny)- f((n-1)y) (1)
Dacid in (1) punem x = y, rezultd f(2x)+ £(0)=2(f(x))*, in care daci
facem ¢ =2x, obtinem:
O S0+
R

(ecuatia verificata de functiile cos si ch).
Deoarece f(0)=1, existad un interval [—a,a] astfel ca f(x) >0, pentru

orice x €[—a,a].
In continuare diferentiem doud cazuri (inspirate de solutiile cos si ch).

Cazul 1. Daca 0< f(a)< f(1), atunci existd ce {O,g} astfel ca
f(a)=cosc. Din relatia (2), prin inductie se arata ca:

a c
— |=cos—, xeN. 3
) >
Din (3) folosind relatia (1) se arata prin inductie ca:

f(Zi”aj = Cos(zincj, pentru orice k,n € N.

Deoarece multimea {M =2£na|k eN,n EN} este densa in [0,] si f

este continud, rezulta:
f(x)=cosbx, xeR.
Cazul 2. Dacd f(a)>1, existd ¢ >0 astfel ca f(a)=chc. La fel ca in
cazul 1, se arata cd singura solutie continud este f(x)=chbx, xR, de unde

b=
a

In concluzie obtinem
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Teorema 13.3.1. Functiile continue ce verificd ecuatia lui D'Alembert
sunt:
=0, f(x)=cosbx, xeR si f(x)=chbx, xeR,
unde b € R este o constantd arbitrara.
Observatia 13.3.2. Determinarea solutiilor in ipoteza ca functiile f'sunt
de doua ori derivabile este mult mai simpla.
Derivam in ecuatie in raport cu x, respectiv cu y de doud ori si obtinem
relatiile:
S+ x=)=2/"(x) ()
')+ =) =210 ()
deci f"(x)f(y)=f(x)f"(y) siobtinem f"(x)=af(x).
Dacid a=-o" rezulti f(x)=>hcosmx+csinox.
Dacid a =’ rezulti f(x)=bchox + cshox .
Impunand acestor functii conditiile f(0)=1, f(-x)=f(x) rezulta
f(x)=cosmx sau f(x)=chox, xeR.

13.4. Ecuatia lui Pexider

In unele ecuatii functionale, apar mai multe functii necunoscute, un tip
de astfel de functii fiind ecuatiile de tip Pexider.
Definitia 13.4.1. Daca f:R—>R, g:R—>R si A:R—> R sunt

functii atunci ecuatia functionala:
(P): f(x+y)=g(x)+h(y), x,yeR
se numeste ecuatia lui Pexider cu functiile necunoscute f,g si A.
Teorema 13.4.2. Functiile f,g si & verifica ecuatia lui Pexider (P)
daca si numai dacd existd o functie aditivd f,:R — R si constantele a,b € R
astfel ca:
f=fota+b, g=f,+a, h=f,+b.

Demonstratie. Daca f, g, & sunt de forma data avem:
fx+y)=filx+y)+a+b=f(x)+ fy(»)+a+b=
=(fo(X)+a)+(f,(»)+b)=g(x)+A(y).

Reciproc. Dacd punem in (P) y=0 rezultd: f(x)=g(x)+h(0) si
notand 4(0)=b rezultd g(x)= f(x)->.

Daca punem in (P) x =0 rezultd f(y)=g(0)+A(y) sinotand g(0)=a
rezultd h(y)= f(»)—g(0). Inlocuind g si 4 in (P) obtinem:
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Jx+y)=fx)=b+f(y)-a, x,yeR.
Daca facem substitutia f(x) = f,(x)+a+b obtinem pentru noua functie

f, ecuatia:

Sox+n)=f,()+ f(»), xyeR
deci f, este functie aditiva si atunci

J)=fo(x)+a+b, gx)=fy(x)+a, h(x)=f,(x)+b

pentru orice x € R.

Observatia 13.4.3. Daca functiile f, g, 4 verificd ecuatia (P) si una din
ele este functie continud, atunci toate cele trei functii sunt functii continue.

Corolarul 13.4.4. Functiile continue f, g, h care verifica ecuatia lui
Pexider (P) sunt:

f(x)=cx+a+b, g(x)=cx+a, h(x)=cx+b

pentru orice x € R, unde q, b, ¢ sunt constante reale arbitrare.
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Probleme rezolvate

R13.5.1. Sa se arate cd dacd f:R — R este o functie aditiva si neinjectiva,

atunci pentru orice x € R multimea f~'({f(x)}) este densi in R.
Solutie. Deoarece f nu este injectiva, exista x,,x, € R, x, # x, astfel ca

S =f(x) < f(x)-f(x,)=0= f(x,—x,) #0. Notand x, =x, —x, #0
avem f(x,)=0s1 f(gx,)=0, ¢g€Q.Multimea {x+gx,|q<cQ} =4 este
densa in R (pentru orice xe R) s1 f(x+¢gx,) = f(x)+qf (x,) = f(x), deci
Ac [T

R13.5.2. Sa se arate cd dacd f:R — R este o functie aditiva surjectiva,

atunci f este bijectiva sau f'are proprietatea lui Darboux.
Solutie. Daca f'nu este bijectiva, din surjectivitate rezulta ca f este
neinjectiva. Din problema 1.1.1, rezulta ca pentru orice y € R multimea

7' ({y}) este densd in R. Daci y este intre f(a) si f(b), multimea ' ({y})

fiind densi, are elemente intre a si b. Daci x € (a,b) N £~ ({y}) atunci
xe(ab) si f(x)=y.

R13.5.3. Fie f:R — R o functie aditiva, neinjectiva. Sa se arate ca pentru
orice a € R multimea N, ={xeR| f(x)= f(a)} este densa in R.

Solutie. Deoarece f este neinjectiva, exista x, # x, astfel ca
f(x)=f(x,)< f(x,—x,)=0. Dacéd notdm x, = x, —x, # 0, atunci multimea
{a+qx,|q€Q}=A este densd in R s1

fla+qxy) = f(a)+4qf (x,)=f(a)
adica Ac N, deci N, este densa in R.

R13.5.4.Fie f:R — R o functie aditivd cu proprietatea ca existd x,,y, € R
astfel ca x, f(v,) # v,/ (x,) . Sa se arate ca oricare ar fi numerele reale a <b si
A< B multimile f([a,b]) si f'([4,B]) suntdensein R.

Solutie. Functia g: R —> R, g(x) = f(x)—xf (1) este aditiva si
%8 (¥o) # 108(x,) , deci g(x,) #0 sau g(y,)#0.

Sa presupunem cd g(x,)#0 (x, #0) sievident g(q)=0, g€Q.

Multimile {gg(x,)q € Q} si {g'+gx,|q'e Q} sunt dense in R, deci
oricare ar fi intervalele [¢,d]c R si [a,b]C R, existd ¢ € Q astfel ca
qg(x,) €lc,d] siexistd ¢g'e Q astfel ca q'+gx, €[a,b]. Avem:
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g(q'+qx,)=g(q") +qg(x,) =qg(x,) €[c,d] deci multimea f([a,b]) este densa
in R.
Deoarece f([a,b]) este densd in R, avem f'([a,b])N[4,B]+ 3 <

7' ([4,B]) N[a,b] # 0, cum intervalul [a,b] este arbitrar, rezulti ca
f7'([4,B]) este densa.

R13.5.5. Sa se determine functiile continue f:R — (—1,1) care verifica
ecuatia functionala
SO+

S = )

pentru orice x,y € R.
Solutie. Considerdm functia g:R — R care verifica relatia

J(x)=thg(x) (g(x)=arcthf(x)), xeR

e’ —e™”

unde thy = th: R — (-1,1) fiind functie bijectiva cu inversa

e’ +e?’
arcth: (-1,1)eR.
Functia g satisface ecuatia:
the(x)+ th,
- MeWITSL) _ g o2+ (1))
1+ thg(x)thg(y)
deci g(x+y)=g(x)+g(»y), x,y eR.
Deoarece f'este continua si th este continud, rezulta ca functia g este
continua si aditiva, deci existd a € R astfel ca g(x)ax, xe R = f(x)=thax,

xeR.
R13.5.6. Sa se determine functiile continue f:R — R care verifica ecuatia

functionala

thg(x+y)

fx+y)=fx)f(»), x,yeR.
Solutie. Daca exista x, € R astfel ca f(x,)=0 atunci
J)=f(x=x,)f(x)=0 deci f=0.
Dacd f(x)#0, pentru orice xeR atunci f(2x)=(f(x))* >0, deci
f:R —(0,0) . Putem face substitutia f(x) =e**’, g:R — R. Functia g
verifica relatia e*™*) = e#™ .8 = 78 deci
gx+y)=gx)+g(»), x.yeR.
Functia g este aditiva si continua, deci exista ¢ € R astfel ca g(x) =cx,
xeR.
Rezulta ca solutiile sunt /=0 sau f(x)="", xeR sau f(x)=a",
x € R unde a >0 este o constanta arbitrara.
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R13.5.7. Sa se determine functiile continue f:(0,00) - R care verifica
ecuatia functionala
fy)=fx)f (), xye(0,0).

Solutie. Daca exista y, cu f(y,)=0 atunci f(xy,)=0, xe(0,0),
deci f=0.

Dacd f(x)#0, pentru orice x € (0,00) atunci f(x*)=(f(x))> >0 deci
J:(0,00) = (0,0).

Facand schimbarile de variabile x =¢“, y =¢" si de functie
gu)=f(e"), g:R—(0,0), obtinem pentru g ecuatia g(u+v)=g(u)g(v),
u,veR.Cum g(u)> 0, pentru orice u, logaritmam relatia si obtinem:

Ing(u+v)=Ing(u)=Ing(v), u,veR.

Facem substitutia Ing =/ si obtinem /#:R — R functie aditiva si
continud, deci A(u)=au, ucR, glu)=e", uekR, gu)=(")', ueR,
f(x)=x", xe(0,0),unde a € R este o constanta arbitrara.

R13.5.8. Sa se determine functiile continue f:R — R care verifica ecuatia
lui Gauss

G:f(x*+y*)=f(x)f(»), xyeR.

Solutie. Pentru x = y =0 rezultd £(0)=(f(0))* deci f(0)<{0,1}. Daci
f(0)=0 punem y =0 siobtinem f(|x[)=0, xeR deci f(x)=0 pentru
orice x > 0. Punem in ecuatie x =y =—¢ si obtinem:

f(=)* = f(N2-]1)=0 deci f=0.

Daca f(0)=1 si punem 1n ecuatic y =1, rezultd f(|x)= f(x) deci

functia f'este functie para. E suficient sa o determindm pe (0,%0). Facem

substitutia de functie f (\/; )= g(x) si ecuatia se scrie

SO+ = 1) ) © g +)) =2(:)g(”)
S gu+v)=gu)gv), u,v>0.
Daca ar exista u >0 cu g(u)=0 atunci g(u+v)=g(u)g(v)=0 pentru
orice v=0, deci
g(t) =0, pentru orice ¢ >u .

2
u u' u u
Dar =g/ 2—|= — || ,deci g| —|=0 sianalo — =0
g g( 2] (g(zjj g(zj ’ gg(z"j

rezulta g(¢) =0, pentru orice ¢ >0.
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Réamane de rezolvat cazul in care g(u)# 0, pentru orice u >0 si cum
g(2u) = (g(u))* > 0 rezulti ci functia g ia valori in (0,0).

Determinam g :(0,00) — (0,00) cu proprietatea g(u+v)=g(u)g(v),
u,v e (0,0) care se reduce la ecuatia lui Cauchy prin logaritmare
Ing(u+v)=Ing(u)+Ing(v) deci

h(u+v)=h(u)+h(), u,ve(0,0)

unde A(u)=Ing(u).

Functia 4 fiind continud rezulta ca existd a € R astfel ca

h(x)=ax, xe€(0,0).

Revenind la g si fobtinem: g(u)=e™, u>0 si f(x)= e ,xe R, unde
a € R este o constanta arbitrara.

Observatie. Ecuatia este atribuitd lui Gauss si este legata de teoria

probabilitatilor, functia de repartitie Gauss fiind f(x) = e , xR al carui

grafic este cunoscut sub numele de clopotul lui Gauss.
R13.5.9. Sa se determine functiile continue f:R — R care verifica ecuatia

functionala
S+ +fx=-y)=2f(0)+f(»)], x,yeR.
Solutie. Punand x =y =0 rezultd f(0)=0.
Daca punem [ Jrezultd f(2x)=4/(x).
Pentru x =ny rezultd: f(n+D)y)+ f(n—-1)y)=2[f(ny)+ f(¥)].
Prin inductie se demonstreazi ci f(ny)=n"f(y), neN deci

f(niJ =1 f(ij & f(z)=n f(iJ deci f(ij = iz £(z) sirezulta
n n n n n
f@=4*f(»),q€QN(0,0).

Daca punem 1n ecuatie x =0 rezultd f(-y)= f(»), deci
f(qv)=q" f(»), pentru orice ¢ €Q siorice yeR.
Din ipoteza de continuitate rezultd f(x)=ax’, xeR unde a €R este o

constanta arbitrara.
Observatie. Ecuatia datd se numeste ecuatia paralelogramului.

Daci Veste un spatiu euclidian functia f(x)=|| x||> verifici relatia
[x+y P +lx=yIP=2(xI* + 11 »[1).
R13.5.10. Fie aeR, a#1 si beR. Sa se determine functiile continue
f:R > R care verifica relatia f(x)= f(ax+b), xeR.

313



Solutie. Daca a=-1. f(x)= f(b—x),xeR. Pentru x< b avem
b—x> 5 deci ecuatia functionala data nu impune nici o restrictie pe fiecare
o by . (b . .
din intervalele | — OO’E si 5,00 . Se obtin solutiile de forma:
h(x), x <

fx)=
h(b-x), x>

SN

b . o
unde 4 : (— oo,z) — R este o functie continua arbitrara.

Daca | a |#1 ecuatia se mai scrie sub forma f (lx —éj = f(x).
a

a

. 1 o <
Unul din numerele a sau — este de modul subunitar i sa presupunem ca
a

lal<1.
Consideram sirul definit prin relatia de recurenta:
x,=xeR, x, , =ax,+b, nekR.
Din ecuatie: f(x,,,)= f(x,),neN deci

fx,)=f(x), neN

l-a" . . A b
,sirul (x,) fiind convergent si limx, = .

—a n—»0 —da

Daca in relatia f(x) = f(x,),n e N, trecem la limitd dupa n — o,

Avem: x, =a"x+b

. < . g b
tinand cont ca feste continua, rezulta f(x)= f (
—da

j =c,xeR.
Decidacd a #1 si a#—1, singurele functii continue care verifica

ecuatia data sunt functiile constante.

R13.5.11. Sa se determine toate functiile /' :R — R care au proprietatile:

a) f este continud,
b) f(x+1)=f(x)+2x+1,xeR,
) f(x+/2)= f(x)+242-x+2, xeR.
Solutie. Cautam functiile g : R — R definite prin substitutia

f(x)=x>+g(x), xeR.
Functia g verifica conditiile:
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a;) g continua

b1) g(x+1)=g(x)

¢) g(r++2)=g(x).

Din b)) si c;) obtinem (inductie) g(x+m+ 2 ) = g(x) pentru orice
xeR, meZ sinel.

Multimea 4 ={m— n2 |me Z,neZ} este densd in R, deci pentru orice
x,€A,neN cu limx, =x. Din faptul ca g este

n—0

x e R, exista un sir (x,)

neN *
continua, rezulta
g(x) =limg(x,) =limg(0)=g(0), (g(m+ny2)=g(0), mneZ).

Obtinem ca solutii functiile
f.:R—>R, ceR si f.(x)=x"+c.
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