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MATEMATICA
PROGRAMA SCOLARA PENTRU CLASELE DE EXCELENTA
X-XII

ARGUMENT

Studiul matematicii prin clasele de excelentd, urmareste in principal
crearea unui cadru organizat, in care elevii talentati la matematica, proveniti din
diferite medii scolare, sd poatd intra in contact, si in timp relativ scurt, sa
formeze un grup performant. Acesti elevi, beneficiind de o pregatire pe masura
potentialului lor intelectual, vor contribui ulterior la formarea unei elite
romanesti Tn domeniul matematicii.

Realizarea unei programe pentru clasele de excelentd, precum si modul
in care se va lucra pe aceastd programad, constituie o noutate pentru
invatdmantul roménesc. Din acest motiv elaborarea prezentei programe trebuie
inteleasd ca o etapa necesarad unui inceput de drum.

Un colectiv de cadre didactice din invatdmantul preuniversitar si
universitar din CRTCP Cluj, cu experientd in domeniul pregétirii elevilor
capabili de performante superioare, au format o echipa care a realizat programa
si manualul care contine exercitii si probleme extrem de utile pentru
desavarsirea pregatirii acestor elevi.

In selectarea continuturilor programei s-a tinut cont de tendintele actuale
in formularea subiectelor la concursurile si olimpiadele scolare, dar si de
traditiile scolii romanesti de matematicad. Numeroasele carti si reviste adresate
“varfurilor ” au constituit o importanta sursd bibliografica in tratarea temelor.
Temele propuse constituie o extindere fireascd a programei analitice obligatorii
de matematica si parcurgerea lor este necesara pentru abordarea unor probleme
mai dificile. Anumite teme vor fi tratate pe parcursul mai multor ani de studiu
(evident cu o problematica corespunzatoare) asigurandu-se astfel continuitatea
si coerenta procesului de invdtare. Mai trebuie precizat ca la elaborarea
programei echipa a avut in vedere faptul ca matematica nu este un produs finit,
ci un proces intelectual in care, pe suportul unor cunostinte solide, primeaza
optiune pentru profesori si elevi.

Programa se adreseaza elevilor claselor X-XII si a fost conceputa pentru
un numdr de 2 ore/saptdmana ( in cele 30 de saptdmani ale anului scolar in care
se lucreaza cu clasele sau grupele de excelentd). Ca o completare la programa
obligatorie de matematica, competentelor generale le-au mai fost addugate inca
doud care au rolul de a orienta demersul didactic catre formarea unor
ansambluri structurate de cunostinte generate de specificul activitatii
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intelectuale matematice la nivel de performante superioare. Programa are
urmatoarele componente:

competente generale

competente specifice §i continuturile corelate cu acestea

valori si atitudini

sugestii metodologice.

Competente generale

Folosirea corecta a terminologiei specifice matematicii in
contexte variate

Prelucrarea datelor de tip cantitativ, calitativ, structural,
contextual cuprinse in enunturi matematice

Utilizarea corecta a algoritmilor matematici in rezolvarea de
probleme cu grade diferite de dificultate

Exprimarea si redactarea corecta si coerenta in limbaj formal
sau in limbaj cotidian, a rezolvarii sau a strategiilor de rezolvare
a unei probleme

Analiza unei situatii problematice si determinarea ipotezelor
necesare pentru obtinerea concluziei

Generalizarea unor proprietiti prin modificarea contextului
initial de definire a problemei sau prin imbunititirea sau
generalizarea algoritmilor

Emiterea unor judecati de valoare pentru rezolvarea
problemelor inventiv si euristic-creative

Dobandirea unei imagini de ansamblu a matematicii elementare
ca parte a unui sistem aflat in permanentd evolutie si
interactiune cu lumea inconjuriatoare



Competente specifice

Continuturi

1.1. Identificarea legaturilor dintre
primitivabilitate ~ si  proprietatea
Darboux

1.2. Utilizarea metodei schimbarii de
variabild in cele doud variante la
calculul primitivelor

2. Prelucrarea inegalitatilor clasice in
scopul obtinerii unor inegalitati
integrale

3. Aplicarea unor schimbari de
variabild consacrate la calculul
primitivelor functiilor irationale

4. Exprimarea unei functii dintr-o
ecuatie diferentiala sau integrala

5.1. Utilizarea integralei definite la
calculul  limitelor unor  siruri,
stabilirea unor identitati i inegalitati
5.2. Interpretarea graficului pentru
stabilirea formulei de calcul a ariei
cuprinsa intre doua curbe plane

6.1. Utilizarea integralei definite la
calculul volumului unor corpuri
geometrice care nu sunt de rotatie

7. Realizarea unor implicatii intre
problemele tipice ale calculului
integral si cele date la concursurile si
olimpiadele gcolare

8. Constientizarea potentialului inter-
disciplinar al calculului integral

Elemente de Analiza Matematica
Primitive

e Functii primitivabile

e Metode de calcul a primitivelor
- schimbarea de variabila
- calculul primitivelor unor functii
irationale ( cu ajutorul unor algoritmi
consacrati, de ex.: Euler, Cebasev)
- calculul primitivelor functiilor
trigonometrice si hiperbolice

Integrale definite
e (Criterii de integrabilitate
e Proprietati generale
functiilor integrabile
e Metode de calcul a integralelor
definite
Identitati deduse prin integrare
Siruri si integrala Riemann
Teoreme de medie
Inegalitati integrale

ale

Aplicatii ale calculului integral
e C(Calculul ariei cuprinsd intre
doua curbe
e Volumul
geometrice

unor corpuri

Ecuatii diferentiale si integrale
e [Ecuatii diferentiale de ordinul I
sill
e Ecuatii cu variabile separabile
e Ecuatii integrale de tip Voltera




1. Caracterizarea unor grupuri prin
ordinul elementelor sale sau prin
endomorfismele care se pot defini pe
acestea

2. Identificarea proprietatilor unor
grupuri, inele i corpuri particulare
3.1. Utilizarea structurilor algebrice in
probleme de teoria numerelor

3.2. Rezolvarea de ecuatii functionale
pe structuri algebrice

4. Stabilirea unor conditii care sa
asigure ca un inel sa fie comutativ,
Boole, sau de caracteristica finita

5. Studierea unor grupuri, inele si
corpuri particulare si interpretarea
rezultatelor

6. Determinarea unor analogii Intre
polinoamele cu coeficienti reali si cele
cu coeficienti Intr-un corp comutativ
7. Realizarea unor implicatii intre
problemele tipice cu structuri
algebrice si cele propuse la
concursurile si olimpiadele scolare

8. Constientizarea vastului potential
pe care il au structurile algebrice in
stabilirea unor proprietati matematice
globale

Elemente de algebra

Grupuri :
e Ordinul unui element al unui
grup

e Teoremele Iui Lagrange si
Cauchy pentru grupuri
e Conditii suficiente de comutati-
vitate In grupuri :
centrul unui grup
- grupuri de exponent 2
e Morfisme de grupuri :
caracteristici ale Iui End(G)
pentru unele grupuri finite
transport de structuri
e Grupuri de transformari geo-
metrice
e Teoreme de izomorfism pentru
grupuri. Grupuri cat

Inele si corpuri :
e Inele:
- centrul unui inel
- conditii suficiente pentru inele Boole
-inele si corpuri de caracteristica
finita
e Polinoame cu  coeficienti
intr-un inel comutativ :
- ireductibilitate si descompunere in
z,[X]
- inelul A, al resturilor inelului A[X]

modulo un polinom f din A[X]

Aplicatii ale structurilor algebrice in
probleme de teoria numerelor

Ecuatii structuri

algebrice

functionale pe




VALORI SI ATITUDINI

Noul curriculum scolar pentru clasele de excelenta propus la matematica
are in vedere formarea la elevi a urmatoarelor valori si atitudini in plus fatd de
cele specificate prin curriculumul scolar obligatoriu :

e Manifestarea unor opinii competente cu privire la abordarea
problemelor intuitiv si euristic-creative bazate pe explorare, inspiratie si
inventie

e Dezvoltarea unei gandiri reflexive, independente, flexibila si abstracta
specificd matematicii

¢ Interesul pentru modul de dezvoltare a ideilor si rezultatelor matematice

e Curiozitatea fatd de noile deschideri din domeniul matematicii

SUGESTII METODOLOGICE

Prin prezentul curriculum pentru clasele de excelentd se intentioneaza
ca, pe parcursul liceului, elevii sd dobandeasca competente si sd-si structureze
un set de valori si atitudini specifice pregatirii de inalta performanta. Acestea se
regdsesc in urmatoarele aspecte ale invatarii, vizate de practica pedagogica :

e Analizarea si elaborarea unui plan de rezolvare pentru problemele
atipice si/sau dificile din domeniile studiate
e Formarea obisnuintei de a formula probleme si situatii problema
e Analiza unei probleme din punct de vedere al ideii centrale
e Reparcurgerea caii de rezolvare a problemei pentru a obtine un rezultat
mai bun, ameliorat sau optimizat printr-o reproiectare creativa
e Identificarea unor metode de lucru valabile pentru clase de probleme
e [Initeirea si realizarea creativd a unei investigatii pornind de la tematica
propusa
e Formarea deprinderii de a anticipa rezultate matematice pornind de la
datele existente
e Formarea obisnuintei de a face conexiuni intra si interdisciplinare
Acest curriculum are drept obiectiv ca fiecare elev capabil de performante
superioare sa-si poatd dezvolta competentele intr-un ritm individual, de a-si
transfera cunostintele acumulate dintr-o zona de studiu in alta. Pentru aceasta se
recomanda urmatoarele activitdti :
e Alternarea prezentdrii continuturilor, cu moduri variate de antrenare a
gandirii
e Solicitarea de frecvente corelatii intra si interdisciplinare



Punerea elevului in situatia ca el Tnsusi sa formuleze sarcini de lucru
adecvate

Obtinerea de solutii sau interpretdri variate pentru aceeasi unitate
informationala

Prevederea de sarcini rezolvabile prin activitatea In grup
Utilizarea unor softuri educationale

Avand 1n vedere specificul claselor de excelentd, metodele folosite in practice
instructiv-educativa vizeaza urmatoarele aspecte:

Utilizarea strategiilor euristice, care lasd elevul sd-si asume riscul
incertitudinii, al Incercarii si erorii, specifice investigatiei stiintifice
Utilizarea strategiilor creative, care lasa elevul sa se afirme in planul
originalitatii, spontaneitatii, diversitatii §i care pun accentul pe
capacitatea de reflectie, sinteza, evaluare critica §i creatie

O imbinare si o alternantd sistematica a activitatii bazate pe efort
individual cu cele care solicita efort colectiv

Insusirea unor metode de informare si de documentare independent,
care oferd deschiderea spre autoinstruire si spre invatarea continua
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ALGEBRA

1. Ordinul unui element al unui grup
1. 1. Proprietiti ale ordinului unui element al unui grup

Proprietatile notiunii de ordin al unui element al unui grup sunt de multe
ori foarte utile in probleme de concurs, facilitind deseori rezolvarea acestora.

Consideram cunoscute notiunile si rezultatele fundamentale ale teoriei
grupurilor studiate in liceu (grup, subgrup, morfisme de grupuri).

In cele ce urmeazi, G este o multime nevida, careia o lege de
compozitie notata multiplicativ ii confera structura de grup.

Notam cu ord(G) sau |G| numirul elementelor grupului G, daca G
are un numar finit de elemente si spunem cd ord(G) = + © dacda G are o
infinitate de elemente.

Reamintim urmatoarele concepte si proprietati:

1.1.1. Definitie Fie (G, -) un grup si X o submultime nevida a sa.
Notam cu  (X) = {H |X c H, H subgrup al lui G }

1.1.2. Proprietate ( (X) -) este un subgrup al lui G (numit subgrupul
generat de multimea X).

1.1.3. Observatii

a) (X) este cel mai mic subgrup (in raport cu relatia de ordine ,,”) al lui G,
astfel incat X c (X).

b) (X) =

ki _k k
oceG|EIneN”‘,EIx1,xz,...,xn €G, 3x,X,,....X, €Z 0o=X,' -X,’ -...-xnn}

¢) Daca xeG, atunci subgrupul generat de elementul x este (x) = {x* | keZ }.

1.1.4. Definitie Grupul (G, -) se numeste grup ciclic daca exista xeG astfel
incat ()=G. In acest caz elementul x se numeste generator al grupului G.

1.1.5. Observatie Dacd (G, -) este un grup ciclic de ordinul n, a este un
generator al grupului G si keZ, atunci a“ este un generator al lui G daca si
numai daca (n, k) =1.

1.1.6. Definitie Grupul (G, -) se numeste finit generat daca exista
neN¥* si aj, ay, ..., a,€G astfel incat (a;, a, ..., a,) =G.
In acest caz elementele a,, a,, ..., a, se numesc generatori ai grupului G.
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1.1.7. Observatii
a) Orice grup ciclic este comutativ.
b) Orice grup finit este finit generat.

Exemple de grupuri ciclice: (Z,+ ), (Zn, +), (Uy, - ), unde U, este grupul
radacinilor de ordinul n ale unitatii.

1.1.8. Definitie Fie grupul (G, -) cu elementul neutru e.
Elementul xeG este de ordin finit daca ImeN*, x" =e.

not
In acest caz, min { meN* " =e } = ord(x) se numeste ordinul elementului

X.
Elementul xeG este de ordin infinit daca x nu este de ordin finit.

1.1.9. Teorema Fie grupul (G, -)si xeG.
a) Dacd ord(x) =neN* atunci elementele e, x, ..., X" sunt distincte doud
céte doud si VkeZ, x*=xkmodn

b) ord(x) =+ & Vk;, koeZ, k) #k, avem X1 2 xR

1.1.10. Consecinte
C 1. Fie grupul (G, -). Daca xeG si ord(x) =neN¥*, atunci ord (X) =n si
(x) = {e, X, .., x" '}

C 2. Grupul finit G de ordinul neN* este ciclic < G are un element ordinul
n.

C 3. Fie grupul (G, - ). Dacd xeG, ord(x) =neN* si keZ, x“=e, atunci n
/ k.

Demonstratie: Conform teoremei impartirii cu rest, 3! q,reZ, 0 <r <ord (x),
astfel incat k = ord(x)-q + .

Atunci x*=x""" = (x")%x" sicum x"=e, rezultici x“=x" sideci x' =e.
Dar n = ord(x) = min {meN* |x"=e} sirezultd r=0, deci k=n-q, adici n/
k.

C 4. Orice element al unui grup finit are ordinul finit.

C 5. Orice doua grupuri ciclice de acelasi ordin sunt izomorfe. Dacd G este un
grup ciclic de ordinul n, atunci (G, )= (Z, +)
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C 6. Orice subgrup al unui grup ciclic este ciclic.

C 7. Daca x,yeG, atunci
a) ord(x) = ord(x™")
b) ord(x-y) = ord(y-x)

Demonstratie:

a) I. Dacd ord(x) =neN* avem x"=¢ si (x_l )n=(xn )71 —¢ ' =e.

Fie k=ord(x™"). Din C3. rezultd k/n.

Cum e = (X_l )k=(xk)7l , rezulti cd x“=e¢ si cum ord(x) =n, din C3. rezulta
ca n/k. Asadar n=k.

II. Dacd ord(x) = + o si presupunem ci ord(x ') = ke N*. Atunci din cazul
anterior rezultd ca ord(x) = ord(x ') =k, fals. Asadar ord(x ") =+ .

b) L Daci ord(x-y) =neN* avem (xy)'=¢ < x(yx)y=e < (yx)y
=y < (yx)*=e, asadar ord(y-x)=k'eN* si k'/k.

Dar (y~x)k' =¢ & y-(x-y)k'_1~x= e & (x‘y)k’ =e sicum ord(xy) =k rezultd
si k/k" sideci k=Kk'.

II. Dacd ord(x-y) = + o, presupunand cd ord(y-x) = keN* rezultd ca mai
inainte ca ord(x-y) =k, fals. Asadar ord(y-x) =+ oo.

C8. Daca f: G —> G’ este un morfism injectiv de grupuri multiplicative si
aeg@q,
atunci ord(a) = ord(f(a)).

Demonstratie.

L. Dacd ord(a) = keN* avem ¢’ = f(a") = (f(a))* si deci si ordinul elementului
f(a)eG' este finit. Fie t = ord(f(a). Rezulta ca t/k.

Dar ¢’ =f(a) = (f(a))' si pentrucid f este o functie injectivi rezultici a'=e si
cum ord(a) =k avemsi k/t, deci k=t.

II. Daca ord(a) =+ o, presupunem ca ord(f(a)) = keN*.

Atunci (f(a))* = e = f(a“) si din injectivitatea lui f rezultd cd a* = e, ceea ce
este fals. Asadar ord (f(a)) = + .

Sa observam ca afirmatia anterioara este adevaratd si in cazul izomorfismelor
de grupuri, ceea ce Intdreste imaginea intuitiva ca elementele asociate printr-un
izomorfism ,,au aceleasi proprietati”.
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C 9. Fie grupul (G, -) si a,beG cu ord(a)=meN¥*, ord(b) =neN*, astfel
incat a-b=b-a. Notdm cu d =(m, n), p=[m, n]. Atunci:
a) ord(a-b)/p

b) % / ord(a-b)

Demonstratie: Se stie ca daca a-b =b-a, atunci V keZ, (a-b)k = a"b"

a) Avem m=dm; si n=dn;, cu m;,neN, (m,n)=1, iar p=d-m;-n;.
1.1.10,C3

(a.b)P - (a ,b)d-m1-n1 — g™ ™ :(am)nl . ( n )ml —e — K/ P,
unde ord(a -b) =k (este evident cd ord(a-b)eN¥).

b) % =m;-n;. Demonstram ca m;-n; / k.

1.1.10,C3
(abf=e = a"=b* = a""=b*"=¢ = m/kn < dm /kdn =
/K-
L ik
(mlanl)zl

Analog rezultd ca n; /k sicum (mj, n;)=1 obtinem m;n;/k

Observatii:
a) ord(a-b) / mn

b) Dacd a, beG, a-b=b-a, ord(a)=m, ord(b)=n si (m,n)=1, atunci
ord(a-b) = [m, n] = m-n.

C e e e m, n
¢) Exista situatii cand ord(a, b) :u =m;n.

m, n)
De exemplu, in grupul (Z;,, +), ord (6): 2, ord (ﬁ)z 6 si ord (ﬁ + 6): 3.
d) Exista situatii cand ord(a-b) = [m, n], chiar dacad (m, n) # 1.
De exemplu, in grupul (Zy4, + ), ord (6)= 4, ord(lZ] =6 si ord (12+ 8} =
4.

C 10. Fie grupul (G, -) si xeG, ord(x) =neN*. Atunci:
a) VkeZ, ord(x")/n
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n
(k,n)

b) V keZ, ord(x") =

" 1.1.10,C3
Demonstratie: a) (xk) —e = ord(x")/n.
b) Fie d =(k, n). Atunci exista n;, k; €Z astfel incat n=d-n;, k =d-k;, (nj, ky)
=1.
- 1.1.10,C3
Cum (xk) =x"™M=¢ = ordx"/n (1)
1.1.10,C3
Fie s =ord(x"). Avem x**=¢ sicum ordx)=n = n/ks = dn/
d-ki's = n;/k;-s sideoarece (nj, ki)=1 rezultd ca n;/s.

S

Tinind cont de (1) obtinem n; =s, adica ord(xk) =1 _n_.n
d (k,n)
C 11. Fie (G, ) un grup ciclic de ordinul n, G=(a) si keZ.
Atunci: a* este generator al grupului < (k,n)=1.

Demonstratie: Reamintim urmatoarea
Lema Fie k, neZ. Atunci: (k,n) =1 < Ft, seZ, kt+ns =1

2 ky _ L A A k t _ . . kt-1 _
»,=" Cum (a") = G, existd teZ astfel incat |la~ ) =a sideci a =e
1.1.10,C3 Lemi

= ordl@a)=n/(kt-1) = IseZ, kt—-1=sn < n(-s)+kt=1 <
(k,n)=1.
Lema
=" (kn=1 < It seZ, kt+ns=1.
Atunci a=a“'"*"" = (ak )t : (a“ )S=(ak )t si deci ae(a) si cum grupul G este
generat de a, rezultdcd G c (a"). Dar (@) = G sideci G =(a").
Sa observam ca existd ¢(n) generatori ai lui G.

Consecinta Daca (G, - ) este un grup ciclic de ordinul p, cu peN numar

prim, atunci: a) orice element al lui G este generator al grupului
b) G nu are subgrupuri proprii.
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Probleme rezolvate

R1.2.1. Fie (G, -) un grup si g€G, cu ord(g) =mn, unde m, neN*, (m,
n) =1
Sa se demonstreze ca exista §i sunt unice a, beG astfel incat g =ab =b-a si

ord(a) =m, ord(b) =n.

Solutie: Existenta Cum (m, n) =1, existd k, teZ astfel incit m-k +nt=1
(1)

. nt - m-k = < .m nt ™ ma |! . n
Fie a=g"~ si b=g" . Observimca a" = (g ) :(g ):e si analog b" =
e.
Cum a"=e, din 1.1.10, C 3. rezulticid ord(a)=peN* si p/m (2)

Presupunem ca p # m. Atunci a’ = (g“'t)p = g"" sicum ord(g) = mn, din

1.1.10, C 3, rezultd cd m:n/nt-p sideci m/tp. Din (1) rezultdca (m,t)=
2
I siobtinem m/p = p=m < ord(a)=m. Analog se demonstreaza ca

ord(b) =n.

Unicitatea Fie a, beG astfel incat g =a;-b; =b;-a; si ord(a;) =m, ord(b;) =
n.

Atunci g"=(a;'b;)"=aj -bj=aj. Fie k, t dinrelatia (1).

. . . . -k b <
Avem nt=1-mk si a]'=¢g"", deci al-(a{n) =g" sicum al"=e, rezultd

aj=g"" =a (a este cel din demonstratia existentei)
Analog rezultd cd by = g™  =b.

R1.2.2. Fie (G, -) un grup si xeG, un element de ordin finit.
Daca m, neZ astfel incat (m, n) =1, ord(x") =n si ord(x") =m, sa se
demonstreze ca ord(x) =mn.

Solutie: Fie d =ord(x). Din 1.1.10,C 10, cum x™ si x" comutd, avem
ca

ord(x™™) / ord(x), deci mn/d (1)

Din ord(x™)=n rezultdcid x""=e sideci(1.1.10,C3.) d/m~n.

Folosind si relatia (1) rezultd cd d =m-.

R1.2.3. Fie (G, -) un grup. Sa se demonstreze ca urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:
1) Orice submultime H a sa care este parte stabila in raport cu operatia
grupului, este subgrup al lui G.
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2) Toate elementele grupului G sunt de ordin finit.
Marian Andronache

Solutie: ,,1 = 2” Fie xeG. Cum (G, -) este grup, rezultd ci V teN*, x'eG
si deci multimea H = {xt‘teN*} este parte stabilda a lui G 1n raport cu
operatia grupului. Asadar, conform ipotezei, H este subgrup al lui G si deci
H contine elementul neutru e al lui G. In consecinti, existi keN* astfel
incat x*=e sideci afirmatia (2) este adevarata.

»2 = 1" Fie Hc G, H parte stabild a lui G in raport cu operatia lui G.

Fie xeH. Din ipotezi rezulti ci 3 keN*, x“=e.

Cum H este parte stabila, avem x"eH, V heN* sideci ecH.

xX*=e = x ' =x" sicum H este parte stabild avem ca si x*' (adicd x )
se afla in H. Asadar H este subgrup al lui G.

Observatii
1. Existd grupuri infinite cu toate elementele de ordin finit.

De exemplu (Z,[X], + ), daca p este un numdr prim.
2. Daca (G, -) este un grup finit, atunci V H c G, avem:

H e parte stabila a lui G in raport cu operatia lui G < H e subgrup al lui
G.
3. Dacd impunem conditia de finitudine doar asupra lui H obtinem
rezultatul

cunoscut:

Pentru grupul (G, -) si multimea finita H < G,

H e parte stabild a lui G in raport cu operatia lut G < H e subgrup al lui
G.

R1.2.4. Sa se demonstreze ca orice subgrup al unui grup ciclic este ciclic.

Solutie: Fie (G, -) un grup ciclic.

I. Dacd ord(G) =+ si G=<(a), atunci grupul G este izomorfcu (Z, +)
(un izomorfism este f: G — Z, f(a) =k, V keZ) si cum subgrupurile lui Z
sunt de forma nZ = (n), cu neZ, rezulta ca si subgrupurile lui G sunt ciclice,
pe baza urmatorului rezultat cunoscut:

Lemd daca grupurile (G, -) si (G -) sunt izomorfe si f: G - G’ este un
izomorfism, atunci: H este subgrup al lui G < f(H) este subgrup al lui G’
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II. Daca ord(G) =neN* si G =(a), subgrupurile improprii ale lui G fiind
evident ciclice, fie H un subgrup propriu al lui G, H= {akl,akz,...,akt},

cu

k; <k; < ... <ki numere naturale nenule.

kg

Demonstram, prin inductie dupa s, cd H = (akl ), decica V seN*, ase

(ak1).

Pentru s = 2, a*, a*>eH. Cum H e subgrup al lui G obtinem
-1

(akl) .a¥2 eH si deci ak2 el sidin k, — k; <k, rezultd cd avem k, =
2k si ak?e(af),
Presupunem ca avem ky_; = (s—1)-k; si demonstram ca si kg = k;-s.

Avem: kg—kj > ke—k, > ... > keks | si akshi , aksk2 R aksks el
iar
ke—ki, ki—ko, ..., keks1€{ky, ko, ..., ke-1} si deci ke—ks 1 = k; si folosind
ipoteza de inductie obtinem kg = s-k; si a’s :(ak1 )S e (a*), asadar H este

ciclic, generat de a*! .
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2. Teoremele lui Lagrange si Cauchy pentru grupuri finite

2. 1. Teorema lui Lagrange si teorema lui Cauchy

2.1.1. Definitie Fie H un subgrup al grupului (G,- ). Se definesc relatiile de
echivalenta py ,p 'y (la stanga, respectiv la dreapta) pe G, dupa cum urmeaza:
Xppy & x'JyEH Si Xpuy & yx'leH.
xH si Hx sunt clasele de echivalenta la stanga, respectiv la dreapta ale lui x in
raportcu H(yexH < xpyy §i yeHx <& xphy)

Multimile G / py = {H, xH, yH, ...} si G/p‘y ={H, Hx, Hy, ...} sunt
multimile claselor de echivalenta la stanga, respectiv la dreapta in raport cu H.

2.1.2. Observatii

1) Functia f:G/pu— G/ p'n data prin relatia f(xH)=Hx " este bijectiva,
|G/ PH =G/ p'H = |G:H] si se numeste indicele subgrupului H in grupul
G.

2) xHNnyH#0 < xH=yH

1

intr—adevér, dacd aexH m yH, atunci 3 h;, hoeH, astfel incat a = xh; = yhy,
Atunci x = yhoh ;' si cum hoh ' €H, rezultd cd xeyH, asadar xH < yH.
Analog se demonstreaza cealaltd incluziune.

2.1.3. Definitie Fie N un subgrup al grupului (G,-). N se numeste subgrup
normal daca si numai daca pentru orice x eG, xN = Nx.

2.1.4. Observatii

1) Daca N este subgrup normal al lui G, G/ pn=G/p'’Nn=G/N={N, xN, yN, ...}
Se demonstreaza usor ca G / N este grup (numit grupul factor al lui G in raport
cu N) impreunad cu operatia ,,-“ definita astfel: xN-yN = (xy)N.

2) |1G/N|=[G:N]

3) Orice subgrup de indice 2 este normal.

Demonstratie: Fie N un subgrup de indice 2. Atunci G =N U xN (cu clasele N
si xN disjuncte ) si de asemenea G =N U Nx (cu clasele N si Nx disjuncte).
Rezultd deci ca xN = Nx si N este subgrup normal.

2.1.5. Teorema lui Lagrange

Fie (G, -) un grup finit si H un subgrup al lui G. Atunci:
a) ord(H) / ord(G)

b) ord(G) =ord(H)ord(G / H)
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Demonstratie:

Fie pp relatia de echivalentd la stanga din definitia 2.1. Conform
observatiei 2 ce 1i urmeaza, multimea claselor de echivalenta la stanga 1n raport
cu H este o partitie a multimii G (adica UXH = G si clasele sunt disjuncte

XeG
doud cate doua ). Mai mult, functia f : H —» xH datd prin f(h) = xh este
bijectivd, deci V x,yeG, |xH|=|yH| =|H|. Asadar, ord(G) = ord(H)-ord(G
/ pu), unde G / py este multimea claselor de echivalentd modulo py, numita si
multime cat a lui G in raport cu relatia de echivalenta py.

2.1.6. Consecinte: Fie (G, ) un grup finit. Atunci:

1) Pentru orice xeG, ord(x) / ord(G)

2) Pentru orice xeG, x" %@ =¢, unde e este elementul neutru al grupului G.

3) Orice grup de ordin prim este ciclic (deci izomorf cu (Zp ,+) )

2.1.7. Teorema lui Cauchy
Fie (G, - ) un grup finit §i p un numar prim, p / ord(G). Atunci numarul
solutiilor ecuatiei X’ =1 este un multiplu nenul al lui p.

Demonstratie:
Fie ord(G) =n 51 S ={(ai, a2, ..., ap) | aicG,Vie{l, 2, ..., p} si aj-ay-a, =1}

Pentru orice alegere a elementelor aj, a, ..., ap-1, ap=(al~az-~-al[,,1)_1 , deci a, este
unic determinat. Asadar ord(S)=n"" (1)

Definim relatia de echivalenta ,,~“ pe S :

X~y <> X este o permutare circulara a lui y.

Dacd a; = ap = -+ = a,, clasa de echivalentd a lui x = (aj, as, ..., ap)
contine un singur element si exact p elemente in caz contrar.

Intr-adevir, fie x = (a;, ay, ..., ap) s1 1, J, primul respectiv ultimul rang

pentru care aj=3a; §l aj=aj=ap=--=aix=4a; pentru1<i; <--<p<jsik>
0, iar pentru k = 0, i; = j. Ca sd obtinem prin permutdri circulare aceleasi
elemente pe locurile i, 1y, -, ik, j (§1 eventual sd nu rezulte permutari
distincte ale lui x), ar trebui ca ,,distantele” dintre elemente sa fie aceleasi, deci
pj+i=j—ik=-=lh—11=s.

Asadar j —ix=s, -, 1 —i; =38, ij —1=s si adunand relatiile membru cu

membru obtinem j —1i=(k+1)-s sicum p=s+j—1,avemp = (k+2)-s. Cump
este numar prim, rezultd s =1 sideci j=p—1+1.Cuminsd j <p, obtinem ca
p—1+4+1 < p,decica i<1. Asadar i=1si j=p sisuntem In prima situatie,
cu toate elementele lui x identice. Deci dacé cel putin 2 elemente ale permutarii
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diferd, atunci exista exact p permutdri circulare ce se pot obtine din permutarea
respectiva (a p elemente).

Fie r numarul claselor cu un element ( r este deci numarul solutiilor
ecuatiei x” = 1) si t numarul claselor cu cite p elemente.

Din relatia (1), rezultici n®'=r+pt sicum p/n,rezulti cip/r.

Observam ca r=0, pentruca (1,1, -, 1)eS

2.1.8. Consecinte

1) Daca (G,-) e un grup finit si p e un numar prim, p/ord(G), atunci
exista

xe@G astfel incat ord(x) = p.

2) Numarul subgrupurilor de ordin p ale Iui G, (in conditiile consecintei 1) este
congruent cu 1 (mod p).

Demonstratie: Din teorema lui Cauchy, existd elemente de ordinul p ale
grupului G. Notdm cu ke N* numarul subgrupurilor de ordinul p ale lui G.
Numarul p fiind prim, acestea sunt ciclice.

Hi=(xi), Vie{l,2,..,k} si HHnHj={e}, Vi,je{l, 2, ..k}, i#].

Fie H multimea solutiilor ecuatiei x"=1. Rezulta H=H; UH, U ... U Hy si
deci ord(H)=ord(Hi W H, U ... UH) =k(p—-1)+ 1.

Din teorema lui Cauchy, cum numarul solutiilor ecuatiei x” = 1 este un
multiplu nenul al lui p, rezultd k(p—1)+1=0 (mod p), deci k=1 (mod p).

2.1.9. Propozitie Fie (G,-) un grup finit astfel incdt pentru orice x €G, x’= e
Atunci: a) (G,-) este grup comutativ
b) exista keN, astfel incdt ord(G) =2

Demonstratie Prima parte a propozitiei este un exercitiu foarte cunoscut,
prezent in manuale, care este adevarat si pentru cazul in care G nu este grup
finit.

Vom prezenta trei demonstratii pentru afirmatia de la b).

Solutia I: Vom demonstra concluzia prin inductie dupa n = ord(G):

Pentru n = 1, evident, ord(G) = 2°. Fie meN*, m>1

Presupunem ca afirmatia e adevaratd pentru grupurile de ordin mai mic decat m
cu proprietatea din enunt. Fie (G, - ) un grup de ordin m si fie xeG. Cum G este
grup comutativ (conform cu punctul a) ), subgrupul N = {e, x} este un subgrup
normal al lui G, adica pentru orice yeG, yN = Ny.

Cum (xN)xN = x°N = eN = N, pentru orice xeG, rezultd ci (G / N, - ) este un
grup factor care are proprietatea din enunt.
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Din teorema lui Lagrange avem ca ord(G / N) :%(GN; < ord(G) =m si deci
or

din ipoteza de inductie rezulta ca exista keN" astfel incat ord(G / N) = 2".
Atunci ord(G) = 2-0rd(G / N) = 2! si conform principiului inductiei matema-
tice, afirmatia b) este adevarata pentru orice grup finit cu proprietatea din enunt.
Solutia a II-a: Vom organiza grupul G ca spatiu vectorial si pentru simplitatea
scrierii, vom considera de aceasta data operatia grupului in notatie aditiva.

Pe (G, + ), care are toate elementele de ordin < 2, se poate introduce o
structurd de Z, — spatiu vectorial. Cele 4 axiome ale spatiului vectorial se
verifica prin calcul direct, multimea scalarilor fiind finitd. Se defineste 1x=x
si 0-x=0.

Cum G este un spatiu vectorial finit, el este de dimensiune finita.

Fie B = {ey, €, ..., €y} 0 baza a acestuia.

n
Atunci, V xeG, oy, ay, ..., €2y, X =Zai ‘€ .

i=1
Asadar, numarul elementelor din G coincide cu numarul n-uplurilor (o, o, ...,
o) ce se pot forma cu elemente din Z,, deci cu numadrul functiilor ce se pot
defini de la o multime cu n elemente la Z,, care este 2"
Solutia a III-a: Presupunem ca ordinul grupului G nu este o putere a lui 2.
Atunci 3 peN, p numdr prim, p = 3, astfel incdt p / ord(G). Atunci, din
consecinta 1 a teoremei lui Cauchy rezulta ca existd aeG, ord(a) =p. Avem
a’=¢ sicum a’=e obtinem a®? =a' =e¢, fals. Asadar I neN, ord(G) =2".

2.1.10. Generalizare Fie (G, -) un grup finit si peN un numar prim astfel
incit VxeG, X' =e. Atunci ordinul lui G este o putere a lui p.

Demonstratia acestui rezultat se face cel mai usor prin reducere la
absurd si folosind teorema lui Cauchy, ca in cazul precedent.
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Probleme rezolvate

R2.2.1. Fie (G, -) un grup finit. Daca m §i n sunt divizori ai ordinului
grupului, atunci ecuatiile X" =e si X" =e au o singura solutie comunda daca si
numai daca (m, n) =1.

Mihai Piticari

Solutie: Observam ca x =e este solutie comuna a ecuatiilor.

»<=" (mmn)=1 = Fh keZ, mh+nk=1.

Fie acG o solutic comuni a celor doud ecuatii. Atunci a™" =e, a"* =e si
obtinem a=a™"""*=¢

,—" Fie (m,n)=d. Daca d>2, existd peN, p prim, astfel incat p/d.

Din consecinta 1 a teoremei lui Cauchy rezulta ca existd beG\ {e}, ord(b) =p

= bP=¢ sicum b'=e = ecuatia x'=e nu are solutie unici, fals. Rezulta
d=I.

R2.2.2. Fie (G, -) un grup finit. Sa se demonstreze ca urmatoarele afirmatii
sunt echivalente:
a) G este ciclic
b) Pentru orice deN*, exista cel mult un subgrup de ordinul d in G.

Solutie: Reamintim cd pentru neN, indicatorul ¢(n) al lui Euler (p(n) este
numarul tuturor numerelor naturale mai mici decat n si prime cu n) verifica
formula lui Gauss: Z(p(d) =n (sumarea facandu-se dupa toti divizorii lui n,
d/n

inclusiv 1 si n).
»a=Db” Daca ord(G) =n si d/n, deN*, atunci unicul subgrup de ordinul d
allui G este H= {xeG‘xd: 1}

Intr-adevar, ord(H) = d, pentru ca grupul ciclic G are un element de

ordinul d | daca G =(y) = ord yg =d |, care se afla in H si care de fapt il

genereaza pe H. Presupunand ca exista H' = H, H' subgrup de ordinul d al lui
G, avemca V xeH, x™™ =x=1 = xeH = H' cH si cum au acelasi
numar de elemente, rezulta ca H' = H.

,b < a” Daca afirmatia b) este adevarata, pentru deN*, fie
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My = {aeG|ord(a) = d}. Multimile My sunt disjuncte doua cate doua si
reuniunea lor este multimea elementelor lui G. In plus, daci xe My = ord(x)
/d.
Dar ord(x) / ord(G) = n. In concluzie, My #@ < d/n < 3 un subgrup
ciclic Hg, de ordin d al lui G, Din ipoteza, Hyq este unicul subgrup de ordin
d allui G sideci My={acG|(a)=Hy}, iar | Mg| = o(d).

Avem n= |G|:Z| Md|:Z(p(d).

d/n d/n

Relatia anterioara este adevarata (Gauss) si cum unul dintre divizorii lui
n din formula anterioara este chiar n, exista un subgrup ciclic H, de ordinul n,
al lui G. Atunci G=H, si G este ciclic.

R2.2.3. Fie (G, -) un grup cu 4n + 2 elemente (neN). Sa se determine

< N 2n4]
numdrul elementelor xeG astfel incat x""' =e.

Marian Andronache

Solutie: Fie G = {e, aj, ..., a1} §1 S(G) multimea permutarilor lui G (a
functiilor bijective de la G la G).

Pentru aeG, functia c,: G —> G, c,(x) =ax, V xeG estein S(QG), iar

f: G- S(G), f(a) =0, V aeG este un morfism injectiv de grupuri.

Fie H = f(G). Atunci G = f(G) = H = {Ge, Cayps oo Gan—l} si H este un

subgrup al lui S(G) (Acest rezultat este teorema lui Cayley). 2/ ord(G) = 3
aeG@G, ord(a) =2
Atunci, Gﬁ x)=a(ax) =x, VxeG = Gﬁ =e (permutarea identica)

Lo
a#e = O, nuare puncte fixe = in o, apar 2n+ 1 perechi de tipul [ JJ
j i
=
= 0, este produsul a 2n+ 1 transpozitii disjuncte = &(c,)=—-1 (1)
In consecintd, H este un grup de permutari care are o permutare impara

si de aici, numarul permutarilor pare din H este egal cu numarul permutarilor

impare din H ( = 2n + 1). Intr-adevar, dacd e, Gy, ..., Ox_; sunt toate
permutarile pare din H si oy, ..., 0,1 sunt toate permutarile impare din H,
avem Gﬁ, .., OK'Op_] permutdri pare = n —k <k si cum oge, ox0y, ...,

Ok.Ok-1 sunt permutari impare = k<n-k sideci k=n-k.
Fie A={xeG|x™' =¢} si xeA.
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o= fle) = ()™ =(c ™ = o ")=1 = o) =1 = o

permutare pard = |Al<2n+1 2)
not @
Fie B={xeG‘x2“”¢e} siyeB = a =y #e si al=e = g(c,) =1

o, = f(a) = (f(y))™" =(0y )2”1 si cum ¢&(o,)=-1 obtinem cd ¢(o)=-1

=
— |Bl<2n+1 (3) Din (2) si (3) deducemcd |A|=|B|=2n+1.

2n+1

R2.2.4. Demonstrati ca un grup cu 4n+2 elemente admite cel mult un
subgrup cu 2n+l elemente.

Eugen Paltanea, Sabin Tabdrca

Solutie: Dacd H eun subgrup al lui G = ord(H) <4n+2 = ord(H) <2n +

1.

Pentru n=0 enuntul este adevarat.

Pentru n>1, daca H = {e, Xy, ..., Xon} este nu subgrup al lui G cu 2n+ 1

elemente s1 xe@G, ord(x) = 2 (existd, din consecinta teoremei lui Cauchy),

atunci x¢H = xxgH, V i=1,2n = G=HU {xx;| i=1,2n}.
Demonstram ca Vy,zeG\H, yzeH (1)

Fie y,zeG\H = 3Ix;, xjeH, y=xxi, z=xX. Xx¢gH = IxxeH, xyx =

XXk

Atunci y-z = X-X;-X-Xj = X-(XiX)'Xj = X-X-Xi'Xj = X' Xj.

Deci y-z = xiXj §l cum Xi, XjeH deducem cd y-zeH, asadar (1) este

adevarata.

Presupunem ca exista subgrupul H' al lui G, de ordin 2n+1, cu H' # H.

Avem HNH' subgrupallui G si HNnH' #H, HnH' #H'".

Notam ordHNH')=p = p/2n+l, p#2n+l. Atunci p < [2n2+1}=n.

Notam, dupa o eventuald redenumire a elementelor, H n H' = {e, x1, x2, ...,

Xp_l}.
Atunci H' = {e, X1, X2, ..., Xp-1, Yps --» Y2n} CU {Yp, ..., Yo} X-H=G\ H.

Din (1) obtinem y2, ypYpi1, - Yp-y2n €H N H' si deci
p= ‘ HH' | > 2n—p+1>n+l1, fals.
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Observatii: 1) Daca G are un subgrup H cu 2n+1 elemente, atunci din (1)
rezulta ca subgrupurile K ale lui G astfel incat K W H = {e} sunt de ordinul
2.

2) Daca |G|= 4n+2, atunci G nu poate avea doar subgrupuri proprii de
ordinul 2 (ar rezulta ca ordinul lui G este o putere a lui 2, fals.)

R2.2.5. Fie (G, -) un grup finit si H;, H, subgrupuri ale lui G. Fie
multimea H;H, = {xy/xEHI, veH,}). Daca max{ord(H;), ord(H,)} >

éord( G), sa se demonstreze ca HiH> =G.

Solutie: s Presupunem cda ord(H;) > ord(H;), deci ca ord(H;)> %, unde

ord(G) = n. Atunci, cum din teorema lui Lagrange avem ca ord(H,) / ord(G),
rezultd cd ord(H;) =n si deci H; = G. Asadar H;H, = GH; = {xy ‘ xe@q,
yeH,} Elementul neutru e al grupului G se afla siin H» si deci, oricare
ar fi xeg@G,

x = x-eeGH,, asadar G < GH; sicum si GH; c G, rezulta ca G = GH; =
HH,.
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3. Aplicatii ale teoremei lui Lagrange in probleme de teoria numerelor
3.1. Notiuni si rezultate utilizate

Deoarece cunostintele necesare intelegerii acestei teme sunt putine, vom
rezuma toate rezultatele ce le vom folosi.
3.1.1. Daca (G,) este un grup si (H,) un subgrup al sau atunci

relatiile p,, c GxG si p,, € GxG definite prin:
def .
(x,y)ep,x'yeH si (x,y)ep, Sy eH

sunt relatii de echivalentd pe G iar clasele de echivalentd au toate acelasi
cardinal ca multimea H.

3.1.2. Daca (G, este un grup finit si (H,) este un subgrup al sau,
atunci | H | divide | G |. (Lagrange)

(Daca |H |=k,|G|=n atunci k|n sidacd n=km numarul mse numeste
indicele lui H in G si se noteazd [G: H], avem |G |=| H |[G: H]).

3.1.3. Daca (G, este un grup finit i x € G un element al sau, atunci
ordinul lui x este finit (existd k € N" minim cu x* =1) si ord(x) divide |G|.

(Ordinul lui x este cardinalul subgrupului ciclic generat de x).

3.1.4. Daca G =(a) exista un grup ciclic finit (generat de a) si |G |=n,
atunci un element ¢* € G genereazi tot grupul G daci si numai daci (k,n)=1.

3.1.5. In monoidul (Z ,), al claselor de resturi modulo n, un element

k este element inversabil, daca si numai daca (k,n)=1.
3.1.6. Dacd (M,) este un monoid si notim U(M) multimea
elementelor inversabile din M, atunci (U(M),)) formeaza o structurd de grup.
3.1.7. Daca (G,) este un grup abelian finit atunci
[le=1le
geG o(g"<2
(al doilea termen al egalitatii este produsul tuturor elementelor din G care au
ordinul doi).

Demonstratie. Daci geG si ord(g)=3 atunci g#g' si
ord(g)=ord(g™"), deci multimea {geG|ord(g)>3} o putem partitiona in
multimi de forma {g,g™'} (numirul elementelor de ordin >3 este par) si atunci

[Ie=1 (g-3=D.

ord(g)=3
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3.1.8. Numarul elementelor de ordin diferit de 2, dintr-un grup finit este
impar.
(Elementele de ordin >3 se cupleaza in perechi {g,g'} deci sunt in

numar par §i se mai adauga 1 care este de ordin 1.)
3.1.9. In orice grup finit de ordin par, existi elemente de ordin 2.
(Numarul elementelor de ordin diferit de 2 este impar, deci $i numarul
celor de ordin 2 este impar, adica cel putin 1.)

3.2. Functii aritmetice. Functia lui Euler

in teoria numerelor apar numeroase functii aritmetice (definite pe N°)
unele din ele foarte des (clasice). Vom aminti cateva din ele si vom da cateva
proprietati ale lor, ocupandu-ne in special de functia lui Euler.

3.2.1. Definitie. Se numeste functie aritmeticd orice functie

f:N >C.

3.2.2. Observatie. o In general in teoria numerelor se considera ca 0 nu
este numar natural si din acest motiv se noteaza cu N multimea {1,2,3,...} . Noi
vom nota {1,2,3,..}=N" pentru a mentine notatia adoptati in manualele
noastre.

e Majoritatea functiilor aritmetice clasice sunt definite cu valori in N,
dar pentru definirea unor functii "inverse" este necesard extinderea
codomeniului.

¢ Vom nota multimea functiilor aritmetice cu F, .

3.2.3. Definitie. O functie aritmetica f €/F, se numeste functie
multiplicativda daca f#0 si f(mn)= f(m)f(n) pentru orice pereche de
numere m, n relativ prime, (m,n)=1.

3.2.4. Observatie. a) Daca f este o functie multiplicativa atunci
f(M=1 (pentru neN cu f(n)z0 avem f(Ln)=/f(1)f(n)<
fn)= f()f(n) deci f(1)=1).

b) O functie multiplicativa este unic determinata de valorile pe care le ia
in puterile numerelor prime, adici pe multimea M ={p* |keN",p numir
prim}.

(Daci n=p/-pi..p

numdrului 7 atunci f(n)= f(p")f(p5)--f(pi).)
c) Dacd f este o functie multiplicativd si notdm cu D, multimea

k A . .
o este descompunerea in factori primi a

divizorilor (naturali) lui » atunci avem:
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o, (m)=2 f(d)=

deD,

=1+ f(p)+ (D) 4ot (N1 f(p,)+ f(po) + et (D))
unde n=p/" - p¥..p . p.p,...,p, fiind numere prime.
(In produsul din membrul doi, efectudnd inmultirea parantezelor se
obtin termeni de forma f(p,")f(py?)...f(p,") care se regaseste in membrul

stang al egalitatii pentru divizorul d = p{" p3*...p;",

fpi pytpy) = f(pi) f(py*)-f (D))

d) Dacd f este functie multiplicativd atunci functia o, definita prin
G, (n)= Z f(d) este tot o functie multiplicativa.

d|n

3.2.5. Definitie. Se spune ca functia aritmeticd f € F, este o functie
complet multiplicativa daca f#0 si f(mn)= f(m)f(n) pentru orice pereche
(m,n)e N xN".

3.2.6. Observatie. a) O functie complet multiplicativa este in particular
o functie multiplicativa, deci are toate proprietatile acestor functii.

b) O functie complet multiplicativa este unic determinata de valorile pe
care le ia Tn numerele prime.

(Avem f()=1si f(p) py..p,)=(f(P)" (f ()" (S (P, )" )

c) Proprietatea c) din observatia anterioard, pentru functii complet
multiplicative devine:

o, (m)=) f(d)=

din
=1+ f(p)+t (S (P (14 f(p, )+t (2, )™)
unde 7= pf...p" este descompunerea lui 7 in factori primi.
d) Daca s este un numar arbitrar (natural, intreg, real sau chiar complex)
este evident ci functia f:N~ —C, f(n)=n’ este complet multiplicativa.
In cazul s =0 egalitatea c) devine

D I=(1+k)(A+ky)...(1+k,),

dn
deci T'(n), numarul divizorilor lui n este 7'(n)=(1+k,)(1+k,)...(1+k,), unde
k,,k,,...,k, sunt exponentii numerelor prime care apar in descompunerea lui n
in factori primi.

Functia 7:N" — N, T(n)=numirul divizorilor naturali ai lui n
este o functie aritmeticd multiplicativa, dar nu este complet multiplicativa.
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In cazul s =1 egalitatea c) devine
k

zd:plkl_l.pZ

dn pl_l pz_l pm_l
deci o(n), suma divizorilor naturali ai numarului » este:
k

kl
p' -1 p
pl - 1 p2 - 1 pm - 1
¥ este descompunerea lui 7 in factori primi.

-1 py -1

e | plf;m -1

o(n)=

unde n=p!' pi*..p

. * * o e . . . 1% .
Functia 6:N — N, o(n) =suma divizorilor naturali ai numarului

n este o functie aritmetica multiplicativa (dar nu complet multiplicativa).
Pe multimea F a functiilor aritmetice se definesc operatiile:

Suma: f,geF,, f+geF,, (f—i-g)(n)d;ff(n)+g(n),neN

def
Produsul: f,g€F,, fgeF,, (fo)(n) = f(n)g(n),neN
Produsul Dirichlet (de convolutie): f,geF,, f*geF,

(f*g)(n)difo(d)g[gj

dln
(Suma se face dupa toti divizorii naturali d ai lui n.)
3.2.7. Observatie. Se pot verifica cu usurintd (recomanddm ca
exercitii) urmatoarele afirmatii:
a) (F,,+) este un grup comutativ cu elementul neutru functia /' =0.

b) (F,,") este un monoid comutativ cu elementul neutru functia f =1 si

elementele inversabile, functiile care nu iau valoarea zero.
¢) (F,,*) este un monoid cu elementul neutru functia & definita prin

I, daca n=1 L
o(n) = (functia lui Dirac).
0, daca n=#l

Elementele inversabile in acest monoid comutativ sunt functiile f pentru
care f(1)#0 si elementul simetric fatd de legea "*" al lui f este o functie

/7 :N" = C care se defineste recurent prin relatiile
1

) n>
= 1 « n
—me(d)f (;} n>1

dn
d#1

sau
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1
f(n) m
= 1 . n
—pZr@rg) e

d#n

n>1

d) Produsul obisnuit si produsul Dirichlet sunt operatii distributive fata
de suma:

fg+h)=fg+ fh
fx(g+h)=(g+h)*xf=f*g+ f*h.
e) (F,,+,) si (F,,+,*) sunt inele comutative unitare.

f) Dacéd notam cu M multimea functiilor aritmetice multiplicative atunci
(M ,*) formeaza o structurd de grup.

(Produsul Dirichlet a doua functii multiplicative da o functie
multiplicativa; Pentru orice doud functii multiplicative g si 4 exista o unica
functie multiplicativa f cu proprietatea: f*g=~h.)

g) Functia p e F, cu proprietatea p*1=9, unde 1 este functia constanta
f =1, iar o este functia Dirac se numeste functia lui Moebius (este simetrica
functiei 1 fatd de produsul de convolutie, deci p=1").

Se deduce usor ca expresia functiei lui Moebius este

1, daca n=1
daca in descompunerea lui » in factori primi
pn(n) =<0, ) e e
exista exponenti diferitide 1

(-1)", daca n este produsde m numere prime (distincte)

b) Functia lui Moebius are urmatoarele proprietati:

1, daca n=1
" Zmd):{

(din definitie)
i 0, daca n>1

(sau o, =c (conform observatiei 3d))

1o: Functia lui Moebius este o functie multiplicativa.
(Se poate constata direct din expresia ei sau folosind punctul f) al
observatiei 6).
us: Pentru orice functie multiplicativa f, avem egalitatea
G, (m) =D w(d)f(d)= 1~ f(p )1~ f(p,))--(1= f(p,))
d\n
unde p,,p,,....p, sunt numerele prime care apar in descompunerea lui n in

factori primi.
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(Functia pf fiind produs de functii multiplicative, este o functie
multiplicativa si aplicdm relatia data de Observatia 3c)

6,0 (1) =+ (p) + (P} +..+ 1 (P ).+ pf (p,) +..+1f (p,))
in care u(p,)=pw(p,)=...=1(p,) =-1, W(p)r-1(p"),
w(p2),....u(pi) sunt zero, deci
c,(m=>0-f(p)A-f(p,)--(A=f(p,))

@) _ 1_LJ[1_L}..(1_L] |
H ;‘ d ( 12 P, Pu) "
|

(Se aplicd p, pentru functia multiplicativa f(d) = 7 )

3.2.8. Definitie. Functia aritmetici ¢:N — N, ¢(n)=numirul

numerelor naturale &, mai mici sau egale cu # i prime cu 7n, se numeste functia
aritmetica a lui Euler.

3.2.9. Observatie. o(n)={keN" |[1<k<n si (k,n)=1}.

b) Daca (Z,,+) este grupul claselor de resturi modulo » atunci ke Z,
este generator pentru Z daca si numai dacd (k,n) =1, deci ¢@(n) este numarul
generatorilor din Z, al grupului Z,.

c) Daca (Z,,) este monoidul multiplicativ al claselor de resturi modulo
n, o clasa k € Z, este element inversabul dacd si numai daca (k,n)=1, deci
daca (U(Z,),) este grupul unitdtilor modulului (Z,,) atunci @(n)=U(Z,)|
(ordinul grupului (U(Z,),)) (@(n) este numarul elementelor inversabile ale
inelului (Z,,+,)).

3.2.10. Propozitie. Functia lui Euler ¢: N~ — N" are expresia

s

unde p,,p,,....p, sunt numerele prime care apar in descompunerea lui n in
factori primi (n= p/ pi..pk).
Demonstratie. Notam ¢(n)=n—y(n), unde wy(n) este numarul

numerelor mai mici saue egale cu n, neprime cu n. Dacd singurii divizori ai lui
nsunt p,,p,,...,p, atunci un numar 1<a<n este neprim cu n dacd §i numai

daca el se divide cucel putin unul din numerele p, sau p, sau... p, .

Consideram multimile 4, ={a|l<a<n,p,|a}, i= 1,m si atunci
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w(m=JA|=D141- D 14 nA |+ |4,nA4,NA4 |-
i=1 i=1 1<1<j<m I<j<k
(conform principiului includerii si excluderii).
Dar
(4 |=2, (A, nA |=—, |4, "4, "4 e——
Pi - biD; ‘ PP ;P

deci

cp(n>=n[1—z%+z L oy | +...j=

i PP, PiP;Dy

- ,{1 _LJ@ _L}.{l _LJ
pl pZ pm
3.2.11. Observatie. a) Functia ¢ poate fi datd si prin expresia
o(m)=(p" = p{ )Py =Py P =Py

= k. k k, . A . ..
dacd n= p;"p,’...p," este descompunerea lui n in factori primi.

b) Functia ¢ este functie aritmeticd multiplicativa
@(mn) =@(m)p(n) daca (m,n)=1.
3.3. Teoreme fundamentale

3.3.1. Teorema lui Euler. Daci a€Z, neN, n>2 si (a,n)=1

atunci
a®” =1(modn)

Demonstratie. Dacd (a,n)=1 atunci in Z,, a€U(Z,) deci a este
element al grupului multiplicativ (U(Z,),)) care are ordinul ¢(n). Conform
teoremei lui Lagrange ordinul lui @ divide ¢(n), deci oricum (4)*" =1 in Z
sau @*” =1 sau a®™ =1(modn).

3.3.2. Teorema lui Fermat (mici). Daci p e N’ este un numar prim si
a € Z un numadr Intreg, atunci

a” =a(mod p) .

Demonstratie. Daca a =01in Z , atunci (f))p =0.

Daci 4#0 in Z,, atunci aeZ, \{6} =Z; iar (Z;,‘)

este grup cu (p—1) elemente ((Z,,+,) este corp). Ordinul oricarui element
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aeZ, divide ordinul grupului, deci oricum (a)"" = 1 in Z , sau
a” =1(mod p) sau a” =a(mod p) .
3.3.3. Teorema lui Wilson. Dacd p>2 este un numar natural atunci
urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
a) p este numar prim
b) (p—1)+1=0(mod p)
Demonstratie. Avem U(Z,)= Z; (grup multiplicativ cu (p—1)
elemente) si conform C7 avem:
(1) Hk = [1*
kez), ord (k)=2
dar ord(k")=2 daca (k")*=1 sau (kK-1)(k'+1)=0sau p|(k'=1)(k'+]) si p
fiind prim divide unul din factori, deci p|(k'-1) sau p|(k'+1), adica k'=1 sau
k'=-1 (singurele clase de ordin 2). Relatia (1) devine i-i...(p -= i(—i) =-]
deci (p—1)!=-1(mod p) sau (p—1)+1=0(mod p) .
Reciproc. Daca p este neprim, p=ab, a>1,b>1, atunci a< p—1,
b<p-1 si a|(p-1)!. Dacda am avea (p—-1)+1=0(modp) atunci
(p—DH+1=0(moda) (contradictie cu (p—1)!=0(moda)).
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Probleme rezolvate

R3.4.1. Fie p un numir prim. si se arate ci ecuatia x° =—1(mod p) are
solutie, dacd si numai daca p =2 sau p =1(mod4).
Solutie. Din teorema lui Wilson, p fiind prim rezulta

. . -1
(p—-1)!=-1(mod p) . Daca p >2 atunci p este impar, P

este intreg si avem:

(p—1)= [1~2...pT_1)(pT+l...(p—l)j ~TTk(p-k) = [#(=k)mod p)

deci (p—1)!=(=1)" x* si atunci avem relatia (~1)* x> = —1(mod p) . Pentru

p =1(mod4), P 2_1 este par deci relatia devine x> = —1(mod p) . Daci

p=3(mod4) si presupunem ci existd a cu a” =—(mod p) avem:

a"' = (a*) =(~1) =~ I(mod p),
dar cum o’ = O(mod p) rezulta ca p nu divide a, deci din Teorema lui Fermat
rezultd a””' =1(mod p) si ajungem la contradictia 1= (-1)(mod p), cici p > 2.
Pentru p =2 avem 1° =1=—1(mod2), deci ecuatia x> = —1 are solutie.
Observatie. Problema poate fi formulata astfel: Sa se arate ca daca p
este un numar prim de forma 4m+1, m € N si 4 este o multime de p—1
numere consecutive, atunci 4 nu poate fi partitionatd in doua submultimi de
numere, care sd aiba produsele elementelor aceleasi.
R3.4.2. Fie p un numar prim si £ un numar natural cu conditia 1<k < p. Sé se
arate ca numarul (p —k)!(k—1)+(=1)*" este divizibil cu p.
(A. Simionov)
Solutie. Avem congruentele modulo p: 1=—(p-1),2=-(p-2),...,
k—1=—(p—k+1) care inmultite dau

(k=D!=(-D""(p-D(p-2)..(p—-k+1)
deci: (p—k)\(k-1)'=(=1D)""(p-1)!=(=1)* (ultima egalitate datoriti teoremei
lui Wilson).
Observatie. Problema poate fi privita ca o generalizare a teoremei lui
Wilson, care o obtinem in cazul particular p =k .

R3.4.3. Sa se arate ca daca p este un numar prim si @ un numar intreg atunci p
divide pe (p—1!a’ +a.
Solutie. Scriem teoremele lui Fermat si Wilson:
pl(p=DD, pl(a”-a) deci
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pl@" (p-DH)—(a"-a) sau p|(a”(p-DHa).
Observatie. Problema reuneste rezultatele teoremelor Fermat si Wilson:
pentru a =1 obtinem teorema lui Wilson si apoi deoarece (p —1)!=—1(mod p)
rezultd ((p—1)!a” +a)=(-a” +a) deci —(a” —a)=0(mod p) sau
a” =a(mod p) .
R3.4.4. Fie p un numar prim si a, b numere intregi. Sa se arate ca daca
pl(a? —b") atunci p*|(a” —b").
Solutie. Din teorema lui Fermat a” = a, b” = b(mod p) deci
a =b(mod p). Putem scrie a =b+mp si atunci:
a’” —-b" =(b+mp)’ -b" = C]lgbp_lmp+C;b"_2m2p2 +..+Cym" p? =
=p°(b" ' m+ C;b"‘zm2 + C;b"‘3m3p+...+ Cﬁm"p"‘z)
care este divizibil cu p°.
R3.4.5. Sa se arate ca pentru orice numere naturale a, b relativ prime (cu
(a,b)=1) numirul (a*” +5*“ —1) este divizibil cu produsul ab).
Solutie. Din teorema lui Euler ¢®” =1(modb) si 5*“ =1(moda) deci
putem scrie a®” =1+kb si b*“ =1+ma cu ke N, meN, atunci
(@®® —1)(b*“ =1) = (km)(ab) deci (a®”b* —a®” —p*“ +1) este divizibil
cu ab sicum a®?b*“ este si el divizibil, rezultd concluzia dorita.

R3.4.6. Sa se demonstreze urmatoarea caracterizare a numerelor prime: Un
numar natural p >2 este numar prim daca si numai daca ¢(p)|(p—1) si

(p+1)|o(p) (unde @ este functia lui Euler si ¢ este "functia suma divizorilor").
Solutie. "=" Daca p este numar prim atunci ¢(p)=p—1 si
o(p)=p+1.
"<"Fie ne N’ cu proprietatea n>2, o(n)|(n—-1) si (n+1)|c(n). Mai
intai sd observam ca pentru orice n > 2 numarul ¢(n) este par. (Din expresia

lui @(n), dacd n contine in descompunerea in factori primi numere prime p

“NYm = p?(p—1)m care este

diferite de 2 (impare) atunci ¢(n) = (p* — p
numir par. Daci n=2", k> 2 atunci ¢(n)=2* —2"" =2"" care este par). Din
relatia @(n)|(n—1) rezultd ca n trebuie sa fie impar (contine in descompunerea

in factori primi numai puteri de numere prime impare (diferite de 2)).
Aratam ca toti factorii din descompunere sunt numere prime (fara

exponent). Daci prin absurd ar exista p* factori in n cu k, >2 atunci

(P" =P o) | (n-1) deci pi™ |(n-1)=p{ p¥...p* —1 ceea ce este fals.
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Deci n=p,p,...p, - Atunci @(n) =(p, =D(p, =1)...(p,, —1) si
o(n)=(p, +)(p, +D...~(p, +1), cu p,,p,,....,p, impare, deci 2" | p(n) si
2" | o(n).
Dacda m>2 atunci 4| @(n)|(n—1), deci 4m divide (n+1). Din ipoteza
c

< n A N .
numarul —i este intreg, (n+1) este par, nedivizibil cu 4, iar o(n) este
n+

divizibil cu 2" . Atunci 2" |i”‘$ si atunci
n-+

2" < otm _ (p+D--(p, +1 =(1+L}.{1+Lj<(l+ljm =(ijm,

inegalitate falsa, deci m =1 si atunci n = p, numar prim.

R3.4.7. Sa se arate ca Z(p(d ) =n pentru orice numar natural z.
dn
Solutie. Vom demonstra prin inductie, dupa numarul factorilor primi din
descompunerea lui .

Fie n= pl' pi*...p% = n p' (facem inductia dupd m). Avem

2. 0(d)=D o(d)+D 0(d'p,)+.t D od'p,) =

d\n d'ln d'In, d'|n

=Y o(d)+ D 0(d)(p,)+...+ D o(dVo(p,) =

d'In d'|n d'ln

=(1+(p,)+..+0(py N @(d") =

d'ln

=(1+(p, —D+(pL =P+t (P =P N @(d)=pyrn =n

d'n,
(am folosit faptul ca ¢ este o functie aritmetica multiplicativa).
R3.4.8. Sa se arate ca daca S(n) este suma numerelor naturale prime cu 7,

mai mici ca n atunci S(n) = #, pentru orice n>2.

Solutie. S(2)= % < 1=1.Pentru n>2 numarul ¢(n) este par si

grupam cele ¢@(n) numere in grupe de forma {l,n—1},{a,n—a,},....{a,,n—a,}

o) no(n)
5 :

unde g = . Suma lor este ng =
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4. Conditii suficiente de comutativitate in grupuri

4.1. Centrul unui grup

Vom evidentia cateva proprietati interesante ale centrului unui grup, a
caror utilizare In probleme de concurs duce la solutii elegante si accesibile.

Multe din problemele de comutativitate in grupuri, altfel delicate, se
rezolva mai usor daca tinem seama de structura algebrica de subgrup a centrului
unui grup.

Fie (G, - ) un grup si X < G o submultime a sa.

4.1.1. Definitie
Multimea Z(X) = { geG /g-x =xg V xeX ! se numeste centralizatorul
multimii X

4.1.2. Definitie
Multimea Z(G) ={ge G /gx =x-g, VxeG } se numeste centrul grupului G.

Exemplu: Fie (A, +, - ) un inel comutativ. Centrul grupului (GL,(A), - ) al
matricelor inversabile din My(A) este Z(GLy(A)) = {a‘], ‘ acU(A)}
Intr-adevir, alegand matricea Ejje My(A) care are 1 pe pozitia (1,i) si 0 in
rest si matricea B = (bjj)e Z(GL,(A)), din B-Aj; = A};-B obtinem a;; =a;, Vi
=l,n §i aj=..=2aji-1 =ajis1 =... = ajp = 0. De aici, B=a‘l, si BeGL,(A) &
ae U(A)

4.1.3. Propozitie Pentru orice multime X c G, (Z(X), - ) este subgrup al lui
@G, -)
Demonstratie: Daca g, g€Z(X) avem (g1-g2)X = g1-(g2X) = g-(xXg) =

(81%)-g2 = (x-g21)-82 = x:(g1'g2) deci g-geZ(X).
Din g;-x =x-g; rezultd x-gl_lz gl_1 x deci gfl eZ(X).

4.1.4. Observatii

1) Subgrupul Z(X) este format din elementele lui G care comuta cu toate
elementele multimii X.

2) Z(X) = () Fix(iy), unde Fix(ix) este multimea punctelor fixe ale automorfis-

xeX

mului interior i, ix(g)=g 'x-g V geG.
3) Z(X)={geGl[x, g]=1,V xeX}, unde [x, g]=x-gx g este
comutatorul elementelor x si g.
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4) Daca X, c X; atunci Z(X;) < Z(X;), in particular centrul grupului G,
Z(G) este subgrup in orice centralizator Z(X), deci Z(G) = [ Z(X) si in
xeG

consecinta Z(QG) este subgrup al lui G.

5) Spunem ci yeG este conjugat cu xeG (x ~y) daci 3 geG, y=g 'x-g.
Dacd X = {x} si grupul G este finit, atunci numarul elementelor lui G
conjugate

cu x este | (g xg | geG} |= [G : Z(X)], adica indicele subgrupului centrali-
zator Z(X) in G.

Demonstratie Demonstrdm afirmatia 5.

Consideram pe G relatia de echivalenta la dreapta definita de subgrupul Z(X),
gpm o grg; €ZX) & grgl Xx=xgrg

Clasa unui element este g = Z(X)-g.

Definim functia F pe multimea claselor G / p cu valori in multimea
elementelor din G, conjugate cu x, C(x) = {g_l-x-g|geG}; F:G/p—>
Cx), F(§)=g'xg

Aratam ca functia F este bine definitd (nu depinde de alegerea reprezentantului
g alclasei §). Dacd gieg,aratimca g;' x-g =g ' xg.
glxm=g'xgo [@o)x=xleg') e ge'eZX o gpa o
gieg

Fie &, §,€ G/p. F(g)=F(&,) & g xgi=g' xgp &

oleg')x=xg &) © gre' ez o gpe & =4,
Asadar functia F este bijectivd si G / p si C(x) au acelasi numar de
elemente.

4.1.5. Definitie Multimea N(X) = { geG /g-X =X-g } se numeste normali-
zatorul multimii X.

4.1.6. Propozitie Pentru orice submultime X c G, normalizatorul (N(X), -)
este un subgrup al grupului (G, -).

Demonstratie: Daca g;, g22eN(X) avem (g;-g2)-X = g1-(g2:X) = g1-(X-g2) =

(g1-X)g2 = (X-g1)-g2 = X-(g1°g2), deci g1-g2eN(X).
Pentru geG, gX=Xg o X=g'Xg o Xg'=g"'X & g'eNX).

4.1.7. Observatii
1) NX) = {geG | 1i,(X) = X}, este format din elementele geG pentru care
multimea X este invariantd fatd de automorfismul interior 1i,.
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2) Z(X) este subgrup al lui N(X).

3) Daca H este subgrup al lui G, atunci H este subgrup al lui N(H)

4) Subgrupul H allui G este subgrup normal daca si numai daca N(H) =G
5) Clasa de conjugare a multimii X, C(X) = {g"-X-g | geG} < P(G) are
cardinalul |C(X)|=[G : N(X)], adici indicele subgrupului N(X) in G.

(Se aratd la fel ca in observatia 4.1.4. punctul 5)

4.1.8. Propozitie Fie (G, -) un grup si (H, -) un subgrup al sau. Fie n, pe
Z

Notiam cu d =(n, p). Dacd xeG si x"e H si ¥’ € H, atunci si x"e H.

Demonstratie:

Daca d =(n, p) >0, atunci existd h, keZ astfel incat h-n + k-p =d.
Cum H este subgrup al lui G si x"eH, rezulti ca (x")" = x""eH.
Analog rezulti ci x*PeH.

Din axioma 1 a subgrupului obtinem ca x""x*P = x"™P=x% ¢ H.

4.1.9. Consecinte
Cl1. Fie(G, -) ungrup si n, pe Z. Notam cu d =(n, p).
Dacd xeG si X"€ Z(G) si ¥ € Z(G), atunci si x* e Z(G).

C2. Fie(G, -) ungrup si n,peZ, (n,p)=1.
Daca VxeG, xX"e Z(G) si xX'e€Z(G), atunci (G, -) este grup abelian.

4.1.10. Propozitie Fie (G, -) ungrup si ne Z.
Dacd f: G — G, fix) =x" este un morfism surjectiv, atunci Vxe G, x"'e
Z(G).

. . . -1 1
Demonstratie: Fie xeG. Atunci 3! zeG, x-z=y. Asadar X" -y =x" +(xz) =
X"z.

Cum f este un morfism surjectiv, 3ueG, u" =z
| f morfism | |
Deci x" y=x"z=x"u" = (xu)'=x(ux)" u=x(ux)"(ux) u=

’ ’ f morfism | | |

=xwx)"x uu = xux"x =xzx" =yx" .

Asadar, x"y=yx""!, Vx,yeG, adici VxeG, x"'eZ(G).
4.2. (a, b) — grupuri comutative

4.2.1. Definitie Fie a, beZ Un grup (G, -) se numeste (a, b) — grup daca
aplicatiile x —-x" si x —x" sunt endomorfisme ale lui G.

43



Ne punem problema: care sunt perechile (a, b)eZ’ pentru care orice (a, b)
— grup este comutativ? Raspunsul este dat de urmatorul rezultat:

4.2.2. Teorema Fie a, beZ. Orice (a, b) — grup este abelian daca §i numai
daca (a-(a—1), b(b-1)) =2.

Demonstratie:
Necesitatea: Presupunem cd 3 neN, n > 2 astfel incat (a-(a—1), b:(b-1)) =
2-n.
Demonstram ca in acest caz existd un (a, b) — grup neabelian.
n>2 = I peN, p prim, astfel incat p/n.
I p#2 Fiegrupul (G, ) de ordin p’, neabelian, de exponent p (adici in
care V geG, g’ =1) definit astfel:
G={(u, V,W|up=Vp=Wp= I, vvu=u-v-w, w-u=uw, wW-v=v-w)
Cum p/ n, rezulta cazurile:
I)p/(a,b); 2)p/(a—1,b); 3)p/(a,b-1);4)p/ (a—1, b-1)

In fiecare dintre aceste situatii se demonstreazi ci G este un (a, b) —
grup.

De exemplu in cazul 3), tindnd cont de faptul ca g’=1, V geG
sica
a=0 (modp) si b=0(modp), aplicatia x — x" =1 este morfismul nul iar
aplicatia x — X" =x este morfismul identic.
II. p =2 Exemplul anterior nu mai este potrivit, deoarece orice grup de
exponent 2 este abelian. In schimb, grupul cuaternionilor H={-1, 1, -, 1, —j, j,
—k, k} ale carui elemente au proprietitile i*=j*=k*=-1; ij=k; i-k=—j; ji
=-k; jk=1; ki=j; kj=-1 este un grup necomutativ de ordinul 8 si de
exponent 4.
Deoarece 4/ (a-(a—1), b-(b—1)) si (a,a—1)= (b, b—1)=1, distingem cazurile:
1) 4/(a,b); 2)4/(a—1,b); 3)4/(a,b-1);4)4/(a—1,b-1).
Rezultd in mod analog cu cazul I ca H este un (a, b) — grup necomutativ.
Suficienta: Fie (G, -) un (a, b) — grup astfel incat (a-(a—1), b-(b—1)) =2 si x,
yeG

Aplicatia x — x" este endomorfism, adica (x-y)" = x"y" (1)
si Ju,veZ, uva(a-1)+vb(b-1)=2 (2)
Simplificand (1) obtinem: (x-y)*'=y*'x*" (3)

a

3)
si (xy)' = (o) ey) = (T xTD)(xy) =y xty =xty
de unde dupa simplificari deducem: x*y* ' =y*'x* 4)
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Din (1) si (4) rezulta: (x-y)*® ™"

_ ((X ) )a_1 .0 D11 ((y)" )a—l _ ((X)a_l )a

(i) ((X)a—l )a '((}’)a )a—l _ Xa(a—l)_ya(a—l)_ Rezulti ci Xa(a—l) $i ya(a_l) comuti.
Atunci (X~y)a(a_1) = Xa(a‘l).ya(a—l) _ ya(a—l). <@ _ (y‘X)a(a—l) 5)

i (xy) (i) (xy) e Dvbe-D) (i) (yx) Db (i) G (6

Demonstram cid x**VeZ(G).
Cum 2/a(a—1), avem 2/a sau 2/ (a-1).
< : a 2 - a M a_a a_a :
Daca 2/a, atunci (x-y) =((X-y) )2= (yx)' & x'y'=yx" si
4
yxt = x4y = xy* y = y* 'x*y. Simplificind ultima relatie obtinem y-x* =

x"y si cum y este arbitrar, deducem ca x*eZ(G), V xeG.

' M , Pt (6)
Daca 2/ (a—1), atunci x"y"= (x-y)" =(x-y)" -(x-y) =((x-y) )2 (xvy) =

5 a-1 3)
=((y‘x) )2 (xy) = (yx)*(xy) = (xa_l ‘ya_l)‘(xy) si dupa simplificari
deducem ca x-y* ' =y*'x, V x,yeG, adici y*'eZ(G), V yeG.

Asadar, in orice situatie,  x**"eZ(G), V xeG. (7)
Analog se demonstreaza ca x*Dez(G), V xeG.
Avem (X_y)z (i) (X_y)u-a(a—1)+v-b(b—1) _ (X.y)u-a(a—l).(X_y)vb(b—l) (i) (Xa(a—l) . ya(a—l) )u .

b(b-1) _ b(b-1) \V 7 wa(a—1)y+v-b(b-1) _ u-a(a—1)+v-b(b-1) @ 55
. (X . y ) e X . y — X .y

Asadar (x-y): =x>y% V x,yeG = yx =xv, V x, yeG, deci grupul este
abelian.

4.3. Cateva grupuri de exponent 2
4.3.1. Definitie Fie (G, -) un grup finit cu elementul neutru e. Cel mai mic

numdr natural nenul n cu proprietatea ca pentru orice xeG, x" =e se
numeste exponentul grupului G.

4.3.2. Observatii

a) Daca peN este un numar prim si grupul finit G are exponentul p, G se
mai numeste p-grup elementar.

b) Se stie (2.1.10) ca ordinul unui p-grup elementar este o putere nenuld a lui

p-
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¢) Pentru orice numar prim p > 3 exista p-grupuri necomutative. De exemplu,
i
grupul multiplicativ G, = 0
0

o>
o>

a,b,ceZ, este un grup

> > >
—_— 0>

necomutativ cu p° elemente si are exponentul p.
(Etapa judeteand a Olimpiadei de matematica, 2003)
d) Dacd p =2, se stie ca orice grup de exponent 2 este comutativ.

Iata céteva conditii suficiente pentru ca un grup comutativ finit sd aiba
exponentul 2:

4.3.3. Propozitie Fie (G, -) un grup comutativ cu cel putin 3k elemente
(keN*)

astfel incat oricare ar fi 3k elemente ale sale exista printre acestea k+I
elemente de ordin < 2. Daca G nu are elemente de ordinul 4, atunci toate
elementele lui G

sunt de ordin < 2.

Dana Heuberger
ord(c)=4

Demonstratie Presupunem ca exista ceG, ord(c) >3 = ord(c?) = 3.
Fie e, aj, ay, ..., ac1€G, elemente de ordin < 2. (e = elementul neutru al
grupului)
Rezultd ca e, c, cz, ai, a;-c, al-cz, veey A1, Ak_1°C, ak_1-02 sunt 3k elemente
distincte ale lui G, dintre care doar e, a;, ay, ..., a,.; au ordinul 2,
contradictie.

Rezulta ca G nu are alemente de ordin > 3.

4.3.4. Propozitie Fie (G, -) un grup comutativ cu cel putin n elemente, unde
neN* n [1 0 (modn). Daca oricare ar fi n elemente ale sale exista

printre acestea {E} +2 elemente de ordin <2 si G nu are elemente de
ordinul 4, atunci toate elementele lui G sunt de ordin <2.
Dana Heuberger

ord(c)=4
Demonstratie Presupunem ci existd ceG, ord(c) >3 = ord(c?) > 3.

n = 3kitr, k:[ﬂ, ref{l,2}.
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Alegem k+1 elemente de ordin <2 alelui G: ay, ay, ..., a.

Atunci a, aj-c, a;-c%, as, ar-C, aC>, ..., A, AkC, AC, Arl, Asr-C sunt 3k+2
elemente distincte ale lui G, dintre care doar k+1 au ordinul < 2,
contradictie.

3
4.3.5. Propozitie. Fie ( G, -) un grup finit comutativ de ordin n > [TP},

(peN, p =2). Daca oricare ar fi p elemente ale sale exista printre acestea 2
elemente de ordin <2 si G nu are elemente de ordinul 4, atunci toate
elementele lui G sunt de ordin <2.

Dana Heuberger

Demonstratie Daca p =2, ipoteza Tnseamna ca toate elementele grupului au
ordin <2.

Pentru p >3, din p elemente ale grupului alegem elementele a;, a, de ordinul
2. Celorlalte p—2 elemente le mai addugdm 2 elemente si obtinem alte p
elemente

ale grupului, din care mai alegem 2 elemente de ordin < 2: a3, as.

Continuam procedeul cu elementele ramase, pana cand obtinem:

1) n—p+2 elemente de ordin <2, dacd n—p este un numar par,

2) n—p+ 1 elemente de ordin <2, dacd n—p este un numar impar.

Asadar am obtinut n —p + r elemente de ordinul <2 ale grupului, cure{l, 2}

Fie ce@, unul din cele p —r elemente carora nu le cunoastem ordinul.
ord(c)=4
Presupunem cd ord (¢) >3 =  ord (c%)>3.

Obtinem elementele c-a;, cz-aieG, ie{l,2, ...,n—p+r} deordin>3 ,in
numar de 2-(n—p +r) sidistincte doud cate doua.

HZFTP}: n> %p—l < 2n>3p—-223p—-2r = 2n—-2p+2r>p, ceeace

inseamna ca am gasit mai mult de p elemente ale grupului care au ordinul > 2,
contradictie cu ipoteza.

Rezulta ca si celelalte p —r elemente ale grupului au ordinul < 2, adica toate
elemente ale grupului au ordinul < 2.

4.3.6. Propozitie Daca (G, -) este un grup finit de ordin n >2p—I, (peN, p >
2) si oricare ar fi p elemente ale sale exista printre acestea 2 elemente din
Z(G) atunci grupul este comutativ.

Dana Heuberger
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Demonstratie Dacd p =2, ipoteza inseamna ca toate elementele grupului au
ordin <2, deci grupul este comutativ.

Pentru p >3, procedand analog cu problema anterioara se obtine:

ord (Z(G))2n—-p+r>2p—-1—-p+r =p+r—-1>p—r, caci re{l,2}.

Asadar ord(Z(G)) >% -ord(G) si cum Z(G) este un subgrup al grupului (G, ),

din teorema lui Lagrange rezultd ca Z(G) =G si deci grupul este comutativ.
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Probleme rezolvate

R4.4.1. Fie (G, -) un grup de ordinul pe N astfel incat exista ne Z
pentru care functiile f g: G — G, f{x) =x" si g(x) =x"" sunt endomorfisme
surjective. Demonstrati ca:

a) daca p este impar, atunci grupul ( G, -) este abelian.
b) daca p estepar,p>4, p =2k (keN), atunci |Z(G) /> 3.
Dana Heuberger

Solutie: Fie xeG. Din propozitia 4.1.10. rezulti ca x"'eZ(G) si

X" eZ(G).

Fie d=(n—-1, n+1). Atunci d/(n-1) si d/(n+1), deci d/2.

Asadar de{l,2} si x'eZ(G) (1)

Notand cu e elementul neutru al grupului, avem ca e = x"eZ(G) si din (1)

rezultd ca si xX“PeZ(G).

a) pimpar = (d,p)=1 sideci x'e€Z(G), V xeG. Asadar grupul G este

abelian.

b) Dacda d = 1, atunci relatia (1) devine xeZ(G), V xeG, adicd G este
comutativ

Daci d=2, (1) < x*eZ(G), V xeG.

Cum d=2=(n-1,n+1), rezultd cd n este impar.

Din teorema lui Cauchy obtinem ca exista t>3, t numar prim, t/ord(G).

Atunci G are cel putin un element xo de ordinul t.

Avem x\=eeZ(G) si x2eZ(G), deci x{"?=x0eZ(G).

Cum p = ord(G) este par, din aceeasi teorema rezulta ca existd aeG, ord(a) =

2.

Din faptul cd fsi g sunt morfisme obtinem pentru a si un element oarecare

xeG:

n impar
(ax)"=a"x" = ax" sianalog (ax)"’=ax"%
Cum (a-x)"" = (a-x)*(a-x)", folosind relatiile anterioare obtinem:
(ax)ax"=ax" o (ax)a=ax’ < axaxa=ax < xaxa=x <
ord a=2
xaxal=x-a < XaxXx=x-a < ax=xa o aeZ(Q).
Cum e, a, XoeZ(G), evident | Z(G) | > 3.

n+2

Sa observam ci existd grupuri de ordinul 2* ( cu keN¥) pentru care |Z(G)|
<3.

Un astfel de grup este grupul cuaternionilor K= {1,-1,1,-1,j,—j, k, -k },
cu
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P=i=k*=-1, ij=k, jk=i, ki=j, ji=-k kj=-1i, ik=—j careare
Z(G)={ 1,-1}. Asadar conditia p# 2" (keN) este esentiala.

R4.42. Fie (G, -) un grup de ordinul pe N, cu p>2 impar. Daca
functia
f:G—>G, fix) =x" este un morfism surjectiv, atunci grupul ( G, -) este
abelian.
Dana Heuberger

Solutie:  Fie xeG. f fiind surjectivd, din propozitia 4.1.10. rezulta ca
x*'eZ(G).
Metoda 1. Fie x, yeG. f morfism < (xy)=xy < (yx)'=x"y’

(1)

4 4 xtez(G) 4 40 s @ 4 4

Xty = yx o =xy) = xy)=x) (2
p= 24+1 = (X'y)z-m _ 2-t+1 _ 3
Ridicand la patrat relatia (3) obtinem: (x-y)" = (yX)
Din (2) obtinem x-y)*' = (y-x)*" si folosind si relatia precedentd deducem:
(X~y)2 = (y-x)2 = (X-y)z‘t = (y-x)z‘t. Folosind si relatia (3) obtinem x-y =y-x si
cum X $i y sunt oarecare, rezultd cd G este abelian.

Metoda a [I-a. Cum e =x"e€Z(G) deducem din propozitia 4.1.8. ca si

x*P =x'eZ(G), ¥V xeG, adica G e abelian.

4142 4142

Observatii:

1) Este evidenta eleganta metodei a doua, chiar dacd necesitd cunostinte in
plus.

2) Se poate demonstra analog urmatoarea generalizare:

Fie (G, -) un grup de ordinul pe N, cu p >2 impar §i fie keN.
k

Daca functia f: G — G fix) = x* ' este un morfism surjectiv, atunci
grupul
(G, -) este abelian.
3) Fie (G, -) un grup de ordinul pe N, cu p >2 impar.

k
Dacd VxeG, FkeN astfel incit x° € Z(G), atunci grupul G este abelian.

R4.4.3. Fie grupul (G, -) si neN*({1} astfel incat functia
f:G—>G fix) =x"" esteun automorfism al lui G. Si se demonstreze cd:
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a) Functia g: G -G, g(x) =x" este un endomorfism al lui G.
b) Daca g este injectiva sau g este surjectiva, atunci G este grup abelian.

(Olimpiada Judeteana Constanta, 1994)

4.1.10
Solutie: a) f automorfism = f morfism surjectiv. = x"€Z(G), V xeG

Fie x, yeG. gxy) = (xy)" = (xy)"(xy) " =xy)"™" nelyrel.
-1 -1
y'x=

-1 -1
y X = X

y"eZ(G)
=x"Lyhx ! = x™lxly"=x"y", Vx,yeG = g este endomorfism.
x"eZ(G) g inj
b) L. g injectivd Fie x,yeG. Avem (xy)'=x"y" = y"x"=(yx)" =
= xy=yX, VX,yeG < G este grup abelian.
II. g surjectivd Fie x, yeG. Atunci 3 aeG, o' =y.
aeZ(G)
xy=xa' = ax=yX, Vx,yeG = G este grup abelian.
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5. Morfisme de grupuri

Consideram cunoscute notiunile despre morfisme de grupuri din
programa scolara. Notam, ca de obicei, End(G)={f: G —> G £ endomorfism}
si

Aut(G) = {f: G — G| f automorfism}

In cele ce urmeaza vom stabili citeva proprietati interesante referitoare

la aceste multimi.

5.1. Caracteristici ale lui Hom(G, H)

Pentru inceput vom expune cateva proprietdti generale in legdturd cu
morfismele de grupuri.

Fie (G,B) si (H, () doua grupuri.
Notim cu Hom(G, H) = { feG" ‘ f morfism de grupuri}.
Daca grupul (H, () este comutativ, atunci pe multimea Hom(G, H) putem
defini o lege de compozitie internd, determinatad in mod natural de cele doud
operatii date: daca f, geHom(G, H), definim h = f(g prin h(x) = (f(g)(x) =
f(x)(g(x), V xeG

5.1.1. Propozitie Daca (G, B) si (H, () sunt grupuri, iar (H, () este
comutativ, atunci (Hom(G, H), () este grup comutativ (cu elementul neutru
functia constanta f(x) = e,, V xeG gi simetricul unui morfism f fiind

morfismul 7 cu 7(x) =fx), VxeG).

Demonstratie: Daca f, geHom(G, H) atunci (f(g)(xBy) = f(xBy)(g(xBy) =
= (fFC)EHyN(g(x)(g(y)) = (FE)(gCN(H y)(E(y)) = (H)((H@)(Y),

deci f(g este morfism.
Dacd ey este elementul neutru din H si notam tot cu ey morfismul constant

ey (x)=ey, V xeH, atunci f-e,=e,-f=1f, pentruorice feHom(G, H).
Definind f prin f(x) = f(x ") = (f(x))”", V xeG, f verifica relatia ff=f-f
:eH .

Asociativitatea se verifica usor.

5.1.2. Observatii a) Daca (G, () este un grup comutativ, atunci multimea
endomorfismelor (End(G), () formeaza o structura de grup.

52



b) Fara ipoteza de comutativitate, operatia ,,(” nu e lege de compozitie pe
End(G)

In continuare vom considera (G, - ) un grup arbitrar si vom urmari
structurile algebrice dotate cu operatia de compunere a functiilor definite pe G.

Definim End(G) = Hom(G, G) multimea endomorfismelor lui G.
Aut(G) = {feEnd(G) ‘ fbijectiva} multimea automorfismelor lui G.
Inn(G) = {igeAut(G) | geG}, unde ig(x)=g 'x-g, V xeG
multimea automorfismelor interioare ale lui G.

5.1.3. Propozitie

a) (End(G), B) este monoid.

b) (Aut(G), B) este grup

¢) Aut(G) =U(End(G)) este grupul unitatilor monoidului End(G).

Demonstratie: a) In general, compunerea morfismelor este morfism, elementul
neutru este functia identicd a lui @G, care este endomorfism, compunerea
functiilor este asociativa.

b), ¢) Este suficient sa demonstram c), deci ca automorfismele sunt elementele
inversabile ale monoidului (End(G), B ), ceea ce este evident, din definitie.

5.1.4. Propozitie Multimea automorfismelor interioare (Inn(G), B )
formeaza un subgrup normal in grupul automorfismelor (Aut(G), B).

Demonstratie: Daca igl, 1

le)"=i 0.

deci (Inn(G), B) este subgrup. Pentru a verifica faptul cd Inn(G) este subgrup
normal in Aut(G) trebuie si aratim cd f'BInn(G)Bf=Inn(G), V fe Aut(G).
(F'BigBA(K) = ' (i(f(x)) = £ (g fx)-g) = £ (g )xf(g) =

(@) xf(e)=

= (g’)_l-x‘g’ =1g(x), unde g' =1 (G), deci Inn(G) e subgrup normal Tn
Aut(G).

, €lnn(G), atunci i, Bi, =1, , €lnn(G),

g 828

5.1.5. Propozitie Daca (G, -) este un grup, atunci functia F:G —
Inn(G),
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F(g) = ig_ , este un morfism surjectiv de grupuri §i nucleul sau este Ker(F) =

Z2(G), centrul grupului G.

Demonstratie: Avem F(g;-g,) =1 =1 =ig_1 Big_l = F(g1)BF(g),
1 2

(ere2)” &2 @
deci F este morfism (evident surjectiv).

Ker(F) = {geG|F(g) = 16} ={g € G| i1 (X)=xVxeG =
= {geGlgxg'=x, VxeG}={geG|gx=xg VxeG}=Z(G)
5.1.6. Observatie Conform primei teoreme de izomorfism, Z(G) este

subgrup normal in G si grupul cat G/ Z(G) este izomorf cu grupul Inn(G).
Deci: G/ Z(G) = Inn(G)

Cu ajutorul automorfismelor interioare se defineste o relatie de echivalentd
importantd pe multimea P(G) a submultimilor unui grup G, relatia de
conjugare.

5.1.7. Definitie Spunem ca X;, Xoe P(G) sunt submultimi conjugate (si
notam

X; ~X5), daca exista un automorfism interior felnn(G) astfel ca f(X;) =Xo.

Dacd H este un subgrup al lui G, se defineste relatia de conjugare relativa la
H:

5.1.8. Definitie Spunem ca X;, X>e P(G) sunt submultimi conjugate relativ

H
la subgrupul H (si notam X; ~X>) daca exista heH astfel ca X, =h_1-X1 h =
iy (X1)

5.1.9. Observatii

a) Relatia de conjugare este o relatie de echivalentd pe P(G). Mai mult, toate
multimile dintr-o clasa de echivalentd au acelasi cardinal.

b) Relatia de conjugare relativd la un subgrup este o relatie de echivalenta pe
P(G) si toate multimile unei clase de echivalenta au acelasi cardinal.

¢) Daca grupul G este comutativ, atunci relatia de conjugare este relatia de
egalitate.

d) Daca subgrupul H este inclus in centrul grupului G atunci relatia de
conjugare relativa la H este relatia de egalitate.

Daca restrangem relatiile de conjugare la submultimile lui G formate
din cate un element, identificand geG cu {g} e P(G) obtinem relatii pe G:
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H
x~y < 3geG, y=g'xg i X ~y < JheH, y=hxh

5.1.10. Observatii
a) Clasele de echivalenta pentru relatiile de conjugare sunt:
R={g'xglgeG} i %y={h"xh|heG}
b) O clasa de conjugare este formata dintr-un singur element, x= {x} daca si
numai dacad xeZ(G).

¢) Daca notam cu G multimea claselor de conjugare pentru un grup finit,

avem:
[Gl1=>lg=1z@) ]+ > J4l.
geG %e‘éz
g2

Exemplu: Consideram grupul GL,(C) al matricelor patratice de ordinul n,
nesingulare. Relatia de conjugare este relatia de asemanare: doua matrice A, B
sunt asemenea (conjugate) dacd existd o matrice PeGL,(C) astfel ca B =
P AP

5.2. Caracteristici ale lui End(G) pentru unele grupuri finite

Fie grupul comutativ (G, - ). Pe End(G) definim operatia:
def
-+ End(G) x End(G) = End(G), (f-g)(x) = f(x)-g(x), V xeG. (cain 5.1.)
Atunci (5.1.1.) (End(G), - ) este grup abelian, iar daca grupul G este finit,
atunci, evident si grupul End(G) este finit.
Reamintim cd elementul neutru al acestui grup este functia constanta

¢ eEnd(G)
E(X) =e, V xe@G sicdpentru feEnd(G), f eEnd(G), f (x) = fix™") este
simetricul sau in grupul (End(G), - ).

5.2.1. Propozitie Fie (G, - ) wun grup abelian finit. Atunci numdarul
endomorfis-melor lui G are aceeasi paritate cu numarul elementelor lui G.
Marian Andronache

Demonstratie: Daca ‘End(G) ‘ =2k, cu keN* din teorema lui Cauchy
obtinem ca existda feEnd(G), ord(f) =2 (sideci f# e). Asadar, V xeG,
f(x) =e (x) = e.
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Fie xeG astfel incat f(x) #e. Atunci ord(f(x)) =2 sideci G are un element
de ordin par, asadar (din teorema lui Lagrange) rezulta cd ord(G) este par.
Reciproc, dacd ord(G) este par, existd a€G, ord(a) = 2.

[End(@)| _

Cum (End(G), - ) = este grup, avem IEnd(G)‘ (a) = (a)=¢ sideci a e

sicum a’=e rezulti cd ‘End(G)| este par (din 1.1.10, C3.)

5.2.2. Propozitie Fie (G, -) un grup abelian finit si H un subgrup al sau.
Notam F(H) = {feEnd(G) /f(H) =H}. Atunci: feF(H) < f eF(H).

Demonstratie: , =" Daca xeH = x 'eH.
_ def ip _
Atunci: f(x) =f(x )eH sideci f(H)c H.
Fie yeH. Atunci, cum f(H)=H, 3 xeH, y=f(x)=f(x"") = yef(H)si
deci H < f (H). In concluzie, f(H)=H, adica f eF(H).

,»<" Evident, folosind implicatia ,,=” si faptulca f={f.

5.2.3. Propozitie Fie (G, -) un grup abelian finit si H# {e} un subgrup al
sau,

a) Daca exista aeH, cu a Ze, atunci /F (H)/ este par.

b) Daca existi aeG, cu @’ #e, atunci /Aut(G)/ este par.

Marian Andronache
Demonstratie: a) Fie feF(H). Atunci f(a®)eH.
G fiind grup finit, functia surjectiva f, 5 : H —> H este si injectiva si cum f(e) =
e si a’#e, rezultica f(a’) =e.
Avem (din 5.2.2.) casi f eF(H).
Presupunem ca f =f. Atunci f(a) :f(a) =f(a') sideci f(a®)=e, fals.
Asadar, F(H) =fUH {f , t_“} si deci ‘ F(H) | este par.

b) G fiind grup finit, endomorfismele f astfel incat f(G) = G sunt si injective
sideci F(G) = Aut(G) si din punctul a) rezultd concluzia.

5.2.4. Consecinta Grupurile comutative finite care au un numar impar de
automorfisme sunt grupul nul si grupurile de ordinul 2.

Demonstratie: Din proprietatea anterioard deducem ca pentru ca | Aut(G) | sd
fie impar e necesar ca V aeG, a’ =e. Atunci G se poate organiza ca Z, —
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spatiu vectorial. Daca {ey, ey, ..., ek} este o bazd in G, V xeG, 3! a4, ay, ...,
Ok

axe{0, 1} astfel incat x =e;"-e5% - ...-e}

I k>2 Definim f:G — G, f(x) = fle¥ -e%2 - .-ef | =ef edl. ..e% .

Se verifica usor ca fe Aut(G) si fBf = 1g, adica ord(f) =2, deci |Aut(G) e
ar.

?I. k=1 Atunci G=rZ, si Aut(Z,) = {lzz }

II. k=0 Atunci G={e} si Aut(G)={lg}.

Asadar grupurile cautate sunt {e} si grupurile cu 2 elemente.

5.2.5. Definitie Fie (G, -) un grup. Functia f: G — G are proprietatea (S)
daca oricare ar fi un subgrup H al lui G, f(H) este un subgrup al lui G.

5.2.6. Propozitie Fie (G, -) un grup si H un subgrup propriu al sau. Atunci
x,xeH
functia f: G -G, f(x)= are proprietatea (S) si f nu este un
e,xeG\H

endomorfism al lui G.

Demonstratie: Evident, f(H)=H si V H; subgrup al lui G, f(H;)=H; n H.
Cum intersectia a 2 subgrupuri ale lui G este un subgrup al lui G, obtinem ca
f are proprietatea (S).

Fie aeH, a#e¢ si be G\H. Atunci a-beG\H.

Rezultd e = f(a-b), iar f(a)-f(b) =a sideci f nu este morfism.

5.2.7. Propozitie Fie (G, -) un grup cu /G /> 3. Daci orice functie cu (S)
este un endomorfism al lui G, atunci (G, -) ~(Z;3, +).

Marian Andronache

Demonstratie: Din propozitia anterioard deducem ca pentru ca ipoteza sa fie
verificatd este necesar ca G sd nu aiba subgrupuri proprii. (Asadar, dacd G
este grup finit, ordinul sau trebuie sa fie prim)

Presupunem ca ord(G) > 4. Atunci G nu are elemente de ordinul 2 (un
element de ordinul 2 ar genera un subgrup propriu)

Fiec a, beG\ {e}, a=b, a'=b si functia f: G - G, f(x)

b,x=a
=<a,x=b .
X, in rest
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din ipotezd, cum f are proprietatea (S) rezultd cad f este nu endomorfism al lui
G.

Avem a'#a si a' #b (din alegerea ficuti).

Mai mult, b =(f(a)) ' =fla)=a' = b=a, contradictie.

Asadar ord(G) =3 si (G, )= (Zs, +).

5.3. Transport de structura

Scopul acestui paragraf este de a furniza o metoda mai simpld de a
demonstra ca o multime are structurd de grup in raport cu o operatie oarecare,
decat metoda verificarii efective a axiomelor din definitie. Pentru aceasta, va fi
suficient sd identificdim o functie bijectivdi convenabild de la multimea
respectivd la un grup cunoscut, datorita urmatorului rezultat:

5.3.1. Teorema Fie (G, () un grup, M o multime nevida si f: G > M o
functie bijectiva. Atunci:

a) exista o unica lege ,,B” pe M astfel incat V'x, yeG, f(x() =f(x)Bf(y)

b) (M, B) este un grup izomorfcu (G, ()

(Spunem ca legea ,,B” este obtinuta prin transportul legii ,,(” de la G la
M, prin functia f.)

Demonstratie: Fie o, BeM. Definim oBp = f(f ' (a)(f'(B))

fl(@)eG, f'P)eG = f(a)(f'(P)eG = oBBeG si ,B” e lege de
compozitie

Asociativitatea: Fie a, B, yeM. (aBB)By = f(f '(aBB)(f'(y)) =

(R (@) BDIE () = f(E (@ BE (1) = (™ (T BIE 1))
= f(F ()™ (EC £ BNE 1)) = f(F ()™ (BBy)) = aB(BBY)

Element neutru: Daca eeG este elementul neutru, notam e’ = f(e)e M.

Fie aeM. aBe' = f(f'(a)(f (") = f(f '(a)(e) = f(f (o) = ..

Analog rezultd e'Ba=a sideci e’ este elementul neutru al lui (M, B).
f bijectiva

Elemente simetrizabile: Fie aeM J:> Al xeqG, f(x)=a.

Notam o' =f(x"), unde x' este simetricul din G al lui x.

aBa’ = f(f (o)(f (o)) = f(x(x') = fe) =¢' si analog obtinem o'Ba =¢’,

asadar o' este simetricul din M al lui a.

In concluzie, (M, B) este grup.

Mai mult, Vx,yeG, f(x)Bf(y)=f(f"{fx)f " {(y))) = f(x(y).

Demonstram acum ca ,,B” este unica lege cu proprietatea din enunt.
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Fie ,,L” o lege de compozitie pe M astfel incat f(x(y) = f(x) L f(y), V x,
yeG.

Pentru o, BeM, 3! x, yeG astfel incat f(x) =a, f(y)=.

ol B=1x)Lf(y)="1fx(y) =1 "o(f 1(B)) = aBp, asadar legile coincid.

5.3.2. Observatii
a) Daca grupul (G, () este comutativ, atunci si grupul (M, B ) este
comutativ.
b) f este un izomorfismdela G la M.
¢) Dacéd pentru grupul (G, () si multimea nevidi M avem functia
bijectiva
g: M — G, atunci existd o unicd lege ,,B” pe M astfel incat
vV x,y€G, g(xBy)=gX)(gy),
s anume: v o, BeM, oBp =g (g(a)(g(B))
iar (M, B) este un grup izomorf cu grupul (G, ().

5.3.3. Exemple

1) a) sa se arate ca functia f(—1,1) > R, f(x) = tgﬂ—zX este bijectiva.

b) Sa se inzestreze multimea G = (-1, 1) cu o structurd de grup comutativ.

Solutie: a) f este strict crescatoare, deci injectiva.

f e continud pe (=1, 1) si lim f(x) =—o0, limf(x) =00, deci f e si surjectiva.
x——1 x—1
x>—1 x<1

b) Conform observatiei 5.3.2. ¢), considerand grupul comutativ (R, +) si
definind legea ,,B” astfel: xBy= arctg(tg% +tg %) , Vx,ye(-1,1),

obtinem ca (G, B) este grup abeliansi (G,B) = (R, +).

2) Determinati grupul (G, () stiind ca functia f: (0, ©) -> G, f(x) =x+1 este
un izomorfism de grupuride la (R7,-) la (G, ().

Solutie: f bijectivdi = Im =G, dar Im f=(1, ) sideci G=(1, ).
Grupul (G, () se obtine prin transport de structura al grupului (R’ ,-) prin
functia f si deci legea este: x(y = f(f '(x)-f(y)), V x, ye(l, »).
Avem f: (1, 0) > (0, ), f'(y)=y-1 sideci

x(y = f((x-D(y-1) = x-D(y-D+l =xy -x -y +2, VX, ye(l, )
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Probleme rezolvate

R5.4.1. Sa se arate ca Hom(Z, G) ~G, pentru orice grup G. (Z este grupul
aditiv al numerelor intregi)

Solutie:  Un morfism feHom(Z, G) este unic determinat de valoarea f(1),
pentruca V keZ, (1) =k-f(1).

Se verifica usor cd functia F : Hom(Z, G) > G, F(f) = {(1) este un
izomorfism de grupuri.

R5.4.2. Sa se arate ca End(Q) ~ Q.
Solutie: Se demonstreaza usor ca dacd fe End(Q) si f(1) =aeQ, atunci

V xeQ, f(x) = ax sicafunctia F : End(Q) —» Q, F(f) = f(1) este un
izomorfism de grupuri.

R5.4.3. Sa se arate ca Hom(Q, Z) = {0}, unde cu 0 am notat morfismul
nul.

Solutie: Daca fe Hom(Q, Z) si f(1) =a€Z, atunci V neN¥*, f(ljzl-a si
n) n

.1 5 e .
deci —-a€Z, V neN*. Inconsecintd a=0 si f este morfismul nul.
n

R5.4.4. Fie (G, -) un grup, iar u, veEnd(G). Definim functiile f, g : G -
G}
fx) =x —v(u(x)), g(x) =x —u(v(x)). sa se arate ca [ este surjectiva daca si
numai daca g este surjectiva.

Solutie: Se cunoaste urmatorul rezultat:

Lema Fie M §i N doua multimi nevide si functia f: M — N. Atunci:
1) f esteinjectiva < [ admite o retracta (o inversa la stanga), adica
Fg: N —>M astfel incit gBf =1y
2) f este surjectiva <> [ admite o sectiune (o inversa la dreapta), adica
Fh: N —>M astfel incat fBg =1y
3) f este bijectiva <> f este inversabila la stanga si la dreapta < f este
inversabila.
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Observatii a) Este posibil ca f: G — H sa fie un morfism injectiv de grupuri
si nici o retractd a sa sd nu fie morfism de grupuri. De exemplu, morfismul f:
Z — 7 f(n)=3n este injectiv. Dacd ar exista retracta r: Z — Z care sa fie si
morfism, am avea 1 = (rBf)(1) =r(f(1)) = r(3) = 3r(1), relatie imposibila in Z.
b) Este posibil ca nici o sectiune a unui morfism surjectiv sa nu fie morfism.
De exemplu, f:Z — Z, f(x) =X este un morfism surjectiv, dar singurul
morfism de la Z, la Z este morfismul nul.

Revenim la solutia problemei:

Presupunem cd f e surjectiva. Din lemd, deducem ca 3 s: G > G, fBs = 1g,
adica V xeG, (1g — vBu)(s(x)) = x, deci (vBuBs)(x) = s(x) — x, V xeG
(1)

Demonstram ca functia o : G > G, o(x) = x + (uBsBv)(x) este o sectiune a
lui g.

Intr-adevir, (gBa)(x) = a(x) — (UBV)(a(x)) = x + (uBsBv)(x) — (uBv)(x +

(uBsBv)(x)) =
uoveEnd(G) M

=  xHuBsBv)(x)-(uBv)(x)-(uBvBuBsBv)(x) =
x-+(uBsBv)(x)—(uBv)(x)—u(s(v(x)) — v(x)) ueEr;d(G)X + (uBsBv)(x) —(uBv)(x) —

(uBsBv)(x) + u(v(x)) =x, V xeG.
Analog se demonstreaza cealalta implicatie.

R5.4.5. Fie Aut(D,) grupul automorfismelor grupului diedral de grad n.
Sa se arate ca ord( Aut(D,) ) = @(n) n, unde @ este indicatorul lui Euler.
Olimpiada, Constanta 1988

Solutie : Reamintim ca dacd neN*, ¢(n) este numarul numerelor naturale mai
mici decat n si prime cu n §i ca D, este grupul izometriilor planului ce invariaza
. . . . . 2m
poligonul regulat cu n laturi (neN*, n > 3). Daca p este rotatia de unghi — 1n
n

jurul centrului poligonului, iar & este simetria fatd de o axd de simetrie a
poligonului, atunci ord(p) = n, ord(e) = 2, p-e =&-p™" si grupul diedral de grad
neste Dy={e, p, p° ., p L € &P, EP% ey & p T

Reamintim de asemenea ca daca (G, - ) si (G’ -) sunt grupuri, feste un
morfism injectiv de grupuri si ae@G, atunci ord(a) = ord(f(a)), ord(ak)

S , unde m = ord(a).

(k,m)
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Revenind la solutia problemei, pentru ca fe Aut(D,) sa fie bine definit,
este suficient sd stim cum actioneaza asupra elementelor &, peD,, .
Fie k, pe{0, 1}, s, te {0, 1, ..., n—1}, astfel incat f(p) =¢e“p' si f(g) = e™p".
Presupunem ca t = 0 si deci ca f(p) = ", asadar sau f(p) = e, ceea ce
contrazice injectivitatea lui f, sau f(p) = €, imposibil, pentruca p si € nuau
acelasi ordin.
Asadar t# 0. Presupunem k # 0 si deci f(p) = &-p' . Dar &-p' este o simetrie, deci
are ordinul 2, iar f(p) are ordinul n, contradictie.
Asadar,k=0si f(p)=p',cu te{0, 1, ..,n-1}.

Mai mult, ord( p') = “L) si cum ord(p) =n = ord( f(p) ), rezultd cd (t,n) =1
,n

si

deci existda ¢(n) posibilititi pentru a alege f(p) (1)

Pentru ca f(€) sa aiba acelasi ordin cu ¢, care este o simetrie, trebuie ca f(€) sa

fie tot o simetrie, deci de forma f(g) = &-p°, cu s€ {0, 1, ..., n—1}. Existd deci n

D,.
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6. Congruente pe grupuri. Grupuri cat. Teoreme de izomorfism
6.1. Relatii de echivalenta definite de subgrupuri

Fie (G,) un grup si H <G o submultime. Pe multimea G definim

relatiile p,, c GxG si p,, € GxG prin:
def

(x,))epyox ' yeH
. def

(x.y)ep, <y eH

6.1.1. Propozitie. Relatiile p,, si p,, sunt relatii de echivalenti pe G
daca si numai daca (H,") este subgrup in (G,").

Demonstratie. Daca (H,) este subgrup in (G,) atunci ee H sau
x'xeH sau xx' € H deci (x,x)ep, si (x,x)ep,.

H este parte stabild deci dacd (x,y)ep, si (v,z)ep, atunci x'ye H
si y'zeH deci (x"'y)y'z)=x"zeH sau (x,z)ep, decirelatia p, este
tranzitiva (la fel si relatia p, ).

Daci (x,y)ep, atunci x'yeH care este subgrup si atunci
(x'y)"' =y 'xe H sau (y,x)ep, decirelatia p, este simetrici. In concluzie
relatia p,, este echivalenta pe G (la fel si relatia p), ).

Reciproc. Sa presupunem ca p,, este relatie de chivalentd si sd aratam
ca (H,)este subgrup in (G,’).

Din reflexivitatea relatiei p,,, (x,x)e H deci x 'x=1e€ H .

In loc de xe H putem scrie 1-xe H sau (l,x)ep,, si din simetria
relatiei p,, rezultd (x,])ep, sau x ' -lep, deci x' e H .

Daci xeH si yeH atunci x ' eH, (x"' ) ep,, (Ly)ep, si din
tranzitivitatea relatiei p,, rezulti (x™',y)ep,, sau xy e H . In concluzie H este

subgrup. Analog se arati ci din p, relatie de echivalentd rezulti H este
subgrup.

6.1.2. Definitie. Daca (G,) este grup si (H,) un subgrup al sau,
relatiile p,, si p,, se numesc relatiile de echivalentd induse de subgrupul 4 (la
stanga, respectiv la dreapta).

6.1.3. Observatie. a) Clasele de echivalentd pentru relatia p, sunt

X=x-H ={xh|he H},iar pentru relatia p,, sunt ¥'=H-x={hx|he H}.
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b) Intre clasele de echivalenti la stinga si dreapta existi bijectia
xH +> Hx , multimile cit G/p,, si G/p,, sunt cardinal echivalente.
¢) Daci H ={1} relatiile p,, si p, sunt relatiile de egalitate iar daci

H =G, relatiile p,, si p,, sunt relatiile universale,

6.2. Relatii de congruenta. Subgrupuri normale

Fie (G,)) un grup.

6.2.1. Definitie. O relatie de echivalentd pe G, pc GxG se numeste
relatie de congruenta pe G sau relatie de echivalenta compatibild cu structura de
grup daca din ipotezele (x,,x,)ep si (y,,y,)€p rezultd (x,-x,,y,-y,)€p.
Vom nota cu C(G) multimea congruentelor pe G.

6.2.2. Exemplu. Pe grupul (Z,+) relatia R={(x,y)eZxZ||x|=y|}
este o relatie de echivalentd dar nu o relatie de congruenta, dar relatia
p={(x,y)|| x siy au aceeasi paritate} este o relatie de congruenta.

6.2.3. Propozitie. Dacd pc GxG este o relatie de congruenta pe
grupul (G,) atunci:

1

.y ep.
b) Din (x,,x,)ep si (y,¥,)€p rezultd (x,y;,x,5;, ) €p.

a) Din (x,y) ep rezultd (x~

Dar:

a) Avem x 'px~' si xpy deci xx'px”'y sau lpx~'y. Din lpx~'y si
y'py~! rezultd y'1p(x7'y)y ™" sau y~'px~' sau x'py .

b) Din a) rezultd ci dacd (y,,y,)€p atunci (y;',y,')€p si adiugand
(x,,x,) €p rezultd (x,y;",x,v;") €p.

6.2.4. Observatie. Daca pc GxG este o congruentd pe G atunci clasa
de echivalentd in raport cu p a elementului neutru p{l) ={xeG|(x,))ep}=H
este un subgrup iar relatiile de echivalentd p, si p, definite de H sunt
p, =p, =p. Reciproca nu este adevirati, nu orice subgrup H <G determini

o congruenta pe G.
6.2.5. Definitie. Se spune ca subgrupul (N, este subgrup normal in

grupul (G,) daca xN = Nx pentru orice xe G .
({xg=geN}={gx|ge N}) sinotam N <G.

6.2.6. Propozitie. Daca (N, este subgrup in (G, atunci urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:
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a) (N, este subgrup normal in (G,) (N <G)

b) xNx' = N pentru orice xe G

¢) Relatiile de echivalentd induse de N,p, si p, coincid (p, =p)).

d) Multimile cat G/p, si G/p, coincid.

Demonstratie. a) <> b) xN = Nx daca si numai daca pentru orice g € N
existd g'e N astfel ca xg = g'x <> xgx~' = g' sau putem inversa g cu g'.

b)) xpy,yex'yeN < yexN

xpyy < yx ' eN < yeNx

deci p, =p, < xN=Nx,xeG.

oed) p,=pyi=8,xeGoGlp,=Glp,.

6.2.7. Observatie. a) Intr-un grup abelian orice subgrup este subgrup

normal.
b) Daca indicele subgrupului H in G este 2, [G: H]=2 atunci H este

normal in G.
([G:H]=2<G=HuUxH=HUHx cu x¢ H si cum xHNH = rezulta

xH = Hx .) .

C) In grupul permutarilor (S,,0) subgrupul altern
A ={ceS, |sgnc=1} este normal.
(S,=4,91, unde I, ={ceS,|sgnc=-1}, daca t este o transpozitie atunci
I,=4,o6=0c04, deci A, este subgrup de indice 2.)

d) Centrul unui grup G, Z(G) este subgrup normal in G.

Legatura dintre subgrupurile normale si congruente este datd de
urmatoarea afirmatie:
6.2.8. Propozitie. Relatia de echivalentd pc GxG pe grupul G este o

congruentd pe G dacd si numai daca existd un subgrup normal N <G astfel ca
P=Py-

Demonstratie. Daca  peC(G) este  congruentd, definim
N=p()={xeG|xpl}={xeG|lpx}. Aratam cd N <G sicd p=p, .

Daca x,ye N atunci xpl, ypl deci xypl sau xy € N . Din xpl rezultd
x~'pl™' =1 deci x™' € N, in concluzie (N,) este subgrup in G.

Pentru a arata ca N este subgrup normal trebuie verificatd egalitatea
xNx™' = N . E suficient si aritim ci pentru orice x€ G si orice ge N =p(l)

elementul xgx™' € p(l).

66



Avem xpx, gpl, x 'px”" din care rezulti xgx 'pxx~' =1. Pentru a arita

cd p=p, =p, observim ci
xpyy e xyeN=p(l) = (v pl < xy” ypy < xpy

si analog xp, y < xpy.

Reciproc. Dacd N < G ardtam ca p, este congruenta pe G. Avem
X,pyX, & X 'x, e N x, ex, N
WPy, & ¥, €y N siatunci
X, Y, = (5 N))N) =x,(Ny, )N =x,(y,N)N = (x,y, )N
deci x,y,p X, ¥, -

6.2.9. Observatie. Functia F':C(G) = S, (G) (S, (G) este multimea
subgrupurilor normale 1n G) definitd prin F(p)=p({l) cu inversa
F™:5,(G)—> C(G), F'(N)=p, realizeazi o corespondentd biunivoca intre

congruente si subgrupuri normale.

6.3. Nucleul unui morfism. Grupuri cat

Fie (G,) si (G',-) doud grupuri si f:G — G' un morfism de grupuri.

6.3.1. Propozitie. Daca f:G — G' este un morfism de grupuri atunci
multimea ker f ={xeG|g(x)=1'} este 1' este elementul neutru al grupului
(G',"), este un subgrup normal in G numit nucleul morfismului f.

Demonstratie. Dacd x,yeker f atunci f(1)=1' sau f(yy')=1" sau
S =1"sau f(y")=1"deci y' ekerf si
fOy ™) =) () =1"1=1 deci xy' eker f.

Daca xe G, geker f atunci
fGgx ™) =f)f(@f ()= f) 1 f(x) =) f(x) = f()(f(x) " =1'd
eci xgx~' eker f, ceea ce arati ci grupul ker f este normal in G.

6.3.2. Observatie. Se stie cd pentru orice functie f:G — M relatia
Kerf ={(x,y) e GxG| f(x)= f(y)} reprezinta o relatie de echivalenta pe G.

6.3.3. Propozitie. Dacd f:G — G' este morfism de grupuri atunci
relatiile p,, . si Kerf coincid.

Demonstratie. Avem

(x,y)eKerf & f(x)=f(W) & fO)Sf() " =T
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S )= fy)=lI'exy " cker [ < (X)) €Ps = Prars-

6.3.4. Observatie. Dacd f:G — G' este un morfism de grupuri atunci
relatia Kerf este o congruenta pe G.

6.3.5. Propozitie. Daca (N,) este subgrup normal in grupul (G,)
atunci pe multimea cat G/p, =G/p,. se poate defini o structurd de grup
defininf operatia pe clase: X-y=x-y, x,y€G.

Demonstratie. Mai intai sd aratam cd operatia este bine definitd, adica
dacd x,,x, €x si y,,y, €y atunci x,y, =x,y, =xy, ceea ce rezultd usor pentru
cd relatia p, este congruentd. Se verificd usor cd elementul neutru al grupului
(G/py,) este 1= N, operatia este asociativa, inversul lui £ este (%)™ =(x™).

6.3.6. Definitie. Daca N este subgrup normal in G, grupul (G/p,,) se

numeste grup cat si se noteazd G/ N .
6.3.7. Observatie. a) Functia p, :G—>G/N, p,(x)=x=xN = Nx se

numeste proiectia canonica si este un morfism surjectiv de grupuri pentru care
nucleul kerp, =N .

b) Orice subgrup normal este nucleul unui morfism de grupuri.
6.3.8. Exemple. Dacd G =(Z,+) si N =(nZ,+) atunci grupului Z/nZ
este grupul (Z,,+) al claselor de resturi modulon. (ne N, n>2).

6.4. Teoreme de izomorfism

6.4.1. Teorema. Daca f:G — G' este un morfism surjectiv de grupuri
atunci grupurile G/ker f si G' sunt izomorfe.
Demonstratie. Consideram diagrama:

G »>G'

Gl/ker f
unde p:G —> G/kerf este proiectia canonica p(x)=x si definim
f:Glker f > G' prin f(%)= f(x) (astfel ca diagrama si fie comutativa,

adici f=fop).
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Ardtim ci functia f este bine definiti (nu depinde de alegerea
reprezentantului intr-o clasi) si ca functia f este izomorfism de grupuri.

Daci %, =%, atunci f(x,) = f(x,) deci f(%)=f(%,).Avem

JGE-N=f)=f) =) =fRDf(D)
f(fcl) = f_(fcz) < fx)=f(x) < f(xlxz_l) =T
xx, ekerf < % =3%,.

6.4.2. Observatie. Dacd f :G — G' este izomorfism de grupuri atunci
grupurile G/ker f si f(G) sunt izomorfe.

6.4.3. Teorema. Daca f:G — G' este un morfism surjectiv de grupuri
si H este subgrup normal in G atunci f(H) este subgrup normal in G' iar
grupurile G/H si G'/ f(H) sunt izomorfe.

Demonstratie. Daca y € G' si f este surjectiva, existd x € G astfel ca
f(x)=y. Avem xH = Hx deci f(xH)= f(Hx) sau f(x)f(H) = f(H)f(x)
adica yH'=H'y,yeG' unde H'= f(H), deci f(H) este normal in G".

f

G > G
pl
. g
f
G/H » GYf(H)

Notam proiectiile canonice p:G—>G/H, p(x)=x=xH si
p:G'—>G'/f(H), p()=y=yf(H). Functia g=p'of:G—>G'/ f(H) este
compunere de morfisme surjective, deci morfism surjectiv, pentru care putem
aplica teorema 1 de izomorfism §i avem:

Gl/kerg~G'/ f(H)

Rémane sa aratam ca kerg = H .

Avem xekerg < g(x)=1'e p'(f(x) =1'e f(x)=1<
f(x)eH'< f(x)e f(H)y<xeH

Ultima echivalenta trebuie justificatd: dacd prin absurd ar exista
xeG\H astfel ca f(x)e f(H) atunci fie he H astfel ca f(x)= f(h) <
fxhY=1oxh ekerfcH (f'({I'"Y) < f(f(H))) siatunci xh'he H
deci xe H .
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Probleme rezolvate

R6.5.1. Fie f:G — G' un morfism de grupuri. Sa se arate ca:
a) Daci K <G" atunci f(K)<G.
b) Daca f'este surjectivsi H <G atunci f(H)<G".
c¢) Daca f'este surjectiv, aplicatia H — f(H) realizeaza o bijectie Intre
multimea subgrupurilor normale din G care contin ker f* $i multimea
subgrupurilor normale din G'.

Solutie. a) Daci x,y e ' (K) atunci f(xy™")= f(x)(f(¥)" €K deci
xy e fT(K), f(K) este subgrup.

Dacid xe G si he f(K) atunci

S = F SN () = vhy €K

deci xhx' e f7'(K) siastfel f'(K) este normal in G.

b)Daci z,ue f(H), z=f(x),y=f(»),x,ye H atunci xy~' € H,
f(xy™e f(H) sau zu™ € f(H) deci f(H)<G'.

Pentru a ardta normalitatea lui f(H) 1In G'trebuie sa folosim ipoteza
surjectivitatii lui f (altfel f(H) este normal doar in f(G)). Pentru z e G' si
ke f(H) exista xe G si he H astfelca f(x)=z si f(h)=k.Cum H este

normal in G rezultd xhx™' € H deci f(xhx™')e f(H) sau zkz™' € f(H), deci
f(H)<G'".

¢) Vom arata mai intai ca daca f este surjectiv, atunci aplicatia
H v f(H) realizeaza o bijectie de la multimea subgrupurilor lui G care contin
ker f la multimea tuturor subgrupurilor lui G".

Fie K <G'. Ardtdm ca existd un unic subgrup H < G astfel ca
ker f < H si f(H)=K .Mai intai aratam unicitatea: daca ker f <H <G si

f(H)=K aratimci H = f'(K).Pentru he H, f(h)e f(H)=K si

he f7(K) deci H< f'(K).Reciproc, fie xe f'(K), deci

f(x)eK = f(H),existda he H astfel ca f(x)= f(h),deci xh™' eker f c H
si x=(xh"")he H in concluzie H = f(K).

Fieacum H = f'(K). Stimcd H <G sidaci x eker f avem
f(x)=1'eK deci xe f'(K)=H,adica ker f < H . In fine, daci x € H avem
f(x)eK ,deci f(H)c K . Reciproc, daca ye K si y= f(x) atunci
xe f(K) deci y=f(x)e f(H),astfel f(H)=K .

R6.5.2. Fie (G,) un grup si AutG grupul automorfismelor lui G, iar
IntG ={f, € AutG| f,(x) = gxg~',x € G} multimea automorfismelor interioare.
Sa se arate ca G/Z(G) = IntG . (Z(G) este centrul grupului G).
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Solutie. Consideram functia F :G — IntG, F(g)= fg . Se verifica
faptul ca F' este morfism surjectiv de grupuri. Avem
kerF'={geG|f, :lg}z{geG\gxg_1 =x,xeG}=
={geCG|gx=xg,xeG}=2Z(G).
Conform teoremei de izomorfism
G/ Z(G)= IntG
(izomorfismul este gZ(G)H f,).

R6.5.3. Fie GL,(R) grupul general liniar (al matricelor nesingulare) si
SL,(R) grupul special liniar (al matricelor cu determinantul 1). Sa se arate ca
SL, (R) este subgrup normal in GL (R) si

GL,(R)/SL,(R)~R"
Solutie. Consideram functia determinant:
det:GL,(R) >R’
si din det(AB) =det(A)det(B) rezulta ca este morfism de grupuri (surjectiv).
Nucleul sau este ker(det)={4 e GL, (R)|det4=1}=SL (R), care fiind nucleul

unui morfism este subgrup normal si se aplica teorema de izomorfism.
Observatie. In GL,(Z,) unde p este prim avem:

GL,(Z,)/SL,(Z,)~Z,
R6.5.4. Sa se arate ca daca m, n sunt numere naturale prime intre ele atunci
Z,6 ~1, xZ,.

Solutie. Consideram functia f:Z —>Z, xZ, , f(x)=(xX,X),unde am

notat Z, = {6,T,...,ﬂ} st Z, = {f),i,...,n—l}. Avem
Sx+y)=(x+y,x+y)=(x+y,2+)) =X+, 0) =)+ f(»)
deci f este morfism de grupuri.

Aratam ca f'este surjectiva: fie (,2) € Z, xZ, aratdm ca existd x € Z
astfel ca f(x)=(y,2) sau m|(x—y),n|(x—z) sau x=y+km si x=z+k,n,
deci trebuie aratat ca exista k,k, astfel ca y+km=z=k,n sau
yv—z=k,n—km.Dar se stie ca daca (m,n) =1 atunci orice numar (in
particular y —z) se poate reprezenta sub forma an+pm, cu a,B € Z (in cazul
nostru o =k, , B =—k,). Din teorema de izomorfism:

Z/kerf~Z XZL,.

Determindm ker /. Daca x € ker f atunci f(x)= (6,()) sau
(x,x)= (6,()) deci m|x si n|x deci [m,n]|x dar din (m,n)=1 rezulta
[m,n]=mn deci ker f =mnZ siatunci Z/mnZ =17, .

R6.5.5. S se arate cd C /U ~R’, si C' /R’ ~U (unde U este cercul
unitate).
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Solutie. Definim functia f:C" — R, f(z)= z| (modulul lui z) care
este morfism surjectiv si ker f ={zeC"||z|=1} =U deci C' /U =R

. o . ® * z . .
Consideram functia g:C > C , g(z)= m care este morfism cu imaginea
z

Img=U sinucleul kerg ={zeC"|z=z|} =R . Din teorema de izomorfism:
C /R =U.
R6.5.6. Pentru un numar prim p si un numadr natural » definim grupurile
C, ={zeC|z” =1}, subgrupuri in C" si definim C . = JC , .

neN
Sa se arate ca:

a) pr este subgrup in C".
b) Orice subgrup propriu al lui pr este ciclic, de forma Cp,, .
c)C./C,=~C,.
p p p
Solutie. a) Avem Cpo c Cp1 c sz c..C Cp,, C ... din care se arata usor

ca gCPn este grup.

b) Orice element al grupului pr este de ordin finit, ordinul sau fiind de
forma p",neN.

Fie H un subgrup in pr . Daca H contine un element x de ordin p”
atunci x,x>,x°,....x",...,x” sunt distincte, toate din Cp,, in numar de p” si deci
(x)c H sau C o C H si atunci daca ordinele elementelor lui H formeaza o
multime infinitd H = pr . Dacd aceasta multime este finita, atunci fie p”
ordinul maxim al unui element din H, avem H = Cpn .

c¢) Definim functia f: pr - Cpx , f(z)=z"" sise verifica faptul ci f
este morfism surjectiv:

F(C,)=C, =i}, f(CL.)=f(C ) f(C.)=C ...
si ker f = Cpn , deci din teorema de izomorfism
Cpm / Cpn ~ Cpm

73



7.Grupuri de transformari geometrice
7.1. Planul euclidian. Modele geometrice si algebrice

Studiul geometriei planului euclidian este greoi dacd ne marginim la
definitia axiomaticd a geometriei euclidiene plane. Folosirea unor metode
algebrice este Tn multe probleme mai clara si eficace. De aceea, in functie de
specificul problemelor, vom putea privi planul euclidian in mai multe moduri.

a) Axiomatic (de exemplu dupd axiomele Iui Hilbert), ceea ce
genereaza "geometria sinteticd".

b) Vectorial. Planul este privit ca multime de vectori, imaginea intuitiva
a unui spatiu vectorial real de dimeniune doi, V' ={av, +bv, |a,b R} cu v,,v,
vectori liniar independenti. In cele mai multe cazuri baza va fi {v,,v,} = {7, j} si
atunci planul este R>={v=xi+yj|x,yeR}. Acest mod de a privi planul
euclidian conduce la geometria vectoriala.

c) Analitic. Planul este privit ca multime de puncte, reprezentare
intuitivda a  produsului  cartezian RxR, deci planul este
R*={A(x,,y,)|x,,y,€R}. Acest mod de a privi planul, conduce la
geometria analitica.

d) Complex. Planul este privit ca imaginea intuitivd a multimii
numerelor complexe (planul complex) C={z=x+iy|x,y R}, unde i* =—1,
care conduce la geometria planului complex.

Ultimele trei moduri de abordare a geometriei euclidiene plane au
avantajul ca pot fi cu usurinta folosite multe rezultate si metode din algebra, dar
au si suficiente dezavantaje privind frumusetea, ingeniozitatea §i eleganta
solutiilor sintetice.

Legaturile intre cele patru modele ale planului euclidian sunt pe scurt
urmatoarele:

a)—b) Dacd in planul © alegem un punct fix O si doud puncte 4, B

necoliniare cu O atunci segmentele orientate OA si OB pot fi luate ca vectori
ce formeaza baza spatiului de vectori. Daca v, =04, v, = OB si uniformizim
distantele (definim ||v, |=d(O,B),||v, ||=d(0,B) ). Daca punctele 4, O, B sunt
luate astfel ca ZAOB=90° si d(O,4)=d(0,B)=1 atunci notim OA=1i,

OB = j si planul & devine R>={v=xi+ yj | x, ¥ € R} in care baza canonici

{i, ]} este ortonormata.
b)<>c) Avem
R’ ={(v=xi+y|xyeR}si R ={M(xy)|x,yeR}.
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Definim corespondenta R” = R? prin
V=xi+y > M, (x,y)eR’
Punctul M se numeste varful vectorului v .
Reciproc. De la R? la R? definim aplicatia
M(x,y)— 7, =xi +yj€R?,
vectorul 7,, se numeste vectorul de pozitie al punctului M.
¢) <>d) De la R? la C definim functia
F:R*>C, F(x,y)=z=x+iy,
cu functia inversi F':C >R, F'(z2)=F ' (x+iy) =(x,y) = (Rez,Imz).
De la modelele b), c¢), d) la modelul axiomatic a), retinem interpretarea
intuitiva a planului ca multime de puncte.
Toate notiunile geometriei: punct, dreaptd, segment, semidreapta, unghi,
masurd a unghiurilor, distantd, coliniaritate, concurentd, paralelism,

perpendicularitate, figuri geometrice sunt in corespondentd in cele patru
modalitati de a privi planul euclidian.

7.2. Principalele izometrii ale planului
7.2.1. Translatia

7.2.1. Definitie. Se numeste translatie in planul =n, orice functie
f:m— 7 prin care toate punctele planului se deplaseaza in aceeasi directie si

sens, cu aceeasi distantd intre punct i imaginea sa.
7.2.2. Observatie. a) Translatia priviti in planul de vectori R* este o
functie ¢, determinatd de un vector @ € R” fixat,
t :R>>R’, t.(v)=a+v, veR’.
b) Translatia priviti in planul punctual R® este o functie
‘R* 5> R?, T(xﬂjyo)(x,y) =(x+x,,y+y,), (x,y) € R*.
Relatiile

T

(x9.¥0)

Y'=Ey+y
se numesc ecuatiile translatiei. (Originea (0,0) este mutata in punctul (x,,y,) ).

X'=x+x
{ D Ty =)

75



c) Ca transformare geometrica, translatia invariazd distantele
(d(A,B)=d(t(A),t(B))), invariaza unghiurile, transformd drepte in drepte
paralele, cercuri in cercuri.

d) Compunerea a doua translatii este tot o translatie.

7.2.3. Propozitie. Multimea 7 a translatiilor planului n, formeaza un
grup comutativ (7,0) subgrup al grupului (S_,0) al bijectiilor planului 7.

Demonstratie. O translatie este evident o functie bijectiva, deci T S .

. -1
Avem f, ot =1, ot, =t, . si(t;) =1;.

7.2.2. Simetria centrala

7.2.4. Definitie. Se numeste simetrie centratd (fatd de punctul 4) o
functie s,:m— 7 care are un punct fix Aden (s,(4)=4), punct care este

mijlocul oricarui segment [M,M'] unde M'=s,(M).

7.2.5. Observatie. a) Daca privim planul ca multime de vectori,
simetria fatd de origine se defineste prin s,(v)=-Vv, iar simetria fatd de
punctul 4 (de vector de pozitie 7, ) este: s, :R* — R”

s,(v)=2r,-v, veR’

b) Ecuatiile analitice ale simetriei s, : R* — R” sunt

$4(6 )= (X)) cu x'=2x, —x si y'=2y,-y.

c) Simetria centrald este o functie bijectivd care pastreaza distantele,
unghiurile si este involutiva (s, o5, =1_sau s, =(s,)").

7.2.6. Propozitie. a) Compunerea a doud simetrii centrale (fatd de 4 si

B, A+ B) este o translatie (de vector BA ).
Dacad ¢, este o translatie si s, o simetrie centrald, functia compusd
t; os, este o simetrie centrala si avem:
lz08,=8,°l_5-
Demonstratie. a) s, 05,(V)=s5,(s,(v))=5,(2F, —V) =
=27, (27, V) =2BA+V =t _(¥) cu s,05,(7) =t (V).

b)Din ¢, (v)=a +V si s,(v)=2r, -V rezulta:

(t. o5, )(¥) =t (2F, V) =G +2F, —\7=2(%+7A]—\7=SA,(\7)
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_ _a _ a
unde 7, =—+7, sau AA4A'=—
2

. Analog se aratd ca s, of_; =5 .

(-a
O proprietate remarcabild a unor figuri geometrice este simetria lor.
7.2.7. Definitie. Dacd F este o figurd pland §i s, : m — © este o simetrie
centrald cu proprietatea s,(F)=F, se spune cd figura F este invariantd la
simetria s, sau ca figura /' admite punctul 4 ca centru de simetrie (figura F'

este central simetrica).

7.2.8. Exemplu. Un poligon regulat cu » laturi are un centru de simetrie
daca n este par si nu are centru de simetrie daca n este impar.

7.2.9. Propozitie. a) Daca F este o figura central simetrica fatd de
punctul 4 atunci figurile F, =FuUs ,(F) si F, =F s, (F) sunt figuri central

simetrice fata de punctul 4.

b) O figurd geometricd formatd dintr-un numar finit de puncte sau o
figura geometrica marginita, admite cel mult un centru de simetrie.

Demonstratie. a) Avem

s (F)=8,(FUs, (F)=s,(F)Us,(s,(F)=s,(F)VUF=F

si analog s ,(F,)=F,.

b) Daca prin absurd, figura /' ar avea doud puncte de simetrie 4 si B
atunci (s, os,)"(F)=F,neN". Dar 5,05, =t 81 (s4085)" =1 —, neN".
Pentru un punct MeF sirul de puncte (M,) .. definit prin

Py =T, +n .BA,n e N’ este format din puncte distincte (o infinitate) si este

nemarginit.
7.2.3. Simetria axiala

7.2.10. Definitie. Se numeste simetrie axiala (fatd de dreapta d) o
functie s, :m—m cu proprietatea cd mediatoarea segmentului [M,M'] cu

M'=5s,(M) este dreapta d pentru orice punct M € n. Dreapta d se numeste axa

de simetrie, iar punctul M’ se numeste simetricul lui M fata de d.

7.2.11. Observatie. a) In R* si R’ simetriile axiale fatd de drepte
arbitrare au ecuatii complicate. Dacd insd axa de simetrie este Ox sau Oy atunci
Soc(%, 1) =(=x,») si $,,(x,y)=(x,—y) iar fatd de prima bisectoare este
(%, ) =(1,%).

b) Orice simetrie axiald este o functie bijectiva, involutiva (s, os, =1_),

pastreaza unghiurile si distantele (este izometrie).
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7.2.12. Propozitie. Compunerea a doud simetrii axiale este:

- translatie, daca axele de simetrie sunt paralele

- simetrie centrald, daca axele sunt ortogonale

- rotatie, daca axele sunt concurente, neperpendiculare.

Demonstratie. (Indicatie) Se poate considera ca planul a fost raportat la
un reper astfel ca axele sa fie:

- paralele cu Oy

- axele Ox s1 Oy

- axa Ox si dreapta ce trece prin origine d, : y = (tgo)x.

7.2.13. Definitie. O figurd geometrica pland F pentru care existd o
simetrie axiald s, care o invariazd (s,(F)=F) se numeste figura cu axa de
simetrie (axial-simetricd) iar dreapta d se numeste axa de simetrie a figurii.

7.2.14. Exemplu. - Un triunghi isoscel are o axa de simetrie.

- Un poligon regulat cu # laturi, are n axe de simetrie (diagonalele mari
si mediatoarele laturilor daca n este par, mediatoarele laturilor dacd n este
impar).

7.2.15. Propozitie. Dacd dreptele d, si d, sunt axe de simetrie
neparalele pentru figura F atunci dreptele d,, =s, (d,) si d,, =s, (d,) sunt de
asemenea axe de simetrie ale figurii F.

Demonstratie. Daca MeF notam M, =s, (M),

M,=s,(M)=S, o5, (M), M,=5s, (M). Punctele M, M ,M,,,M, sunt in
Fiar M,, si M, sunt simetrice fata de d,, =s, (d,), deci d,, este axd de

simetrie.
7.2.16. Consecinta. Daca figura F are doar doud axe de simetrie, atunci
ele sunt perpendiculare.

7.2.4. Rotatia

7.2.17. Definitie. Se numeste rotatie in plan o functie R, :m— m care
admite un singur punct fix 4em §i pentru orice punct M unghiul orientat
ZLMAM' cu M'=R_ (M) are masura a.

Punctul fix 4 se numeste centru de rotatie iar unghiul o este unghiul de
rotatie (dacd o >0 rotatia se face in sens trigonometric iar dacd a <0 se face
in sens opus).

7.2.18. Observatie. a) In R’ rotatia de unghi o in jurul originii are
ecuatiile R (x,y)=(x',)") cu
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x' | cosa —sina || x
' |sina cosa y

{x’z xcoso — ysina

sau

y'=xsina+ ycosa

coso. —sino

matricea M, ={ } se numeste matrice de rotatie de unghi a.

sino. cosa
Rotatia in jurul unui punct arbitrar are ecuatiile:
X'=x,+(x—x,)cosa—(y—y,)sina
{y‘= Vo +(x—x,)sina+(y—y,)cosa
b) Cel mai comod se lucreazd cu rotatii in planul complex C. Daca
g=cosa+isino este un numar complex de modul 1, atunci functia R, (z) =€z

este rotatia de unghi o in jurul originii. Pentru un punct 4 din plan de afix
z , € C rotatia cu unghi o In jurul lui 4 este data de functia

R,,.C>C,R, (2)=z,+e(z—z,).

In particular functia f:C — C, f(z)=iz realizeazi o rotatie cu unghi
T, . D
5 in jurul originii.

c) Orice rotatie este o functie bijectiva iar inversa este rotatie in sens
opus. Rotatiile sunt izometrii ale planului.
7.2.19. Propozitie. Multimea rotatiillor R, de centru dat Oen

formeaza un grup comutativ (R, ,0) .
Demonstratie. Este suficient sd ardtdm ca (R,,o) este subgrup in grupul
bijectiilor planului (S, ,°). Avem R, oR; =R;°oR, =R, ¢ si (R)"'=R_,.
7.2.20. Observatie. Un subgrup remarcabil al grupului rotatiilor de
centru O este subgrupul R ={R ,R..,R..,....R. .}, subgrup de ordin n,

izomorf cu grupul radacinilor de ordin # ale unitatii in C.

7.2.21. Propozitie. a) Orice rotatie se poate obtine prin compunerea a
doud simetrii centrale (una din axe poate fi fixatd in mod arbitrar din multimea
dreptelor ce trec prin centrul de rotatie).

b) Compunerea dintre o translatie si o rotatie este o rotatie.

¢) Multimea tuturor translatiilor si a tuturor rotatiilor formeaza un grup

(T U R,0), subgrup de izometrii ale planului.
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Demonstratie. a) Daca alegem doud drepte d,,d, ce trec prin A4 si
o .
Zd,,d, =5 atunci s, os, =R,

b) Lucrdam in planul complex: fie 7=t (z)=z +z o translatie si
R=R, ,(z2)=z,+¢&(z—z,) orotatie.
Avem  (toR)(z)=(z,+z,)+e(z—z,). Punctul fix al acestei

. z
transformari este z, cu (toR)(z,)=2z,, z,=2z, +1—1

, deci putem scrie

(toR)(z)=2z,+e(z—2z,) care aratd ca toR este o rotatie de acelasi unghi a in
jurul punctului z,.

Pentru compunerea inversa avem
(Rot)(z2)=z,+e(z+z —z)) =2z, +€(z,—z,) +€z.

> . .
Punctul fix este z; =z, Jrl—z1 s1 putem scrie
—£

(Rot)(2)=2z;+€(z—2z;).

¢) Urmarind demonstratia punctului b) rezultd cd pentru orice doua
puncte 4,,A4,, orice rotatie in jurul lui 4, poate fi obtinuta prin compunerea
unei rotatii In jurul lui 4, cu o translatie (rotatiile pot fi mutate in origine).

Daca f,g €T UR considerdm cazurile

c1) f,geR, f=R,g=R,. Fie 4, centrul de rotatie pentru R, si R,
rotatia in jurul lui 4, obtinutd din R, compusi cu translatia R, =¢oR,. Avem
fog=toR oR, =toR, care este o rotatie.

c2) f€R st geT . Conform propozitiei anterioare fog si go f sunt
rotatii.

c3) f,geT,atunct fogeT.

Mai avem: (fog)'=g'of" si din f,geTUR rezulti
(fog)'eTUR.

7.2.22. Definitie. O figurd geometrica pland F pentru care existd o rota-

. . 27 . . g . . .
tie de unghi oo =— care o invariaza, se numeste figura cu simetrie de ordin #.
n

7.2.23. Observatie. ® O figurd care admite simetrie de ordin par,
admite centru de simetrie.
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e O figura care nu se reduce la un punct si care este invariantd la o

: . o P
rotatie de unghi o cu —e R\Q are o multime infinitd de puncte (punctele
T

R'"(M)=M,,neN sunt distincte si formeazd o multime densd pe cercul cu

centrul in centrul de rotatie O si raza OM).

7.2.24. Observatie. In geometria euclidiani plani mai sunt si alte
transformdri geometrice importante, cum ar fi omotetiile si inversiunile.
Acestea nu sunt izometrii dar si ele fatd de compunerea functiilor determina
structuri algebrice de grup. Multimea omotetiilor de pol O si a inversiunilor de
centru O formeaza un grup numit grupul conform al punctului O.

7.3. Izometriile planului euclidian

7.3.1. Definitie. O functie f:m—>7m se numeste izometrie sau
transformare ortogonald, daca pastreaza distantele:
d(4,B)=d(f(A),f(B)), pentruorice A,Bem.
Multimea izometriilor o notam /.
7.3.2. Propozitie. Orice izometrie este o functie bijectiva, iar inversa
este tot o izometrie.
Demonstratie. Dacd f(A4)= f(B) atunci
d(4,B)=d(f(4), f(B)=0
deci 4= B (functia f este injectiva).
Pentru a demonstra surjectivitatea, consideram ABC un triunghi si fie
A'= f(A), B'= f(B),C'= f(C). Triunghiul AABC si AA'B'C’ sunt congruente.
Fie Y e, vom arata ca exista X en astfel ca f(X)=Y. Daca Y nu este pe
dreapta A'B' luam Y’ simetricul lui Y fatd de A'B’ si consideram punctele X, X’
astfel ca AAXB=AA'YB'si AAX'B=AA'Y'B'.
A A
.X Y

M C M C'
Avem: f(X)e{l,Y'}, f(X)e{l,Y'}. Daca f(X)=Y atunci
f(X")=Y'sidacd f(X)=Y"atunci f(X")=Y.
Pentru functia inversa avem:
d(A,B)=d(f(f7 (). f(f(B))=d(f (4. (B))

deci /' este izometrie.
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7.3.3. Propozitie. In raport cu compunerea functiilor, multimea
izometriilor (/,0) formeaza un grup, subgrup al bijectiilor planului.

Demonstratie. Pentru orice multime M se defineste grupul simetric al
multimii M, S(IM)={f:M — M | f S(M) bijectivd} si (S(M),°) este grup.

Este suficient sd aratam ca (/,0) este subgrup in (S(m),c). Daca
f,g el atunci
d((f = g)(A),(f > g)B))=d(f(g(4)),[(g(B))=d(g(4),g(B))=d(4,B).

Am aritat cidacid fel atunci f ' el.

Se defineste segmentul [ 4, B] astfel:

[A,B]={M en|d(A,M)+d(M,B)=d(A4,B)}

si se poate arata:

7.3.4. Propozitie. Daca f :m — m este o izometrie atunci:

a) Un segment [ 4, B] este dus in segmentul [ f(A4), f(B)].

b) O semidreapta [ 4, B este dusa in semidreapta [ (A), f(B).

c) O dreapta AB este dusd in dreapta f(A4) f(B).

d) Un unghi Z40B este dus in unghiul Zf(A4) f(O) f(B) si masurile lor

sunt egale.

e) Un cerc C(O,R) este dus in cercul C(f(O),R) si discul este dus in
disc.

f) Un semiplan limitat de dreapta 4B este dus intr-un semiplan marginit
de dreapta f(A)f(B).

g) Douad drepte paralele sunt duse in doua drepte paralele.

O importanta deosebitd in studiul izometriilor planului o au punctele
fixe si figurile invariante.

Fie F < n o multime de puncte (numitd figurd geometrica) si f :nm—> 7
0 izometrie.

7.3.5. Definitie. Se spune ca figura F' este invarianta la izometria f sau
ca izometria f invariaza figura F' daca f(F)=F . Dacd F ={A} se spune ca
punctul 4 este punct fix pentru f.

7.3.6. Propozitie. Daca F' — © este o figurd geometrica pland si notdm
cu S(F)={fel|f(F)=F} atunci (S(F),c) este un subgrup al grupului
izometriilor planului, numit grupul de simetrie al figurii F.

7.3.7. Observatie. Multimea punctelor fixe ale unei izometrii f poate fi:

a) multimea vida (translatiile)

b) un punct (rotatiile)

¢) o dreapta (simetriile axiale)
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d) tot planul (aplicatie identica).

Clasificarea izometriilor planului se face urmand ideile din urmatoarele
afirmatii:

7.3.8. Propozitie. Doud izometrii f,, f, care iau valori egale in trei
puncte necoliniare date, sunt identice.

Demonstratie. Functia f = f; o f, are trei puncte fixe 4, B, C. Dreptele

AB, BC, CA sunt duse identic in AB, BC, CA deci sunt formate din puncte fixe.
Dreptele MN cu M € AB, N € BC genereaza intreg planul si MN este dusa

identic in MN, deci tot planul este format din puncte fixe pentru f.

7.3.9. Propozitie. Daca triunghiurile AABC si AA'B'C' sunt congruente
atunci existd o izometrie f:m— 7 cu proprietatea f(A4)=A4"', f(B)=B" si
f(O)=C".

Demonstratie. Daca definim f(A4A)=4"', f(B)=B', f(C)=C", f se
prelungeste unic la izometria pe punctele M € AB si pe punctele N € BC, iar
apoi unic pe punctele dreptelor MN.

7.3.10. Teorema de structura a izometriilor planului

Fie f:m— m este o izometrie a planului 7.

a) Daca f are cel putin trei puncte fixe necoliniare atunci f este aplicatie
identica f=1_.

b) Daca f are cel putin doua puncte fixe 4, si 4, atunci f=1_sauf
este simetrie axiala fatd de dreapta 4,4, .

c) Daca fare cel putin un punct fix 4, atunci f =1_sau f'este o simetrie
axiald fatd de o dreaptd ce trece prin 4, sau f'este o rotatie in jurul lui 4, .

d) Orice izometrie f este de forma f =Rot sau de forma s, o¢ unde R
este o rotatie, ¢ o translatie 1 s, o simetrie axiala.

Demonstratie. a) Dacd prin absurd existd Ben cuf(B)=B'#Bsi
A, 4,, A, sunt punctele fixe necoliniate atunci

d(4;,B)=d(f(4,),f(B))=d(4,f(B)=d(4,,B)
deci punctele A4,,4,,A4; sunt pe mediatoarea segmentului [B,B'], adicd sunt
coliniare.

b) Daca existd Ben cu f(B)=B'#B atuncicalaa), 4, si 4, sunt pe
mediatoarea d a segmentului [B,B']. Pentru izometria s, o f punctele B, 4,, 4,
sunt puncte fixe necoliniare deci s, 0 f =1,, f =s,.

c) Daca f#1_, f(B)=B'#B si d este mediatoarea segmentului
[B,B'], functia g=s,0 f are puncte fixe pe 4, si B si conform punctului b)
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avem g=1_sau g=s, unde d, este dreapta 4 B. Daca s, f =1, atunci
S =5, sidacad s,of=s, atunci f=s,0s, =R (compunerea a doua simetrii
axiale este o rotatie).

d) Fie AABC un triunghi cu d(4,B)#d(A,C) si A'= f(A), B'= f(B),
C'= f(C). Triunghiurile AABC si AA'B'C' sunt congruente.

Dacad translatdm triunghiul ABC astfel ca 4 sd ajungd in A’ i notdm
t(A)=A",t(B)=B",t(C)=C" atunci triunghiurile A4'B'C"' si AA"B"C" sunt
congruente. Ele pot fi suprapuse sau printr-o rotatie in jurul lui A'= A" sau
printr-o rotatie in jurul lui A'= A" sau printr-o simetrie fatd de dreapta d

mediatoarea segmentului B'B".

C
B"

A=A B

7.4. Interpretari geometrice ale unor grupuri remarcabile

Numeroase grupuri abstracte au interpretari geometrice interesante, ele
fiind grupuri de simetrie ale unor figuri geometrice plane sau din spatiu. Vom
da cateva exemple des intalnite.

7.4.1. Interpretarea grupurilor ciclice

Orice grup ciclic este izomorf sau cu (Z,+) sau cu (Z, ,+), neN,
n>2. Pentru o interpretare a grupului (Z,+) considerdam figura geometrica

formata din punctele unei drepte ce determind o diviziune echidistanta (de
exemplu punctele de pe axa Ox de coordonate (abscise) numere intregi). Deci

F={4, |keZ}. Avem m=\7,keZ si pentru orice k €Z, figura F este
invarianta la translatia ¢,,. Multimea tuturor acestor translatii ({z,; |k € Z},o)
formeaza un grup izomorf cu Z. (¢, 04, ; =1 1)) -

In concluzie (Z,+) este grupul translatiilor unei diviziuni
echidistante a unei drepte.
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Pentru  grupul ciclic (Z,,+) folosim  grupul  izomorf
(U,,)={zeC|z" =1} al radacinilor de ordin » ale unitatii. Avem
U,= {sk = cos@ﬂ'sinﬁﬂc = O,n—l}
n n

si corespunzator notdm R = {R.. |k =0,n—1} multimea rotatiilor cu unghiurile

2n ., 21 2n . C - .. .
{0,—,2-—,...,(;1 —1)—} in jurul originii. Am vazut cd orice astfel de rotatie
n n n

este R,.(z)=¢,z,k=0,n—-1 si grupurile (R ,0) si (U,,) sau (Z,,+) sunt

izomorfe. Pe de alta parte, daca notdm cu 4,,4,.,...,4, varfurile unui poligon

regulat cu centrul O, este evident cd acesta este invariant la orice rotatie
ReR,. In concluzie (R, ,0) este grupul rotatiilor unui poligon regulat cu n

laturi, deci orice grup ciclic finit este grupul rotatiilor unui poligon regulat.
7.4.2. Grupul lui Klein

Consideram un dreptunghi ABCD care nu este patrat. Vom ardta ca
grupul Klein (K, ,0) este grupul de simetrie S(F) unde F ={A4,B,C,D}. Orice
izometrie duce puncte diametral opuse in puncte diametral opuse.

Ad>
D C

A B

Daca f(A)=C atunci f(C)= 4, f(B)e{B,D}, f(D) € {B,D} pentru
cazul f(B)= B obtinem contradictia
d(4,B)=d(f(4),f(B))=d(C,B)
deci obtinem doar situatia f(B)=D si f(D)=B care este simetricd fatd de
centrul dreptunghiului.
Daca f(A4)=4 atunci f(C)=C, f(B)e{B,D}, f(D)e{B,D}. Pentru
cazul f(B)= D obtinem contradictia
d(4,B)=d(f(4),f(B))=d(4,D)
ramane doar cazul f(B)= B, f(D)=D siobtinem f =1_.
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Daca f(A)=B atunci f(C)=D si f(B)e{A,C}, f(D)e{A4,C}.

Pentru f(B) = C obtinem contradictia

d(4,B)=d(f(4),[(B))=d(B,C),
deci f(B)=4 si f(D)=C iar f=s, estesimetrica axiald fatd de dreapta d,
mediatoarea laturilor [AB] si [CD].

Daca f(A)=D seobtine [ =s, simetria fatd de mediatoarea celorlalte
laturi. In concluzie S(F)= {1554 554,,50} - Se observa facand tabla Cayley de
compunere a grupului S(F) cd (S(F),0) = (K,,°).

K,={l,a,b,c| a*=b*=c"=1}

O posibila generalizare este urmatoarea:

Considerdm grupul Z,xZ, x...xZ, =75, izomorf cu grupul partilor
unei multimi cu # elemente (P(a,,a,,...,a,),A) (operatia de diferentd simetrica
AAB=(AUB)\(ANB)).

In caz particular n=2, K, ~Z, xZ, .

In cazul n=3 se considerd ca figurda F o prisma dreptunghiulara
dreaptd. Grupul sdu de simetrie este format din trei simetrii fatd de plane
paralele cu fetele, simetrii axiale, fata de drepte paralele cu laturile, simetria

centrald fatd de centrul figurii si aplicatia identicd, deci acest grup are opt
elemente s1 S(F)~Z,xZ,xZ,.

7.4.3. Grupul diedral

Am vazut cd rotatiile care invariazd un poligon regulat cu n laturi
formeaza un grup de ordin n, dar mai sunt si alte izometrii care invariaza acest
poligon. In general grupul diedral D, este grupul simetriilor unui poligon

regulat P, deci D, =S(P,).

Dacd R, este grupul rotatiillor atunci R, <D, si deci
P =[4,,4,,..,4,] pentru orice f €D, cu f(4,)= A, existd o rotatie R astfel
ca foR(A,)=4,,deci putem sd ne rezumam a cauta doar izometriile care au pe
A, capunct fix.

Daca r=2k si f(A4)=4, atunci f(4,,)=4,, (din conditia de
izometrie doud puncte diametral opuse sunt duse in puncte diametral opuse.
Punctele cele mai apropiate de A4, sunt A4, si A4, , deci f(4,)e{Ad,,4,},

f(4,,)=1{4,,4,,}. Daca f(4,)=4, s1 f(4,,)=A4,, se deduce f=1_. Daca
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f(4,) =4, s f(4,,)=4, se deduce f=s, este simetria fatd de dreapta
A A,,, . Se obtine 2n =4k izometrii
{R,R,,...R ,R, 08, Ry 08,5 R, °Sd1} =S(P)=D,.

. . 2T . 9 . -
Daca notam cu R rotatia de unghi — si s simetria fatd de o diagonala
n

atunci D, este grupul generat de r si s ca subgrup al grupului izometriilor
planului

D, = {l,r,rz,...,r”_l,s,r-S,rzs,...,rk_ls}
sau D, ={x,y) unde x" =1, y* =1 si xy=yx~' (are un generator de ordin n, un
generator de ordin 2 si o relatie de "comutare" (xy = yx')).

Dacd n=2k+1 este impar s1 f(4,)=4, atunci f(4,)e€{A4,,4,,} si
f(4,.,)e{4,,4,,,} fiind punctele cele mai departate de 4,. Rationand analog
se deduce ca daca f(4,)=4, st f(A.)=4,, atunci f=1_1iar dacad
fA4)=4,, st f(4,.,)=4, atunci f=s, este simetria fata de mediatoarea
segmentului [4,,4,, ] (care trece prin 4, ). Obtinem tot un grup cu 2n

elemente.

Se stie cd un grup este un grup de permutdri, subgrup intr-un grup de
bijectii. Este usor de ardtat ca grupul diedral D, este izomorf cu subgrupul lui
(S,,0) generat de permutarile

1 2 3 ... n-1 n . 1 2 3 ... n-1 n
c= sI 1=
2 3 4 .. n 1 Il n n-1 ... 3 2
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Probleme rezolvate

R7.5.1. Sa se determine grupurile de simetrie pentru urmatoarele figuri
geometrice plane:

a) triunghi

b) trapez

¢) paralelogram

d) romb

e) dreapta.

Solutie. a) Fie triunghiul AABC. Daca triunghiul nu este echilateral sau
isoscel si a>b>c punctele cele mai departate B si C (in care se realizeaza
diametrul multimii) sunt duse 1n B sau C, iar cele mai apropiate 4 si B in 4 sau
B. se obtine f(4)=4,f(B)=B,f(C)=C, deci f=1_ s atunci
S(AABC)={1_}.

Daca triunghiul A4BC este isoscel b=c atunci din d(4,B)=d(4,C)
rezultd  d(f(A),f(B)=d(f(4),/(C)) deci f(d)=4 si f(B)e{B,C},
f(C)e{B,C}. Daca f(B)=B si f(C)=C atunci f=1_1iar daca f(B)=C
si f(C)=B atunci f=s, unde d este mediatoarea laturii [BC], deci
S(AABC)={1_,s,} . Daca triunghiul este echilateral, suntem in cazul particular
al unui poligon regulat cu 3 laturi deci S(A4BC) = D, care are 6 elemente.

b) Fie T trapezul ABCD cu bazele AB||CD,d(A,B)#d(D,C), de
exemplu d(A4,B)>d(D,C). O functie f € S(T) este in particular o izometrie a
planului, deci duce drepte paralele in drepte paralele si atunci
f(A)e{d,B}, f(B)={4,B}, f(C)e{C,D}, f(D)e{C,D}. Daca trapezul nu
este isoscel avem f(A)=4, f(B)=B, f(C)=C, f(D)=D st S(T)={1,} iar
daca trapezul este isocel S(7') ={l,s,} unde s, este simetria fata de
mediatoarea laturilor paralele.

¢) S(P)={l,}

d) S(R) =K, (simetriile fata de diagonale, fata de centrul rombului si
simetria identica).

e) Dacd f(A)= A" atunci pentru orice cu d(4,B)=x notim cu B, si
B, cele doui puncte de pe d cu proprietatea d(A',B,;)=d(A4',B,) = x. Atunci
f(B)e{B,,B,}, cele doud variante dau o translatie sau o translatie compusi cu
o simetrie centrala, deci f'este de forma f =7, sau f=u, cut,(V)=a+Vv si
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u.(vy=a-v.Avem: S(d)=1{t.,u.|a R} (avem u,_ ouy =t

a-b’
Uz oly =u, 5, Iy

R7.5.2. Sa se arate ca dacd d,,d,,d, sunt drepte concurente atunci simetriile

ou; =u_ sl t;ot; =t -),sau s(d)*RxZ,.

axiale s, ,s, ,s, verifica egalitatea
84,084, 08 =S54 08, °S, -
Solutie. Compunerea a doua simetrii axiale s, si s, este o rotatie
R, =5, s, siatunci R, =s, os, . Pe de alta parte rotatia R, poate fi
obtinuta prin compunerea R, =s, °s, si R, =s, °s, ,avem
Sq, 084,084 =84, ° R, = Sa, ©Sq, °8q, =S4,
Sq ©84 °S8,, =R, 08, =S, 08, °8, =S,
(compunerea a trei simetrii axiale este o simetrie axiala).
R7.5.3. Sa se arate ca daca dreptele d,,d,,...,d, sunt concurente atunci

Sy ©S84 ©...05, este rotatie sau simetrie axiala.
Solutie. Daca n =2k este numar par s, ©s, , S; ©S; »...S; ©8, sunt

rotatii si compunerea lor este tot o rotatie.
Daca n=2k+1, s, os, o...os, =R esterotatie si putem scrie
1 2 n—1

R=s,0s, .Atunci s, os, o..05, =s,05, °S, =S,.
R7.5.4. Sa se arate ca dacd d,,d,,...,d,,,, suntdrepte concurente atunci

o o...0 = o o...0
Sdl sdz Sdz;m Sdzm SdZn Sdl'

Solutie. Se face inductie dupa ».
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8. Inele

Consideram cunoscute toate notiunile si proprietatile referitoare la inele
si corpuri din programa scolard. Inelele cu care vom lucra sunt peste tot in
aceastd carte, ca in materia de liceu, inele unitare, iar morfismele de inele (si
corpuri) sunt morfisme unitare de inele (corpuri) unitare.

8.1. Centrul unui inel

Multe din problemele de concurs cu structuri algebrice contin conditii ce
asigurd comutativitatea unui grup sau a unui inel. Deseori, notiunile de centru al
unui grup si centru al unui inel sunt instrumente eficiente de lucru in cazul unor
astfel de probleme.

8.1.1. Definitie Fie inelul (A, + -). Multimea Z(A) = {x €A /x-y =yx, V
veA,} se numeste centrul inelului A.

8.1.2. Observatii Fie inelul (A, +, -).

a) Z(A) = (1€Z(A))

b) Fie keZ. Notand k=1+1+...+1, avem keZ(A).
—_—

k ori

¢) Inelul (A, +, -) este comutativ << A =7Z(A)
Urmatorul rezultat, foarte util, se demonstreaza usor:

8.1.3. Propozitie Fie inelul (A, + -). Atunci:

a) Centrul Z(A) al inelului este un subgrup al grupului aditiv (4, +).

b) Fieinelele (A;, + -) si (A + -). Atunci A; ~A; = Z(4;) ~Z(A4,).
¢) Fieinelul comutativ (A, + -). Atunci Z(M,(A)) = {a-l, Ja EA}SiA~
Z(Mau(4))

8.14. Lema Fie corpul comutativ (L, + -), meN* si Ae M,(L) o matrice
nilpotenta (7p eN*, A” =0,). Atunci A" =0,.

Demonstratie: Daca m=1, Mj(L) =L si A este element nilpotent in corpul
L, deci A=0.

Pentru m > 2, notdm cu r cel mai mic numar natural astfel incat A" = 0y,
Presupunem ca r > m.

Din teorema Hamilton — Cayley, A™ + am A™ " + ... + ajA + agln = 0, (1)
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unde pa(X) = X" + am X" 4+ .+ aX + apeLl[X] este polinomul
caracteristic al matricei A. Deoarece AX = Om, Vk =1,_r si Af = Om, Vk2>r,
inmultind pe rand relatia (1) cu ATLUAT AT obtinem ap=a;=..=ap|
=0 si (1) devine A™=0,, ceea ce contrazice minimalitatea lui r. Asadar r
<m, deunderezulti cd A" =A"A""=0,,.

8.1.5. Propozitie Fie corpurile comutative (K, + -) si (L, + -) si m,
neN* n >m. Singurul morfism de inele de la M,,(K) la M,,(L) este morfismul
nul.

Demonstratie: Fie f: My(K) - Mp(L) un morfism de inele.

Pentru fiecare aeK, notam ejj(a)e My(K), 1, j=1,n matricea care are pe
pozitia (i, j) elementul aeK si celelalte elemente egale cu 0 si
0 a 0 ..00

001 .. 00 n-2
U=U@=|¢g o0 0 . 0 o :e1z(a)+zek,k+1(1)
k=2

0

n-p
Avem Up :el,p+l (a) +Zek,k+p (1) > P :1: n-2 5 Un_l = el,n (a)) Url = On.
k=2
f morfism
Fie A=1f(U)e Mpy(L). Avem A"=(f(U))" = £(U")=10,)=0mn,
deci Ae My(L) este o matrice nilpotentd. Din Lema 8.1.4. rezultd A™ = Op,.
n>m = 0u=A""'=(f(U))"'=f(U"") = f(e, , (a)), deci f(e ,(a))=0n VacK

(1)
Avem ¢, ;(a)=¢;;(1) ¢ ;(a) VaeK, Vij=Ln.

)
Obtinem  fle; ;(a)) = fle;, (1)) fle,;(2)) = Om, VaeK, Vi j=Ln )
Fie A = (aij )151,an e Mp(K).
(2
Avem A = Zeij(aij) si f(A) = f( Zeij(aij)]= Zf(eij(aij)) = Zom =0Om
I<i,j<n 1<i,j<n 14, j<n I<4,j<n

sicum A a fost oarecare, deducem ca f este morfismul nul.

Observatie Pentru m=1 si L =K obtinem ca singurul morfism de inele de
la. My(K) la K este morfismul nul.
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8.1.6. Propozitie Fie corpurile comutative (K, + -) si (L, + -) si m,
neN*
Inelele M,,(K) si M,,(L) sunt izomorfe daca si numai daca m =n §i K ~L.

Demonstratie: ,.<=" Daca inelele K si L suntizomorfe si m=n, fie f: K
—L

un izomorfism.

Se verifica atunci ca functia * : Mp(K) > My(L), f* ((a i )151,an) = (f (aij ))lgi’an

este un izomorfism de inele.

»=" Avem (8.1.3.) My(K) = My(L) = Z(Muy(K)) = Z(Mu(L)).

Cum K= Z(My(K)) si L =Z(Mu(L)), rezulta K~ L.

Fie f: My(K) - My(L) un izomorfism de inele. Din propozitia 8.1.5. rezulta
ci n<m. Darsifunctia f': My(L) > Mn(K) este un izomorfism de inele si
din aceeasi propozitie deducem cd m <n, deci m =n.

8.1.7. Propozitie Fie inelul (4, + -) si n,pe Z. Notam cu d =(n, p).
Daca xeA astfel incat nxe Z(A) sipxe Z(A), atunci si dxe Z(A).

Demonstratia proprietdtii anterioare este o consecintd imediatd a propozitiei
4.1.8.

8.1.8. Consecinta Fie inelul (A, + -) si n,peZ.
Daca (n, p) =1 si VxedAd, nxe Z(A) si pxe Z(A), atunci inelul este
comutativ.

8.1.9. Teorema lui Mac Hale Fie inelul (A, + - ). Daca exista
endomorfismul surjectiv [ al grupului aditiv (4, +) astfel incdt Vxed, (X’ —
f(x)) €Z(A), atunci inelul este comutativ.

Demonstratie: Fie xeA. Din ipotezd, x°—f(x)eZ(A) (1)

Cum —xeA, din (1) obtinem x* + f(x)eZ(A) (2)

Scazand din (2) relatia (1), obtinem, deoarece (Z(A), + ) este grup,
2-f(x)eZ(A)

f surj

= VaeA, 2-aeZ(A)
Fie x, yeA. Cum x +yeA, din (1) obtinem (x+y)> — f(x+y)eZ(A)
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(x+y)2 - f(x+y) = Xt — f(x) + y2 - f(y) + Xy + yx si cum x* — f(x), y2 —
f(y)eZ(A) obtinem x-y +y-xeZ(A). Atunci: V x,yeA, x(Xy+yXx)=(Xy
+yX)X <<

M
& VX, yeEA, xz-y:y-x2 & VXEeA, xzeZ(A) = V xeA, f(x)eZ(A)
f surj

=
= VaeA, aeZ(A) < A ecomutativ.

8.1.10. Propozitie Fie (4, + -) uninel §i f, g endomorfisme surjective ale
sale.

Oricare din conditiile urmatoare asigura comutativitatea lui A:

@) Vxed, () —g() €Z(4)

b) Vxed, (f(x) —g(x’) €Z(4)

Demonstratie: a) Fie xeA. Din ipotezi, f(x°)— g(x*)eZ(A) (1)
Cum —xeA, din (1) obtinem — f(x*) - g(x)eZ(A) (2)

() -(Q2) si ()+(Q) = 2f(x), 2g(x)eZ(A) = V acA, 2a’,2a°cZ(A)

f si g morfisme = f(1)=g(l)=1 si V keZ, f(k)=keZ(A).

X« x+1 in (1) = f((x+1)’) — g((x+1)*)eZ(A) si tinand cont de faptul cd f
si g sunt morfisme, obtinem: V xeA, f(3x+3x) — g(2x)eZ(A) (3)

X —xin 3)= VxeA, {(3x’-3x)+g(2x)eZ(A) 4)

(3)— (4) = V xeA, f(6x) g(4x)eZ(A)  (5)

x < x+1 In (3) = f(3x™49x+6) — g(2x+2)eZ(A) < f(3x*+9x) — g(2x) +
4eZ(A) 46<Z:(>A) f(3x*4+9x) — g(2x)eZ(A) :(>) f(6x)eZ(A) (:; g(4x)eZ(A) gj

= VaeA, 4a,6acZ(A) = VaeA, 2aeZ(A) (6).

(6) surj
(€ IR=" 2f(x ) + 2f(x) —2g(x) + f(x*+x)eZ(A) = f(x*+x)eZ(A) =
vV acA, a*+aeZ(A) (7)
Cum functia h: A > A, h(a) =—a este un endomorfism surjectiv al lui (A, +),
din (7) rezulta, folosind teorema lui Mac Hale, ca inelul A este comutativ.

b) Fie xeA. Din ipoteza, f(x)—g(x’)eZ(A) (1)
M M
X< x+1 = f(x)- g(x3) 3 g(xz) 3g(x)eZ(A) = V x€A, 3g(x2) +

SLlI'

3g(x)eZ(A) = VaeA, 3a’ +3an(A) (2)

(Y] )
X, yeA = 3(x+y)’ +3(x+y)eZ(A) = VX, yeA, 3xy+ 3yxeZ(A) =
= x(3xy+3yx) = Bxy+3yx)x < VX, yeEA, 3X2-y = y-(3x2) = V X€A,
3x*eZ(A)
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(2)
= VaeA, 3aeZ(a) 3)

@ 1)
X, yeA = f(x+y) - g((x+y))eZ(A) =

g(X2y+y2X+xyx+Xy2+yX2+yxy) eZ(A)
surj

= Va,beA, a’btb’atabatrab’+ba’+babeZ(A) (4)

4
b« -b (:) V a, beA, —a’b+b’a—aba+ab’™~ba’+babeZ(A)  (5)
(4)-(5) =  Va,beA, 2a’b+2aba+2ba’cZ(A) (6)
(6) = a-(2a’b+2aba+2ba’) = (2a’b+2aba+2ba’)-a < (2a°)-b =b-(2a°), V a,
beA = VacA, 2a’cZ(A) sicumdin (3) avemsica V acA, 3a’cZ(A)
rezulta ca
surj

M
VacA,a’cZ(A) = V xeA, f(x)eZ(A) = V acA, acZ(A), deci Ae
comutativ.

8. 2. Conditii suficiente pentru inele Boole

8.2.1. Definitie Fie inelul (4, + -). Dacd Vxed, x’=x (toate elementele
inelului sunt idempotente), atunci inelul se numeste inel Boole.

8.2.2. Teorema a) Orice inel Boole este comutativ.
b) Daca un inel Boole nu are divizori ai lui zero, atunci el are cel mult doua
elemente.
Demonstratie: a) Fie (A, +,-) uninel Boole. Atunci, V xeA, x’=x (1)
(0]
X x+1 = VxeA, X+x+x+1=x+1 & VxeA, x+x=0 (2)
(O]
X X+y = VX YEA, X' +Xy+yX+y =x+y & VX yEA, xy=
_y-X
(2) . . .
= yXx=-yX = VX,yeA, xy=yX, deciinelul este comutativ.
com (0] (2)
b) Fie x,yeA. Atunci xy(x+y) = x2~y + x~y2 =xy+xy =0.
Asadar, V x,yeA, xyx+y)=0 (3)
(3)
y=1 = VxeA, x(x+1)=0 sidaca A nu are divizori ai lui 0, rezulta ca
(2)
VxeA, x=0 sau x=—1=1 sideci |A|<2.
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Existd mai multe probleme cunoscute in care apar conditii suficiente ca
un inel sa fie inel Boole. Astfel, egalitatile de forma x® = X, VXeA sau x!?
=X,
V xeA sau x
inelului.
Ne propunem sa generalizam aceste relatii.

0 —x, VxeA implica idempotenta tuturor elementelor

8.2.3. Definitie Fie neN, n>2.
Inelul (A, + -) se numeste n—inel daca Vaed, a"€eA.

8.2.4. Lemi Dacd (A, + -) este un n—inel, atunci VmeZ, Vaed, a"™ "

=da.

Demonstratie: Prin inductie dupa meN. Pentru m =0 este evident.

Fie keN. Presupunem ci V acA, a“""*' =g

ipind
Pentru acA, a = aa"' =a"=a si din principiul I de
inductie rezultd ca V meN, a™™ Y =¢. Atunci a ™V =@"" ) =e.

(k+1)(n—1)+1 _ ak(n—l)—*—l‘an—l

8.2.5. Lemil Fie n=ny+n;2 +... #n,2 ' +n.2", cu mef0, 1}, Vi=0,r,
scrierea numarului natural n in baza de numeratie 2. Daca s dintre numerele
n; sunt egale cu 1, atunci existd exact 2° coeficienti binomiali C,’,‘ impari.
Sd observimca 6=110=5+1, 12=11002=11+1, 20=1010p) =19 +
1, ceea ce sugereaza urmatorul enunt:

8.2.6. Teorema Fie neN* si (A, + -) un n — inel. Oricare dintre
urmatoarele conditii este suficienta pentru ca A sa fie inel Boole:

() Tk m peN* k>m, p prim, astfel incit n =2 +2" =p +1

(i) V xeAd avem x +x =0 si FkeN* astfel incdt n =2+l

Demonstratie: (i) neste par = (=1)"=1. A fiind n —inel, avem (-1)"=-1,

de unde rezultd 1 + 1 = 0 si deci dintre coeficientii binomiali {Cﬁ k = O,_n}

sunt nenuli doar cei impari, acestia fiind egali cu 1.
k . RN . . : .
n=2%+2" Inseamnd ca in scrierea in baza 2 alui n avem doar doua
cifre de 1. In acest caz, din Lema 8.2.5., existd exact 4 coeficienti binomiali

nenuli: C'=C"=1=CL=C"", cu re {1, v {%}}
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(1+a)'=l+a < Y Cr-a*=l+a= Cia'+C) a" =0 a'=a"" &
k=0

o R p prim
< a"=a =a Cum 2r<n=p+l = 2r-1<p = (Qr-1,p)=1 = Th,
keZ,
(2r-1)k=(n-1)-h+1 sidin Lema 8.2.4. deducem ca a@ k=g (1).
a”=a = A esteun 2r—inel si din lema 8.2.4. rezulta a® V=2 ().
(1),(2) = a’=a, VaeA si A esteun inel Boole.
(ii) Avem 1+ 1=0 siscrierea in baza 2 avand tot doua cifre nenule, rezulta
ca

k= O,_n} sunt nenuli doar 4, acestia fiind,

dintre coeficientii binomiali {Cl;

: 0_, ~n_ 1 _~1_~n-1
deoarece n este impar, C,=C, =1=C =C_ .
(l1+a)'=1l+a < a"'+a=0 o a"'=a o a=a"=2a’, VaecA.

8. 3. Inele si corpuri de caracteristica finita.
8.3.1. Definitie Fie inelul (A, + -) cu elementele neutre 0, respectiv 1.

Daca ord(1) =neN¥*, spunem ca inelul are caracteristica char(4) =n.
Daca ord(1) =, spunem ca inelul are caracteristica char(A) =0.

8. 3.2. Observatie Un inel finit nu poate avea caracteristica 0, pentru ca

atunci (1) este un subgrup cu o infinitate de elemente al grupului finit (A, +),
fals.

8.3.3. Propozitie Fie inelul (A, + -) si multimea P(A) = {n-1 /n ez}
(am notat n-1 =1+1+...+1). Multimea P(A) este un subinel al lui A (numit
%/_/

nori

subinelul prim al lui A) si orice subinel al lui A include P(A) (P(A) este cel
mai mic subinel al lui A, in raport cu relatia de incluziune).

8.3.4. Propozitie Fie inelul (A, + -). Atunci:
a) char(4) =0 < P(A) ~Z.
b) char(d) =neN* < P(A) ~Z,.

8.3.5. Propozitie Caracteristica unui domeniu de integritate A este sau 0
sau un numar prim. In particular, orice corp finit are caracteristica un numar
prim.
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Demonstratie: Fie char(A) =neN. Daca n#0, presupunem cd n nu este un

numar prim.

Atunci 3 p,teN*, n=pt si O=l+1+. . +1=(1+1+...+1)-(I1+1+..+1)
%/_/

n ori

p ori tori
de unde, A fiind domeniu de integritate, deducem ¢ (1+1+..+1)=0 sau
\_ﬁf_‘—J
p ori
(I+1+..+1)=0, contradictie cu ord(1)=n. Asadar n este prim.

%/_J
tori

8.3.6. Propozitie Daca (4, + -) este un inel finit a carui caracteristica este
un numar prim p, atunci exista neN* astfel incat /4 /= P

Demonstratie: Pe (A, +), care are toate elementele nenule de ordinul p, se

poate introduce o structurd de Z, — spatiu vectorial astfel: 1. x=x s1 0-x=x,

V xeA, iar k-x=(x+x+..+x), VkeR,. Se verifici usor axiomele
%/—/

k ori
spatiului vectorial.
Cum A este un spatiu vectorial finit, el admite o bazd de dimensiune finita,
B={ei, e, ..,en}c A, cu neN*. Atunci V xeA, 3! oy, ay, ..., 0, €Z, astfel

n

incat x = Zockek si deci |A ‘ coincide cu numarul n — uplurilor (o, ay, ...,
k=1

a,) ce se pot forma cu elemente din Z,, deci cu p".

8.3.7. Propozitie Fie (K, + -) un corp finit. Atunci:
a) Exista p, neN* p prim, astfel incdt ord(K) =p"
b) Orice functie f: K — K este polinomiala.

Demonstratie: a) Rezultda imediat din propozitiile 8.3.5. s1 8.3.6.
b) Fie K ={kj, ko, ..., km} un corp finit si functia f: K - K.
Vom demonstra ca gasim o functie polinomiald, g: K — K,

g(x) = am X"+ am X" 2+ ... +ax +ag, cuaek, i= 0, m, astfel incat f= g.

g(ky) =1(k,)

gk,) =1(k,)

Intr-adevar, impunand conditiile: obtinem un sistem in

gk,,)=1(k,,)
necunoscutele ao, ajy, ..., am. Sistemul este un sistem Cramer, cici determinantul
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sistemului este un determinant de tip Vandermonde, V(ki, ko, ..., k) si
elementele ki, ko, ..., ky, fiind distincte, V(ky, ka, ..., ki) este un element nenul
al corpului K deci este inversabil In K. Asadar sistemul anterior are solutie
unica in K, ceea ce implicd f=g. In concluzie, orice functie f: K — K este
o functie polinomiala de grad < ord(K) — 1.

8.3.8. Propozitie Fie (4, + -) este un inel cu 0 # 1.
Daca orice functie f: A — A este polinomiala, atunci (4, + -) este corp.

. : . l,x=a
Demonstratie: Fie aeA, a# 0 sifunctia f, : A > A, fu(x) =
0,x#a
(1)
Din ipoteza, f, este polinomiald, adica 3 neN*, oy, ay, ..., a,€A, astfel incat
fix) = opx" + O X"+ L X + o, Y xeA
(2)

(O] (3) 3)
az0 = f(0)=0 = ap=0 = fuX) = ouX"+ 0tn X" +...00X, VXEA
@
=

= opd"+opa" +.opa=1 & (apa™ + o+ .. o)a= 1.
Notand b = 0,2 + oyg-a” > + ... a;, avem b-a= 1. Demonstrim ci si ab=
1.

120 analog
ba=1 = b0 = 3dceA, cb=1.
cba=c(ba)=cl=1 si cba=(cb)a=1-a=a sideci c=a,adica a-b=
1.
Asadar U(A) = A*, adica (A, +, ) este corp.

8.3.9. Propozitie Fie (A, + -) un inel comutativcu 0 # 1.
Daca orice functie f: A —- A este polinomiala, atunci A este un corp finit.

Demonstratie: Functia f, din 8.3.8. este polinomiala si daca A este o
multime infinitd, atunci, din constructie, f, are o infinitate de raddcini. Din
8.3.8. rezultd cd (A, +, - ) este corp si deci f, =0, contradictie cu modul in
care am definit-o. Asadar (A, +, -) este un corp finit.

8.3.10 Propozitie Fie (A, + -) un inel integru, de caracteristica p eN*.

Atunci operatiile din A induc pe K :{1 -k | k=0,p—- 1} o structura de corp.
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Demonstratie: Inelul fiind integru, p este prim (8.3.5.). Enuntul este evident,
datorita transportului de structurd pe care il putem construi, de la corpul (Z,, +,
-) lamultimea K. Proprietatea la care ne referim este urmatoarea:

Lema Fie inelul (A, + -), multimea nevida B si functia bijectiva f: A — B.
Pe B definim: u @v =f{f"(w) +f7(v) si u®v=£f"(w-f'v). Atunci:

a) (B, @ &) este inel (functia f realizeaza transportul de structura de la A la B)
b) (A, + -) comutativ = (B, @ &) comutativ

c¢) (4, + -) cudivizoriailui 0 = (B, @ &) cu divizori ai lui 0.

d) a inversabilin A = f{a) inversabilin B si (fla))” =fla™)

Functia f: Z, > K, f k)=k, Vke R, este bijectiva si asigura, conform lemei
anterioare, transportul de structurd de la Z, la K, operatiile fiind chiar cele

induse de cele ale inelului A.

. R R char(A)=p

Intr-adevar, Vu,veK, u®v=fu+v)=@W+v)(modp) = u+v
char(A)=p

si u®v=f(a-v)=(uv)(modp) = uw.

Se poate demonstra (neelementar) urmatorul rezultat:

8.3.11 Propozitie Fie (A, + -) un inel integru, de caracteristica p eN*, cu
un numar finit de elemente inversabile.
Atunci operatiile din A induc pe L =U(A) U {0} o structura de corp.
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Probleme rezolvate

R8.4.1. Fie (A, + -) un inel astfel incit Vxed, x’ —x’€Z(A).
Demonstrati ca inelul este comutativ.

Solutie: Avem Y xeA, x’—x°€Z(A) (1)
x < —xin (1) = VxeA, —x’ —x*€Z(A) (2)
(H)-2) si (D)+Q) = VxeA,2x, 2x*€Z(A) (3)
@ 3) -
X< x+]l = VxeA, (x+1) —x+1)’eZ(A) = VxeA, X’+xeZ(A) =

= VxeA, X —xeZ(A) (4)
1o fiind endomorfism surjectiv al grupului (A, +), relatia (4) este chiar ipoteza
teoremei lui Mac Hale, deci inelul este comutativ.

R8.4.2. Fien 22 si G =U(Z,). Daca V'xeG, x ' =x,
a) demonstrati ca ord(G) este o putere a lui 2.
b) determinati numarul n.
Olimpiada Nationala, 1987

Solutie: Punctul a) rezultd din propozitia 2.1.9.
b) Conform punctului a), exista keN astfel incat ord(G) = o(n) = 2~.

Fie n=p{" -p32 ---pyt, cu p1<p2<..<p numere prime.

om) = pM " -ps2 - p* T (p=1)(pa=1)-...-(p—1) = 2¥, de unde rezulti ca p; =
2, =03 =..=0a,=1 i pj=2%+1, pentru ie{2, 3, .., t}. Deci n=
2% .pye.. . Pre

A

Atunci existd izomorfismul de inele {:Zy,—> ZyxZ, x..xZ, ,f(X)=(X,X,

..X)unde p=2% si p,<..<p; suntnumere prime impare

Evident, pentrui>2, X de pe locul i este clasa lui x in Z, siclasalui x in

Z,, pentrui=1I.

Cum %%=1,V xeG, avem cd f(x%) = (%% &2 ., 8)=1f(1)=(1,1,..,1),
adicd x°=11n Z.

Elementelor inversabile din Z, le corespund n-upluri de elemente inversabile
din ZyxZ, x..xZ, sireciproc.

Cum (2,p) =1, rezulta ca 2 €U(Z,), Vie {2, ..., t}.
Elementul (i, 2, Q, - Q) este inversabil in Z,x sz X...X Zpt si deci exista
X €eU(Z,) astfel incat f(x) = (i ,2,2, ., i). Asadar, conform argumentatiei

de mai fnainte, 2°=1 in Z, si inconcluzie, pi=3,Vie{2, .., t}.
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Aceasta implicd t =2, pentru ca factorii primi din descompunerea lui n au fost
luati distincti.

Deci n=2% -3 cu; =0. Cum (5, n) = 1, rezultd ci 5 eU(Z,) sideci 5% =1
in Z,, ceea ce implicd n /24 sideci ne{2, 3,4, 6, 8, 12, 24} si toate aceste
valori verifica enuntul.

R8.4.3. Sa se arate ca produsul elementelor diferite de zero ale unui corp

finit abelian este egal cu —I.
Olimpiada Nationala, 1981

Solutie: Este cunoscut urmatorul rezultat fundamental:
Teorema lui Wedderburn Orice corp finit este comutativ.

Aceastd teoremad, desi cu o demonstratie care depdseste programa de
liceu, simplifica multe probleme. In cazul de fati, se poate renunta la conditia
de comutativitate din ipoteza.

Fie (K, +, - ) corpul finit cu care lucram. Atunci (K*, - ) este grup finit si
produsul elementelor sale este egal cu produsul elementelor sale de ordin < 2
(conform problemei P.1.3.1.).

Cautam asadar eventualele elemente de ordin 2 ale lui (K*, -).

Fie xeK* astfel incat x* = 1. Atunci (x—1)(x+1)=0 si cum corpul K
nu are divizori ai lui zero, avem ca x—1 =0 sau x+1=0.

Deci singurul element de ordin 2 al lui K este x = —1 si In consecinta,
produsul tuturor elementelor nenule ale lui K este egal cu —1.

R8.4.4. Fie (A, +, - ) un inel cu 5 elemente. Sa se arate ca 5 e cel mai mic
numar neN*, astfel incat 1+1+---+1=0 si sa se demonstreze ca A este
| ———

n ori

comutativ.

Olimpiada Judeteana, 1981
Solutie: (A, +) este un grup de ordinul 5 si din teorema lui Lagrange rezulta ca
ord(1) /5. Cum ord(1) > 1, rezultd ca ord(1) =5 si deci (A, + ) este grup ciclic
generat de 1. Elementele 0 si 1 comuta cu toate celelalte.
Fiex,yeA\ {0, 1}, x=1+1+---+1 si y=1+1+---+1. Avem atunci:

k ori t ori

xy=(1+1+-+1)(1+1+---+1)=14+14+--+1=(1+1+---+1)(1+14+---+1)=

k ori t ori k-t ori t ori k ori

yX
si deci inelul A este comutativ.
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9. Ecuatii functionale pe structuri algebrice

Structurile algebrice reprezinta abstractizari ale unor multimi, operatii,
proprietati. Prin aceste abstractizari se castigd in generalitate dar se pierde 1n
particularitate. Intre doud structuri algebrice de acelasi tip, functiile
reprezentative sunt morfismele sau morfismele partiale, motiv pentru care in
general solutiile ecuatiilor functionale se reprezinta cu ajutorul morfismelor.

9.1. Ecuatii functionale pe grupuri de numere reale

Una dintre primele ecuatii functionale, considerata de Cauchy inainte de
1900 a deschis cele doud drumuri principale pe care s-a dezvoltat studiul
ecuatiilor functionale pur algebric sau cu conditii ce tin de analiza matematica.
De fapt ecuatia lui Cauchy,

SRR, fx+y)=70)+f(y), xyeR,
reprezintd ecuatia endomorfismelor grupului aditiv (R,+). Aceste morfisme se
numesc functii aditive pe R.

Pentru rezolvarea acestei ecuatii folosirea doar a structurii de grup nu
este suficientd, ideea care a condus dupad foarte multe studii la determinarea
tuturor solutiilor a fost de a folosi structura de spatiu vectorial a lui(R,+) peste
corpul (Q,+,).

Definitia 9.1.1. Ecuatia functionala

(C).{f:R—>R
S(x+y)=f(0)+f(»); x,yeR

se numeste ecuatia lui Cauchy iar solutiile ei se numesc functii aditive.

Teorema 9.1.2. Daca f:R — R este o functie aditiva, atunci:

(a) f(q)=gqf (1), pentru orice ¢ € Q

(b) f(gx)=qf(x), pentruorice geQ si xeR

(c) Multimea Kerf ={xeR| f(x)=0} este un subgrup al grupului
(R,+), numit subgrupul perioadelor functiei f.

(d) Multimea Fixf ={xeR]| f(x)=x} este un subgrup al grupului
(R,+), numit subgrupul punctelor fixe.

(e) Functia g:R—>R,g(x)=f(x)— f(1)-x, xeR este functie aditiva
gi restrictia ei la Q este g|,=0.
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Demonstratie. Din conditia f(x+y)= f(x)+ f(y); x,yeR, prin
inductie rezultd f(x, +x,+...+x,)=f(x)+ f(x,)+...4+ f(x,) st in particular
f(nx)=nf(x); neN

f(0)=0

f(=nx)+ f(nx)= £(0)=0, deci f(—nx)=-nf(x).

Deci f(kx)=kf(x); keZ, xeR.

Avem:  f(x)= f(%+...+%j:nf(%j, deci f(%j:% f(x) s

f(%j=%f(mx)=%f(x); mmnel, n#0, xeR, dect f(gx)=¢qf(x);
xeR, geQ.

Pentru x=1 obtinem f(q)=¢gf (1), ¢ €Q, deci punctele (a) si (b) din
teorema sunt demonstrate.

(c) Daca «x,yeKerf=f(x)=f(»)=0= f(-y)=0 si din
fx=y)=7(0)+f(=y)=0=x—-yecKerf.

(d) Daca f()=x f(y)=y atunci f(=y)=-f(y)=-y si
fx=y)=f(xX)+ f(—y)=x—-y,deci x—y e Fixf .

(e) Din (a) f(q)=qf(1); q€Q, deci f(g)=/(q)—qf(1)=0. Avem
gx+y)=f(x+y)=(x+y)f)=f(x)-xf D+ f(Y)-yf D) =gx)+2g(y)

x,y € R, deci g este aditiva.

Observatia 9.1.3. e Din (a) rezulta ca restrictia la Q a unei functii
aditive este perfect determinatd de valoarea f(1). (Dacd f:R—>R si
g :R — R sunt functii aditive cu proprietatea f(1) = g(1) atunci f'|,=gl,)-

o In general, daci AeR atunci multimea 4, ={xeR|f(x)=Ax}
formeaza un subgrup in (R,+).

e Din punctul (c) rezultd ca orice functie aditivd f:R — R este de
forma f(x)=g(x)+ax, unde g:R—>R este functia aditiva si g|,=0, deci
clasa functiilor in care se cauta solutiile ecuatiei lui Cauchy se poate restrange
la functiile ce au restrictia la Q, functia nula.

Observatia 9.1.4. se poate arata cd daca restrangem clasa functiilor f'in

care cautam solutiile atunci in oricare din clasele de functii: continue, local
madrginite, monotone, singurele solutii sunt de forma f(x)=ax, a€R unde

a € R este o constantd arbitrara.
Definitia 9.1.5. O functie discontinud f:R — R care verificd ecuatia

lui Cauchy: f(x+y)=f(x)+ f(»),x,y € R, se numeste functie Hamel.
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Observatia 9.1.6. Functiile Hamel sunt solutiile nebanale ale ecuatiei
Cauchy, deci functiile aditive care nu sunt de forma f(x)=ax,xeR.

Determinarea functiilor Hamel necesita cateva cunostinte care nu sunt inglobate
in cursurile standard.

Definitia 9.1.7. Se numeste baza Hamel, orice baza a spatiului vectorial
(R,+) peste corpul (Q,+,).

Observatia 9.1.8. (a) Dacd (K,+,-) este un corp comutativ si (Q,+,")
este un subcorp al sdu, atunci grupul (K,+) poate fi organizat ca spatiu
vectorial peste corpul (Q,+,), cu ajutorul aplicatiei @:OxK —>K,
o(q,k)=q k.

(b) Daca H={h|iel} este o baza Hamel atunci pentru orice

x € R\ {0} existd si sunt unici: #,(x),...,i, (x) € I, ¢,(x),...,q, (x) € Q" astfel incat

x= Zq (), (x)

(Dacd q, €Q,h, e H,k=Ln si > g, -h, =0, atunci ¢, =0,k =1n).

k=1
(c) Daca h,h, R si sunt independente peste Q, atunci mulfimea
Z[h ,h))={nh +n,h, |n,n, €L} este densd in R.
Teorema 9.1.9. Daca H ={h |icl} este o baza Hamel, atunci
cardinalul sdu este | H |=| [ |= ¢ (puterea continuului).
Demonstratie. Dacd H ar fi numarabila atunci multimile
A, ={qh +..+q,h,1q, €Q,k=1n}

ar fi numarabile si la fel multimea UAn =R, contradictie (X, #¢)
neN
Dacd H este nenumdrabild (| H [>¥,) ardtdm cd |H || Q(H)|, unde

Q(H) este subspatiul generat de H peste Q

(Q(H)={Zn:qkhik IneN,q, €Q,h, EH}).
k=1

Cardinalul multimii partilor cu nelemente din Heste | H|"=|H |, neN.
Pentru fiecare parte {h,,...h }cH avem |Q({%, ,....h }DI=Q" =N, deci
QH)=X,|H|=EH| stcum Q(H)=R rezultd | H |=c.

Observatia 9.1.10. (a) Dimensiunea lui R ca spatiu vectorial peste Q
este c.
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(b) Pentru orice baza Hamel H, existd o functie bijectivd ¢:[0,1] > H .
Notand ¢(¢) = h, rezulta H ={h, |t €[0,1]}.

Folosirea de catre G. Hamel a bazelor Hamel, a fost decisiva in tentativa
de rezolvare completd a ecuatiei functionale Cauchy.

Observatia 9.1.11. Daca f, g sunt functii aditive, iar a, b sunt numere
reale, atunci functiile a-f+b-g si fog sunt functii aditive. Multimea

functiilor aditive formeaza un spatiu vectorial real si un inel.
Teorema 9.1.12. Orice functie aditiva f:R — R este un endomorfism

al spatiului vectorial R peste Q.
Demonstratie. Dacd f:R — R este o functie aditivd avem:

fO0+0)=f(0)+f(0)= f(0)=0
fx-x)=f(x)+f(-x)= f(-x)=-f(x), xeR.
Pentru neN, f(x, +..+x,)=f(x))+...+ f(x,), dect f(nx)=nf(x).
Pentru me N", £(x) = f(mijsz[ijj f(ijzi f(x).
m m m) m

Pentru ¢ €Q’, g=— avem f(qx):f(n-l-x]:nf(ixj:
m m m

. f(x)=gqf (x), deci f este Q-omogena.
m

Pentru x,yeR, r,g € Q avem:

flx+qy) =)+ f(qy) =1f (x)+qf (y)
deci f'este Q-liniard, adica f este endomorfism.
Teorema 9.1.13. Daca H — R este o bazd Hamel i f,, : H - R este o

functie arbitrard, atunci existd o unicd functie aditiva f:R — R pentru care
restrictia f |, = f,, -
Demonstratie. Un endomorfism este unic determinat de valorile lui pe o

baza. Dacd xe€R si exprimarea lui in baza H este x:quhk, q, €Q,
k=1

h, € H atunci definim f(x)= ZQk Sy (h,) care defineste unica prelungire Q-
k=1
liniard a functiei f, .
Observatia 9.1.14. (a) Functia f:R — R este functie aditiva daca si
numai dacd pentru orice bazd Hamel H ={h |iel} existd o multime
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{a,|iel} c R astfel ca pentru orice x € R, daca x=quhk,qk €Q, heH

k=1
este scrierea unica a lui x in baza H, atunci

£ = iqkak -

(b) Cardinalul multimii functiilor aditive este ¢ >c¢ (multimea
functiilor aditive este in bijectie cu multimea tuturor functiilor R®).
(c) Daca f:R — R este o functie aditiva si H o bazd Hamel, atunci

multimea f(H) este bazd Hamel dacd si numai dacad functia f este bijectiva

(izomorfism de Q-spatii vectoriale).
Alte ecuatii functionale de tip Cauchy sunt:

O {f:R—)(O,oo)
S+y)=f0f(y), xyeR
2 {f:(O,oo)—)R
S =f()+f(), xyeR
5 {f:(O,oo) > (0,)
f)=f(0)f(), xyeR

Observatia 9.1.15. O functie f:R — (0,0) care verifica ecuatia (1)
este un morfism de grupuri, de la grupului aditiv (R,+) la grupul multiplicativ
((0,00),), rezolvarea ecuatiei (1) revine la determinarea acestor morfisme. Se
cunoaste ca cele doua grupuri sunt izomorfe prin izomorfismul ¢: (0,0) - R

o(x)=Inx, xe€(0,0).

Avem R—L—(0,00)—2 R, functia f este morfism daci si numai daca
functie @o f =g este endomorfism al grupului aditiv (R,+), deci functie
aditivd. Se obtine f=¢ ' og=¢e".

Observatia 9.1.16. O functie f:(0,00) > R care verifica ecuatia (2)
este morfism de grupuri, de la grupul multiplicativ ((0,%),) la grupul aditiv
(R,+). Folosind izomorfismul y:R — (0,0), y(x)=e", intre aceste grupuri,
avem:

R—Y—>(0,0)— >R

Functia f este morfism daca si numai dacd functia g= foy este

endomorfism al grupului aditiv (R,+), deci functia g este aditiva. Se obtine:

f=goy" & f(x)=g(lnx), xe(0,%).
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Observatia 9.1.17. Functiile nenule care verificd ecuatia (3) sunt
endomorfismele grupului multiplicativ  ((0,0),:) .Folosind izomorfismele

¢(x)=Inx si y(x)=e" cu grupul aditiv (R,+) avem:
R—Y—(0,00)—L—>(0,00)—2>R
Functia f este endomorfism al grupului ((0,00),) dacd si numai daca

functia g =@o f oy este endomorfism al grupului aditiv (R,+), deci functia g
este aditiva.
Se obtine f(x)=e*""", x € (0,00).
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Probleme rezolvate

R9.2.1. Sa se determine functiile f'si g:ZxZ — Z astfel ca multimea
X

y
Sy g(xy)
inelului (M, (Z),+,") .

matricelor M = { }x el,ye Z} sa formeze un subinel al

Solutie. Notam A(x,y)= { } . Multimea M trebuie sa fie

X y
f(xy) gx)
stabild fatd de operatia de adunare, deci pentru orice x,,y,,x,,y, € Z, existd
x;,y; € L astfel ca A(x,,y,)+ A(x,,y,) = A(x;,y;) . Obtinem pentru f'si g
relatiile

0 {f()ﬁ +X0, 0+ 3,) = f(x,0)+ f(x,,1,)
g(x, +x5, 0 +,) =g(x, 1)+ g(x5,5,)
Dacd punem x, =x, =y, =y, =0 obtinem f(0,0)=g(0,0)=0.
Daca punem x, =y, =0,x, =x, y, =y avem:
{f(x,y) = f(x0)+ f(0,) = f,(x) + f,(x)
g(x,y)=g(x,0)+g(0,y) =g, (x) +g,(»)
[0 =f(x0), f,(x)=1(0.7)
unde am notat:
g (x)=g(x,0), g,(»)=g(0,y)
Dacd in relatiile (1) ludm y, = y, =0 obtinem:
{fl(xl +x,) = f,(x) + f1(x,)
g (x +x,)=g,(x)+g,(x,)
si pentru x, = x, =0, aceleasi relatii pentru functiile f, si g,, deci functiile
fi.15,8,,8, sunt aditive.
Din h:Z—>7Z, f(x+y)=h(x)+h(y),x,yeZ rezultd h(0)=0,
h(n) =nh(1), h(-n) =—h(n) deci h(x)=xh(l),xeZ.
Atunci f,(x) = xf,(1), f,(x) = x£,(1), g,(x) = xg, (1) si g,(x)=xg,(1).

Punand conditia ca matricea unitate sa fie in M

[ 1 0 } {1 o}
I,eM= —
f(1,0) g10)y| |0 1

S f10)=0, glo)=1of£1) si g0)=1

e”Z

X5 Xy

deci
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f1(x)=0, xeZ 51 g (x)=x, xe€Z
Notand f,()=a€Z, g,(1) =b e Z obtinem:

fe,y)=ay st g(x,y)=x+by, pentru (x,y)eZxZ.
Se verifica usor ca aceste conditii sunt si suficiente.
R9.2.2. Sa se determine toate functiile f'si g:ZxZ — Z , pentru care (M ,+,)

formeaza un inel si /, € M , unde

M :{[ * f(x’y)},x,yeZ}.
g(x,») y

x f (x,y)}
glx,y) vy
Din A(x,,y,)+ A(x,,y,) e M rezulta:

{f(xl +X5, 0+ ,) = F(x,0)+ f(x,,0,)

Solutie. Notdm A(x,y) = {

g('xl +X5,), +y2) :g(xl,y1)+g(x2,y2)
Pentru
N =1,=0= f(x+x,,0)= f(x,0)+ f(x,,0) = f(n,0)=nf(1,0), neN’,
£(0,00=0 si f(-n,0)=-nf(1,0), deci f(k,0)=ak, k € Z unde
a=f(1,0)eZ.
Analog se deduce f(0,k)=bk, k € Z, deci functiile f'si g sunt de forma:
f(x,y)=ax+by
{g(x, y)=cx+dy
1 0 1 f(D
0 1} {g(l,l) 1

x,yel

Din I, e M :[ } deci f(L,1)=g(1,1)=0

Sa+b=c+d=0.
Se verifica usor ca multimea

M:{[ * a(x_y)}x,yel}
c(x=y) y

formeaza cu adunarea si inmultirea o structurd de inel unitar.
In concluzie functiile sunt:

{f(x,y) =a(x=y), (x,y)eZxZ
gx,y)=c(x—-y), (x,y)eZxZL
unde a € Z, c € Z. sunt arbitrare.

R9.2.3. Fie (G,) un grup si f:G — G o functie care satisface ecuatia
functionala
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FF) =71y, x,yeC.

Sa se arate ca f este un automorfism cu proprietatea fo f =1;.

Solutie. Daca f(y,)=f(y,)= f(x)y, = f(x)y, deci functia f este
injectiva.

Pentru x = y =1 (elementul neutru al grupului) avem:
SUD)=rOH= A=

Pentru x=1= f(f(y))=y,yeG,deci fo f =1, (feste bijectiva si
f=0).

Pentru orice z€ G, existd y € G astfel ca z= f(y), y = f(z) si ecuatia
se scrie f(xz)= f(x)f(2),x,zeG,deci f e Aut(G). Reciproc se verifica usor

ca orice automorfism involutiv este solutie a ecuatiei date.
R9.2.4. Fie (G,) un grup si f:G — G o functie cu proprietatea
E:f(f(x)-f(y))=x-y, pentruorice x,yeG.

1. Sa se arate cd existd a € G si g:G — G un morfism de grupuri,
astfelca gog =1, 51 f(x)=ag(x),xeCG.

2. Sa se determine toate functiile f cu proprietatea (£) in cazul
(G,)=(U,,) unde U, ={zeC|z° =1}.

Solutie. 1) Daca f'verifica ecuatia functionala (£) atunci:

feste bijectiva pentru x =1

ACVAOYACES

UMD =y,

SO =)=y =y, =/ esteinjectiva.

Pentru /e G avem f(f(1)f(y))=y, decifeste surjectiva.

Dacid f(I)=a,atunci ax=xa,x€G,a’ =1si f(f(x))=a’x,xeC.
= Sy }x:f(faf(x)) = /(f(x)a)
y=1= f(/(x)a)=x
gaf(x) = f(x)agaz =za,zeG.

Pentru x=y=1= f(a’)=1sipentru x=a’ = f(f(y)=a’y.
Pentru x=y=a’= f()=a' < a=a*=a’=1.
Punand x — f(x), y — f(y), rezulta:
f@*xy) = () () & fla) = f(D)f ().
Facand substitutia f(x)=ag(x), obtinem pentru g relatia
g(axy)=ag(x)g(y), din care pentru y =1= g(ax)=ag(x), deci

Pentru
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g(zy) = g(2)g(y)
unde z =ax siy sunt arbitrare.

Din f(f(y)=a’y,rezultd g(g(»)=y < g’ =1, sidin

f(f)=a’ & fla)=a’=a’ =ag(a)=ga)=a.
R9.2.5. Fie (G,’) un grup.
a) Sa se arate ca daca ecuatia functionala
(E): { f:G>G
S ON=yf (), xeG, yeG

are solutie, atunci grupul G este comutativ.

b) Sa se arate cd singurele functii f care verifica (£) sunt automorfismele
lui G pentru care fof=1,.

c) Daca G =K, (grupul lui Klein), atunci multimea solutiilor ecuatiei
(E) formeaza un grup izomorf cu K, .

Solutie. a) Pentru x=1= f(f(»))=yf(1). Daca

FUON =N = 1S =,/ )=y, =y, decifeste injectiva.

Pentru x=y=1= £(f()= f()=f()=1 si f(f(3))=y deci feste
bijectivisi ' = f.

Pentru y =1 rezultd f(x)= f(x_l)gx =x'=>x"=1,xeG.

Din x>’ =y’ =(xp)’ =1= ()’ =x" ) = x-y-x-y=x-X-y-y
= yx=xy,x,y € G= G este comutativ.

b)Din f(f(¥) =y si f(x')= f(x), ecuatia se scrie

FOFD) =1 (fNf(x),x,y€C,

deci
fx2)=f(x)f(2),x,zeG.
Reciproc se verifica relatia datd pentru orice automorfism fcu f~ =1,.
¢) Fie K, ={l,a,b,c}, a’=b>=c* =1, ab=c, bc=a, ca=b. Trebuie
determinate morfismele f:K — K cu f' = f.Evident f(1)=1 si pentru ci f
este bijectiva, rezultd ca frealizeaza o permutare t a multimii {a,b,c} cu

5 a b ¢ a b ¢ a b c
T° =e. Acestea sunt 1, = , T, = , Ty = ,
a b ¢ a ¢ b c b a

b
T, = [Z . j si obtinem functiile: f,,f,, f,, f. definite prin tabelul de valori
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1l a b ¢
fir' 1 a b c
f.o 1l a c b
f,i 1 ¢ b a
f.o 1 b a c

Aplicatia 1 > f,,a— f,,b—> f,,c— f, este un izomorfism de la K la

(oo Sas Ty fed0) -

R9.2.6. Fie M o multime finitd i G = P(M) multimea partilor sale. S se
determine toate functiile f:GxG — G, care determind pe G o lege de
compozitie f(X,Y)=X=*Y, astfel ca (G,*) sa fie grup cu proprietatea ca
X*Yc XUY,pentruorice X,Y € P(M).

Solutie. Din ¢*pcdp= d*dp=¢ = ¢ este element neutru. Aratdm prin
inductie dupa cardinalul multimii X ca X * X = ¢, pentru orice X € P(M).

Pentru | X =0, X =¢ s1 X*X =¢.

Fie Ae P(M),cu|Al=n+1.

Daca X — A este arbitrara, atunci X * 4 X U A= A, deci translatia
t,:P(4A)— P(A),t,(X)=X*A fiind injectiva, este surjectiva ( P(4) este
finita), deci existd B < 4 astfel ca ¢,(B)=¢ < B* A=¢. Daca presupunem ca
B # A, atunci | B|<n sidin ipoteza de inductie B*B=¢.Din BxB=B* 4,
rezultd B=A4,deci A*A=4¢.

Aratam prin inductie dupa | B| cd dacd 4" B = ¢, atunci
A*B=AUB.

Pentru |B|=0,B=¢ si A*dp=A=AU0.

Dacd |Bl=n+1,B=B,u{y} cu|B, |=n,B,N"A=¢,y ¢ A. Atunci
A*B=A%(B, V{y})=A*(B,*{y})=(4*B,)*{y} =
=(4*B)u{y}=AUB U{y}=AUB.

Ardtam ca

X*Y=XAY =(XuY)\(XNY)
Fie XNnY=2Z,X-7Z=U,Y—-Z=V,unde U, V, Z sunt disjuncte.
X*xY=(ZulU)*(ZOV)=(U=*Z)*(Z*V)=U*Z*Z*V =U *V =
=UulV=(X-2)uY-2)=(X-Y)u(Y-X)=XAY.
Deci singura functie este f : P(M)x P(M)— P(M)
f(X,Y)=XAY, X,YeP(M)
(A = diferenta simetricd).
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R9.2.7. Fie M o multime finitd i P(M) multimea partilor sale. S se
determine toate functiile f'si g: P(M)x P(M)— P(M) care determina
operatiile X *Y = f(X,Y), XoY =g(X,Y), astfel ca (P(M),*,0) sa fie un inel
unitar si sa fie verificate incluziunile:

X*YcXUY si XoYcCcXNY,

pentru orice X,Y € P(M).

Solutie. Vom aréta ca signura structura de inel (P(M ),*,0) care verifica
conditiile X *Y c X UY s1 XoY c X NY este inelul Boolean (P(M),A,N).

In problema R9.2.6 s-a aritat ca singura structurd de grup pe P(M) care
verificd relatia X *Y c X UY este diferenta simetrica, deci f(X,Y)=XAY .

Vom ardta in continuare cd singura operatie de monoid pe P(M),
distributiva fata de A si verificand conditia X oY < X NY, este
g(X,Y)=XnNY.

Elementul neutru in monoidul (P(M),0) este E=M . (X =XoE =
XcXNE pentruorice XcM =>McMnNE=>M=E).

Daca x,ye M, x # y atunci

[x}oly} =2
{xpedxpc{xpnixt={x}, deci {x}o{x}e{d,{x}}.
Dar {x}oM = {x}, M = {x,, .y, } = (AL ALALY, ) =
{xfoM = ({x} o {xDA({x} o {y DAA{X] o {y, 1) = {x} o {x}
= {x}o{x}={x}

Folosind distributivitatea 4 ={a,,a,,...,a,} =a,Aa,A.. Aa ,
B=1{b,b,,...b,} =bAb,A..Ab, => Ao B=ANB, 4,Be P(M).

Deci functiile cautate sunt unice:

f(X,Y)=XAY si f(X,Y)=XNnY, X,YePM).
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10. Polinoame cu coeficienti intr-un inel comutativ
10. 1. Ireductibilitate si descompunere in Z,[X].

Unele ecuatii algebrice cu coeficienti intregi se rezolva spectaculos in Z
folosind redusele acestora intr-un corp Z, convenabil ales. De aceea, in cele ce
urmeaza vom prezenta un criteriu de ireductibilitate in inelul Z[X] — criteriul lui
Schonemann — in care se foloseste redusul modulo p (peN numar prim) al
unui polinom cu coeficienti intregi si apoi vom evidentia céteva proprietéti ale

.....

despre pohnoamele cu coeficienti intr-un 1nel din programa scolara, precum s
teoremele lui Euler si Fermat pentru Z,.

10.1.1. Definitie Fie (K, + -) un corp comutativ. feK[X] cu grad(f) =n =1
se numeste reductibil (peste corpul K) daaca exista g, heK[X], ambele de
grad strict mai mic decdt n, astfel incit f=gh. In caz contrar, polinomul f
se numegte ireductibil (peste corpul K).

10.1.2. Definitie Fie p =2 un numar prim si feZ[X], grad(f) =n,
1X) =a,X" Fa, X"+ +a1X+a0
Polinomul f €Z,[X], f(X) =a, X" +a, , X' +.. +a,X +a,, unde a,

este clasa lui ax din Z, se numeste polinomul redus modulo p al lui f.

10.1.3. Observatie grad(?)s grad(f)

10.1.4. Criteriul de ireductibilitate al lui Schonemann
Fie p > 2 wun numar prim si feZ[X] wun polinom monic (cu coeficientul
dominant egal cu 1) de forma f(X) =g¢"(X) +p-h(X), unde g heZ[X] si

neN. Fie g si h redusele polinoamelor g si h in Z,[X]. Daca g este
ireductibil in Z,[X] si § nu divide h, atunci f este ireductibil in Z[X].

Demonstratie: f fiind un polinom monic, grad(h) < n-grad(g) si g este
(poate fi ales) de asemenea polinom monic. Rezultd si ca n # 0.
Presupunem ca f este reductibil in Z[X] = 3 f, f,e Z[X], neconstante,

astfel incat f= f;-f,. Atunci si f f2—f g .
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Cum é este ireductibil in Z,[X] rezultd ca existd n;, n,eN, n; +ny =n,

— —n

fi=g
grad(h;) < ny-grad(g), Vi=1,2 astfel incat f;=g" +ph;, = g"+p-hy.

, E:é“z . g fiind un polinom monic, rezultd ca existd h;, hoeZ[X],

Atunci: g'+p-h= (gn1 +p-h, ) (g“z +p- hz) = h=hy-g" +h;-g"2 + p-hjh,.
Daca nj, n;e(0, ), din relatia anterioara rezulta ca é / H, fals.

Atunci n; =0 sau np =0, adica grad(f;) = grad(f) sau grad(f}) = grad(f),
deci f este ireductibil in Z[X].

10.1.5. Exemple

1) Fie neN*. Polinomul f(X) = (X*+4)" + 7-(X**' + 7) este ireductibil in
Z[X].

Intr-adevir, fie polinoamele g, he Z[X], g(X) = X2 +4, h(X)=X""+7.
Atunci g= X? +4 este ireductibil in Z;[X] iar h=X*"

in acelasi inel. Din criteriul lui Schonemann rezultd ca f este ireductibil in
7[X].

nu se divide cu g

2) Fie p un numar prim de forma 4k + 3, iar a, beZ astfel incat p/a, p/
(b—1) si p* nudivide (b-1). Polinomul f(X)= X +aX +b este ireductibil
in Z[X].

h(X)=cX +d+ %[— CL(XZ +1)p_1 +Cf)(x2 +1)p_2 -t g‘1<x2 +1)},

Atunci §= X? + 1 este ireductibil iar é nu divide h, in Z,[X] st deci din
criteriul lui Schonemann rezulta ca f este ireductibil in Z[X].

lata o situatie interesantd in care nu putem aplica criteriul lui
Schonemann:

10.1.6. Proprietate Fie p un numar prim, p = 3.

Atunci polinomul q(X) =X° +X + 1 este ireductibil in Z,[X] daca si numai
daca p =2 (mod 3).

Mircea Becheanu
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p-1
Demonstratie: Fie a :H (k? +k+1).
k=1
q este ireductibil in Z,[X] < q nu are rddiciniin Z, < al!0 (modp).

. IRV . 2n . . 2m;
Determinam restul impartirii lui a la p. Fie s=cos?+1-sm?.

Atunci K+ k+1=(c¢—k)(e—k) si a—H(a k)- H(g k)= f(e)f(¢),

unde f(X) (X—l)((X 2)...(X—p+1)eZ[X]. Fle g(X) = XP ' leZ[X]

......

f= g si deci existd heZ[X], astfel incat f=g+ p-h.

Obtlnem a = fle)f(e) = [g(e) + ph(e)]le(e) + ph(S)] = g(e)g(e) + pb +
p*bi, unde b= g(e)'h(e)+g(e)h(e) si bi=h(e)h(z).

Din g, heZ[X] rezulta ca exista u, VEZ astfel incat b=u+ v-¢.

Din b= b obtinem Ut+ve=u+ve = V(s—s)—O = v=0 = b=
ueZ. analog rezulta ca b;eZ.

g(e)h(e)=(""=1)( & P'=1)=2—(c" '+ ') =2 —2-Re(e" ) =2 -
2 osm(;ﬂ

Obtinem a=2 —2-cos (mod p)

2n(p-1)
3

Daca p=0 (mod 3) = a=0 (mod p), iar dacd p=2 (mod 3) = a=3 (mod p)
Asadar q(X) este ireductibil in Z,[X] < p=2 (mod 3).

10.1.7. Definitie Fie peN un numar prim §i d eZ. Spunem ca d este un rest
padtratic modulo p dacd existd aeZ cu d =a’ (mod p).

10.1.8. Observatii a) Orice deZ este rest patratic modulo 2.
b) Daca p/d, atunci d este rest patratic modulo p.

c¢) d este un rest patratic modulo p daca existd reR, cu d= > (mod p).

Este interesant cazul p>2 si deZ, (d,p)=1.
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10.1.9. Definitie Fie p >2 un numar prim si deZ cu (d, p) =1.

. d 1, d e rest patratic mod p . .
Numarul | —|= ) se numeste simbolul lui
p —1,in caz contrar

Legendre.

10.1.10. Definitie Fie peN numar prim. Multimea R c Z se numeste
sistem redus de resturi modulo p daca are proprietatile:

1) reR = r//0 (modp)

2) Vr,seR, r=s = rl/s (modp)

3) /R =p-1.

10.1.11. Propozitie Fie p >2 un numar prim si a, beZ, (a, p) =(b, p) =1.
Atunci au loc afirmatile:

1) Daca a =b (mod p), (ﬁj :[éj
P P
2
2) a—j =1, in particular (ij =1.
P P
1
3) EJ =a (mod p) (Criteriul lui Euler)
p
_ pr=1
Y —IJ =)
P
G16)
p pP)\p

Demonstratie: Proprietatile (1) si (2) sunt evidente.
Pentru a demonstra (3), vom folosi de mai multe ori urmatorul rezultat:

Fie corpul comutativ (K, + -) si polinomul feK[X], grad(f) = 1. Atunci f
are cel mult n radacini in K.

Numadrul p fiind prim, inelul Z, este un corp cu p elemente.
Avem a=b (modp) < a=b in Z,.

) ) . -1 )
Fie multimea de numere intregi R ={i 1,£2,.., ipT} R este un sistem
redus de resturi modulo p. Notand R= {;‘ reR }, deducem ca Z; =R.
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2
Notam Z' ={x"|XxeZ}}. Obtinem Z’ = 12,52,...,(p—_1J

. .. =2 =2
Dacda 1<r<s ST, atunci r° //s* (mod p), adicd r #s .
. 5 . -2 -2 - ) , -
Intr-adevar, presupundnd r =s =a, polinomul X" —a e€Z,[X] ar avea cel
putin
4 radacini distincte in Z,, sianume r,-r,s,—s (r#0,2#0 = r#-r),
fals.

27 p—1 ) N 2 a
Asadar ‘Zp ‘:—. Maimult, aeZ_ 6 < |—|=1.
2 P P
p-1 2
T . =2 | et
Pentru a= 0, din Mica Teorema a lui Fermat avem: | a :(a)p =1 =
Pl 1 Pl p-l
— 2 - — 2 - — — 2 - — 2 - . .
= |a -1|-]a +1|=0 < a =1 sau a =-1. Relatiile anterioare

nu pot avea loc simultan, cici ar rezulta 1=-1 si deci 2=0, adicd p =2,

. Y2 - = N . = =2

Fiec aeZ_, = dxeZ,cu x#0, astfelincat a=x .
Pl 2 = 1 2

Atunci a ? —(x ]2 =x" =1, deci Z; c M, unde M este multimea

rdddci-nilor din Z, ale polinomului X * 1, ceea ce implica
p_z—lz\z;ﬂg\mg_loz—l =z =M

p-1

B bl

Adica (ijzl saez o a
P

o]
o

si (Ej:—l <:>5¢Z;2<:> a #1 < a?=-1 (modp).
p
in concluzie, relatia (3) este adevarata.
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p-1
(4) rezulta din (3), deoarece (_—ljs(— 1) (mod p) si numerele anterioare
p

fiind egale saucu 1 saucu —1 si 1[]—1 (mod p), rezulta ca ele sunt egale.
Demonstram relatia (5).

L
3) = (%jz(ab) a2 .b E[%j(%} (mod p)

Cum [&J, (EJ’ (E]e{l, -1} si 10-1(modp), deducem ca [&J
p p p ;

si

(EJ (Ej nu pot fi decat ambele egale cu 1, sau ambele egale cu —1, adica

p) \p
p P/ \pP
10.1.12. Corolar Fie p =2 un numar prim §i aeZ. Au loc afirmatiile:

1) Daci p =2, atunci polinomul X°* —a eZ>[X] este reductibil in Z>[X]

2) Dacd p >2, atunci polinomul X°* —a eZ,[X] este reductibil in Z,[X] <
pr-1

& a=0 (modp) sau a ? =1 (modp)

3) Daca p > 2, atunci polinomul X _a eZ,[X] este ireductibil in Z,[X]

<

p—1

& a ? =-1 (modp)

Demonstratie: 1) Avem X* —a=X? —£2=(X—£)'(X +£)
2) X? —a reductibil in 7,[X] < X% —a are o radacind in 7,[X] & a=0
sau

(£¢6 si 3 ;eZp, ;2:5) < a=0 (modp) sau (Ejzl < a=0 (mod
p

p-1

p) sau a 2 =1 (mod p).

Urmadtoarele rezultate, impreund cu formulele din 10.1.11., permit
calculul simbolului lui Legendre prin reduceri succesive:
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10.1.13. Legea reciprocitatii patratice a lui Legendre-Gauss
Daca p si q sunt doua numere naturale prime impare distincte, atunci:

o (2){g)-0"

2

b @ e

p

10. 2. Inelul resturilor inelului A[X] modulo un polinom fe A[X]

in cele ce urmeaza, (A, +, - ) este un inel comutativ dat si in inelul
A[X] am fixat polinomul f(X) = a, X"+ a,_ X" + ... + a,X + ap, cu neN* i
ancU(A)
Daci a, = 1, f se numeste polinom unitar (monic). In inelul A[X]
functioneaza teorema impartirii cu rest. Notdm cu g (mod f), restul r al
impartirii lui g la f.

Vom ardta ca pentru orice numdr natural n > 1, multimea polinoamelor
din A[X] de grad cel mult n—1 poate fi inzestrata Tn mod natural cu o structura
de inel comutativ, in raport cu polinomul unitar f de gradul n din A[X].

10.2.1. Lema Fie g;, g,€A[X]. Atunci, V' h;, hoeA[X], avem:
D (g1 +hiPAg2 +h2)) (mod f) =(g1-g2) (mod f)
2) (g1 +hif) + (g2 +h2) (mod f) = (g1 +g2) (mod f).

Demonstratie: Din teorema impartirii cu rest, existd q, re A[X], astfel incat
grrgx=fq+r, cu grad(r) <n.

Asadar, (gl + hlf)(gz + hzf) =gi'g+ f(glhz + gz'hl + hl'hz'f) =

= f-(g1hy + go-hy + hi-hp-f+ q) + r. Datoritd unicitatii restului, deducem ca:

(grg) (mod ) = r = ((g1 + hi-f)-(g2 + ha-)) (mod )
Cealalta egalitate se demonstreaza analog.

In cele ce urmeaza vom folosi urmitoarea notatie:

Ar={b X" 4 .+ b X + b bieA, i=0,n—1} = {geA[X]]| grad(g) < n}

Ar este in mod evident o parte stabila a lui A[X] 1in raport cu operatia de
adunare a polinoamelor ,,+”. Deoarece pentru orice geA[X], g (mod f)eAy,

are sens sd definim pe Ar operatia:  gi(g = (g1-g) (mod f), V g, g2€Ar.
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10.2.2. Propozitie (4;, + () este un inel comutativ.

Demonstratie: Dacd g, heAy, evident g — h €Ar si deci (Ag + ) este un
subgrup al grupului (A[X], + ), adicad (Ag, + ) este un grup abelian.

Fie gi, g, gz€Ar. gi(g: fiind restul impartirii lui g;-g, la f, existd qeA[X],
astfel incat g1-gr=1fq+gi(g. Folosind lema 10.2.1., obtinem:
(81(22)(g3 = ((81(g2)-g3) (mod f) = ((g1-g2 — f:q)-g> (mod f) = ((g1-82)-g3) (mod f)
Analog se demonstreazd ca  g;((g2(g:) = (gi1-(g2-g3)) (mod f) si datoritd
asociativitatii din A[X], rezultd cd gi(g2)(g3 = gi1((g2(g»).

Folosind aceeasi lema, obtinem:

(g1+22)(g3 = ((g1+82)-g3) (mod f) = (g1-g3 + g2-g3) (mod ) = (g1-g2) (mod f) +

+ (22-g3) (mod ) = g1(g2 + 2a(gs.
Cum 1eAf si ,,(” este comutativa, deducem ca (Ar, +, () este un inel
comutativ

10.2.3. Definitie Inelul (As, + () se numeste inelul resturilor inelului A[X],
modulo polinomul f .

10.2.4. Definitie /nelul comutativ (C, + -) se numeste extindere comutativa a
inelului (A, + -) daca A cC §i A este subinel (unitar) al lui C.

10.2.5. Observatii
}) Daca g;, goeAr si grad(g;-g;) <n, atunci g;-g, = g1(g2€Ar.
In particular, V a, beA, a(b=abeA, asadar A este un subinel (unitar) al lui
Ay sideciinelul A este o extindere comutativa a inelului A.
Avem: A=Ar < grad(f)=1 si dacd grad(f) >2, Ar nu este un subinel al
lui A[X], desi Arc A[X].
Asadar A[X] este o extindere a inelului Ay < grad(f) = 1.
2) dacd geAr si meN*, atuncinotim g* ™= gxg*.. . *g
e 2 " S

Atunci, V geAyg 3!bg, by, ..., by1€A astfel incat
g(X) = by (X* D 4+ . 4+ b (X + by.
3) Deoarece f(X)=a,X"+ a1 X" + ... + a;X + ay, deducem ca

a, X" = f(X)-1 + (—ap X" —apo X" — ... —a;X —ag) si
(anX") (mod f) = —a, X" ' = ... —a; X —ay= —an_l(X*(nfl) — .. —a (X —ayl.
Cum a,(X*" = (a,X") (mod f), rezultd a,(X*" = —a,_(X*™ " — . —a;(X - ay(1

o a (X 4+ a (XY ¢ L+ a(X +a(l =0, adicd elementul X al
inelului Afeste o radacina a polinomului fe A[X].
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4) Dacd geAy, grad(g) =n, cu coeficientul dominant inversabil in A, atunci
inelele Ar si Ay au grupurile abeliene subiacente identice, dar dacd n > 2, de
obicei operatiile de inmultire difera. Mai mult, in general, inelele Ar si A, nu
sunt izomorfe.

Dacd g=v-f, cu veU(A), atunciinelele A, si Ar coincid.
Intr-adevir, V heA[X], 3 qeA[X], h=fq+h (mod f) si deci
h=(fv)(v'q+h(modf)=g(v'q) +h(modf) =
= h(mod f) =h (mod g), ¥V he A[X].

-1

in particular, pentru v = a_, unde a, este coeficientul dominant al lui f,
avem ca Ar =Afl , unde f; =v-f si f; este un polinom unitar. Asadar putem

presupune de la inceput c¢a polinomul f este unitar.

10.2.6. Definitie Fie inelul (A, + -) si (B, + -) o extindere comutativa a
inelului A. Elementul b eB este raddcina a polinomului feA[X] daca f(b) =0.

Folosind aceasta definitie si observatia 3, deducem:

10.2.7. Propozitie Pentru orice inel comutativ (A, + -) i orice polinom
feA[X] de grad n > 1 avadnd coeficientul dominant un element inversabil al lui
A, exista o extindere comutativa a lui A, si anume inelul A; care contine o
radacina a lui f.

10.2.8. Observatie Folosind teorema lui Bézout §i rationand prin inductie,
obtinem ca pentru orice inel comutativ (A, +, - ) si orice poliom feA[X] de
grad n > 1 avand coeficientul dominant un element inversabil al lui A exista o

extindere comutativdi A a lui A, astfel incat, 1n inclul K, f sa fie produsul
coeficientului dominant a, cu n polinoame unitare de gradul 1.

In cele ce urmeaza, studiem cazul in care inelul A este un corp
comutativ, K. In acest context, singura conditie care trebuie impusa
polinomului f este ca grad(f) =n > 1. Rezultatul care urmeaza este analogul

celui deja cunoscut: inelul (R, @, ® ) este corp < n este numar prim
(ireductibil).

10.2.9. Propozitie Fie corpul comutativ (K, + -) si polinomul feK[X], cu
grad(f) =n > 1. Urmadtoarele afirmatii sunt echivalente:

1) (Ky, + () este corp.

2) (K, + () este domeniu de integritate.

3) [ este un polinom ireductibil.
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Demonstratie: Implicatia ,,1 = 2 este evidenta.
,»2 = 3” Presupunem ca f este reductibil.
Atunci existd gj, g2eK[X]\ {0}, grad(g;) <n, grad(g) < n, astfel incat f=
g1-82-
Rezultd gi(gx = (g1'g2) (mod f) = 0, fals, deoarece Ky este domeniu de
integritate.
»3 = 1”7 Demonstram ca dacd f este un polinom ireductibil, atunci

V geKy\ {0}, I heKy, astfel incat gth=1.
Fie d cel mai mare divizor comun (unitar) in K[X] al polinoamelor f si g.
Atunci d/f sideoarece f este ireductibil, rezulta sau d=1, sau d="f.
Dacd d=f, cum d/g, rezulta f/ g, fals (geK¢\ {0} si deci grad(g) <
grad(f) )
Asadar d =1. Atunci, existd f}, gieK[X] astfel incat g-g, + f-f; = 1.

10.2.1
Fie h=g; (mod f) = 3 qeK[X] astfel incatg; =f.q=h =

(g-21) (mod f) = (g-(f:q + h)) (mod f) = (g-h) (mod f) = g(h.
Cum g-g; =f(—f))+ 1, deducem ca (g-g;) (mod f) =1, deci gth=1.
Asadar (Kg, +, () este corp.

10.2.10. Observatie Daca geK[X] este un polinom neconstant, atunci g se
scrie ca un produs de polinoame ireductibile: g = fj-f;-...-f,. Din propozitia
anterioara, K este o extindere comutativa a corpului K si conform propozitiei

10.2.7., corpul Kfl contine o radacind a lui fj.

Aplicand teorema lui Bézout si rationand prin inductie dupa gradul lui
g, deducem ca exista un corp K - extindere a lui K, ce contine toate radacinile
polinomului g (polinomul g, considerat ca polinom peste corpul E, poate fi
exprimat ca un produs de polinoame de gradul I peste K)

10.2.11. Exemple Fie K un corp finit cu q elemente si fe K[X], cu grad(f) =n
> 1.

Avem Ki= {by X" + ... + b X + by | bieK, i=0,n—11.

n—1 n—1
Mai mult, Z:biX1 =Z:ciX1 < bi=¢, Vi=0,n-1.
i=0 i=0
Rezulta ca func‘gia f: K" > K¢, f(bg, by, ..., by1) = bn_an_l + ...+ b1 X + by
este bijectiva, asadar |Kf‘:|Kn| si deci inelul Ky are q" elemente.
Atunci (10.2.9) Ky este corp < f este ireductibil in K[X].
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Stim ca orice polinom feK[X] de grad 2 sau 3 este ireductibil in K[X]
daca si numai daca f nu are nici o radacina in K.

Fie peN un numdr prim. Alegdnd K =Z,, rezultd ca putem construi efectiv,
prin procedeul descris mai sus, corpuri cu p" elemente (neN, n>2), de
indata ce cunoastem cel putin un polinom feZ,[X], de grad n si ireductibil.

De exemplu, in Z,[X], polinomul f(X) = X* + X + 1 este ireductibil si
corpul (Z, )f are 4 elemente.

intr-adevar, (Z, )f = {a + bX
operatiilor sunt:

a, beZ,} :{6, i, X,i+X} iar tablele

+ 0 1 X 1+X ( 0 1 X 14X

0 0 1 X 14X 0 0 0 0 0

1 1 0 1+X X 1 0 1 X 1+

X | X 14X 0 1 X 0 X 1+x 1
1+x[1+x X 1 0 1+x| 0 1+X 1 X

deoarece X(X = X? (mod f) = XX = X + 1, (X+i)(X =1,
X+1)(X+1)=X

Considerand inelul (Z, )g, cu g(X) =X rezultica X(X=0, deci
inelul cu 4 elemente (Z,) . are elementul nenul nilpotent X. Asadar inelul
(z,) . Nu este izomorf cu inelul produs direct Z,xZ, , deoarece acesta nu are

elemente nilpotente.

10.2.12. Definitie Fie (A, + -) un inel comutativ. Perechea (B, o) se
numeste A — algebra, daca B este un inel si a: A — B este un morfism de
inele, cu proprietatea ca VaecA, VbeB, ala)-b =b-a(a).

a se numeste morfismul structural al A — algebrei.

A - Algebra (B, a) este comutativa daca inelul B este comutativ.

Cand nu e pericol de confuzie, nu se specificd morfismul structural al A
— algebrei B.

10.2.13. Exemple 1) Daca A este un subinel unitar si comutativ al inelului
B, care este continut in Z(B), atunci B este o A — algebra, de morfism
structural incluziunea canonica. In particular, orice extindere comutativa a lui
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A este 0 A — algebra. Asadar, R este o Q — algebra, C este o R — algebra,
iar dacad inelul A este comutativ, atunci inelele A[X] si Ar (cu feA[X]
avand coeficientul dominant inversabil in A) sunt A — algebre comutative.

2) Orice inel A are o unica structura de Z — algebra, cu morfismul structural
a:Z— A, oa(n)=n1, VneZ

3) Daca (A, +, - ) este un inel comutativ, atunci inelul My(A) este o A —
algebrd, de morfism structural o : A — My(A), o(a) = a1,

10.2.14. Definitie Fie (4, + -) un inel comutativ, (B, &) o A — algebra, ueB
si fedlX], f(X) =a, X" +.. +a;X +ag. Elementul flu) = a(a,)u" +... +
ala)u +  + afag) se numeste valoarea polinomului f in u. Elementul ueB
se numeste raddacinad a lui f daca f(u) =0.

10.2.15. Observatii 1) De obicei, dacd nu se poate face nici o confuzie,
notim o(a) = a, pentru acA si avem: f(u) =a,u" + ...+ a;-u +ap-e, unde e
este elementul unitate al inelului B.

2) Evident, V f, geA[X], V ueB, (f+g)(u) = flu)+gu) si (fg)(u) =
f(u) g(u).

In consecintd, functia o, : A[X] = B, ou(f) = f(u), V feA[X], este un
morfism de inele, numit morfismul de evaluare in u al polinoamelor din A[X].
3) In conditiile din definitia 10.2.14., notim A[u] = {f(u) | fe A[X]}= (Im(ow,))
o, fiind morfism de inele, rezultd cd Afu] este un subinel comutativ al lui B,
fiind si o A — algebra de morfism structural ¢: A — Afu], ¢(a) =a-e, V acA.
Inelul A[u] se numeste A —subalgebra lui B generatd de elementul ueB.

10.2.16. Definitie Fie (4, + -) un inel comutativ, (B, @) o A — algebra si
u€eB. Elementul u este algebric peste A daca FfeA[X], f=0, cu flu) =0.
In caz contrar, u se numeste transcendent peste A.

10.2.17. Propozitie Fie corpul (K, + -) si (B, + -) o K - algebra.
Fie ueB, algebric peste K si feK[X] un polinom nenul de grad minim astfel
incat f(u) =0. Atunci VgeK[X], cu g(u) =0, avem f/g.

Demonstratie: Din teorema impartirii cu rest, 3 q, reK[X] astfel incat g=1fq
+1, cu grad(r) < grad(f). Atunci: 0 = g(u) = f(u)-q(u) + r(u) = r(u).

Cum f este polinom de grad minim printre polinoamele nenule din K[X] care
au radacina o, rezultd r=0, deci f/g.
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10.2.18. Observatie Daca feK[X], f(X)=a, X"+ ... + a;-X +ap, cu a, #0,
este un polinom ca siin 10.2.17., atuncisi a; -f=f; este tot un polinom nenul
din K[X] care are radacina u si in plus, este unitar.

10.2.19. Definitie Fie u wun element algebric al unei K — algebre B.
Polinomul unitar de grad minim din K[X] care are radacina u, se numeste
polinomul minimal (peste K) al lui u.

10.2.20. Observatie Polinomul minimal peste corpul K al unui element
algebric al unei K — algebre este unic determinat. El se noteaza Min(u, K).

10.2.21. Propozitie Fie B o K — algebra peste corpul comutativ K, ueB un
element algebric peste K, f=Min(u, K) si n =grad(f). Atunci:

1) VbeK/[u], 7! geK; astfel incat b =g(u)

2) Functia B:Kr—>K[u], p(g) =gu), VgeK, este un izomorfism de inele.
3) K[u] este domeniu de integritate < K[u] este corp < f este ireductibil.

Demonstratie: 1) Fie beK[u] = 3 heK[X], h(u) =b. Alegem g=h (mod f)
Din teorema impartirii cu rest, 3! qeK[X], h=fq+g = h(u)=b=g(uw).
Presupunem ca existd g'eKy, g'#g, astfel incat g'(u) =b.

Obtinem (g — g')(u) =0, asadar u este radacindaluig—g'

Cum grad(g — g') <n=grad(f) iar f =Min(u,K) = g—-g'=0 < g=¢".
2) Din 1) rezultd ca feste surjectiva.

Fie gi, g2€Ky, cu B(g1) = B(g2)- Atunci gi(u) = g(u) < (g1 —g)(w)=0
grad(gi—g)<n si f =Min(u, K) = g -2=0 < g =g.

Asadar f este si injectiva, deci este bijectiva.

Pentru g, g2€Ky, din teorema inpartirii cu rest, 3 qeKy, g1-g2 = f:q + gi(ge.
Avem  B(gi(g2) = (gi1(g2)(a) = (g1-g2 — f-q)(a) = gi(a)-g2(a) — flo)-q(a) =

= gi(a)-ga(a) = B(g1)-P(g2); P(gi1+22) = (gi1+g)(a) = gi(a) + ga(a) = P(g1) +
B(g2), asadar B este izomorfism de inele.

3) K[u] = K¢ si concluzia rezultd din propozitia 10.2.9.

10.2.22. Observatii 1) Daca geK[X] e un polinom unitar, ireductibil si
pentru ueB, g(u) =0, atunci g= Min(u, K).

Intr-adevar, avem (din 10.2.17) ci Min(u, K) / g si amandoua fiind
iredctibile, iar Min(u, K) fiind de grad > 1, rezulta concluzia.

2) Izomorfismul din proprietatea precedenta este evident unizomorfism de K —
algebre.
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3) Propozitia anterioara nu functioneaza in general pentru elementele algebrice
peste un inel comutativ arbitrar A, pentru cd nu se poate defini notiunea de
polinom minimal al unui element algebric peste un inel.

1 . : : . .
De exemplu, numéarul 3 €Q este algebric peste Z, fiind radacina polinomului

3X-1€Z[X], dar nu exista nici un polinom unitar din Z[X] cu rddacina % .

10.2.23. Exemple
1) Daca feQ[X] este un polinom ireductibil de grad n si zeC este o

radacina a lui f, atunci Q[z] = {an_l-z"_1 + ...+ a;-X +ag ‘ 2;€Q,1=0,n-1}
este un subcorp al lui C si numerele complexe 1, z, 22, s z"" sunt liniar
independente peste Q.

De exemplu, daca deZ \ {0, 1} este un numar liber de patrate, atunci
polinomul X?—d este ireductibil in Q[X], deci Min(\/a ,Q=X*—-d
si Q[Vd 1= {atbd
1, Jd sunt liniar independente peste Q.

2) Daca avem corpul comutativ (K, +, - ) si feK[X] este un polinom unitar
de grad > 1, considerand K — algebra Ky, din propozitia 10.2.7. deducem ca
XeKy este algebric peste K si Min(X, K) =f.

a, beQ} este un subcorp al lui C. Numerele complexe

10.2.24. Propozitie Fie peN un numar prim, feZ,[X] un polinom
ireductbil de grad n >1 §i aeN. Conditia necesara si suficientd ca sda existe
un inel A cu n elemente avdand proprietatile
i 1+1+ .-..+1 =0 (char(4) =p)

p ori
(ii) ecuatia f(x) =0 are solutiiin A
este ca sd existe keN* astfel incit a =p*”.

Demonstratie: Fie K =7, sicorpul cu p" elemente Ky.
»<=" Dacd a=p"“", consideram inelul A =K, xK; x...xK , care are (din

k ori
10.2.4)
proprietatile cerute.
,»—>" Presupunem ca existd un inel A cu a elemente, cu proprietatile din
ipoteza.
Este evident cd A este o K — algebra de morfism structural o : K — A, oc(lA<)
=k.
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Fie ueA o solutie a ecuatiei f(x) =0 si functia B: K¢—> A, B(g) = g(u).
Atunci, din Propozitia 10.2.21. stim ca B este un morfism injectiv de inele.

not
Mai mult, B induce un izomorfism al lui K¢ pe Im =K[u] = P.

Atunci P este un subinel al lui (A, +, - ), fiind de fapt izomorf cu Ky, deci
avand p" elemente. Deducem (inelul A admitind o structurd de P — spatiu
vectorial), ca 3 keN* astfel incat ‘A‘ = ‘P ‘ k (dim p(A) = k) sidecica 3
keN* astfel incat a =p"“™

10.2.25. Aplicatii
1) Orice inel finit (A, +, - ) incare 1+1 =0, iar ecuatia x+x’+1 =0 are
solutie in A, are proprietatea cd 3 keN* astfel incat |Al=16"

Solutie: Seia p=2 si f=X"4+X’+1eZ,y[X]

2) Fie a, peN* sip prim, p =3 (mod 4). Conditia necesara si suficienta ca
sd existe un inel A cu a elemente care sa aiba proprietatile:

(i) char(A)=2

(ii) ecuatia x’+1 =0 are solutie in A

este: 3 keN*, astfel incat a=p>*.

Solutie: Se alege f= X2*+1 €Z,[X], care este ireductibil, conform cu 10.1.13.
3) Fie a, peN*. Conditia necesara si suficientd ca sa existe un inel A cu a
elemente care sd aiba proprietatile:

(i) char(A)=2

(ii) ecuatia x*+x+1 =0 are solutiein A

este: 3 keN*, astfel incat a= 4x,

Solutie: Se alege p=2 si f= X2+ X+1 eZ,[X]
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ANALIZA MATEMATICA
1. Functii primitivabile

Importanta notiunii de primitivd pentru calculul integral al functiilor
reale de o variabila reala este pusd in evidentd in manualul de analiza
matematicd al clasei a XII-a. Pe de o parte, se constatd In acest manual ca
datorita formulei lui Leibniz-Newton calculul integralei Riemann a unei functii
integrabile Riemann care admite primitive poate fi redus la determinarea unei
primitive a acestei functii iar, pe de altd parte, se aratd apoi ca, in cazul unei
functii continue, se poate construi o primitiva a acesteia cu ajutorul integralei
Riemann.

1.1. Functii primitivabile

1.1.1. Definitie. Fie J un interval nedegenerat din [ , adicd J este un
interval nevid care nu se reduce la un singur punct. O functie derivabila
F:J—1[ se numeste primitivd pe J a unei functii f:J —[] dacd F este
derivabila pe J si F'(x)= f(x) pentru orice x €J . Cand punctul x din aceasta
definitie este o extremitate a lui J, prin F'(x) se noteaza derivata laterald a lui ¥
inx.

Se spune cd o functie f:J —[ este primitivabild (sau admite
primitive, sau, inca, este o derivatd) pe J dacd existd o primitiva a lui f pe J.
Notiunea de primitiva a fost introdusd de I. Newton (1665) sub denumirea de
fluenta.

Notam in continuare cu J un interval nedegenerat din [J .

1.1.2. Propozitie. Daca f:J —[] admite o primitiva F pe J, atunci
restrictia lui F' la orice interval nedegenerat / — J este o primitiva a restrictiei
luif la I

1.1.3. Propozitie. Daca F' si G sunt doud primitive ale aceleiasi functii
f:J >, atunci existd k €[] astfel incat

F(x)-G(x)=k,
pentru orice x € J .

Demonstratie. Notam H=F-G. H este derivabila pe J si
H'(x)=F'(x)-G'(x)= f(x)— f(x)=0 pentru orice xe€J. Rezulta ca exista
k el astfel incat H(x) =k pentru orice x € J, adica F(x)—G(x)=k pentru
orice xeJ .
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1.1.4. Observatie. Notdam in continuare cu C(J) sau C multimea
functiilor continue pe J si cu P (J) multimea functiilor care au primitive pe
intervalul nedegenerat J.

Acceptam 1n continuare urmatorul rezultat

1.1.5.Teorema. Daca functia f este continua pe intervalul nedegenerat
J, atunci f are primitive pe J.

1.1.6. Observatie. Datoritd importantei ei In analiza matematica,
teorema 1.1.5 este denumitd de multi autori teorema fundamentald a calculului
diferential si integral. Facem observatia ca reciproca acestei teoreme nu este n
general adevarata. Aceasta va rezulta din urmatorul exemplu.

1.1.7. Exemplu. Functia f:[J — [ data prin:

—, x=20,

f) = sin

X
0, x=0,
admite primitive pe [J .

Demonstratie. Functia f este continud pe [ \ {0} . Deoarece ling f(x) nu
x—>

existd, punctul x =0 este un punct de discontinuitate de speta a doua, deci f nu
este continud pe [J . Integrand prin parti pe orice interval ce nu contine originea
obtinem

jsinldx =J-x2 -(cosl] dx =x* ~cosl—j2x~cosldx
X X

X X

(1

Aceasta ne sugereaza sd ludm functia ajutatoare, g:[1 —[ ,

2xcosl, x#0,
g(x)= x

0 , x=0.

Functia g fiind continud pe [1 (asa a fost luatd in x =0), are primitiva
pe [ sinotdm G o primitiva a functiei g. Utilizdnd (1) deducem ca daca f are
primitive, atunci o primitiva pentru /' va fi de forma:

x’ cosl—G(x)—i-cl, x#0,
F:U >0, F(x)= X
c, , x=0.

Determinam constantele c; si ¢, astfel incat F sa fie derivabila pe [ si
F'(x)= f(x), (V) xell . Din constructia lui F avem ca F este derivabila pe
0\{0} si F'(x)= f(x), (V) xell \{0}. Din conditia de continuitate pentru F
in x =0 obtinem:
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¢, =—G(0)+¢, siavem
xzcosl—G(x)+cl, x#0,
F(x)= X
-G(0)+c,, x=0.

2)

Cum

* cos L — G(x)+G(0)

F)=lim 0O _yp~  x =
x—0 X—O x—0 X
- lim(xcosl—wj —0-G'(0)=-g(0)=0= £(0).
x>0 X x-0

Rezulta ca F este derivabila in x=0 si F'(0)= f(0). Deducem ca F
data de (2) este primitiva pentru f.

1.1.8. Teorema. (Darboux 1875). Daca f:J —[] este o functie
derivabila pe J atunci derivata sa ' are proprietatea lui Darboux pe J.

1.1.9. Proprietate (conditie necesara de existentd a primitivelor).
Fie f:J — [ o functie care admite primitive pe J. Atunci f are proprietatea lui

Darboux pe J. Avem deci incluziunea P(J) < D (J).

Demonstratie. Fie ' o primitiva a lui f. Atunci din teorema lui Darboux
rezultd cd F' are proprietatea lui Darboux, deci f are proprietatea lui Darboux
pe J.

1.1.10. Consecinta. Fie f:J —[] o functie care nu are proprietatea lui
Darboux pe J. Atunci / nu admite primitive pe J.
Demonstratie. Presupunem contrariul. Rezulta ca f are primitive pe J si
din Proprietatea 1.1.9 rezulta ca f are proprietatea lui Darboux, contradictie.
1.1.11. Consecinta. Daca f:J —[] (J interval din [ ) este o functie
astfel incat Im f nu este interval, atunci f nu are primitive pe J.
1.1.12. Proprietate. Daca functia f:J—[] are un punct de
discontinuitate de prima spetd, atunci functia f nu admite primitive.

Demonstratie. Presupunem ca f are primitive. Atunci deducem ca f are
proprietatea lui Darboux, de unde obtinem ca f nu are nici un punct de
discontinuitate de prima speta, contradictie.

1.1.13. Exemplu. Functia f:(0,00) —[] data prin

- %,xe(o,oo)\{l}
2 ,x=1



nu are primitive pe (0,0).

lim f(x)=1
Solutie. Avem ca f este continua pe (0,00)\{l} si ! =>x=1
S1=2

este un punct de discontinuitate de prima spetd, deci f nu are primitive pe
(0,00).

1.1.4. Propozitie. Fie functiile f,g:J —[ primitivabile pe J si
A ell . Atunci functiile f+g, Af, f —g sunt primitivabile pe J.

Demonstratie. Fie G,F :J —[] primitive pentru g si f. Atunci rezulta
imediat ca functille F+G, AF, F—G sunt primitive, respectiv pentru
f+g, Af, f-g.

1.1.15. Teorema. Daca [ [ este un interval nedegenerat, care nu
este deschis §i interiorul caruia este notat cu J, iar f:I —>1[1 este o functie

care admite primitive, atunci sunt adevarate urmdtoarele afirmatii:
a) Daca F,:J —U este o primitiva a functiei f g atunci F, are

limita finita in fiecare punct a € I\ J , iar functia F :1 — [, definita prin

F(x), xeJ
F(x)= limFy (1), x=ael\J 1)

este o primitiva a lui f.

b) Daca F:I1—I[] este o functie continua pentru careF ‘ jeste o
primitiva a lui f‘J , atunci F este o primitiva a lui f.

Demonstratie. a) Fie functia G:/ —[] o primitiva a lui /. Atunci G‘ J

este o primitiva a lui f ‘ - Deoarece functia F| este tot o primitiva a lui f ‘ g

existd un numar real ¢ astfel incat sa aiba loc egalitatea
F(x)=G(x)+c, (V)xeJ. (2)
Fie acum a un punct oarecare din /\J . Functia G fiind derivabila in a, este
continud in acest punct si din aceastd cauza avem
liin G(x)=G(a).

Tinand seama de relatia (2), rezulta
lim £ (x) = G(a)+c. (3)
Din relatiile (1), (2) si (3) deducem ca
F(x)=G(x)+c pentruorice xe /.
In consecinti, F este o primitiva a lui £
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b) Alegand F,=F J si aplicand afirmatia a), deducem ca F este o
primitiva a lui f.

1.1.16. Observatie. Din Teorema 1.1.15 rezultd un procedeu practic de
determinare a unei primitive pentru o functie f:/ — [ , care admite primitive
si care este definitd pe un interval nedegenerat / — [l care nu este deschis; se
determina mai intai o primitiva £ a restrictiei lui f'la interiorul lui 7, iar apoi se
prelungeste F| la / prin formula (1), obtinand astfel o primitivd F a lui f.

1.1.17. Exemplu. Sa se determine primitivele functiei f:(0,1]—[
definitd prin

arcsin x
f(x) =———, pentru orice x (0,1].
Solutie. Functia f are prlmltlve pe (0,1] fiind continud. Determindm mai

intai o primitivd a functiei f, = f 0,1)" Aplicand formula de integrare prin

parti gasim
!

Ifo()ddx = J.(—%j arcsin x dx = —%arcsinx+jﬁdx

—X

Notim ¢(x) =+1-x>, de unde ¢'(x) = si obtinem
V1=x?
1 x ?'(x) 1 ‘(ﬂ(x)—l
——dx= =—In[—/———+C =
J.)cxll—x2 J.xlel—x '[60 (%) - 1 2 |p(x)+1

B e
2 |J1-x* +1 2 [ 1+41=-x7

Rezulta

1++1—x2

Restrictia la (0,1) a functiei continue F :(0,1]— [ , definitd prin
1-V1-x°
1++/1-x7

este deci o primitivd a lui f,. Prin urmare, functia F este, conform Teoremei

1.2
J.fo(x)dx=—larcsinx+%ln[¥J+C ,
X

F(x)= —larcsinx +%ln( J pentru orice x € (0,1],
X

1.1.15, o primitiva a lui £, asa cd avem

jf(x)dx:F+C .
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1.1.18. Observatie. Se poate ardta cd o functie reald, definitd pe un
interval nedegenerat / —[] care nu este deschis si a carei restrictie la interiorul
lui 7 admite primitive, nu trebuie sd admitd neapdrat primitive. Pentru aceasta
este suficient sa analizam problema rezolvata R.1.4.1. De aceea, nu se poate
renunta in Teorema 1.1.15 la ipoteza ca functia f:/ —[J sa aiba primitive.

In practica se intamplad de multe ori ca o anumiti metoda de gisire a
primitivelor (inclusiv cea a prelungirii, descrisd anterior) sd nu fie aplicabild pe
intregul interval / <[], ci doar pe anumite subintervale [,,/,,...,1, ale lui /
(n>2) acaror reuniune este / i pentru care

Int(Z,)NInt(1,) =4,
dacd j,ke{l,2,....,n}, j#k.

Se pune atunci intrebarea, cum sa se “racordeze” primitivele gasite pe
cele n subintervale astfel incat sd se obtind o primitiva a lui f. In continuare dam
raspunsul la aceasta intrebare in cazul in care / este reuniunea a doua intervale

fara puncte interioare comune.
1.1.19. Teorema. Fie [ cl un interval nedegenerat, a un punct

interior lui I, f:1—>U o functie si F,:J —>[] o primitiva a lui f g lar

F,:K = o primitiva a lui f‘K’ unde s-a notat
J=(—0,a)I §i K =[a,o)I.
Atunci functia F : 1 — 1, definita prin
FE(x)-F(a), xel, x<a
nm={‘) @

F,(x)-F,(a), xel, x=a
este o primitiva a lui f.
Demonstratie. Observam ca in fiecare punct x € /\{a} functia F este

derivabila si F'(x)= f(x). A ramas de cercetat daca functia F este derivabila in
a. Intrucat

lim £ =F@ _ EOZA@ 0 _ vy 1y,
e x—a e x-a
hmF(x)—F(a) :hvaz(x)_sz(a)_O:szl(a):f(a),
e X4 > a r—a

deducem ci functia F este derivabild in x=a si F'(a)= f(a). In concluzie,

functia F este o primitiva a lui f.
1.1.20. Observatie. Rezultatul anterior se poate extinde pentru cazul in
care intervalul / se poate scrie ca o reuniune de » intervale distincte (n>2)

avand interioarele disjuncte doud cate doua.
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Rezultatul urmator ne da modul de scriere a primitivei unei functii
continue si periodice, cunoscand o primitiva, a restrictiei functiei respective la
un interval de lungime egal cu perioada functiei.

1.1.21. Teorema. Fie f:[1 —>[1 o functie periodica avand perioada

T >0, a un numar real, iar F,:[a,a+T]—> o primitiva a lui f [a.a+T]"

Atunci functia F :[1 -, definita prin
Fx)=F/(x=k-T)+k(F,(a+T)-F,(a)), (V) xe(a+kT,a+(k+DT], kell,
este o primitiva a lui f.

Demonstratie. Fie X0 un punct oarecare din g,
X, €(a+kT,a+(k+1)T), k €ll . Atunci rezulta ca F este derivabild in x si

F'(xy) = F)(x, —kT) = f(x, —kT) = f(x,).
Daca x,=a+(k+1)T , kel , atunci
F@)=F(x) _y. Fy(x=kT)=Fy(a+T)

i e i e = i@ )= fa 1) = 5,
im =) iy LOEEEDD =R _ - )= 1(x,),
X X=X, X3y x—(k+1)T —-a

x> Xy x> X,

Deci si in acest caz F este derivabild in xo, iar F'(x,)= f(x,). Prin

urmare, F' este o primitiva a lui f.
1.1.22. Exemplu. Si se determine primitivele functiei f:[] —[ ,

1
J@) = (V) xel.
sin” x+cos” x

Solutie. Avem

4 4 2
f(x) = 2 3 = 2 = 2 =
(I-cos2x)"+(1+cos2x)” 2+2cos"(2x) l+cos 2x
B 2 3 4
1+1+COS4X 3+cosdx

2

: - NPT : o T
Functia f'este continud pe [ si periodicd cu perioada principala 7, = 5

Fie f,=f

. .1 | restrichia lui f* la {—E,Z} sl notdm F, o primitiva a
44 44

sa. Pentru x € (—

2

j avem

EN
EN
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I 4 I :j 4 2 dr = J~4(1+tg 2x) j2(1+tg 2x)
3+cosdx +1—tg (2x) 4+2tg’ 2x 2+1tg” 2x
1+1tg’(2x)

J‘ (tg 2x) Larctg g 2x +C .
tg’ 2x+2 2 2
Deoarece

lim Larctg(tg ZX) = _”\/5 si lim Larctg(tg ZX) = &
X—>*% \/E \/5 4 x—)% \/E ’

T T
x>-= x<Z
4 4

deducem ca functia F; :[—%,%} -0,

—7T\/§ s
s X=——
4 4
| tg2x T
F (x)=q—arctg| =—— |, xe| ——,—
W=7 g(ﬁ] ( 4 4]
2 P
—_— ,x:_
4 4

o .. C : V4
este o primitivd a functiei f,. Cum f este periodica cu perioada T :E’ va

rezulta cd functia F:[] —[] , definitd prin

N A AN
F(x)‘F”(x ¢ J”‘WJ F”( 4D’(V)

7 kr —m  (k+Dz
Xe|——+—,—+

4 2 4 2
k €[] , este o primitiva a lui /. Obtinem

F(x):%amtg(&\/%kmjﬁ%'#=%arctg(tg\%x)j+”;/5.k’
) xe(_erkﬂ 7r+(k+1)7z} kel si
4 274 2

[feax=F+C.
1.1.23. Propozitie. Dacd functia f:[1 —»[ este primitivabila si
aditiva, adica satisface ecuatia functionald a lui Cauchy,
f(x+y)=f(x)+ f(y) pentru orice x,yell ,
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atunci f(x)=k-x pentruorice x€lJ ,unde k €[] este o constantd arbitrara.
Demonstratie. Fie F' o primitiva pentru f'si (a,) un sir de numere reale
convergent citre zero cu a, #0 pentru orice n €] . In conformitate cu relatia
din ipoteza obtinem:
f(x+a,)—f(a,) = f(x) pentruorice xell sinell.
Pentru fiecare nell , functia G, :lJ — [ definitd prin
G,(x)=F(x+a,)-x-f(a,)
pentru orice x €[] este derivabila pe [1 si
G,(x)=F'(x+a,)-f(a,) = f(x+a,)- f(a,) = f(x)
oricare ar fi x €[J . Cum functiile F si G, sunt primitive pentru functia cautata f,
rezulta ca exista constantele ¢, astfel ca
F(x+a,)—xf(a,)=F(x)+c,, pentruorice xell sinell,
din care pentru x =0 rezultd ¢, = F(a,)— F(0) pentru orice n €l] . Obtinem
F(x+a,)=xf(a,)+F(x)+F(a,)—F(0) pentru orice xell si nell .
De aici, pentru x =1 rezulta
fla)=F(1+a,)-F(1)-F(a,)+F(0), (V)nell .
Asadar,
0= F0) — lim FEF @)= F Q) (0, + F(,) = F(0) _

n—>0
n aﬂ

=x-F'(1)+(1-x)F'(0)=

(1-x)

n n

F(a,)~F(0)
a

n—x0

_ hm[x(F(1+an)—F(1)) N

=xf()+1=-x) f(0)=x-f(),
pentru orice xe€ll, cdci punand x=y=0 in relatia din ipotezd gasim
£(0)=0. In concluzie, f(x)=kx, kel .

1.2. Operatii cu functii primitivabile

1.2.1. Propozitie. Dacd functiile f,g:J —[] au primitive pe J si

A ell, atunci functiile f+g, Af, f —g au primitive pe J.
Demonstratie. Vezi Propozitia 1.1.14 din paragraful precedent.

1.2.2. Observatie. Un rezultat similar nu este adevarat pentru produsul,
catul, compunerea (atunci cand au sens) a doud functii care au primitive pe
intervalul J. Vom da in continuare conditii suficiente pentru ca produsul a doud
functii primitivabile s fie functie primitivabila.
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1.2.3. Exemplu. Fie functiile f,g:[J — [ date prin

sinzl—sinl, x#0 sinzl+sinl, x#0
= T . g=g T T
2 2
Sa se arate ca functiile /' si g admit primitive pe [ , dar functia
f-g:l0 > nuadmite primitive pe [J .
Solutie. Avem f=f —-f,,g=f +/f,, unde f,f, :ll ->[ sunt date

, x=0

de

sinz(l} x#0 Sin1 %0
X )
fl(x): 1 > fz(x): X
3 0 0, x=0

, X

Deoarece functiile f; si fo au primitive pe [J , deducem cad f si g au
primitive pe [ ca diferentd, respectiv suma de functii primitivabile. Avem

(sin2 1 sin lj(sin2 1 +sin —j =sin* 1 sin? 1_ —sin’ L cos? 1_
X X X X x X x X
= —lsin2 (Ej <0
4 X

si frg:l =0, (f-8)x)=

Functia /- g nu are primitiva pe [] deoarece nu are proprietatea lui Darboux.

1.2.4. Propozitie. Fie f,g:J—[, J interval, doua functii cu
proprietatile

1) fadmite primitive pe J;

2) g este derivabila cu derivata continua pe J.
Atunci functia f- g admite primitive pe J.

Demonstratie. Fie functia «:J —[J data prin u(x) = g(x)- F(x), unde
F este o primitiva a functiei f. Avem cd u este derivabild pe J si
u'=g-f+g"-F, de unde g-f=u'—g'-F. Dar functia u' are primitive
(functia u) si g'-F are primitive caci este continud. Rezultd cd f-g este
primitivabila ca si diferentd de doua functii primitivabile.
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1.2.5. Propozitie. Fie f,g:J —[ , Jcl interval, doud functii cu
proprietatile:

1) fadmite primitive pe J;

2) f(x)#0 pentru orice xeJ ;

3) g este continuad pe J.

Atunci functia f - g admite primitive pe J.

Demonstratie. Fie F:J—[ o primitivdi a functiei f. Din
F'(x)=f(x)#0, (V)xeJ rezulta cd functia F este strict monotona.
Consideram functia H :J — F(J), data prin H(x)=F(x), (V) xeJ . Functia
H astfel definita este derivabild, surjectiva, injectiva (fiind strict monotona) si
H'(x)#20, (V)xeJ. Rezulti ci functia inversi H ':F(J)—>J este
derivabila.

Functia go H™': F(J) — [ admite primitive, fiind functie continui. Fie
G:F(J)—[ o primitivd a functiei goH'. Atunci, functia GoH :J —[]
este derivabild fiind compunerea a doud functii derivabile. De asemenea
(GoH)(x)=G'(H(x))-H'(x)=(goH )H(x))-H'(x)= g(x) f(x), (V) xe J

Prin urmare, functia Go H este o primitiva a functiei f-g.

1.2.6. Teorema (W. Wilkosz). Fie f,g:J —[l, J interval, doua
functii cu proprietatile:

1) fadmite primitive pe J,

2) fmarginita superior sau inferior;

3) g este continud.

Atunci functia f-g admite primitive.

Demonstratie. Presupunem cd f este marginita inferior. Atunci exista
mell astfel Incat f(x)>m, (V) xeJ. Consideram functia h:J —[ data
prin A(x)=m, (V)xeJ. Atunci functia f—h admite primitive si nu se
anuleaza pe J. Conform Propozitiei 1.2.5 rezulta ca functia (f —4)-g admite
primitive pe J. Deoarece /4-g admite primitive fiind continua, deducem ca
f - g are primitive pe J. Analog se procedeaza daca f este marginita superior.

1.2.7. Propozitie. Fie f,g:J —[ , Jinterval din [J , doua functii cu
proprietatile:

1) fadmite primitive;

2) g este derivabila si cu derivata marginita.

Atunci functia f-g admite primitive pe J.

Demonstratie. Fie ' o primitiva a functiei f. Atunci functia F'-g este

derivabilasi (F-g)=f-g+F-g'< f-g=(F-g)-F-g'.
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Conform Propozitiei 1.2.6, rezulta ca functia F-g' admite primitive.
Prin urmare, f-g admite primitive.

1.2.8. Observatie. Functiile din Exemplul 1.2.3 sunt primitivabile dar
produsul lor nu mai este o functie primitivabila. Cele doud functii, din exemplul
respectiv, au fost alese 1n asa fel incat produsul lor sa nu aibad proprietatea lui
Darboux (deci sa nu fie o functie care are primitive). Se pune, in mod natural,
problema primitivabilitatii catului a doua functii primitivabile. Procedeul
utilizat pentru alegerea functiilor din Exemplul 1.2.3 nu poate fi folosit si pentru
catul a doua functii primitivabile, caci Jarnik [7] a stabilit urmatorul rezultat:

1.2.9. Teorema. Fie f,g:J — U doua functii cu proprietatile:

1) f, g primitivabile pe J;

2) g(x)#0 pentru orice xe J .

f

Atunci functia — are proprietatea lui Darboux pe J.

1.2.10. Observatie. Existd functii primitivabile al caror cit nu este o
functie primitivabild. Se poate ardta ca functia g:[-1,1]—>0, g(O)ZE’ 1ar
pentru x # 0 graficul lui g este format din parti egale de triunghiuri isoscele de
o s1es g ) I 1 1 1 .
indltime egald cu 1 construite pe segmentele | —,— |, | ——,——— |, nell ,

n+l'n n’ n+l
are primitive pe [—1,1]. Pe de alta parte, pentru a >0, functia f:[-1,1] >[]

——, xe[-L1]\{0}
definita prin f(x) = a+§(x) , unde g este functia anterioara,
=4 _0
a+1

este cat a doud functii primitivabile, dar fnu este o functie primitivabila.

1.2.11. Propozitie. Fie f:[J] - si g:J—>[,Jcll interval, doua
functii cu proprietatile:

1) fadmite primitive pe [] ;

2) g este de doua ori derivabild cu g” continua pe J;

3) g'(x)#0 pentruorice xeJ .
Atunci functia f og admite primitive.

Demonstratie. Fie F':[] —[] o primitiva a functiei f. Atunci functia
Fog este derivabila pe J si (Fog) =(fog)-g'. De aici rezulta ca

1 . el .1
fog=—-(Fog)'. Deoarece functia (Fog)" este primitivabila iar functia —
g g
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este derivabild si cu derivata continud, folosind Propozitia 1.2.4 deducem ca
f o g admite primitive pe J.

1.3. Clase de functii discontinue primitivabile

1.3.1. Propozitie. Daca functia f:[] —[] este continud si satisface

not.
conditia ‘li‘m Lile)] =M(f)ell, x,ell fixat si F este o primitiva pentru f,
y|—®© y

» XFX . .
atunci functia g:0 >0, g(x)= [x—xoj * admite primitive pe [ .

M(f) > X = xO
Demonstratie. Deoarece f este continud pe [ , ea admite primitive pe
[ . Fie F' o primitivd pentru f ce se anuleaza in x,. Integrand prin parti pe un
interval J ce nu contine punctul x,, obtinem:

!

jf( ! ]dx:—I(F[ ! D (x—xo)zdx:—F( ! ](x—xo)z-i-
X=X, X=X, X=X,

+I2-F ! (x—x,)dx.
X=X,

de unde

g(x){—F( 1 j-(x—xo)zj +2F£ ! )(x—xo), MxeJ. (1)
X=X, X=X,

Deoarece

limF( j~2(x—x0) = 1imF(lj~2a = lim F(y)~zii2~M(f),
a—0 o y

X*)XU x-xo ‘yA)OO
1
) 2(x—=xy)-F , X#X,
rezultd cd functia h:[0 -0, h(x)= X—X, este
2 ’ M(f) ,» X= xO

continud pe [J deci primitivabild. Fie H o primitivd pentru 4. Consideram

1 2
functia u:J -0 , u(x) = (_F(x_—xo]'(x_xo) J > XF X .

_M(f) » X=X
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. —(x-x,)"F , X#X, R
Functia U :U0 -0, U (x)= X—X, este 0 primitiva
0 , X=X,

pentru u. Intr-adevar, pentru x # x, avem U '(x) =u(x), iar in x = x, avem

_(x_xo)zF( 1 j
U(x)—U(xO)zl. X—X,

U '(x,) = lim — 2 == _ {im =—1ima~F(l]=
XX, X — xo XX, X — xo a—0 o
=~ lim O _mfy=utx,).
Y| y

Din (1) rezultd g=u+h si de aici obtinem ca g are primitive ca si suma de
functii primitivabile.
1.3.2. Consecinte. a) Fie x, €[l si functia f:[] - [ continua. Daca

. ()t . . .
exista hmM =M (f)el , unde F este o primitivd pentru f, atunci functia
Yy y

S . X> X, o
g:[x,,0) =, g(x)= X=X, admite primitive pe [x,,).
M(f) > X = xO

b) Fie x,el si functia f:[0 -0 continud. Daca existd

. F(y)re o . .
hm(—y) =M(f)ell, unde F este o primitiva pentru f, atunci functia
y—>x© y

» X< X . .
gi(o,x]->U, gx)= X=X, admite primitive pe (o0, x,].

M(f) > X= xO
1.3.3. Exemplu. Aratati ca functia f:0-0,

l~sin%,x¢0 . o
f(x)=4x X admite primitive pe [ .
0 , x=0
Solutie. Fie functia #:0 —[ , h(x)=x-sin(x’), (V) xelJ . Functia &

. . 1
este continud pe [J , iar H:[J —>[], H(x)=—5cos(x2), (V) xell, este o

primitiva pentru 4. Cum
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tim HO) _ 2005070
[y y [yl 2y
folosind Propozitia 1.3.1, cu x, =0, rezultd cd f are primitive pe [l .
1.3.4. Propozitie. Fie f:J —>[ si g:J—>U (JclU interval) doua
functii derivabile, favand derivata marginitd. Avem:

a) Daca f(x)#0, pentru orice xe.J, atunci functia f’-(g’o%}

admite primitive.
b) Daca hm g( ) =lim g( ) =0 si multimea A={er|f(x)=0}

este nevida si finita, atunci functie h J -0,

=1 g(f( )j’ X€IM nde A€,

A , xe A
admite primitive daca si numai daca 4 =0.

Demonstratie. a) Functia 1~ { g o%] este derivabila pe J si
(e o e
f f r)r
o1 (g o—j 21" (goij—[fz-[goiﬂ
f f )

Functia 2f-f ’-( go7J admite primitive conform teoremei lui

: . N | . -y . o
Wilkosz. Rezultd ca functia f ( g O?j admite primitive, fiind o combinatie

liniard de functii care admit primitive.
0, xeJ\4 .
b) Avem h, =h,+u,, unde u,:J >0, u,(x)= . Daca
A, xeA
vom demonstra cd /4, admite primitive, atunci va rezulta ca 4, admite primitive

daca si numai dacd u, admite primitive, adica daca si numai daca 4 =0.
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) 1
f (x)-g{mj, xeJ\A

0 , XxXeA.

Fie functia H:J —»U , H(x)= Functia H

este evident derivabild pe J\ 4 si

1
H' 2
(x)= f(X)f(x)g[f()J f()g[f()j

pentru orice xe J\ 4.
Fie a, <a, <...<a, elementele multimii 4. Atunci, avem:

f()g( : j
im A -Ha) f(x) f(x) f(a) f()g( 1 ]=
xX—>a; X — ai X—>a; X — al x—)a f(x)

pentru orice i =1,n. Prin urmare, H este derivabild pe J si

f()f()g(f()j
0 , xe A

Consideram functia G:J — [ , data prin:
1
2f(X)'f'(X)'g(—], xeJ\4
()

0 , xe A

H(x) = h,(x), xeJ\4

G(x)=

Atunci, avem relatia
=G-hyeoh=G-H'.

Functia G este continud in a, pentru orice i =1,n. Conform teoremei lui

Wilkosz, restrictia functiei G la orice interval J' < J si care nu contine nici
unul din punctele a,,a,,...,a, admite primitive. Aplicind de un numadr finit de

ori Teorema 1.1.15, rezulta cd functie G admite primitive. Prin urmare,
h, =G+ H' admite primitive si Propozitia este demonstrata.

1.3.5. Propozitie. Fie f:J —>[ si g:J —[] (Jinterval) doua functii
derivabile, f'cu derivata continua, multimea A4 = {x eJ | f(x)= O} este nevida si
finits, iar lim £ = 1im &)

X—>—00 x X—>00 x

h,:J — 1, data prin

=0. Pentru fiecare A el] se considerd functia
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, J 1
f'(x)-g (m} er\A.

A , xe A
Atunci, functia 4, admite primitive daca i numai daca 4 =0.
Demonstratie. Procedand ca in demonstratia Propozitiei 1.3.4, se obtine

hy(x) =

relatia
h,=G-H'+u,,

unde G,H, u, sunt functiile introduse in Propozitia 1.3.4. Functia G admite
primitive fiind continua. Atunci rezultad cd /4, admite primitive < u, admite

primitive < A =0.

) ) sinﬁ, x#0
1.3.6. Exemplu. Fie functia #,:0 -0, A, (x)= X , unde
p,x=0

aell si pell . Sasearate ca h, admite primitive dacd si numai daca p=0.

Solutie. Pentru o =0 concluzia rezultd imediat. Fie In continuare
. . X
a #0. Pentru functiile f,g:[] - date prin f(x)=— si g(x)=-cosx,
a

pentru orice xell, se poate aplica Propozitia 1.3.5 cu A4={0}. Facem
precizarea cd se poate da o altd solutie acestei probleme utilizand integrarea
prin parti.

. . cos| — |, x#0
1.3.7. Exemplu. Fie functia 7,:0 -0, h,(x)= X ,
p,x=0

unde o €[] . Atunci h, are primitive <> p=0.
Solutie. Se aplica Propozitia 1.3.5, pentru functiile f,g:[1 -0,

f(x)= ad si g(x)=sinx, pentru orice x €[] .
a
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Probleme rezolvate

R1.4.1. Fie a un numar real, iar f :[0,00) —[] functia definita prin

a , x=0
S(x)=4 .
S

1n——lcosl, x €(0,00).
X X

Sa se arate ca fnu admite primitive pe [0,00).

Solutie. Functia f, = f ‘ (0,00 ° fiind continud admite primitive, pe care

le putem determina utilizand formula de integrare prin parti:

J‘fo(x)dx :jx’-sinldx—jlcosldx :xsinl+'[lcosldx—'[lcosldx:
X X X X ‘x X X X
:x-sinl+C .
X

In particular, functia F, : (0,00) — [ , definita prin
.1 .
F,(x) =x-sin—, pentru orice x € (0,0),
X
este o primitivd a lui f,. Observdm ca lingFO(x) =0. Daca f ar admite
X

primitive, atunci functia F :[0,00) — [J , definitd prin
.1
x sin—, x (0,
0 , x=0
ar fi In baza afirmatiei a) din Teorema 1.1.15 o primitivd a lui f. Dar, aceasta

concluzie este falsa, caci se vede imediat ca functia F' nu este derivabild in
x =0 deoarece

=limsin—,
x—0 _x_O x—0 X
x>0 x>0

care nu existd. Prin urmare, f nu admite primitive.
R1.4.2. Daca f:[l —»[] este o functie derivabild cu derivata continua,

!
x)-sin—, x#0 .
demonstrati cad functia g:[J — [ datd prin g(x)= /(x) X admite
0 , x=0
primitive.
Solutie. Metoda I. Avem:
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(f() = F(O)sint, x#0 | £(0)-sint, x%0
X + X
0 s x:() O 5 xZO

unde u este continud pe [| si deci, poseda primitive, iar v are primitive 1n
conformitate cu Exemplul 1.1.7.

Deducem ca g are primitive pe [| cdci g se obtine ca si o combinatie
liniard de functii primitivabile.

g(x)= = u(x)+ f(0)-v(x),

. sin—, x#0 .
Metoda a Il-a. Notam wu:[l -0, u(x)= X si avem

0, x=0
g=f-u. Deoarece f este continud iar u este primitivabild si marginita, 1n
conformitate cu Propozitia 1.2.6 deducem ca functia g are primitive pe [ .

Metoda a IlI-a. Functia u de la metoda anterioard este primitivabila iar /
este derivabila avand derivata continud. In conformitate cu Propozitia 1.2.4
deducem ca functia g = f-u are primitive pe [J .

Sé observam ca era suficient ca functia f'sd fie continua.

R1.43. Se dau functile f,g,h:00 >0, g(x)=f(x)-sinx si
h(x)= f(x)-cosx pentru orice x €[] . sa se arate ca dacd functiile g si 4 au
primitive pe [ , atunci fare primitive pe [ .

Solutie. Fie functiille wu,v:[l —[ date prin u(x)=sinx-g(x),
v(x)=cosx-h(x) pentru orice xel] . Utilizand propozitia 1.2.4 deducem ca
functiile u i v au primitive pe [J . Dar

u(x)+v(x) = f(x)-sin’ x+ f(x)-cos’(x) = f(x), (V) xell .
Deducem ca f este primitivabilad ca si suma de functii primitivabile.
R1.4.4. Functia f:[J —[ data prin

1
S S— 0
)= COS[ln(xh/xm] ”,

0 , x=0
admite primitive pe [J .
1
A ) cos—, x#0 ) )
Solutie. Fie functia g:lJ —»[ , g(x)= X . Functia g admite
0, x=0

primitive pe [J . Avem f(x)=g(In(x+~/x>+1)) pentru orice xell . Fie
G:[ >0 o primitivd a functiei g, iar functia H:[0 —[ datd prin
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H(x)=+1+x> -G(In(x++/x>+1)) pentru orice xell. Avem cid H este
derivabilad pe [ si derivata sa este

H'(x):Jli—z'GUn(xNxz+1>>+Jx2+1-g<1n<x+m>>- %1 )
* X

Y G(In(x++x>+1))+ f(x) pentru orice x el .

x +1
X

VI+x?

xell si deducem ca f admite primitive ca diferentad de doua functii care admit
primitive (prima functie are primitivd pe H in timp ce a doua functie este
primitivabila fiind continud).
R1.4.5.Fie f:0 —[ o functie monotoni cu proprietatea ci f~are primitive
pe .
a) Si se arate cd f* are primitive pe [J .

Rezultd cd f(x)=H(x)— -G(In(x+~/x*+1)) pentru orice

b) Dati un exemplu de o functie f cu proprietatea de mai sus pentru care
f? nu are primitive.

Solutie. a) Deoarece f este monotond rezultd ca f poate avea numai
discontinuititi de speta I si, de aici obtinem ci f°=f-f poate avea doar
discontinuititi de speta I. Cum f* are primitive, rezultd ci f~ are proprietatea
lui Darboux. Daci am presupune ci f° are cel putin un punct de
discontinuitate de speta I, conform Propozitiei 1.1.12 ar rezulta ci f* nu
admite primitive, contradictie. Riméane f* continui pe [ . De aici f* = f*- f*
este continu, ca urmare f* are primitive pe [ .

1, x<0
b) Fie functia f:[J -] datd prin f(x):{ L x50 Avem f
-1, x>
descrescitoare, f~ =1 si o primitivd pentru functia 1~ este functia F:0 —[ ,

F(x)=x, (V) xell . Dar functia f:[J —[] este dati prin
3 1, x<0
()=

-1, x>0
si aceasta nu are proprietatea lui Darboux pentru ci (0 )={-1,1} care nu este
interval. Ca urmare, f°, nu admite primitive.

R1.4.6. Sa se arate ca oricare ar fi a,,a,,...,a, €[] " functia f:00 -0,
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n

fx)= Z:l“

.1
|x—ai |-s1n—, x#0
X
0 , x=0
are proprietatea lui Darboux pe [J .

|x—ai |-sinl, x#0

Solutie. Fie functiile f; :l0 =0, fi(x)= x unde
0 , x=0
ied{l,2,...,n}. Deoarece f,(x)=g(x)-h(x),unde g(x)= | X—a, | este continua
!
] sin—, x#0 C ) e R
pe [1 si h(x)= X are primitive pe [ si este marginita, deducem in
0 ,x=0

conformitate cu Teorema 1.2.6 cd functia f, are primitive pe [l . Cum
f=/f+/f,+...+f,  rezultd ca f are primitive pe [ , deci f are proprietatea lui
Darboux.

R1.4.7. Fie f:[J - o functie injectivd. Dacd functia g:[] —>[ ,
g(x)= f(x)+sin( f(x)), (V) xel , are primitive pe [l , sd se arate ca f are
primitive pe [J .

Solutie. Functia A:[1 — [, h(x)=x+sinx, (V) x el , este continua si
bijectiva. Deoarece functia f este injectiva rezultd ca g =ho f este injectiva si
cum g are primitiva pe [ , deducem ca g are proprietatea lui Darboux pe [] .
Rezulta cd g este strict monotona si continud. Din 4 continud si bijectiva, iar g
continui, rezulti ' =A"' o g este continui, deci fare primitive pe [] .

R1.4.8. Sa se determine toate functiile f :[J — (0,00) care satisfac ecuatia

functionala f (HT);) = f(x)- f(y) pentru orice x,yel] stiind ca functia

compusa Ino f* are primitive pe [] .
Solutie. Deoarece f >0 putem logaritma relatia din ipoteza si obtinem

1nf(x+yj:%1nf(x)+%lnf(y) pentru orice x, y €l ,

2
de unde notand ¢(x)=1n f(x) avem:

2
Punem y =0 in relatia precedenta si obtinem

2¢(x+yj = @(x)+¢(y) pentru orice x,y el .
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2 go(gj = @(x)+ @(0) pentru orice x el .

Folosim ultimele doua relatii si obtinem
X+
p(x+y)= 2¢>(Tyj —9(0) = () +@(¥)=9(0), (V) x,yell,

sau notand u(x) = ¢(x)—¢(0) avem
u(x+y)=u(x)+u(y) pentru orice x,yell .

Cum functia u este primitivabild ca si diferentd de doua functii
primitivabila, utilizand Propozitia 1.1.23 gasim u(x)=kx, (V) xe€ll cu kell
arbitrar. In sfarsit, @(x)=k-x+¢(0) si f(x)=€"?, de unde f(x)=c-e'",
(V) xell, ¢>0 si kell constante arbitrare.

R1.4.9. Sa se calculeze o primitivd pe [| a functiei f:[1 —[ , datd prin

f(x)=+l-sinx , (V) xell .

Solutie. Functia f fiind continud pe [J , admite primitivd. Ea este

periodica, cu perioada principalda 7' =27z . Pentru x € [1,5—7[} ,

2
X xY
f(x)—\/(smz—coszj =

Fo(x)z—2cos§—2sing

X X . X X
SIn——COS— | =SIN ——COS —
2 2 2 2

si

este o primitivd a restrictiei f

2’2

[” 5”}. Aplicand Teorema 1.1.21 rezulta ca

functia F:[1 —[] , definitd prin

F(x) = Fo(x—2k7r)+k(Fo (%”]—FO (%D

pentru orice x € ((4/( + 1)%, (4k+5) %} , k €l , este o primitiva a lui f-

Deoarece F, (%Tj -F, (%) =42 si cos(kz)=(-1)", kell , obtinem
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F(x)=2-(-)"" -(cos%+sin§j+4k\/§,

pentru orice x € [(41{ + 1)%, (4k+5) %} k el este o primitiva pentru f.

R1.4.10. Aratati ca functia f:[] -1,

1

L2 [ )]e o7
f)= {cos(x_sj 5 Sm(x—SH e , xel \{5}
0 , x=5

are primitive pe [ .
Solutie. Fie functia g:l[J —[ , g(x)=(cosx—2x-sinx):- e Functia g

este continud pe J iar G:[0 -0, G(x)= sinx-e™ este 0 primitiva a lui g.

Deoarece M(g)= lim W) _ lim Sm)i =0,
‘y“)w y ‘Y‘ﬁwy.ey

utilizdnd Propozitia 1.3.1

deducem ca functia f are primitive pe [] .
R1.4.11. Fie g:[1 — [ o functie derivabila astfel incat

lim@=lim&x)=0.

X—>—00 x X—>00 x

3 3 . g’(lj,xvﬁo L
Sa se arate ca functia A£:[] > , h(x) = X admite primitive.
0 ,x=0
Solutie. Se aplica Propozitia 1.3.5 pentru functiile f:[1 -, f(x)=x
pentru orice x ell si g:[J —[] data de problema.
R1.4.12. Fie pel . Functia A, :(-z,7) — [ datd prin
(cos” x)-cos (Lj, x € (—m,7)\{0} .
h,(x)= sin x , N€
p , x=0
admite primitive daca si numai daca p =0.
0, xe(-m,m)\{0}
p, x=0 '
Vom ardta ca £, admite primitive, de unde va rezulta ca s, admite

Solutie. Avem £, = i, +v, unde v(x) = {

primitive < p=0.
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Aplicand  Propozitia 1.3.5 pentru functille f:(-7z,7)—>0,
f(x)=sinx, (V)xel si g:0 >0, g(x)=sinx, (V)xel, rezultd ca
pentru n=1 functia 4, admite primitive.

Pentru n>2 avem h,=r-t,unde r,t:(-z,7) — U sunt date prin

COS X - COS (Lj , Xx€(—m,m)\{0}

sin x
0 , x=0
Cum r admite primitive iar g este derivabild cu derivata continud pe (-, 7), va

rezulta cd h, =r-¢ este primitivabild i pentru n>2.

r(x) = si v(x)=cos" " x, (V) xe(-x,7).
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2. Metode de calcul al primitivelor
2.1. Aspecte teoretice

In acest paragraf vom reaminti metoda integrarii prin parti, "prima
metoda de schimbare de variabila" si vom prezenta pe scurt "a doua metoda de
schimbare de variabild" care nu este prevazuta in programa analitica a clasei a
XII-a. Vom remarca faptul ca in realitate avem o singurd formuld de schimbare
de variabild, denumirile de prima si a doua formula fiind pur conventionale.

2.1.1. Teorema (integrarea prin parti). Fie / un interval, / c R,
f,g:1— R doua functii derivabile, cu derivate continue pe /, atunci functiile

fg, f'g si fg' admit primitive si ele sunt legate prin relatia:
[ F)g'(r)dxe= £ (x)g(x)=[ £'(x)g(x)dx.

2.1.2. Teorema (prima metoda de schimbare de variabila). Fie 7.J
intervale din R si fie /—2—>J—,—R doua functii cu proprietitile:

Ia) ¢ este derivabild pe /

Ib) f'admite primitive (fie F o primitiva a sa).
Atunci functiile (f o@)@' admite primitive, iar functia F o este o primitiva a
sa, adica

If@&ﬁ@UWMZU%®X@+C-
In practica ea se utilizeazi sub forma:
[ £(o)e (x)dx = f(x)dx

La prima metodd de schimbare de variabild se cauta sa se puna functia
de integrat, A4, sub forma A(x)= f(¢(x))¢'(x) si o primitivd H a lui /4 se obtine

x:w(,)+C.

compunand o primitiva F a lui f'cu functia @, deci H =Fo¢.

Existd situatii cand este mai usor de gasit o primitivd a functiei
h=(fo@)o" decat o primitiva a functiei /.

La a doua metoda de schimbare de variabild se cunoaste o primitivd H a
functiei A =(fo@)p' si se cere sd se giseascd o primitiva a functiei f. F se
obtine din H astfel:

F=Hop™".

2.1.3. Teorema (a doua metoda de schimbare de variabild). Fie 7.J
intervale din R si fie /—2—J—L—>R doui functii cu proprietitile:

ITa) @ bijectiva, derivabila, cu derivata nenuld pe /

IIb) functia £ =(f o @)¢' admite primitive (fie H o primitiva a sa).
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Atunci functia £ admite primitive, iar functia H o¢~' este o primitivi a sa, adici

[ fGydx=(Hoo™)(x)+C

Demonstratie. Functia A fiind o primitiva a lui / este derivabila si
H'=h=(f°9)9".
Insa din ipoteza Ila) rezultd ci functia inversi @' este derivabila pe J,
deci Ho@ ™' este derivabila pe J si
(Hop ) (x) =H'(¢" ()@ )'(x)=
= (@)@ (NP (@ ()N ™)'(x) =
.o 1
= ()¢ () —————=f(x), (V) xeJ
?'(e (%)
Asadar, functia H o ¢~ este o primitivi a lui f.
In practici ea se utilizeaza sub forma:

[ =] fo@)e (t)dr

2.1.4. Observatie. Fie f si ¢ doud functii ¢:/—>J, f:J—>R cu
proprietatile:

a) ¢ bijectiva, derivabila cu derivata continua si nenula pe /

b) f continua pe J.
Ipotezele a) si b) implica atat ipotezele Ia) si Ib) din prima metoda de schimbare
de variabila, cat si ipotezele Ila) si IIb) din a doua metoda de schimbare de
variabil. In acest caz, pentru o functie F:J — R are loc echivalenta:

F este o primitiva a lui f<> Fo@ este o primitiva a lui (f o @)’

= TC

Cu alte cuvinte in ipotezele a) si b) cele doud metode de schimbare de
variabild sunt echivalente, deci 1n realitate avem o singurd formuld de
schimbare de variabilad, denumirile de prima formula si a doua formula sunt pur
conventionale. Existd insd mai multe variante de aplicare a ei care depind de
expresia particulara a functiei de integrat si de experienta celui care aplica
formula.

2.1.5. Exemple. Sa se calculeze:

e’ 2+x
a) j o xeR; b) | S e re(2)).
er

Solutie. a) Functia f:R > R, f(x) =

i o este continud. Ludm functia
+e’

¢:(0,0) >R, o()=Int, ¢ este bijectivd, derivabila, (p'(z‘)=l cu
t
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¢'(t) #0,Vt €(0,0) . Cautam o primitiva a functiei A(t) = f(o(?))¢'(¢) = lt_t .
+

Avem I h(t)dt=t—In(l1+¢)+C. Notand cu H(¢t)=t—In(1+¢) primitiva lui A,

rezultd in baza teoremei 2.1.3
[ fGdx=(H oo )x)+C=e ~In(l+e")+C.

2
b) Notadm 24X =t=>x= 3t2 2 =(t), ¢:(0,0) > (-2,3).
3—x t"+1

@ este bijectiva, derivabila ¢'(z) = ﬁ, ¢'(t)#0,Vt €(0,0).

+
. . . , 10¢°
Cautam o primitiva a functiei A(¢) = f(0(?))9'(?) = W .
+

Avem _[ h(t)dt = + Sarctgt +C (se aplicd formula de integrare prin

(* +1
parti), rezultd in baza teoremei 2.1.3

+C.

[ f)dx==-56+x-2* +5arctg 2+x

2.2. Calculul primitivelor unor functii irationale

2.2.1. Calculul primitivelor de forma I R(x,Nax+b,..., " ax+b)dx,

unde R este o functie rationald de k+1 variabile, n, € N, n>2,i=Lk.

Fie n cel mai mic multiplu comun al numerelor n,,...,n,. Atunci

(W)i= I,_k,(ﬂ)mi € N astfel incat n=n,m, . Se face substitutia t =%/ax+b .

o - m t"-b . n o,
Atunci Vax+b =%/(ax+b)" =t"",x= side=—t""dt.
a a

Prin urmare primitiva data devine:

I R(t _b,tml,...,t”k]ﬁt”‘ldt=I R, (t)dt,
a a

unde R, este o functie rationala in variabila 7.
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R2.2.1. Calculati J- 1+\/i x>0.
x+1

Solutie. Se face substitutia =%/ x+1. Obtinem x=¢°—1, dx=6¢dt,
deci

Ft) = 1+t 6I1 t+1°

£dt =

=t6+6[lt7+lt6+lt5+lt4+lt3+t+ln(t—l) +C.
7 6 5 4 3 |

Inlocuim mai departe 7 cu /x+1.

2.2.2. Calculul primitivelor de forma _[ R(x,g / ax+2 dx , unde R este o
cx +

functie rationald de doui variabile, ne N, n>2.

o lax+b o . .
Se face substitutia # = care conduce la primitiva dintr-o functie
cx+

rationald in 7.

R2.2.2. Calculati L,/ Y v, xe(0,2).
x+1V2—x

2
Solutie. Se face substitutia el t, obtinem x= 22t ,
2—x " +1
dx = %dt . Avem
(" +1
2 2
F(t)=.[ : 4t : , : 4t : =At2+B+Ci+D’
Bt +D(" +1) Gt +D(E"+1) 3t7+1 ¢t +1
deunde A=C=0,B=-2,D=2.
Deci F(t)= —?arctg(\@t) +2arctgt +C, si inlocuind ¢ cu 5
-X

obtinem

I ! ,/ al dxz—z\/garcth 3x +2arctg1/ Y L
x+1V2—x 3 2—x 2—x

2.2.3. Calculul primitivelor de forma j R(x,\ax* +bx+c)dx, unde R

este o functie rationala de douad variabile.
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Metoda I. Calculul acestor integrale se reduce la calculul unor integrale
din functii rationale folosind niste substitutii adecvate numite substitutiile lui
Euler. Se deosebesc urmatoarele substitutii:

(E1) Vax* +bx+c :tix\/g, daca a>0. Semnul (+) sau (-) se alege 1n asa fel
incat sa fie indeplinite conditiile cerute la schimbarea de variabila.

(E2) Vax’ +bx+c=tx* Je , daci 0.
(E3) vax®+bx+c=t(x—x,), dacdi A>0, unde am notat cu xo o ridicini a
ecuatiei: ax’ +bx+c=0.

Observatie. (1) Daca A=0 expresia de sub radical este un patrat perfect
si functia de integrat este rationala.

(i) Deoarece prin ridicare la patrat in toate cele trei cazuri obtinem
x=R,(t), dx=R (t)dt si cum vax’+bx+c =R,(¢), unde R; si R, sunt functii
rationale, deducem ca integrala se reduce la calculul primitivelor unei functii
rationale.

Metoda II. Se aduce trinomul ax” +bx +c la forma canonici:

2 b ? _A
ax"+bx+c=a/ x+—| +—
2a 4a

A o b .
si facand substitutia 7 = x +2— , integrala se aduce sub forma:

a
(D) [ RENE +m*)dt ) [ REANE —m? )t

3) I R(t,Nm* —t*)dt care se calculeazi folosind urmitoarele schimbari de

variabila: (1) t =mtgu sau t = mshu
m

2)t= sau ¢t = mchu

cosu
(3) t =msinu sau t = mthu
si se ajunge la calculul primitivelor unei functii trigonometrice sau hiperbolice
(vezi 2.3).
R2.2.3. Calculati:

2 J~ x+Vxt+x+

! dx,xeR;b)J-

x+1+x? +x+1

Y grxe(loo).
O et

x €(2,0),

dx
(x—2)Wx* —x+1 ,
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Solutie. a) Se face substitutia (E1) +x*+x+1=-x+¢, de unde
2
_t l,dx 267 +t+1)
2t+1 (2t +1)°

21(t° +t+1) 1 1 42 +1+1
Fo= J‘(t+1)(2t+1) J[

dt . Avem

2 2(t+D)Q2t+1)’

4t +t+1 A B C
2= + + 2
(t+D)2e+1)" t+1 2t+1 (2t+1)
si prin identificarea coeficientilor obtinem: 4 =4, B=-6,C =3.

Deci F(t) :%t—2ln(t +1)+%1n(2t+1)+%(2t +)+C

F(t)=2t-2In(zt+1) +%ln(2t +)+C
Asadar

[.2
J‘ XHvx +x+l dx =2(x+x" +x+1)=2In(x +1++/x* +x+1)+
x+1+4x> +x+1

+%1n(2x+1+2\/x2 +x+1)+C.

b) Se face substitutia (E2) Vx*=x+1=tx—1, de unde X=t22t_i,
— 2_
:Mu’t.Avem
(=1
F(t):2.|.2L:—ln—2t_l_\/§+C, de unde
20 =2t—-1 3 [2t=1++/3
J- dx |2\/x —-x+1 (1+\/_)x+2|
(x=2Wx* —x+1 3 ‘Z\Ix -x+1-(1- \/_)x+2‘
¢) Se face substitutia (E3) +/x°—1=(x—1)¢, de unde XZ%,
-2
dx = >-dt . Avem
(r=1)

(t+1) 4 ~
FO=[ 5 —= —j{———— —- (t_l)z}dt—

=—2lnt+l+2ln(t—l)+i+C, de unde
2t t—1
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x2
.[(x+1)\/xz__dx 2ln( 1/ ] ‘/:+\/x —1+x+C.

Primitivele urmatoare sunt cazuri particulare ale 2.2.3 deci se pot utiliza
substitutiile Iui Euler. Existd insd niste substitutii mai simple pe care le vom
prezenta in continuare:

(1) Calculul primitivelor de forma J‘ vax® +bx + cdx

Metoda generald constd in a aduce trinomul de sub radical la forma

2
. - . e A o b
canonicd ax’ +bx+c=a| x+— | +—— si apoi ficand substitutia ¢ = x+—,
2a 4a 2a

integrala se reduce la una din formele:
) j N +mide (2) j NE—mPdt, )Nm® -1 dt

care se calculeaza astfel:

t +m m2
() | Ve* +m?dt = ————dt = t(NE +m?)dt+ | —dt =
I ‘[ t +m ‘[ '[\/tz+m2

=t +m —J' N midt+m @+ +m?)

de unde

2

IR +m2dt=%t\/t2 +m’ +m71n(t+\/12 +m*)+C . Analog
2

@ [e —mzdtzét\/tz —m? —%lnn—\/ﬂ —m* |+C si
2

3) .[ Nm® —l‘zdt:%z‘\/m2 —t +m7arcsinL+C.

m
R2.2.4. Calculati | v +3x+2dx, x2-1.

2
Solutie. x°+3x+2= (x + %j —% . Se face substitutia x +% =t,
dx=dt. Avem

J',/tz—ldtzlt,/tz—l—llnt—,/t ——
4 2 4 8

j\/x2+3x+2dx 2x+ 3\/ +3x+2——ln[x+—— X +3x+2j+C.

+C, deunde
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P, (x)
Nax? +bx+c

(i1) Calculul primitivelor de forma J. ———————dx, unde P (x) este

un polinom de gradul n (n>1).

Punem
P (x) > dx
—d =0 (X)Vax" +bx+c+\| —m—, *)
I Nax* +bx +c¢ 1 '[ Nax* +bx+c

unde O, ,(x) este un polinom de gradul (n-1) cu coeficienti nedeterminati si
A eR. Coeficientii polinomul Q ,(x) si numarul p sunt determinate derivand
().

Observatie. Pentru a calcula primitivele functiei se

I
Vax* +bx+c

aduce trinomul de sub radical la forma canonicd si apoi se face substitutia

b
r=x+—.
2a
R2.2.5. Calculati:
J.X—de b)j *Vx® +4dx.
X +x+

Solutie. a) J. %:a\mz +2x+2 +XI %,
X" +2x+ X" +2x+

a, p € R. Prin derivare obtinem
x+3 a(x+1) N A

\/x2 +2x+2 \/x2 +2x+2 \/x2 +2x+2
de unde egaland coeficientii avem: a=1, A=2. Deci

x+3 \/27 dx
X +2x4+2 42| ——m—=
I NxT+2x+2 '[ VXt +2x+2

:lx/x2 +2x+2+2j >
2 VD)2 +1
=vVx*+x+2+2In(x+1+/x" +x+2)+C.

b) [ x2x + 4dx = j’i/x*%

=(ax’ +bx* +cex+dWx> +4 + )
'[ \/x2 +4

Derivand obtinem:
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x* +4x? - (Gax’ +2bx+c)\/ﬁ (ax’ +bx’ +cx+a’)x+ A
x> +4 \/x +4 \/x2+4

de unde x* +4x” = (Bax® +2bx+¢)(x” +4)+(ax’ +bx* +ex+d)x+ A
si identificand coeficientii acelorasi puteri ale lui x gasim:

a:l, b=0, c=l, d=0, A=-2.
4 2

Prin urmare

j x4/ x? +4dx:(%x3 +%xj\/x2 +4 -2In(x+Vx>+4)+C.

(i) Caleulul primitivelor de forma | al unde

(x—d)'vax* +bx+c ’

*

neN .
Aceste integrale se reduc la cele precedente cu ajutorul schimbarii de

variabild ¢ =

x_

R2.2.6. Calculati:

a) | dx x>-1; b | dx x>0
(x+DVx2 +2x+2 ’ fxr—2x+3

Solutie. a) Se face substitutia tzL, de unde x=l—1,

x+1 t
[ 2 1 1
x +2x+1= —2+1,dx=——2dt.Avem
t t

1
—dt

IFIM

~In(t+vt* +1)+C s.amd

/ _ 2
b) Se face substitutia t:l, de unde x =%, Nxt=2x+3 2#,
X
dx = —izdt . Avem
t
1
J' _7dt J' —tdt
1 1204367 3t -2t +1

t
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2
3t —2+1:3(t—%j +§ si notand t—%:u, dt =du , avem:

J —[u+3jdu )

3u2+%
3

2

1
1. %73 1 [, 1 [, 2 :
— | —=du=—"-+ +————=In| u+ +=|+C
\/gj-\/?u \/gu 93\/§n(u u9 si
u PR
9

revenind obtinem:

[ dx N = L[1 1 Ax=2x43 |
x*Ax*-2x+3  3x W3 x 3 X3 .

2.2.4. Calculul primitivelor de forma (i.e. binome) j x"(ax" +b)" dx,

unde a,beR; m,n,peQ si care indeplinesc una din conditiile de mai jos
(numite conditiile lui Cebasev):

m+1l r . o asl/s
(C1) peZ,unde =—, atunci se face substitutia # = (x")""
nos
m+n r s

(C2)

€ Z ,unde p =—, atunci se face substitutia ¢ = (ax" +b)
s

m+1

r . .. Zn~l/s
(C3) ——+ peZ,unde p=—, atunci se face substitutia ¢ = (a +bx™")"
n s

Aceste substitutii reduc calculul primitivei j- x"(ax" +b)” dx la calculul

primitivei dintr-o functie rationala.
Intr-adevar

: : n s s n S o
(C1) cu substitutia # = (x")""*, avem x=(¢°)""", dx=—¢""dt de unde
n

J‘ (t°)" (at* +b)" itrldtzij. t"(at’ +b)pdl‘=J‘ R(t)dt
n n

(C2) cu substitutia ¢ = (ax” +b)"", avem

1

n 19
x=[l _bJ ,dx:i[t _bj 7 dt
a na a
de unde

m 19 m+l_
J‘(t —b] tspi[t —bj ts—ldtzij' [t —bj tr+s—1dt=.|. R(Z)dt
a na a na a

(C3) cu substitutia = (a+bx™")"*, avem
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14
( ) _S( ‘b j t'dt deunde
t'—a nb\t' —a

s P_ g
) ) e
' —a t*—a) nb\t’'—a

g b %+p+l
__5 ( ‘ ) £ de = [ Ryt .

nb’ \t’ —a

m+1 . m+1
si

Observatie. P.L. Cebasev a ardtat ca, daca p, +pel,
n n

atunci primitiva datad nu se poate reduce la primitiva unei functii rationale
Calculul primitivei nu poate fi facut prin mijloace elementare.
R2.2.7. Calculati

I(1+x«/_2 x, x>0 b)J' S A=Vx? Y dx, x<1;

0) J’ xil/z(l—x74/3)75/8dx.
x\/_ —x5/4(1+x3/2)_2 de unde mz%, n:%’

Solutie. a)
(1+ x4/x)

. +1 o
p=-2€Z, deci suntem in cazul (Cl). m —g. Facem substitutia

4 .
t=(x"*)"?=x"*, deunde x=¢*", dx=—+¢""dt deci

_j (1+z)

:fJ‘ { _12 }dt:i[— ! . +larctgt}+C
2(1+t ) 2(1+¢7)
eci I (1+x\/7 3(1+x\/_+ arctg\/——i-

Observatie. Pentru aceastd integrald se pitea aplica §i substitutia

indicata la 2.2.1 si anume t=4/x care conducea la F ()= J-g)dt de

4a’u , s.am.d.

unde cu o noud substitutie u =¢> se ajunge la F(u)=— I
37 (1+u?)?
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b) *y1-Vx*) =x*(1-x**)"> de unde m=3, nzg, p:é,

2
m+1

=6eZ deci suntem in cazul (C2). Facem substitutia ¢ =(1-x>")"?, de
n

unde x =(1-1>)"?, dx=-3t(1-1*)"*dt . Avem
F)=[ -7y (-300-1)"de==3[ t*(1-£*)dt, samd.
4 _§ m+1 __E m+1

C) m——l n=-—— = + p=-1 deci suntem
2’ 3 P77 T 8 an T
3/4

in cazul (C3). Facem substitutia ¢=(x*’-1)"*, de unde x=(*+1)*",

dx=6t"(1+£)""*. Avem F(t)=6[ £dt =2¢ +C, de unde

J. x—l/Z(l_x—4/3)—5/8dx:2(x4/3 _1)3/8 +C

2.3. Calculul primitivelor functiilor trigonometrice si hiperbolice

2.3.1. Calculul primitivelor de forma

(1) .[ R(tgx)dx; (2) .[ R(sinx,cosx)dx; (3) I R(sin x,cos x, tgx, ctgx)dx

4) I R(sin nx,cos nx, tgnx, ctgnx)dx, n € N,n>2
unde R este o functie rationala.
(3) si (4): Deoarece sinnx,cosnx,tgnx,ctgnx sunt functii rationale de sinx si
cosx rezultd ca functia
R(sinnx,cos nx, tgnx,ctgnx) = R, (sin x,cos x)
si deci primitivele de tipul (4) si (3) se reduc la primitive de tipul (2).

X ) X
2tg— I-tg”—

(2): Deoarece sinx = si cos= — 2 requltica primitivele de tipul
1+tg’ g 1+tg’ %

(2) se reduc la primitive de tipul (1) cu substitutia ¢ = tgg .

(1): Pentru a calcula primitiva I R(tgx) se face substitutia: ¢=tgx, de unde

1

dx = La’t, deci avem de calculat j R(t)—
1+¢

1+£°
functie rationala.

dt :J- R,(t)dt, unde R, este o
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R2.3.1. Calculati:
a) | Iriey e by — & 2 s0,

sin2x a+bcosx

dt

Solutie. a) Se face substitutia tgx =¢, sin2x = 2t =
1+ 1+¢

F(o)=| A+ L Lisc,
2t 2 2

de unde j 1+tgxdxz%ln(tgx)+t%x+C

sin2x

b) Se face substitutia ¢ = tgi. COSX = iz , X =2arctgt, dx = S-dt
2 1+¢ I+1¢
2dt
F(t)= j - .
(a—b)t"+(a+b)
g . 2t dx 1, x
Daca a=b atunci F(t) = +C, de unde J —=—tg—+C.
a+b a+bcosx a 2
Daca a=-b atunci I _dax = —lctgz—i- C.
a+bcosx a 2
Daci |a|# b| sinotim A’ =——, atunci F(¢) —LI _dr deci
; b’ a-b) P2
F(t)= arctg£+C sau F(1)= ! lnt_k—i-C
(a—-Db)A A (a-b)A  t+A

Calculul primitivelor de tipul 2.3.1 se simplifica atunci cand functia R
are proprietdti suplimentare:

2.3.2. Calculul primitivelor de forma J. R(sinx,cos x)dx , unde R este o

functie rationala de doua variabile u si v care satisface una din proprietatile:

(1) R(-u,v)=—R(u,v) . Atunci se face substitutia ¢ =cosx .

(2) R(u,—v)=—R(u,v) . Atunci se face substitutia ¢ = sin x.

(3) R(—u,—v) = R(u,v) . Atunci se face substitutia ¢ =tgx.

(4) R(-u,v)=R(u,v). In acest caz R(sinx,cosx)=R,(cosx) si se face

o X
substitutia ¢ = th .
(5) R(u,~v)=R(u,v). In acest caz R(sinx,cosx)=R,(sinx) si se face

o X
substitutia ¢ = th .
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In primele trei cazuri calculul primitivei date se reduce la calculul
primitivelor unei functii rationale. In cazurile (4) si (5) calculul primitivei date
se reduce la calculul unei primitive mai simple, care se poate calcula facand

. . X
substitutia ¢ = tgz .

Intr-adevar:
R(u,v)

u

(1) daca R(—u,v)=-R(u,v), functia R este impara in u, atunci este

R(u,v)
u

pard in u, deci = R,(u*,v), prin urmare R(u,v)=uR,(u’,v).

Pentru cazul studiat avem:
R(sinx,cosx) =sinx- R, (sin” x,cosx) = —R, (1—cos’ x,cos x)(cosx)'.
Facand substitutia ¢ = cosx, integrala devine

—[ R=2,0dt = R, (t)dt

unde R, este o functie rationala.
(2) daca R(u,—v)=—R(u,v), functia R este impara in v, atunci ca mai sus

R(sinx,cosx) = cosx- R, (sinx,cos” x) = R, (sin x,1 —sin” x)(sin x)'
Facand substitutia ¢ =sinx, integrala devine

[Rﬁ}%ﬂm=j&aﬂt

(3) dacd R(—u,—v)=R(u,v), functia R este para in raport cu u si v si deci se

poate exprima astfel:
R(u,v)= R(v-z,vj =R, (vz,zj .
1 v

Avem J. R(sin x,cos x)dx = I R, (cos’ x,tgx)dx =

1
= I R, {m,tng = I R, (tgx)dx
care se calculeaza facand substitutia ¢ =tgx (vezi 2.3.1).
(4) daca R(—u,v)=R(u,v), functia R este pard in raport cu u si atunci

_[ R(sin x,cos x)dx = J- R, (sin’ x,cosx)dx =
J. R, (1-cos” x,cos x)dx = I R, (cosx)dx
(5) analog cu (4).
R2.3.2. Calculati:
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J- sin x
1+2cosx+sin’ x

COSX
C) I ﬁdx .
COoS" x+smn" x

sin2x
dx, b) j ——dx;
sin* x+cos”* x

Solutie. a) Fie R(u,v)=—————. Avem R(-u,v)=—R(u,v), deci
1+2v+u

suntem in cazul (1). Facem substitutia ¢ =cosx, sin’x=1-¢>, dt =—sinxdx.
Avem

N dt |t1 JW
2-2-2 7 (-1 -(3) 2[ s
deundej sinx - 1 |cosx 1- \/_|
1+2cosx+sin” x 2\/_ ‘cosx 1+\/_‘
b) Fie R(u,v)=—; 2uv - Avem R(u,—v)=-R(u,v), deci suntem in
ut+v
cazul (2). Facem substitutia f =sinx, dt = cosxdx. Avem

F(t)= j

2edt tdt 1 (tz - ;j at
Ft = = = — =
() jt4+(1_t2)2 J‘(z 1)2 (1]2 2j ( , 1]2 (1)2
"= +| = "= +| =
2 2 2 2
el
= arctg— 2 C=arctg(2t* -1)+C.
2

) in2 .
Deci J m—x4dx =arctg(2sin’ x—1)+C.
sin* x+cos* x

¢) Fie R(u,v)=— Y - . Avem R(—u,—v) = R(u,v), deci suntem in cazul
u +v

(3). Facem substitutia ¢ =tgx. dx =

1+¢2 at,

cosx 1 41

cos’ x+tgx-sin®x £ +1

cos® x+sin’ x

a _—1 i+ 1|——j4dz_—1 i+ 1|——j 202123,
t’+1 t+1
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1 1 1 2t—1
=—In|t+1|—=In(t* -t +1) +—arcte———+C.
2
De aici | — " —— do=tpp e 1 2ee-l, o
cos’ x+sin’ x 6 tg’x—tgx+l 3 3

2.3.3. Calculul primitivelor de forma:
(1) [ R(thx)dx; (2) | Rshx,chx)d; (3) [ R(shy,chx, thr)dyx si

4) .[ R(shnx,chnx, thnx)dx,ne N*, n > 2

unde R este o functie rationala.

X —-X X —-X
e"—e e +e shx
, chx = , thx=——.
chx
Functiile hiperbolice au proprietdti asemdndtoare cu a functiilor
trigonometrice. Mai precis:

Reamintim: shx =

ch’x—sh’x=1

sh’x = %(ch2x —-1), ch’x= %(ch2x +1)

2th > 1+th> > 2th >
she=—2— chy=—2, thx=—2—
1—th? ™ 1—th®™ 1+th2 >

2 2 2

Existd doud metode de calcul a acestor primitive:

Metoda 1. Facem substitutia ¢ = th%, dx = 2dt

e

pentru (1) si ¢ =thx

pentru (2) si (3) si astfel calculul primitivelor (1), (2) si (3) se reduce la calculul
primitivelor unor functii rationale. Pentru a calcula (4) vom exprima shnx,chnx
si thnx ca functie de shx si chx.
Metoda a II-a. Facem substitutia e* =¢, atunci:
2 2 2
sho=""1 ew="F =t gty
2t 2t t"+1 t
deci primitivele se reduc la calculul primitivelor unor functii rationale.
R2.3.3. Calculati:

a) j sh’xdx; b) j thxdx .

. T 1
Solutie. a) Facem substitutia e =¢, x=1Int, dx=-dt.
t
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i A U N (G S Y SRS D
F(t)_I[thzdt_j 4r° dt_4j(t 2+t2jd_

de unde j shzxdx:ie” —lex— ! +C.
12 2 4e”
b) Facem substitutia thx =7, abc:1 ! —dt . Avem
t* 1, [1+¢
F)= dt =—t+—In——+C,
® I 1—¢? 2 |1-¢
de unde | thxdx = —th + I 1 o
2 |1—-thx

2.3.4. Calculul primitivelor de forma j sin” xcos” xdx, m,neZ.

Metoda I. Prin recurentd. Vomnota /,, = I sin™ xcos” xdx .

Distingem urmatoarele cazuri:
(1) Daca mneZ,m#—-1,m+n=0 utilizand formula de integrare prin parti

obtinem:
: m+l '
o [sin" x
Imn:'[cos"lx dx =
’ m+1
s m+l n—1
sin”" xcos""x n-1 . _ .
= —~ J‘ sin™" xcos”"? x(—sin x)dx =
m+1 m+1
: m+l n—1
sin"" xcos"  x n-1 ) _
= + sin” xcos" x(1—cos’ x)dx =
m+1 m+1
_sin""xcos"'x  n-—1
- + ( m,n—2 _]m,n)
m+1 m+1
de unde
;o sin”! xcos"'x  n-1
mmn + Im,n—2
m+n m+n

(2) Daca m,neZ,n#-1,m+n#0 se obtine ITn mod analog relatia:

_sin"'xcos™'x  m-—1
]m,n - + ]m—Z,n

m+n m+n
(3) Daca m,n e Z, m+n =0 atunci primitiva de calculat este:
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J tg"xdx:%tg”_lx—j tg" > xdx

n—

-1
sau j ctg” xdx = —lctg”flx —j ctg" *xdx
n —
Intr-adevar:
1 _ 2
j tg" xdx = _[ tg"‘zx%x =

cos” x
_ n-2 [ n-2 _ 1 n—1 n-2
—I tg" " x(tgx) dx—j tg" xdx =——tg x—j tg" " xdx
n—1

, 1-sin’x
I ctg"xdxzj ctg" P x—————dx =
sin” x

= J‘ ctg"_zx(—ctgx)'dx —j Ctgn_zxdx = _—llctg"‘lx _J‘ Ctg"_zxdx
n —

(4) Dacd m =n=—1 obtinem primitiva cunoscuta I

sin2x
Observatie. (i) Pentru n=0 obtinem din (2)
s.n 1 c n— - -
.[ sin” xdx =——sin"" xcosx + J- sin" xdx
n n

(i1) Pentru m=0 obtinem din (1):

1 . n—1 _
J‘ cos” xdx =—cos” 1xs1nx+—J- cos" 2 xdx
n

n
(iii) Luand in (2): m:=-n+2 si n:=0 obtinem
.[ ‘ 1_2 dy— cos‘x _ Jrn—l.[ .1 dr
sin"™" x (n—-2)sin"" x n-27 sin"x
deundej 'dx _ —co'sxi1 +n—2J~ 'dicz
sin"x (n—1)sin""x n-17 sin""x

(iv) Luand in (1): m:=0 si n:=—n+2 obtinem
dx sinx n—2 dx

Jcors™ A e

cos" " x

cos"x (n—l)cos"'x n-1
Metoda II. Distingem urmatoarele cazuri:
(1) Dacd m+n impar, atunci m sau n este impar.
- daca m este impar, m =2k +1 atunci:
sin” xcos” x = sin** xcos” x(—cosx)'= (1—cos” x)* cos” x(—cosx)'
si se face substitutia cosx =¢ care conduce la calculul primitivelor unei functii

rationale
- daca n este impar se face substitutia sinx =¢

175



(2) Daca m+n par, atunci:

- daca m si n sunt impare procedam ca mai sus

- daca m si n sunt pare, se trece la arcul dublu sau se face substitutia = tgx.
R2.3.4. Calculati:

. .4 2
a) I sin'’ xcos® xdx; b) I sin” xcos” xdx ;

C)I dx;dj'dx

COS X sSin- x

Solutie. a) I sin'® xcos® xdx = I sin'® x(1—sin” x)(sinx)'dx =

: 11 . 13
_sin x_sin"x .
11 13

. 2
b) j- sin* xcos” xdx = _[ Sin2x ) cos2x - ldx =
2 2

:lj sin’ 2xcos2xdx—lj sin? 2xdx =
4

3 .
1[ sin 2x(sm2x)dx__j ﬂdlesm 2x_£+s1n4x+c
8 8 3 8 3

3
c & _ (tgx)dx— 1+ tg®x)(tgx) dx = tgx + 82 4 C
| (1+tgx) () dv = tgr + =

cosx cos’
dx sin x
d -
)J-sin3x I(l—cosz X)
Facem substitutia cosx=t, sinxdx = —dt Avem
1— t+t |t 1| ¢
F(t)=—- = dt =
® I 1) I |t+1| I —1)?
:llnf_—l_ljt 2—1 i |r ),
2 |41 29\ -1 |z+1| 201
Deci.[ .df :lln I-cosx - c9s;c +C.
sinx 4 l+cosx /) 2sin”x

2.3.5. Calculul primitivelor de forma
I sin Axsin pxd; j Cos Ax cos pxdXx; J. sinAxcospxdy; A,ueR
Se vor utiliza relatiile trigonometrice cunoscute:

sinasinb = —%[cos(a +b)—cos(a—b)]
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cosacoshb = %[cos(a +b)+cos(a—>b)]

sinacosb = %[sin(a +b)+sin(a—b)]
pentru a=Ax i b=px. Primitivele date se reduc la primitive de forma

J. sin auxdx , J. cosPxdx.

R2.3.5. Calculati: j- sin9xsin xdx .

Solutie.
sin 8x B sin10x
20

+C.

I sin 9xsin xdx = %I (cos8x —cos10x)dx =
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3. Criterii de integrabilitate

3.1. Functii integrabile
Amintim cateva rezultate teoretice referitoare la functiile integrabile.

Fiea,b € R, cua<b, iar f: [a,b] — R o functie data.
3.1.1 Definitie : Se numeste diviziune a intervalului [a,b], orice sistem

ordonat A =(x,,x,,..,x,,,x,) de n+l puncte cu proprictatea ci

n=1>"n
a=x,<x <..<x,=b.

Daci A =(x,,x,,....x, ,X,) este o diviziune a intervalului [a,b], atunci

n=1°>"n

numadrul ||A|| = max{x, — X,,X, — X,,...,X, —X,_, } s¢ numeste norma diviziunii A.

Notam cu D[a,b] multimea tuturor diviziunilor intervalului [a,b].
3.1.2. Definitie : Fie A=(x,,x,...x, ,x,) € D[a,b], E=(£,8,,....&, )un

n=1°>"n

sistem de puncte intermediare, unde x, <& <ux,,i=1n. Numdarul real

o(f,%)= Z f (éi)(xi —x,._l) se numeste suma Riemann asociatd functiei f,
i=1

diviziunii Asi punctelor intermediare &, &,,..., &, .

3.1.3. Definitie : Functia f :[a,h]— R se numeste integrabild Riemann pe

intervalul [a,B], dacd pentru orice sir de diviziuni

n

* . . :
A, = (xg,xl",... X, xl), ne N, ale intervalului [a,b], cu hm”An
n—>»o0

= 051 pentru

>V n—19""n
orice alegere a punctelor intermediare &, x', <&'<x!,1<i<k, , sirul

sumelor Riemann (0' A ( f.&! ))n este convergent la acelagi numar /.

21

Numarul real /, se numeste integrala definita a functiei f pe

intervalul [a,b] si se noteaza I ' f(x)dx.

3.1.4. Teorema : Dacad functia f: [a,b]—)R este integrabild Riemann pe
[a,b], atunci functia f este marginita.
3.1.5. Observatie : Deci o functie care nu este marginita pe [a,b], nu este

b

integrabila pe [a,b].

3.1.6. Exemplu : Daci >0, functia f,:[0,]]—> R,
0,x=0

f,(x)=11 nu este integrabild pe [0, 1], deoarece este
—,XE€ (O,l]
X

nemarginita.
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Exista functii marginite neintegrabile.
e 0, x €0
3.1.7 Exemplu : Functia lui Dirichlet f:[0,1]> R, f(x)= L xR\O
, X
nu este integrabila pe [0, 1].

Fie A=0=x,<x,<..<x,=1). Daca ¢, i= l,nsunt rationale, atunci
o, (f.&)=1, deci H

o,(f.&)=0,deci lim o(f,&)=0.Cum 1#0, rezultd ci functia f nu este

laf—o0

integrabild Riemann pe [0, 1].

lAiHm0 O'(f,/;:i ) =1.Daca &,,i =1,n sunt irationale, atunci
—

3.1.8. Teorema : (Leibniz-Newton). Fie f :[a,b]—)Ro functie integrabila
care admite primitive pe [a,b]. Atunci, pentru orice primitiva F a functiei f are

loc egalitatea: f f(x)dx=F(b)—F(a).

3.2 Criteriul lui Darboux de integrabilitate Riemann

Fie a<b, iar f:[a,h)] >R o functic marginiti. Notim cu
m:inf{f(x)|xe[a,b]}, M:sup{f(x)|xe[a,b]}. Fie A:(xo,xl,...,x X )

n=1°>"n

X e [‘xk—l’xk ]}’

€ D[a,b]. Pentru fiecare k=1, 2, ...,n, notdam: m, :inf{f(x)

n

Mk:sup{f(x)|xe[xk_1,xk]}. Suma s(f,A)=ka(xk—xk_l) se

k=1
numeste suma Darboux inferioara, asociata functiei f si diviziunii A . Suma

S(f,A)= ZM .(x, —x,,) se numeste suma Darboux superioari asociati
k=1

functei f'si diviziunii A.

Functia f fiind marginita, avem:

m(b—a)<s(f,A)<o(f,&)<S(f,A)<M(—a), pentru orice alegere a

punctelor intermediare &,, k =1,n . Se aratd ca:
a) Pentruorice A,A € D [a, b]avem: s(f,A')S S(f,A")

not b
b) Existd sup{ s(f, A)| AeD [a,b] } = j f(x)dx (integrala ~ Darboux

inferioara a lui f).
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not

b
c) Existd inf { S(f,A))Ae D [ab]}= J f(x)dx (integrala Darboux

superioara a lui f).

3.2.1. Teorema : (criteriul lui Darboux de integrabilitate Riemann)
Fie f :[a,b]—> Ro functie marginiti. Urmitoarele afirmatii sunt
echivalente:
1) feste integrabild Riemann
2) Pentru orice £ >0, existda o >0cu proprietatea cad pentru orice

Ae D [a,blcu ||A||<§avem S(f,A)-s(f,A)<e

3) £ f(x)dx=ff(x)dx.

Cu ajutorul Criteriului lui Darboux se demonstreaza integrabilitatea
functiilor monotone, respectiv a functiilor continue pe un compact.
3.2.2. Teorema : Daca f: [a,b] — R este o functie monotona pe [a, b], atunci

functia f este integrabila Riemann pe [a, b].

3.2.3. Teorema : Daca f: [a,b] — Reste o functie continud pe [a, b], atunci
functia f este integrabila Riemann pe [a, b].

3.2.4 Teorema: Daca functia f : [a,b] — R este integrabild Riemann pe [a,
b], atunci pentru orice c din [a, b], restrictiile functiei f la [a, c], respectiv [c, b]
b ¢ b

sunt functii integrabile Riemann si J f(x)dx = J. f(x)dx+ J. S (x)dx .
Demonstratie : Notam cu fj, respectiv f; restrictiile functiei f la intervalele [a,
c], respectiv [c, b]. Functia f fiind integrabild, existda o >0:
S(f,A)—s(f,A)< g (l)pentruorice Ae D [a,b]cu ||A <o.Fie Aje D
[a, c] cu ||A0|| <0.Evidentexista Ae D [a,blcu An [a,c] =A,sl ||A|| <J.
Atunci: S(f;,A,)-s(f,A,)< S(f,A)-s(f,A) (2). Din (1) si (2) rezulta
S(f;,A,)-s(f,,A,) < &. Prin urmare, din T 3.2.1 f; este integrabila. Analog se
arata ca f, este integrabila.

3.2.5. Daca f: [a,b]—> R este integrabila Riemann pe [a, b], atunci pentru
orice interval [c, d]c[a, b], restrictia functiei f la [c, d] este integrabila
Riemann.
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Demonstratie : Din T 3.2.4 rezultd ca g = f ‘ [.a] €Ste integrabila. Pentru c
din [a,d], din T 3.2.4 aplicata functiei g rezulta ca g | [.a] €Ste integrabila.

3.2.6. Observatie : Daci pentru functia f :[a,b]— R, existd un interval
[c.d] < [a,b]astfel incat f | [.«] S4 nu fie integrabila Riemann, atunci functia f

nu este integrabila Riemann pe [a, b].

s e 0, x €0
3.2.7. Aplicatie : Functia lui Dirichlet, f:[0,1]— R, f(x)= L xR\O nu
, X

este integrabila pe [0, 1].

Demonstratie : Pentru orice diviziune Ae D [0, 1], avem s(f,A)=0 si
S(f,A)=1. Deci jb F(x)dx=0=1= jb f(x)dx si neintegrabilitatea lui f
rezulta din T32.1

3.2.8. Aplicatie : Functia lui Riemann:
0, xe[0,]]NQ sau x =0

f:01]-Rr, f(x)= é,x =§,q >1; p,ge Z;(p.g)=1

integrabila pe [0,1] si || /(x)dx=0.

Demonstratie : Observam ca functia f este marginita pe [0, 1]. Pentru orice
A:(xo,xl,...,x X ) € D [0, 1] avem

n-1>"n

este

m,; = inf { f (x)| xelx,x ]} =0,i=1,n, deoarece fiecare interval

. . . . 1 (1) .
[xi_l,xl]con‘,une numere irationale. Deci J;) f(x)dx=0.Fie £>0. Alegem un

k natural, astfel incat k7 (Zk2 —k+ 2)< &. Pentru n=4k’ considerim

diviziunea A =(x,,x,,....x, ,X,) a lui [0, 1], unde x, :i,izl,n. Multimea
n
P={£e[01]|p,qeZ,(p,q)=1,1£q£k} are cel mult
q

24142+ +(k-1)=2+ %(k -1) elemente, de aceea  multimea

I= { ie {1,2,...,n}| PAlx,,x]#D | contine cel mult
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2+k(k—l)+ﬁ(k—1) =k*—k+2 elemente. Notim

MA—sup{f(x)|xe X, 15X ]} 0. Avem M, <lcand ielsi M< cand iel!.
Rezulta: 0< j SRS S(f,A) =D M, (x, —x_)+ > M, (x, —x,,) <
iel iel
1 1 , )
(k k+2) +kn——k (2k k+2)<g Asadar si .[ f(x)dx=0. Din
n n

(1) si (2), pe baza teoremei T 3.2.1 deducem ca functia f este integrabila si ca

[ fGodx=0.

C . . 0,x=20
3.2.9. Aplicatie : Functia g:[0,1]—> {0,1}, g(x) = este
1, x e (0,1]

integrabila.
Demonstratie : Functia g este monotona, deci integrabila.

3.2.10. Aplicatie : Fie f:[1, 2] > R, o functie cu proprietatea cd pentru orice a,
b din [1, 2], cu a<b, exista &,n € (a,b) astfel incat f(§) =¢ sl f(n) =2p. Sa
se arate cd functia f nu este integrabila.

Demonstratie : Fie A, o diviziune a lui [1,2] definitd de punctele

x, =1+ E, k= @ Avem ||A || =— : 0. Din ipoteza exista
n

Sty E('xk 19xk) cu f(§ )= &, sl f(m)=277k, k = I,_n.Atunci:

o, (A,.&) Zfik)(xk ¥)=0,(A,.&), unde @:[12]> R, p(x)=x

este o functie contlnua, deci integrabild. Atunci:
3

limo(A,,&, )= limo, (A,,&)= J;zxdx =7 Analog considerdm
cfi2oRdx)=2x, avem:  limo,(A,.&)=limo,(A,.& )= [ 2xdx=3.

Asadar, sirurile de sume Riemann (o(A,,&, ))n21 si (6(A,,7,)).., au limite

nxl1

diferite, prin urmare functia f nu este integrabila.

C . : 5x—2,xe[0,3]mQ
3.2.11.Aplicatie : Functia [ : [0,3]—) R, f(x)=

2x+3,xe[0,3\0

este integrabila pe Riemann pe [0, 3].
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. . - . e . *
Demonstratie : Consideram sirul de diviziuni A, = (xo,xl,...,xn_l,xn ), neN ,

3k . y o .
cu x, =—, k =0,n, cdruia ii atasdm douad siruri de sume integrale: o, (A,.&,)
" _

cu &, €[03]nQ, respectiv o, (A,.n,), cu n,<[03]\Q. Folosind
integrabilitatea functiilor continue g: [0,3] —> R, g(x)=5x-2, respectiv
h:[03]— R, h(x) =2x+3, obtinem:

limo,(A,.&)=limo, (4,.&,)= [ (5x-2)dx

n—>x0

33 ...
By §1 }ll_{l}oO-f(Anank):
=limao,(A,,7,)= Jj (2x +3)dx =18. Deci functia f nu este integrabila.

X, Xx € [O,l]m 0

3.2.12. Aplicatie : Functi :10,1{—> R, =
featie : Functia f:[0.1] Jx) {1 ~x,xe[01]\Q

este integrabila.
Demonstratie : Aplicand rationamentul de la aplicatia 3.2.10, pentru functiile
continue g:[0, 1]—> R, g(x)=x, respectiv h:[0, 1]—> R, h(x)=1-x, obtinem:

.[01 g(x)dx = J-Ol h(x)dx = % Deci nu putem trage nici o concluzie. Dar aplicand

acelasi rationament pntru restrictiile functiilor g, respectiv h la intervalul
1 : /2 I . e 3 . .

{O’E} obtinem: L g(x)dx =3 si L h(x)dx =g Folosind observatia de la

consecinta 3.2.6, deducem ca functia f nu este integrabila pe [0, 1].

3.3. Criteriul lui Lebesgue de integrabilitate Riemann

Definitia : O multime A4 c Rse numeste multime neglijabila (sau de masura
Lebesgue nuli) daci: pentru orice & >0, existi un sir (Z, )n de intervale

marginite, de numere reale astfel incat: Zl(ln)< g st Ac UI ., unde (I,)
n=0 n=0
reprezinta lungimea obsnuita a intervalului I,,.

Se poate arata cd multimile neglijabile au proprietatile:

1) Daca 4 c R este finita (in particular A=) atunci A este negliabila.
i1) Daca B este neglijabild si 4 — B, atunci A este neglijabila.
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iiiy Dacid (4, )neN este un sir de multimi neglijabile, atunci UAn este

n=0
neglijabild. De exemplu, orice multime cel mult numarabila este neglijabila (in
particular N, Z, Q sunt multimi neglijabile)

3.3.1 Teorema : (Criteriul lui Lebesgue de integrabilitate Riemann)
Fie f:[a,b]— R . Urmitoarele afirmatii sunt echivalente:
1) functia f este integrabild Riemann
2) functia f este marginitd si multimea Df a punctelor sale de
discontinuitate este neglijabila.

3.3.2. Observatie foarte utila in aplicatii: Deducem din T 3.3.1 ca daca functia
f [a,b] — R este marginita pe compactul [a, b] si are un numar finit de puncte
de discontinuitate, atunci functia f este integrabila pe [a, b].

3.3.3. Consecinta : Daca f : [a,b]—) R este continud pe [a, b], atunci f este
integrabila.

Demonstratie : Evident functia f este marginita (teorema lui Weierstrass) si
multimea punctelor de discontinuitate este vida, deci neglijabila.

3.34  Consecinta : Daca f: [a,b]—) R este integrabila, atunci si functia

J, £ < [ Glds ()

Demonstratie : Deoarece functia f este integrabila, rezulta ca f este marginita,
deci si | f | este marginitd. Avem D‘ < D, , iar Dy este neglijabila, deci si D

| f | : [a,b] — R este integrabila pe [a, b] si

/1
este neglijabild. Relatia (*) se gaseste in toate manualele de matematica, de
aceea vom omite demonstratia.

3.3.5 Observatie : Reciproca nu este adevaratd. Functia f: [0,1]—> R,

_|-LxeQ
f(x)_{l,xeR\Q

integrabila.

nu este integrabild, dar | f|=l,Vxe[O,1] este

3.3.6. Consecinti : Daci f:[a,b]—> R este integrabila, iar [c,d]c [a,b],

atunci g = f ‘ [..4] €ste functie integrabila.

Demonstratie : Din f marginitd, rezultd g marginitd. Avem D, < D, iar Dy

este neglijabild; deci D, este neglijabila. Atunci g este integrabila.
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3.3.7. Consecintd : Dacd f,g: [a,b]—) R sunt integrabile pe [a, b], atunci
functia h:[a,b]—)R, h=a f+ [ g este integrabild pe [a, b], pentru orice
a,feER.

Demonstratie : Daca f, g sunt integrabile pe [a, b], atunci sunt marginite pe
[a, b] si deci functia 4 este marginitd. Cum functiile f si g sunt integrabile,
rezultd cd multimile Dy , respectiv D, sunt neglijabile si prin urmare
D, VD, este neglijabila. Cum

D,cD,, vD,,, rezulti cd D este neglijabila.

3.3.8. Observatie : Reciproca nu este adevarata. Fie f :[a,b]—) R,
1, x e [a,b]m 0 )
= a,b R
S(x) {—l,xe[a,b]\Q 51 g [a, ]_> )

-

Constatam ca

-1, xe [a,b]m 0
g(x):{l,xe[a,b]\Q '
f+g:[a,b] >R, (f+g)(x) =0,V xela,h] este integrabili, dar f este
neintegrabila.

3.3.9. Consecintd : Dacd f,g: [a,b]—) R sunt integrabile pe [a, b], atunci
f-g este integrabila pe [a, b].

3.3.10. Observatie : Reciproca nu este adevarati. Functia f:[a,b]—> R,

I, xela,b]nQ
Slx) = {— I, xela,p]\Q
£, :[a.b] > R, f*(x)=1, V xela,b] este integrabila.

nu este integrabild pe [a, b], dar

3.3.11. Consecinti : Daca f, g sunt integrabile pe [a, b] si daca f* este definita
pe [a, b], atunci /® este integrabila pe [a, b].

3.3.12. Consecinta : Daca feste integrabild pe [a, b], f(x) # 0 pentru orice x

€ [a,b] si daca 1 este marginta, atunci N este integrabila pe [a,b].
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3.3.13. Observatie : Prin compunerea a doua functii integrabile nu se obtine
intotdeauna o functie integrabila. Consideram functia Iui Riemann,

O,xe[O,l]\Q sau x =0
PR =L P () mtgent
q q
0,x=0
Daca g :[0,1]— {0.1], g(x)={1 e (0.1]

respectiv in 3.2.9 cd cele doud functii sunt integrabile pe [0, 1]. Fie
0, x€[01]\Q sau x =0
L, xel01]nQ

am aratat in 3.2.7 si

h:[O,l]—)R, h=go f. Avem: h(x) ={ , functie

care nu este integrabila.

3.3.14. Observatie : Compunerea 4 = go f dintre o functie integrabila f'si o
functie continud g este o functie integrabila. ([4])
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Probleme rezolvate

R3.4.1 a) Sa se arate ca exista functii integrabile care nu admit primitive.
b) Sa se arate ca existd functii care au primitive, dar care nu sunt
integrabile.
Solutie :

-1, x<0
a) Functia f: [— 1,1] —>R, f(x)=<0, x=0 are un singur punct
I, x>0
de discontinuitate, x = 0. Din observatia 3.3.2 deducem ca f este integrabila.
Cum f([~11])={-1,0,1}, deci imaginea nu este interval, deducem ca functia

nu are proprietatea lui Darboux. Prin urmare, nu are primitive.
b)  Consideram functiile

.12 1
2xsin— ——cos—, x#0 .
g:[-LI] >R, g(x)= X x  x si
0, x=0
|
x“sin—, x#0 e e o .
G:[-L1]> R, G(x)= x> . Se verifica ca G este derivabila pe
0, x=0

[-1,1]si G(x)=g(x), V xe [— 1,1] , deci G este primitiva pentru g.

1 1
Avem: =-2v2nzr s lim
g(\/2n7z] = g(\/Znﬂ
nemarginitd pe [-1,1]. Prin urmare, g nu este integrabila.
R3.42 Daca functia f : [a,b] — R este integrabild pe [a, b], atunci functia
sin f este integrabila pe [a, b].
Solutie :
Functia sin f este marginita, iar multimea discontinuitatilor este aceeasi
cu a discontinuitatilor lui /', deci neglijabila.

J = —o0. Deci g nu este

R3.4.3 Fie f, g:[a,b]—)R doud functii integrabile pe [a, b], iar
f(x).x€la,b]nQ

g(x), xe [a,b]\ 0
&< f(x) = g(x), in toate punctele de continuitate ale lui f's1 ale lui g.
Solutie :

Fie A, B multimea discontinuitatilor lui f, respectiv g. din teorema T
3.3.1 rezulta ca A si B sunt multimi neglijabile si ca f'si g sunt functii marginite.
"=" Fie x,¢€ [a,b]\ AUB i sa presupunem cd f(x,)# g(x,), spre

h:la,b]— R, h(x):{ Atunci  h  integrabild

exemplu f(x,)> g(x,). Atunci exista o > 0 astfel incat f(x)> g(x), pentru
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not

orice x €[a,b]N[x, —5,x,+5]=J. Deducem ci h este discontinui pe
intervalul J. Contradictie cu / este integrabild pe [a, b], deci si pe J. Atunci
f(x)=g(x), oricare ar fi x € [a,b]\ AU B.

"<" Fie x, € [a,b]\AuB. Aratam ca daca f(x,)=g(x,), atunci & este
continud in Xxo. Vom folosi definitia cu vecindtiti a continuitatii unei functii
intr-un punct, adica vom ardta cd: V V o vecinatate a lui h(x0 ) , 3 U vecinatate

a lui xo, astfel incit pentru orice x € U N[a,b] avem h(x)eV . Fie V o
vecinatate a lui A(x,) = f(x,) = g(x,). Cum f este continud in xo, 3 U
vecindtate a lui X, astfel incat V x e U, N [a,b], avem f(x) eV ;analog 3 U,
vecindtate a lui X, astfel incat VxeU, N [a,b] avem g(x)el . Luand
U=U, NU,, care este vecindtate a lui x, observam #/(x) €V, pentru orice
x €U N|a,b]. intr-adevir: daci x e (QNU)N[a,b] = h(x)= f(x)eV, iar
daci x € (R\Q)NU N[a,b], atunci h(x)=g(x) eV .
Observatie : Deducem ca:

Daca functiile 1, g : [a,b] — R sunt continue pe [a, b] si f # g, atunci

f(x), x e [a,b]m 0

nu este integrabila pe
g(x), xela,b]\ 0 s

functia h:[a,b]—)R, h(x) = {
intervalul [a,b].
R3.44 Fie f :[a,b]—)R o functie integrabild. Dacd f este egald cu o

constantd A pe o multime A densa in [a, b], atunci J.b f(x)dx=A(b—a).

Solutie :
Fie A, =(a=x,<x, <..<x, =b)o diviziune oarecare a intervalului

[a, b] cu ||A||—>0 Cum A este densa in [a, b], 3¢, eAm[ll, ]Vz-ln
Atunci: o, f§ Zf X; — Zﬂ(xl - ,1) (b—a).

Atunci: A(b - a)—hmO'A £.&) jf(x)dx

1
2n”’

X =

R3.4.5 Fie f:[0]] >R, f(x)=

1
n < <
{ . Sa se arate ca f
n

0, x=#

este integrabila pe [0, 1] si sa se calculeze J.Ol f(t)dt.
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Solutie :
Multimea punctelor de discontinuitate ale functiei f este neglijabila, deci
functia este integrabila. Aplicand concluzia problemei R3.4.4, obtinem ca

[ rwar=o.

R3.4.6 Fie a<b numere reale , iar f, g: [a, b] doud functii cu proprietatile:
a)  Functia fadmite primitive si este marginitd superior
b)  Pentru orice X, y €[a, b], x<y avem
g(y)—g(x) 2 (y—x) sup f(r).

te(x,y
Sa se arate ca g este integrabila.
Solutie :
Consideram F: [a,b] — R, primitiva pentru f'si X, y €[a, b], cu x<y.
Rezulta ca exista ¢ (x, y):
F(3) = F(x) = (y=2)f() < (v —x) sup (1) < g() - g(x), adica:

te|x,y
F(y)—g(y) < F(x)—g(x). Prin urmare, functia 4: [a,b] —> R, h=F —g este
descrescatoare, deci integrabila.

Functia F fiind derivabila, este integrabild. Cum F este integrabila si 4
este integrabila, rezultd cd g = F' —h este integrabila.

. . , LI L [ (0.1]
R3.4.7 Sa se arate ca functia f : [0,1] —>R, f(x)=39x |x
0,x=0
este integrabila pe [0, 1].
Solutie :
Legea functiei feste:

0,x=0

f(x)= l——n, ! <x£l—
X n+1 n
LI
X 3 2
1——1,1—<x£1
X 2

Fie A=(0=x,,x,,...,x, ,,x, =1)o diviziune oarecare a intervalului [0, 1].

Aratam cd S, ,) — 5., <&, unde & > 0, este arbitrar. Pot aparea doua situatii:
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1 1
<x, <—,
n+l n n+1

1 1 1
<x, <—, —<x,<—.
X n+l1 n n n—1
In cazul a)

a)

b)

1 1 :
1 1 *—71 (I’l+1) 1
X —X n o n+ n+
M, -m = f(x)—f(x ) =—- =l Tk o = .
Xeo X X X 1 n
X n-l1 n—1 1 1
Atunci: S,y =84 = Z(Mk —my )(xk+1 -x,)< Z(Mk _mk)(___j <
k=0 k=0 n n+l
“n+1 1

:l —0,cand n — .
o n nn+l) n

11 2
n—-1 n+l m-1){mn+])
~ 2 2n
S ) < = RN
R ; (n=D(n+1) (n-1)(n+1)
Din a) si b), pe baza criteriului de integrabilitate Darboux, deducem ca
functia f'este integrabila.

In cazul b) M, —m, =1, iar x,,, —x, < . Obtinem:

0,cand n — .

R348 Fiea,b eR,cu a<b,iar f: [a,b]—) R o functie integrabild cu

Ibf(x)dx # 0. Aratati ca existd o diviziune A = (a = Xy X ey X, 1, X, = b) a
lui [a,b] astfel incat: le f(x)dx = rz f(x)dx=...= J. " f(x)dx.

Vom demonstra mai intai urmatoarea:
Lemd: Daca f :[a,b]—)R este integrabild, atunci functia F:[a,b]—)R,

F(x)= Lx f(¢)dt este continua.

Intr-adevir: f integrabildi = f marginiti: m < f(x)<M, V x e [a,b].
Atunci: m(x —x,) < F(x) - F(x,) = j f(t)dt <M (x - x,).

Obtinem ca }13} F(x)=F(x,), d;ci F continua.

Solutia problemei :
Fie ke{l,2,...,n—l}. Este suficient sd aratim cd existd x, e(a,b),

k=1n-1 astfel 1incat: rk f(x)dx = K f(x)dx. Consideram functia
a n
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g: [a,b]—) R, g(x)= fo(t)dt—Lk'[bf(t)dt. Rezultd pe baza lemei ca g
a n p— X

este continud. Dar g(a)-g(b) = _—kk 1> <0,unde [ = I ' f(x)dx . Atunci exista
n p— a
c € (a,b)astfel incat g(c)=0. Fie X, =c. Deci:

j F(O)dt = ﬁ([ - j f(t)dt) , de unde obtinem: j fydi=* jb F(o)dt.

R349 Fie f:[0,]]> R integrabili Riemann, astfel incat

A7)
A=)

Prin inductie obtinem ca:
e A 2 s A2 2N waeNT. Consideram
2'1 2}1 2}1 2}1
diviziunea A, = O,i,i,...,u,l , cu = ! n—) 0 si punctele
2” 2}1 2}1 2)‘[
: : x+2' -1 . s .
intermediare & = Q- Trecand la limita, obtinem:

S = [ f()dt = constant.

R3.4.10 Sa se calculeze: lim L Z cos l—-cos i.

2
"R << j<n n n

Solutie :
Avem egalitatea:

1 n k 2 n
— Z cos— cos—: 5 [[Zcos—j - coszf}.Dar
n® |\

l’l 1<i<j<n

2
hm—(z cos —j = lim( ZCOS —j = Ulcosxdxj =sin’1.
n—ow n n—»o n k 1
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=lim —| cos?xdx =0.

n—>w pn 0

Pe de alta parte, lim —z cos ’

n—» 0 n k=1

k1
n

. ) 1 i j sin % 1
Deci: lim —- Z COS — - COS S )
"R << j<n n n 2

R3.4.11 Fie f:[0,]] > R o functie derivabila cu derivata integrabila pe [0,

1]. Sa se arate ca: }1113)10 n“ol f(x)dx — %Z f(%ﬂ = M )

Solutie :

| o

Fie Az(O,l, ,...,n_l,lj o diviziune a intervalului [0, 1]. Notam
n

n
xe[k ! k}} k=1, 2,
n o n

xe{ ;lﬂ} m, :inf{f'(x)
n{ I f(x)dx—%gf(%ﬂ D S g[ & H

Atunci: £, =
z k . . .
= ”Z j f(x)—f|—| |dx|. Aplicand teorema lui Lagrange functiei f pe
k=1 ", n

> 0SS

M, = Sup{f'(x)

n.

intervalul {x,k} , exista ¢, (x) e(u E) astfel incat
n n o n
kY . .
f(x)- f( j (x—;jf (ck(x)). Atunci:
n k k
E, =n Ik"_l( 21 (e, (x))dx . Dar m, < f'(u, (x))< M, deci
k=1 n n
1 < 1 < . . .
-— > M, <E <——> m, . Trecand la limita, obtinem:
2n k=1 2n k=1

—%I;f'(x)dx < ’111_r)r310En < —%J‘Olf'(x)dx. Asadar }li_r)roloEn =M.
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4. Metode de calcul a integralelor definite

Pentru inceput vom reaminti cateva teoreme utile 1n calculul integralelor
definite.

4.1. Metode de integrare a functiilor

4.1.1. Teorema (Formula de integrare prin parti)
Daca f,g:[a,b] > R sunt doud functii derivabile, cu derivate continue,

atunci

[ rg'dr= g -[ 1" (g

4.1.2. Teorema (Formula de schimbare de variabila)

Fie [a,h)]——>J—L >R (J interval din R) douia functii cu
proprietatile:

1) f'este continua pe J

2) ¢ este derivabild, cu derivata continua pe [a,b].
Atunci

[ 1o ar =" fadx (4.1.1)

4.1.3. Observatie. a) Daca [a,b]—2—>[c,d]——R sunt doua functii
cu proprietatile:

1") f'este continua pe [c,d]

2") @ este bijectivd, ¢ si @' derivabile cu derivate continue,

atunci
[ @@= [ 1 (o) 0™y (x)dx

Aceastd egalitate se mai numeste si a doua formuld de schimbare de
variabila.

b) Datoritd formulei Leibniz-Newton toate schimbarile de variabila
prezentate la primitive se pot aplica si la calculul integralei definite.

4.1.4. Propozitie. Fie a €(0,0] si f:(—a,00) > R o functie continua.
Atunci avem:

@) jb F(=x)dx = jb F(x)dx,(V)a,b e (—a, o)
in particular: jo” f(=x)dx = jo F(x)dx,(V)a e (-a, )

(ii) Dacd fpari atunci j F(x)dx=2 jo“ F(x)dx
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(iii) Dacd fimpara atunci j F(x)dx=0.
Demonstratie. (i) Se face substitutia # =—x.

(ii) din (i) j° F(x)dx = jo” f(=x)dx = jo” f(x)dx, de unde
j F(x)dx = jo F(x)dx+ jo F(x)dx = 2[0“ F(x)dx

(iii) din (i) jo F(x)dx = jo” F(=x)dx=— jo” f(x)dx, de unde
j F(x)dx = j° F(x)dx + jo” F(x)dx=0.

4.1.5. Corolar. Fie a€(0,0] si f:(—a,a0) > R o functie continua.
Atunci

(i) Daci fpard = j xf(x)dx =0,(V)a e (-a, )
(i) Dacd fimpard = j xXf(x)dx =2 jO“ X (x)dx,(V)a e (~a, )
(iii) Daca farbitrard = j F(xP)dx=2 jo“ F(xP)dx si

j xf(x*)dx =0,(V)a € (—a, o)

Demonstratie. (1) Daca f este para rezulta ca functia xf este impara, deci
conform Propozitiei 4.1.4 fa xf(x)=0.

(i1) Se procedeaza ca la (i).

(iii) Rezulti din (i) si (i) tinAnd seama cd functia f(x*) (respectiv
xf(x*)) este pard (respectiv impari).

4.1.6. Exemplu. (V)a € R avem:

f cosxdx = 2J: cos xdx, Ia sin xdx =0, f x> cosxdx =0.
4.1.7. Propozitie. Fie /:R — R o functie continua. Atunci avem:
x+T
(i) fperiodica de perioadd T < .[ f(t)dt =c (constantd), (V)xeR.

(i1) Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
a) Orice primitiva a lui f'este periodica de perioada 7.
b) f'este periodica de perioada 7.

o [ fdr=0.(v)xeR

Demonstratie. (i) (=) din ipotezd f(x+7)= f(x),(V)xeR. Evident
avem:
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x+T 0 T x+T
L F(t)dt = j F(o)dt + jo F(O)dt + L f(Odt,(V)xeR  (4.1.2)
Cu schimbarea de variabila t =0+7, 0 €[0,T], ultima integrald devine:

[ f@de={ r@+1)d0= £(0)d0.(V)x<R (4.1.3)
Din (4.1.2) si (4.1.3) rezulta

[ rwar=[ rwdi+ [ e+ [ f@yde=[ f@dr(v)xer

(<) Presupunem ci j T £(0)dt = ¢,(V)x R si fie F o primitiva a lui /.

Atunci din formula Leibniz-Newton c¢=F(x+7T)-F(x),(V)xeR, deci prin
derivare obtinem:
f(x+T)—f(x)=F'(x+T)-F'(x)=0,(V)xeR,
prin urmare f este periodica de perioada 7.
(i1) Sa observam cd orice primitiva a lui f este periodicd de perioada T’
< (Jd)g o primitiva a lui f, periodicd de perioadd T <« functia

F(x)= .[0 ’ f(t)dt, x e R este periodica de perioada 7.

a) = ¢) Daca a) este adevarat, atunci F este periodica de perioada 7,
deci conform formulei Leibniz-Newton avem:

L’”T f()dt = F(x+T)—F(x)=0,(¥)x R

¢) = b) rezulta din (i).
b) = a) Daca f'este periodica de perioada 7 avem:
(F(x+T)-F(x)=f(x+T)- f(x)=0,(V)xeR
deci (J)c e R astfel incat F(x+T7T)—-F(x)=c,(V)xeR. Atunci

c=F(0+T)-F(0)= jOT f()dt=0, deci F(x+T)=F(x),(V)xeR,

deci F este periodica de perioada 7.
4.1.8. Propozitie. Fie f:R, -> R o functie continud si periodica de
perioada 7. Atunci

1 1 (r
tim- [ f (o)dv = [ (x)ax
Demonstratie. (V)teR,(I)n=n(t)eN si a=a(t)<[0,7] astfel incat
t=nT+a,deci [ f()dv=[" f(x)dx+][ f(x)dv.Evidentavem

" =3[0 ped,

deci cu schimbarea de variabila x =0+47, 06 €[0,7] deducem:
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(k+1)T

Y fdx= [ £O+KT)dO= f(0)do,

deci J.:T f(x)dx=n J.OT f(x)dx. In fine, cu schimbarea de variabila x=0+nT,
0€[0,7] deducem

[ £y = jOT F©0+nT)d0 =" f(0)d0,

deci
1 _n(t) (T 1 patt)
;jof(x)dx—Tjo f(x)dx+;_|.0 £ (x)dx (4.1.4)
Cum avem:
lim@:ﬁm ! ; 21 (4.1.5)
1> f t—)ooT+& T
n(r)
si
1|patn) 1 patd) 1,7 .
AL A=) [ Lmre R,
rezulta
.1 pa
}LIE;O f(x)dx=0. (4.1.6)

Din (4.1.4), (4.1.5) si (4.1.6) rezulti ci lim; jo F(x)dx = % jOT F(x)dx .

4.1.9. Corolar. Fie f:R—>R o functie continud si periodica de
perioada 7. Atunci

lim [ (xt)dx =

11—

b-a
T
Demonstratie. Punem xt =y si obtinem:

[[fetds= [ r(dy = b(% I;bf(y)dyj - a[} j;“ﬂy)dyj .

Trecem mai departe la limita # — oo tinand cont de Propozitia 4.1.8.
4.1.10. Propozitie. Fie /R un interval si f:/ —-R o functie
continud. Atunci (V)J < R un interval si ¢,y :J — [ doud functii derivabile,

jT f(x)dx,(V)a,beR..

. (x) . e .
rezultd ca functia F(x) = j-“; ) f(t)dt, x e J este derivabila si avem relatia:
o(x

F'(x) = f(y()'(x) = f(@(x)¢'(x),(V)x € J
Demonstratie. Fie g(y):= Jw f()dt, y el unde a este fixat in /. Atunci
g este derivabild si avem g'(y) = f(»),(V)y € I . Evident putem scrie:
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Fe =" fwde+[" f@)di==go(x)+ gw(x).(V)xe J,
deci
F'(x) = =g"(@(x))9'(x) + &' (w(x)y'(x) =
==f(@(x)9'(x) + f(W())W'(x),(V)x € J
4.1.11. Corolar. Fie / — R uninterval si f:/ — R o functie continua.

Atunci (V)J <R un interval si ¢:J — 1 o functie derivabila, rezultd ca

functia F(x)=["" f()dt, x €. este derivabila si avem

F'(x) = f(@(x)¢'(x),(V)x € J .
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Probleme rezolvate

(1) Calculul integralei definite folosind relatii de recurenta
R4.2.1.Fie I, = J.On/zsin” xdx,n € N. Sa se demonstreze ca:
(1) I, :%IH,(V)k >2,keN
(ii) 1 =(2n—1)!!.£_ _ 2n)!
oot 27 7Y Qe+
2k-1N=1-3-5-...-(2k=1). 2k)!!=2-4-6-...-(2k), ke N’
(iii) lim7,, =0
(V)n>1si limlﬁ =1

2n+1

(v) lim%C;n s/nm =1 (formula lui Wallis)

(iv) 1,, <1

n’

. . . oo /2, k n/2 k-1
Solutie. (i) prin parti 7, :IO sin xa’x:—j0 sin” x(cosx)'dx =

ikl a2, (™2 . k2 2 _
=—sin" xcos x|y " +| (k—1)sin""" xcos” xdx =

= [ (k=Dsin* x(1-sin® x)dx = (k =1, , - (k =11, . de unde
k—1
]k = T]]ﬁz .
1) Dand valorile pare pentru & de la 2 la 2n 1n egalitatea de la (1) vom
parc p g
obtine relatiile:

1
12 :Elo
3
]4 :le
2n—1
12n :—1211—2

Inmultind membru cu membru cﬁ)’%inem
135 .2n—11 _@n-Di'n
2467 2 " (@o 2
Analog dand valorile impare pentru k& de la 1 la 2n+1 obtinem cealalta
egalitate.

!
(11) Fie sirul an=12ng=2(2—n)'2>0 si cum 2k-1<2k,k=Ln
. 27(n!)
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< o S a 2n+1 9
rezultd cd a, <1, deci sirul (a,), este marginit. Cum —— = <1 rezulta

a 2n+2

n+l
ca sirul este descrescator, prin urmare convergent.
: 146 2n-2 13 2n-1
Fie b, =—-—-—- 1>— .
257 2n—1 247 2n

11346 2n-22n-1_3 U 3 .
a’<a, b =——"——. . . =—, rezultd cd 0<aqa, <,/— si
22457 2n-1 2n 8n &n

conform criteriului clestelui rezulta ca lima, =0, adicd lim/,, =0.

n—0 n—0

=a, rezultd cd

(iv) xe [0,%) rezultd ca 0 <sinx <1, deci

0 <sin**' x <sin® x<sin”*”' x<1, deunde 1,,,, <1,, <1, ,,(V)k>1. Rezultd
_(@2n-11 2

<I,(V)n=1. Avem 1< Lo,
2n)!

2n+l1

ca/l

n+l

(2n+1) st 1,,<1, , adica

T (2n- I’
2 @2n)P ‘2

—1)
< u —(2n+1) < 2nt1 . Trecand la limita si aplicand criteriul clestelui
e 2 2n

|-(2n+1) rezulta ca

.
avem: lim—2=1.
n—o [
2n+l

1., 1 (2n)' (2n 1)" 2n—1)!
e C2 \Inm = a7y 2 nm = J_ @ =

B /(2n—1)!!2_ L, . NI B
= —(Zn)!!2 nm = _12,,,1 si conform (iv) }1224}1 CyVnm=1.

R4.2.2. Sa se stabileascd o relatie de recurenta pentru integrala
1
I, = IOxZ”\/I—xzdx,(V)n eN

si sd se calculeze valoarea sa.

1
Solutie. [, = L V1-x’dx. Facem substitutia x=sinz, dx=costdt,

x=0=¢=0 si x=1:>t=£.Asadar

m/ . n/2 n/2] 2t
IO:.L 2V1—s1nzt~costdt:J.O cos tdt—j 2Jrcid Z

Aplicand formula de integrare prin parti avem:
2n-1
1

I = J‘lezn—l (x 12 )dx = _§x2n—l (1—x2)2 4 21

o 3 I 2n— 2(1 X )3/2dx_
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:21’13—1(J‘lxu-zmdx_":xznmdx):2n—1(1n_1_1n)

0 3

de aici I, =———1_,. Dand valori lui n obtinem succesiv:
2n+2
1 3 5 2n-1
L =—1,,1,=—1,1,==1,,..1 =——I, ,.
) 1 4 0 2 6 1 3 8 2 27’1 + 2 1
Inmultind relatiile intre ele membru cu membru obtinem:
;T 2n-1N
"2 2n+2)!

(ii) Identitati deduse prin integrare
R4.2.3. a) Sa se calculeze In doud moduri integrala

J.b(x—a)’" (b—x)"dx, mmneN

si de aici, sd se deduca identitatea:

n!
Lo Los oo vyt - mn
m+1 m+2 m+3 m+n+1 (m+n+1)!
1 m!n! ) )
b) Sa se arate ca Jx’"(l—x)”dx:— si apoi sa se calculeze
0 (m+n+1)!
suma i D’
=) (p+D)..(p+k+1)
! 2 n2n
c) S& se arate ca J.l(l—xz)”dx=(n')—2 si apoi sa se stabileasca
0 2n+1)!

identitatea:
1 2 3 N\ n
-GGG, e e
3 5 7 2n+1  (2n+D)!
Solutie. a) Calculdam mai intai prin parti:
I, =[(-a)"(b-x)"dx=

=_L(x_a)m(b_x)n+l
n+l

tr =)™ () d
n+1da

adica 7, :illm_1 - (YV)m,neN de unde
" :

- m m-1 1 _ mln!
"4l n+2 T on4m " (m+n)! O
b b— m+n+1
Dar I, :J. (b—x)”dx=¢ de unde
e do m+n+1
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_mlnl(b—a)"""!
 (mtn+l)

Facand schimbarea de variabila x —a =t si dezvoltand dupa binomul lui
Newton, calculdam in al doilea mod integrala 7, . Deci:

(4.2.1)

m,n

b—-a=d

b m n b -
1,n,,,:ja(x—a) (b—x) dxzjo t"(b—a—t)'dt =

= jo"tm(c,‘jd" —C " o+ (<1 CI Y =

:dm+n+1( 1 Cr([) _ ! Crll + 1 Cj ++(_l)n;C:j
m+1 m+2 m+3 m+n+1

Egaland rezultatele obtinute in cele doud moduri obtinem identitatea
ceruta.
b) Aplicam a) pentru a =0,b =1 si obtinem
m!n!
(m+n+1)!
y D" _N (=D p!
(- (p+D)...(p+k+1) Z(n-B(p+k+1)!
(=" pk! 1

:k=o(n_k)!k!(p+k+1)!_n'k0|:( D Cf xP(1-x)" dx}

_ % J';[Zn:(—l)k Chxr(1 —x)kjdx ~

jolxm (1-x)"dx=

= bl

=ifx”[l—(l—x)]”dx=lrx””’dx=;
n! o n! 9o (n+p+1n!
¢) Folosind a) pentru a =-1,b=1 §i m =n conform (4.2.1)
(7’1 ) 22n+1
J.(l x2)'dx = , de unde
(2n+1)!

(n)?-2*"  (2n)!
Cn+1)!  Cn+DN
Pe de alti parte dezvoltand (1—x*)" dupi binomul lui Newton avem:

[ a-x*)ydx= j(ch( ) x ijd o C; C;+ .

2n+1

1 2\n _1 1 2\n _
jo(l—x ) dx—EL(l—x ) dx =

si egaland rezultatele obtinem identitatea ceruta.
(iii) Calculul integralei definite utilizind proprietatile functiei de
integrate (paritate, periodicitate, etc.)
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R4.2.4. Fie f:[x,—r,x,+r]— R continud, cu proprietatea ca:
af (x, +x)+bf (x,—x)=c,(V)x, |x|<r, a,beR’, ceR
2cr

Atunci: a) [ f(x)dx = ;o atb=0
xo=r a+

a—>b pxo+r

b) [ fode =S+ F(x)dx
P

Solutie. Fie @,y :[-r,r] =[x, —r,x, +7], o(t)=x,+1, y(t)=x,—t.
Cum f:[x,—r,x,+r]— R e continud, putem aplica schimbarea de variabila

2) fﬂ f () = j " i = j RCOUOUE j S 0=

2cr
a+b’

:ﬁ " Fods ﬁ——f“'f(x)dx deundef S )=
a

v(=r)

b) j ) "f(x)dx =L | f()dx+ j f(x)dx . Dar
[0 reax=["" rde=[ f@une@adi=[ f(x,+ndi=

_I_r[___f(xo—l)}dt——r——'[ f(xo—t)dt——i”-ir jf(w(t))\lf(t)df—

_Cpp b S (@ =—r+ j f(x)dx .
a y(-7)
De aICI

[ f@dx=Sr+ b [* r@de+ [" f(x)dx ==
Xo—T a a Xot+r Xo a

R4.2.5. Functia f:[a—r,a+r]— R se numeste a-para daca

fla+x)=f(a—x),(V)x cu |x[Kr. (4.2.2)
respectiv a-impara daca
fa+x)=—f(a—x),(V)x cu |xKr (4.2.3)

a) Daca f'este continud sa se arate ca:

_[ f(x)dx = 2,[ f(x)dx, daca f este a-—para
’ daca f este a—impara

b) In plus, produsul (catul) a dou functii de a-parititi diferite este o
functie a-impara, respectiv produsul (citul) a doua functii de aceeasi a-paritate
este o functie a-para.

Solutie. a) Daca f este a-para, atunci aplicand rezultatul de la R4.2.4

pentru x, :=a,a:=1,b:=-1,c=0 obtinem rezultatul dorit.
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Daca feste a-impara, atunci aplicand R4.2.4 pentru x, :=a,a =1,
b:=1,c =0 obtinem rezultatul dorit.

b) Fie f, g a-pare, adica f(a+x)= f(a—x), g(a+x)=g(a—x).rezulta
(f-g)a+x)= fla+x)gla+x)=fla-x)gla—x)=(f-g)la—x),deci [-g
este a-pard. Analog se arata si celelalte cazuri.

n/28in" x —cos” x

R4.2.6. Calculati jo T T, neN,
SIn” X+ COS X

Solutie. Fie f': {O,g} —>R, f(x)=

sin” x—cos”" x

sin” x +cos”" x

Avem f (g - xj =—f(x), de unde notand ¢ = % — X obtinem

4
/2
avem jo F(x)dx=0.

f[ﬁ - tj + f(% + t] =0, |t % si deci feste %-imparé, deci conform R4.2.5

R4.2.7.Fie f,g,h:R—> R, f(x)=sinx, g(x)=arcsin(sinx) si
2
h(x) =max{f(x),g(x)}.Sa se arate ca (V)neN: j-oz h(x)dx = w .
Solutie. Cum g(x+ 2km) = arcsin(sin(x + 2km)) = arcsin(sinx) = g(x) si
f(x+2km)= f(x) rezulta ca si & este periodica de perioada principala 2.
Explicitand pe g si 4 pe intervalul [0,27t] avem:

X, xel0, X, xel0 X

| 2 2
g(x)=arcsin(sinx)=qmw—x, XE€E g,%) h(x)=<m—x, xe€ {g’n)
x-2mn, xe :3_7132%} sinx, - x €[m,27]

nm n-l +)7 T
Rezultica [ h(x)dr=Y [ h()dx=n] " h(x)dx=
k=0

= n(jon/z xdx + J:Z (m—x)dx+ LG sin xdxj =

2n | n(m® —8)
4
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(iv) Alte tehnici particulare de schimbare de variabila
R4.2.8. Calculati | In(l +tgr)dx

. . SR
Solutie. Facem schimbarea de variabild ¢ = 2 —x, dx=—dt.

Daca x:O:tzg, x:%:t:O,deunde

[in@+tgnde=—" o= [ [in2 - In(tgx + 1)]dx =
0 gx n/4 0 gx

1+ tgx
TT /4
=, In2- jo In(1 + tgx)dx

/4 TT
Asadar L In(1+ tgx)dx = P In2.

R4.29.a)Fie a>1, f: {l,a} — R continua, astfel incat
a

f(x)+f(lj =k,(V)xe [l,a}
X a

Sa se calculeze de )

Va xdlx? +1

b) Caleulati | (“Dﬂd

xvx?+1

Solutie. a) Facem schimbarea de variabila ¢ = l, dx = —izdt , daca
X t

1 1 .
x=—=t=a,x=a=1t=—.Deci

a a
1 1
+1|f] - (t+Df] -
s M_ eodl),
J.m, x4 I 1 i+1 t? Va 12 +1
t\ ¢

o (t+D(k—f(2)) dt
dt=k ——I
1/a ¢ t +1 J.l/a [t + J-l/u [

De aici

]:EUH d +J:a dt J: (ln(a—l-\/l-i-a) In 1+vl+a’ }

2\ Ve +1 HWir+1

204



. 1 = .
b) Se observa ca arctgx +arctg— = 5 pentru x >0, rezulta ca pentru
X

a=2 avem:

J- (x+1)arctgx _ 3+4/5
V2 Xt el "

R4.2.10. Calculati J.m M

2 et +1]
Solutie. Facem schimbarea de variabila ¢ = —x, dx = —dt, daca

x:—E:t:E, x=£:>t=—E.Avema$adar
2 2 2 2
_ [ cos X J_n/z cos J~n/2 e'cos’ t ?t—jn/zcos3 i1
—n/Ze +1 n/ e” +1 /2 e +1 —n/2
Rezulta ca
_Lgpw2 5 1 m2 . 9 N & sin’ x ./ 2
]—EJ:H/ZCOS tdt—EL[/Z(l—sm x)(sin x) dx—E(smx— 3 jn/z =3
1
R4.2.11. Calculati j (rDsinx,,
2—sin’ x
Solutie. I = jmd =1,+1,,unde /, —I xsmx x si
2—sin” x 02 —sin’x
I, =.[ ﬂd . Avem
02—sin’x
L[ x31.n)2c dX:—J-TE(TC—X—TC) Slr-l(TZE_X) dy—
0 2—sin” x 0 2—sin"(mw—x)

_ _J~0n (=) sin(m— x) et nr sin(m — x) iy

2 —sin’(n—x) 02 —sin*(m—x)

©  sintdt © sin xdx
=—| t =—I +7l
J.O 2—sin’¢ J.O 2-sin’x : 2
deci 1, = glz , dar
I, = " (cosx)dx = —arctg(cos x)|, = —arctg(—1) + arctgl = T
o T+cos’x 2
2
Deci [="—+=.
4 2
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5. Siruri si Integrala Riemann

Studiul convergentei sirurilor Inceput in clasa a XI-a necesitd o revenire la
studiul convergentei acelor siruri 1n care intervine integrala definitd. Chiar daca
modul de abordare si teoremele utilizate au fost studiate in cls. A XI-a, in noul
context putem identifica noi clase de siruri convergente.

Pe de alta parte, acest tip de probleme au fost propuse in ultimii ani la
concursurile si olimpiadele scolare.

5.1. Calculul limitelor unor siruri utilizind integrala definita

In acest paragraf ne propunem si calculim limitele unor siruri al ciror termen
general este definit printr-o suma Riemann sau printr-o generalizare a acesteia.
Pentru rezolvarea acestei probleme reamintim criteriul de integrabilitate cu
siruri:

5.1.1. Teorema

Fie f :[a,b] > R o functie. feste integrabila daca si numai daca

V(A,),s; < Dla,b], cu 1im||An || =0 s1 V(&"),,, un sir de sisteme de puncte

intermediare, cu &" asociat lui A ,n>1, sirul sumelor Riemann

n’

(o(f;A,,8")), este convergent.
In aceste conditii echivalente, lim o(f; A L&) = Ib f(x)dx .
5.1.2. Consecinta
Fie f:[a,b] > R o functie integrabild. Atunci
limb_aZf(a+kb_ajzjbf(x)dx

k=1 n a

n—>0 n

In particular, dacd a =0 si =1, atunci limlz f (Ej = .[; f(x)dx
n

n—v pn =1

Demonstratie
Pentru orice n>1, fie A, diviziunea echidistantd definitd de punctele

b-a —
X, =a+k ,k=0,n.

n

b-a b-a A

X=X, = :>|An = —0,cand n —> .

n
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In fiecare interval [x,f_l ,x,f] alegem punctul intermediar la una din extremitati :
Sk =X

Suma Riemann corespunzdtoare este :

O3, 8" = 3 FE — ) = Zn:f(mk b;“]

Din faptul ca f eks:‘ie integrabila rezulta, conljf:)lrm Teoremei 5.1.1,
limo(/38,.6")= [ f()ds.

In continuare vom prezenta un rezultat care permite calculul limitelor unor
siruri de o forma mai generala.

5.1.3. Teorema
Fie f,g:[a,b]— R integrabile Riemann, A = (xo",xl”,...,xkn "), A, € Dla,b],
neN,|A,

— 0 cand n — . Pentru orice ;' € [ml" (f),M; (f)] si pentru

orice B € [mi” (g), M (g)}, i=1k, (unde m"(f)= min ]f(X),

noon
xel[xiy,x;

k,
M!(f)= max f(x)),sirul a,= z a B (x,." - xl.”_l) converge spre
xe[xy,x) ]

i=1

[ r(0g(x)ax

Demonstratie

Fie I = f(x)g(x)dx.

=31 (xt)e () (! =)

i=1

2/3 [f(xf')—a,.”}(x{’ -x)

fg integrabild Riemann = V& >0, 3N, e N astfel incat Va> N,,

1Y) () —a) <5

Pentru £>0, 3N, e N astfel incat Va> N, .

|I—an|£
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Sgl[%]f(x){S(g,An)—s(g,An):l<

3 ebor) )

&£ &g
max f(x) ———=— 2
xe[a,b]f( ) 3-m[a>b(]f(x) 3 @

Analog, pentru £>0, 3N, € N astfel incat Vn> N,,

gﬂ" [ (5= (s -)

Din (1), (2), 3) =

£
<§ (3)

a,—1|<¢&, Yn=N=max{N,,N,,N,}

5.1.4. Consecinta
Fie f,h:[a,b] > R, fintegrabild Riemann, / derivabila cu derivata integrabila,
A, =(x0,x,..sx; )€ Dla,b], ne N, lim||A, [ =0.

Pentru orice o' € [ml” (f),M;! (f)] ,sirul a, = ia[’ [h (xl" ) —h (xl.”_l )]
i=1

converge citre J.b f(x)-h'(x)dx .

Demonstratie

Aplicam Teorema lui Lagrange functiei 4 pe [x{ll,x;’] :

Jc; e (), x!) astfel incat h(x' )—h(x!, ) =h'(c')-(x = x/,).

In Teorema 5.1.3 luim g:=h', B’ = h'(cl.”)

Urmatorul rezultat da o conditie suficientd ca un sir de diviziuni sa aiba norma
tinzand la zero.

5.1.5. Propozitie
Fie ¢:[a,b] —[a,b] o functie strict crescatoare si surjectiva,

A, =[a,(p[a+b;a),...,g0£a+kb;aj,...,bje Dl[a,b], ne N". Atunci
n n

lim|A,[=0.
n—>0
Demonstratie

@ este uniform continua pe [a,b]
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Ve>0,30, >0 astfel incat V x,,x, €[a,b] cu |xl—x2|<5g =

b—a

|q0(x1) —(p(x2)| <g.3dN,eN astfel incat Vn= N,

o(x)-0(2)

DeciVe>0,3N,eN astfel incit Vn= N,

<o, =

<& = |

A}’l

<&

A|<e = lim|A,|=0.

n—>0

5.1.6. Exemple

>>0, deci ¢ este

1) Daca ¢:[0,1]1—>[0,1], ¢ = al , atunci @'(x) =
2—x —-X

strict crescatoare si se verifica usor ca ¢ este surjectivd. Conform Propozitiei
1 k n

2n-1""2n-k

neechidistante cu ||An || -0

5.1.6, A, = (0, yeres j, n >0, este un sir de diviziuni

2n—n

2) Functia ¢:[0,1]—>[0,1], ¢(x)= tg% este strict crescatoare si surjectiva,

deci A, = (0, tg%,...,tgkl,...,tgzl] este un sir de diviziuni cu ||An || -0
n n

4n

5.2. Siruri ai caror termeni generali contin integrala definita

5.2.1. Propozitie
Daca functia f :[1,+00) = R este monotond si marginita, atunci sirul (a,),., cu

termenul general a, = f(1)+ f(2)+...+ f(n) - Ln f(x)dx este convergent.

Demonstratie
In cazul in care feste descrescatoare avem

ay—a,= [+ D)= fodx= [ [f(n+1)~ f(2)]dx 0. Deci (a,),., este
descrescator.
Demonstram ca sirul (a,),., este marginit inferior:

n—1

o, =3[ r0-[" s s =5 [ [~ s r.

k=1
Tinand seama de monotonia lui f'si de faptul ca f este marginita inferior rezulta
cd (a,),., este marginit inferior.

Analog pentru f crescatoare.
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5.2.2. Observatii
In conditiile propozitiei 5.2.1 avem:

1) Sirul (i‘,f(k)J

este convergent.

este convergent daca si numai daca sirul (J.]n f (x)dx)

nzl n=1

2) Daca lim [ £ (x)dx = +e0 atunci lim S+ fn(2)+...+ [ _,
o [ @

5.2.3. Exemple:

1) Sirul (¢,) 5> €, :1+%+...+l—lnn, este convergent
n
. . I 1 1 .
2)Fie aeR. §irul (x)),.,, x, =1 +2—a+3—a+ ...+ — este convergent daca si
n

nxl?

numai daca o >1

3) limn*"- IJFL+L+...+i =L,unde a €(0,1)
2% 3¢ -«

n—»0

5.2.4. Propozitie
Fie f:[a,b] > R o functie derivabild, cu derivata integrabila. Daca
consideram sirul (a,),., cu termenul general

a =j”f(t)dt—b;"2f a+(k—/1)b;“ ,unde 1 e[0,1], atunci (na,) .,
n a n = n/n>

este convergent i limna, = (l ——j(b a)[f(b)- f(a)].

Demonstratie

Fie A, :(xg,xf,...,x:)eD[a,b], x; :a+£(b—a) sy, :a+(k—/'t)b_a,
n

n
=0 (ro-ron

Aplicand Teorema lui Lagrange pe fiecare interval de capete ¢ si y, , rezultd ca

k=ln. Atnci a, =) [" f(t)dt-
k=1 X1

existd ¢, intre #§1 y, sideciin (x,’jfl,x,’j) cu

a, —ZJ ck dt Zrk y,‘ ck)dt+ ZI Ck)df (D
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Cum f” este integrabilé rezultd cd f' este marginita, deci exista

m; = inf _f'(?); = sup f'(¢)eR, k=0,n.

te Xk 1» Xk]

noon
te| XX,

Pe [x,ffl,yk] cum ¢t —y, <0, rezulta ca:
M (t=yp)< (e )(e-vi)<mi(e-90) @
iar pe [y,’f,xﬂ, cum -y, 20, avem:

mi(t=yp)< /() i-p) < Mi(e=00) - @)

Din (1), (2) si (3) rezulta ca:
z_[yk -y Mdt+z.|. -y m,fdt<a <

ZJW -y mkdt + Z I M dt si efectuand calculele obtinem:

n

5;&(’4 -y) m —% (1 —y;:)zM; <a <

k=1
1 - n n 2 n 1 - n n 2 n 1 n n (b_a)(l_l)
Ekz_;(xk_yk) M, _E;(xk—l_yk) m,s1cum y, =X, - §1
x,’g—y,'{’zl(b_a),k=l,n rezulta ca:
n
2 _ _ 2 _ n
(b-a)i? (b az Gm-2 (boage )
2 P 2 n 4
G- (b—aws ) (b=a)1-A) (b-a
M, |- 4
2 n Z:‘ g 2 n ;mk @
Dar sn(f'):b [ j F'()dt = f(b)— f(a), cAnd n —> o
kl
b—a3d

Si S,(f)="—23" M} —>Lbf'(t)dt — f(b)= f(a), cAnd n —> oo

Trecand la limita 1n (4) si tindnd cont de sirurile care majoreaza si minoreaza,
rezultd ca sirul (na,), ., este convergent si

lim na, —(z——j (b=a) f(b)-f(a)].
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Alegand A = ) in propozitia 5.2.4. se obtine limna, =0. In aceste conditii se

n—x0

pune prolema convergentei sirului (nzan) . Are loc urmatorul rezultat:

neN

5.2.5. Propozitie [2, pg. 177]
Fie f:[a,b] > R o functie de doua ori derivabild, cu derivata a doua
integrabila. Daca consideram sirul (a,),., cu termenul general

a, = J.b f(t)dt—b_—azn:f(a+(k—%jb;aj , atunci (n’a,),., este convergent
a noa n
- 1 | '
si ,{Lr{lnzan :ﬁ(b—a)2 [f (b)-f (a)]

5.2.6. Exemple:

) T & n 3
D limn| — ) —— |=—
)n—>°° (4 Zn2+k2] 4

k=1

< 4n 1
) limn?| 2o — " |-
) n {4 2 J 3

= dn® +(2k-1)

Solutie: Se considera functia f:[0,1]> R, f(x)=

e si se aplica
+Xx

propozitiile 5.2.4. 51 5.2.5.
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Probleme rezolvate
1) Sa se calculeze limitele urmatoarelor siruri:

2) x, = gf(n+1)(n+2)(ntn)n>2
n

\/ﬁ «/ﬁ (n—1)~n
b) x,=—|3e " +5¢ " +..+(2n—1)e ”
n

Solutie

SN RET Ry eI
n n n n

Inx, = lZ:ln(l +£j . Folosind consecinta 5.1.2 avem:
n n

n—>0

lim1n x, = [ In(1+x)dx = xIn(l+)], - J.Olﬁdx -

n2-(x—In(1+x)), —2m2-1=In? = limx, =2
e n—>x0 e

b) Consideram f,g:[0,1] >R, f(x)=x,g(x)=¢€".

1 2 ]
Alegem A, =(0,—,—, ,EJ, Al—0; x' L
nn o n n
o
a,"=f[xf-12 : j pr=g(Jxt -t ) i=Tn
R 21—16“(;‘”_ 1 _2ix,-”_1+x,” S
" nS on n n< 2 n’
- n n n n 1
2zaiﬂi (xi _xi—l)_?
Folosind Teorema 5.1.3, obtinem:
. 1y _ x X 1_
lgl;xn =2J.0xe dx—2(xe —e )O =2

1 1
+ J—
\/nx+1 \/nx+2 \Nnx+n

solutie unicd x =x,. Sd se calculeze limx, (L. Panaitopol, Nat., 1994)

. n—>0
Solutie

2) Sasearatecd Vne N , ecuatia 4.+ =+/n areo

1

Pentru orice ne€ N*, definim f, :[0,00) > R, f,(x)=)_

k=1

. Ecuatia din
X+—
) n
enunt se scrie f, (x) =n. Pentru n fixat avem
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f,(x)=-n>1+1+..4+1-n=n-n=0 si lim f,(x)—n=-n<0 dect

dx, €(0,0) astfel incat f,(0)=n (proprietatea lui Darboux). Solutia x, este

n—>0

.. : y c oo 9
unicd deoarece f, este strict descrescatoare. Vom ardta ca limx, = 16"

Obtinerea limitei este sugeratd de forma ecuatiei —Z 1 =1 care conduce
s x +5
n
la ecuatia in / urmatoare:
| 9
dt =1 cu solutie unica / =—.
J.O [l+t ’ 16
Fie #>0. Pentru orice n€ N notim: a, =12ﬁ si
n =
16"~
1< 1 9
b, =— 9— (seiasi ,u<1—) Atunci lima, =s<1 i imb, =1 >1
n ;- n—0 n—o
[ +7
T
1 1 25 9 .
§=| —=dt=2| | —+ —+ i
I09++t [16” 16ﬂ]$
16"~
! 1
R i el
6 H

dn(u) e N astfel incat Vn>n(u) sdavem a, <1<b , adicd

1 (9 1 1 (9 9 9
—fl =+u|<— <—f|=—pu| deci ——pu<x, <—+u.
nfn(w ,Uj (%) f(m ﬂ) g MR, <t

Cum u este arbitrar (de mic), obtinem limx, = —

n—»00 6
3) Fie f:[0,00) > R o functie periodica, de perioada 1, integrabila pe [0,1].
-X, ) =0,

Pentru un sir (x,) _,x, =0, strict cresctor §i nemarginit cu liig(xnﬂ

n=0"
notam r(n) = rnax{k |x, < n} .

r(n)
a) Sa se arate ca: hmz X =X )f(x) = .[ f(x)dx

b) Utlllzand eventual rezultatul de la punctul a), demonstrati ca:

zf(lnk) j f(x)dx (Etapa finala, 2001)

n—>oo In n4
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Solutie

pavem o, 15 S () s 15,

p=1\ p-l<x;<p p=1

Cu Cesaro-Stolz avem: lima, =lims,

Sp = z (ka_xk)f(xk): z (yk+1_yk)f(yk):cu Ve=x,—(n-1),
n=1<x,<n 0<x; —(n-1)<1

reprezintd suma Riemann asociata functiei f'si diviziunii (¥, ), 1)q<ron) @

intervalului [0,1], a carei norma tinde la 0.

1
Prin urmare, lims, = '[O f(x)dx

. 1 ks 1
b) Pentru x, =Inn, rezulti cd z, :—Zlan(ln ky—> 1= '[0 f(x)dx.
n o
[e[]nn]:|
Avem lims, . =1, deci ! lnmf(lnk)—>1:>
n—o [nn] [lnn] k=1 k
1 [e[]nn]:| k 1
+
— In— f(Ink)—>1
lnl’l k=1 n k f(n )—>
Apoi
1 k+1 R 1 k+1
- + + - +
— Y In—f(Ink)=— In— f(Ink)+ — In— f(Ink
2/ (Ink) =3 2, == (Ink) 1nnk=[e[ZMan i /()

si aratam cad lim i lnﬂf(lnk) =0

n—o k:[e[]""]}ﬂ

Cu M :sup|f(x)

, avem:

i 1n@f(1nk) <M Z lnﬂlen%_) 0
k:[e[nnn]} " k k:[e[lnn]}rl k [e } +1

Deci
1
n n 1++*—ln(l’l+l)
Lz(l—ln—k”jf(lnk) SMLZ(l—lnk“j:M n -0
Inn45\ k k Innis\ k k Inn
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6. Teoreme de medie. Inegalitati integrale

La aceasta temd ne propunem sa familiarizam cititorii cu teoremele de
medie ale calculului integral, care spre deosebire de cele ale calculului
diferential sunt mai putin cunoscute.

6.1. Teoreme de medie ale calculului integral

6.1.1. Teorema (Prima formulid de medie). Fie f,g:[a,b] > R doud
functii integrabile cu g(x)>0,(V)x e[a,b]. Atunci existd A e[m,M], unde
m =inf f([a,b]) si M :=sup f([a,b]) astfel incat

[ r@g@ax =2 g(x)dx 6.1.1)
In particular, dacd g(x)=1 avem
[ r@dc=np-a) 6.1.1)

Demonstratie. Evident avem m < f <M deci mg < fg < Mg si deci
m| g()dv < [ f(0)g(x)dx < M| g(x)dx
(i) Daca [ g(x)dr =0, atunci | f(x)g(x)dx=0 deci putem lua 2 orice
numar din [m,M].
[ Fegoax

(i) Daca fg(x)dx>0, atunci A :=~—;
[ g

€[m,M] si avem

(6.1.1).
6.1.2. Corolar. Fie f:[a,b]— Ro functie continud si g:[a,b)] >R o

functie integrabild nenegativa. Atunci exista c €[a,b] astfel incét

ff (x)g(x)dx = f(c) fg(x)dx (6.1.2)
In particular, dacd g(x)=1 avem
[ (s = b-a)f () 6.1.2)

Demonstratie. Din teorema 6.1.1 existd A €[m,M] astfel incat sd avem
(6.1.1). Intrucat f este continui, existi x,,x, €[a,b] astfel incat
f(la,b])=[f(x,)), f(x)]=[m,M], deci e f([a,b]) si deci existd cela,b]
astfel incat f(c)=A.
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6.1.3. Observatie. Fie f:[a,b]—> R o functie integrabila. Atunci
1
—a
6.1.4. Teorema. (A doua formuld de medie). Fie f,g:[a,b)] >R
doua functii integrabile cu g monotond. Atunci exista ¢ €[a,b] astfel incat:

[ Fg@dx=g@| f(0dv+g®)[ fx)dx

Demonstratie. Presupunem g >0, g monoton descrescatoare si fie

numarul A = 5 j-b f(x)dx se numeste valoarea medie a lui f'pe [a,b].

neN si A, =(a=xy,X,.,x, =b) cu x, :a+£(b—a) . Notdm
n
1

X =Xy

i

a; =

j f(x)dx, i=1ln (6.1.3)

Din prima formuld de medie avem m,(f)<a, <M,(f) st deci conform
teoremei 5.1.3.

[/ = lim > ot )05 -5
Fie F(x)= j f(t)dt, xela,b]. ;tunci avem:
o, (x, ~x)= [ f@odi=[" f@dr=["" f(O)dt=F(x)~F(x.,)
L= D55 = D05 P () (50 =
=385 F ()= D8 ) F (5) = X8 ) ()~ tZ_:g(xi)F(xi> :

n—1
= g(x, DF(x,)+ D (g(x )~ g(x)F(x,)
i=1
Notand M =supF([a,b]), m:=inf F([a,b]) si tindnd seama ca
g(x, ;)20 s1 g(x,_,)—g(x;,)=0,(V)i=1Ln rezultd

L, <g(x, DM+ (g(x)—g(x)M = Mg(a)

i=1

st analog L, > mg(a), deci

m<——L <M (6.1.4)

n

g(a)
Cum limZ, = [ f(x)g(x)dx din (6.1.4) rezulti ca
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1 b
_ j F(x)g(x)dx<M .

Functia F fiind continua, avem F([a,b])=[m,M], deci exista c €[a,b]

m<

astfel incat F'(c) = LJ‘b f(x)g(x)dx sideci
g(a)

b c
[ f(g(dx=g(@)| f(x)dx.
Revenind la cazul general, presupunem g monoton descrescatoare
arbitrara si fie 7= g —g(b). Atunci £ >0 si h monoton descrescatoare, deci din
rationamentul facut rezulta ca existd c €[a,b] astfel Incat

J £ hEdr=h@) f(xdx
si deci
[[(F2) - F(0)gb)dx = (g(a)- gD f(x)dx

de unde

b c b
[ F(g()dx=g(@)[ f(x)de+g®)[ f(x)dx.
6.1.5. Corolar. Fie f,g:[a,b]—> R doua functii integrabile astfel Incat
g este monoton descrescatoare si nenegativa. Atunci exista ¢ €[a,b] astfel incat

[[r@gdr=g(@)] f(x)dx (6.1.5)

6.1.6. Observatii. A doua formuld de medie se mai numeste teorema
Bonnet-Weierstrass.
6.1.7. Problema rezolvata. Fie f,:[0,1]] > R o functie continua si f,,

primitiva lui f, pe intervalul [0,1], care se anuleazd in origine, n € N. Daca

Jrosn (1) = @ , sa se demonstreze cd existd x, €[0,1] astfel incat f,(x,) = x,.

(T. Andreescu, et. finala 1983)
Solutie. Din enunt avem ca

S = £ (0dr, xe[0]1]

1982

: 1 g ! 't
Din Jronn (D) = 19331 rezultd J‘O Sros1 (D)dt = L mdt sau

1982

J.(: ( Jrog1 (1) — ltgngdt =0. Conform primei formule de medie existd x,,, €[0,1]
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1982

(1051) . = [ "
astfel ca foq,(X,05,) ——————=0. De aici rezulta ca L Sro80 (1) — t=0

1982! 1981!
si aplicand incd o datd formula de medie obtinem ca existd Xy, €[0, X, ]
(Xigg0)

astfel ca flq50 (X050) — =0. Se repetd rationamentul si se deduce ca

1981!

existd x, €[0,x,] astfel ca f,(x,) =%.

6.1.8. Problema rezolvata. Fie f:[a,b] > R o functie integrabila. Sa

se arate ca:
1) pentru fiecare a € (0,1) exista cel putin un element ¢ € (a,b) astfel ca

b c
aL F(x)dx = j f(x)dx
2) daca f este continua pe (a,b) si Ib f(x)dx #0 atunci pentru fiecare

neN" existd n puncte distincte X,,X,,...,%, din intervalul (a,b) astfel ca:

jbf(X)dx _ n(b—a)
a UV f(xe)+1/ f(x,)+...+1/ f(x,)
(T. Precupanu, et. finald, 1989)

Solutie. 1) Fie F:[a,b] >R, F(t)= I:f(x)dx—aj:f(x)dx . Deoarece f

este integrabila, rezultd ca F este continua pe [a,b]. Cum F(a)= —a'[b f(x)dx,
F(b)=(-)[ f(x)dx se deduce ca
2
F(a)F(b) = a(o— 1)[ [ f(x)dx} .
Se disting doua cazuri:

a) Daca jb f(x)dx#0 atunci din ae(0,1) rezultd F(a)F(b)<O0.

Functia F fiind continua exista c € (a,b) astfel incat F'(c)=0 sau
b c
o j F(x)dx = j F(x)dx.
b) Daca Ib f(x)dx =0, atunci ludnd ¢ =b € (a,b] se obtine
b c
o j F(x)dx = j F(x)dx.

2) Pentru fiecare k£ =1,2,...,n—1, numerele o, =k/ne(0,1) si conform

cu 1), existd ¢, €(a,b] astfel incat
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b Cp
(k/m fx)dx=[" f(x)dx (*)
Se obtine astfel un sir (c, )., , de numere reale distincte din intervalul
(a,b) pentru ca .[bf(x)dx #0.

Numerele c¢,,c,,...,c sunt distincte deoarece dacd pentru un

n-1

k=1,2,..,n-1 s-ar obtine c, =c,,,, atunci din (*) rezulta

ﬁjbf(x)dx k+l j Sdx s [ f(x)dx=0,
o

contrar cu ipoteza.
Sd presupunem ca ¢, <c,,, pentru orice k =1,2,...,n—2. Atunci

Chtl Cht1 Cy 1 ¢t
[ Gax= [ fOde= [T fde=—[ f(x)d (%)
Notand ¢, =a, c¢,=b conform teoremei de medie pentru orice

k=0,1,..,n-1,existd x,,, €(c,,c,,,) astfel ca

.[:H S)dx = (¢ —c) f(x44)

si tindnd seama de (**) rezulta
1 ¢b
(een =) f () = [ F ),

de unde

Cryn 6 = f(ka)J- S (x)dx (**%)

deoarece f(x,)#0, avand [ f(x)dx #0.

Adunand relatiile (***) pentru k£ =0,1,...,n—1 se deduce

b—a= i j F(x)dx

imo nf (x,,)

iar de aici se obtine imediat relatia dorita.
6.1.9. Problema rezolvata. Fie f:R —[0,00) o functie continua si

periodica de perioada 1. Sa se arate cé:
a) J.M f(x)dx = J: f(x)dx, pentru orice a € R

b) tim [ £ ()= [, (0
(C. Mortici, Et. judeteand, 2002)
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Solutie. a) j‘ F(x)dx = j: F0)dx+ jo”“ f(x)dx =
[ fa-Ddr+[" faxr=[ fedv+[" fydx={ fx)ax.
b) Fie I, :.[)lf(x)f(nx)dx=ijif(x)f(nx)dx. Cum f(x)>0, xeR,

aplicand teorema de medie pentru fiecare integrala din suma, obtinem existenta

unui ¢, e[

k o A
,— |, astfel incat
n o n

Jo 0 f )= f(e)]7, f (o) =
1 k 1 1
=— e[ f@dx==f(c)[ f(x)dx.
n n
Atunci In:(lZf(ck)jJ:f(x)dx si cum lZ:f(ck) este suma
N k=1 N =1
Riemann a lui f asociatd diviziunii A, :(0,1,...,71—_1,1) cu punctele
n n

2
intermediare (c,),_— rezultd i lim 7, = ( [ f(x)dxj .

6.2. Inegalitati integrale remarcabile

6.2.1. Propozitie (Inegalitatea lui Cebasev). Fie f,g:[a,b] > R
doua functii monotone si de sens contrar. Atunci

[ rgdr< % [[redr- [ g(oydx (6.2.1)
—a

Demonstratie. Inlocuind eventual f'si g cu — f si —g respectiv, putem
presupune f monoton crescatoare si g monoton descrescatoare. Punem

o= %J.b f(x)dx.Avem f(a)<a < f(b) conform primei teoreme de medie.
_a a

Fie c={supxela,b]; f(x)<a}. Atunci (V)x e[a,c] avem a > f(x) si
g(x)=g(c), deci
(= f(x)g(x) = (a—f(x)g(c) (6.2.2)
Analog (V)xe[c,b] avem a < f(x) si g(x)<g(c), deci are loc si in
acest caz inegalitatea (6.2.2).
Asadar
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Lb(oc — f(x))g(x)dx = j:(a — £(x))g(x)dx + j "(0— F(x)g(x)dx >
> [ (o= f()g(@dr+ [ (o= f(@)g(e)dr = g(c)[(x(a -0)-[f ) dx} 0

De aici .[ b(a — f(x))g(x)dx >0 care conduce la inegalitatea (6.2.1).

Observatii. (i) Egalitatea in relatia (6.2.1) se obtine atunci cand una din
functiile f'sau g este constantd, cu exceptia, eventual, a unei multimi numarabile
de puncte.

(i1) Inegalitatea lui Cebasev poate fi datd mai general astfel:

([peoac ) [Lregeods)2([[pw s [ pwgwar ), 623
unde f,g:[a,p]eR sunt doud functii de aceeasi monotonie, iar
p:la,b]— (0,0) este o functie integrabila.

6.2.3. Propozitie (Inegalitatea lui Young). Fie f:[0,00) >[0,0) o
functie continud, strict crescatoare astfel incat f(0)=0. Atunci (V)a>0 si
belm f avem inegalitatea:

ab< ' fydx+[ £ ()dy (6.2.4)

Demonstratie. Vom da o justificare geometricd a inegalitdtii din enunt.
Fie G, graficul functiei f'si S, (respectiv §,) regiunile din plan cuprinse intre

G, axa Ox si dreapta x =a (respectiv G, axa Oy si dreapta y =b) (fig. 6.1).
A

Fig. 6.1

y=f(x)

[
|
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Evident avem: ab <ariaS, +ariaS, si cum ariaS, = L ’ f(x)dy si

aria$, :Lb /' (»)dy, inegalitatea (6.2.4) este adevirati. Egalitatea se obtine
pentru b= f(a).

6.2.4. Corolar. Fie a,beR si p,q >0 astfel incat l_,_l =1. Atunci
P 4

avem:

q
b4l 100 62.5)
q

Egalitatea are loc daca si numai daca |a |"=|b|?.

Demonstratie. In inegalitatea (6.2.4) inlocuim a:=a|, b:=|b]|,
f:[0,00) > [0,00), f(x)=x"" si se obtine inegalitatea (6.2.5). Egalitatea are
loc daca si numai daca f(|a|)=|b| ceea ce este echivalent cu |a |"=|b|.

6.2.5. Propozitie (Inegalitatea lui Holder). Fie f,g:[a,b] > R doud

. o 1 1 : : .
functii integrabile si p,q >0 cu —+—=1. Atunci avem inegalitatea:
2

[lr@eia<([lrcora) ([lecor )’ ©20
Demonstratie. Daca [ | f(x)|” dr=0 sau []|g(x)|” dx=0 atunci | /|

sau | g| este nuld aproape peste tot si deci I b\ f(x)g(x)|dx=0, prin urmare
inegalitatea (6.2.6) devine egalitate.
Presupunem .ﬁ f(x)]” dx>0 si ﬁ g(x) | dx>0 sifie

| ()] i B [g()| .
( [1rer dx] ’ Ubl g(x)|’ dX) q

Utilizand inegalitatea (6.2.5) obtinem:
al’ q
o< —+—,
P 9
de unde prin inlocuire i apoi prin integrare se obtine (6.2.6).
6.2.6. Corolar (Inegalitatea lui Cauchy-Buniakowski-Schwarz).
Fie f,g:[a,b] > R, doua functii integrabile. Atunci avem:

Ujf (x)g(x)dx)2 < ( [[r (x)dx]( [¢ (x)dx) (6.2.7)
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Demonstratie. In (6.2.6) luim p=¢g=2.

6.2.7. Observatie. In inegalitatea lui Cauchy-Buniakowski-Schwarz
avem egalitate doar dacd f sau g sunt nule aproape peste tot sau existd k€ R
astfel incat f =kg.

Deci daca

Ujf ’ (X)dxj(fg ’ (X)dx) = Ujf (x)g(x)dx)2

atunci f'sau g sunt nule aproape peste tot sau existad k € R astfel incat f =kg.

Intr-adevir, presupunand contrariul, ar rezulta ci pentru orice A €R,
f +Ag nu este nula aproape peste tot, deci

Ib (f (x)+Ag(x))*dx>0,(V)LeR
De aici deducem ca
% I:gZ(x)dx+ 27¥I:f(x)g(x)dx+ I:fZ(X)dx > 0.(¥)h R

Ca urmare trinomul de gradul doi in A trebuie sa ia valori pozitive pe R,
deci A<O0, ceea ce implica

Ubf (x)g(x)dx)2 < (j” fz(x)dx)( [ gz(x)dx)

contradictie cu ipoteza.
6.2.8. Corolar. Fie f:[a,b] > R o functie integrabild si p,g>0 cu

l+l =1. Atunci avem:
P 49

[oacsa-or(or )

Demonstratie. In (6.2.6) luim g(x)=1.

6.2.9. Nota istorica. Inegalitatea (6.2.7) a fost stabilitd pentru prima
datd in 1859 de catre V. I. Buniakowski. H. Schwarz o utilizeaza in lucrarile
sale din 1884. Numele lui A. Cauchy apare datorita faptului ca forma algebrica
a inegalitatii se gdseste pentru prima datd in lucrarile acestuia, iar intre cele
doud inegalitati distanta nu este prea mare.

6.2.10. Propozitie (Inegalitatea lui Minkowski).

Fie f,g:[a,b]— R doud functii integrabile si p>1. Atunci avem
inegalitatea:

(ﬁ F()+g@)) dxj”p < ( [T dxj”p +( [1g01 dx)“" 62.8)
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b
Demonstratie. Daca p=1 sau J. | f(x)+g(x)|” de=0 inegalitatea

(6.2.8) este evidentd. Presupunem deci p>1 si J.bl f(x)+g(x)|” dx>0.

Evident avem:

| S+ g <] f)] | f()+gx) "™ +]g(x)] ] f(x)+g(x) "
Din inegalitatea lui Holder (Propozitia 6.2.5) rezulta:

[17)+ @)1 ax <[] 7)1 () + ()" e+
+Ij| g || f(x)+g(x) " dx <

<([ir@r @) " ([lrergeora) "+

1/q

+U:| g(x)|” dx)l/p(jj F(x)+g(x) |7 dx) _

:[(fl repas) " +([lscor dxjw}(f' I

1/q
unde (p-1)g=p. Prin impirtire cu (ﬁ F()+g(x)” dx) obtinem

inegalitatea (6.2.8).
6.2.11. Corolar. Fie f,g:[a,b]e R, doud functii integrabile. Atunci

avem:
1/ /2

(I:(f (x)+g(x))* dx)m < (j” f? (x)dxj 4 (j:gz (x)arxjl (6.2.9)

Demonstratie. In inegalitatea (6.2.8) luim p=2.
6.2.12. Propozitie (Inegalitatea lui Jensen). Fie f:[a,b]—>[a,B] o
functie integrabila si ¢ :[a,B] = R o functie convexa continua. Atunci:

@[ﬁff <x>dx]éﬁ [0 N (62.10)

Demonstratie. Functia f fiind integrabild si ¢ continua, rezulta ca ¢o f
este integrabila. Atunci conform consecintei 5.1.2 avem:

%; f(a+%(b—a)j aﬁ jbf (x)dx (6.2.11)

EACE f)(a (b= a)j 5> [eo Nwdx (6212

Pe de alta parte ¢ fiind convexa, avem:
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1< k 1 k
@f;;f[a+;<b—a)jjsZ;«pof)(a +;(b—a)j,(V)n >1

de unde, trecand la limitd si tinand cont de (6.2.11) si (6.2.12) se obtine
inegalitatea dorita.
6.2.13. Corolar. Fie /,J c R douad intervale, f:/ — J o functie local

integrabila, In particular f continud si ¢:J — R o functie convexa continua.
Atunci (V)a,bel, a<b,avem

1 1 b
cp(ﬁ [ f(x)dxj < (0o N(x)dx.

6.2.14. Corolar. Fie /,J c R douad intervale, f:/ — J o functie local
integrabila, in particular f continua si ¢:J — R o functie de doua ori derivabild
cu ¢''>0 (respectiv ¢''<0). Atunci (V)a,bel, a<b avem:

(p(ﬁ .[j) f (x)dxj < (respectiv Z)ﬁj;((p o f)(x)dx

Demonstratie. Daca ¢''>0 (respectiv ¢''<0) atunci ¢ este convexa

(respectiv @ este concava). Aplicim mai departe Corolarul 6.2.13.
6.2.15. Corolar. Fie / c R un interval si f:7/ — R o functie local

integrabila strict pozitiva. Atunci (V)a,bel, a<b avem

bia [in £ (x)dx < ln( bia ff(x)dx] (6.2.13)
si
| (b -1
L () dx2(b—-a) Uf (X)dx) (6.2.14)

Demonstratie. Aplicdim Corolarul 6.2.14 pentru f si functia concava
(respectiv convexd) ¢(x)=Inx, x>0 (respectiv ¢(x) = l, x>0).
X

6.2.16. Corolar. Fie / c R un interval si f:/ — R o functie local
integrabild nenegativa. Atunci (V)a,bel, a<b si 1< p<+4o00 (respectiv
0< p<l1)avem:

(ﬁ [ f(x)dx]p < (respectiv Z)ﬁ [rroa (62.15)

Demonstratie. Aplicdm Corolarul 6.2.14 pentru f si functia concava
(respectiv convexd) ¢(x)=x", x>0, unde 1< p <o (respectiv 0< p<1).
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6.2.17. Problema rezolvatia. Sa se arate ca pentru orice functie
continud f :[-L1]— R are loc inegalitatea:

1 1/ ¢ 2 374 2
J._lf2 (x)dx > E[L f(x)dx) +E(L xf(x)dxj .
Precizati functiile f pentru care inegalitatea de mai sus devine egalitate.

(Dorian Popa, et. finala, 1997)

. l . . . .
Solutie. Daca f este para, atunci j le (x)dx =0 si inegalitatea din enunt

devine
[ eac> [ rax) M
iar dac f este impard, ea devine
[NROE 3( [ xf(x)dsz @)

Inegalitdtile (1) si (2) se deduc imediat din inegalitatea Cauchy-
Buniakowski-Schwarz (6.2.7) considerand g(x)=1 pentru inegalitatea (1) si
g(x) = x pentru inegalitatea (2).

Fie f:[-1,1]— R o functie continud si f,, 1, :[-L1] >R,

S+ f(=x) S(x) = f(=x)

SN =7, f)= 5

Evident f, este pard, f, este impara si f = f, + f,. Cum functia f, f,
este impara, atunci:

[ =[x [ 2oax=2( [ £ v [ £ ) G)
si

%(J-_llf (x)olx)2 4%(_[_11 xf (x)abc)2 :%U_ll fl(x)dsz +%( .[_ll xf, (x)dx)z _

_ 2{[ [ (x)dsz + 3([01 s (x)dx)z} )
Din (3) si (4) inegalitatea din enunt devine:
[ o+ [ 13 (o)l = ( [ (x)dx) " 3( [, (x)dx) ,

evident adevarata din (1) si (2).
Egalitatea are loc daca si numai dacd f =Ag, A € R de unde obtinem
fix)=a, f,(x)=bx cu a,beR,deci f(x)=a+bx, xe[-1]].
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6.2.18. Problema rezolvata. Fie f,g:R—>(0,0) doud functii
continue §i crescatoare. Atunci exista c,,c, €[a,b], a<b, a,b e R astfel incat

J.bf2 (x)dx + Jjgz (x)dx

fe)gle,) <= 2b—a)

(M. Ganga)
Solutie. Deoarece f si g au aceeasi monotonie, atunci conform
inegalitatii lui Cebasev avem:

b b b
([ rar | [ewar )2 @-a) regds (M
iar de aici prin inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz
b b 5 b 2 b 5 b )
[rweears [ r2wa) [l @) <( [ @ [gwax) @
Prima formuld de medie ne asigura ca exista c,,c, €[a,b] astfel ca:

[f@dc=re)b-a) si [g@adc= (e, b-a) (3)
Din (1), (2) si (3) obtinem inegalitatea dorita.
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7. Aplicatii ale calculului integral
7.1. Calculul ariilor

In acest paragraf vom reaminti formula de calcul a ariei subgraficului
unei functii continue si pozitive pe care o vom folosi apoi la calculul de arii
cuprinse intre doud curbe. O aplicatie extrem de interesantd o constituie
formula lui Stirling pe care o vom prezenta la finalul acestui paragraf.

7.1.1. Teorema. [1] Fie f:[a,b]— R o functie continud si pozitiva.

de
Atunci T, :f{(x,y) eR?*|a<x<h,0<y< f(x)} numit subgraficul lui fare arie

si
aria(T,) = [ f (x)dx (7.1.1)
7.1.2. Consecinta. Fie f,g:[a,b] >R doud functii continue astfel

incat f(x)<g(x),(V)x €[a,b]. Atunci multimea

L, dif{(x,y) eR’|a<x<h f(x)<y<g(x) (fig.7.1)
are arie si

aria(T; )= [ (g(x)~ f(x)dx (7.1.2)
y A

Fig. 7.1

7.1.3. Observatii. (i) In general, daci f,g:[a,b)]—> R sunt functii
continue, iar I', , este multimea cuprinsa intre graficele celor doua functii,

atunci I, , are arie si

aria(T, ) = j”| F(x) - g(x) | dx (7.1.3)
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(i) Daca suprafata pland este marginitd de curbe in care x apare ca
functie de y, formula (7.1.2) se péstreaza cu singura diferentd ca vom integra in
raport cu y, in loc de x (fig. 7.2).

x=f(y) x=g(y)

Fig. 7.2

Deci
aria(T; ) = [ (€(y) - f(¥)dy (7.1.4)

7.1.4. Exercitii rezolvate
a) Sa se calculeze aria cuprinsa Intre graficele functiilor f,g:R —> R,

f(x)=x"—xsi g(x)=2x"-2.
b) Sa se determine aria multimii cuprinsd intre parabola de ecuatie
y* =x si dreapta de ecuatie x—y—1=0.
(x)

c) Fie f:(0,0) >R, f(x)=-—, unde (x) este distanta de la x la cel
X

mai apropiat intreg. Sa se calculeze aria subgraficului cuprins intre n si ntl,
neN .
Solutie. a) f(x)=g(x) = (x+D)(x-D)(x-2)=0=xe{-112}.

De aici aria(T, )= || /(x) - g(x)| dx.
Intrucat f(x)> g(x) < x e[-11]U[2,0) rezulti ca:

aria(T, ) = [ (f(x) - g@)dx+ [ (g(x) ~ f(x))dx =
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:.[j1(x3 —2x° —x+2)dx+.|.12(—x3 +2x° +x—2)dx:f—;

b) Pentru a determina punctele in care parabola intersecteaza dreapta, se

2 —
rezolva sistemul {y - si se obtin solutiile x =(3—\/§)/2,

x—-y—-1=0

y, =(1=~/5)/2 si x, =(3+~5)/2, y, =(1++/5)/2 (fig. 7.3).
A

2

___________________ y =X

Y2

X1

\/

y X2
il

x-y-1=0
Fig. 7.3

Pentru a calcula mai usor aria hasuratd, vom exprima pe x ca functie de
y si se obtin doud functii f,g:R >R, f(y)=»"si g(y)=y+1.Avem

aria(T; )= [ " (¢() = S (W)dy = %

Observatie. Aria se poate calcula si in raport cu x astfel:

A:2J.:l\/;dx+'|.xz(\/;—x+l)dx:%

xX—n 1
s xe{n,n+5j
) ox
9707 ntl-x X€|:I’l+l n+l}
b 23

X

Avem asadar

1
. n+l nip+1—x n"(n+1)""
Sn = arla(rf/[n,nﬂ]) = J;

X nty X 1
n+—
2
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7.1.4. Formula lui Stirling

n
< ... n
Sa se arate ca lim N2nm=1.
n—»0 n!en
) ) nle" )
Solutie. Fie a, =——=——,n21. Evident avem:
n"2nm

Ly =l(1+lj o =(n+ljln(l+l)—l.
an+1 e n an+l 2 n

Functia f(x)= l, x>0 fiind convexa ( /"'(x) > 0,(V)x > 0) rezulta (fig. 7.4)
X

yﬂ

Dl

\

) n n+% ntl

Fig. 7.4

deci Intrucat

A(n,0); B(n+1,0);C| n + 1,4—”2 :
(2n+1)

D ;1,471_442 ;C'(n + I,LJ;D'(n,l]
(2n+1) n+l n

! <ln(n+l)—lnn<l(1+ ! j (7.1.4)
n+l 2\n n+l1

2

avem:

Inmultind (7.1.4) cu n +% si scazand 1, obtinem:
0< n+l In 1+l —1<l l+ ! n+l —1=l 1.1 ,
2 n 2\n n+l 2 4\n n+l
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deci

<o),
a,, 4\n n+l

de unde
0<ln| G Gus | Gnsin <l(l—L)+l(L— ! ]+...+
a,, a,., a,.. 4\n n+1) 4\n+l1 n+2
1 1 1
_l__ J—
A\ n+k-1 n+k

1(1

a (L

I<—«< e“(”
n+k

Din (7.1.5) rezultd ca sirul (a,),,, este strict descrescator, si intrucét

de unde rezulta imediat:

) (k=1 (7.1.5)

este minorat de zero, este convergent. Fie lima, =a >0. Fixam in (7.1.5) n>1

n—»0

si trecem la limita dupa &, k — oo, obtinem:

1< 8 <o <o (V21 (7.1.6)

Din (7.1.5) rezulta ca a > 0. Atunci avem:

_al (n!)? 2n)* e \Jann
a =lim—-=lim = =
n—o a,, n—w (n”e_” ,27'[”) (271)'
| 2 2n —2n | 2 2n
lim (n!) (2;12) .e_2 N4nn _lim (n)” 2
e (2m)! n™ e 2mn oo (2n)! Amn

n

(am tinut seama de formula lui Wallis R4.2.1).
7.2. Calculul volumelor

In acest paragraf vom reaminti formula de calcul a volumelor corpurilor
de rotatie si vom da o formula de calcul a volumului cu ajutorul sectiunilor

transversale.
7.2.1. Teorema. [1] Fie f:[a,b]— R o functie continud si pozitiva.

Atunci corpul  C, ={(x,y,2) R’ [{[y* +2* < f(x),x€[a,b]} obtinut prin
rotirea graficului functiei f1n jurul axei Ox are volum si:

vol(C,) =n[ f* (x)dx (7.2.1)
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7.2.2. Corolar. Fie f,g:[a,b]— R doud functii continue si pozitive,
f(x)<g(x),(V)xela,b]. Atunci corpul obtinut prin rotirea suprafetei plane
limitate de curbele y= f(x), y=g(x) sidreptele x=a si x=»b 1n jurul axei
Ox are volum si

vol(Cf,g):nf(gz(x)—fz(x))dx. (7.2.2)
7.2.3. Observatie. Pentru a calcula volumul corpului generat de
suprafata pland limitatd de curbele x=f(y), x=g(y) (0 f(»)<g(y),
(Y)y elec,d]) si dreptele y=c si y=d in jurul axei Oy vom folosi formula
(7.2.2) cu singura diferentd ca vom integra in raport cu y in loc de x. Deci
vl(C, ) =7 (& (M)~ > )y (723)
7.2.4. Exemplu. Se considerd regiunea determinatd de parabola
y*> =2px sidreptele x=0 si x=a. Si se determine volumul corpului obtinut
prin rotirea acestei regiuni plane in jurul axelor Ox si Oy.

Solutie. (fig. 7.5) vol(C,,)=n jo“z pxdx=ma’p

2
Japa( y? na’\2pa
VOI(C0y) - n.[o : ;p) w=

, y=2px

\/

Fig. 7.5

Pentru a putea aplica formula (7.2.3) este necesar sd exprimam pe x ca
functii de y. De multe ori acest lucru este dificil de facut. Formula urmatoare da
posibilitatea calcularii volumului unui corp obtinut prin rotirea in jurul unei
axe, integrand de-a lungul unui interval al celeilalte axe.

7.2.5. Teorema. [2] Fie f:[a,b] > R, continud; a,b>0. Atunci
volumul corpului obtinut prin rotirea suprafetei plane limitate de graficul
functiei f, dreptele x =a si x =5 1n jurul axei Oy are volum si
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b
vol(C, ) = j 2 (x)dx (7.2.4)
Demonstratie. Fie A, =(a=x; <x/ <..<x, =b), neN un sir de

n n
X X

diviziuni ale intervalului [a,b] astfel incat lim||A, ||=0 si ¢, = 5
n—ow

mijlocul intervalului [x;,,x;] (fig. 7.6).

y A

—

Fig. 7.6

Volumul corpului obtinut prin rotirea dreptunghiului [x; ,,x;]x[0, f(c;)] este
vol(Dy) = mf(x;)* = (x;)°1f (¢f) = 2me, f (e )(x{ = x;y) s

P Pn
S vol(D}) =21y ¢ f (e} )xi —xi) [ 2mef (x)dx . Tntrucat
k=1 k=1 “

P
limZvol(D,?) =vol(C, ,,) obtinem vol(C, )= Ib2nxf(x)dx.
k=1 “

7.2.6. Observatie. Volumul corpului obtinut prin rotirea suprafetei
plane limitate de curba x = f(y), dreptele y=c si y=d, 0<c<d in jurul
axel Ox este:

VI(C, o) = [ 2myf ()dy (7.2.5)

7.2.7. Problema rezolvata. Sa se calculeze volumul corpului obtinut
prin rotirea suprafetei plane limitate de curba y =2x—x’, dreptele x=0 si
x=1.

a) in jurul axei Oy

b) sicurba y =x in jurul axei Oy
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c) sicurba y =x in jurul dreptei x=1.

Solutie. a) vol(C, ) = [ 2mx(2x—x*)dx =" (fig. 7.7a)
Oy o 6

Se observa ca formula (7.2.3) nu se poate aplica 1n acest caz intrucat din
y =2x—x" nu putem exprima pe x ca functie de y.
A

0 1

\

Fig. 7.7.a)

b) vol(C)= I(j27tx(f(x) —g(x))dx, unde f(x)=2x—x> si g(x)=x
(fig. 7.6b)

v0I(C) = [ 2x(x — x*)dx = %
y=2x-X

\/

Fig. 7.7.b)
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¢) Volumul corpului de calculat este acelasi cu volumul corpului obtinut
prin rotirea suprafetei plane limitate de curbele y= f(1-x) si y=g(I-x) In
jurul axei Oy. Deci

vol(C,.,) = [ 2mx(f (1~ x) ~ g(1 - x))dx = :

In continuare vom da o formulid de calcul a volumelor dupi sectiuni
transversale, formula care se poate utiliza si la calculul volumelor corpurilor
care nu sunt de rotatie.

7.2.8. Teorema. [3] Fie C un corp geometric care raportat la un sistem
de axe de coordonate se gaseste intre planele x=a si x=5 (fig. 7.8). Daca
toate planele perpendiculare pe axa Ox intersecteazd corpul C dupa o suprafata
de sectiune a carei arie S(x) este o functie continud de variabild x, atunci
volumul corpului C este:

vol(C) = [ S(x)dx (7.2.6)
S(x)
/b Vx
Z
Fig. 7.8

Demonstratie. Fie A =(a=x; <x'<..<x, =b), neN un sir de

diviziuni ale intervalului [a,b] astfel incat lim || A, |[=0 si
n—»o0

xelxgy,x; ]

P
v,=Y.si(x{ —x;_), unde s;= inf S(x) si
k=1

p”
v, =ZS,f (x; =x/,), unde S/ = sup S(x)
k=1 el ]

De aici avem v, <vol(V) <V, si facand n — o, obtinem

Vol(C) = jb S(x)dx .
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7.2.9. Observatie. Aplicand formula (7.2.6) corpurilor de rotatie
obtinute prin rotirea graficului functiei /" in jurul axei Ox (fig. 7.9), regasim
formula (7.2.1), intrucat S(x)=nf’(x).

yA

—f(x)
S(x) :

f| ;

Fig. 7.9

7.2.10. Noti istorici. In secolul XVII au fost pentru prima dati
sistematizate metodele geometrice care au permis calcularea de arii si volume.
Bonaventura Cavalieri (1598-1647), elev al lui Galilei, a descoperit ca daca
doud regiuni plane au aceeasi latime si aceeasi sectiune transversald in fiecare
punct (fig. 7.10) atunci regiunile au aceeasi arie. Principiul lui Cavalieri
"Corpurile cu aceleasi sectiuni transversale si aceeasi inaltime au acelasi
volum" rezultd imediat din Teorema 7.2.8 pentru cd aria sectiunilor transversale
este aceeasi in acest caz. Acest principiu, pe care Cavalieri nu l-a demonstrat
niciodata, a fost numit astfel de matematicienii care i-au urmat.

Y

Fig. 7.10

238



Bibliografie

[1] Gh. Siretchi, Calcul diferential si integral, vol. I si I, Ed. Stiintifica si
Enciclopedica, Bucuresti, 1985.

[2] Finney, Thomas, Demana, Waits, Calculus — Graphical, Numerical,
Algebraic, Addison-Wesley Publishing Company, 1995.

[3] * * * Mica enciclopedie matematica, traducere, Ed. Tehnica, Bucuresti,
1980.

[4] V. Arsinte, Probleme elementare de calcul integral, Ed. Univ. Bucuresti,
1995.

[5] A. Magdas, S. Ursu, G. Lobont, 1. Diaconu, Matematica, manual pentru
clasa a XII-a, Ed. Studium, 2002.

239



Probleme rezolvate

1) Un cilindru de raza 3 este sectionat de un plan care trece prin centrul
bazei si formeaza cu aceasta un unghi de 45°. Sa se gaseasca volumul corpului
obtinut.

2) (O noua formula de calcul a volumului tetraedrului). Daca ABCD este
un tetraedru cu A4B=a, CD=b, mZ(AB,CD) =« sid este distanta dintre

dreptele AB si CD, atunci:
Viiscp) = éabd sino (7.2.7)

Solutie. 1) Sectiondnd corpul cu un plan perpendicular pe axa Ox se
obtine un dreptunghi de arie S(x)=2xv9—x>, x€[0,3] (fig. 7.11).

y A
S(x) c

\

Fig. 7.11

S(x) este o functie continua de x, deci
V= jjzx\/9 _xidx = —%(9 ~x*)2i=18.

2) Vom considera un plan o, x € (0,d) paralel cu AB si CD. Atunci

planul de sectiune va fi un paralelogram [MNPQ] cu MQ || AB, NP| AB,
QP||CD si MN ||CD (fig.7.12).
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C
Fig. 7.12

d d A
Avem V, p0p = IO Siunpordx = IO MN - MQsin adx . Intrucét

MN _BM _x ; MQ MC d-x
CD BC d ° 4B BC d
obtinem ca
dxb d—x)a . absma abd sina
Viseo = [, Ad=a G = j x(d — x)dx = 2202

Observatii. a) Daca 4B L CD, formula (7.2.7) devine: V = %abd .

b) Formula (7.2.7) este utila si pentru calculul distantei dintre doua
drepte, incadrand cele doud drepte ca muchii opuse Intr-un tetraedru.
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8. Ecuatii diferentiale si integrale

Teoria ecuatiilor diferentiale a aparut in secolul al XVII-lea odata cu
lucrarile matematicienilor G.W. Leibniz (1646-1716) si Isaac Newton (1647-
1722) legate de dezvoltarea calculului integral si diferential.

Dezvoltarea teoriei ecuatiilor diferentiale a fost impulsionata de
numeroasele sale aplicatii Tn domenii cum ar fi: matematica, fizica, chimia,
geofizica, biofizica, biologie, metrologie etc.

8.1. Ecuatii diferentiale de ordin intii si doi

8.1.1. Definitie. O ecuatie de forma

Sy, (3,0, () =0, nel, (1)
se numeste ecuatie diferentiald de ordinul n. Prin solutie a ecuatiei
diferentiale (1) intelegem orice functie ¢ :/ — [, [ interval din [J , functie ce

are derivate pana la ordinul # si care satisface relatia (1) pentru orice x €/ .
8.1.2. Definitie. O ecuatie diferentiala de tipul

Y (O)F (%, y(x),..., " (x) )
se numeste ecuatie diferentiala sub forma normala.
8.1.3. Definitie. O ecuatie diferentiala de forma
y'=px)-y+q(x), 3)
unde p,q:1 —[] sunt functii continue pe intervalul /, se numeste ecuatie

diferentiala de ordinul I.
8.1.4. Definitie. O functie ¢ : 1 —[] este o solutie a ecuatiei (3) daca

@ este derivabila pe intervalul /si ¢'(x) = p(x)-p(x)+q(x), (V) xel.
8.1.5. Teorema. Orice solutie a ecuatiei diferentiale (3) este de forma

y(x)=e"" ~[yo + f q(s)-e"” ds], 4)

Xo
unde x, € I este arbitrar, y, = y(x,) iar P este o primitiva pentru p, primitiva

ce se anuleaza in punctul x.
Demonstratie. Fie x, € / un numar fixat si P o primitiva pentru

functia p, primitivd ce se anuleaza in xy, adicd P(x)= J. p(u)du . ITnmultind

ambii membri ai ecuatiei (3) cu e "™ >0 obtinem:
V() e " = plx)- e =q(x)-e ", (V) xel =
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d
dx (y(x)'eipm) =q(x)-e", (V) xel.
Rezultd prin integrare

y(x)-e"D(x) =y, + j q(s)-e’P(S)ds =

Xo

= y@=e "y [qls)e " ds |,
adica are loc concluzia din teorema.

Reciproc, prin calcul direct, se arata ca orice functie ce verifica relatia
(4) este solutie pentru ecuatia diferentiala (3).

8.1.6. Observatie. In probleme concrete, pentru rezolvarea ecuatiilor
diferentiale de tipul (3), este indicat s& urmam calea de demonstratie din
Teorema 8.1.5. S& mai observam ca formula (4) exprimd solutia ecuatiei
diferentiale (3) care satisface conditia initiald y(x,) =y, .

8.1.7. Observatii. a) Dacda p(x)=0, atunci ecuatia diferentiala (3)
devine y'=¢(x), (V) x e 1. Solutia acestei ecuatii este

yuozjq@yu+c,ceu arbitrar. (5)
Xo
b) Daca g(x)=0 si p(x)=a= const., atunci ecuatia diferentiald (3)
devine y'=a-y, numita si ecuatie diferentiali de ordinul I liniara,
omogena si cu coeficienti constanti. Din Teorema 8.1.5 deducem ca solutia
acestei ecuatii este:

y(x)=c-e”, (6)
unde c €[] este o constantd arbitrara.
¢) Daci p(x)=aell™ si g(x)=bell”, atunci ecuatia diferentiald (3)
devine
yi=a-y+b,
numitd si ecuatie diferentiala de ordinul I liniard, neomogena si cu
coeficienti constanti. Solutia acestei ecuatii (vezi Teorema 8.1.5) este:

y(x):—2+c~e”, cell .
a

8.1.8. Exemplu. Si se determine solutia generald a ecuatiei diferentiale:
Y (x)=2"7+3-6", xell .
Solutie. Solutia ecuatiei date este, conform relatiei (5):
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x 2X+2 3 . 6X
==+
In2 In6

+a,(V)xel

x 2S+2 6S
=c+ (27 +3-6")ds=c+ +3-
yx)=c J( yds=c [ln2 ln6j

unde o €[] este o constanta arbitrara.
8.1.9. Exemplu. Sa se determine solutia ecuatiei diferentiale
y'==3-y(x), (V) xel .
Solutie. in conformitate cu relatia (6) avem
y(x)=c-e”", (V) xel ,
unde c €[] arbitrar.
8.1.10. Exemplu. Sia se determine multimea solutiilor ecuatiei
diferentiale

2 .
y==2.y+x*, (V) xel unde I c (—0,0) sau I — (0,0) este interval.
X
Solutie. Ecuatia datd este ecuatie diferentiald de ordinul I avand

2 . .
px)=—— si g(x)=x", xel. Fie
X

0

2
r 2
P(x) = [-Zdx=-2In]x ;;0:—2(1n|x|—1n|x0|):—h{i]
X X,
X,,Xx €1, o primitivd pentru p, primitivd ce se anuleaza in punctul xo. Din
Teorema 8.1.5 obtinem:

y(x)= [ij |ZY(XO)+;|ES3 'idS] :x_é{y(xo)""%'i}
X, M x x, 6

X

0

Xo
4

2 4 4
BEGIRIC AN AL e S
X 6 6x 6 Xx
unde c €[] este o constantd arbitrara.
8.1.11. Definitie. O ecuatie diferentiald de forma

y'+a(x)-y'+b(x)-y = f(x), (V) xel (7)
unde /] este interval iar f,a,b:1 —1[] sunt functii continue pe /I, se
numeste ecuatie diferentiala liniara de ordinul II. Daca functia f este identic
nuld, atunci ecuatia se numeste omogena, iar in caz contrar, ecuatia se numeste
neomogena. Functiile a si b se numesc coeficientii ecuatiei,

8.1.12. Propozitie. Dacé y,,y,,...,y, (pell ") sunt solutii ale ecuatiei
diferentiale liniare omogene de ordinul II atunci, functia
Y=oyt y,teate, y,,

unde ¢, €[l , i =1, p sunt numere arbitrare, este solutie a aceleiasi ecuatii.
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Demonstratie. Intr-adevir, functia y este de doua ori derivabila pe 7 si
P " p / P
y”+a<x)-y'+b<x>-y=f2c,--y,-j +a<x)-(2cl—-y[j +b(x)- 26,3, =
i=1 i=1 i=1

p
=Y ¢, (y+a(x)y +b(x)y,) =0,
i=1

deoarece fiecare termen din suma este egal cu zero.

8.1.13. Definitie. Functiile y,,y,:/ —0U, I <[l interval, sunt liniar
independente daca din o, -y (x)+a,-y,(x)=0,(V)xel, rezultd
a=a,=0. Daca exista a,a,ell’ astfel incat
a,-y(x)+a,-y,(x)=0, (V) xel, atunci functiile y; si y, se numesc liniar
dependente.

Facem precizarea ca aceasta definitie se poate extinde pentru un numar
finit de functii.

8.1.14. Definitie. Daca functiile y,,y,:/ —[ sunt derivabile pe
intervalul /, atunci determinantul

oy
Wy,y,)= 1 ’

! ’
1 )2

2

se numeste determinantul Wronski' sau wronskianul functiilor ViV, -
8.1.15. Propozitie. Daca functiile derivabile y,,y, sunt liniar
dependente pe /, atunci W(y,,»,)=0.
Demonstratie. Din ipotezd rezulti ci (3) @, @, €[]~ astfel incat
a, -y (x)+a,-y,(x)=0, (V) xe!. Derivand aceasta relatie obtinem sistemul
ay +a,y, =0
{a{y{ +a,y;, =0.
Cum acest sistem liniar omogen are solutia (¢,,a,) nebanald, rezulta ca
N 0
'

, =0, adica W(y,,y,)=0.
DA S

8.1.16. Propozitie. Daca y,,y, sunt solutii liniar independente pe / ale
ecuatiei liniare omogene de ordinul II, atunci

W(y,»,)#0,
pentru orice x e/ .

! Josef Wronski (1778-1853) matematician polonez care a introdus pentru prima datd acest
determinant
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8.1.17. Teorema. Daca y,,y,:1 —U , I clU interval, sunt solutii ale
ecuatiei liniare omogene de ordinul Il §i daca W(y,,y,) #0 pe I, atunci solutia
generala a acestei ecuatii este

y=c-ntc -y,
unde c;, ¢ sunt constante reale arbitrare.

8.1.18. Observatie. Dacd y, este o solutie a ecuatiei liniare neomogene
de ordinul II cu transformarea z = y — y,, reducem ecuatia la ecuatia omogena

Z"+a(x)- 2’ +b(x)-z=0 .
Demonstratie. Intr-adevir, daci y, este solutie rezultd z+ y, solutie <>

Yo solupie
& (2+y) +a(x)-(2+5)+b(x) (z+y)=0 < z'+a(x)-z'+b(x)-2=0,

ceea ce trebuie demonstrat.
8.1.19. Definitie. O ecuatie diferentiald de forma
y'+a-y'+b-y=c, unde a,b,cell , (8)
se numeste ecuatie diferentiala de ordinul II cu coeficienti constanti.

8.1.20. Observatie. Pentru rezolvarea ecuatiei (8) se considerd ecuatia

omogena
V'+a-y'+b-y=0. 9)
Se scrie ecuatia caracteristicd, atagata
rP+a-r+b=0
si se determind radacinile 7,7, ale acestei ecuatii.
Se cunoaste urmatorul rezultat dat de propozitia:
8.1.21. Propozitie. Dacd r,r, sunt radacinile ecuatiei caracteristice,
atunci avem
(1) n,r, €ll, r,#r,= solutia generald a ecuatiei (9) este
Vo(x¥)=¢, " +c,-€* cuc,c, el .

(i1) rnn=r,€ll =  solutia generala a ecuatiei (9) este
Vo(x¥)=(¢c,-x+¢,)-€", cuc,c,ell.

(1)) n=a+if,n=a-if,a,fecll, f#0= solutia generald a
ecuatiei (9) este y,(x)=e""-(c cos(fx)+c, sin(fx)), unde
c,c, el .

8.1.22. Teorema. Fie ecuatia diferentialda de ordinul II cu coeficienti
constanti §i omogena:

Vv'+a-y'+b-y=f(x), xel, ([ interval din [] ), (10)
a,bell iar f:I—>[ este o functie continud. Atunci rezultd cd solutia
generald a ecuatiei (1) este

y(x) =y, () +y,(x), (V) xel,
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unde yy este solutia generald a ecuatiei omogene iar y, este o solutie particulara
a ecuatiei (10).

Demonstratie. Demonstram ca y = y, + y, este solutie <

Sy t+y,) tayy+y,) +b(y,+y,)=f(x), (V) xel <

< (Vi tayy +by)+y, +ay, +by, = f(x), (V) xel<

Sy tay, tby,=f(x), (V) xel,,
ceea ce este adevarat.

Reciproc, dacd =z este solutie pentru ecuatia (10), rezultd
Z'+az'+bz=f(x), (V)xel si cum y'+ay, +by,=f(x), (V)xel,
scazand ultimele egalititi, avem (z-y,)'+a(z-y,) +b(z-y,)=0, adicd
z—y, este solutie a ecuatiei omogene. Deducem cd z—y, = y, si aceasta este
echivalenta cu z =y, +y, . Cu aceasta demonstratia este incheiata.

8.1.23. Observatie. Gasirea unei solutii particulare pentru ecuatia (10)
nu este intotdeauna simpla. Totusi, aceasta poate fi gasita prin asa zisa metoda a
coeficientilor nedeterminati, in urmatoarele cazuri:

a) Daca f(x)=¢e“"-P(x), xell ,unde P, este o functie polinomiala de
grad n si daci a nu este radicind a ecuatiei caracteristice 7> +a-r+b=0,
atunci cautam o solutie particulard y, =e“"-Q, (x), (V) xell , unde Q,(x)
este o functie polinomiald de grad n, ai carui coeficienti trebuie determinati.
Daci « este ridicini a ecuatiei caracteristice 7° +a-r+b =0, atunci se cauti
solutii. de forma y (x)=x"-¢-0,(x), xell, unde r este ordinul de
multiplicitate al radacinii a.

b) Dacd f(x)=e""(P (x)cos fx+Q,(x)sin fx) si dacd a+iff nu sunt
rddacini ale ecuatiei caracteristice, atunci cdutdm solutii y, de forma:
y,(x)=¢e""[R (x)cos Bx+ S, (x)sin Bx], unde R (x) °i S (x) sunt polinoame
de grad g =max{n,m} ai caror coeficienti trebuie determinati. Daca a*if
sunt radacini ale ecuatiei caracteristice, atunci luam

y,(x)=x-e""[R (x)cos Bx+S, (x)sin Sx].

c) Pentru alte cazuri se poate utiliza asa zisa metodd a variatiei
constantelor (metoda lui Lagrange). Aceastd metoda va fi exemplificata in
exemplul urmator.

8.1.24. Exemplu. S3d se determine solutia generald a ecuatiei
diferentiale

Y'+o'y=f(x),
xel cl interval, fcontinud pe I si @ = constant, @ #0.
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Solutie. Ecuatia omogeni 1"+@’y=0 are ecuatia caracteristici
P+ =0=r=w-i, ,=-w-i. Rezulti ci y, =coswx si y, =sinwx sunt
solutiile pentru aceasta iy, =c coswx+c,sinwx, c¢,,c, €Ll constante
arbitrare. Cautam o solutie particulara y, pentru ecuatia data, de forma

Y, =¢(x)-coswx+c,(x)-sinwx.
Avem:
Y, =cl(x)coswx +c;(x)sinwx —¢ (x) - @-sin@x +c¢,(x) @-coswx .
Punem conditia ¢/(x)cos@x +c,(x)sinwx =0. Din aceasta se deduce
Y =—c{(x)- @sin ox + ) (x)w cos wx — @ - ¢,(x) cos x — @’ - ¢, (x)-sinwx .
Cum y, verificd ecuatia dat, rezultd —c|(x)- @sin ox +c;(x)o coswx = f(x). In

acest mod se obtine sistemul

¢/ (x)cos wx + ¢, (x)sinwx =0 ¢l (x)= —Lf(x) -sin wx

flx) | =

—c/(x)sin wx + ¢, (x)cos wx = ——
a(x)sinox+c;(x)cosox == ¢} (x) =— f(x)-cos wx
w

¢ (x)=k 1 j f(s)sin(ws)ds
w5

e,(x) =k + - [ f(s)cos@s)dx, x, €1, kyky €01
w

Ca urmare, solutia generald a ecuatiei date este

: 1 I )
Y=Y, +y,=¢Cosox+c,sinox+k cosa)x—gcosa)x-.ff(s)s1n(a)s)dx+

Xo

+k, -sin wx + 1 sin @x - I f(s)cos(ws)ds =
@

X0

=, sinwx+a, coswx — 1 COS WX - J. f(s)sin(ws)ds + 1 sin @x - _[ f(s)cos(ws)ds
@ @

Xo Xy

8.2. Ecuatii diferentiale cu variabile separabile

8.2.1. Definitie. O ecuatie diferentiala de forma
y'=f(x)-g(), (1)

unde f:/—>0, I interval, g:J — [ , J interval, sunt functii continue se
numeste ecuatie diferentiala cu variabile separabile.
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8.2.2. Observatie. Ecuatia diferentiala (1) poate fi scrisa sub forma
% = f(x) pentru valori ale lui y pentru care g(y)#0,
gl

: d
adica 4

= f(x)dx . Integrand ambii membrii ai acestei egalitati se obtine

I%=If(x)dx+c, (cel),

care este o familie de curbe ce depinde de constanta ¢, familie care poartd
numele de solutia generala a ecuatiei (1).
Cazuri particulare ale ecuatiei diferentiale (1):

1) Ecuatii diferentiale de ordinul I liniare omogene: y' = f(x)-y.
[ reeya
Solutia: y(x)=c-e® , ¢ — constanta arbitrara.
i) Ecuatii diferentiale de ordinul I liniare, omogene, cu coeficienti

constanti: y'=a-y, a— constanta reala arbitrara.
Solutia: y(x)=c-e*, xell, c¢— constanta reald arbitrara

Punem in evidentd in continuare anumite clase de ecuatii diferentiale:
A. Ecuatii diferentiale de forma: y' = f(x), xe /.

Solutia. y(x)=c+ _[ f(¢)dt, c—constanta reala arbitrara
X0
B. Ecuatii diferentiale de ordinul I neomogene, cu coeficienti
constanti:
Forma generala: y'=a-y+b, a,bell, a#0

: b g S
Solutia: y(x)=——+c-e*, xell, c— constantd reala arbitrara
a

C. Ecuatii omogene in sensul lui Euler:

y'=f(lj, x#0, f:1—0 continui
x

Cu substitutia Z:u, adicd y=x-u, ecuatia datd se transformd 1in

X
u+x-u'= f(u), care este o ecuatie cu variabile separabile.

D. Ecuatia lui Bernoulli
Forma generala: '+ P(x)-y=0(x)-y*, aell, P,Q:1 - functii
continue.
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Cazurile @ =0 sau o =1 au fost puse in evidenta. Pentru o €] \{0,1},

. . 1- . . - « A
cu substitutia u =y, ecuatia lui Bernoulli se transforma in

‘u'+ P(x)-u=Q(x)
l-a
care reprezinta o ecuatie diferentiala liniara neomogena.
C. Ecuatia lui Riccati

Forma generald: y'+P(x)-y+0(x)-y>=R(x), unde P, O, R sunt
functii continue pe intervalul /.
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Probleme rezolvate

R8.3.1. Sa se determine solutiile marginite pe axa reald a ecuatiei
V' =2x(y+7x).

Solutie. Se observa cd y =-—7z este solutie marginitd. Presupunem in
continuare cd y#-—x. Ecuatia datd fiind cu variabile separabile, se poate
transforma in felul urmétor

dy

—=2x-(y+7r):>i=2xdx:>1n|y+7z|=x2+cl, el =
dx +7

> y+mr=te

X2 +¢ X2 +¢

2
, el > y=—r+e" " sau y=—rz—e" ", ¢ ell.

Acestea nu convin deoarece nu sunt marginite pe [J . Unica solutie este y =—x
. . C . , X .
R8.3.2. Determinati solutia ecuatiei diferentiale y'=— daca y(0)=4.
y

Solutie. Ecuatia datd este cu variabile separabile. Avem:

2 2
ﬂ:£:>ya’y=xa’x:>J'yafyzjxabc:>J%:x?—i-at, ael =

dx y
=y’ —x*=c, cell (ecuatia unei hiperbole echilaterale).

Deoarece y(0)=4, obtinem c¢=16, deci y*—x’=16= y=+/x*+16. Cum
y(0)=4, deducem ci y =~/x" +16.
R8.3.3. Si se rezolve ecuatia x* -3 -sin y =2 stiind ca lim y(x) = %

Solutie. Din relatia datd rezultd x=0, siny=#0. Fiind o ecuatie cu
variabile separabile, avem
dy

3
x - —_—
dx

: . 2 ) 2
s1ny:2:smydy:—3dx:J‘s1nydy:.|.—3dx:>
X X
1 1
=>-cosy=——+c, cell >cosy=——-c, cell.
X X
Folosind ultima relatie si lim y(x) = % , obtinem ¢ =0, deci
1
cosy=— (1)
X
1
Deoarece cos y €[~-1,1], avem — €[~1,1]= x € (~o0,~1]U[1,0), de unde
X

obtinem cd x € (—o0,—1] sau x €[1,0) deoarece x € I si/este interval din [J .

251



Cazul x e (—0,—1] se exclude (y este definitd spre +o). Din (1) avem

1 S . )
y=dtarccos—+2kxm, kell si, utilizdnd ipoteza (hm y(x)= %) , deducem
X X—0

. 1
k=0, adicd y=*arccos— .
X

1 . - 1 Vs
y=-—arccos— nu este solutie pentru ca lim|arccos— [=-—,
x X—>00 x 2

- . 1 ) .
contradictie cu ipoteza. Agadar y = arccos—-, (V) x €(l,%0) este unica solutie a
X

ecuatiei propuse spre rezolvare (x =1 a fost exclus pentru ca functia y sa fie
derivabila pe 7).
R8.3.4. Determinati multimea solutiilor ecuatiei

x-y'—y:(x+y)ln(x+yj.
x

Ty
X

y’:l+(l+ljln(1+1j.
x x x
Y

Cu substitutia — =2z, y'=z+x-z', aceasta devine
x

Zx+z=z+(+z)In(l+2) <z x=(1+2z)In(1+z2) (1)
Se observa ca z =0 este solutie. Pentru z#0, z>—1 obtinem

. . X . .
Solutie. Este necesar ca x#0 s1 > 0. Ecuatia se poate scrie sub

forma

%~x:(1+z)ln(1+z):>L:ldx:>.[Lz
dx (1+z)In(l+z) x (1+2)In(1+2)
,a>0=>

= ln|ln(1+z)| =ln|x|+1na, a>0=> |1n(1+z)| =a-|x

Ildx:
X

=In(l+z)=*ax, a>0=>In(l+z)=c-x,cell =1+z=€",cell’
= z=-1+e", cell’ care verifici relatia (1). Cum z=0 este solutie,
deducem ca z=-1+¢“, xell i sau xell  si cell arbitrar, sunt solutiile
ecuatiei (1).
Asadar, solutiile ecuatiei date sunt: y=x(-1+e"), xe(-,0) sau
x€(0.40) si cell .
R8.3.5. Rezolvati ecuatia diferentiald y™* +3y® =0.

Solutie. Fie y*(x) = z(x), x eI . Ecuatia devine
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X

Z’+z=0z(x)=c¢-e", xell, ¢ €l parametru arbitrar.

Deci
V') =cqe " = y'(x)=—¢ e+, > Y () =ce texte =

2
:y(x):—cl.e—X+cz.%+c3-x+C4, xell si cell,i=14

reprezinta solutiile ecuatiei date.

R8.3.6. Fie ecuatia y' =y’ + f(x), f:[J = continui, f periodici de
perioada 7, 7' > 0. Sa se arate ca daca y,, y, sunt doua solutii diferite, periodice
de perioada T, pentru ecuatia Riccati consideratd, atunci

[+, de=0

Solutie. Din y,, y, solutii, rezultd cd y, si y, sunt functii derivabile si
Y=y +f(x), ¥s=y;+ f(x), (V) xell . De aici rezulti
’ ' ’ ( — )’
=0 :y12 _y22 S =2)' ==y +y2):M:y1 TV
N =M
Integram si obtinem:

[u0=0O) ((?) ~): <(ft>)> = i@+ 7 O)dt = [y O -3, 0|, =[O+ 3, @) di =

T
Iny,(T) =y, (T)|~n[3,(0) = 3, (0)] = [ (3, () + y, (V) dt .
De  aici, deoarece »(T)=y,(0) si ;/2 (T)=y,(0), obtinem
T
[0+ 3,00 di=0
0 R8.3.7. Sa se determine solutiile ecuatiei integrale
Y = [yyde+e,
0

stiind ca y este o functie continua pe [] .
Solutie. Din relatia datd si ipoteza, deducem cd y este o functie

derivabila pe [J . Prin derivare obtinem »'(x)= y(x)+e*, (V) xell . Aceasta
este o ecuatie diferentiald de ordinul I. Utilizand Teorema 8.1.5 obtinem

y(x)=¢€" [ Vo + '[e“ e’ ds] =e'(y,+x), y, €] constanta arbitrara.

0
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Inlocuind in ecuatia integrald dati, gisim y, =1, deci y(x)=e"(1+x), xell

este unica functie convenabila.
R8.3.8. Sa se determine solutia generald a ecuatiei diferentiale

y'=+l-sinx, xell .
Solutie. Functia f:[1 >, f(x)=+/1-sinx fiind continud pe [ ,
admite primitive. Ea este periodicd cu perioada principald 7, =27 . Pentru

T 5w
Xe|l ———|»
2 2

f(x)= \/(sin%—cosgj =

. x X . .
st Fi(x)=-2 cosz— 2sm5 este o primitiva a restrictiel f

X x| .Xx X
SIn ——COS—| = SIN ——COS—
2 2 2 2

[ﬁ’sl}. Va rezulta ca
22

functia F:[1 —[] , definitd prin

Sr V4
F(x)= Fo(x—2k7r)+k[F0 (TJ_FO (ED

pentru orice x € ((41{ + 1)%, (4k+5) %}, k €ll , este o primitiva a lui f.
Deoarece F; (%Tj -F, (%) =42 si coskr=(-1)", kell, obtinem

F(x) = 2.(_1)k+1 (cos§+8in§j+4k\/§ ,

pentru orice x € ((4/{ + 1)%, (4k+5) %}, k ell , este o primitiva a lui f.

Asadar,
y(x)=c+2-(=1)*" (cos§+ sin gj +4k+2 ,

X€ ((4k+l)%, (4k+5)%} kel ,unde cel] este arbitrar.

R8.3.9. Sa se afle solutia generala a ecuatiei diferentiale
y'+y'—6y=2cos2x—10sin2x.
Solutie. Pentru ecuatia omogena y"+)'—6y =0, ecuatia caracteristica

7’ +r—6=0 are ridicinile 7 =-3°ir,=2. Solutia generali a ecuatiei
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omogene este y, =C, e’ +C,-e”*, C,,C, €[] . Cautdm o solutie particulari y,
pentru ecuatia neomogend, sub forma y, = Asin2x+ Bcos2x . Avem:
Y, =2Acos2x—2Bsin2x, y =-4A4sin2x—4Bcos2x.

Atunci
ip.
yy+y,=6y,=(-104-2B)sin2x+(-10B +24) cos 2x=2cos 2x —10sin 2x,
L -104-2B=-10 )
(V) xell . Din sistemul , obtinem A=1, B=0. Asadar,
24-10B=2

solutia generald a ecuatiei diferentiale date este:
y=»+y,=C ¥ +C, e +sin2x,
(V) xel °1C,,C, el constante arbitrare.
R8.3.10. Sa se afle solutia generala a ecuatiei diferentiale
y'-cosx+y-sinx=cos’ x.
Solutie. Observam ca y =0 nu este solutie. Ecuatia datd este de ordinul
I si cu coeficienti variabili. Fie ecuatia omogena

' : ' . dy . dy
y Cosx+ysmx=0:>y COSX:—ySII'lx:>d—COS)C=—ySIHX:>—=—thdX:>
X

= ln|y| = 1n|cosx|+ln|c| = |y| = |c|-|cosx| =y, =c-cosx, cell . (1)
Aceasta verificd ecuatia omogena pentru (V) xel] si orice constantd

reald c. Utilizdm metoda variatiei constantelor pentru a gasi o solutie particulara
a ecuatiei date.

Fie y,=c(x)-cosx. Rezultd y!(x)=c'(x)-cosx—c(x)-sinx. Punand

conditia ca aceasta sa verifice ecuatia datd, obtinem
c'(x)-cos” x—C(x)-sin x-cos x +c(x)cosx-sinx = cos’ x,

adicd ¢'(x)-cos’ x =cos’ x.
Convine ¢'(x)=1, de unde ¢(x)=x+a, a €] parametru.

Asadar, y=(x+a)-cosx, (V) xell si aell, reprezintda solutia
generala a ecuatiei date.

R8.3.11. Fie functia f:(0,00) >, f€d'(0,00). Si se arate ci daci existi

limita finitd )1(1_1;2( f(x)+ f'(x))=A, atunci existda limitele )lcl_r)g f(x)=4 si

lim f'(x)=0.
Solutie. Notam z(x)= f(x)—A. Atunci lim(z'(x)+z(x))=0, adica

Z'(x)+z(x) =a(x) cu
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lima(x)=0. (1)
Deoarece (e -z(x)) =e" -a(x), atunci
e z(x)=[e"alt)ydt+c.
1

Pentru x =1, obtinem c =e-z(l) si din relatia anterioard, gasim

z(x)=e" - z(1)+ Iet_x a(t)dt .

Fie &£>0 arbitrar. Exista N = N(g) astfel incat |a(x) | < %, (V)t<N.

Atunci, pentru x > N avem

N X
|20 < e | 2|+ [ ar +§ [ear<
1 N

<e” -(e-| z(l)|+M-eN)+gSe”‘-co+g, (V) x=>N,

unde M :sup| a(t) |

t>1

s o Ar x g .
Exista N, > N astfel incat e - ¢, <§ pentru x > N,. Prin urmare,

z(x) | <&
pentru x > N,. Rezulta cd lim z(x) =0, de unde obtinem lim f(x)= A4 si

lim f'(x)=0.

X—>0
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