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CLASA a XII-a   ALGEBRĂ 
 
 
 
1.  Ordinul unui element al unui grup (D. Heuberger) 
 
2.  Teoremele lui Lagrange şi Cauchy pentru grupuri finite (D. Heuberger) 
 
3.  Aplicaţii ale teoremei lui Lagrange în probleme de teoria numerelor (V. Pop) 

3.1. Noţiuni şi rezultate utilizate 
3.2. Funcţii aritmetice.  Funcţia lui Euler 
3.3. Teoreme fundamentale 

 
4.  Condiţii suficiente de comutativitate în grupuri (D. Heuberger) 

4.1. Centrul unui grup 
4.2. (a, b) – Grupuri comutative 
4.3. Câteva grupuri de exponent 2 

 
5.  Morfisme de grupuri (D. Heuberger, V. Pop) 

5.1. Caracteristici ale lui Hom (G;H) 
5.2. Caracteristici ale lui End (G) pentru unele grupuri finite 
5.3. Transport de structură 

 
6.  Congruenţe de grupuri.  Grupuri cât.  Teoreme de izomorfism (V. Pop, V. Lupşor) 

6.1. Relaţii de echivalenţă definite de subgrupuri 
6.2. Relaţii de congruenţă.  Subgrupuri normale 
6.3. Nucleul unui morfism 
6.4. Teoreme de izomorfism 

 
7.  Grupuri de transformări geometrice (V. Pop, V. Lupşor) 

7.1. Planul euclidian.  Modele geometrice şi algebrice 
7.2. Principalele izometrii ale planului 
7.3. Interpretări geometrice ale unor grupuri remarcabile 

 
8.  Inele (D. Heuberger) 

8.1. Centrul unui inel 
8.2. Condiţii suficiente pentru inele Boole 
8.3. Inele şi corpuri de caracteristică finită 

 
9.  Ecuaţii funcţionale pe structuri algebrice (V. Pop) 

9.1. Ecuaţii funcţionale pe grupuri de numere reale 
 
10. Polinoame cu coeficienţi într-un inel comutativ (D. Heuberger) 
      10.1. Ireductibilitate şi descompunere în Zp[X] 
      10.2. Inelul resturilor inelului A[x] modulo un polinom f Є A[x] 
 
 
    Coordonator   Vasile Pop 
                             Viorel Lupşor 
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CLASA a XII-a  ANALIZĂ 
 
 
 
1.  Funcţii primitivabile (Gh. Boroica) 

1.1. Funcţii primitivabile 
1.2. Operaţii cu funcţii primitivabile 
1.3. Clase de funcţii discontinue primitivabile 

 
2.  Metode de calcul al primitivelor (I. Magdaş) 

2.1. Aspecte teoretice 
2.2. Calculul primitivelor unor funcţii iraţionale 
2.3. Calculul primitivelor funcţiilor trigonometrice şi hiperbolice 

 
3.  Criterii de integrabilitate (N. Muşuroia) 

3.1. Funcţii integrabile 
3.2. Criteriul lui Darboux de integrabilitate Riemann 
3.3. Criteriul lui Lebesgue de integrabilitate Riemann 

 
4.  Metode de calcul al integralelor definite (A. Magdaş) 

4.1. Metode de integrare a funcţiilor 
 
5.  Şiruri şi integrala Riemann (A. Magdaş) 

5.1. Calculul limitelor unor şiruri utilizând integrala definită 
5.2. Şiruri ai căror termeni generali conţin integrala definită 

 
6.  Teoreme de medie.  Inegalităţi integrale (A. Magdaş) 

6.1. Teoreme de medie ale calculului integral 
6.2. Inegalităţi integrale remarcabile 

 
7.  Aplicaţii ale calculului integral (A. Magdaş) 

7.1. Calculul ariilor 
7.2. Calculul volumelor 

 
8.  Ecuaţii diferenţiale şi integrale (Gh. Boroica) 

8.1. Ecuaţii diferenţiale de ordin întâi şi doi 
8.2. Ecuaţii diferenţiale clasice de ordin întâi 

 
 
 
    Coordonator   Vasile Pop 
                             Viorel Lupşor 
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MATEMATICĂ 
PROGRAMA ŞCOLARA PENTRU CLASELE DE EXCELENŢA 

X-XII 
 

ARGUMENT 
 
 

Studiul matematicii prin clasele de excelenţă, urmăreşte în principal 
crearea unui cadru organizat, în care elevii talentaţi la matematică, proveniţi din 
diferite medii şcolare, să poată intra în contact, şi în timp relativ scurt, să 
formeze un grup performant. Aceşti elevi, beneficiind de o pregătire pe măsura 
potenţialului lor intelectual, vor contribui ulterior la formarea unei elite 
româneşti în domeniul matematicii.  

Realizarea unei programe pentru clasele de excelenţă, precum şi modul 
în care se va lucra pe această programă, constituie o noutate pentru 
învăţământul românesc. Din acest motiv elaborarea prezentei programe trebuie 
înţeleasă ca o etapă necesară unui început de drum. 

Un colectiv de cadre didactice din învăţământul preuniversitar şi 
universitar din CRTCP Cluj, cu experienţă în domeniul pregătirii elevilor 
capabili de performanţe superioare, au format o echipă care a realizat programa 
şi manualul care conţine exerciţii şi probleme extrem de utile pentru 
desăvârşirea pregătirii acestor elevi. 

În selectarea conţinuturilor programei s-a ţinut cont de tendinţele actuale 
în formularea subiectelor la concursurile şi olimpiadele şcolare, dar şi de 
tradiţiile şcolii româneşti  de matematică. Numeroasele cărţi şi reviste adresate 
˝vârfurilor ˝ au constituit o importantă sursă bibliografică în tratarea temelor. 
Temele propuse constituie o extindere firească a programei analitice obligatorii 
de matematică şi parcurgerea lor este necesară pentru abordarea unor probleme 
mai dificile. Anumite teme vor fi tratate pe parcursul mai multor ani de studiu 
(evident cu o problematică corespunzătoare) asigurându-se astfel continuitatea 
şi coerenţa procesului de învăţare. Mai trebuie precizat că la elaborarea 
programei echipa a avut în vedere faptul că matematica nu este un produs finit, 
ci un proces intelectual în care, pe suportul unor cunoştinţe solide, primează 
iniţiativa personală. Astfel, această programă oferă posibilităţi autentice de 
opţiune pentru profesori şi elevi. 

Programa se adresează elevilor claselor X-XII şi a fost concepută pentru 
un număr de 2 ore/săptămână ( în cele 30 de săptămâni ale anului şcolar în care 
se lucrează cu clasele sau grupele de excelenţă). Ca o completare la programa 
obligatorie de matematică, competenţelor generale le-au mai fost adăugate încă 
două care au rolul de a orienta demersul didactic către formarea unor 
ansambluri structurate de cunoştinţe generate de specificul activităţii 
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intelectuale matematice la nivel de performanţe superioare. Programa  are 
următoarele componente:  

- competenţe generale 
- competenţe specifice şi conţinuturile corelate cu acestea 
- valori şi atitudini 
- sugestii metodologice. 

 
 

 
 

Competenţe generale 
 
1. Folosirea corectă a terminologiei specifice matematicii în 

contexte variate 
2. Prelucrarea datelor de tip cantitativ, calitativ, structural, 

contextual cuprinse în enunţuri matematice 
3. Utilizarea corectă a algoritmilor matematici în rezolvarea de 

probleme cu grade diferite de dificultate 
4. Exprimarea şi redactarea corectă şi coerentă în limbaj formal 

sau în limbaj cotidian, a rezolvării sau a strategiilor de rezolvare 
a unei probleme 

5. Analiza unei situaţii problematice şi determinarea ipotezelor 
necesare pentru obţinerea concluziei 

6. Generalizarea unor proprietăţi prin modificarea contextului 
iniţial de definire a problemei sau prin îmbunătăţirea sau 
generalizarea algoritmilor 

7. Emiterea unor judecăţi de valoare pentru rezolvarea 
problemelor inventiv şi euristic-creative 

8. Dobândirea unei imagini de ansamblu a matematicii elementare 
ca parte a unui sistem aflat în permanentă evoluţie şi 
interacţiune cu lumea înconjurătoare 

 
 
 
 
 
 



 7

Competenţe specifice Conţinuturi 
 
 
 
1.1. Identificarea legăturilor dintre 
primitivabilitate şi proprietatea 
Darboux 
 1.2. Utilizarea metodei schimbării de 
variabilă în cele două variante la 
calculul primitivelor 
2. Prelucrarea inegalităţilor clasice în 
scopul obţinerii unor inegalităţi 
integrale 
3.  Aplicarea unor schimbări de 
variabilă consacrate la calculul 
primitivelor funcţiilor iraţionale  
4. Exprimarea unei funcţii dintr-o 
ecuaţie diferenţială sau integrală 
5.1. Utilizarea integralei definite la 
calculul limitelor unor şiruri, 
stabilirea unor identităţi şi inegalităţi 
5.2. Interpretarea graficului pentru 
stabilirea formulei de calcul a ariei 
cuprinsă între două curbe plane 
6.1. Utilizarea integralei definite la 
calculul volumului unor corpuri 
geometrice care nu sunt de rotaţie 
7. Realizarea unor implicaţii între 
problemele tipice ale calculului 
integral şi cele date la concursurile şi 
olimpiadele şcolare 
8. Conştientizarea potenţialului inter-
disciplinar al calculului integral 
 
 
 

 
Elemente de Analiză Matematică 
 Primitive 

• Funcţii primitivabile 
• Metode de calcul a primitivelor 

- schimbarea de variabilă 
- calculul primitivelor unor funcţii 
iraţionale ( cu ajutorul unor algoritmi 
consacraţi, de ex.: Euler, Cebâşev) 
- calculul primitivelor funcţiilor 
trigonometrice şi hiperbolice 
 
   Integrale definite 

• Criterii de integrabilitate 
• Proprietăţi generale ale 

funcţiilor integrabile 
• Metode de calcul a integralelor 

definite 
• Identităţi deduse prin integrare 
• Şiruri şi integrala Riemann 
• Teoreme de medie 
• Inegalităţi integrale 

    
  Aplicaţii ale calculului integral 

• Calculul ariei cuprinsă între 
două curbe 

• Volumul unor corpuri 
geometrice 

    
  Ecuaţii diferenţiale şi integrale 

• Ecuaţii diferenţiale de ordinul I 
şi II 

• Ecuaţii cu variabile separabile 
• Ecuaţii integrale de tip Voltera 
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1. Caracterizarea unor grupuri prin 
ordinul elementelor sale sau prin 
endomorfismele care se pot defini pe 
acestea 
2. Identificarea proprietăţilor unor 
grupuri, inele şi corpuri particulare 
3.1. Utilizarea structurilor algebrice în 
probleme de teoria numerelor 
3.2. Rezolvarea de ecuaţii funcţionale 
pe structuri algebrice 
4. Stabilirea unor condiţii care să 
asigure ca un inel să fie comutativ, 
Boole, sau de caracteristică finită 
5. Studierea unor grupuri, inele şi 
corpuri particulare şi interpretarea 
rezultatelor 
6. Determinarea unor analogii între 
polinoamele cu coeficienţi reali şi cele 
cu coeficienţi într-un corp comutativ 
7. Realizarea unor implicaţii între 
problemele tipice cu structuri 
algebrice şi cele propuse la 
concursurile şi olimpiadele şcolare 
8. Conştientizarea vastului potenţial 
pe care îl au structurile algebrice în 
stabilirea unor proprietăţi matematice 
globale 
 

Elemente de algebră 
 
Grupuri : 

• Ordinul unui element al unui 
grup 

• Teoremele lui Lagrange şi 
Cauchy pentru grupuri 

• Condiţii suficiente de comutati-
vitate în grupuri : 

- centrul unui grup 
- grupuri de exponent 2 

• Morfisme de grupuri : 
- caracteristici ale lui End(G) 

pentru unele grupuri finite 
- transport de structuri 

• Grupuri de transformări geo-
metrice 

• Teoreme de izomorfism pentru 
grupuri. Grupuri cât 

 
Inele şi corpuri : 

• Inele : 
- centrul unui inel 
- condiţii suficiente pentru inele Boole 
- inele şi corpuri de caracteristică 

finită 
• Polinoame cu coeficienţi 

într-un inel comutativ : 
- ireductibilitate şi descompunere în 

Z n [X] 
- inelul A f  al resturilor inelului A[X] 

modulo un polinom f din A[X] 

Aplicaţii ale structurilor algebrice în 
probleme de teoria numerelor 

Ecuaţii funcţionale pe structuri 
algebrice 
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VALORI ŞI ATITUDINI 
 
Noul curriculum şcolar pentru clasele de excelenţă propus la matematică 

are în vedere formarea la elevi a următoarelor valori şi atitudini în plus faţă de 
cele specificate prin curriculumul şcolar obligatoriu : 

• Manifestarea unor opinii competente cu privire la abordarea 
problemelor intuitiv şi euristic-creative bazate pe explorare, inspiraţie şi 
invenţie 

• Dezvoltarea unei gândiri reflexive, independente, flexibilă şi abstractă 
specifică matematicii 

• Interesul pentru modul de dezvoltare a ideilor şi rezultatelor matematice 
• Curiozitatea faţă de noile deschideri din domeniul matematicii 

 
 

SUGESTII METODOLOGICE 
 
Prin prezentul curriculum pentru clasele de excelenţă se intenţionează 

ca, pe parcursul liceului, elevii să dobândească competenţe şi să-şi structureze 
un set de valori şi atitudini specifice pregătirii de înaltă performanţă. Acestea se 
regăsesc în următoarele aspecte ale învăţării, vizate de practica pedagogică : 

• Analizarea şi elaborarea unui plan de rezolvare pentru problemele 
atipice şi/sau dificile din domeniile studiate 

• Formarea obişnuinţei de a formula probleme şi situaţii problemă 
• Analiza unei probleme din punct de vedere al ideii centrale 
• Reparcurgerea căii de rezolvare a problemei pentru a obţine un rezultat 

mai bun, ameliorat sau optimizat printr-o reproiectare creativă 
• Identificarea unor metode de lucru valabile pentru clase de probleme 
• Iniţeirea şi realizarea creativă a unei investigaţii pornind de la tematica 

propusă 
• Formarea deprinderii de a anticipa rezultate matematice pornind de la 

datele existente 
• Formarea obişnuinţei de a face conexiuni intra şi interdisciplinare 

Acest curriculum are drept obiectiv ca fiecare elev capabil de performanţe 
superioare să-şi poată dezvolta competenţele într-un ritm individual, de a-şi 
transfera cunoştinţele acumulate dintr-o zonă de studiu în alta. Pentru aceasta se 
recomandă următoarele activităţi : 

• Alternarea prezentării conţinuturilor, cu moduri variate de antrenare a 
gândirii 

• Solicitarea de frecvente corelaţii intra şi interdisciplinare 
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• Punerea elevului în situaţia ca el însuşi să formuleze sarcini de lucru 
adecvate 

• Obţinerea de soluţii sau interpretări variate pentru aceeaşi unitate 
informaţională 

• Prevederea de sarcini rezolvabile prin activitatea în grup 
• Utilizarea unor softuri educaţionale   

 
Având în vedere specificul claselor de excelenţă, metodele folosite in practice 
instructiv-educativă vizează următoarele aspecte: 

• Utilizarea strategiilor euristice, care lasă elevul să-şi asume riscul 
incertitudinii, al încercării şi erorii, specifice investigaţiei ştiinţifice 

• Utilizarea strategiilor creative, care lasă elevul să se afirme în planul 
originalităţii, spontaneităţii, diversităţii şi care pun accentul pe 
capacitatea de reflecţie, sinteză, evaluare critică şi creaţie 

• O îmbinare şi o alternanţă sistematică a activităţii bazate pe efort 
individual cu cele care solicită efort colectiv 

• Însuşirea unor metode de informare şi de documentare independentă, 
care oferă deschiderea spre autoinstruire şi spre învăţarea continuă 
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ALGEBRĂ 
 
 1. Ordinul unui element al unui grup 

 
 1. 1.  Proprietăţi ale ordinului unui element al unui grup 
 
 Proprietăţile noţiunii de ordin al unui element al unui grup sunt de multe 
ori foarte utile în probleme de concurs, facilitând deseori rezolvarea acestora. 
 Considerăm cunoscute noţiunile şi rezultatele fundamentale ale teoriei 
grupurilor studiate în liceu (grup, subgrup, morfisme de grupuri). 
 În cele ce urmează,  G  este o mulţime nevidă, căreia o lege de 
compoziţie notată multiplicativ îi conferă structură de grup. 
 Notăm cu  ord(G)  sau G numărul elementelor grupului  G, dacă  G  
are un număr finit de elemente şi spunem că  ord(G) = + ∞  dacă  G  are o 
infinitate de elemente. 
 Reamintim următoarele concepte şi proprietăţi: 
 
 1.1.1.  Definiţie  Fie  (G, ⋅ )  un grup şi  X  o submulţime nevidă a sa.  
Notăm cu    〈X〉 = { }GluialsubgrupH,HXH ⊆I . 
 

 1.1.2.  Proprietate  ( 〈X〉, ⋅ )  este un subgrup al lui  G  (numit subgrupul 
generat de mulţimea  X). 
 
 1.1.3.  Observaţii 
a)  〈X〉  este cel mai mic subgrup (în raport cu relaţia de ordine „⊆”) al lui  G,  
astfel încât  X ⊆ 〈X〉. 
b)  〈X〉 = 
{ }n21 k

n
k
2

k
1n21n21 x...xx,Zx...,,x,x,Gx...,,x,x*,NnG ⋅⋅⋅=α∈∃∈∃∈∃∈α  

c)  Dacă  x∈G,  atunci subgrupul generat de elementul  x  este 〈x〉 = {xkk∈Z }. 
 
 1.1.4.  Definiţie  Grupul  (G, ⋅ ) se numeşte grup ciclic dacă există  x∈G  astfel 
încât  〈x〉 = G.  În acest caz elementul  x  se numeşte generator al grupului  G. 
 

 1.1.5.  Observaţie  Dacă  (G, ⋅ )  este un grup ciclic de ordinul  n,  a  este un 
generator al grupului  G  şi  k∈Z,  atunci  ak  este un generator al lui  G  dacă şi 
numai dacă  (n, k) = 1. 
 

 1.1.6.  Definiţie   Grupul  (G, ⋅ )  se  numeşte  finit  generat  dacă  există   
n∈N*  şi  a1, a2, ..., an∈G  astfel încât  〈a1, a2, ..., an 〉 = G.   
În acest caz elementele a1, a2, ..., an  se numesc generatori ai grupului  G. 
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 1.1.7.  Observaţii 
a)  Orice grup ciclic este comutativ. 
b)  Orice grup finit este finit generat. 
 
Exemple de grupuri ciclice:  (Z, + ),  (Zn, + ),  (Un, ⋅ ),  unde  Un  este grupul 
rădăcinilor de ordinul  n  ale unităţii. 
 
 1.1.8.  Definiţie  Fie grupul  (G, ⋅ )  cu elementul neutru  e. 
Elementul  x∈G  este de ordin finit dacă  ∃ m∈N*,  xm = e. 

În acest caz,  min { m∈N*xm = e } 
not
= ord(x)  se numeşte ordinul elementului  

x. 
Elementul  x∈G  este de ordin infinit dacă  x  nu este de ordin finit. 
 
 1.1.9.  Teoremă   Fie grupul  (G, ⋅ ) şi  x∈G. 
a)  Dacă  ord(x) = n∈N*,  atunci elementele  e, x, ..., xn−1 sunt distincte două 
câte două şi  ∀ k∈Z,  xk = xk(mod n). 
b)  ord(x) = + ∞  ⇔  ∀ k1, k2∈Z,  k1 ≠ k2,  avem  1kx ≠ 2kx . 
 
 1.1.10.  Consecinţe 
C 1.  Fie grupul  (G, ⋅ ). Dacă  x∈G  şi  ord(x) = n∈N*,  atunci  ord 〈x〉 = n  şi 
         〈x〉 = {e, x, ..., xn−1}. 
 
C 2.  Grupul finit G de ordinul  n∈N*  este ciclic  ⇔  G  are un element ordinul  
n. 
 
C 3.  Fie grupul  (G, ⋅ ). Dacă  x∈G, ord(x) = n∈N*  şi   k∈Z,  xk = e,  atunci  n 
/ k. 
 
Demonstraţie:  Conform teoremei împărţirii cu rest,  ∃!  q, r∈Z,  0 ≤ r < ord (x),  
astfel încât  k = ord(x)⋅q + r. 
Atunci  xk = xnq+r = (xn)q⋅xr  şi cum  xn = e,  rezultă că  xk = xr  şi deci  xr = e. 
Dar  n = ord(x) = min {m∈N*xm = e}  şi rezultă  r = 0,  deci  k = n⋅q, adică  n / 
k. 
 
C 4.  Orice element al unui grup finit are ordinul finit. 
 
C 5.  Orice două grupuri ciclice de acelaşi ordin sunt izomorfe. Dacă  G  este un 
grup ciclic de ordinul  n,  atunci  (G, ⋅ ) ≈ (Z, +) 
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C 6.  Orice subgrup al unui grup ciclic este ciclic. 
 
C 7.  Dacă  x, y∈G,  atunci 
a)  ord(x) = ord(x−1) 
b)  ord(x⋅y) = ord(y⋅x) 
 
Demonstraţie: 

a)  I. Dacă  ord(x) = n∈N*  avem  xn = e  şi ( )n1x − = ( ) 1nx
−
= e−1 = e. 

Fie  k = ord(x−1).  Din  C3.  rezultă  k / n. 

Cum  e = ( )k1x − = ( ) 1kx
−

,  rezultă că  xk = e  şi cum  ord(x) = n,  din  C3.  rezultă 
că  n / k.  Aşadar  n = k. 
II.  Dacă  ord(x) = + ∞  să presupunem că  ord(x−1) = k∈N*.  Atunci din cazul 
anterior rezultă că  ord(x) = ord(x−1)−1 = k,  fals.  Aşadar  ord(x−1) = + ∞. 
b)  I. Dacă  ord(x⋅y) = n∈N*  avem  (x⋅y)k = e  ⇔  x⋅(y⋅x)k−1⋅y = e  ⇔  (y⋅x)k⋅y 
= y  ⇔  (y⋅x)k = e,  aşadar  ord(y⋅x) = k′∈N*  şi  k′ / k. 
Dar  (y⋅x)k′ = e  ⇔  y⋅(x⋅y)k′−1⋅x = e  ⇔  (x⋅y)k′ = e  şi cum  ord(x⋅y) = k  rezultă 
şi  k / k′  şi deci  k = k′. 
II.  Dacă  ord(x⋅y) = + ∞ , presupunând că  ord(y⋅x) = k∈N*  rezultă ca mai 
înainte că  ord(x⋅y) = k,  fals. Aşadar  ord(y⋅x) = + ∞. 
 
C 8.  Dacă  f : G → G′  este un morfism injectiv de grupuri multiplicative şi  
a∈G,   
atunci   ord(a) = ord(f(a)).  
 
Demonstraţie: 
I.  Dacă  ord(a) = k∈N*  avem  e′ = f(ak) = (f(a))k  şi deci şi ordinul elementului  
f(a)∈G′  este finit. Fie t = ord(f(a).  Rezultă că  t / k. 
Dar  e′ = f(at) = (f(a))t  şi pentru că  f  este o funcţie injectivă rezultă că  at = e  şi 
cum  ord(a) = k  avem şi  k / t,  deci  k = t. 
II.  Dacă  ord(a) = + ∞ , presupunem că  ord(f(a)) = k∈N*. 
Atunci  (f(a))k = e = f(ak)  şi din injectivitatea lui  f  rezultă că  ak = e, ceea ce 
este fals. Aşadar  ord (f(a)) = + ∞. 
 
Să observăm că afirmaţia anterioară este adevărată şi în cazul izomorfismelor 
de grupuri, ceea ce întăreşte imaginea intuitivă că elementele asociate printr-un 
izomorfism „au aceleaşi proprietăţi”. 
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C 9.  Fie grupul  (G, ⋅ )  şi  a, b∈G  cu  ord(a) = m∈N*,  ord(b) = n∈N*,  astfel 
încât  a⋅b = b⋅a.  Notăm cu  d = (m, n),  p = [m, n].  Atunci: 
a)  ord(a⋅b) / p 

b)  
d
p  / ord(a⋅b) 

 
Demonstraţie:   Se ştie că dacă  a⋅b = b⋅a,  atunci  ∀ k∈Z,  (a⋅b)k = ak⋅bk 
a)  Avem  m = d⋅m1  şi  n = d⋅n1,  cu  m1, n1∈N,  (m1, n1) = 1,  iar  p = d⋅m1⋅n1. 

(a⋅b)p = ( ) 11 nmdba ⋅⋅⋅ = 1nma ⋅ ⋅ 1mnb ⋅ = ( ) 1nma ⋅ ( ) 1mnb = e  
3C,10.1.1

⇒   k / p,   
unde  ord(a ⋅b) = k  (este evident că  ord(a⋅b)∈N*). 

b)  
d
p  = m1⋅n1.  Demonstrăm că  m1⋅n1 / k. 

(a⋅b)k = e  ⇒  ak = b−k  ⇒  ak⋅n = b−k⋅n = e  
3C,10.1.1

⇒  m / k⋅n  ⇔  d⋅m1 / k⋅d⋅n1  ⇒ 

⇒  




=
⋅

1)n,m(
nk/m

11

11   ⇒  m1 / k.   

Analog rezultă că  n1 / k  şi cum  (m1, n1) = 1  obţinem  m1⋅n1 / k 
 
Observaţii: 
a)  ord(a⋅b) / m⋅n 
 
b)  Dacă  a, b∈G,  a⋅b = b⋅a,  ord(a) = m,  ord(b) = n  şi  (m, n) = 1,  atunci 
     ord(a⋅b) = [m, n] = m⋅n. 
 

c)  Există situaţii când  ord(a, b) =
)n,m(
]n,m[  = m1⋅n1. 

     De exemplu, în grupul  (Z12, + ),  ord ( )6̂ = 2,  ord ( )2̂ = 6   şi   ord ( )6̂2̂ + = 3. 
 
d)  Există situaţii când  ord(a⋅b) = [m, n],  chiar dacă  (m, n) ≠ 1. 

      De exemplu, în grupul  (Z24, + ),  ord ( )6̂ = 4,  ord 






 ∧
12 = 6   şi   ord 







 +
∧

6̂12 = 

4. 
 
C 10.  Fie grupul (G, ⋅ )  şi  x∈G,  ord(x) = n∈N*.  Atunci: 
a)  ∀ k∈Z,  ord(xk) / n 



 17

b)  ∀ k∈Z,  ord(xk) =
)n,k(

n . 

 

Demonstraţie:  a)  ( )nkx = e  
3C,10.1.1

⇒   ord(xk) / n. 
b)  Fie d =(k, n). Atunci există n1, k1∈Z astfel încât  n = d⋅n1,  k = d⋅k1,  (n1, k1) 
= 1. 

Cum  ( ) 1nkx = 1knx ⋅ = e  
3C,10.1.1

⇒   ord(xk) / n1     (1) 

Fie  s = ord(xk).  Avem  xk⋅s = e  şi cum  ord(x) = n  
3C,10.1.1

⇒   n / k⋅s  ⇒  d⋅n1 / 
d⋅k1⋅s  ⇒  n1 / k1⋅s  şi deoarece  (n1, k1) = 1  rezultă că  n1 / s. 

Ţinând cont de  (1)  obţinem  n1 = s,  adică  ord(xk) = n1 = d
n
=

)n,k(
n . 

 
C 11.  Fie  (G, ⋅ )  un grup ciclic de ordinul  n,  G = 〈a〉  şi  k∈Z. 
Atunci:   ak  este generator al grupului  ⇔  (k, n) = 1. 
 
Demonstraţie:  Reamintim următoarea  
 
Lemă  Fie  k, n∈Z.  Atunci:  (k, n) = 1  ⇔  ∃ t, s∈Z,  k⋅t + n⋅s = 1 
 

„⇒”  Cum  〈ak〉 = G,  există  t∈Z  astfel încât  ( )tka  = a  şi deci  ak⋅t−1 = e  
3C,10.1.1

⇒   ord(a) = n / (k⋅t −1)  ⇒  ∃ s∈Z,  k⋅t − 1 = s⋅n  ⇔  n⋅(−s) + k⋅t = 1  
ăLem

⇔   
(k, n) = 1. 

„⇐”  (k, n) = 1  
ăLem

⇔ ∃ t, s∈Z,  k⋅t + n⋅s = 1. 

Atunci  a = ak⋅t + n⋅s = ( )tka ⋅ ( )sna = ( )tka   şi deci  a∈〈ak〉  şi cum grupul  G  este 
generat de  a,  rezultă că  G ⊆ 〈ak〉.  Dar  〈ak〉 ⊆ G  şi deci  G = 〈ak〉. 
Să observăm că există  ϕ(n)  generatori ai lui  G. 
 
Consecinţă  Dacă  (G, ⋅ )  este un grup ciclic de ordinul  p,  cu  p∈N  număr 
prim, atunci:  a)  orice element al lui  G  este generator al grupului 
b)  G  nu are subgrupuri proprii. 
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Probleme rezolvate 
 
   R1.2.1.  Fie  (G, ⋅ )  un grup şi  g∈G,  cu  ord(g) = m⋅n,  unde  m, n∈N*, (m, 
n) = 1 
Să se demonstreze că există şi sunt unice  a, b∈G  astfel încât  g = a⋅b = b⋅a  şi  
ord(a) = m,  ord(b) = n. 
 
Soluţie:  Existenţa  Cum  (m, n) = 1,  există  k, t∈Z  astfel încât   m⋅k + n⋅t = 1    
(1) 

Fie  a = gn⋅t  şi  b = gm⋅k.  Observăm că  am = ( )mtng ⋅ = ( )tnmg ⋅ = e  şi analog  bn = 
e. 
Cum  am = e,  din  1.1.10, C 3.  rezultă că   ord(a) = p∈N*   şi   p / m     (2) 

Presupunem că  p ≠ m.  Atunci  ap = ( )ptng ⋅  = gn⋅t⋅p  şi cum  ord(g) = m⋅n,  din 
1.1.10, C 3,  rezultă că  m⋅n / n⋅t⋅p  şi deci  m / t⋅p.  Din  (1)  rezultă că  (m, t) = 

1  şi obţinem  m / p 
)2(

⇒   p = m  ⇔  ord(a) = m.  Analog se demonstrează că  
ord(b) = n. 
Unicitatea  Fie  a, b∈G  astfel încât  g = a1⋅b1 = b1⋅a1  şi  ord(a1) = m,  ord(b1) = 
n. 
Atunci  gn = (a1⋅b1)n = n

1a ⋅ n
1b = n

1a .  Fie  k, t  din relaţia  (1). 

Avem  n⋅t = 1 − m⋅k  şi  tn
1a ⋅ =gn⋅t,  deci  a1⋅ ( ) km

1a
−
= gn⋅t  şi cum  m

1a = e,  rezultă  
a1 = gn⋅t = a  (a  este cel din demonstraţia existenţei) 
Analog rezultă că  b1 = gm⋅k = b. 
 
   R1.2.2.  Fie  (G, ⋅ )  un grup şi  x∈G, un element de ordin finit.  
Dacă  m, n∈Z  astfel încât  (m, n) = 1,  ord(xm) = n  şi  ord(xn) = m,  să se 
demonstreze că  ord(x) = m⋅n. 
 
Soluţie:   Fie  d = ord(x).   Din  1.1.10, C 10,  cum    xm   şi   xn    comută, avem   
că   
ord(xm+n) / ord(x),  deci     m⋅n / d    (1) 
Din  ord(xm) = n  rezultă că  xm⋅n = e  şi deci (1.1.10, C 3.)  d / m⋅n. 
Folosind şi relaţia  (1)  rezultă că  d = m⋅n. 
 
   R1.2.3.  Fie  (G, ⋅ )  un grup. Să se demonstreze că următoarele afirmaţii sunt 
echivalente: 
1)  Orice submulţime H a sa care este parte stabilă în raport cu operaţia 
grupului, este subgrup al lui  G. 
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2)  Toate elementele grupului  G  sunt de ordin finit. 
 

Marian Andronache 
 
Soluţie:  „1 ⇒ 2”  Fie  x∈G.  Cum  (G, ⋅ )  este grup, rezultă că  ∀ t∈N*,  xt∈G  
şi deci mulţimea  H = {xtt∈N*}  este parte stabilă a lui  G  în raport cu 
operaţia grupului. Aşadar, conform ipotezei,  H  este subgrup al lui  G  şi deci  
H  conţine elementul neutru  e  al lui  G.  În consecinţă, există  k∈N*  astfel 
încât  xk = e  şi deci afirmaţia  (2)  este adevărată. 
„2 ⇒ 1”  Fie  H ⊂ G,  H  parte stabilă a lui  G  în raport cu operaţia lui  G.   
Fie  x∈H.  Din ipoteză rezultă că  ∃ k∈N*,  xk = e.   
Cum  H  este parte stabilă, avem  xh∈H,  ∀ h∈N*  şi deci  e∈H. 
xk = e  ⇒  x−1 = xk−1  şi cum  H  este parte stabilă avem că şi  xk−1 (adică  x−1)  
se află în  H. Aşadar  H  este subgrup al lui  G. 
 
Observaţii 
1.  Există grupuri infinite cu toate elementele de ordin finit.  
     De exemplu  (Zp[X], + ), dacă  p  este un număr prim. 
2.  Dacă  (G, ⋅ )  este un grup finit, atunci  ∀ H ⊂ G,  avem: 
     H  e parte stabilă a lui  G  în raport cu operaţia lui  G  ⇔  H  e subgrup al lui  
G. 
3.  Dacă  impunem  condiţia  de  finitudine  doar  asupra  lui  H  obţinem  
rezultatul  
     cunoscut: 
     Pentru grupul  (G, ⋅ )  şi mulţimea finită  H ⊂ G, 
     H  e parte stabilă a lui  G  în raport cu operaţia lui  G  ⇔  H  e subgrup al lui  
G. 
 
   R1.2.4.  Să se demonstreze că orice subgrup al unui grup ciclic este ciclic. 
 
Soluţie:  Fie  (G, ⋅ )  un grup ciclic. 
I.  Dacă  ord(G) = + ∞  şi  G = 〈a〉,  atunci grupul  G  este izomorf cu  (Z, + )   
(un izomorfism este  f : G → Z,  f(ak) = k,  ∀ k∈Z)  şi cum subgrupurile lui  Z  
sunt de forma  nZ = 〈n〉,  cu  n∈Z,  rezultă că şi subgrupurile lui  G  sunt ciclice, 
pe baza următorului rezultat cunoscut: 
 
Lemă  dacă grupurile  (G, ⋅ )  şi  (G′, ⋅ )  sunt izomorfe şi  f : G → G′  este un 
izomorfism, atunci:  H este subgrup al lui  G  ⇔  f(H)  este subgrup al lui  G′. 
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 II.  Dacă  ord(G) = n∈N*  şi  G = 〈a〉,  subgrupurile improprii ale lui  G  fiind 
evident  ciclice,  fie   H   un  subgrup  propriu  al  lui  G,  H = { }t21 kkk a...,,a,a ,  
cu  
k1 < k2 < ... < kt  numere naturale nenule. 
Demonstrăm, prin inducţie după  s,  că  H = 〈 1ka 〉,  deci că  ∀ s∈N*,  ska ∈ 
〈 1ka 〉. 
Pentru  s = 2,  1ka , 2ka ∈H. Cum  H  e subgrup al lui  G  obţinem  

( ) 1k1a
−
⋅ 2ka ∈H  şi deci  12 kka − ∈H  şi din  k2 − k1 < k2   rezultă că avem  k2 = 

2⋅k1  şi  2ka ∈ 〈 1ka 〉. 
Presupunem că avem  ks−1 = (s−1)⋅k1  şi demonstrăm că şi  ks = k1⋅s. 

Avem:  ks−k1 > ks−k2 > ... > ks−ks−1   şi   1s kka − , 2s kka − , ..., 1ss kka −− ∈H   
iar  
ks−k1, ks−k2, ..., ks−ks−1∈{k1, k2, ..., ks−1}  şi deci  ks−ks−1 = k1  şi folosind 

ipoteza de inducţie obţinem  ks = s⋅k1  şi  ska = ( )sk1a ∈ 〈 1ka 〉, aşadar  H  este 
ciclic, generat de  1ka . 
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 2. Teoremele lui Lagrange şi Cauchy pentru grupuri finite 
 

 2. 1. Teorema lui Lagrange şi teorema lui Cauchy 
 

 2.1.1. Definiţie  Fie H un subgrup al grupului (G,⋅ ). Se definesc relaţiile de 
echivalenţă ρH ,ρ′H (la stânga, respectiv la dreapta) pe G, după cum urmează:   
x ρH  y  ⇔  x -1y∈H   şi   x ρ′H  y  ⇔  yx -1∈H. 
xH si Hx sunt clasele de echivalenţă la stânga, respectiv la dreapta ale lui x în 
raport cu H ( y∈ xH  ⇔  x ρH  y   şi   y∈ Hx  ⇔  x ρ′H  y ) 
 Mulţimile G / ρH = {H, xH, yH, ...}  şi  G/ρ‘H = {H, Hx, Hy, ....}  sunt 
mulţimile claselor de echivalenţă la stânga, respectiv la dreapta în raport cu H. 
 
 2.1.2.  Observaţii 
1)  Funcţia f :G / ρH → G / ρ′H  dată prin relaţia  f(xH) = Hx –1  este bijectivă,  
G / ρH=G / ρ′H= G : H şi se numeşte indicele subgrupului H în grupul 
G. 
2)  xH ∩ yH ≠ 0  ⇔  xH = yH 
  
 Într-adevăr, dacă a∈xH ∩ yH, atunci ∃ h1, h2∈H, astfel încât  a = xh1 = yh2.   

Atunci x = yh2h 1
1−  şi cum h2h 1

1− ∈H, rezultă că x∈yH, aşadar    xH ⊆ yH.  
Analog se demonstrează cealaltă incluziune. 
 

 2.1.3.  Definiţie  Fie N un subgrup al grupului (G,⋅ ). N se numeşte subgrup 
normal dacă şi numai dacă pentru orice x∈G,  xN = Nx. 
 
 2.1.4.  Observaţii 
1) Dacă N este subgrup normal al lui G,  G / ρN = G / ρ′N = G / N = {N, xN, yN, ...}  
Se demonstrează uşor că G / N este grup (numit grupul factor al lui G în raport 
cu N) împreună cu operaţia  „⋅“  definită astfel:  xN⋅yN = (xy)N. 
2)  G / N = G : N 
3)  Orice subgrup de indice 2 este normal. 
 

 Demonstraţie:  Fie N un subgrup de indice 2. Atunci G = N ∪ xN (cu clasele N 
şi xN disjuncte ) şi de asemenea  G = N ∪ Nx   (cu clasele N şi Nx  disjuncte).
         Rezultă deci că  xN = Nx  şi N este subgrup normal. 
 
 2.1.5.  Teorema lui Lagrange 
Fie (G,⋅ ) un grup finit şi H un subgrup al lui G. Atunci:   
a)  ord(H) / ord(G) 
b)  ord(G) = ord(H)⋅ord(G / H) 
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Demonstraţie:     
  Fie ρH relaţia de echivalenţă la stânga din definiţia 2.1. Conform 
observaţiei 2 ce îi urmează, mulţimea claselor de echivalenţă la stânga în raport 
cu H este o partiţie a mulţimii G  (adică U

GX

xH
∈

 = G  şi clasele sunt disjuncte 

două câte două ). Mai mult, funcţia f : H → xH  dată prin  f(h) = xh este  
bijectivă, deci  ∀ x, y∈G,   xH=yH =H. Aşadar, ord(G) = ord(H)⋅ord(G 
/ ρH), unde G / ρH este mulţimea claselor de echivalenţă modulo ρH, numită şi 
mulţime cât a lui G în raport cu relaţia de echivalenţă ρH.  
 

 2.1.6.  Consecinţe:   Fie  (G, ⋅ )  un grup finit. Atunci: 
1)  Pentru orice x∈G, ord(x) / ord(G) 
2)  Pentru orice x∈G,  xord(G) = e, unde  e este elementul neutru al grupului  G. 
3)  Orice grup de ordin prim este ciclic (deci izomorf cu (Zp ,+ ) ) 
 
 2.1.7. Teorema lui Cauchy 
 Fie (G,⋅ ) un grup finit şi p un număr prim, p / ord(G).  Atunci numărul 
soluţiilor ecuaţiei  xp = 1  este un multiplu nenul al lui p. 
  
Demonstraţie: 
Fie ord(G) = n şi  S ={(a1, a2, ..., ap)ai∈G,∀ i∈{1, 2, ..., p} şi a1⋅a2⋅⋅⋅ap =1} 
  

Pentru orice alegere a elementelor a1, a2, ..., ap−1 ,  ap=(a1⋅a2⋅⋅⋅ap−1)−1 , deci ap este 
unic determinat. Aşadar  ord(S) = np−1   (1) 
 Definim relaţia de echivalenţă „∼“ pe S :  
             x∼y  ⇔  x  este o permutare circulară a lui y. 
 Dacă a1 = a2 = ⋅⋅⋅⋅ = ap, clasa de echivalenţă a lui x = (a1, a2, ..., ap) 
conţine un singur element şi exact  p  elemente în caz contrar. 
 Într-adevăr, fie x = (a1, a2, ..., ap) şi i, j, primul respectiv ultimul rang 
pentru care  ai = aj  şi  ai = ai1 = ai2 = ⋅⋅⋅⋅ = aik = aj  pentru i < i1 < ⋅⋅⋅ < ik < j şi k > 
0, iar pentru k = 0, i1 = j. Ca să obţinem prin permutări circulare aceleaşi 
elemente pe locurile         i, i1, ⋅⋅⋅, ik, j (şi eventual să nu rezulte permutări 
distincte ale lui x), ar trebui ca „distanţele” dintre elemente să fie aceleaşi, deci   
p −j + i = j − ik = ⋅⋅⋅ = i2 − i1 = s. 
Aşadar j − ik = s, ⋅⋅⋅⋅, i2 − i1 = s, i1 − i = s  şi adunând relaţiile membru cu 
membru obţinem  j − i = (k+1)⋅s  şi cum  p = s + j − i , avem p = (k+2)⋅s.  Cum p 
este număr prim, rezultă s = 1 şi deci  j = p − 1 + i . Cum însă  j ≤ p, obţinem că 
p − 1 + i  ≤  p , deci că  i ≤ 1. Aşadar  i = 1 şi  j = p  şi suntem în prima situaţie, 
cu toate elementele lui x identice. Deci dacă cel puţin 2 elemente ale permutării 
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diferă, atunci există exact p permutări circulare ce se pot obţine din permutarea 
respectivă (a p elemente). 
 Fie r numărul claselor cu un element ( r este deci numărul soluţiilor 
ecuaţiei xp = 1 ) şi  t  numărul claselor cu câte  p  elemente. 
 Din relaţia  (1),  rezultă că   np−1 = r + p⋅t   şi cum  p / n , rezultă  că p / r . 
 Observăm că  r ≠ 0,  pentru că (1, 1, ⋅⋅⋅, 1)∈S 
 
 2.1.8.  Consecinţe 
1)  Dacă (G, ⋅ )  e  un  grup  finit  şi   p   e un număr prim,  p / ord(G),  atunci 
există  
x∈G  astfel încât  ord(x) = p. 
2)  Numărul subgrupurilor de ordin p ale lui G, (în condiţiile consecintei 1) este 
congruent cu 1 (mod p). 
 
Demonstraţie:  Din teorema lui Cauchy, există elemente de ordinul  p  ale 
grupului  G.  Notăm cu  k∈N*  numărul subgrupurilor de ordinul  p  ale lui G.  
Numărul  p  fiind prim, acestea sunt ciclice.   
Hi = 〈xi〉,  ∀ i∈{1, 2, ..., k}  şi  Hi ∩ Hj = {e}, ∀ i, j∈{1, 2, ..., k},  i ≠ j. 
Fie  H  mulţimea soluţiilor ecuaţiei  xp = 1.  Rezultă  H = H1 ∪ H2 ∪ ... ∪ Hk  şi 
deci  ord(H) = ord(H1 ∪ H2 ∪ ... ∪ Hk) = k(p − 1) + 1. 
Din teorema lui Cauchy, cum numărul soluţiilor ecuaţiei  xp = 1  este un 
multiplu nenul al lui  p,  rezultă  k(p − 1) + 1 ≡ 0  (mod p),  deci   k ≡ 1 (mod p). 
 

 2.1.9.  Propozitie  Fie (G,⋅ ) un grup finit astfel încât pentru orice x∈G, x2=  e 
Atunci:   a)  (G,⋅ ) este grup comutativ 
              b)  există k∈N, astfel încât ord(G) = 2k 
 

Demonstratie  Prima parte a propoziţiei este un exerciţiu foarte cunoscut, 
prezent în  manuale, care este adevărat şi pentru cazul în care G nu este grup 
finit. 
Vom prezenta trei demonstraţii pentru afirmaţia de la  b). 
Soluţia I:  Vom demonstra concluzia prin inducţie după n = ord(G): 
Pentru n = 1, evident, ord(G) = 20.  Fie  m∈N*, m>1 
Presupunem că afirmaţia e adevărată pentru grupurile de ordin mai mic decât m 
cu proprietatea din enunţ. Fie (G, ⋅ ) un grup de ordin m şi fie x∈G. Cum G este 
grup comutativ (conform cu punctul a) ), subgrupul N = {e, x} este un subgrup 
normal al lui G, adică pentru orice y∈G, yN = Ny. 
Cum (xN)xN = x2N = eN = N, pentru orice x∈G, rezultă că (G / N, ⋅ ) este un 
grup factor care are proprietatea din enunţ. 
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Din teorema lui Lagrange avem că ord(G / N) =
)N(ord
)G(ord
< ord(G) = m  şi deci 

din ipoteza de inducţie rezultă că există  k∈N*  astfel încât  ord(G / N) = 2k . 
Atunci ord(G) = 2⋅ord(G / N) = 2k+1 şi conform  principiului  inducţiei matema-
tice, afirmaţia b) este adevărată pentru orice grup finit cu proprietatea din enunţ. 
Soluţia a II-a: Vom organiza grupul  G  ca spaţiu vectorial şi pentru simplitatea 
scrierii, vom considera de această dată operaţia grupului în notaţie aditivă.  
Pe  (G, + ), care are toate elementele de ordin  ≤ 2,  se poate introduce o 
structură de  Z2 – spaţiu vectorial. Cele 4 axiome ale spaţiului vectorial se 
verifică prin calcul direct, mulţimea scalarilor fiind finită. Se defineşte  1̂ ⋅x = x  
şi  0̂ ⋅x = 0. 
Cum  G  este un spaţiu vectorial finit, el este de dimensiune finită.  
Fie  B = {e1, e2, ..., en}  o bază a acestuia.  

Atunci,  ∀ x∈G,  ∃ α1, α2, ..., αn∈Z2,  x =∑
=

⋅α
n

1i
ii e . 

Aşadar, numărul elementelor din G coincide cu numărul n-uplurilor (α1, α2, ..., 
αn) ce se pot forma cu elemente din  Z2, deci cu numărul funcţiilor ce se  pot  
defini  de la o mulţime cu  n  elemente la  Z2, care este  2n. 
Soluţia a III-a:  Presupunem că ordinul grupului  G  nu este o putere a lui 2.  
Atunci ∃ p∈N,  p număr prim,  p ≥ 3,  astfel încât  p / ord(G). Atunci, din 
consecinţa 1 a teoremei lui Cauchy rezultă că există  a∈G,  ord(a) = p.  Avem 
ap = e  şi cum  a2 = e  obţinem  a(p, 2) = a1 = e,  fals. Aşadar  ∃ n∈N,  ord(G) = 2n. 
 

 2.1.10.  Generalizare  Fie  (G, ⋅ )  un grup finit şi  p∈N  un număr prim astfel 
încât  ∀ x∈G,  xp = e.  Atunci ordinul lui  G  este o putere a lui p. 
 

Demonstraţia acestui rezultat se face cel mai uşor prin reducere la 
absurd şi folosind teorema lui Cauchy, ca în cazul precedent.  
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Probleme rezolvate 
 
   R2.2.1.  Fie  (G, ⋅ )  un grup finit. Dacă  m  şi  n  sunt divizori ai ordinului 
grupului, atunci ecuaţiile  xm = e  şi  xn = e  au o singură soluţie comună dacă şi 
numai dacă  (m, n) = 1. 
 

Mihai Piticari 
 
Soluţie:  Observăm că  x = e  este soluţie comună a ecuaţiilor. 
„⇐”  (m, n) = 1  ⇒  ∃ h, k∈Z,  m⋅h + n⋅k = 1. 
Fie  a∈G  o soluţie comună a celor două ecuaţii. Atunci  am⋅h = e,  an⋅k = e  şi 
obţinem  a = am⋅h + n⋅k = e 
„⇒”  Fie  (m, n) = d.  Dacă  d ≥ 2,  există  p∈N,  p  prim, astfel încât  p / d.  
Din consecinţa 1 a teoremei lui Cauchy rezultă că există  b∈G \ {e},  ord(b) = p 
⇒  bp = e  şi cum  bd = e  ⇒  ecuaţia  xd = e  nu are soluţie unică, fals. Rezultă 
d=1. 
 
   R2.2.2.  Fie  (G, ⋅ )  un grup finit.  Să se demonstreze că următoarele afirmaţii 
sunt echivalente: 
a)  G  este ciclic 
b)  Pentru orice  d∈N*, există cel mult un subgrup de ordinul  d  în  G. 
 
Soluţie:  Reamintim că pentru  n∈N,  indicatorul  ϕ(n)  al lui Euler (ϕ(n)  este 
numărul tuturor numerelor naturale mai mici decât  n  şi prime cu  n)  verifică 
formula lui Gauss:  ∑ϕ

n/d

)d( = n  (sumarea făcându-se după toţi divizorii lui  n,  

inclusiv  1  şi  n). 
„a ⇒ b”  Dacă ord(G) = n  şi  d / n,  d∈N*,  atunci unicul subgrup de ordinul  d  
al lui  G  este  H = {x∈Gxd = 1} 
 Într-adevăr,  ord(H) = d,  pentru că grupul ciclic  G  are un element de 

ordinul d  












=














⇒〉〈= dyordyGădac d

n

,  care se află în  H şi care de fapt îl 

generează pe H. Presupunând că există  H′ ≠ H,  H′  subgrup de ordinul  d  al lui  
G,  avem că  ∀ x∈H′,  xord(H′) = xd = 1  ⇒  x∈H  ⇒  H′ ⊂ H  şi cum au acelaşi 
număr de elemente, rezultă că  H′ = H. 
„b ⇐ a”  Dacă afirmaţia  b)  este adevărată,  pentru  d∈N*,  fie   
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Md = {a∈Gord(a) = d}.  Mulţimile  Md  sunt disjuncte două câte două şi 
reuniunea lor este mulţimea elementelor lui  G. În plus, dacă  x∈ Md  ⇒  ord(x) 
/ d.   
Dar  ord(x) / ord(G) = n.  În concluzie,  Md ≠∅  ⇔  d / n  ⇔  ∃  un subgrup 
ciclic  Hd,  de ordin  d  al lui  G,  Din ipoteză,  Hd  este unicul subgrup de ordin  
d  al lui  G  şi deci  Md = {a∈G〈a〉 = Hd},  iar   Md = ϕ(d).   

Avem  n = G=∑
nd /
M d =∑ϕ

n/d

)d( . 

Relaţia anterioară este adevărată (Gauss) şi cum unul dintre divizorii lui  
n  din formula anterioară este chiar n, există un subgrup ciclic  Hn  de ordinul  n, 
al lui  G.  Atunci  G = Hn  şi  G  este ciclic. 
 
   R2.2.3.  Fie  (G, ⋅ ) un grup cu  4n + 2  elemente (n∈N).  Să se determine 
numărul elementelor  x∈G  astfel încât  x2n+1 = e. 
 

Marian Andronache 
 
Soluţie:  Fie  G = {e, a1, ..., an−1}  şi S(G)  mulţimea permutărilor lui G (a 
funcţiilor bijective de la  G  la  G).   
Pentru  a∈G,  funcţia  σa : G → G,  σa(x) = a⋅x,  ∀ x∈G  este în  S(G), iar  
f : G → S(G),  f(a) = σa,  ∀ a∈G  este un morfism injectiv de grupuri. 
Fie  H = f(G).  Atunci  G ≈ f(G) = H = { }

1n1 aae ...,,,
−

σσσ   şi  H  este un 
subgrup al lui  S(G) (Acest rezultat este teorema lui Cayley).  2 / ord(G)  ⇒  ∃ 
a∈G, ord(a) = 2 
Atunci,  2

aσ (x) = a(ax) = x,  ∀ x∈G  ⇒  2
aσ = e   (permutarea identică) 

a ≠ e  ⇒  σa  nu are puncte fixe  ⇒  în  σa  apar  2n + 1  perechi de tipul  







ij
ji

  

⇒   
⇒  σa  este produsul a  2n + 1  transpoziţii disjuncte  ⇒   ε(σa) = −1    (1) 
 În consecinţă,  H  este un grup de permutări care are o permutare impară 
şi de aici, numărul permutărilor pare din  H  este egal cu numărul permutărilor 
impare din  H ( = 2n + 1). Într-adevăr, dacă  e, σ1, ..., σk−1  sunt toate 
permutările pare din  H  şi  σk, ..., σn−1 sunt toate permutările impare din  H,  
avem  2

kσ , ..., σk⋅σn−1  permutări pare  ⇒  n − k ≤ k  şi cum  σk⋅e, σk⋅σ1, ..., 
σk⋅σk−1  sunt permutări impare  ⇒  k ≤ n − k  şi deci  k = n − k. 
 Fie  A = { x∈Gx2n+1 = e }  şi  x∈A. 
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e = f(e) = (f(x))2n+1 = ( ) 1n2
x

+σ   ⇒  ( )( )1n2
x

+σε = 1  ⇒  ε(σx) = 1  ⇒  σx  
permutare pară  ⇒   A≤ 2n + 1      (2) 

Fie  B = { x∈Gx2n+1 ≠ e }  şi  y∈B  ⇒  a 
not
= y2n+1 ≠ e  şi  a2 = e 

)1(
⇒   ε(σa) = −1   

   σa = f(a) = (f(y))2n+1 = ( ) 1n2
y

+σ    şi  cum   ε(σa) = −1   obţinem  că   ε(σ) = −1    
⇒    
⇒   B≤ 2n +1    (3)  Din  (2)  şi  (3)  deducem că  A=B= 2n + 1. 
 
   R2.2.4.  Demonstraţi că un grup cu  4n+2  elemente admite cel mult un 
subgrup cu  2n+1  elemente. 
 

Eugen Păltănea, Sabin Tăbârcă 
 
Soluţie:  Dacă  H  e un subgrup al lui  G  ⇒  ord(H) < 4n + 2  ⇒  ord(H) ≤ 2n + 
1. 
Pentru  n = 0  enunţul este adevărat. 
Pentru  n ≥ 1,  dacă  H = {e, x1, ..., x2n}  este nu subgrup al lui  G  cu  2n + 1 
elemente şi  x∈G,  ord(x) = 2 (există, din consecinţa teoremei lui Cauchy), 
atunci  x∉H  ⇒  x⋅xi∉H,  ∀  i = n2,1   ⇒  G = H ∪ {x⋅xi i = n2,1 }. 
 Demonstrăm că  ∀ y, z∈G \ H,  y⋅z∈H   (1) 
Fie  y, z∈G \ H  ⇒  ∃ xi, xj∈H,  y = x⋅xi,   z = x⋅xj.   xi⋅x∉H  ⇒  ∃ xk∈H, xi⋅x = 
x⋅xk 
Atunci  y⋅z = x⋅xi⋅x⋅xj = x⋅(xi⋅x)⋅xj = x⋅x⋅xk⋅xj = xk⋅xj. 
Deci  y⋅z = xk⋅xj  şi cum  xk, xj∈H  deducem că  y⋅z∈H,  aşadar  (1)  este 
adevărată. 
Presupunem că există subgrupul  H′  al lui  G,  de ordin  2n+1,  cu  H′ ≠ H. 
Avem  H ∩ H′  subgrup al lui  G  şi  H ∩ H′ ≠ H,  H ∩ H′ ≠ H′. 

Notăm  ord(H ∩ H′) = p  ⇒  p / 2n+1,  p ≠ 2n+1.  Atunci  p < 



 +

2
1n2

= n. 

Notăm, după o eventuală redenumire a elementelor,  H ∩ H′ = {e, x1, x2, ..., 
xp−1}. 
Atunci  H′ = {e, x1, x2, ..., xp−1, yp, ..., y2n}  cu  {yp, ..., y2n}⊂ x⋅H = G \ H. 
Din  (1)  obţinem 2

py , yp⋅yp+1, ..., yp⋅y2n ∈H ∩ H′  şi deci  
p =H∩H′ ≥ 2n−p+1≥ n+1,  fals. 
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Observaţii:  1)  Dacă  G  are un subgrup  H  cu  2n+1  elemente, atunci din  (1)  
rezultă că subgrupurile  K  ale lui  G  astfel încât  K ∩ H = {e}  sunt de ordinul 
2. 
2)  Dacă  G= 4n+2,  atunci G  nu poate avea doar subgrupuri proprii de 
ordinul 2  (ar rezulta că ordinul lui  G  este o putere a lui 2, fals.) 
 
   R2.2.5.  Fie  (G, ⋅ )  un grup finit şi  H1, H2  subgrupuri ale lui  G.  Fie 
mulţimea  H1H2 = {x⋅yx∈H1,  y∈H2}.  Dacă  max{ord(H1), ord(H2)} > 

2
1 ord(G),  să se demonstreze că  H1H2 = G. 

 

Soluţie:   s Presupunem  că   ord(H1) ≥ ord(H2),   deci  că   ord(H1) > 
2
n ,   unde   

ord(G) = n.  Atunci, cum din teorema lui Lagrange avem că  ord(H1) / ord(G),  
rezultă că  ord(H1) = n  şi deci  H1 = G.  Aşadar  H1H2 = GH2 = {x⋅yx∈G,  
y∈H2} Elementul  neutru   e   al  grupului   G   se  află  şi în  H2  şi deci, oricare 
ar fi  x∈G,   
x = x⋅e∈GH2,  aşadar  G ⊂ GH2  şi cum şi  GH2 ⊂ G,  rezultă că  G = GH2 = 
H1H2. 
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 3. Aplicaţii ale teoremei lui Lagrange în probleme de teoria numerelor 
 
 3.1. Noţiuni şi rezultate utilizate 
 

Deoarece cunoştinţele necesare înţelegerii acestei teme sunt puţine, vom 
rezuma toate rezultatele ce le vom folosi. 

 3.1.1. Dacă ),( ⋅G  este un grup şi ),( ⋅H  un subgrup al său atunci 
relaţiile GGH ×⊂ρ  şi GGH ×⊂ρ '  definite prin: 

Hyxyx
def

H ∈⇔ρ∈ −1),(    şi   Hxyyx H ∈⇔ρ∈ −1'),(  
sunt relaţii de echivalenţă pe G iar clasele de echivalenţă au toate acelaşi 
cardinal ca mulţimea H. 

 3.1.2. Dacă ),( ⋅G  este un grup finit şi ),( ⋅H  este un subgrup al său, 
atunci || H  divide || G . (Lagrange) 

(Dacă nGkH == ||,||  atunci nk |  şi dacă kmn =  numărul mse numeşte 
indicele lui H în G şi se notează ]:[ HG , avem ]:[|||| HGHG = ). 
  3.1.3. Dacă ),( ⋅G  este un grup finit şi Gx∈  un element al său, atunci 
ordinul lui x este finit (există *N∈k  minim cu 1=kx ) şi )(xord  divide || G . 
 (Ordinul lui x este cardinalul subgrupului ciclic generat de x). 
  3.1.4. Dacă 〉〈= aG  există un grup ciclic finit (generat de a) şi nG =|| , 
atunci un element Gak ∈  generează tot grupul G dacă şi numai dacă 1),( =nk . 
  3.1.5. În monoidul ),( ⋅nZ , al claselor de resturi modulo n, un element 

k̂  este element inversabil, dacă şi numai dacă 1),( =nk . 
  3.1.6. Dacă ),( ⋅M  este un monoid şi notăm )(MU  mulţimea 
elementelor inversabile din M, atunci )),(( ⋅MU  formează o structură de grup. 
  3.1.7. Dacă ),( ⋅G  este un grup abelian finit atunci  

∏ ∏
∈ ≤σ

=
Gg g

gg
2)'(

'  

(al doilea termen al egalităţii este produsul tuturor elementelor din G care au 
ordinul doi). 
 Demonstraţie. Dacă Gg∈  şi 3)( ≥gord  atunci 1−≠ gg  şi 

)()( 1−= gordgord , deci mulţimea }3)(|{ ≥∈ gordGg  o putem partiţiona în 
mulţimi de forma },{ 1−gg  (numărul elementelor de ordin 3≥  este par) şi atunci 

∏
≥

=
3)(

1
gord

g  )1'( =⋅ gg . 
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  3.1.8. Numărul elementelor de ordin diferit de 2, dintr-un grup finit este 
impar. 
 (Elementele de ordin 3≥  se cuplează în perechi }',{ gg  deci sunt în 
număr par şi se mai adaugă 1 care este de ordin 1.) 
  3.1.9. În orice grup finit de ordin par, există elemente de ordin 2. 
 (Numărul elementelor de ordin diferit de 2 este impar, deci şi numărul 
celor de ordin 2 este impar, adică cel puţin 1.) 
 
 
 3.2. Funcţii aritmetice. Funcţia lui Euler 
 
 În teoria numerelor apar numeroase funcţii aritmetice (definite pe N*) 
unele din ele foarte des (clasice). Vom aminti câteva din ele şi vom da câteva 
proprietăţi ale lor, ocupându-ne în special de funcţia lui Euler. 
  3.2.1. Definiţie. Se numeşte funcţie aritmetică orice funcţie 

CN →*:f . 
  3.2.2. Observaţie. • În general în teoria numerelor se consideră că 0 nu 
este număr natural şi din acest motiv se notează cu N mulţimea ,...}3,2,1{ . Noi 
vom nota *,...}3,2,1{ N=  pentru a menţine notaţia adoptată în manualele 
noastre. 
 • Majoritatea funcţiilor aritmetice clasice sunt definite cu valori în N, 
dar pentru definirea unor funcţii "inverse" este necesară extinderea 
codomeniului. 
 • Vom nota mulţimea funcţiilor aritmetice cu aF . 
  3.2.3. Definiţie. O funcţie aritmetică aFf ∈  se numeşte funcţie 
multiplicativă dacă 0≠f  şi )()()( nfmfmnf =  pentru orice pereche de 
numere m, n relativ prime, 1),( =nm . 
  3.2.4. Observaţie. a) Dacă f este o funcţie multiplicativă atunci 

1)1( =f  (pentru *N∈n  cu 0)( ≠nf  avem ⇔= )()1(),1( nffnf  
)()1()( nffnf =  deci 1)1( =f ). 

 b) O funcţie multiplicativă este unic determinată de valorile pe care le ia 
în puterile numerelor prime, adică pe mulţimea pkpM k ,|{ *N∈=  număr 
prim}. 
 (Dacă mk

m
kk pppn ...21
21 ⋅=  este descompunerea în factori primi a 

numărului n atunci )()...()()( 21
21

mk
m

kk pfpfpfnf = .) 
 c) Dacă f este o funcţie multiplicativă şi notăm cu nD  mulţimea 
divizorilor (naturali) lui n atunci avem: 
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∑
∈

==σ
nDd

f dfn )()(  

))(...)()(1))...((...)()(1( 2
1

2
11

1 mk
mmm

k pfpfpfpfpfpf ++++++++=  
unde mk

m
kk pppn ...21
21 ⋅= , mppp ,...,, 21  fiind numere prime. 

 (În produsul din membrul doi, efectuând înmulţirea parantezelor se 
obţin termeni de forma )()...()( 21

21
m

mpfpfpf ααα  care se regăseşte în membrul 
stâng al egalităţii pentru divizorul m

mpppd ααα= ...21
21 ,  

)()...()()...( 2121
2121

mm
mm pfpfpfpppf αααααα = ). 

 d) Dacă f este funcţie multiplicativă atunci funcţia fσ  definită prin 

∑=σ
nd

f dfn
|

)()(  este tot o funcţie multiplicativă. 

  3.2.5. Definiţie. Se spune că funcţia aritmetică aFf ∈  este o funcţie 
complet multiplicativă dacă 0≠f  şi )()()( nfmfmnf =  pentru orice pereche 

**),( NN ×∈nm . 
  3.2.6. Observaţie. a) O funcţie complet multiplicativă este în particular 
o funcţie multiplicativă, deci are toate proprietăţile acestor funcţii. 
 b) O funcţie complet multiplicativă este unic determinată de valorile pe 
care le ia în numerele prime. 
(Avem 1)1( =f  şi mm k

m
kkk

m
kk pfpfpfpppf ))(...())(())(()...( 2121

2121 = .) 
 c) Proprietatea c) din observaţia anterioară, pentru funcţii complet 
multiplicative devine: 

∑ ==σ
nd

f dfn
|

)()(  

)))((...)(1)...())((...)(1( 1
11

mk
mm

k pfpfpfpf ++++++=  
unde mk

m
k ppn ...1
1=  este descompunerea lui n în factori primi. 

 d) Dacă s este un număr arbitrar (natural, întreg, real sau chiar complex) 
este evident că funcţia CN →*:f , snnf =)(  este complet multiplicativă. 
 În cazul 0=s  egalitatea c) devine 

∑ +++=
nd

mkkk
|

21 )1)...(1)(1(1 , 

deci )(nT , numărul divizorilor lui n este )1)...(1)(1()( 21 nkkknT +++= , unde 

nkkk ,...,, 21  sunt exponenţii numerelor prime care apar în descompunerea lui n 
în factori primi. 
 Funcţia **: NN →T , =)(nT numărul divizorilor naturali ai lui n 
este o funcţie aritmetică multiplicativă, dar nu este complet multiplicativă. 
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 În cazul 1=s  egalitatea c) devine 

1
1...

1
1

1
1

2

2

| 1

1
21

−
−

−
−

⋅
−
−

=∑
m

k
m

k

nd

k

p
p

p
p

p
pd

m

 

deci )(nσ , suma divizorilor naturali ai numărului n este: 

1
1...

1
1

1
1)(

2

2

1

1
21

−
−

−
−

⋅
−
−

=σ
m

k
m

kk

p
p

p
p

p
pn

m

 

unde mk
m

kk pppn ...21
21=  este descompunerea lui n în factori primi. 

 Funcţia **: NN →σ , =σ )(n suma divizorilor naturali ai numărului 
n este o funcţie aritmetică multiplicativă (dar nu complet multiplicativă). 
 Pe mulţimea F a funcţiilor aritmetice se definesc operaţiile: 

Suma: aFgf ∈, , aFgf ∈+ , N∈+=+ nngnfngf
def

),()())((  

Produsul: aFgf ∈, , aFfg∈ , N∈= nngnfnfg
def

),()())((  
Produsul Dirichlet (de convoluţie): aFgf ∈, , aFgf ∈∗  

∑ 





=∗

nd

def

d
ngdfngf

|
)())((  

 (Suma se face după toţi divizorii naturali d ai lui n.) 
  3.2.7. Observaţie. Se pot verifica cu uşurinţă (recomandăm ca 
exerciţii) următoarele afirmaţii: 
 a) ),( +aF  este un grup comutativ cu elementul neutru funcţia 0=f . 
 b) ),( ⋅aF  este un monoid comutativ cu elementul neutru funcţia 1=f  şi 
elementele inversabile, funcţiile care nu iau valoarea zero. 
 c) ),( ∗aF  este un monoid cu elementul neutru funcţia δ definită prin  





≠
=

=δ
1daca,0
1daca,1

)(
n
n

n    (funcţia lui Dirac). 

 Elementele inversabile în acest monoid comutativ sunt funcţiile f pentru 
care 0)1( ≠f  şi elementul simetric faţă de legea "∗ " al lui f este o funcţie 

CN →** :f  care se defineşte recurent prin relaţiile 











>





−

>

=
∑
≠

1,)(
)1(

1

1,
)1(

1

)(

1
|

*
*

n
d
nfdf

f

n
f

nf

d
nd

 

sau 
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









>





−

>

=
∑
≠

1,)(
)1(

1

1,
)1(

1

)(

|

*
*

n
d
nfdf

f

n
f

nf

nd
nd

 

 d) Produsul obişnuit şi produsul Dirichlet sunt operaţii distributive faţă 
de sumă: 

fhfghgf +=+ )(  
hfgffhghgf ∗+∗=∗+=+∗ )()( . 

 e) ),,( ⋅+aF  şi ),,( ∗+aF  sunt inele comutative unitare. 
 f) Dacă notăm cu M mulţimea funcţiilor aritmetice multiplicative atunci 

),( ∗M  formează o structură de grup. 
 (Produsul Dirichlet a două funcţii multiplicative dă o funcţie 
multiplicativă; Pentru orice două funcţii multiplicative g şi h există o unică 
funcţie multiplicativă f cu proprietatea: hgf =∗ .) 
 g) Funcţia aF∈µ  cu proprietatea δ=∗µ 1 , unde 1 este funcţia constantă 

1=f , iar δ este funcţia Dirac se numeşte funcţia lui Moebius (este simetrica 
funcţiei 1 faţă de produsul de convoluţie, deci *1=µ ). 
 Se deduce uşor că expresia funcţiei lui Moebius este 








 =

=µ

)(distincte prime numere    de produs este    daca,(-1)
1   de diferiti exponenti exista

primi factoriin     lui readescompunein  daca
,0

1  daca,1

)(

mn

n
n

n
m

 

 b) Funcţia lui Moebius are următoarele proprietăţi: 

µ1:   ∑




>
=

=µ
nd n

n
d

| 1daca,0
1daca,1

)(    (din definiţie) 

(sau σ=σµ  (conform observaţiei 3d)) 
µ2: Funcţia lui Moebius este o funcţie multiplicativă. 
 (Se poate constata direct din expresia ei sau folosind punctul f) al 
observaţiei 6). 
µ3: Pentru orice funcţie multiplicativă f, avem egalitatea 

∑ −−−=µ=σµ
nd

mf pfpfpfdfdn
|

21 ))(1))...((1))((1()()()(  

unde mppp ,...,, 21  sunt numerele prime care apar în descompunerea lui n în 
factori primi. 
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 (Funcţia fµ  fiind produs de funcţii multiplicative, este o funcţie 
multiplicativă şi aplicăm relaţia dată de Observaţia 3c) 

))(...)(1))...((...)()(1()( 1
1

2
11

mk
mm

k
f pfpfpfpfpfn µ++µ+µ++µ+µ+=σµ  

în care 1)(...)()( 21 −=µ==µ=µ mppp , )(),...,( 1
1

2
1

kpp µµ , 
)(),...,( 2 mk

mm pp µµ  sunt zero, deci 
))(1))...((1))((1()( 21 mf pfpfpfn −−−=σµ  

µ4:   







−








−








−=

µ∑
mnd pppd

d 11...1111)(

21|

,   1>n  

 (Se aplică 3µ  pentru funcţia multiplicativă 
d

df 1)( = .) 

  3.2.8. Definiţie. Funcţia aritmetică **: NN →ϕ , =ϕ )(n numărul 
numerelor naturale k, mai mici sau egale cu n şi prime cu n, se numeşte funcţia 
aritmetică a lui Euler. 
  3.2.9. Observaţie. nkkn ≤≤∈=ϕ 1|{)( *N  şi }1),( =nk . 
 b) Dacă ),( +nZ  este grupul claselor de resturi modulo n atunci nk Z∈ˆ  
este generator pentru nZ  dacă şi numai dacă 1),( =nk , deci )(nϕ  este numărul 
generatorilor din nZ  al grupului nZ . 
 c) Dacă ),( ⋅nZ  este monoidul multiplicativ al claselor de resturi modulo 

n, o clasă nk Z∈ˆ  este element inversabul dacă şi numai dacă 1),( =nk , deci 
dacă )),(( ⋅nU Z  este grupul unităţilor modulului ),( ⋅nZ  atunci |)(|)( nUn Z=ϕ  
(ordinul grupului )),(( ⋅nU Z ) ( )(nϕ  este numărul elementelor inversabile ale 
inelului ),,( ⋅+nZ ). 
  3.2.10. Propoziţie. Funcţia lui Euler **: NN →ϕ  are expresia 









−








−








−=ϕ

mppp
nn 11...1111)(

21

 

unde mppp ,...,, 21  sunt numerele prime care apar în descompunerea lui n în 
factori primi )...( 21

21
mk

m
kk pppn = . 

 Demonstraţie. Notăm )()( nnn ψ−=ϕ , unde )(nψ  este numărul 
numerelor mai mici saue egale cu n, neprime cu n. Dacă singurii divizori ai lui 
n sunt mppp ,...,, 21  atunci un număr na ≤<1  este neprim cu n dacă şi numai 
dacă el se divide cucel puţin unul din numerele 1p  sau 2p  sau ... mp . 

 Considerăm mulţimile }|,1|{ apnaaA ii ≤<= , mi ,1=  şi atunci 
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∑ ∑ ∑
= ≤<≤ <<=

−∩∩+∩−==ψ
m

i mj kj
kjijii

m

i
i AAAAAAAn

1 11 11

...||||||)( U  

(conform principiului includerii şi excluderii). 
 Dar 

i
i p

nA =|| ,   
ji

ji pp
nAA =∩ || ,   ,...||

kji
kji ppp

nAAA =∩∩  

deci 

=









+−+−=ϕ ∑ ∑ ∑ ...1111)(

kjijii pppppp
nn  









−








−








−=

mppp
n 11...1111

21

 

  3.2.11. Observaţie. a) Funcţia ϕ poate fi dată şi prin expresia 
))...()(()( 11

22
1

11
2211 −−− −−−=ϕ mm k

m
k
m

kkkk ppppppn  
dacă mk

m
kk pppn ...21
21=  este descompunerea lui n în factori primi. 

 b) Funcţia ϕ este funcţie aritmetică multiplicativă 
)()()( nmmn ϕϕ=ϕ    dacă   .1),( =nm  

 3.3. Teoreme fundamentale 
 

 3.3.1. Teorema lui Euler. Dacă Z∈a , N∈n , 2≥n  şi 1),( =na  
atunci 

)(mod1)( na n ≡ϕ  
 Demonstraţie. Dacă 1),( =na  atunci în nZ , )(ˆ nUa Z∈  deci â  este 
element al grupului multiplicativ )),(( ⋅nU Z  care are ordinul )(nϕ . Conform 

teoremei lui Lagrange ordinul lui â  divide )(nϕ , deci oricum 1̂)ˆ( )( =ϕ na  în nZ  

sau 1̂)( =ϕ na  sau )(mod1)( na n ≡ϕ . 
  3.3.2. Teorema lui Fermat (mică). Dacă *N∈p  este un număr prim şi 

Z∈a  un număr întreg, atunci  
)(mod paa p ≡ . 

 Demonstraţie. Dacă 0̂ˆ =a  în pZ  atunci 0̂)0̂( =p . 

  Dacă 0̂ˆ ≠a  în pZ , atunci *}0̂{\ˆ ppa ZZ =∈  iar ),( * ⋅pZ  
este grup cu )1( −p  elemente ),,(( ⋅+pZ  este corp). Ordinul oricărui element 



 37

*ˆ pa Z∈  divide ordinul grupului, deci oricum 1̂)ˆ( 1 =−pa  în pZ  sau 

)(mod11 pa p ≡−  sau )(mod paa p ≡ . 
  3.3.3. Teorema lui Wilson. Dacă 2≥p  este un număr natural atunci 
următoarele afirmaţii sunt echivalente: 
 a) p este număr prim 
 b) )(mod01)!1( pp ≡+−  
 Demonstraţie. Avem *)( ppU ZZ =  (grup multiplicativ cu )1( −p  
elemente) şi conform C7 avem: 

∏ ∏
∈ =

=
*ˆ 2)ˆ(

'ˆˆ)1(
pk kord

kk
Z

 

dar 2)'ˆ( =kord  dacă 1̂)'ˆ( 2 =k  sau 0̂)1̂'ˆ)(1̂'ˆ( =+− kk sau )1')(1'(| +− kkp  şi p 
fiind prim divide unul din factori, deci )1'(| −kp  sau )1'(| +kp , adică 1̂'ˆ =k  sau 

1̂'ˆ −=k  (singurele clase de ordin 2). Relaţia (1) devine 1̂)1̂(1̂)1...(2̂1̂ −=−=−⋅ p  
deci )(mod1)!1( pp −≡−  sau )(mod01)!1( pp ≡+− . 
 Reciproc. Dacă p este neprim, abp = , 1,1 >> ba , atunci 1−< pa , 

1−< pb  şi )!1(| −pa . Dacă am avea )(mod01)!1( pp ≡+−  atunci 
)(mod01)!1( ap ≡+−  (contradicţie cu )(mod0)!1( ap ≡− ). 
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Probleme rezolvate 
 

   R3.4.1. Fie p un număr prim. să se arate că ecuaţia )(mod12 px −≡  are 
soluţie, dacă şi numai dacă 2=p  sau ).4(mod1≡p  
 Soluţie. Din teorema lui Wilson, p fiind prim rezultă 

)(mod1)!1( pp −≡− . Dacă 2>p  atunci p este impar, 
2

1−p  este întreg şi avem: 

∏ ∏
− −

= =

−≡−=





 −

+






 −
⋅=−

2
1

2
1

1 1

))(mod()()1...(
2

1
2

1...21)!1(
p p

k k
pkkkpkpppp  

deci 22
1

)1()!1( xp
p−

−≡−  şi atunci avem relaţia )(mod1)1( 22
1

px
p

−≡−
−

. Pentru 

)4(mod1≡p , 
2

1−p  este par deci relaţia devine )(mod12 px −≡ . Dacă 

)4(mod3≡p  şi presupunem că există a cu )(mod2 pa −≡  avem: 

)(mod1)1()(
2

1
2

1

21 paa
pp

p −≡−≡≡
−−

− , 
dar cum )(mod01 pa p ≡−  rezultă că p nu divide a, deci din Teorema lui Fermat 
rezultă )(mod11 pa p ≡−  şi ajungem la contradicţia ))(mod1(1 p−≡ , căci 2>p . 
Pentru 2=p  avem )2(mod1112 −≡≡ , deci ecuaţia 12 −=x  are soluţie. 
 Observaţie. Problema poate fi formulată astfel: Să se arate că dacă p 
este un număr prim de forma N∈+ mm ,14  şi A este o mulţime de 1−p  
numere consecutive, atunci A nu poate fi partiţionată în două submulţimi de 
numere, care să aibă produsele elementelor aceleaşi. 
   R3.4.2. Fie p un număr prim şi k un număr natural cu condiţia pk ≤≤1 . Să se 
arate că numărul 1)1()!1()!( −−+−− kkkp  este divizibil cu p. 

(A. Simionov) 
 Soluţie. Avem congruenţele modulo p: )2(2),1(1 −−≡−−≡ pp ,..., 

)1(1 +−−≡− kpk  care înmulţite dau 
)1)...(2)(1()1()!1( 1 +−−−−≡− − kpppk k  

deci: kk pkkp )1()!1()1()!1()!( 1 −≡−−≡−− −  (ultima egalitate datorită teoremei 
lui Wilson). 
 Observaţie. Problema poate fi privită ca o generalizare a teoremei lui 
Wilson, care o obţinem în cazul particular kp = . 
   R3.4.3. Să se arate că dacă p este un număr prim şi a un număr întreg atunci p 
divide pe aap p +− )!1( . 
 Soluţie. Scriem teoremele lui Fermat şi Wilson: 

)(|),1)!1((| aappp p −+−    deci 
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)()1)!1(((| aapap pp −−+−    sau   ))!1((| apap p +− . 
 Observaţie. Problema reuneşte rezultatele teoremelor Fermat şi Wilson: 
pentru 1=a  obţinem teorema lui Wilson şi apoi deoarece )(mod1)!1( pp −≡−  
rezultă )())!1(( aaaap pp +−≡+−  deci )(mod0)( paa p ≡−−  sau 

)(mod paa p ≡ . 
   R3.4.4. Fie p un număr prim şi a, b numere întregi. Să se arate că dacă 

)(| pp bap −  atunci )(|2 pp bap − . 
 Soluţie. Din teorema lui Fermat )(mod, pbbaa pp =≡  deci 

)(mod pba ≡ . Putem scrie mpba +=  şi atunci: 
=+++=−+=− −− ppp

p
p

p
p

p
pppp pmCpmbCmpbCbmpbba ...)( 222211  

)...( 233322212 −−−− ++++= ppp
p

p
p

p
p

p pmCpmbCmbCmbp  

care este divizibil cu 2p . 
   R3.4.5. Să se arate că pentru orice numere naturale a, b relativ prime (cu 

1),( =ba ) numărul )1( )()( −+ ϕϕ ab ba  este divizibil cu produsul ab ). 
 Soluţie. Din teorema lui Euler )(mod1)( ba b ≡ϕ  şi )(mod1)( ab a ≡ϕ  deci 
putem scrie kba b +=ϕ 1)(  şi mab a +=ϕ 1)(  cu N∈k , N∈m , atunci 

))(()1)(1( )()( abkmba ab =−− ϕϕ  deci )1( )()()()( +−− ϕϕϕϕ abab baba  este divizibil 
cu ab  şi cum )()( ab ba ϕϕ  este şi el divizibil, rezultă concluzia dorită. 
   R3.4.6. Să se demonstreze următoarea caracterizare a numerelor prime: Un 
număr natural 2≥p  este număr prim dacă şi numai dacă )1(|)( −ϕ pp  şi 

)(|)1( pp σ+  (unde ϕ este funcţia lui Euler şi σ este "funcţia suma divizorilor"). 
 Soluţie. "⇒" Dacă p este număr prim atunci 1)( −=ϕ pp  şi 

1)( +=σ pp . 
 "⇐" Fie *N∈n  cu proprietatea 2≥n , )1(|)( −ϕ nn  şi )(|)1( nn σ+ . Mai 
întâi să observăm că pentru orice 2>n  numărul )(nϕ  este par. (Din expresia 
lui )(nϕ , dacă n conţine în descompunerea în factori primi numere prime p 
diferite de 2 (impare) atunci mppmppn pkk )1()()( 11 −=−=ϕ −+  care este 
număr par. Dacă 2,2 >= kn k  atunci 11 222)( −− =−=ϕ kkkn  care este par). Din 
relaţia )1(|)( −ϕ nn  rezultă că n trebuie să fie impar (conţine în descompunerea 
în factori primi numai puteri de numere prime impare (diferite de 2)). 
 Arătăm că toţi factorii din descompunere sunt numere prime (fără 
exponent). Dacă prin absurd ar exista ik

ip  factori în n cu 2≥ik  atunci 
)1(|)(|)( 1 −ϕ− − nnpp ii k

i
k  deci 1...)1(| 21

21
1 −=−− mi k

m
kkk

i pppnp  ceea ce este fals. 
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Deci mpppn ...21= . Atunci )1)...(1)(1()( 21 −−−=ϕ mpppn  şi 
)1)...(1)(1()( 21 +++=σ mpppn , cu mppp ,...,, 21  impare, deci )(|2 nm ϕ  şi 

)(|2 nm σ . 
 Dacă 2≥m  atunci )1(|)(|4 −ϕ nn , deci m4  divide )1( +n . Din ipoteză 

numărul 
1
)(

+
σ
n

n  este întreg, )1( +n  este par, nedivizibil cu 4, iar )(nσ  este 

divizibil cu m2 . Atunci 
1
)(|2 1

+
σ−

n
nm  şi atunci 

mm

mm

mm

pppp
pp

n
n







=






 +<








+








+=

++
=

σ
<−

3
4

3
1111...11

...
)1)...(1()(2

11

11 , 

inegalitate falsă, deci 1=m  şi atunci 1pn =  număr prim. 
   R3.4.7. Să se arate că ∑ =ϕ

nd
nd

|
)(  pentru orice număr natural n. 

 Soluţie. Vom demonstra prin inducţie, după numărul factorilor primi din 
descompunerea lui n. 
 Fie mm k

m
k
m

kk pnpppn 121 ...21 ==  (facem inducţia după m). Avem 

=ϕ++ϕ+ϕ=ϕ ∑∑∑∑ )'(...)'()'()(
111 |'|'|'|

mk
m

nd
m

ndndnd
pdpddd  

=ϕϕ++ϕϕ+ϕ= ∑∑∑ )()'(...)()'()'(
111 |'|'|'

mk
m

nd
m

ndnd
pdpdd  

=ϕϕ++ϕ+= ∑ )'())(...)(1(
1|'

dpp
nd

k
mm

m  

nnpdppppp mmm k
m

nd

k
m

k
mmmm ==ϕ−++−+−+= ∑−

1
|'

12 )'())(...)()1(1(
1

 

(am folosit faptul că ϕ este o funcţie aritmetică multiplicativă). 
   R3.4.8. Să se arate că dacă )(nS  este suma numerelor naturale prime cu n, 

mai mici ca n atunci 
2

)()( nnnS ϕ
= , pentru orice 2≥n . 

 Soluţie. 11
2
12)2( =⇔
⋅

=S . Pentru 2>n  numărul )(nϕ  este par şi 

grupăm cele )(nϕ  numere în grupe de forma },{},...,,{},1,1{ 1 qq anaanan −−−  

unde 
2

)(nq ϕ
= . Suma lor este 

2
)(nnnq ϕ

= . 
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 4. Condiţii suficiente de comutativitate în grupuri 
 

4.1. Centrul unui grup 
 
 Vom evidenţia câteva proprietăţi interesante ale centrului unui grup, a 
căror utilizare în probleme de concurs duce la soluţii elegante şi accesibile. 
 Multe din problemele de comutativitate în grupuri, altfel delicate, se 
rezolvă mai uşor dacă ţinem seama de structura algebrică de subgrup a centrului 
unui grup.  
 

 Fie ( G, ⋅ ) un grup şi  X ⊂ G o submulţime a sa. 
 
 4.1.1.  Definiţie   
Mulţimea  Z(X) = { g∈Gg⋅x = x⋅g,  ∀ x∈X } se numeşte centralizatorul 
mulţimii X 
 
 4.1.2.  Definiţie   
Mulţimea  Z(G) = { g∈ G | g⋅x = x⋅g, ∀ x∈G } se numeşte centrul grupului  G. 
 

Exemplu: Fie  (A, +, ⋅ ) un inel comutativ. Centrul grupului  (GLn(A), ⋅ )  al 
matricelor inversabile din  Mn(A)  este  Z(GLn(A)) = {a⋅Ina∈U(A)} 
Într-adevăr, alegând matricea  E1i∈ Mn(A)  care are 1 pe poziţia  (1, i)  şi  0  în 
rest şi matricea B = (bij)∈ Z(GLn(A)), din  B⋅A1i = A1i⋅B  obţinem  a11 = aii,  ∀ i 
= n,1   şi  ai1 = ... = ai i−1 = ai i+1 = ... = ain = 0. De aici,  B = a⋅In  şi  B∈GLn(A) ⇔  
a∈ U(A) 
 

 4.1.3.  Propoziţie  Pentru orice mulţime  X ⊂ G, (Z(X), ⋅ ) este subgrup al lui 
(G, ⋅ ) 
 

Demonstraţie:  Dacă  g1, g2∈Z(X)  avem  (g1⋅g2)⋅x = g1⋅(g2⋅x) = g1⋅(x⋅g2) = 
(g1⋅x)⋅g2 = (x⋅g1)⋅g2 = x⋅(g1⋅g2)  deci  g1⋅g2∈Z(X). 
Din  g1⋅x = x⋅g1  rezultă  x⋅ 1

1g− = 1
1g− ⋅x  deci  1

1g− ∈Z(X). 
 
 4.1.4.  Observaţii 
1)  Subgrupul  Z(X)  este format din elementele lui  G  care comută cu toate 
elementele mulţimii  X. 
2) Z(X) =

Xx∈
I Fix(ix),  unde  Fix(ix)  este mulţimea punctelor fixe ale automorfis-

mului interior  ix,  ix(g) = g−1⋅x⋅g,  ∀ g∈G. 
3)   Z(X) = {g∈G[x, g] = 1, ∀ x∈X},  unde  [x, g] = x⋅g⋅x−1⋅g−1   este  
comutatorul elementelor  x  şi  g. 
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4)  Dacă  X1 ⊂ X2  atunci  Z(X2) ⊂ Z(X1),  în particular centrul grupului G,  
Z(G)  este subgrup în orice centralizator  Z(X), deci  Z(G) =

Gx∈
I Z(X)  şi în 

consecinţă  Z(G)  este subgrup al lui  G. 
5)  Spunem că  y∈G  este conjugat cu  x∈G  (x ∼ y) dacă  ∃ g∈G,  y = g−1⋅x⋅g. 
Dacă  X = {x}  şi grupul  G  este finit, atunci numărul elementelor lui  G 
conjugate  
cu  x  este  {g−1⋅x⋅gg∈G}= [G : Z(X)],  adică indicele subgrupului centrali-
zator  Z(X)  în  G. 
Demonstraţie  Demonstrăm afirmaţia  5. 
Considerăm pe  G  relaţia de echivalenţă la dreapta definită de subgrupul  Z(X), 
g1 ρ g2  ⇔  g1⋅ 1

2g− ∈Z(X)  ⇔  g1⋅ 1
2g− ⋅x = x ⋅g1⋅ 1

2g− . 
Clasa unui element este  ĝ = Z(X)⋅g. 
Definim funcţia  F  pe mulţimea claselor  G / ρ cu valori în mulţimea 
elementelor din  G,  conjugate cu  x,  C(x) = {g−1⋅x⋅gg∈G};    F : G / ρ → 
C(x),  F ( )ĝ = g−1⋅x⋅g  
Arătăm că funcţia  F  este bine definită (nu depinde de alegerea reprezentantului  
g  al clasei ĝ ). Dacă  g1∈ ĝ , arătăm că  1

1g− ⋅x⋅g1 = g−1⋅x⋅g. 
1

1g− ⋅x⋅g1 = g−1⋅x⋅g ⇔ ( )1
1gg −⋅ ⋅x = x⋅ ( )1

1gg −⋅  ⇔  g⋅ 1
1g− ∈Z(X)  ⇔  g ρ g1  ⇔  

g1∈ ĝ  
Fie 1ĝ , 2ĝ ∈ G / ρ.  F ( )1ĝ = F ( )2ĝ   ⇔  1

1g− ⋅x⋅g1 = 1
2g− ⋅x⋅g2  ⇔   

⇔ ( )1
21 gg −⋅ ⋅x = x⋅ ( )1

21 gg −⋅   ⇔  g1⋅ 1
2g− ∈Z(X)  ⇔  g1 ρ g2  ⇔  1ĝ = 2ĝ . 

Aşadar funcţia  F  este bijectivă şi  G / ρ  şi  C(x)  au acelaşi număr de 
elemente. 
 
 4.1.5. Definiţie  Mulţimea  N(X) = { g∈Gg⋅X = X⋅g }  se numeşte normali-
zatorul mulţimii X. 
 
 4.1.6.  Propoziţie  Pentru orice submulţime  X ⊂ G,  normalizatorul  (N(X), ⋅ )  
este un subgrup al grupului  (G, ⋅ ). 
 
Demonstraţie:  Dacă  g1, g2∈N(X)  avem  (g1⋅g2)⋅X = g1⋅(g2⋅X) = g1⋅(X⋅g2) = 
(g1⋅X)⋅g2 = (X⋅g1)⋅g2 = X⋅(g1⋅g2),  deci  g1⋅g2∈N(X). 
Pentru  g∈G,    g⋅X = X⋅g  ⇔  X = g−1⋅X⋅g  ⇔  X⋅g−1 = g−1⋅X  ⇔  g−1∈N(X). 
 
 4.1.7.  Observaţii 
1)  N(X) = {g∈Gig(X) = X},  este format din elementele  g∈G  pentru care 
mulţimea  X  este invariantă faţă de automorfismul interior  ig. 
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2)  Z(X)  este subgrup al lui  N(X). 
3)  Dacă  H  este subgrup al lui  G, atunci  H  este subgrup al lui  N(H) 
4)  Subgrupul  H  al lui  G  este subgrup normal dacă şi numai dacă  N(H) = G 
5)  Clasa de conjugare a mulţimii X,  C(X) = {g−1⋅X⋅gg∈G} ⊂ P(G)  are 
cardinalul  C(X)= [G : N(X)],  adică indicele subgrupului  N(X)  în  G.  
(Se arată la fel ca în observaţia   4.1.4.  punctul 5) 
 

 4.1.8.  Propoziţie  Fie ( G, ⋅ )  un grup şi  ( H, ⋅ )  un subgrup al său. Fie  n, p∈ 
Z.  
Notăm cu  d = (n, p). Dacă  x∈G  şi  xn∈ H  şi  xp∈ H,  atunci şi  xd∈ H. 
 
Demonstraţie:   
Dacă  d = (n, p) > 0,  atunci există  h, k∈Z  astfel încât  h⋅n + k⋅p = d. 
Cum  H  este subgrup al lui G  şi xn∈H, rezultă că  (xn)h = xh⋅n∈H. 
Analog rezultă că  xk⋅p∈H.  
Din axioma 1 a subgrupului obţinem că  xh⋅n⋅xk⋅p = xh⋅n+k⋅p = xd ∈ H. 
 
 4.1.9.  Consecinţe 
C1.  Fie ( G, ⋅ )  un grup şi  n, p∈ Z. Notăm cu  d = (n, p).  
Dacă  x∈G  şi  xn∈ Z(G)  şi  xp∈ Z(G),  atunci şi  xd∈ Z(G). 
 

C2.  Fie ( G, ⋅ )  un grup şi  n, p∈ Z,   (n, p) = 1. 
 Dacă   ∀ x∈ G,  xn∈ Z(G)   şi  xp∈ Z(G),  atunci ( G, ⋅ )  este grup abelian. 
 

 4.1.10.  Propoziţie  Fie ( G, ⋅ )  un grup şi  n∈ Z.  
Dacă  f : G → G,  f(x) = xn  este un morfism surjectiv, atunci  ∀ x∈ G,  xn–1∈ 
Z(G). 
 

Demonstraţie:  Fie  x∈G. Atunci  ∃! z∈G,  x⋅z = y. Aşadar xn–1⋅y = xn–1⋅(x⋅z) = 

xn⋅z. 
Cum  f  este un morfism surjectiv,  ∃ u∈G,  un = z. 

Deci    xn–1⋅y = xn⋅z = xn⋅un 
morfismf
= (x⋅u)n = x⋅(u⋅x)n–1⋅u = x⋅(u⋅x)n⋅(u⋅x)–1⋅u = 

= x⋅(u⋅x)n⋅x–1⋅u–1⋅u 
morfismf
= x⋅un⋅xn⋅x–1 = x⋅z⋅xn–1 = y⋅xn–1. 

Aşadar,   xn–1⋅y = y⋅xn–1,  ∀ x, y ∈G,  adică  ∀ x∈G,   xn–1∈Z(G). 
 
 4.2.  (a, b) – grupuri comutative 
 
 4.2.1.  Definiţie  Fie  a, b∈Z.  Un grup  (G, ⋅ )  se numeşte  (a, b) – grup dacă 
aplicaţiile  x → xa  şi  x → xb  sunt endomorfisme ale lui  G. 
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 Ne punem problema: care sunt perechile  (a, b)∈Z2  pentru care orice  (a, b) 
– grup este comutativ? Răspunsul este dat de următorul rezultat: 
 
 4.2.2.  Teoremă  Fie  a, b∈Z.  Orice  (a, b) – grup este abelian dacă şi numai 
dacă  (a⋅(a−1), b⋅(b−1)) = 2. 
 
Demonstraţie:   
Necesitatea:  Presupunem că ∃ n∈N,  n ≥ 2  astfel încât  (a⋅(a−1), b⋅(b−1)) = 
2⋅n. 
Demonstrăm că în acest caz există un  (a, b) – grup neabelian. 
n ≥ 2  ⇒  ∃ p∈N,  p  prim, astfel încât  p / n. 
I.  p ≠ 2  Fie grupul  (G, ⋅ )  de ordin  p3,  neabelian, de exponent  p  (adică în 
care  ∀ g∈G,  gp = 1)  definit astfel: 
G = 〈 u, v, wup = vp = wp = 1,  v⋅u = u⋅v⋅w,  w⋅u = u⋅w,  w⋅v = v⋅w 〉 
Cum  p / n, rezultă cazurile:   
1) p / (a, b);  2) p / (a−1, b);  3) p / (a, b−1); 4) p / (a−1, b−1) 
 În fiecare dintre aceste situaţii se demonstrează că  G  este un  (a, b) – 
grup. 
 De  exemplu  în  cazul  3),  ţinând  cont  de  faptul  că  gp = 1,  ∀ g∈G  
şi că   
a ≡ 0 (mod p)  şi  b ≡ 0 (mod p),  aplicaţia  x → xa = 1  este morfismul nul iar 
aplicaţia  x → xb = x  este morfismul identic. 
II.  p = 2  Exemplul anterior nu mai este potrivit, deoarece orice grup de 
exponent 2 este abelian. În schimb, grupul cuaternionilor  H = {−1, 1, −i, i, −j, j, 
−k, k}  ale cărui elemente au proprietăţile  i2 = j2 = k2 = −1;  i⋅j = k;  i⋅k = −j;  j⋅i 
= −k;  j⋅k = i;  k⋅i = j;  k⋅j = −i  este un grup necomutativ de ordinul  8  şi de 
exponent  4. 
Deoarece  4 / (a⋅(a−1), b⋅(b−1))  şi  (a, a−1) = (b, b−1) = 1,  distingem cazurile: 
1)  4 / (a, b);  2) 4 / (a−1, b);  3) 4 / (a, b−1); 4) 4 / (a−1, b−1). 
Rezultă în mod analog cu cazul I  că  H  este un  (a, b) – grup necomutativ. 
Suficienţa:  Fie  (G, ⋅ ) un (a, b) – grup astfel încât  (a⋅(a−1), b⋅(b−1)) = 2  şi x, 
y∈G 
Aplicaţia  x → xa  este endomorfism, adică  (x⋅y)a = xa⋅ya        (1) 
şi             ∃ u, v∈Z,   u⋅a⋅(a−1) + v⋅b⋅(b−1) = 2                          (2) 
Simplificând  (1)  obţinem:    (x⋅y)a−1 = ya−1⋅xa−1                       (3) 

şi   (x⋅y)a = (x⋅y)a−1⋅(x⋅y)
)3(
= (ya−1⋅xa−1)⋅(x⋅y) = ya−1⋅xa⋅y = xa⋅ya    

de unde după simplificări deducem:   xa⋅ya−1 = ya−1⋅xa               (4) 
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Din (1) şi (4) rezultă: (x⋅y)a(a−1) 

= ( )( ) 1aayx
−

⋅
)3(),1(

= ya(a−1)⋅xa(a−1)= ( )( ) 1aay
−
⋅ ( )( )a1ax −  

)4(
= ( )( )a1ax − ⋅ ( )( ) 1aay

−
= xa(a−1)⋅ya(a−1).  Rezultă că  xa(a−1)  şi  ya(a−1)  comută. 

Atunci  (x⋅y)a(a−1) = xa(a−1)⋅ya(a−1) = ya(a−1)⋅ xa(a−1) = (y⋅x)a(a−1)       (5) 

şi   (x⋅y)2 
)2(
= (x⋅y)u⋅a(a−1)+v⋅b(b−1) 

)5(
=  (y⋅x)u⋅a(a−1)+v⋅b(b−1) 

)2(
= (y⋅x)2    (6) 

Demonstrăm că  xa(a−1)∈Z(G). 
Cum  2 / a(a−1),  avem  2 / a  sau  2 / (a−1). 

Dacă  2 / a,  atunci (x⋅y)a = ( )( )2
a

2yx ⋅ = (y⋅x)a  
)1(

⇔  xa⋅ya = ya⋅xa    şi   

ya⋅xa = xa⋅ya = xa⋅ya−1⋅y 
)4(
= ya−1⋅xa⋅y.  Simplificând ultima relaţie obţinem  y⋅xa = 

xa⋅y  şi cum y este arbitrar, deducem că  xa∈Z(G),  ∀ x∈G. 

Dacă  2 / (a−1),  atunci  xa⋅ya
)1(
= (x⋅y)a =(x⋅y)a−1⋅(x⋅y) = ( )( ) 2

1a
2yx

−

⋅ ⋅(x⋅y) 
)6(
=  

= ( )( ) 2
1a

2xy
−

⋅ ⋅(x⋅y) = (y⋅x)a−1⋅(x⋅y) 
)3(
= ( )1a1a yx −− ⋅ ⋅(x⋅y)  şi după simplificări 

deducem că  x⋅ya−1 = ya−1⋅x,  ∀ x, y∈G,  adică  ya−1∈Z(G),  ∀ y∈G. 
Aşadar, în orice situaţie,       xa(a−1)∈Z(G),  ∀ x∈G.             (7) 
Analog se demonstrează că  xb(b−1)∈Z(G),  ∀ x∈G. 

Avem    (x⋅y)2
)2(
= (x⋅y)u⋅a(a−1)+v⋅b(b−1) = (x⋅y)u⋅a(a−1)⋅(x⋅y)vb(b−1) 

)5(
= ( )u)1a(a)1a(a yx −− ⋅ ⋅ 

⋅ ( )v)1b(b)1b(b yx −− ⋅
)7(
= xu⋅a(a−1)+v⋅b(b−1)⋅ yu⋅a(a−1)+v⋅b(b−1) 

)2(
= x2⋅y2. 

Aşadar  (x⋅y)2 = x2⋅y2,  ∀ x, y∈G  ⇒ y⋅x = x⋅y,  ∀ x, y∈G, deci grupul este 
abelian. 
 
 
 4.3.  Câteva grupuri de exponent 2 
 
 4.3.1.  Definiţie  Fie  (G, ⋅ )  un grup finit cu elementul neutru  e. Cel mai mic 
număr natural nenul  n  cu proprietatea că pentru orice  x∈G,  xn = e  se 
numeşte exponentul grupului  G. 
 
 4.3.2.  Observaţii 
a)  Dacă  p∈N  este un număr prim şi grupul finit G  are exponentul  p,  G  se 
mai numeşte p-grup elementar. 
b)  Se ştie (2.1.10) că ordinul unui p-grup elementar este o putere nenulă a lui  
p. 
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c)  Pentru orice număr prim  p ≥ 3  există p-grupuri necomutative. De exemplu, 

grupul multiplicativ   Gp =



















∈
















pZĉ,b̂,â
1̂0̂0̂
ĉ1̂0̂
b̂â1̂

  este un grup 

necomutativ cu  p3  elemente şi are exponentul  p. 
(Etapa judeţeană a Olimpiadei de matematică, 2003) 

d)  Dacă  p = 2,  se ştie că orice grup de exponent  2  este comutativ. 
 
 Iată câteva condiţii suficiente pentru ca un grup comutativ finit să aibă 
exponentul 2: 
 
 4.3.3.  Propoziţie  Fie ( G, ⋅ ) un  grup  comutativ cu cel puţin 3k elemente  
(k∈N*) 
 astfel încât oricare ar fi  3k  elemente ale sale există printre acestea  k+1 
elemente de ordin ≤ 2. Dacă  G  nu are elemente de ordinul  4, atunci toate 
elementele lui  G   
sunt de ordin ≤ 2. 

Dana Heuberger 
 

Demonstraţie   Presupunem că există  c∈G,  ord(c) ≥ 3  
4)c(ord ≠

⇒ ord(c2) ≥ 3. 
Fie  e, a1, a2, ..., ak−1∈G,  elemente de ordin  ≤ 2. (e = elementul neutru al 
grupului) 
Rezultă că   e, c, c2, a1, a1⋅c, a1⋅c2, ..., ak−1, ak−1⋅c, ak−1⋅c2  sunt  3k  elemente 
distincte ale lui  G,  dintre care doar  e, a1, a2, ..., ak−1  au ordinul  2,  
contradicţie. 
Rezultă că  G  nu are alemente de ordin  ≥ 3. 
 

 4.3.4.  Propoziţie  Fie ( G, ⋅ ) un grup comutativ cu cel puţin  n  elemente, unde   
n∈N*, n � 0 (mod n).   Dacă   oricare  ar  fi   n   elemente  ale  sale  există  

printre  acestea  




3
n + 2  elemente  de  ordin  ≤ 2   şi  G   nu are elemente de 

ordinul  4, atunci toate elementele lui  G  sunt de ordin ≤ 2. 
Dana Heuberger 

 

Demonstraţie   Presupunem că există  c∈G,  ord(c) ≥ 3  
4)c(ord ≠

⇒ ord(c2) ≥ 3. 

n = 3k+r,   k = 





3
n ,  r∈{1, 2}.  
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Alegem  k+1  elemente de ordin  ≤ 2  ale lui  G:  a1, a2, ..., ak+1. 
Atunci  a1, a1⋅c, a1⋅c2, a2, a2⋅c, a2⋅c2, ..., ak, ak⋅c, ak⋅c2, ak+1, ak+1⋅c  sunt  3k+2  
elemente distincte ale lui  G,  dintre care doar  k+1  au ordinul  ≤ 2,  
contradicţie.   

 4.3.5.  Propoziţie.  Fie ( G, ⋅ ) un grup finit comutativ de ordin   n ≥ 





2
p3 , 

(p∈N,  p ≥ 2).  Dacă oricare ar fi p elemente ale sale există printre acestea 2 
elemente de ordin ≤ 2  şi  G  nu are elemente de ordinul 4, atunci toate 
elementele lui  G  sunt de ordin  ≤ 2. 

Dana Heuberger 
  
Demonstraţie  Dacă   p = 2,  ipoteza  înseamnă  că toate elementele grupului au 
ordin  ≤ 2. 
Pentru  p ≥ 3,  din  p  elemente ale grupului alegem elementele a1, a2  de ordinul 
2. Celorlalte  p−2  elemente  le  mai adăugăm  2 elemente şi obţinem alte  p  
elemente  
ale grupului, din care mai alegem  2  elemente de ordin ≤ 2:  a3, a4. 
Continuăm procedeul cu elementele rămase, până când obţinem: 
1)  n − p + 2  elemente de ordin  ≤ 2,  dacă  n − p  este un număr par,  
2)  n − p + 1  elemente de ordin  ≤ 2,  dacă  n − p  este un număr impar. 
Aşadar am obţinut  n − p + r  elemente de ordinul  ≤ 2  ale grupului, cu r∈{1, 2} 
Fie  c∈G,  unul din cele  p − r  elemente cărora nu le cunoaştem ordinul. 

Presupunem că  ord (c) ≥ 3 
4)c(ord ≠

⇒   ord (c2) ≥ 3. 
Obţinem elementele  c⋅ai, c2⋅ai∈G,  i∈{1, 2, ..., n − p + r}  de ordin ≥ 3  , în 
număr de   2⋅(n − p + r)  şi distincte două câte două.   

n ≥ 





2
p3

⇒  n > 
2
p3 −1  ⇔  2n > 3p − 2 ≥ 3p − 2r  ⇒  2n − 2p + 2r > p,  ceea ce 

înseamnă că am găsit mai mult de  p  elemente ale grupului care au ordinul  > 2, 
contradicţie cu ipoteza.  
Rezultă că şi celelalte  p − r  elemente ale grupului au ordinul  ≤ 2, adică toate 
elemente ale grupului au ordinul  ≤ 2. 
 
 4.3.6.  Propoziţie  Dacă (G, ⋅ ) este un grup finit de ordin  n ≥ 2p−1, (p∈N, p ≥ 
2)  şi oricare ar fi p elemente ale sale există printre acestea 2 elemente din  
Z(G) atunci grupul este comutativ. 

Dana Heuberger 
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Demonstraţie  Dacă   p = 2,  ipoteza  înseamnă  că toate elementele grupului au 
ordin  ≤ 2, deci grupul este comutativ. 
Pentru  p ≥ 3,  procedând analog cu problema anterioară se obţine: 
ord (Z(G)) ≥ n − p + r ≥ 2p − 1 − p + r  = p + r −1 > p − r,   căci  r∈{1, 2}. 

Aşadar ord(Z(G)) >
2
1
⋅ord(G)  şi cum  Z(G)  este un subgrup al grupului  (G, ⋅), 

din teorema lui Lagrange rezultă că  Z(G) = G  şi deci grupul este comutativ. 
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Probleme rezolvate 
 
   R4.4.1.   Fie  ( G, ⋅ )  un grup de ordinul  p∈ N astfel încât există  n∈ Z  
pentru care funcţiile  f, g : G → G,   f(x) = xn  şi  g(x) = xn+2  sunt endomorfisme 
surjective. Demonstraţi că: 
a)   dacă  p  este impar, atunci grupul  ( G, ⋅ )  este abelian. 
b)  dacă  p  este par, p ≥ 4,  p ≠ 2k (k∈N),  atunci  | Z(G) | ≥ 3. 

Dana Heuberger 
 

Soluţie:    Fie  x∈G. Din propoziţia  4.1.10.  rezultă că  xn–1∈Z(G)  şi  
xn+1∈Z(G). 
Fie  d = (n−1, n+1).  Atunci  d / (n−1)  şi  d / (n+1),  deci  d / 2. 
 Aşadar    d∈{1, 2}   şi    xd∈Z(G)        (1) 
Notând cu  e  elementul neutru al grupului, avem că  e = xp∈Z(G) şi din  (1)  
rezultă că şi  x(d, p)∈Z(G).   
a)  p impar  ⇒  (d, p) = 1  şi deci  x1∈Z(G), ∀ x∈G. Aşadar grupul  G  este 
abelian. 
b) Dacă  d = 1, atunci relaţia  (1)  devine  x∈Z(G), ∀ x∈G, adică  G este 

comutativ 
Dacă  d = 2,   (1)  ⇔  x2∈Z(G),  ∀ x∈G. 
Cum  d = 2 = (n−1, n+1),  rezultă că  n  este impar. 
Din teorema lui Cauchy obţinem că există  t ≥ 3,  t  număr prim,  t / ord(G).  
Atunci  G  are cel puţin un element  x0  de ordinul  t.  
Avem    t

0x = e∈Z(G)  şi  2
0x ∈Z(G),  deci  ),( 2t

0x = x0∈Z(G). 
Cum  p = ord(G)  este par, din aceeaşi teoremă rezultă că există  a∈G,  ord(a) = 
2. 
Din faptul că  f şi g  sunt morfisme obţinem  pentru  a  şi un element oarecare 
x∈G: 

(a⋅x)n = an⋅xn
imparn
= a⋅xn   şi analog   (a⋅x)n+2 = a⋅xn+2. 

Cum  (a⋅x)n+2 = (a⋅x)2⋅(a⋅x)n,  folosind relaţiile anterioare obţinem: 
(a⋅x)2⋅a⋅xn = a⋅xn+2   ⇔  (a⋅x)2⋅a = a⋅x2 ⇔  a⋅x⋅a⋅x⋅a = a⋅x2  ⇔  x⋅a⋅x⋅a = x2 ⇔ 

x⋅a⋅x⋅a2 = x2⋅a  
2aord =

⇔   x⋅a⋅x = x2⋅a  ⇔  a⋅x = x⋅a  ⇔  a∈Z(G). 
Cum  e, a, x0∈Z(G),  evident  | Z(G) | ≥ 3. 
 
 Să observăm că există grupuri de ordinul  2k ( cu  k∈N*) pentru care  |Z(G)| 
< 3.  
 Un astfel de grup este grupul cuaternionilor   K = { 1, −1, i, −i, j, −j, k, −k },   
cu   
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i2 = j2 = k2 = −1,  i⋅j = k,   j⋅k = i,   k⋅i = j,   j⋅i = −k,   k⋅j = − i,   i⋅k = −j  care are  
Z(G) = { 1, −1}. Aşadar condiţia    p ≠ 2k (k∈N)   este esenţială. 
 
   R4.4.2.   Fie  ( G, ⋅ )  un  grup  de  ordinul  p∈ N,  cu  p ≥ 2  impar.  Dacă   
funcţia   
f : G → G,   f(x) = x5  este un morfism surjectiv, atunci grupul  ( G, ⋅ )  este 
abelian. 

Dana Heuberger 
 
Soluţie:   Fie  x∈G. f  fiind surjectivă, din propoziţia  4.1.10. rezultă că  
x4∈Z(G). 
Metoda  I.   Fie  x, y∈G.   f  morfism  ⇔  (x⋅y)5 = x5⋅y5  ⇔     (y⋅x)4 = x4⋅y4       
(1) 

x4⋅y4 
)G(Zx4∈

=  y4⋅x4 
)1(
= (x⋅y)4  

)1(
⇒    (x⋅y)4 = (y⋅x)4       (2) 

p = 2⋅t+1  ⇒    (x⋅y)2⋅t+1 = (y⋅x)2⋅t+1 = e                      (3) 
Ridicând la pătrat relaţia  (3)  obţinem:     (x⋅y)4⋅t+2 = (y⋅x)4⋅t+2 
Din  (2)  obţinem   (x⋅y)4⋅t = (y⋅x)4⋅t  şi folosind şi relaţia precedentă deducem: 
(x⋅y)2 = (y⋅x)2  ⇒  (x⋅y)2⋅t = (y⋅x)2⋅t. Folosind şi relaţia  (3)  obţinem  x⋅y = y⋅x  şi 
cum  x  şi  y  sunt oarecare, rezultă că  G  este abelian. 
Metoda a II-a.   Cum  e = xp∈Z(G)  deducem din propoziţia 4.1.8.  că şi   
x(4, p) = x1∈Z(G),  ∀ x∈G,   adică  G  e abelian. 
 
Observaţii: 
1)  Este evidentă eleganţa metodei a doua, chiar dacă necesită cunoştinţe în 
plus. 
 
2)  Se poate demonstra analog următoarea generalizare: 
 
Fie  ( G, ⋅ )  un grup de ordinul  p∈ N,  cu  p ≥ 2  impar şi fie  k∈N.  
Dacă  funcţia   f : G → G,   f(x) = 12k

x +  este un morfism surjectiv, atunci 
grupul   
( G, ⋅ )  este abelian. 
 
3)  Fie  ( G, ⋅ )  un grup de ordinul  p∈ N,  cu  p ≥ 2  impar.  
Dacă ∀ x∈G, ∃ k∈N  astfel încât  

k2x ∈ Z(G),  atunci grupul  G  este abelian. 
 
   R4.4.3.  Fie grupul  (G, ⋅ ) şi  n∈N*({1}  astfel încât funcţia 
 f : G → G,  f(x) = xn+1  este un automorfism al lui  G.  Să se demonstreze că: 
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a)  Funcţia  g : G → G,  g(x) = xn  este un endomorfism al lui  G. 
b)  Dacă  g  este injectivă sau  g  este surjectivă, atunci  G  este grup abelian. 
 

(Olimpiada Judeţeană Constanţa, 1994) 
 

Soluţie:  a)  f  automorfism  ⇒  f  morfism surjectiv  
10.1.4

⇒  xn∈Z(G),  ∀ x∈G 
Fie  x, y∈G.  g(x⋅y) = (x⋅y)n = (x⋅y)n+1⋅(x⋅y)−1 =(x⋅y)n+1⋅y−1⋅x−1 = xn+1⋅yn+1⋅ 
y−1⋅x−1 =  

= xn+1⋅yn⋅x−1
)G(Zyn∈

= xn+1⋅x−1⋅yn = xn⋅yn,  ∀ x, y∈G  ⇒  g  este  endomorfism. 

b)  I.  g  injectivă  Fie  x, y∈G.  Avem  (x⋅y)n = xn⋅yn
)G(Zxn∈

= yn⋅xn = (y⋅x)n  
injg
⇒  

⇒  x⋅y = y⋅x,  ∀ x, y∈G  ⇔  G  este grup abelian. 
II.  g  surjectivă  Fie  x, y∈G.  Atunci  ∃ α∈G,  αn = y. 

x⋅y = x⋅αn  
)G(Zn∈α

=  αn⋅x = y⋅x,  ∀ x, y∈G  ⇒  G  este grup abelian. 
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 5.  Morfisme de grupuri 
 
 Considerăm cunoscute noţiunile despre morfisme de grupuri din 
programa şcolară. Notăm, ca de obicei,  End(G) = {f : G → Gf endomorfism}  
şi   

Aut(G) = {f : G → Gf automorfism} 
 În cele ce urmează vom stabili câteva proprietăţi interesante referitoare 
la aceste mulţimi. 
 
 5.1.  Caracteristici ale lui  Hom(G, H) 
 
 Pentru început vom expune câteva proprietăţi generale în legătură cu 
morfismele de grupuri. 
 

Fie  (G, Β )  şi  (H, ( )  două grupuri.  
Notăm cu  Hom(G, H) = { f∈GHf morfism de grupuri}. 
Dacă grupul  (H, ( )  este comutativ, atunci pe mulţimea  Hom(G, H) putem 
defini o lege de compoziţie internă, determinată în mod natural de cele două 
operaţii date: dacă  f, g∈Hom(G, H),  definim  h = f(g  prin  h(x) = (f(g)(x) = 
f(x)(g(x), ∀ x∈G 
 
 5.1.1.  Propoziţie  Dacă  (G, Β )  şi  (H, ( )  sunt grupuri, iar  (H, ( )  este 
comutativ, atunci  (Hom(G, H), ( )  este grup comutativ (cu elementul neutru 
funcţia constantă  f(x) = He ,  ∀ x∈G  şi simetricul unui morfism  f  fiind 
morfismul  f , cu f (x) = f(x−1),  ∀ x∈G). 
 
Demonstraţie:   Dacă   f, g∈Hom(G, H)   atunci    (f(g)(xΒy) = f(xΒy)(g(xΒy) =  
= (f(x)(f(y))((g(x)(g(y)) = (f(x)(g(x))((f(y)(g(y)) = (f(g)(x)((f(g)(y),   
deci  f(g  este morfism. 
Dacă  He  este elementul neutru din  H  şi notăm tot cu  He  morfismul constant   

He (x) = He ,  ∀ x∈H,  atunci  f⋅ He = He ⋅f = f,  pentru orice  f∈Hom(G, H). 
Definind  f   prin  f (x) = f(x−1) = (f(x))−1,  ∀ x∈G,  f  verifică relaţia  f⋅ f= f ⋅f 
= He . 
Asociativitatea se verifică uşor. 
 
 5.1.2.  Observaţii a) Dacă  (G, ( )  este un grup comutativ, atunci mulţimea 
endomorfismelor  (End(G), ( )  formează o structură de grup.  
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b)  Fără ipoteza de comutativitate, operaţia „(” nu e lege de compoziţie pe  
End(G) 
 
 În continuare vom considera  (G, ⋅ ) un grup arbitrar şi vom urmări 
structurile algebrice dotate cu operaţia de compunere a funcţiilor definite pe  G. 
 
Definim  End(G) = Hom(G, G)  mulţimea endomorfismelor lui  G. 
               Aut(G) = {f∈End(G)f bijectivă}  mulţimea automorfismelor lui  G. 
                Inn(G) =  {iG∈Aut(G)g∈G},  unde  iG(x) = g−1⋅x⋅g,  ∀ x∈G 
                                mulţimea automorfismelor interioare ale lui  G. 
 
 5.1.3.  Propoziţie  
 a)  (End(G), Β )  este monoid. 
b)  (Aut(G), Β )  este grup 
c)  Aut(G) = U(End(G))  este grupul unităţilor monoidului  End(G). 
 
Demonstraţie:  a)  În general, compunerea morfismelor este morfism, elementul 
neutru este funcţia identică a lui  G, care este endomorfism, compunerea 
funcţiilor este asociativă. 
b), c)  Este suficient să demonstrăm  c), deci că automorfismele sunt elementele 
inversabile ale monoidului  (End(G), Β ), ceea ce este evident, din definiţie. 
 
 5.1.4.  Propoziţie  Mulţimea automorfismelor interioare  (Inn(G), Β )  
formează un subgrup normal în grupul automorfismelor  (Aut(G), Β ). 
 
Demonstraţie:  Dacă  

1gi , 
2gi ∈Inn(G),  atunci 

1gi Β
2gi =

12 ggi ⋅ ∈Inn(G), 

( ) 1
gi − = 1g

i − ,  

deci  (Inn(G), Β )  este subgrup. Pentru a verifica faptul că  Inn(G)  este subgrup 
normal în  Aut(G)  trebuie să arătăm că  f−1ΒInn(G)Βf = Inn(G),  ∀ f∈Aut(G). 
 (f−1ΒigΒf)(x) = f−1(ig(f(x))) = f−1(g−1⋅f(x)⋅g) = f−1(g−1)⋅x⋅f−1(g) = 
( ) 11 )g(f

−− ⋅x⋅f−1(g) = 
= (g′)−1⋅x⋅g′ = ig′(x),  unde  g′ = f−1(G),  deci  Inn(G) e subgrup normal în  
Aut(G). 
 
 5.1.5.  Propoziţie  Dacă  (G, ⋅ )  este  un  grup, atunci  funcţia   F : G → 
Inn(G),   
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F(g) = 1g
i −   este un morfism surjectiv de grupuri şi nucleul său este Ker(F) = 

Z(G),  centrul grupului  G. 
 
Demonstraţie:  Avem   F(g1⋅g2) = ( ) 1

21 gg
i −⋅

= 1
1

1
2 gg

i −− ⋅
= 1

1g
i − Β 1

2g
i − = F(g1)ΒF(g2),  

deci   F  este morfism (evident surjectiv). 
Ker(F) = {g∈GF(g) = 1G} ={ }Gx,x)x(iGg 1g

∈∀=∈ − =  

= {g∈Gg⋅x⋅g−1 = x,  ∀x∈G}={g∈Gg⋅x = x⋅g,  ∀ x∈G} = Z(G) 
 
 5.1.6.  Observaţie  Conform primei teoreme de izomorfism,  Z(G)  este 
subgrup normal în  G  şi grupul cât  G / Z(G)  este izomorf cu grupul  Inn(G). 
Deci:             G / Z(G) ≈ Inn(G) 
 
Cu ajutorul automorfismelor interioare se defineşte o relaţie de echivalenţă 
importantă pe mulţimea  P(G)  a submulţimilor unui grup  G, relaţia de 
conjugare. 
 5.1.7.  Definiţie  Spunem că   X1, X2∈ P(G)  sunt  submulţimi  conjugate  (şi  
notăm  
X1 ∼ X2), dacă există un automorfism interior  f∈Inn(G)  astfel ca  f(X1) = X2. 
 
Dacă  H  este  un subgrup al lui  G,  se defineşte relaţia de conjugare relativă la 
H: 
 
 5.1.8.  Definiţie  Spunem că X1, X2∈ P(G)  sunt  submulţimi  conjugate relativ 

la subgrupul  H (şi notăm  X1 
H
∼X2 ) dacă există  h∈H astfel ca X2 = h−1⋅ X1⋅h = 

Hi (X1) 
 
 5.1.9.  Observaţii 
a) Relaţia de conjugare este o relaţie de echivalenţă pe  P(G). Mai mult, toate 
mulţimile dintr-o clasă de echivalenţă au acelaşi cardinal. 
b)  Relaţia de conjugare relativă la un subgrup este o relaţie de echivalenţă pe  
P(G) şi toate mulţimile unei clase de echivalenţă au acelaşi cardinal. 
c) Dacă grupul  G  este comutativ, atunci relaţia de conjugare este relaţia de 
egalitate. 
d)  Dacă subgrupul  H  este inclus în centrul grupului  G  atunci relaţia de 
conjugare relativă la  H  este relaţia de egalitate. 
 
 Dacă restrângem relaţiile de conjugare la submulţimile lui  G  formate 
din câte un element, identificând  g∈G  cu  {g}∈ P(G)  obţinem relaţii pe  G: 
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        x ∼ y  ⇔  ∃ g∈G,  y = g−1⋅x⋅g        şi             x 
H
∼y  ⇔  ∃ h∈H,  y = h−1⋅x⋅h 

 
 5.1.10.  Observaţii   
a)  Clasele de echivalenţă pentru relaţiile de conjugare sunt: 
                        x̂ = {g−1⋅x⋅gg∈G}        şi          Hx̂ = {h−1⋅x⋅hh∈G}   
b)  O clasă de conjugare este formată dintr-un singur element,  x̂ = {x}  dacă şi     
      numai dacă  x∈Z(G). 
c)  Dacă notăm cu  Ĝ  mulţimea claselor de conjugare pentru un grup finit, 
avem: 
                                G=∑

∈Ĝĝ

ĝ = Z(G)+ ∑
≥
∈

2ĝ
Ĝĝ

ĝ . 

 
Exemplu:  Considerăm grupul  GLn(C)  al matricelor pătratice de ordinul  n, 
nesingulare. Relaţia de conjugare este relaţia de asemănare:  două matrice  A, B  
sunt asemenea (conjugate) dacă există o matrice  P∈GLn(C)  astfel ca  B = 
P−1⋅A⋅P. 
 
 
 5.2.  Caracteristici ale lui  End(G)  pentru unele grupuri finite 
 
 Fie grupul comutativ  (G, ⋅ ).  Pe  End(G) definim operaţia: 

⋅ : End(G) × End(G) → End(G),  (f⋅g)(x) 
def
= f(x)⋅g(x),  ∀ x∈G.  (ca în  5.1.) 

Atunci  (5.1.1.)  (End(G), ⋅ )  este grup abelian, iar dacă grupul  G  este finit, 
atunci, evident şi grupul  End(G)  este finit.  
Reamintim  că  elementul  neutru al acestui grup  este funcţia constantă  
e∈End(G) 
e (x) = e, ∀ x∈G  şi că pentru  f∈End(G), f ∈End(G), f (x) = f(x−1)  este 
simetricul său în grupul (End(G), ⋅ ). 
 
 5.2.1.  Propoziţie  Fie  (G, ⋅ )  un grup abelian finit. Atunci numărul 
endomorfis-melor lui  G  are aceeaşi paritate cu numărul elementelor lui  G. 

Marian Andronache 
 
Demonstraţie:  Dacă  End(G)= 2k,  cu  k∈N*,  din teorema lui Cauchy 
obţinem că există  f∈End(G),  ord(f) = 2  (şi deci  f ≠ e ).  Aşadar,  ∀ x∈G,  
f2(x) = e (x) = e. 
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Fie  x∈G  astfel încât  f(x) ≠ e.  Atunci  ord(f(x)) = 2  şi deci  G  are un element 
de ordin par, aşadar (din teorema lui Lagrange) rezultă că  ord(G)  este par. 
Reciproc, dacă  ord(G)  este par, există  a∈G,  ord(a) = 2. 
Cum  (End(G), ⋅ ) =  este grup, avem  )G(End

G1 (a) = e (a) = e  şi deci  aEnd(G) = e  
şi cum  a2 = e  rezultă că  End(G)  este par  (din  1.1.10, C3.) 
 
 5.2.2.  Propoziţie  Fie  (G, ⋅ )  un grup abelian finit şi  H  un subgrup al său. 
Notăm  F(H) = {f∈End(G)f(H) = H}.  Atunci:     f∈F(H)  ⇔ f ∈F(H). 
 
Demonstraţie:  „⇒”  Dacă  x∈H  ⇒  x−1∈H. 

Atunci:  f (x) 
def
= f(x−1)

ip
∈H   şi deci  f (H) ⊂ H. 

Fie  y∈H.  Atunci,  cum  f(H) = H,  ∃ x∈H,  y = f(x) = f (x−1)  ⇒  y∈ f (H) şi 
deci  H ⊂ f (H).  În concluzie,  f (H) = H,  adică  f ∈F(H). 
„⇐”  Evident, folosind implicaţia  „⇒”  şi faptul că  f = f. 
 
 5.2.3.  Propoziţie  Fie  (G, ⋅ )  un grup abelian finit şi  H≠ {e}  un subgrup al 
său,   
a)  Dacă  există  a∈H, cu  a2 ≠ e, atunci  F(H)  este par. 
b)  Dacă  există  a∈G, cu  a2 ≠ e, atunci  Aut(G)  este par. 
 

Marian Andronache 
Demonstraţie:  a)  Fie  f∈F(H).  Atunci  f(a2)∈H. 
G fiind grup finit, funcţia surjectivă f / H : H → H  este şi injectivă şi cum  f(e) = 
e  şi  a2 ≠ e,  rezultă că  f(a2) ≠ e.   
Avem  (din 5.2.2.) că şi  f ∈F(H).   
Presupunem că  f = f . Atunci  f(a) = f (a) = f(a−1)  şi deci  f(a2) = e,  fals. 
Aşadar,  F(H) = { }f,f

Hf∈
U   şi deci  F(H)  este par. 

b)  G  fiind grup finit, endomorfismele  f  astfel încât  f(G) = G  sunt şi injective 
şi deci  F(G) = Aut(G) şi din punctul  a)  rezultă concluzia. 
 
 5.2.4.  Consecinţă  Grupurile comutative finite care au un număr impar de 
automorfisme sunt grupul nul şi grupurile de ordinul 2. 
 
Demonstraţie:  Din proprietatea anterioară deducem că pentru ca  Aut(G) să 
fie impar e necesar ca  ∀ a∈G,  a2 = e.  Atunci  G  se poate organiza ca Z2 – 
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spaţiu vectorial. Dacă  {e1, e2, ..., ek}  este o bază în  G,  ∀ x∈G, ∃! α1, α2, ..., 
αk∈{0, 1} astfel încât  x = 1

1eα ⋅ 2
2eα ⋅ ...⋅ k

keα . 

I.  k ≥ 2  Definim  f : G → G,  f(x) = f ( 1
1eα ⋅ 2

2eα ⋅ ...⋅ )k
keα  = 2

1eα ⋅ 1
2eα ⋅ ...⋅ k

keα . 
Se verifică uşor că  f∈Aut(G)  şi  fΒf = 1G,  adică  ord(f) = 2,  deci  Aut(G)e 
par. 
II.  k = 1   Atunci  G ≈ Z2  şi  Aut(Z2) = { }

2Z1 . 
III.  k = 0  Atunci  G = {e}  şi  Aut(G) = {1G}. 
Aşadar grupurile căutate sunt  {e}  şi grupurile cu 2 elemente. 
 
 5.2.5.  Definiţie  Fie  (G, ⋅ )  un grup. Funcţia  f : G → G  are proprietatea (S) 
dacă oricare ar fi un subgrup  H  al lui  G,  f(H)  este un subgrup al lui  G. 
 
 5.2.6.  Propoziţie  Fie (G, ⋅ )  un grup şi  H  un subgrup propriu al său. Atunci 

funcţia  f : G → G,   f(x) =




∈
∈

H\Gx,e
Hx,x

  are proprietatea  (S)  şi  f  nu este un 

endomorfism al lui  G. 
 
Demonstraţie:  Evident,  f(H) = H  şi ∀ H1  subgrup al lui  G,  f(H1) = H1 ∩ H. 
Cum intersecţia a 2 subgrupuri ale lui  G  este un subgrup al lui  G,  obţinem că  
f  are proprietatea  (S). 
Fie  a∈H,  a ≠ e  şi  b∈ G \ H.  Atunci  a⋅b∈G \ H. 
Rezultă  e = f(a⋅b),  iar  f(a)⋅f(b) = a  şi deci  f  nu este morfism. 
 
 5.2.7.  Propoziţie  Fie (G, ⋅ )  un grup cu  G≥ 3.  Dacă orice funcţie cu  (S)  
este un endomorfism al lui  G,  atunci  (G, ⋅ ) ≈ (Z3, + ). 

Marian Andronache 
 
Demonstraţie:  Din propoziţia anterioară deducem că pentru ca ipoteza să fie 
verificată este necesar ca  G  să nu aibă subgrupuri proprii. (Aşadar, dacă  G  
este grup finit, ordinul său trebuie să fie prim) 
 Presupunem că  ord(G) ≥ 4.  Atunci  G  nu are elemente de ordinul 2 (un 
element de ordinul  2  ar genera un subgrup propriu) 
 Fie  a, b∈G \ {e},  a ≠ b,  a−1 ≠ b  şi funcţia  f : G → G,  f(x) 

=







=
=

restîn ,x
bx,a
ax,b

. 
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din ipoteză, cum  f are proprietatea  (S)  rezultă că  f  este nu endomorfism al lui  
G. 
Avem  a−1 ≠ a  şi  a−1 ≠ b  (din alegerea făcută).  
Mai mult,  b−1 = (f(a))−1 = f(a−1) = a−1  ⇒  b = a,  contradicţie. 
Aşadar  ord(G) = 3  şi  (G, ⋅ ) ≈ (Z3, + ). 
 
 
 5.3.  Transport de structură 
 
 Scopul acestui paragraf este de a furniza o metodă mai simplă de a 
demonstra că o mulţime are structură de grup în raport cu o operaţie oarecare, 
decât metoda verificării efective a axiomelor din definiţie. Pentru aceasta, va fi 
suficient să identificăm o funcţie bijectivă convenabilă de la mulţimea 
respectivă la un grup cunoscut, datorită următorului rezultat: 
 
 5.3.1.  Teoremă  Fie  (G, ( )  un grup, M  o mulţime nevidă şi  f : G → M  o 
funcţie bijectivă. Atunci: 
a)  există o unică lege  „Β”  pe  M  astfel încât  ∀ x, y∈G,  f(x(y) = f(x)Βf(y) 
b)  (M, Β )  este un grup izomorf cu  (G, ( ) 
(Spunem că legea  „Β”  este obţinută prin transportul legii  „(”  de la  G  la  
M,  prin funcţia  f.) 
 
Demonstraţie:  Fie α, β∈M. Definim  αΒβ = f(f−1(α)(f−1(β)) 
f−1(α)∈G,  f−1(β)∈G  ⇒  f−1(α)(f−1(β)∈G  ⇒ αΒβ∈G  şi  „Β”  e lege de 
compoziţie 
Asociativitatea:  Fie  α, β, γ∈M.  (αΒβ)Βγ = f(f−1(αΒβ)(f−1(γ)) = 

 f(f−1(f(f−1(α)(f−1(β)))(f−1(γ)) = f((f−1(α)(f−1(β))(f−1(γ))
∗
=

asoc
f(f−1(α)((f−1(β)(f−1(γ))) 

= f((f−1(α)(f−1(f( f−1(β))(f−1(γ)))) = f((f−1(α)(f−1(βΒγ)) = αΒ(βΒγ) 
Element neutru:  Dacă  e∈G  este elementul neutru, notăm  e′ = f(e)∈M. 
Fie  α∈M.  αΒe′ = f(f−1(α)(f−1(e′)) = f(f−1(α)(e) = f(f−1(α) = α. 
Analog rezultă   e′Βα = α  şi deci  e′  este elementul neutru al lui  (M, Β ). 

Elemente simetrizabile:  Fie  α∈M  
văbijectif

⇒  ∃! x∈G,  f(x) = α. 
Notăm  α′ = f(x′),  unde  x′  este simetricul din  G  al lui  x. 
αΒα′ = f(f−1(α)(f−1(α′)) = f(x(x′) = f(e) = e′   şi analog obţinem  α′Βα = e′,  
aşadar α′  este simetricul din  M  al lui  α. 
În concluzie,  (M, Β )  este grup. 
Mai mult,     ∀ x, y∈G,   f(x)Βf(y) = f(f−1(f(x))(f−1(f(y))) = f(x(y). 
Demonstrăm acum că  „Β”  este unica lege cu proprietatea din enunţ. 
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Fie  „⊥”  o lege de compoziţie pe  M  astfel încât  f(x(y) = f(x) ⊥ f(y),  ∀ x, 
y∈G. 
Pentru  α, β∈M,  ∃! x, y∈G  astfel încât  f(x) = α,  f(y) = β. 
α ⊥ β = f(x) ⊥ f(y) = f(x(y) = f(f−1(α)(f−1(β)) = αΒβ,  aşadar legile coincid. 
 
 5.3.2.  Observaţii 
a)  Dacă grupul  (G, ( )  este comutativ, atunci şi grupul  (M, Β )  este 
comutativ. 
b)  f  este un izomorfism de la  G  la  M. 
c)  Dacă  pentru  grupul   (G, ( )   şi  mulţimea  nevidă   M  avem  funcţia  
bijectivă   
g : M → G,   atunci există o unică lege  „Β”   pe  M astfel încât   
                                     ∀ x, y∈G,   g(xΒy) = g(x)(g(y), 
şi anume:                      ∀ α, β∈M,  αΒβ = g−1(g(α)(g(β)) 
iar  (M, Β )  este un grup izomorf cu grupul  (G, ( ). 
 
 5.3.3.  Exemple 

1)  a)  să se arate că funcţia  f (−1, 1) → R,  f(x) = tg
2
xπ   este bijectivă. 

b)  Să se înzestreze mulţimea  G = (−1, 1)  cu o structură de grup comutativ. 
 
Soluţie:  a)  f  este strict crescătoare, deci injectivă. 
f  e continuă pe  (−1, 1)  şi  

1x
1x

lim
−>
−→

f(x) = −∞,  
1x
1x

lim
<
→

f(x) = ∞,  deci  f  e şi surjectivă. 

b)  Conform observaţiei 5.3.2. c),  considerând grupul comutativ  (R, +)  şi 

definind legea  „Β”    astfel:     xΒy = arctg 





 π

+
π

2
ytg

2
xtg ,  ∀ x, y∈(−1, 1), 

obţinem că  (G, Β )  este grup abelian şi  (G, Β ) ≈ (R, + ). 
 
2)  Determinaţi grupul  (G, ( )  ştiind că funcţia  f: (0, ∞) → G,  f(x) = x+1  este 
un izomorfism de grupuri de la  (R ∗

+ , ⋅ )  la  (G, ( ). 
 
Soluţie:  f  bijectivă  ⇒  Im f = G,  dar  Im f = (1, ∞)  şi deci  G = (1, ∞). 
Grupul  (G, ( )  se obţine prin transport de structură al grupului  (R ∗

+ , ⋅ )  prin 
funcţia  f  şi deci legea este:  x(y = f(f−1(x)⋅f−1(y)),  ∀ x, y∈(1, ∞). 
Avem  f−1: (1, ∞) → (0, ∞),  f−1(y) = y−1  şi deci   
           x(y = f((x−1)(y−1)) = (x−1)(y−1)+1 = x⋅y − x − y + 2,  ∀ x, y∈(1, ∞) 
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Probleme rezolvate 
 
   R5.4.1.  Să se arate că  Hom(Z, G) ≈ G,  pentru orice grup  G. (Z  este grupul 
aditiv al numerelor întregi) 
 
Soluţie:  Un morfism  f∈Hom(Z, G)  este unic determinat de valoarea  f(1),  
pentru că  ∀ k∈Z,  f(l) = k⋅f(1).   

Se verifică uşor că funcţia  F : Hom(Z, G) → G,  F(f) = f(1) este un 
izomorfism de grupuri. 
 
   R5.4.2.  Să se arate că  End(Q) ≈ Q. 
 
Soluţie:  Se demonstrează uşor că dacă f∈ End(Q)  şi  f(1) = a∈Q,  atunci 
∀ x∈Q,  f(x) = a⋅x  şi că funcţia  F : End(Q) → Q,  F(f) = f(1)  este un 
izomorfism de grupuri. 
 
   R5.4.3.  Să se arate că  Hom(Q, Z) = {0},  unde cu  0  am notat morfismul 
nul. 

Soluţie:  Dacă  f∈ Hom(Q, Z)  şi  f(1) = a∈Z,  atunci  ∀ n∈N*,  f 







n
1

=
n
1
⋅a   şi 

deci  
n
1
⋅a∈Z,  ∀ n∈N*.  În consecinţă  a = 0  şi  f  este morfismul nul. 

 
   R5.4.4.  Fie  (G, ⋅ )  un grup, iar u, v∈End(G). Definim funcţiile  f, g : G → 
G,   
f(x) = x − v(u(x)),  g(x) = x − u(v(x)).  să se arate că  f  este surjectivă dacă şi 
numai dacă  g  este surjectivă. 
 
Soluţie:  Se cunoaşte următorul rezultat: 
 
Lemă  Fie  M  şi  N  două mulţimi nevide şi funcţia  f : M → N.  Atunci: 
1)  f  este injectivă  ⇔  f  admite o retractă (o inversă la stânga), adică 
                                    ∃ g : N → M  astfel încât  gΒf = 1M 
2)  f  este surjectivă  ⇔  f  admite o secţiune (o inversă la dreapta), adică 
                                    ∃ h : N → M  astfel încât  fΒg = 1N 
3) f  este bijectivă  ⇔  f  este inversabilă la stânga şi la dreapta  ⇔  f  este  
    inversabilă. 
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Observaţii  a)  Este posibil ca  f : G → H  să fie un morfism injectiv de grupuri 
şi nici o retractă a sa să nu fie morfism de grupuri. De exemplu, morfismul  f : 
Z → Z   f(n) = 3n  este injectiv. Dacă ar exista retracta  r : Z → Z  care să fie şi 
morfism, am avea  1 = (rΒf)(1) = r(f(1)) = r(3) = 3r(1), relaţie imposibilă în  Z. 
b)  Este posibil ca nici o secţiune a unui morfism surjectiv să nu fie morfism. 
De exemplu,  f : Z → Zn,  f(x) = x̂   este un morfism surjectiv, dar singurul 
morfism de la  Zn  la  Z  este morfismul nul. 
 
Revenim la soluţia problemei: 
 
Presupunem că  f  e surjectivă. Din lemă, deducem că  ∃  s: G → G,  fΒs = 1G,  
adică  ∀ x∈G,  (1G − vΒu)(s(x)) = x,  deci       (vΒuΒs)(x) = s(x) − x,  ∀ x∈G         
(1) 
Demonstrăm că funcţia  α : G → G,  α(x) = x + (uΒsΒv)(x)  este o secţiune a 
lui  g. 
Într-adevăr, (gΒα)(x) = α(x) − (uΒv)(α(x)) = x + (uΒsΒv)(x) − (uΒv)(x + 
(uΒsΒv)(x)) =  

)G(Endvu ∈
=

o

x+(uΒsΒv)(x)−(uΒv)(x)−(uΒvΒuΒsΒv)(x)
)1(
=  

x+(uΒsΒv)(x)−(uΒv)(x)−u(s(v(x)) − v(x))
)G(Endu∈

= x + (uΒsΒv)(x) −(uΒv)(x) − 
(uΒsΒv)(x) + u(v(x)) = x,  ∀ x∈G. 
Analog se demonstrează cealaltă implicaţie. 
 
   R5.4.5.  Fie Aut(Dn) grupul automorfismelor grupului diedral de grad n.  
Să se arate că ord( Aut(Dn) ) = ϕ(n)⋅n, unde ϕ  este indicatorul lui Euler. 

                                                                        Olimpiadă, Constanţa 1988 
 
Soluţie :   Reamintim că dacă n∈N*, ϕ(n) este numărul numerelor naturale mai 
mici decât n şi prime cu n şi că Dn este grupul izometriilor planului ce invariază 

poligonul regulat cu n laturi (n∈N*, n ≥ 3). Dacă ρ este rotaţia de unghi 
n

2π  în 

jurul centrului poligonului, iar ε este simetria faţă de o axă de simetrie a 
poligonului, atunci ord(ρ) = n, ord(ε) = 2, ρ⋅ε = ε⋅ρ n-1  şi grupul diedral de grad 
n este  Dn = {e, ρ, ρ2, ..., ρ n−1, ε, ε⋅ρ, ε⋅ρ2, ..., ε⋅ ρ n−1} 
 Reamintim de asemenea că dacă (G, ⋅ )  şi  (G′ ⋅ ) sunt grupuri,  f este un 
morfism   injectiv  de  grupuri  şi  a∈G, atunci  ord(a) = ord(f(a)),  ord(ak) 

=
)m,k(

m , unde m = ord(a). 
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 Revenind la soluţia problemei, pentru ca  f∈Aut(Dn)  să fie bine definit, 
este suficient să ştim cum acţionează asupra elementelor   ε, ρ∈Dn . 
Fie k, p∈{0, 1},  s, t∈{0, 1, ..., n−1}, astfel  încât  f(ρ) = εk⋅ρt   şi  f(ε) = εp⋅ρs. 
Presupunem că t = 0 şi deci că  f(ρ) = εk,  aşadar sau f(ρ) = e,  ceea ce 
contrazice injectivitatea lui f, sau  f(ρ) =  ε,  imposibil, pentru că  ρ  şi  ε  nu au 
acelaşi ordin. 
Aşadar  t ≠ 0. Presupunem k ≠ 0 si deci f(ρ) = ε⋅ρt . Dar ε⋅ρt este o simetrie, deci 
are ordinul 2, iar f(ρ) are ordinul n, contradicţie. 
Aşadar, k = 0 si  f(ρ) = ρt , cu  t∈{0, 1, ..., n−1}. 

Mai mult, ord( ρt ) = 
)n,t(

n   şi cum ord(ρ) = n  = ord( f(ρ) ),  rezultă că  (t, n) =1  

şi   
deci există  ϕ(n)  posibilităţi  pentru  a  alege  f(ρ)     (1)  
Pentru ca  f(ε) să aibă acelaşi ordin cu  ε, care este o simetrie, trebuie ca   f(ε) să 
fie tot o simetrie, deci de forma  f(ε) = ε⋅ρs, cu s∈{0, 1, ..., n−1}. Există deci n 
posibilităţi de a alege f(ε). Folosind afirmaţia (1) deducem că există  ϕ(n)⋅n 
posibilităţi de a alege  f(ε)  şi  f(ρ) şi aşadar există  ϕ(n)⋅n automorfisme ale lui 
Dn . 
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 6. Congruenţe pe grupuri. Grupuri cât. Teoreme de izomorfism 
 
 6.1. Relaţii de echivalenţă definite de subgrupuri 
 
 Fie ),( ⋅G  un grup şi GH ⊂  o submulţime. Pe mulţimea G definim 
relaţiile GGH ×⊂ρ  şi GGH ×⊂ρ '  prin: 

Hyxyx
def

H ∈⇔ρ∈ −1),(  

Hyxyx
def

H ∈⇔ρ∈ −1'),(  
  6.1.1. Propoziţie. Relaţiile Hρ  şi '

Hρ  sunt relaţii de echivalenţă pe G 
dacă şi numai dacă ),( ⋅H  este subgrup în ),( ⋅G . 
 Demonstraţie. Dacă ),( ⋅H  este subgrup în ),( ⋅G  atunci He∈  sau 

Hxx ∈−1  sau Hxx ∈−1  deci Hxx ρ∈),(  şi '),( Hxx ρ∈ . 
 H este parte stabilă deci dacă Hyx ρ∈),(  şi Hzy ρ∈),(  atunci Hyx ∈−1  
şi Hzy ∈−1  deci Hzxzyyx ∈= −−− 111 ))((  sau Hzx ρ∈),(  deci relaţia Hρ  este 
tranzitivă (la fel şi relaţia '

Hρ ). 
 Dacă Hyx ρ∈),(  atunci Hyx ∈−1  care este subgrup şi atunci 

Hxyyx ∈= −−− 111 )(  sau Hxy ρ∈),(  deci relaţia Hρ  este simetrică. În concluzie 
relaţia Hρ  este echivalenţa pe G (la fel şi relaţia '

Hρ ). 
 Reciproc. Să presupunem că Hρ  este relaţie de chivalenţă şi să arătăm 
că ),( ⋅H este subgrup în ),( ⋅G . 
 Din reflexivitatea relaţiei Hρ , Hxx ∈),(  deci Hxx ∈=− 11 . 
 În loc de Hx∈  putem scrie Hx∈⋅1  sau Hx ρ∈),1(  şi din simetria 
relaţiei Hρ  rezultă Hx ρ∈)1,(  sau Hx ρ∈⋅− 11  deci Hx ∈−1 . 
 Dacă Hx∈  şi Hy∈  atunci Hx ∈−1 , Hx ρ∈− )1,( 1 , Hy ρ∈),1(  şi din 
tranzitivitatea relaţiei Hρ  rezultă Hyx ρ∈− ),( 1  sau Hxy∈ . În concluzie H este 
subgrup. Analog se arată că din '

Hρ  relaţie de echivalenţă rezultă H este 
subgrup. 
  6.1.2. Definiţie. Dacă ),( ⋅G  este grup şi ),( ⋅H  un subgrup al său, 
relaţiile Hρ  şi '

Hρ  se numesc relaţiile de echivalenţă induse de subgrupul H (la 
stânga, respectiv la dreapta). 
  6.1.3. Observaţie. a) Clasele de echivalenţă pentru relaţia Hρ  sunt 

}|{ˆ HhxhHxx ∈=⋅= , iar pentru relaţia '
Hρ  sunt }|{'ˆ HhhxxHx ∈=⋅= . 
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 b) Între clasele de echivalenţă la stânga şi dreapta există bijecţia 
HxxH a , mulţimile cât HG ρ/  şi '/ HG ρ  sunt cardinal echivalente. 

 c) Dacă }1{=H  relaţiile Hρ  şi '
Hρ  sunt relaţiile de egalitate iar dacă 

GH = , relaţiile Hρ  şi '
Hρ  sunt relaţiile universale, 

 
 
 6.2. Relaţii de congruenţă. Subgrupuri normale 
 
 Fie ),( ⋅G  un grup. 
  6.2.1. Definiţie. O relaţie de echivalenţă pe G, GG×⊂ρ  se numeşte 
relaţie de congruenţă pe G sau relaţie de echivalenţă compatibilă cu structura de 
grup dacă din ipotezele ρ∈),( 21 xx  şi ρ∈),( 21 yy  rezultă ρ∈⋅⋅ ),( 2121 yyxx . 
Vom nota cu )(GC  mulţimea congruenţelor pe G. 
  6.2.2. Exemplu. Pe grupul ),( +Z  relaţia |}||||),{( yxyxR =×∈= ZZ  
este o relaţie de echivalenţă dar nu o relaţie de congruenţă, dar relaţia 

xyx ||),{(=ρ  şi y au aceeaşi paritate} este o relaţie de congruenţă. 
  6.2.3. Propoziţie. Dacă GG×⊂ρ  este o relaţie de congruenţă pe 
grupul ),( ⋅G  atunci: 
 a) Din ρ∈),( yx  rezultă ρ∈−− ),( 11 yx . 
 b) Din ρ∈),( 21 xx  şi ρ∈),( 21 yy  rezultă ρ∈−− ),( 1

22
1

11 yxyx . 
Dar: 
 a) Avem 11 −− ρxx  şi yxρ  deci yxxx 11 −− ρ  sau yx 11 −ρ . Din yx 11 −ρ  şi 

11 −− ρyy  rezultă 111 )(1 −−− ρ yyxy  sau 11 −− ρxy  sau 11 −− ρyx . 
 b) Din a) rezultă că dacă ρ∈),( 21 yy  atunci ρ∈−− ),( 1

2
1

1 yy  şi adăugând 
ρ∈),( 21 xx  rezultă ρ∈−− ),( 1

22
1

11 yxyx . 
  6.2.4. Observaţie. Dacă GG×⊂ρ  este o congruenţă pe G atunci clasa 
de echivalenţă în raport cu ρ a elementului neutru HxGx =ρ∈∈=〉〈ρ })1,(|{1  
este un subgrup iar relaţiile de echivalenţă Hρ  şi '

Hρ  definite de H sunt 
ρ=ρ=ρ '

HH . Reciproca nu este adevărată, nu orice subgrup GH ≤  determină 
o congruenţă pe G. 
  6.2.5. Definiţie. Se spune că subgrupul ),( ⋅N  este subgrup normal în 
grupul ),( ⋅G  dacă NxxN =  pentru orice Gx∈ . 

})|{}({ NggxNgxg ∈=∈=  şi notăm GN < . 
  6.2.6. Propoziţie. Dacă ),( ⋅N  este subgrup în ),( ⋅G  atunci următoarele 
afirmaţii sunt echivalente: 
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 a) ),( ⋅N  este subgrup normal în ),( ⋅G  )( GN <  
 b) NxNx =−1  pentru orice Gx∈  
 c) Relaţiile de echivalenţă induse de NN ρ,  şi '

Nρ  coincid )( '
NN ρ=ρ . 

 d) Mulţimile cât NG ρ/  şi '/ NG ρ  coincid. 
 Demonstraţie. a) ⇔ b) NxxN =  dacă şi numai dacă pentru orice Ng∈  
există Ng ∈'  astfel ca '' 1 gxgxxgxg =⇔= −  sau putem inversa g cu g'. 
 b) ⇔ c) xNyNyxyx N ∈⇔∈⇔ρ −1  
  NxyNyxyx N ∈⇔∈⇔ρ −1'  
deci GxNxxNNN ∈=⇔ρ=ρ ,' . 
 c) ⇔ d) '' //,'ˆˆ NNNN GGGxxx ρ=ρ⇔∈=⇔ρ=ρ . 
  6.2.7. Observaţie. a) Într-un grup abelian orice subgrup este subgrup 
normal. 
 b) Dacă indicele subgrupului H în G este 2, 2]:[ =HG  atunci H este 
normal în G. 
( HxHxHHGHG ∪=∪=⇔= 2]:[  cu Hx∉  şi cum ∅=∩HxH  rezultă 

HxxH = .) 
 c) În grupul permutărilor ),( onS  subgrupul altern 

}1sgn|{ =σ∈σ= nn SA  este normal. 
( nnn IAS ∪=  unde }1sgn|{ −=σ∈σ= nn SI , dacă τ este o transpoziţie atunci 

nnn AAI oo σ=σ=  deci nA  este subgrup de indice 2.) 
 d) Centrul unui grup G, )(GZ  este subgrup normal în G. 
 Legătura dintre subgrupurile normale şi congruente este dată de 
următoarea afirmaţie: 
  6.2.8. Propoziţie. Relaţia de echivalenţă GG×⊂ρ  pe grupul G este o 
congruenţă pe G dacă şi numai dacă există un subgrup normal GN <  astfel ca 

Nρ=ρ . 
 Demonstraţie. Dacă )(GC∈ρ  este congruenţă, definim 

}1|{}1|{1 xGxxGxN ρ∈=ρ∈=〉〈ρ= . Arătăm că GN <  şi că Nρ=ρ . 
 Dacă Nyx ∈,  atunci 1ρx , 1ρy  deci 1ρxy  sau Nxy∈ . Din 1ρx  rezultă 

11 11 =ρ −−x  deci Nx ∈−1 , în concluzie ),( ⋅N  este subgrup în G. 
 Pentru a arăta că N este subgrup normal trebuie verificată egalitatea 

NxNx =−1 . E suficient să arătăm că pentru orice Gx∈  şi orice 〉〈ρ=∈ 1Ng  
elementul 〉〈ρ∈− 11xgx . 
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 Avem 11,1, −− ρρρ xxgxx  din care rezultă 111 =ρ −− xxxgx . Pentru a arăta 
că '

NN ρ=ρ=ρ  observăm că  
yxyyxyxyNyxyx N ρ⇔ρ⇔ρ⇔〉〈ρ=∈⇔ρ −−− 111 1)(1  

şi analog yxyx N ρ⇔ρ ' . 
 Reciproc. Dacă GN <  arătăm că Nρ  este congruenţă pe G. Avem 

NxxNxxxx N 122
1

121 ∈⇔∈⇔ρ −  
Nyyyy N 1221 ∈⇔ρ  şi atunci 

NyxNNyxNNyxNyNxyx )()()())(( 1111111122 ====  
deci 2211 yxyx Nρ . 
  6.2.9. Observaţie. Funcţia )()(: GSGCF N→  ( )(GSN  este mulţimea 
subgrupurilor normale în G) definită prin 〉〈ρ=ρ 1)(F  cu inversa 

)()(:1 GCGSF N →− , NNF ρ=− )(1  realizează o corespondenţă biunivocă între 
congruenţe şi subgrupuri normale. 
 
 
 6.3. Nucleul unui morfism. Grupuri cât 
 
 Fie ),( ⋅G  şi ),'( ⋅G  două grupuri şi ': GGf →  un morfism de grupuri. 
  6.3.1. Propoziţie. Dacă ': GGf →  este un morfism de grupuri atunci 
mulţimea }'1)(|{ker =∈= xgGxf  este 1' este elementul neutru al grupului 

),'( ⋅G , este un subgrup normal în G numit nucleul morfismului f. 
 Demonstraţie. Dacă fyx ker, ∈  atunci '1)1( =f  sau '1)( 1 =−yyf  sau 

'1)()( 1 =−yfyf  sau '1)( 1 =−yf  deci fy ker1 ∈−  şi  
'1'1'1)()()( 11 =⋅== −− yfxfxyf  deci fxy ker1 ∈− . 

 Dacă Gx∈ , fg ker∈  atunci  
'1))()(()()()('1)()()()()( 11111 ===⋅⋅== −−−−− xfxfxfxfxfxfxfgfxfxgxf d

eci fxgx ker1 ∈− , ceea ce arată că grupul fker  este normal în G. 
  6.3.2. Observaţie. Se ştie că pentru orice funcţie MGf →:  relaţia 

)}()(|),{( yfxfGGyxKerf =×∈=  reprezintă o relaţie de echivalenţă pe G. 
  6.3.3. Propoziţie. Dacă ': GGf →  este morfism de grupuri atunci 
relaţiile fkerρ  şi Kerf  coincid. 
 Demonstraţie. Avem 

'1))()(()()(),( 1 =⇔=⇔∈ −yfxfyfxfKerfyx  
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ffyxfxyxyfyfxf ker
'
ker

111 ),(ker'1)('1)()( ρ=ρ∈⇔∈⇔=⇔=⇔ −−− . 
  6.3.4. Observaţie. Dacă ': GGf →  este un morfism de grupuri atunci 
relaţia Kerf  este o congruenţă pe G. 
  6.3.5. Propoziţie. Dacă ),( ⋅N  este subgrup normal în grupul ),( ⋅G  
atunci pe mulţimea cât '// NN GG ρ=ρ  se poate defini o structură de grup 
defininf operaţia pe clase: yxyx ⋅=⋅ ˆˆ , Gyx ∈, . 
 Demonstraţie. Mai întâi să arătăm că operaţia este bine definită, adică 
dacă xxx ˆ, 21 ∈  şi yyy ˆ, 21 ∈  atunci xyyxyx == 2211 , ceea ce rezultă uşor pentru 
că relaţia Nρ  este congruentă. Se verifică uşor că elementul neutru al grupului 

),/( ⋅ρNG  este N=1̂ , operaţia este asociativă, inversul lui x̂  este )()ˆ( 11 −− = xx . 
  6.3.6. Definiţie. Dacă N este subgrup normal în G, grupul ),/( ⋅ρNG  se 
numeşte grup cât şi se notează NG / . 
  6.3.7. Observaţie. a) Funcţia NGGpN /: → , NxxNxxpN === ˆ)(  se 
numeşte proiecţia canonică şi este un morfism surjectiv de grupuri pentru care 
nucleul NpN =ker . 
 b) Orice subgrup normal este nucleul unui morfism de grupuri. 
  6.3.8. Exemple. Dacă ),( += ZG  şi ),( += ZnN  atunci grupului ZZ n/  
este grupul ),( +nZ  al claselor de resturi modulo n. ( Nn∈ , 2≥n ). 
 
 
 6.4. Teoreme de izomorfism 
 
  6.4.1. Teoremă. Dacă ': GGf →  este un morfism surjectiv de grupuri 
atunci grupurile fG ker/  şi G' sunt izomorfe. 
 Demonstraţie. Considerăm diagrama: 

unde fGGp ker/: →  este proiecţia canonică xxp ˆ)( =  şi definim 
'ker/: GfGf →  prin )()ˆ( xfxf =  (astfel ca diagrama să fie comutativă, 

adică pff o= ). 

G G'

G/ker f

f

p f



 69

 Arătăm că funcţia f  este bine definită (nu depinde de alegerea 
reprezentantului într-o clasă) şi că funcţia f  este izomorfism de grupuri. 
 Dacă 21 ˆˆ xx =  atunci )()( 21 xfxf =  deci )ˆ()ˆ( 21 xfxf = . Avem 

)ˆ()ˆ()()()()()ˆˆ( yfxfyfxfxyfxyfyxf ====⋅  
'1)()()()ˆ()ˆ( 1

212121 =⇔=⇔= −xxfxfxfxfxf  

21
1

21 ˆˆker xxfxx =⇔∈− . 
  6.4.2. Observaţie. Dacă ': GGf →  este izomorfism de grupuri atunci 
grupurile fG ker/  şi )(Gf  sunt izomorfe. 
  6.4.3. Teoremă. Dacă ': GGf →  este un morfism surjectiv de grupuri 
şi H este subgrup normal în G atunci )(Hf  este subgrup normal în G' iar 
grupurile HG /  şi )(/' HfG  sunt izomorfe. 
 Demonstraţie. Dacă 'Gy∈  şi f este surjectivă, există Gx∈  astfel ca 

yxf =)( . Avem HxxH =  deci )()( HxfxHf =  sau )()()()( xfHfHfxf =  
adică ','' GyyHyH ∈=  unde )(' HfH = , deci )(Hf  este normal în G'. 

 Notăm proiecţiile canonice HGGp /: → , xHxxp == ˆ)ˆ(  şi 
)(/'':' HfGGp → , )(ˆ)( Hyfyyp == . Funcţia )(/':' HfGGfpg →= o  este 

compunere de morfisme surjective, deci morfism surjectiv, pentru care putem 
aplica teorema 1 de izomorfism şi avem: 

)(/'ker/ HfGgG ≈  
 Rămâne să arătăm că Hg =ker . 
 Avem ⇔=⇔=⇔=⇔∈ 1̂)('1̂))((''1̂)(ker xfxfpxggx  

HxHfxfHxf ∈⇔∈⇔∈ )()(')(  
 Ultima echivalenţă trebuie justificată: dacă prin absurd ar exista 

HGx \∈  astfel ca )()( Hfxf ∈  atunci fie Hh∈  astfel ca ⇔= )()( hfxf  
Hfxhhxf ⊂∈⇔= −− ker'1)( 11  )))((})'1({( 11 Hfff −− ⊂  şi atunci Hhxh ∈−1  

deci Hx∈ . 
 
 

G G'

G/H G'/f(H)

f

p g p'

f
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Probleme rezolvate 
 
   R6.5.1. Fie ': GGf →  un morfism de grupuri. Să se arate că: 
 a) Dacă 'GK <  atunci GKf <)(1− . 
 b) Dacă f este surjectiv şi GH <  atunci ')( GHf < . 
 c) Dacă f este surjectiv, aplicaţia )(HfH a  realizează o bijecţie între 
mulţimea subgrupurilor normale din G care conţin fker  şi mulţimea 
subgrupurilor normale din G'. 
 Soluţie. a) Dacă )(, 1 Kfyx −∈  atunci Kyfxfxyf ∈= −− 11 ))()(()(  deci 

)(11 Kfxy −− ∈ , )(1 Kf −  este subgrup. 
 Dacă Gx∈  şi )(1 Kfh −∈  atunci 

Kykyxfhfxfxhxf ∈== −−− 111 ))()(()()(  
deci )(11 Kfxhx −− ∈  şi astfel )(1 Kf −  este normal în G. 
 b) Dacă )(, Hfuz ∈ , Hyxyfyxfz ∈== ,),(),(  atunci Hxy ∈−1 , 

)()( 1 Hfxyf ∈−  sau )(1 Hfzu ∈−  deci ')( GHf ≤ . 
 Pentru a arăta normalitatea lui )(Hf  în G' trebuie să folosim ipoteza 
surjectivităţii lui f (altfel )(Hf  este normal doar în )(Gf ). Pentru 'Gz∈  şi 

)(Hfk∈  există Gx∈  şi Hh∈  astfel ca zxf =)(  şi khf =)( . Cum H este 
normal în G rezultă Hxhx ∈−1  deci )()( 1 Hfxhxf ∈−  sau )(1 Hfzkz ∈− , deci 

')( GHf < . 
 c) Vom arăta mai întâi că dacă f este surjectiv, atunci aplicaţia 

)(HfH a  realizează o bijecţie de la mulţimea subgrupurilor lui G care conţin 
fker  la mulţimea tuturor subgrupurilor lui G'. 

 Fie 'GK ≤ . Arătăm că există un unic subgrup GH ≤  astfel ca 
Hf ≤ker  şi KHf =)( . Mai întâi arătăm unicitatea: dacă GHf ≤≤ker  şi 
KHf =)(  arătăm că )(1 KfH −= . Pentru Hh∈ , KHfhf =∈ )()(  şi 

)(1 Kfh −∈  deci )(1 KfH −≤ . Reciproc, fie )(1 Kfx −∈ , deci 
)()( HfKxf =∈ , există Hh∈  astfel ca )()( hfxf = , deci Hfxh ⊂∈− ker1  

şi Hhxhx ∈= − )( 1  în concluzie )(1 KfH −= . 
 Fie acum )(1 KfH −= . Ştim că GH ≤  şi dacă fx ker∈  avem 

Kxf ∈= '1)(  deci HKfx =∈ − )(1 , adică Hf ≤ker . În fine, dacă Hx∈  avem 
Kxf ∈)( , deci KHf ⊂)( . Reciproc, dacă Ky∈  şi )(xfy =  atunci 

)(1 Kfx −∈  deci )()( Hfxfy ∈= , astfel KHf =)( . 
   R6.5.2. Fie ),( ⋅G  un grup şi AutG  grupul automorfismelor lui G, iar 

},)(|{ 1 GxgxgxfAutGfIntG gg ∈=∈= −  mulţimea automorfismelor interioare. 
Să se arate că IntGGZG ≈)(/ . ( )(GZ  este centrul grupului G). 
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 Soluţie. Considerăm funcţia IntGGF →: , fggF =)( . Se verifică 
faptul că F este morfism surjectiv de grupuri. Avem 

=∈=∈==∈= − },|{}1|{ker 1 GxxgxgGgfGgF gg  
)(},|{ GZGxxggxGg =∈=∈= . 

 Conform teoremei de izomorfism 
IntGGZG ≈)(/  

(izomorfismul este gfGgZ a)( ). 
   R6.5.3. Fie )(RnGL  grupul general liniar (al matricelor nesingulare) şi 

)(RnSL  grupul special liniar (al matricelor cu determinantul 1). Să se arate că 
)(RnSL  este subgrup normal în )(RnGL  şi 

*)(/)( RRR ≈nn SLGL  
 Soluţie. Considerăm funcţia determinant: 

*)(:det RR →nGL  
şi din )det()det()det( BAAB =  rezultă că este morfism de grupuri (surjectiv). 
Nucleul său este )(}1det|)({ker(det) RR nn SLAGLA ==∈= , care fiind nucleul 
unui morfism este subgrup normal şi se aplică teorema de izomorfism. 
 Observaţie. În )( pnGL Z  unde p este prim avem: 

1)(/)( −≈ ppnpn SLGL ZZZ  
   R6.5.4. Să se arate că dacă m, n sunt numere naturale prime între ele atunci 

nmmn ZZZ ×≈ . 
 Soluţie. Considerăm funcţia nmf ZZZ ×→: , )ˆ,()( xxxf = , unde am 
notat }1,...,1,0{ −= mmZ  şi }1,...,1̂,0̂{ −= nnZ . Avem 

)()()ˆ,()ˆ,()ˆˆ,(),()( yfxfyyxxyxyxyxyxyxf +=+=++=++=+  
deci f este morfism de grupuri. 
 Arătăm că f este surjectivă: fie ZZ ×∈ mzy )ˆ,( , arătăm că există Z∈x  
astfel ca )ˆ,()( zyxf =  sau )(|),(| zxnyxm −−  sau mkyx 1+=  şi nkzx 2+= , 
deci trebuie arătat că există 21,kk  astfel ca nkzmky 21 ==+  sau 

mknkzy 12 −=− . Dar se ştie că dacă 1),( =nm  atunci orice număr (în 
particular zy − ) se poate reprezenta sub forma mn β+α , cu Z∈βα,  (în cazul 
nostru 2k=α , 1k−=β ). Din teorema de izomorfism: 

nmf ZZZ ×≈ker/ . 
 Determinăm fker . Dacă fx ker∈  atunci )0̂,0()( =xf  sau 

)0̂,0()ˆ,( =xx  deci xm |  şi xn |  deci xnm |],[  dar din 1),( =nm  rezultă 
mnnm =],[  deci Zmnf =ker  şi atunci mnmn ZZZ =/ . 

   R6.5.5. Să se arate că ** / +≈ RC U  şi U≈+
** / RC  (unde U este cercul 

unitate). 
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 Soluţie. Definim funcţia **: +→ RCf , ||)( zzf =  (modulul lui z) care 
este morfism surjectiv şi Uzzf ==∈= }1|||{ker *C  deci ** / +≈ RC U . 

Considerăm funcţia **: CC →g , 
||

)(
z
zzg =  care este morfism cu imaginea 

Ug =Im  şi nucleul ** |}||{ker +==∈= RC zzzg . Din teorema de izomorfism: 
U≈+

** / RC . 
   R6.5.6. Pentru un număr prim p şi un număr natural n definim grupurile 

}1|{ =∈=
n

n
p

p zzC C , subgrupuri în *C  şi definim U
N∈

=∞

n
pp nCC . 

 Să se arate că: 
 a) ∞pC  este subgrup în *C . 
 b) Orice subgrup propriu al lui ∞pC  este ciclic, de forma npC . 
 c) ∞∞ ≈ ppp CCC n/ . 
 Soluţie. a) Avem ......210 ⊂⊂⊂⊂⊂ npppp CCCC  din care se arată uşor 

că U
N∈n

pnC  este grup. 

 b) Orice element al grupului ∞pC  este de ordin finit, ordinul său fiind de 

forma N∈npn , . 
 Fie H un subgrup în ∞pC . Dacă H conţine un element x de ordin np  

atunci 
npp xxxxx ,...,,...,,, 32  sunt distincte, toate din npC  în număr de np  şi deci 

Hx ⊂〉〈  sau HC np ⊂  şi atunci dacă ordinele elementelor lui H formează o 

mulţime infinită ∞= pCH . Dacă această mulţime este finită, atunci fie np  
ordinul maxim al unui element din H, avem npCH = . 

 c) Definim funcţia ∞∞ → pp CCf : , 
npzzf =)(  şi se verifică faptul că f 

este morfism surjectiv: 
...)(),...,()(},1{)( 110 mmnnn pppppp CCfCfCfCCf ==== ++  

şi npCf =ker , deci din teorema de izomorfism 

∞∞ ≈ ppp CCC n/  
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 7.Grupuri de transformări geometrice 
 
 7.1. Planul euclidian. Modele geometrice şi algebrice 
 
 Studiul geometriei planului euclidian este greoi dacă ne mărginim la 
definiţia axiomatică a geometriei euclidiene plane. Folosirea unor metode 
algebrice este în multe probleme mai clară şi eficace. De aceea, în funcţie de 
specificul problemelor, vom putea privi planul euclidian în mai multe moduri. 
 a) Axiomatic (de exemplu după axiomele lui Hilbert), ceea ce 
generează "geometria sintetică". 
 b) Vectorial. Planul este privit ca mulţime de vectori, imaginea intuitivă 
a unui spaţiu vectorial real de dimeniune doi, },|{ 21 R∈+= bavbvaV  cu 21,vv  
vectori liniar independenţi. În cele mai multe cazuri baza va fi },{},{ 21 jivv =  şi 
atunci planul este },|{2 RR ∈+== yxjyixv . Acest mod de a privi planul 
euclidian conduce la geometria vectorială. 
 c) Analitic. Planul este privit ca mulţime de puncte, reprezentare 
intuitivă a produsului cartezian RR× , deci planul este 

},|),({2 RR ∈= AAAA yxyxA . Acest mod de a privi planul, conduce la 
geometria analitică. 
 d) Complex. Planul este privit ca imaginea intuitivă a mulţimii 
numerelor complexe (planul complex) },|{ RC ∈+== yxiyxz , unde 12 −=i , 
care conduce la geometria planului complex. 
 Ultimele trei moduri de abordare a geometriei euclidiene plane au 
avantajul că pot fi cu uşurinţă folosite multe rezultate şi metode din algebră, dar 
au şi suficiente dezavantaje privind frumuseţea, ingeniozitatea şi eleganţa 
soluţiilor sintetice. 
 Legăturile între cele patru modele ale planului euclidian sunt pe scurt 
următoarele: 
 a)→b) Dacă în planul π alegem un punct fix O şi două puncte A, B 
necoliniare cu O atunci segmentele orientate OA  şi OB  pot fi luate ca vectori 
ce formează baza spaţiului de vectori. Dacă OAv =1 , OBv =2  şi uniformizăm 
distanţele (definim ),(||||),,(|||| 21 BOdvBOdv == ). Dacă punctele A, O, B sunt 
luate astfel ca °=∠ 90AOB  şi 1),(),( == BOdAOd  atunci notăm iOA = , 

jOB =  şi planul π devine },|{2 RR ∈+== yxjyixv  în care baza canonică 
},{ ji  este ortonormată. 

 b)↔c) Avem  
},|{2 RR ∈+== yxjyixv  şi },|),({2 RR ∈= yxyxM . 
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 Definim corespondenţa 22 RR a  prin 
2),( R∈+= yxMjyixv va  

Punctul vM  se numeşte vârful vectorului v . 
 Reciproc. De la 2R  la 2R  definim aplicaţia 

2),( R∈+= jyixryxM Ma , 
vectorul Mr  se numeşte vectorul de poziţie al punctului M. 
 c) ↔d) De la 2R  la C definim funcţia 

iyxzyxFF +==→ ),(,: 2 CR , 
cu funcţia inversă )Im,(Re),()()(,: 111 zzyxiyxFzFF ==+=→ −−− RC . 
 De la modelele b), c), d) la modelul axiomatic a), reţinem interpretarea 
intuitivă a planului ca mulţime de puncte. 
 Toate noţiunile geometriei: punct, dreaptă, segment, semidreaptă, unghi, 
măsură a unghiurilor, distanţă, coliniaritate, concurenţă, paralelism, 
perpendicularitate, figuri geometrice sunt în corespondenţă în cele patru 
modalităţi de a privi planul euclidian. 
 
 
 7.2. Principalele izometrii ale planului 
 
 7.2.1. Translaţia 
 
  7.2.1. Definiţie. Se numeşte translaţie în planul π, orice funcţie 

π→π:f  prin care toate punctele planului se deplasează în aceeaşi direcţie şi 
sens, cu aceeaşi distanţă între punct şi imaginea sa. 
  7.2.2. Observaţie. a) Translaţia privită în planul de vectori 2R  este o 
funcţie at  determinată de un vector 2R∈a  fixat, 

222 ,)(,: RRR ∈+=→ vvavtt aa . 
 b) Translaţia privită în planul punctual 2R  este o funcţie 

22
),( :

00
RR →yxT , ),(),( 00),( 00

yyxxyxT yx ++= , 2),( R∈yx . 
 Relaţiile 





+=
+=

0

0

'
'

yyy
xxx

     )','(),( yxyxT =  

se numesc ecuaţiile translaţiei. (Originea (0,0) este mutată în punctul ),( 00 yx ). 
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 c) Ca transformare geometrică, translaţia invariază distanţele 
)))(),((),(( BtAtdBAd = , invariază unghiurile, transformă drepte în drepte 

paralele, cercuri în cercuri. 
 d) Compunerea a două translaţii este tot o translaţie. 
  7.2.3. Propoziţie. Mulţimea T a translaţiilor planului π, formează un 
grup comutativ ),( oT  subgrup al grupului ),( oπS  al bijecţiilor planului π. 
 Demonstraţie. O translaţie este evident o funcţie bijectivă, deci π⊂ ST . 
Avem 

211221 aaaaaa ttttt +== oo  şi aa tt −
− =1)( . 

 
 
 7.2.2. Simetria centrală 
 
  7.2.4. Definiţie. Se numeşte simetrie centrată (faţă de punctul A) o 
funcţie π→π:As  care are un punct fix π∈A  ( AAsA =)( ), punct care este 
mijlocul oricărui segment ]',[ MM  unde )(' MsM A= . 
  7.2.5. Observaţie. a) Dacă privim planul ca mulţime de vectori, 
simetria faţă de origine se defineşte prin vvsO −=)( , iar simetria faţă de 
punctul A (de vector de poziţie Ar ) este: 22: RR →As  

2,2)( R∈−= vvrvs AA  
 b) Ecuaţiile analitice ale simetriei 22: RR →As  sunt 

)','(),( yxyxsA =  cu xxx A −= 2'  şi yyy A −= 2' . 
 c) Simetria centrală este o funcţie bijectivă care păstrează distanţele, 
unghiurile şi este involutivă ( π=1AA ss o  sau 1)( −= AA ss ). 
  7.2.6. Propoziţie. a) Compunerea a două simetrii centrale (faţă de A şi 
B, BA ≠ ) este o translaţie (de vector BA ). 
 Dacă at  este o translaţie şi As  o simetrie centrală, funcţia compusă 

Aa st o  este o simetrie centrală şi avem: 

)( aAAa tsst −= oo . 
Demonstraţie. a) =−== )2())(()( vrsvssvss BABABA o  

)(2)2(2 2 vtvBAvrr BABA =+=−−=  cu )()( vtvss ABAB =o . 
 b) Din vavta +=)(  şi vrvs AA −= 2)(  rezultă: 

)(
2

22)2())(( ' vsvravravrtvst AAAAaAa =−





 +=−+=−=o  
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unde AA rar +=
2'  sau 

2
' aAA = . Analog se arată că ')( AaA sts =−o . 

 O proprietate remarcabilă a unor figuri geometrice este simetria lor. 
  7.2.7. Definiţie. Dacă F este o figură plană şi π→π:As  este o simetrie 
centrală cu proprietatea FFsA =)( , se spune că figura F este invariantă la 
simetria As  sau că figura F admite punctul A ca centru de simetrie (figura F 
este central simetrică). 
  7.2.8. Exemplu. Un poligon regulat cu n laturi are un centru de simetrie 
dacă n este par şi nu are centru de simetrie dacă n este impar. 
  7.2.9. Propoziţie. a) Dacă F este o figură central simetrică faţă de 
punctul A atunci figurile )(1 FsFF A∪=  şi )(2 FsFF A∩=  sunt figuri central 
simetrice faţă de punctul A. 
 b) O figură geometrică formată dintr-un număr finit de puncte sau o 
figură geometrică mărginită, admite cel mult un centru de simetrie. 
 Demonstraţie. a) Avem 

11 )())(()())(()( FFFsFssFsFsFsFs AAAAAAA =∪=∪=∪=  
şi analog 22 )( FFsA = . 
 b) Dacă prin absurd, figura F ar avea două puncte de simetrie A şi B 
atunci *,)()( N∈= nFFss n

BA o . Dar BAAA tss =o  şi BAn
n

BA tss
⋅

=)( o , *N∈n . 
Pentru un punct FM ∈  şirul de puncte *)(

N∈nnM  definit prin 
*, N∈⋅+= nBAnrr MM n
 este format din puncte distincte (o infinitate) şi este 

nemărginit. 
 
 7.2.3. Simetria axială 
 
  7.2.10. Definiţie. Se numeşte simetrie axială (faţă de dreapta d) o 
funcţie π→π:ds  cu proprietatea că mediatoarea segmentului ]',[ MM  cu 

)(' MsM d=  este dreapta d pentru orice punct π∈M . Dreapta d se numeşte axă 
de simetrie, iar punctul M' se numeşte simetricul lui M faţă de d. 
  7.2.11. Observaţie. a) În 2R  şi 2R  simetriile axiale faţă de drepte 
arbitrare au ecuaţii complicate. Dacă însă axa de simetrie este Ox sau Oy atunci 

),(),( yxyxsOx −=  şi ),(),( yxyxsOy −=  iar faţă de prima bisectoare este 
),(),( xyyxs = . 

 b) Orice simetrie axială este o funcţie bijectivă, involutivă )1( π=dd ss o , 
păstrează unghiurile şi distanţele (este izometrie). 
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  7.2.12. Propoziţie. Compunerea a două simetrii axiale este: 
 - translaţie, dacă axele de simetrie sunt paralele 
 - simetrie centrală, dacă axele sunt ortogonale 
 - rotaţie, dacă axele sunt concurente, neperpendiculare. 
 Demonstraţie. (Indicaţie) Se poate considera că planul a fost raportat la 
un reper astfel ca axele să fie: 
 - paralele cu Oy 
 - axele Ox şi Oy 
 - axa Ox şi dreapta ce trece prin origine xyd )tg(:2 α= . 
  7.2.13. Definiţie. O figură geometrică plană F pentru care există o 
simetrie axială ds  care o invariază ))(( FFsd =  se numeşte figură cu axă de 
simetrie (axial-simetrică) iar dreapta d se numeşte axă de simetrie a figurii. 
  7.2.14. Exemplu. - Un triunghi isoscel are o axă de simetrie. 
 - Un poligon regulat cu n laturi, are n axe de simetrie (diagonalele mari 
şi mediatoarele laturilor dacă n este par, mediatoarele laturilor dacă n este 
impar). 
  7.2.15. Propoziţie. Dacă dreptele 1d  şi 2d  sunt axe de simetrie 
neparalele pentru figura F atunci dreptele )( 212 1

dsd d=  şi )( 121 2
dsd d=  sunt de 

asemenea axe de simetrie ale figurii F. 
 Demonstraţie. Dacă FM ∈  notăm )(

11 MsM d= , 
)()(

122 112 MsSMsM ddd o== , )(
22 MsM d= . Punctele 2121 ,,, MMMM  sunt în 

F iar 12M  şi 2M  sunt simetrice faţă de )( 121 2
dsd d= , deci 21d  este axă de 

simetrie. 
  7.2.16. Consecinţă. Dacă figura F are doar două axe de simetrie, atunci 
ele sunt perpendiculare. 
 
 7.2.4. Rotaţia 
 
  7.2.17. Definiţie. Se numeşte rotaţie în plan o funcţie π→πα :R  care 
admite un singur punct fix π∈A  şi pentru orice punct M unghiul orientat 

'MAM∠  cu )(' MRM α=  are măsura α. 
 Punctul fix A se numeşte centru de rotaţie iar unghiul α este unghiul de 
rotaţie (dacă 0>α  rotaţia se face în sens trigonometric iar dacă 0<α  se face 
în sens opus). 
  7.2.18. Observaţie. a) În 2R  rotaţia de unghi α în jurul originii are 
ecuaţiile )','(),( yxyxR =α  cu 
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















αα
α−α

=







y
x

y
x

cossin
sincos

'
'

 

sau 





α+α=
α−α=

cossin'
sincos'

yxy
yxx

 

matricea 







αα
α−α

=α cossin
sincos

M  se numeşte matrice de rotaţie de unghi α. 

 Rotaţia în jurul unui punct arbitrar are ecuaţiile: 





α−+α−+=
α−−α−+=

cos)(sin)('
sin)(cos)('

000

000

yyxxyy
yyxxxx

 

 b) Cel mai comod se lucrează cu rotaţii în planul complex C. Dacă 
α+α=ε sincos i  este un număr complex de modul 1, atunci funcţia zzR ε=α )(  

este rotaţia de unghi α în jurul originii. Pentru un punct A din plan de afix 
C∈Az  rotaţia cu unghi α în jurul lui A este dată de funcţia  

CC→α :,AR , )()(, AAA zzzzR −ε+=α . 
 În particular funcţia CC→:f , izzf =)(  realizează o rotaţie cu unghi 

2
π  în jurul originii. 

 c) Orice rotaţie este o funcţie bijectivă iar inversa este rotaţie în sens 
opus. Rotaţiile sunt izometrii ale planului. 
  7.2.19. Propoziţie. Mulţimea rotaţiilor 0R  de centru dat π∈O  
formează un grup comutativ ),( oOR . 
 Demonstraţie. Este suficient să arătăm că ),( oOR  este subgrup în grupul 
bijecţiilor planului ),( oπS . Avem β+ααββα == RRRRR oo  şi α−

−
α = RR 1)( . 

  7.2.20. Observaţie. Un subgrup remarcabil al grupului rotaţiilor de 
centru O este subgrupul },...,,,{ 2)1(42

n
n

nn
RRRRR on π−ππ= , subgrup de ordin n, 

izomorf cu grupul rădăcinilor de ordin n ale unităţii în C. 
  7.2.21. Propoziţie. a) Orice rotaţie se poate obţine prin compunerea a 
două simetrii centrale (una din axe poate fi fixată în mod arbitrar din mulţimea 
dreptelor ce trec prin centrul de rotaţie). 
 b) Compunerea dintre o translaţie şi o rotaţie este o rotaţie. 
 c) Mulţimea tuturor translaţiilor şi a tuturor rotaţiilor formează un grup 

),( oRT ∪ , subgrup de izometrii ale planului. 
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 Demonstraţie. a) Dacă alegem două drepte 21,dd  ce trec prin A şi 

2
, 21

α
=∠ dd  atunci α= ,21 Add Rss o . 

 b) Lucrăm în planul complex: fie zzztt z +== 1)(
1

 o translaţie şi 
)()( 00,0

zzzzRR z −ε+== α  o rotaţie. 
 Avem )()())(( 001 zzzzzRt −ε++=o . Punctul fix al acestei 

transformări este 2z  cu 22 ))(( zzRt =o , 
ε−

+=
1

1
02

zzz , deci putem scrie 

)())(( 22 zzzzRt −ε+=o  care arată că Rt o  este o rotaţie de acelaşi unghi α în 
jurul punctului 2z . 
 Pentru compunerea inversă avem  

zzzzzzzzztR ε+−ε+=−+ε+= )()())(( 010010o . 

 Punctul fix este 103 1
zzz

ε−
ε

+=  şi putem scrie  

)())(( 33 zzzztR −ε+=o . 
 c) Urmărind demonstraţia punctului b) rezultă că pentru orice două 
puncte 21, AA , orice rotaţie în jurul lui 1A  poate fi obţinută prin compunerea 
unei rotaţii în jurul lui 2A  cu o translaţie (rotaţiile pot fi mutate în origine). 
 Dacă RTgf ∪∈,  considerăm cazurile 
 c1) 21,,, RgRfRgf ==∈ . Fie 2A  centrul de rotaţie pentru 2R  şi 1R  
rotaţia în jurul lui 2A  obţinută din 1R  compusă cu translaţia '

11 RtR o= . Avem 

32
'
1 RtRRtgf oooo ==  care este o rotaţie. 

 c2) Rf ∈  şi Tg∈ . Conform propoziţiei anterioare gf o  şi fg o  sunt 
rotaţii. 
 c3) Tgf ∈, , atunci Tgf ∈o . 
 Mai avem: 111)( −−− = fggf oo  şi din RTgf ∪∈,  rezultă 

RTgf ∪∈−1)( o . 
  7.2.22. Definiţie. O figură geometrică plană F pentru care există o rota-

ţie de unghi 
n
π

=α
2  care o invariază, se numeşte figură cu simetrie de ordin n. 

  7.2.23. Observaţie. • O figură care admite simetrie de ordin par, 
admite centru de simetrie. 
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 • O figură care nu se reduce la un punct şi care este invariantă la o 

rotaţie de unghi α cu QR \∈
π
α  are o mulţime infinită de puncte (punctele 

N∈= nMMR n
n ,)(  sunt distincte şi formează o mulţime densă pe cercul cu 

centrul în centrul de rotaţie O şi rază OM). 
  7.2.24. Observaţie. În geometria euclidiană plană mai sunt şi alte 
transformări geometrice importante, cum ar fi omotetiile şi inversiunile. 
Acestea nu sunt izometrii dar şi ele faţă de compunerea funcţiilor determină 
structuri algebrice de grup. Mulţimea omotetiilor de pol O şi a inversiunilor de 
centru O formează un grup numit grupul conform al punctului O. 
 
 
 7.3. Izometriile planului euclidian 
 

  7.3.1. Definiţie. O funcţie π→π:f  se numeşte izometrie sau 
transformare ortogonală, dacă păstrează distanţele: 

))(),((),( BfAfdBAd = ,   pentru orice   π∈BA, . 
 Mulţimea izometriilor o notăm I. 
  7.3.2. Propoziţie. Orice izometrie este o funcţie bijectivă, iar inversa 
este tot o izometrie. 
 Demonstraţie. Dacă )()( BfAf =  atunci 

0))(),((),( == BfAfdBAd  
deci BA =  (funcţia f este injectivă). 
 Pentru a demonstra surjectivitatea, considerăm ABC un triunghi şi fie 

)('),('),(' CfCBfBAfA === . Triunghiul ∆ABC şi ∆A'B'C' sunt congruente. 
Fie π∈Y , vom arăta că există π∈X  astfel ca YXf =)( . Dacă Y nu este pe 
dreapta A'B' luăm Y' simetricul lui Y faţă de A'B' şi considerăm punctele X, X' 
astfel ca ∆AXB≡∆A'YB' şi ∆AX'B≡∆A'Y'B'. 

 Avem: }',{)'(},',{)( YYXfYYXf ∈∈ . Dacă YXf =)(  atunci 
')'( YXf =  şi dacă ')( YXf =  atunci YXf =)'( . 

 Pentru funcţia inversă avem: 
))(),(()))(()),(((),( 1111 BfAfdBffAffdBAd −−−− ==  

deci 1−f  este izometrie. 

A
X'

X

M C

A'
Y'

Y

M' C'
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  7.3.3. Propoziţie. În raport cu compunerea funcţiilor, mulţimea 
izometriilor ),( oI  formează un grup, subgrup al bijecţiilor planului. 
 Demonstraţie. Pentru orice mulţime M se defineşte grupul simetric al 
mulţimii M, fMMfMS |:{)( →= S(M) bijectivă} şi )),(( oMS  este grup. 
 Este suficient să arătăm că ),( oI  este subgrup în )),(( oπS . Dacă 

Igf ∈,  atunci  
),())(),(()))(()),((()))((),)((( BAdBgAgdBgfAgfdBgfAgfd ===oo . 

 Am arătat că dacă If ∈  atunci If ∈−1 . 
 Se defineşte segmentul ],[ BA  astfel: 

)},(),(),(|{],[ BAdBMdMAdMBA =+π∈=  
şi se poate arăta: 
  7.3.4. Propoziţie. Dacă π→π:f  este o izometrie atunci: 
 a) Un segment ],[ BA  este dus în segmentul )](),([ BfAf . 
 b) O semidreaptă BA,[  este dusă în semidreapta )(),([ BfAf . 
 c) O dreaptă AB este dusă în dreapta )()( BfAf . 
 d) Un unghi ∠AOB este dus în unghiul )()()( BfOfAf∠  şi măsurile lor 
sunt egale. 
 e) Un cerc ),( ROC  este dus în cercul )),(( ROfC  şi discul este dus în 
disc. 
 f) Un semiplan limitat de dreapta AB este dus într-un semiplan mărginit 
de dreapta )()( BfAf . 
 g) Două drepte paralele sunt duse în două drepte paralele. 
 

 O importanţă deosebită în studiul izometriilor planului o au punctele 
fixe şi figurile invariante. 
 Fie π⊂F  o mulţime de puncte (numită figură geometrică) şi π→π:f  
o izometrie. 

 7.3.5. Definiţie. Se spune că figura F este invariantă la izometria f sau 
că izometria f invariază figura F dacă FFf =)( . Dacă }{AF =  se spune că 
punctul A este punct fix pentru f. 
  7.3.6. Propoziţie. Dacă π⊂F  este o figură geometrică plană şi notăm 
cu })(|{)( FFfIfFS =∈=  atunci )),(( oFS  este un subgrup al grupului 
izometriilor planului, numit grupul de simetrie al figurii F. 
  7.3.7. Observaţie. Mulţimea punctelor fixe ale unei izometrii f poate fi: 
 a) mulţimea vidă (translaţiile) 
 b) un punct (rotaţiile) 
 c) o dreaptă (simetriile axiale) 



 83

 d) tot planul (aplicaţie identică). 
 Clasificarea izometriilor planului se face urmând ideile din următoarele 
afirmaţii: 
  7.3.8. Propoziţie. Două izometrii 21, ff  care iau valori egale în trei 
puncte necoliniare date, sunt identice. 
 Demonstraţie. Funcţia 1

21
−= fff o  are trei puncte fixe A, B, C. Dreptele 

AB, BC, CA sunt duse identic în AB, BC, CA deci sunt formate din puncte fixe. 
Dreptele MN cu BCNABM ∈∈ ,  generează întreg planul şi MN este dusă 
identic în MN, deci tot planul este format din puncte fixe pentru f. 
  7.3.9. Propoziţie. Dacă triunghiurile ∆ABC şi ∆A'B'C' sunt congruente 
atunci există o izometrie π→π:f  cu proprietatea ')( AAf = , ')( BBf =  şi 

')( CCf = . 
 Demonstraţie. Dacă definim ')( AAf = , ')( BBf = , ')( CCf = , f se 
prelungeşte unic la izometria pe punctele ABM ∈  şi pe punctele BCN ∈ , iar 
apoi unic pe punctele dreptelor MN. 
  7.3.10. Teorema de structură a izometriilor planului 
 Fie π→π:f  este o izometrie a planului π. 
 a) Dacă f are cel puţin trei puncte fixe necoliniare atunci f este aplicaţie 
identică π=1f . 
 b) Dacă f are cel puţin două puncte fixe 1A  şi 2A  atunci π=1f  sau f 
este simetrie axială faţă de dreapta 21AA . 
 c) Dacă f are cel puţin un punct fix A, atunci π=1f  sau f este o simetrie 
axială faţă de o dreaptă ce trece prin A, sau f este o rotaţie în jurul lui 1A . 
 d) Orice izometrie f este de forma tRf o=  sau de forma tsd o  unde R 
este o rotaţie, t o translaţie şi ds  o simetrie axială. 
 Demonstraţie. a) Dacă prin absurd există π∈B  cu BBBf ≠= ')( şi 

321 ,, AAA  sunt punctele fixe necoliniate atunci 
)',())(,())(),((),( BAdBfAdBfAfdBAd iiii ===  

deci punctele 321 ,, AAA  sunt pe mediatoarea segmentului ]',[ BB , adică sunt 
coliniare. 
 b) Dacă există π∈B  cu BBBf ≠= ')(  atunci ca la a), 1A  şi 2A  sunt pe 
mediatoarea d a segmentului ]',[ BB . Pentru izometria fsd o  punctele 21,, AAB  
sunt puncte fixe necoliniare deci dAd sffs == ,1o . 
 c) Dacă π≠1f , BBBf ≠= ')(  şi d este mediatoarea segmentului 

]',[ BB , funcţia fsg d o=  are puncte fixe pe 1A  şi B şi conform punctului b) 
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avem π=1g  sau 
1dsg =  unde 1d  este dreapta BA1 . Dacă π=1fsd o  atunci 

dsf =  şi dacă 
1dd sfs =o  atunci Rssf dd ==

1
o  (compunerea a două simetrii 

axiale este o rotaţie). 
 d) Fie ∆ABC un triunghi cu ),(),( CAdBAd ≠  şi )(' AfA = , )(' BfB = , 

)(' CfC = . Triunghiurile ∆ABC şi ∆A'B'C' sunt congruente. 
 Dacă translatăm triunghiul ABC astfel ca A să ajungă în A' şi notăm 

'')(,'')(,'')( CCtBBtAAt ===  atunci triunghiurile ∆A'B'C' şi ∆A''B''C'' sunt 
congruente. Ele pot fi suprapuse sau printr-o rotaţie în jurul lui ''' AA =  sau 
printr-o rotaţie în jurul lui ''' AA =  sau printr-o simetrie faţă de dreapta d 
mediatoarea segmentului B'B''. 

 
 
 7.4. Interpretări geometrice ale unor grupuri remarcabile 
 
 Numeroase grupuri abstracte au interpretări geometrice interesante, ele 
fiind grupuri de simetrie ale unor figuri geometrice plane sau din spaţiu. Vom 
da câteva exemple des întâlnite. 
 
 7.4.1. Interpretarea grupurilor ciclice 
 
 Orice grup ciclic este izomorf sau cu ),( +Z  sau cu ),( +nZ , N∈n , 

2≥n . Pentru o interpretare a grupului ),( +Z  considerăm figura geometrică 
formată din punctele unei drepte ce determină o diviziune echidistantă (de 
exemplu punctele de pe axa Ox de coordonate (abscise) numere întregi). Deci 

}|{ Z∈= kAF k . Avem Z∈=+ kvAA kk ,1  şi pentru orice Z∈k , figura F este 
invariantă la translaţia vkt . Mulţimea tuturor acestor translaţii )},|({ oZ∈kt vk  
formează un grup izomorf cu Z. )( )( 2121 vkkvkvk ttt +=o .  

În concluzie ),( +Z  este grupul translaţiilor unei diviziuni 
echidistante a unei drepte. 

C'

B

B''
C''

A'=A'

α

α
A'=A'

C'

B'

B''C''

d
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 Pentru grupul ciclic ),( +nZ  folosim grupul izomorf 
}1|{),( =∈=⋅ n

n zzU C  al rădăcinilor de ordin n ale unităţii. Avem 







 −=

π
+

π
=ε= 1,0|2sin2cos nk

n
ki

n
kU kn  

şi corespunzător notăm }1,0|{ 2 −== π nkRR
n
kn  mulţimea rotaţiilor cu unghiurile 







 π

−
π

⋅
π

n
n

nn
2)1(,...,22,2,0  în jurul originii. Am văzut că orice astfel de rotaţie 

este 1,0,)(2 −=ε=π nkzzR k
n
k  şi grupurile ),( onR  şi ),( ⋅nU  sau ),( +nZ  sunt 

izomorfe. Pe de altă parte, dacă notăm cu nAAA ,...,, 21  vârfurile unui poligon 
regulat cu centrul O, este evident că acesta este invariant la orice rotaţie 

nRR∈ . În concluzie ),( onR  este grupul rotaţiilor unui poligon regulat cu n 
laturi, deci orice grup ciclic finit este grupul rotaţiilor unui poligon regulat. 
 
 7.4.2. Grupul lui Klein 
 
 Considerăm un dreptunghi ABCD care nu este pătrat. Vom arăta că 
grupul Klein ),( 4 oK  este grupul de simetrie )(FS  unde },,,{ DCBAF = . Orice 
izometrie duce puncte diametral opuse în puncte diametral opuse. 

 Dacă CAf =)(  atunci },{)(},,{)(,)( DBDfDBBfACf ∈∈=  pentru 
cazul BBf =)(  obţinem contradicţia 

),())(),((),( BCdBfAfdBAd ==  
deci obţinem doar situaţia DBf =)(  şi BDf =)(  care este simetrică faţă de 
centrul dreptunghiului. 
 Dacă AAf =)(  atunci },{)(},,{)(,)( DBDfDBBfCCf ∈∈= . Pentru 
cazul DBf =)(  obţinem contradicţia 

),())(),((),( DAdBfAfdBAd ==  
rămâne doar cazul DDfBBf == )(,)(  şi obţinem π=1f . 

d2

d1

A B

CD
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 Dacă BAf =)(  atunci DCf =)(  şi },{)( CABf ∈ , },{)( CADf ∈ . 
Pentru CBf =)(  obţinem contradicţia 

),())(),((),( CBdBfAfdBAd == , 
deci ABf =)(  şi CDf =)(  iar 

2dsf =  este simetrica axială faţă de dreapta 2d  
mediatoarea laturilor ][AB  şi [CD]. 
 Dacă DAf =)(  se obţine 

1dsf =  simetria faţă de mediatoarea celorlalte 
laturi. În concluzie },,,1{)( 021

sssFS ddπ= . Se observă făcând tabla Cayley de 
compunere a grupului )(FS  că ),()),(( 4 oo KFS ≈ .  

}1|,,,1{ 222
4 ==== cbacbaK  

 O posibilă generalizare este următoarea: 
 Considerăm grupul n

2222 ... ZZZZ =××× , izomorf cu grupul părţilor 
unei mulţimi cu n elemente )),,...,,(( 21 ∆naaaP  (operaţia de diferenţă simetrică 

)(\)( BABABA ∩∪=∆ ). 
 În caz particular 224,2 ZZ ×≈= Kn . 
 În cazul 3=n  se consideră ca figură F o prismă dreptunghiulară 
dreaptă. Grupul său de simetrie este format din trei simetrii faţă de plane 
paralele cu feţele, simetrii axiale, faţă de drepte paralele cu laturile, simetria 
centrală faţă de centrul figurii şi aplicaţia identică, deci acest grup are opt 
elemente şi 222)( ZZZ ××≈FS . 
 
 7.4.3. Grupul diedral 
 
 Am văzut că rotaţiile care invariază un poligon regulat cu n laturi 
formează un grup de ordin n, dar mai sunt şi alte izometrii care invariază acest 
poligon. În general grupul diedral nD  este grupul simetriilor unui poligon 
regulat nP , deci )( nn PSD = .  
 Dacă nR  este grupul rotaţiilor atunci nn DR ⊂  şi deci 

],...,,[ 21 nn AAAP =  pentru orice nDf ∈  cu kAAf =)( 1  există o rotaţie R astfel 
ca 11)( AARf =o , deci putem să ne rezumăm a căuta doar izometriile care au pe 

1A  ca punct fix. 
 Dacă kr 2=  şi 11)( AAf =  atunci 11)( ++ = kk AAf  (din condiţia de 
izometrie două puncte diametral opuse sunt duse în puncte diametral opuse. 
Punctele cele mai apropiate de 1A  sunt 2A  şi kA2 , deci },{)( 222 kAAAf ∈ , 

},{)( 222 kk AAAf = . Dacă 22 )( AAf =  şi kk AAf 22 )( =  se deduce π=1f . Dacă 
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kAAf 22 )( =  şi 22 )( AAf k =  se deduce 
1dsf =  este simetria faţă de dreapta 

11 +kAA . Se obţine kn 42 =  izometrii  

nndnddn DPSsRsRsRRRR == )(},...,,,,...,,{
111 2121 ooo . 

 Dacă notăm cu R rotaţia de unghi 
n
π2  şi s simetria faţă de o diagonală 

atunci nD  este grupul generat de r şi s ca subgrup al grupului izometriilor 
planului 

},...,,,,,...,,,1{ 1212 srsrsrsrrrD kn
n

−− ⋅=  
sau 〉〈= yxDn ,  unde 1,1 2 == yxn  şi 1−= yxxy  (are un generator de ordin n, un 
generator de ordin 2 şi o relaţie de "comutare" )( 1−= yxxy ). 
 Dacă 12 += kn  este impar şi 11)( AAf =  atunci },{)( 1+∈ kkk AAAf  şi 

},{)( 11 ++ ∈ kkk AAAf  fiind punctele cele mai depărtate de 1A . Raţionând analog 
se deduce că dacă kk AAf =)(  şi 11)( ++ = kk AAf  atunci π=1f  iar dacă 

1)( += kk AAf  şi kk AAf =+ )( 1  atunci 
1dsf =  este simetria faţă de mediatoarea 

segmentului ],[ 1+kk AA  (care trece prin 1A ). Obţinem tot un grup cu 2n 
elemente. 
 Se ştie că un grup este un grup de permutări, subgrup într-un grup de 
bijecţii. Este uşor de arătat că grupul diedral nD  este izomorf cu subgrupul lui 

),( onS  generat de permutările 








 −
=σ

1...432
1...321

n
nn

   şi   







−

−
=τ

23...11
1...321

nn
nn
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Probleme rezolvate 
 
   R7.5.1. Să se determine grupurile de simetrie pentru următoarele figuri 
geometrice plane: 
 a) triunghi 
 b) trapez 
 c) paralelogram 
 d) romb 
 e) dreaptă. 
 Soluţie. a) Fie triunghiul ∆ABC. Dacă triunghiul nu este echilateral sau 
isoscel şi cba >>  punctele cele mai depărtate B şi C (în care se realizează 
diametrul mulţimii) sunt duse în B sau C, iar cele mai apropiate A şi B în A sau 
B. se obţine CCfBBfAAf === )(,)(,)( , deci π=1f  şi atunci 

}1{)( π=∆ABCS . 
 Dacă triunghiul ∆ABC este isoscel cb =  atunci din ),(),( CAdBAd =  
rezultă ))(),(())(),(( CfAfdBfAfd =  deci AAf =)(  şi },{)( CBBf ∈ , 

},{)( CBCf ∈ . Dacă BBf =)(  şi CCf =)(  atunci π=1f  iar dacă CBf =)(  
şi BCf =)(  atunci dsf =  unde d este mediatoarea laturii ][BC , deci 

},1{)( dsABCS π=∆ . Dacă triunghiul este echilateral, suntem în cazul particular 
al unui poligon regulat cu 3 laturi deci 3)( DABCS =∆  care are 6 elemente. 
 b) Fie T trapezul ABCD cu bazele ),(),(,|| CDdBAdCDAB ≠ , de 
exemplu ),(),( CDdBAd > . O funcţie )(TSf ∈  este în particular o izometrie a 
planului, deci duce drepte paralele în drepte paralele şi atunci 

},{)(},,{)(},,{)(},,{)( DCDfDCCfBABfBAAf ∈∈=∈ . Dacă trapezul nu 
este isoscel avem DDfCCfBBfAAf ==== )(,)(,)(,)(  şi }1{)( π=TS  iar 
dacă trapezul este isocel },1{)( dsTS =  unde ds  este simetria faţă de 
mediatoarea laturilor paralele. 
 c) }1{)( π=PS  
 d) 4)( KRS =  (simetriile faţă de diagonale, faţă de centrul rombului şi 
simetria identică). 
 e) Dacă ')( AAf =  atunci pentru orice  cu xBAd =),(  notăm cu '

1B  şi 
'
2B  cele două puncte de pe d cu proprietatea xBAdBAd == ),'(),'( '

2
'
1 . Atunci 

},{)( '
2

'
1 BBBf ∈ , cele două variante dau o translaţie sau o translaţie compusă cu 

o simetrie centrală, deci f este de forma atf =  sau auf =  cu vavta +=)(  şi 
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vavua −=)( . Avem: }|,{)( R∈= autdS aa  (avem baba tuu −=o , 

baba utu −=o , baab uut +=o  şi baba ttt +=o ), sau 2)( ZR×≈ds . 
   R7.5.2. Să se arate că dacă 321 ,, ddd  sunt drepte concurente atunci simetriile 
axiale 

321
,, ddd sss  verifică egalitatea 

321123 dddddd ssssss oooo = . 
 Soluţie. Compunerea a două simetrii axiale 

2d
s  şi 

1d
s  este o rotaţie 

12 dd ssR o=α  şi atunci 
21 dd ssR o=α− . Pe de altă parte rotaţia αR  poate fi 

obţinută prin compunerea 
43 dd ssR o=α  şi 

34 dd ssR o=α− , avem 

44333123 dddddddd ssssRssss === α ooooo  

43343321 dddddddd sssssRsss === α− ooooo  
(compunerea a trei simetrii axiale este o simetrie axială). 
   R7.5.3. Să se arate că dacă dreptele nddd ,...,, 21  sunt concurente atunci 

nddd sss ooo ...
21

 este rotaţie sau simetrie axială. 
 Soluţie. Dacă kn 2=  este număr par 

21 dd ss o , 
43 dd ss o ,...,

nn dd ss o
1−

 sunt 
rotaţii şi compunerea lor este tot o rotaţie. 
 Dacă 12 += kn , Rsss

nddd =
−121

...ooo  este rotaţie şi putem scrie 

ndd ssR o= . Atunci ddddddd sssssss
nnn
== ooooo ...

21
. 

   R7.5.4. Să se arate că dacă 1221 ,...,, +nddd  sunt drepte concurente atunci 

12121221
...... dddddd ssssss

nnn
oooooo

++
= . 

 Soluţie. Se face inducţie după n. 
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 8.  Inele 
 

 Considerăm cunoscute toate noţiunile şi proprietăţile referitoare la inele 
şi corpuri din programa şcolară. Inelele cu care vom lucra sunt peste tot în 
această carte, ca în materia de liceu, inele unitare, iar morfismele de inele (şi 
corpuri) sunt morfisme unitare de inele (corpuri) unitare. 
 
 8.1.  Centrul unui inel 
 
 Multe din problemele de concurs cu structuri algebrice conţin condiţii ce 
asigură comutativitatea unui grup sau a unui inel. Deseori, noţiunile de centru al 
unui grup şi centru al unui inel sunt instrumente eficiente de lucru în cazul unor 
astfel de probleme. 
 
 8.1.1.  Definiţie  Fie inelul  (A, +, ⋅ ).  Mulţimea  Z(A) = {x∈Ax⋅y = y⋅x,  ∀ 
y∈A}  se numeşte centrul inelului  A. 
 
 8.1.2.  Observaţii  Fie inelul  (A, +, ⋅ ). 
a)  Z(A) ≠ ∅  (1∈Z(A)) 
b)  Fie  k∈Z.  Notând  k = 43421

orik

1...11 +++ ,  avem k∈Z(A). 

c)  Inelul  (A, +, ⋅ )  este comutativ  ⇔  A = Z(A) 
 

Următorul rezultat, foarte util, se demonstrează uşor: 
 
 8.1.3.  Propoziţie  Fie inelul  (A, +, ⋅ ).  Atunci: 
a)  Centrul Z(A) al inelului este un subgrup al grupului aditiv  (A, + ). 
b)  Fie inelele (A1, +, ⋅ ) şi  (A2, +, ⋅ ). Atunci  A1 ≈ A2   ⇒   Z(A1) ≈ Z(A2). 
c)  Fie inelul comutativ (A, +, ⋅ ). Atunci  Z(Mn(A)) = {a⋅Ina∈A} şi A ≈ 
Z(Mn(A)) 
 
 8.1.4.  Lemă  Fie  corpul comutativ  (L, +, ⋅ ),  m∈N*  şi  A∈ Mm(L)  o matrice 
nilpotentă  (∃ p∈N*,  Ap = 0m).  Atunci  Am = 0m. 
 
Demonstraţie:  Dacă  m = 1,  M1(L) = L  şi A  este element nilpotent în corpul  
L,  deci  A = 0.  
Pentru  m ≥ 2,  notăm cu  r  cel mai mic număr natural astfel încât  Ar = 0m.  
Presupunem că  r > m.  
Din teorema Hamilton – Cayley, Am + am−1Am−1 + ... + a1A + a0Im = 0m,      (1) 
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unde  pA(X) = Xm + am−1Xm−1 + ... + a1X + a0∈L[X]  este polinomul 
caracteristic al matricei  A.  Deoarece  Ak ≠ 0m,  ∀ k = r,1   şi  Ak = 0m, ∀ k ≥ r,   
înmulţind pe rând relaţia  (1)  cu  Ar−1, Ar−2, ..., Ar−m  obţinem  a0 = a1 = .. = am−1 
= 0  şi  (1)  devine  Am = 0m,  ceea ce contrazice minimalitatea lui  r.  Aşadar  r 
≤ m,  de unde rezultă că  Am =Ar⋅Am−r = 0m. 
 
 8.1.5.  Propoziţie  Fie corpurile comutative  (K, +, ⋅ )  şi  (L, +, ⋅ )  şi  m, 
n∈N*,  n > m. Singurul morfism de inele de la Mn(K)  la  Mm(L)  este morfismul 
nul. 
 
Demonstraţie:  Fie  f : Mn(K) → Mm(L)  un morfism de inele. 
Pentru fiecare  a∈K,  notăm  eij(a)∈ Mn(K),  i, j= n,1   matricea care are pe 
poziţia  (i, j)  elementul  a∈K  şi celelalte elemente egale cu  0  şi   

                       U = U(a) =



























00...000
10...000
..................
00...000
00...100
00...0a0

= 12e (a) +∑
−

=
+

2n

2k
1k,k )1(e  

Avem  Up = 1p,1e + (a) +∑
−

=
+

pn

2k
pk,k )1(e ,   p = 2n,1 − ;   Un−1 = n,1e (a);   Un = 0n. 

Fie  A = f(U)∈ Mm(L).  Avem  An = (f(U))n
morfismf
= f(Un) = f(0n) = 0m, 

deci  A∈ Mm(L)  este o matrice nilpotentă. Din Lema  8.1.4.  rezultă  Am = 0m. 
n > m ⇒ 0m=An−1=(f(U))n−1=f(Un−1) = f( n,1e (a)),  deci  f( n,1e (a)) = 0m,  ∀ a∈K 
(1) 
Avem     j,ie (a) = 1,ie (1)⋅ j,1e (a) ∀ a∈K,  ∀ i, j = n,1 . 

Obţinem   f ( ))a(e j,i  = f ( ))1(e 1,i ⋅f ( ))a(e j,1

)1(
= 0m,   ∀ a∈K,   ∀ i, j = n,1            (2) 

Fie  A = ( )
nj,i1ija

≤≤
∈Mn(K).   

Avem  A = ∑
≤≤ nj,i1

ijij )a(e  şi  f(A) = f










∑

≤≤ nj,i1
ijij )a(e = ( )∑

≤≤ nj,i1
ijij )a(ef

)2(
= ∑

≤≤ nj,i1
m0 = 0m   

şi cum  A  a fost oarecare, deducem că  f  este morfismul nul. 
 
Observaţie  Pentru  m = 1  şi  L = K  obţinem că singurul morfism de inele de 
la    Mn(K)  la  K  este morfismul nul. 
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 8.1.6.  Propoziţie  Fie corpurile comutative  (K, +, ⋅ )  şi  (L, +, ⋅ )  şi  m, 
n∈N*.   
Inelele Mn(K)  şi Mm(L)  sunt izomorfe dacă şi numai dacă  m = n  şi  K ≈ L. 
 
Demonstraţie:  „⇐”  Dacă inelele  K  şi  L  sunt izomorfe  şi  m = n,  fie  f : K 
→ L   
un izomorfism.  
Se verifică atunci că funcţia  f* : Mn(K) → Mn(L),  f* ( )( )

nj,i1ija
≤≤

 = ( )( )
nj,i1ijaf

≤≤
  

este un izomorfism de inele. 
„⇒”  Avem  (8.1.3.)  Mn(K) ≈ Mm(L)  ⇒  Z(Mn(K)) ≈ Z(Mm(L)). 
Cum  K ≈ Z(Mn(K))  şi  L ≈ Z(Mm(L)),  rezultă  K ≈ L. 
Fie  f : Mn(K) → Mn(L)  un izomorfism de inele. Din propoziţia  8.1.5.  rezultă 
că  n ≤ m.  Dar şi funcţia  f−1 : Mn(L) → Mn(K)  este un izomorfism de inele şi 
din aceeaşi propoziţie deducem că  m ≤ n,  deci  m = n. 
 
 8.1.7.  Propoziţie  Fie inelul  (A, +, ⋅ )   şi  n, p∈ Z.  Notăm cu  d = (n, p).  
Dacă  x∈A  astfel încât   n⋅x∈ Z(A)  şi p⋅x∈ Z(A),  atunci şi  d⋅x∈ Z(A). 
 
Demonstraţia proprietăţii anterioare este o consecinţă imediată a propoziţiei  
4.1.8. 
 
 8.1.8.  Consecinţă  Fie inelul  (A, +, ⋅ )   şi  n, p∈ Z.   
Dacă  (n, p) = 1 şi ∀ x∈A,  n⋅x∈ Z(A)  şi p⋅x∈ Z(A),  atunci inelul este 
comutativ. 
 
 8.1.9.  Teorema lui Mac Hale  Fie inelul  (A, +, ⋅ ).  Dacă există 
endomorfismul surjectiv  f  al grupului aditiv  (A, + )  astfel încât  ∀ x∈A,  (x2 − 
f(x))∈Z(A),  atunci inelul este comutativ. 
 
Demonstraţie:  Fie  x∈A. Din ipoteză,  x2 − f(x)∈Z(A)   (1) 
Cum  −x∈A,  din  (1)  obţinem              x2 + f(x)∈Z(A)   (2) 
Scăzând din  (2)  relaţia  (1), obţinem, deoarece  (Z(A), + ) este grup,  
2⋅f(x)∈Z(A) 

surjf
⇒  ∀ a∈A,  2⋅a∈Z(A) 

Fie  x, y∈A. Cum  x + y∈A, din  (1)  obţinem  (x+y)2 − f(x+y)∈Z(A) 
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(x+y)2 − f(x+y) = x2 − f(x) + y2 − f(y) + x⋅y + y⋅x  şi cum  x2 − f(x), y2 − 
f(y)∈Z(A)  obţinem  x⋅y + y⋅x∈Z(A).  Atunci:   ∀ x, y∈A,    x⋅(x⋅y + y⋅x) = (x⋅y 
+ y⋅x)⋅x     ⇔ 

⇔  ∀ x, y∈A,  x2⋅y = y⋅x2  ⇔  ∀x∈A,    x2∈Z(A)  
)1(

⇒  ∀ x∈A,  f(x)∈Z(A)   
surjf
⇒    
⇒  ∀ a∈A,  a∈Z(A)  ⇔  A  e comutativ. 
 
 8.1.10.  Propoziţie  Fie  (A, +, ⋅ )  un inel şi  f, g  endomorfisme surjective ale 
sale. 
Oricare din condiţiile următoare asigură comutativitatea lui  A:   
a)  ∀ x∈A,  (f(x3) − g(x2))∈Z(A) 
b)  ∀ x∈A,  (f(x) − g(x3))∈Z(A) 
 
Demonstraţie:  a)  Fie  x∈A. Din ipoteză,  f(x3) − g(x2)∈Z(A)   (1) 
 Cum  −x∈A,  din  (1)  obţinem               − f(x3) − g(x2)∈Z(A)   (2) 

(1) − (2)  şi  (1) + (2)  ⇒  2f(x3),  2g(x2)∈Z(A)  
surj
⇒   ∀ a∈A,  2a3, 2a2∈Z(A) 

f  şi  g  morfisme  ⇒  f(1) = g(1) = 1  şi  ∀ k∈Z,  f(k) = k∈Z(A).   
x ← x+1  în  (1)  ⇒  f((x+1)3) − g((x+1)2)∈Z(A)  şi ţinând cont de faptul că  f  
şi  g  sunt morfisme, obţinem:  ∀ x∈A,   f(3x2+3x) − g(2x)∈Z(A)   (3) 
x ← −x în  (3) ⇒    ∀ x∈A,     f(3x2−3x) + g(2x)∈Z(A)           (4) 
(3) − (4)  ⇒  ∀ x∈A,   f(6x) − g(4x)∈Z(A)       (5) 
x ← x+1  în  (3)  ⇒   f(3x2+9x+6) − g(2x+2)∈Z(A) ⇔ f(3x2+9x) − g(2x) + 

4∈Z(A)  
)A(Z4∈

⇔  f(3x2+9x) − g(2x)∈Z(A)  
)3(−

⇒  f(6x)∈Z(A) 
)5(

⇒  g(4x)∈Z(A) 
surj
⇒  

⇒  ∀ a∈A,  4a, 6a∈Z(A)  ⇒      ∀ a∈A,  2a∈Z(A)     (6). 

(3)  ⇔  2f(x2) + 2f(x) −2g(x) + f(x2+x)∈Z(A) 
)6(

⇒  f(x2+x)∈Z(A) 
surj
⇒   

∀ a∈A,  a2 + a∈Z(A)    (7) 
Cum  funcţia  h: A → A,  h(a) = −a  este un endomorfism surjectiv al lui (A, +), 
din  (7) rezultă, folosind teorema lui Mac Hale, că  inelul  A  este comutativ. 
b)  Fie  x∈A. Din ipoteză,  f(x) − g(x3)∈Z(A)   (1) 

x ← x+1  
)1(

⇒   f(x) − g(x3) − 3g(x2) − 3g(x)∈Z(A) 
)1(

⇒  ∀ x∈A, 3g(x2) + 

3g(x)∈Z(A) 
surj
⇒     ∀ a∈A,  3a2 + 3a∈Z(A)          (2) 

x, y∈A  
)1(

⇒   3(x+y)2 + 3(x+y)∈Z(A)  
)1(

⇒   ∀ x, y∈A,  3xy + 3yx∈Z(A)  ⇒ 
⇒ x(3xy+3yx) = (3xy+3yx)x   ⇔  ∀ x, y∈A, 3x2⋅y = y⋅(3x2) ⇒ ∀ x∈A,  
3x2∈Z(A) 
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)2(
⇒     ∀ a∈A,  3a∈Z(a)       (3) 

x, y∈A  
)1(

⇒  f(x+y) − g((x+y)3)∈Z(A)  
)1(

⇒     
g(x2y+y2x+xyx+xy2+yx2+yxy)∈Z(A) 
surj
⇒    ∀ a, b∈A,    a2b+b2a+aba+ab2+ba2+bab∈Z(A)                  (4) 

b ← −b 
)4(

⇒   ∀ a, b∈A,  −a2b+b2a−aba+ab2−ba2+bab∈Z(A)       (5) 
(4) − (5)  ⇒        ∀ a, b∈A,     2a2b+2aba+2ba2∈Z(A)               (6) 
(6)  ⇒  a⋅(2a2b+2aba+2ba2) = (2a2b+2aba+2ba2)⋅a  ⇔  (2a3)⋅b = b⋅(2a3),  ∀ a, 
b∈A  ⇒  ∀ a∈A,  2a3∈Z(A)  şi cum din  (3)  avem şi că ∀ a∈A, 3a3∈Z(A)  
rezultă că 

∀ a∈A, a3∈Z(A) 
)1(

⇒  ∀ x∈A, f(x)∈Z(A) 
surj
⇒  ∀ a∈A,  a∈Z(A), deci  A e 

comutativ. 
 
 
 8. 2.  Condiţii suficiente pentru inele Boole 
 
 8.2.1.  Definiţie  Fie inelul  (A, +, ⋅ ).  Dacă ∀ x∈A,  x2= x  (toate elementele 
inelului sunt idempotente), atunci inelul se numeşte inel Boole. 
 
 8.2.2.  Teoremă  a)  Orice inel Boole este comutativ. 
b)  Dacă un inel Boole nu are divizori ai lui zero, atunci el are cel mult două 
elemente. 
Demonstraţie:  a)   Fie  (A, +, ⋅ )  un inel Boole. Atunci,  ∀ x∈A,  x2= x    (1) 

x ← x + 1  
)1(

⇒   ∀ x∈A,  x2 + x + x + 1 = x + 1   ⇔    ∀ x∈A,  x + x = 0     (2) 

x ← x + y  
)1(

⇒   ∀ x, y∈A,  x2 + x⋅y + y⋅x + y2 = x + y  ⇔  ∀ x, y∈A,  x⋅y = 
−y⋅x 

)2(
⇒   y⋅x = −y⋅x  ⇒  ∀ x, y∈A,  x⋅y = y⋅x,  deci inelul este comutativ. 

b)  Fie  x, y∈A.  Atunci  x⋅y(x + y) 
com
= x2⋅y + x⋅y2

)1(
= xy + xy 

)2(
= 0. 

Aşadar,  ∀ x, y∈A,   x⋅y(x + y) = 0   (3) 

y = 1  
)3(

⇒   ∀ x∈A,  x(x + 1) = 0  şi dacă  A  nu are divizori ai lui  0,  rezultă că  

∀ x∈A,  x = 0  sau  x = −1
)2(
= 1  şi deci  A≤ 2. 
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 Există mai multe probleme cunoscute în care apar condiţii suficiente ca 
un inel să fie inel Boole. Astfel, egalităţile de forma   x6 = x,  ∀ x∈A   sau     x12 
= x,   
∀ x∈A   sau  x20 = x,  ∀ x∈A   implică idempotenţa tuturor elementelor 
inelului. 
Ne propunem să generalizăm aceste relaţii. 
 
 8.2.3.  Definiţie   Fie  n∈N,  n ≥ 2.   
Inelul   (A, +, ⋅ )   se  numeşte   n – inel  dacă   ∀ a∈A,  an∈A. 
 
 8.2.4.  Lemă  Dacă  (A, +, ⋅ ) este un  n – inel, atunci ∀ m∈Z, ∀ a∈A,  am(n−1)+1 
= a. 
 
Demonstraţie:  Prin inducţie după  m∈N.  Pentru  m = 0  este evident.  
Fie  k∈N.  Presupunem  că  ∀ a∈A,  ak(n−1)+1 = a    

Pentru  a∈A,  a(k+1)(n−1)+1 = ak(n−1)+1⋅an−1
indip
= a⋅an−1 = an = a  şi din principiul I de 

inducţie rezultă că ∀ m∈N,  am(n−1) = e.  Atunci  a−m(n−1) = (am(n−1))−1 = e. 
 
 8.2.5.  Lemă  Fie  n = n0 + n1⋅2 + ... + nr−1⋅2r−1+ nr⋅2r,  cu  ni∈{0, 1},  ∀ i= r,0 ,  
scrierea numărului natural n  în baza de numeraţie 2. Dacă  s dintre numerele  
ni  sunt egale cu  1,  atunci există exact  2s  coeficienţi binomiali  k

nC  impari. 
 
Să observăm că  6 = 110(2) = 5 + 1,  12 = 1100(2) = 11 + 1,  20 = 1010(2) = 19 + 
1,  ceea ce sugerează următorul enunţ: 
 

 8.2.6.  Teoremă  Fie n∈N* şi (A, +, ⋅ )  un n – inel.  Oricare  dintre 
următoarele condiţii este suficientă pentru ca  A  să fie inel Boole: 
(i)   ∃  k, m, p∈N*,  k > m,  p  prim,  astfel încât  n = 2k + 2m = p + 1 
(ii)  ∀  x∈A  avem  x + x = 0  şi ∃ k∈N*  astfel încât  n = 2k + 1. 
 

Demonstraţie:  (i)    n este par  ⇒  (−1)n = 1. A  fiind n – inel, avem  (−1)n = −1,  
de unde rezultă 1 + 1 = 0  şi deci dintre coeficienţii binomiali  { }n,0kCk

n =   

sunt nenuli doar cei impari, aceştia fiind egali cu  1.   
 n = 2k + 2m  înseamnă că în scrierea în baza  2  a lui  n  avem doar două 
cifre de  1. În acest caz, din Lema 8.2.5., există exact  4  coeficienţi binomiali 

nenuli:  0
nC = n

nC = 1 = r
nC = rn

nC − ,  cu  r∈














2
n...,,1 .  
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(1 + a)n = 1 + a  ⇔  ∑
=

⋅
n

0k

kk
n aC = 1 + a  ⇒  r

nC ⋅ar + rn
nC − ⋅an−r = 0 ⇔  ar = an−r  ⇔ 

⇔  a2r = an = a.  Cum  2r < n = p+1  ⇒  2r−1 < p 
primp
⇒   (2r−1, p) = 1  ⇒  ∃ h, 

k∈Z,   
 (2r−1)⋅k = (n−1)⋅h + 1  şi din  Lema  8.2.4. deducem că      a(2r−1)⋅k = a      (1). 
a2r = a  ⇒  A  este un  2r – inel şi din lema  8.2.4. rezultă  a(2r−1)⋅k+1 = a      (2). 
(1), (2)  ⇒  a2 = a,  ∀ a∈A  şi  A  este un inel Boole. 
(ii)  Avem  1 + 1 = 0  şi scrierea în baza  2  având tot două cifre nenule, rezultă 
că  
dintre coeficienţii binomiali  { }n,0kCk

n =   sunt nenuli doar 4, aceştia fiind, 

deoarece  n  este impar,  0
nC = n

nC = 1 = 1
nC = 1n

nC − . 
(1 + a)n = 1 + a  ⇔  an−1 + a = 0  ⇔  an−1 = a  ⇔  a = an = a2,  ∀ a∈A. 
 
 
 8. 3.  Inele şi corpuri de caracteristică finită. 
 
 8.3.1.  Definiţie  Fie inelul  (A, +, ⋅ ) cu elementele neutre 0, respectiv  1. 
Dacă  ord(1) = n∈N*,   spunem că inelul are caracteristica char(A) = n. 
Dacă  ord(1) = ∞,  spunem că inelul are caracteristica  char(A) = 0. 
 
 8. 3.2.  Observaţie  Un inel finit nu poate avea caracteristica 0, pentru că 
atunci  〈1〉  este un subgrup cu o infinitate de elemente al grupului finit  (A, + ),  
fals. 
 
 8.3.3.  Propoziţie  Fie inelul  (A, +, ⋅ )  şi mulţimea  P(A) = {n⋅1n∈Z} 
(am notat   n⋅1 = 43421

orin

1...11 +++ ). Mulţimea  P(A)  este un subinel al lui  A (numit 

subinelul prim al lui  A)  şi  orice subinel al lui  A  include  P(A)  (P(A)  este cel 
mai mic subinel al lui  A, în raport cu relaţia de incluziune). 
 
 8.3.4.  Propoziţie  Fie inelul  (A, +, ⋅ ).  Atunci: 
a)  char(A) = 0  ⇔  P(A) ≈ Z. 
b)  char(A) = n∈N*  ⇔  P(A) ≈ Zn. 
 
 8.3.5.  Propoziţie  Caracteristica unui domeniu de integritate  A  este  sau  0  
sau un număr prim. În particular, orice corp finit are caracteristica un număr 
prim. 
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Demonstraţie:  Fie  char(A) = n∈N.  Dacă  n ≠ 0,  presupunem că  n  nu este un 
număr prim.   
Atunci  ∃ p, t∈N*,   n = p⋅t   şi    0 = 43421

orin

1...11 +++ = ( )
4434421

orip

1...11 +++ ⋅ ( )
4434421

orit

1...11 +++    

de unde, A  fiind  domeniu de integritate, deducem că    ( )
4434421

orip

1...11 +++ = 0    sau  

( )
4434421

orit

1...11 +++ = 0,   contradicţie cu  ord(1) = n.  Aşadar  n  este prim. 

 
 8.3.6.  Propozitie  Dacă  (A, +, ⋅ )  este un inel finit a cărui caracteristică este 
un număr prim  p, atunci există  n∈N*  astfel încât  A= pn. 
 
Demonstraţie:  Pe  (A, + ),  care are toate elementele nenule de ordinul  p,  se 
poate introduce o structură de  Zp – spaţiu vectorial astfel: 1̂ ⋅x = x  şi  0̂ ⋅x = x,  
∀ x∈A,  iar  k̂ ⋅x = ( )

44 344 21
orik

x...xx +++ ,  ∀ k∈Rp.  Se verifică uşor axiomele 

spaţiului vectorial. 
Cum  A  este un spaţiu vectorial finit, el admite o bază de dimensiune finită,   
B = {e1, e2, ..., en}⊂ A,  cu  n∈N*.  Atunci  ∀ x∈A,  ∃! α1, α2, ..., αn∈Zp  astfel 

încât  x = ∑
=

α
n

1k
kke   şi  deci A  coincide cu numărul  n – uplurilor (α1, α2, ..., 

αn)  ce se pot forma cu elemente din  Zp, deci cu  pn. 
 
 8.3.7.  Propoziţie  Fie  (K, +, ⋅ ) un corp finit. Atunci: 
a)  Există  p, n∈N*,  p  prim,  astfel încât ord(K) = pn 
b)  Orice funcţie  f : K → K  este polinomială. 
 
Demonstraţie:  a)  Rezultă imediat din propoziţiile  8.3.5.  şi  8.3.6. 
b)  Fie K ={k1, k2, ..., km} un corp finit şi funcţia  f : K → K. 
  Vom demonstra că găsim o funcţie polinomială,  g : K → K,   
g(x) = am⋅xm−1 + am−1⋅xm−2 + ...  + a1⋅x + a0 , cu ai∈K, i= m,0 ,  astfel încât  f = g. 

Într-adevăr, impunând condiţiile: 











=

=
=

)k(f)k(g

)k(f)k(g
)k(f)k(g

mm

22

11

M
 obţinem un sistem în 

necunoscutele  a0, a1, ..., am. Sistemul este un sistem Cramer, căci determinantul 
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sistemului este un determinant de tip Vandermonde,  V(k1, k2, ..., km)  şi 
elementele  k1, k2, ..., km fiind distincte, V(k1, k2, ..., km) este un element nenul 
al corpului K deci este inversabil în K. Aşadar sistemul anterior are soluţie 
unică în K, ceea ce implică  f = g.  În concluzie, orice funcţie   f : K → K    este 
o functie polinomială de grad   ≤ ord(K) − 1. 
 
 8.3.8.  Propoziţie  Fie (A, +, ⋅ )  este un inel cu 0 ≠ 1.  
Dacă orice funcţie  f : A → A  este polinomială, atunci  (A, +, ⋅ )  este corp. 
 

Demonstraţie:  Fie  a∈A,  a ≠ 0  şi funcţia  fa : A → A,  fa(x) =




≠
=

ax,0
ax,1

            

(1) 
Din ipoteză,  fa  este polinomială, adică  ∃ n∈N*,  α1, α2, ..., αn∈A,  astfel încât 
                     fa(x) = αn⋅xn + αn−1⋅xn−1 + ... α1⋅x + α0,  ∀ x∈A                                 
(2) 

a ≠ 0 
)1(

⇒    fa(0) = 0  
)3(

⇒   α0 = 0  
)3(

⇒   fa(x) = αn⋅xn + αn−1⋅xn−1 + ... α1⋅x,  ∀ x∈A  
)1(

⇒  
⇒  αn⋅an + αn−1⋅an−1 + ... α1⋅a = 1   ⇔    (αn⋅an−1 + αn−1⋅an−2 + ... α1)⋅a = 1. 
Notând  b = αn⋅an−1 + αn−1⋅an−2 + ... α1,  avem  b⋅a = 1.  Demonstrăm că şi  a⋅b = 
1. 

b⋅a = 1  
01≠

⇒   b ≠ 0  
logana

⇒   ∃ c∈A,  c⋅b = 1. 
c⋅b⋅a = c⋅(b⋅a) = c⋅1 = 1    şi   c⋅b⋅a = (c⋅b)⋅a = 1⋅a = a  şi deci  c = a, adică  a⋅b = 
1. 
Aşadar   U(A) = A*, adică  (A, +, ⋅ )  este corp. 
 
 8.3.9.  Propoziţie  Fie  (A, +, ⋅ )  un inel comutativ cu  0 ≠ 1.  
Dacă orice funcţie  f : A → A  este polinomială, atunci  A  este un corp finit. 
 
Demonstraţie:  Funcţia  fa  din  8.3.8.  este polinomială  şi dacă  A  este o 
mulţime infinită, atunci, din construcţie,  fa  are o infinitate de rădăcini. Din  
8.3.8.  rezultă că  (A, +, ⋅ )  este corp şi deci  fa = 0,  contradicţie cu modul în 
care am definit-o. Aşadar  (A, +, ⋅ )  este un corp finit. 
 
 8.3.10  Propoziţie  Fie  (A, +, ⋅ )  un inel integru, de caracteristică  p∈N*.  
Atunci operaţiile din  A  induc pe  K ={ }1p,0kk1 −=⋅  o structură de corp. 
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Demonstraţie:  Inelul fiind integru,  p  este prim (8.3.5.). Enunţul este evident, 
datorită transportului de structură pe care îl putem construi, de la corpul  (Zp, +, 
⋅ )  la mulţimea  K. Proprietatea la  care ne referim este următoarea: 
 
Lemă  Fie inelul  (A, +, ⋅ ), mulţimea nevidă  B  şi funcţia bijectivă  f : A → B. 
Pe  B  definim:  u ⊕ v = f(f−1(u) + f−1(v))  şi  u ⊗ v = f(f−1(u)⋅ f−1(v)).  Atunci: 
a) (B, ⊕, ⊗ ) este inel (funcţia f realizează transportul de structură de la A la B) 
b)  (A, +, ⋅ )  comutativ  ⇒  (B, ⊕, ⊗ ) comutativ 
c)  (A, +, ⋅ )  cu divizori ai lui  0  ⇒  (B, ⊕, ⊗ )  cu divizori ai lui  0. 
d)  a  inversabil în  A  ⇒  f(a)  inversabil în  B  şi  (f(a))−1 = f(a−1) 
Funcţia  f : Zp → K,   f ( )k̂ = k,  ∀ k∈ Rp  este bijectivă şi asigură, conform lemei 
anterioare, transportul de structură de la  Zp  la  K,  operaţiile fiind chiar cele 
induse de cele ale inelului A.   

Într-adevăr,      ∀ u, v∈K,  u ⊕ v = f( v̂û + ) = (u + v)(mod p) 
p)A(char =

= u + v    

şi      u ⊗ v = f( v̂û ⋅ ) = (u⋅v)(mod p) 
p)A(char =

= u⋅v. 
 
 Se poate  demonstra (neelementar) următorul rezultat: 
 

 8.3.11  Propoziţie  Fie  (A, +, ⋅ )  un inel integru, de caracteristică  p∈N*, cu 
un număr finit de elemente inversabile.  
Atunci operaţiile din  A  induc pe  L = U(A) ∪ {0}  o structură de corp. 
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Probleme rezolvate 
 

   R8.4.1.  Fie  (A, +, ⋅ )  un inel astfel încât  ∀ x∈A,  x3 − x2∈Z(A).   
Demonstraţi că inelul este comutativ. 
 

Soluţie:    Avem     ∀ x∈A,  x3 − x2∈Z(A)    (1) 
x ← −x în  (1)  ⇒  ∀ x∈A,  −x3 − x2∈Z(A)   (2) 
(1) − (2)  şi  (1) + (2)  ⇒  ∀ x∈A, 2⋅x3,  2⋅x2∈Z(A)     (3) 

x ← x+1  
)1(

⇒   ∀ x∈A,   (x+1)3 − (x+1)2∈Z(A)  
)3(

⇒   ∀ x∈A,  x3 + x∈Z(A)  
)1(−

⇒  
⇒  ∀ x∈A,  x2 − x∈Z(A)  (4) 
1A  fiind endomorfism surjectiv al grupului  (A, + ), relaţia (4) este chiar ipoteza 
teoremei lui Mac Hale, deci inelul este comutativ. 
 

   R8.4.2. Fie n ≥ 2  şi  G = U(Zn). Dacă ∀ x∈G,  x−1 = x ,  
a) demonstraţi că  ord(G) este o putere a lui 2. 
b) determinaţi numărul  n. 

Olimpiada  Naţională, 1987 
Solutie:  Punctul a) rezultă din propoziţia  2.1.9. 
b) Conform punctului a), există k∈N  astfel încât  ord(G) = ϕ(n) = 2k.        
Fie  n = t21

t21 ppp ααα ⋅⋅⋅⋅ ,   cu   p1 < p2 < ... < pt   numere prime. 

ϕ(n) = 1
t

1
2

1
1

t21 ppp −α−α−α ⋅⋅⋅⋅ ⋅(p1−1)(p2−1)⋅...⋅(pt−1) = 2k, de unde rezultă că p1 = 

2,  α2 = α3  = ... = αt = 1  şi  pi = is2 +1,   pentru  i∈{2, 3, ..., t}.  Deci  n = 
12α ⋅p2⋅…⋅pt.   

Atunci existã izomorfismul de inele  f : Zn → Zp× t2 pp Z...Z ×× , f( x̂ ) = ( x̂ , x̂ , 

..., x̂ ) unde  p = 12α   şi   p2 < ... < pt   sunt numere  prime impare  
Evident, pentru i ≥ 2, x̂  de pe locul  i  este clasa lui  x  în 

ipZ  şi clasa lui  x  în  
Zp, pentru i = 1.  
Cum  x̂ 2 = 1, ∀ x∈G, avem că  f( x̂ 2) = ( x̂ 2, x̂ 2, ..., x̂ 2) = f(1̂ ) = (1̂ ,1̂ ,...,1̂ ), 

adicã x̂ 2 = $1 în 
ipZ . 

Elementelor inversabile din Zn le corespund n-upluri de elemente inversabile 
din Zp× t2 pp Z...Z ××   şi reciproc. 

Cum (2, pi) = 1, rezultă că 2̂∈U(
ipZ ), ∀ i∈{2, ..., t}. 

 Elementul  (1̂ , 2̂ , 2̂ , ..., 2̂ )  este inversabil în  Zp× t2 pp Z...Z ××   şi deci există 

x̂∈U(Zn)  astfel încât  f( x̂ ) = (1̂ , 2̂ , 2̂ , ..., 2̂ ). Aşadar, conform argumentaţiei 
de mai înainte,   2̂ 2 = 1̂   în 

ipZ   şi  în concluzie,  pi = 3, ∀ i∈{2, ..., t}.  



 101

Aceasta implică  t = 2, pentru că factorii primi din descompunerea lui  n  au fost 
luaţi distincţi. 
Deci  n = 11 32 βα ⋅ , cu β1 ≥ 0. Cum (5, n) = 1, rezultă că 5̂∈U(Zn)  şi deci 5̂ 2 =1̂   
în Zn, ceea ce implică  n / 24  şi deci  n∈{2, 3, 4, 6, 8, 12, 24}  şi toate aceste 
valori verifică enunţul. 
 
   R8.4.3.  Să se arate că produsul elementelor diferite de zero ale unui corp 
finit abelian  este egal cu −1. 

                                                      Olimpiada Natională, 1981 
 
Solutie:   Este cunoscut următorul rezultat fundamental: 
 
Teorema lui Wedderburn  Orice corp finit este comutativ. 
 

Această teoremă, deşi cu o demonstraţie care depăşeşte programa de 
liceu,  simplifică multe probleme. În cazul de faţă, se poate renunţa la condiţia 
de comutativitate din ipoteză. 
Fie (K, +, ⋅ ) corpul finit cu care lucrăm. Atunci (K*, ⋅ ) este grup finit şi 
produsul elementelor sale este egal cu produsul elementelor sale de ordin ≤ 2 
(conform problemei  P.1.3.1.) . 
 Căutăm aşadar eventualele elemente de ordin  2  ale lui (K*, ⋅ ). 
 Fie x∈K*  astfel încât  x2 = 1. Atunci  (x−1)(x+1) = 0  şi cum corpul K 
nu are divizori ai lui zero, avem că  x−1 = 0  sau  x+1 = 0.  
Deci singurul element de ordin  2  al lui K  este  x = −1  şi în consecinţă, 
produsul tuturor elementelor nenule ale lui K este egal cu  −1. 
 
   R8.4.4.  Fie (A, +, ⋅ ) un inel cu 5 elemente. Să se arate că 5 e cel mai mic 
număr n∈N*, astfel încât 4434421

orin
111 +⋅⋅⋅++ = 0  şi să se demonstreze că A este 

comutativ.  
                                              Olimpiada Judeţeană, 1981 

Soluţie:  (A, + ) este un grup de ordinul 5 şi din teorema lui Lagrange rezultă că 
ord(1) / 5. Cum ord(1) > 1,  rezultă că ord(1) = 5  şi deci (A, + ) este grup ciclic 
generat de 1. Elementele 0 şi 1 comută cu toate celelalte.  
Fie x, y∈A \ {0, 1},  x = 43421

orik

111 +⋅⋅⋅++   şi  y = 43421
orit

111 +⋅⋅⋅++ . Avem atunci: 

 xy = ( 43421
orik

111 +⋅⋅⋅++ )⋅( 43421
orit

111 +⋅⋅⋅++ )= 43421
oritk

111
⋅

+⋅⋅⋅++ =( 43421
orit

111 +⋅⋅⋅++ )⋅( 43421
orik

111 +⋅⋅⋅++ )= 

yx 
şi deci inelul A este comutativ. 
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 9. Ecuaţii funcţionale pe structuri algebrice 
 
 Structurile algebrice reprezintă abstractizări ale unor mulţimi, operaţii, 
proprietăţi. Prin aceste abstractizări se câştigă în generalitate dar se pierde în 
particularitate. Între două structuri algebrice de acelaşi tip, funcţiile 
reprezentative sunt morfismele sau morfismele parţiale, motiv pentru care în 
general soluţiile ecuaţiilor funcţionale se reprezintă cu ajutorul morfismelor. 
 
 
 9.1. Ecuaţii funcţionale pe grupuri de numere reale 
 
 Una dintre primele ecuaţii funcţionale, considerată de Cauchy înainte de 
1900 a deschis cele două drumuri principale pe care s-a dezvoltat studiul 
ecuaţiilor funcţionale pur algebric sau cu condiţii ce ţin de analiza matematică. 
De fapt ecuaţia lui Cauchy,  

RR →:f ,   ),()()( yfxfyxf +=+    R∈yx, , 
reprezintă ecuaţia endomorfismelor grupului aditiv (R,+). Aceste morfisme se 
numesc funcţii aditive pe R. 
 Pentru rezolvarea acestei ecuaţii folosirea doar a structurii de grup nu 
este suficientă, ideea care a condus după foarte multe studii la determinarea 
tuturor soluţiilor a fost de a folosi structura de spaţiu vectorial a lui(R,+) peste 
corpul (Q,+,⋅). 
 Definiţia  9.1.1. Ecuaţia funcţională 





∈+=+
→

R
RR

yxyfxfyxf
f

C
,);()()(

:
:)(  

se numeşte ecuaţia lui Cauchy iar soluţiile ei se numesc funcţii aditive. 
 Teorema  9.1.2. Dacă RR →:f  este o funcţie aditivă, atunci: 

(a) )1()( qfqf = , pentru orice Q∈q  
 (b) )()( xqfqxf = , pentru orice Q∈q  şi R∈x  
 (c) Mulţimea }0)(|{ =∈= xfxKerf R  este un subgrup al grupului 
(R,+), numit subgrupul perioadelor funcţiei f. 

(d) Mulţimea })(|{ xxfxFixf =∈= R  este un subgrup al grupului 
(R,+), numit subgrupul punctelor fixe. 
 (e) Funcţia RR →:g , xfxfxg ⋅−= )1()()( , R∈x  este funcţie aditivă 
şi restricţia ei la Q este 0| =Qg . 
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 Demonstraţie. Din condiţia )()()( yfxfyxf +=+ ; R∈yx, , prin 
inducţie rezultă )(...)()()...( 2121 nn xfxfxfxxxf +++=+++  şi în particular 

)()( xnfnxf = ; N∈n  
 0)0( =f  
 0)0()()( ==+− fnxfnxf , deci )()( xnfnxf −=− . 
 Deci )()( xkfkxf = ; Z∈k , R∈x . 

 Avem: 





=






 ++=

n
xnf

n
x

n
xfxf ...)( , deci )(1 xf

nn
xf =





  şi 

)()(1 xf
n
mmxf

nn
mxf ==






 ; Z∈nm, , 0≠n , R∈x , deci )()( xqfqxf = ; 

R∈x , Q∈q . 
 Pentru 1=x  obţinem )1()( qfqf = , Q∈q , deci punctele (a) şi (b) din 
teoremă sunt demonstrate. 
 (c) Dacă 0)(0)()(, =−⇒==⇒∈ yfyfxfKerfyx  şi din 

Kerfyxyfxfyxf ∈−⇒=−+=− 0)()()( . 
 (d) Dacă yyfxxf == )(,)(  atunci yyfyf −=−=− )()(  şi 

yxyfxfyxf −=−+=− )()()( , deci Fixfyx ∈− . 
 (e) Din (a) )1()( qfqf = ; Q∈q , deci 0)1()()( =−= qfqfqf . Avem 

)()()1()()1()()1()()()( ygxgyfyfxfxffyxyxfyxg +=−+−=+−+=+  
R∈yx, , deci g este aditivă. 

 Observaţia  9.1.3. • Din (a) rezultă că restricţia la Q a unei funcţii 
aditive este perfect determinată de valoarea )1(f . (Dacă RR →:f  şi 

RR →:g  sunt funcţii aditive cu proprietatea )1()1( gf =  atunci QQ || gf = ). 
 • În general, dacă R∈λ  atunci mulţimea })(|{ xxfxA λ=∈=λ R  
formează un subgrup în (R,+). 
 • Din punctul (c) rezultă că orice funcţie aditivă RR →:f  este de 
forma axxgxf += )()( , unde RR →:g  este funcţia aditivă şi 0| =Qg , deci 
clasa funcţiilor în care se caută soluţiile ecuaţiei lui Cauchy se poate restrânge 
la funcţiile ce au restricţia la Q, funcţia nulă. 
 Observaţia  9.1.4. se poate arăta că dacă restrângem clasa funcţiilor f în 
care căutăm soluţiile atunci în oricare din clasele de funcţii: continue, local 
mărginite, monotone, singurele soluţii sunt de forma axxf =)( , R∈α  unde 

R∈a  este o constantă arbitrară. 
 Definiţia  9.1.5. O funcţie discontinuă RR →:f  care verifică ecuaţia 
lui Cauchy: R∈+=+ yxyfxfyxf ,),()()( , se numeşte funcţie Hamel. 
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 Observaţia  9.1.6. Funcţiile Hamel sunt soluţiile nebanale ale ecuaţiei 
Cauchy, deci funcţiile aditive care nu sunt de forma R∈= xaxxf ,)( . 
Determinarea funcţiilor Hamel necesită câteva cunoştinţe care nu sunt înglobate 
în cursurile standard. 
 Definiţia  9.1.7. Se numeşte bază Hamel, orice bază a spaţiului vectorial 

),( +R  peste corpul ),,( ⋅+Q . 
 Observaţia  9.1.8. (a) Dacă ),,( ⋅+K  este un corp comutativ şi ),,( ⋅+Q  
este un subcorp al său, atunci grupul ),( +K  poate fi organizat ca spaţiu 
vectorial peste corpul ),,( ⋅+Q , cu ajutorul aplicaţiei KKQ →×ϕ : , 

kqkq ⋅=ϕ ),( . 
 (b) Dacă }|{ IihH i ∈=  este o bază Hamel atunci pentru orice 

}0{\R∈x  există şi sunt unici: *
11 )(),...,(,)(),...,( Q∈∈ xqxqIxixi nn  astfel încât 

)()(
1

xhxqx
n

k
ik k∑

=

=  

(Dacă nkHhq kk ,1,, =∈∈Q  şi 0
1

=⋅∑
=

n

k
kk hq , atunci nkqk ,1,0 == ). 

 (c) Dacă R∈21,hh  şi sunt independente peste Q, atunci mulţimea 
},|{],[ 21221121 ZZ ∈+= nnhnhnhh  este densă în R. 

 Teorema  9.1.9. Dacă }|{ IihH i ∈=  este o bază Hamel, atunci 
cardinalul său este cIH == ||||  (puterea continuului). 
 Demonstraţie. Dacă H ar fi numărabilă atunci mulţimile 

},1,|...{ 11 nkqhqhqA knnn =∈++= Q  
ar fi numărabile şi la fel mulţimea R

N

=
∈
U
n

nA , contradicţie )( 0 c≠ℵ  

 Dacă H este nenumărabilă )|(| 0ℵ>H  arătăm că |)(||| HH Q= , unde 
)(HQ  este subspaţiul generat de H peste Q 









∈∈∈= ∑
=

HhqnhqH
ik ik

n

k
ik ,,|)((

1
QNQ ). 

 Cardinalul mulţimii părţilor cu nelemente din H este |||| HH n= , N∈n . 
Pentru fiecare parte Hhh

nii ⊂},...,{
1

 avem 0|||}),...,({|
1

ℵ== n
ii n

hh QQ , deci 
||||)( 0 HHH =ℵ=Q  şi cum RQ =)(H  rezultă cH =|| . 

 Observaţia  9.1.10. (a) Dimensiunea lui R ca spaţiu vectorial peste Q 
este c. 
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 (b) Pentru orice bază Hamel H, există o funcţie bijectivă H→ϕ ]1,0[: . 
Notând tht =ϕ )(  rezultă ]}1,0[|{ ∈= thH t . 
 Folosirea de către G. Hamel a bazelor Hamel, a fost decisivă în tentativa 
de rezolvare completă a ecuaţiei funcţionale Cauchy. 
 Observaţia  9.1.11. Dacă f, g sunt funcţii aditive, iar a, b sunt numere 
reale, atunci funcţiile gbfa ⋅+⋅  şi gf o  sunt funcţii aditive. Mulţimea 
funcţiilor aditive formează un spaţiu vectorial real şi un inel. 
 Teorema  9.1.12. Orice funcţie aditivă RR →:f  este un endomorfism 
al spaţiului vectorial R peste Q. 
 Demonstraţie. Dacă RR →:f  este o funcţie aditivă avem: 

0)0()0()0()00( =⇒+=+ ffff  
R∈−=−⇒−+=− xxfxfxfxfxxf ),()()()()( . 

Pentru N∈n , )(...)()...( 11 nn xfxfxxf ++=++ , deci )()( xnfnxf = . 

 Pentru )(1)(,* xf
mm

xf
m
xmf

m
xmfxfm =






⇒






=






=∈N . 

 Pentru *
+∈Qq , 

m
nq =  avem =






=






 ⋅⋅= x

m
nfx

m
nfqxf 11)(  

)()( xqfxf
m
n

== , deci f este Q-omogenă. 

 Pentru R∈yx, , Q∈qr,  avem: 
)()()()()( yqfxrfqyfrxfqyrxf +=+=+  

deci f este Q-liniară, adică f este endomorfism. 
 Teorema  9.1.13. Dacă R⊂H  este o bază Hamel şi R→HfH :  este o 
funcţie arbitrară, atunci există o unică funcţie aditivă RR →:f  pentru care 
restricţia HH ff =| . 
 Demonstraţie. Un endomorfism este unic determinat de valorile lui pe o 

bază. Dacă R∈x  şi exprimarea lui în baza H este ∑
=

=
n

k
kk hqx

1
, Q∈kq , 

Hhk ∈  atunci definim ∑
=

=
n

k
kHk hfqxf

1
)()(  care defineşte unica prelungire Q-

liniară a funcţiei Hf . 
 Observaţia  9.1.14. (a) Funcţia RR →:f  este funcţie aditivă dacă şi 
numai dacă pentru orice bază Hamel }|{ IihH i ∈=  există o mulţime 
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R⊂∈α }|{ Iii  astfel ca pentru orice R∈x , dacă ∑
=

∈=
n

k
kkk qhqx

1
, Q , Hhk ∈  

este scrierea unică a lui x în baza H, atunci 

∑
=

α=
n

k
kkqxf

1
)( . 

 (b) Cardinalul mulţimii funcţiilor aditive este ccc >  (mulţimea 
funcţiilor aditive este în bijecţie cu mulţimea tuturor funcţiilor RR). 
 (c) Dacă RR →:f  este o funcţie aditivă şi H o bază Hamel, atunci 
mulţimea )(Hf  este bază Hamel dacă şi numai dacă funcţia f este bijectivă 
(izomorfism de Q-spaţii vectoriale). 
 Alte ecuaţii funcţionale de tip Cauchy sunt: 

(1) 




∈=+
∞→

R
R

yxyfxfyxf
f

,),()()(
),0(:

 

(2) 




∈+=
→∞

R
R

yxyfxfxyf
f

,),()()(
),0(:

 

(3) 




∈=
∞→∞

Ryxyfxfxyf
f

,),()()(
),0(),0(:

. 

 Observaţia  9.1.15. O funcţie ),0(: ∞→Rf  care verifică ecuaţia (1) 
este un morfism de grupuri, de la grupului aditiv ),( +R  la grupul multiplicativ 

)),,0(( ⋅∞ , rezolvarea ecuaţiei (1) revine la determinarea acestor morfisme. Se 
cunoaşte că cele două grupuri sunt izomorfe prin izomorfismul R→∞ϕ ),0(:  

),0(,ln)( ∞∈=ϕ xxx . 
 Avem RR →∞→ ϕ),0(f , funcţia f este morfism dacă şi numai dacă 
funcţie gf =ϕo  este endomorfism al grupului aditiv ),( +R , deci funcţie 
aditivă. Se obţine gegf =ϕ= − o1 . 
 Observaţia  9.1.16. O funcţie R→∞),0(:f  care verifică ecuaţia (2) 
este morfism de grupuri, de la grupul multiplicativ )),,0(( ⋅∞  la grupul aditiv 

),( +R . Folosind izomorfismul xex =ψ∞→ψ )(),,0(: R , între aceste grupuri, 
avem: 

RR →∞→ψ f),0(  
 Funcţia f este morfism dacă şi numai dacă funcţia ψ= ofg  este 
endomorfism al grupului aditiv ),( +R , deci funcţia g este aditivă. Se obţine: 

),0(),(ln)(1 ∞∈=⇔ψ= − xxgxfgf o . 
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 Observaţia  9.1.17. Funcţiile nenule care verifică ecuaţia (3) sunt 
endomorfismele grupului multiplicativ )),,0(( ⋅∞ .Folosind izomorfismele 

xx ln)( =ϕ  şi xex =ψ )(  cu grupul aditiv ),( +R  avem: 
RR →∞→∞→ ϕψ ),0(),0( f  

 Funcţia f este endomorfism al grupului )),,0(( ⋅∞  dacă şi numai dacă 
funcţia ψϕ= oo fg  este endomorfism al grupului aditiv ),( +R , deci funcţia g 
este aditivă. 
 Se obţine ),0(,)( )(ln ∞∈= xexf xg . 
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Probleme rezolvate 
 
   R9.2.1. Să se determine funcţiile f şi ZZZ →×:g  astfel ca mulţimea 

matricelor 








∈∈







= ZZ yx

yxgyxf
yx

M ,,
),(),(

 să formeze un subinel al 

inelului ),),(( 2 ⋅+ZM . 

Soluţie. Notăm 







=

)(),(
),(

xgyxf
yx

yxA . Mulţimea M trebuie să fie 

stabilă faţă de operaţia de adunare, deci pentru orice Z∈2211 ,,, yxyx , există 
Z∈33 , yx  astfel ca ),(),(),( 332211 yxAyxAyxA =+ . Obţinem pentru f şi g 

relaţiile 





+=++
+=++

),(),(),(
),(),(),(

)1(
22112121

22112121

yxgyxgyyxxg
yxfyxfyyxxf

 

 Dacă punem 02121 ==== yyxx  obţinem 0)0,0()0,0( == gf . 
 Dacă punem yyxxyx ==== 1221 ,,0  avem: 





+=+=
+=+=

)()(),0()0,(),(
)()(),0()0,(),(

21

21

ygxgygxgyxg
xfxfyfxfyxf

 

),0()(),0,()( 21 yfxfxfxf ==  
unde am notat: 

),0()(),0,()( 21 ygygxgxg ==  
 Dacă în relaţiile (1) luăm 021 == yy  obţinem: 

Z∈




+=+
+=+

21
2111211

2111211 ,
)()()(
)()()(

xx
xgxgxxg
xfxfxxf

 

şi pentru 021 == xx , aceleaşi relaţii pentru funcţiile 2f  şi 2g , deci funcţiile 

2121 ,,, ggff  sunt aditive. 
 Din ZZ →:h , Z∈+=+ yxyhxhyxf ,),()()(  rezultă 0)0( =h , 

)()(),1()( nhnhnhnh −=−=  deci Z∈= xxhxh ),1()( . 
Atunci )1()(),1()(),1()( 112211 xgxgxfxfxfxf ===  şi )1()( 22 xgxg = . 
 Punând condiţia ca matricea unitate să fie în M 









=








⇒∈

10
01

)0,1()0,1(
01

2 gf
MI  

)1(1)0,1(,0)0,1( 1fgf ⇔==⇔    şi   1)1(1 =g  
deci 
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Z∈= xxf ,0)(1    şi   Z∈= xxxg ,)(1  
 Notând ZZ ∈=∈= bgaf )1(,)1( 22  obţinem: 

ayyxf =),(    şi   byxyxg +=),( ,   pentru   ZZ×∈),( yx . 
 Se verifică uşor că aceste condiţii sunt şi suficiente. 
   R9.2.2. Să se determine toate funcţiile f şi ZZZ →×:g , pentru care ),,( ⋅+M  
formează un inel şi MI ∈2 , unde 









∈







= Zyx

yyxg
yxfx

M ,,
),(

),(
. 

Soluţie. Notăm 







=

yyxg
yxfx

yxA
),(

),(
),( . 

 Din MyxAyxA ∈+ ),(),( 2211  rezultă: 





+=++
+=++

),(),(),(
),(),(),(

22112121

22112121

yxgyxgyyxxg
yxfyxfyyxxf

 

 Pentru 
⇒+=+⇒== )0,()0,()0,(0 212121 xfxfxxfyy )0,1()0,( nfnf = , *N∈n , 

0)0,0( =f  şi )0,1()0,( nfnf −=− , deci akkf =)0,( , Z∈k  unde 
Z∈= )0,1(fa . 

 Analog se deduce Z∈= kbkkf ,),0( , deci funcţiile f şi g sunt de forma: 





∈
+=
+=

Zyx
dycxyxg
byaxyxf

,
),(
),(

 

 Din 







=








⇒∈

1)1,1(
)1,1(1

10
01

2 g
f

MI , deci 0)1,1()1,1( == gf  

0=+=+⇔ dcba . 
 Se verifică uşor că mulţimea 









∈







−

−
= Zyx

yyxc
yxax

M ,,
)(

)(
 

formează cu adunarea şi înmulţirea o structură de inel unitar. 
 În concluzie funcţiile sunt: 





×∈−=
×∈−=

ZZ
ZZ

),(),(),(
),(),(),(

yxyxcyxg
yxyxayxf

 

unde ZZ ∈∈ ca ,  sunt arbitrare. 
   R9.2.3. Fie ),( ⋅G  un grup şi GGf →:  o funcţie care satisface ecuaţia 
funcţională 
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Gyxyxfyxff ∈= ,,)())(( . 
 Să se arate că f este un automorfism cu proprietatea Gff 1=o . 

Soluţie. Dacă 2121 )()()()( yxfyxfyfyf =⇒=  deci funcţia f este 
injectivă. 
 Pentru 1== yx  (elementul neutru al grupului) avem: 

1)1()1())1(( =⇒= ffff . 
 Pentru Gyyyffx ∈=⇒= ,))((1 , deci Gff 1=o  (f este bijectivă şi 

ff =−1 ). 
 Pentru orice Gz∈ , există Gy∈  astfel ca )(),( zfyyfz ==  şi ecuaţia 
se scrie Gzxzfxfxzf ∈= ,),()()( , deci )(GAutf ∈ . Reciproc se verifică uşor 
că orice automorfism involutiv este soluţie a ecuaţiei date. 
   R9.2.4. Fie ),( ⋅G  un grup şi GGf →:  o funcţie cu proprietatea 

yxyfxffE ⋅=⋅ ))()((: ,   pentru orice   Gyx ∈, . 
 1. Să se arate că există Ga∈  şi GGg →:  un morfism de grupuri, 
astfel ca Ggg 1=o  şi Gxxagxf ∈= ),()( . 
 2. Să se determine toate funcţiile f cu proprietatea (E) în cazul 

),(),( 6 ⋅=⋅ UG  unde }1|{ 6
6 =∈= zzU C . 

Soluţie. 1) Dacă f verifică ecuaţia funcţională (E) atunci: 
 f este bijectivă pentru 1=x  
 11))()1(( yyfff =  
 22 ))()1(( yyfff =  
 fyyyfyf ==⇒= 2121 )()(  este injectivă. 
 Pentru Gf ∈  avem yyfff =))()1(( , deci f este surjectivă. 
 Dacă af =)1( , atunci 1,, 3 =∈= aGxxaax  şi Gxxaxff ∈= ,))(( 2 . 

 Pentru ))(())((
))((1

))((1
axffxfaf

xaxffy
yyaffx yx

=⇒




=⇒=
=⇒= =

 

Gzzaazaxfxaf
surjinj ff

∈=⇒=⇒ ,)()( . 
 Pentru 1)(1 2 =⇒== afyx  şi pentru yayffax 22 ))(( =⇒= . 
 Pentru 1)1( 3442 =⇒=⇔=⇒== aaaafayx . 
 Punând )(),( yfyxfx →→ , rezultă: 

)()()()()()( 4 yfxfaxyfyfxfxyaf =⇔= . 
 Făcând substituţia )()( xagxf = , obţinem pentru g relaţia 

)()()( ygxagaxyg = , din care pentru )()(1 xagaxgy =⇒= , deci 
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)()()( ygzgzyg =  
unde axz =  şi y sunt arbitrare. 
 Din yayff 2))(( = , rezultă Ggyygg 1))(( 2 =⇔=  şi din 

aagaagaaafaff =⇒=⇒=⇔= )()()())1(( 222 . 
   R9.2.5. Fie ),( ⋅G  un grup. 
 a) Să se arate că dacă ecuaţia funcţională 





∈∈=
→

− GyGxxyfyxff
GGf

E
,),())((

:
:)( 1  

are soluţie, atunci grupul G este comutativ. 
 b) Să se arate că singurele funcţii f care verifică (E) sunt automorfismele 
lui G pentru care Gff 1=o . 
 c) Dacă 4KG =  (grupul lui Klein), atunci mulţimea soluţiilor ecuaţiei 
(E) formează un grup izomorf cu 4K . 

Soluţie. a) Pentru )1())((1 yfyffx =⇒= . Dacă 

212121 )1()1())(())(( yyfyfyyffyff =⇒=⇒=  deci f este injectivă. 

 Pentru 1)1()1())1((1 =⇒=⇒== ffffyx
inj

 şi yyff =))((  deci f este 
bijectivă şi ff =−1 . 

 Pentru 1=y  rezultă Gxxxxxfxf
inj

∈=⇒=⇒= −− ,1)()( 211 . 
 Din yyxxyxyxyxxyxyyx ⋅⋅⋅=⋅⋅⋅⇒=⇒=== 222222 )(1)(  

GGyxxyyx ⇒∈=⇒ ,,  este comutativ. 
 b) Din yyff =))((  şi )()( 1 xfxf =− , ecuaţia se scrie 

Gyxxfyffyxff ∈= ,),())(())(( , 
deci 

Gzxzfxfxzf ∈= ,),()()( . 
Reciproc se verifică relaţia dată pentru orice automorfism f cu Gf 12 = . 

 c) Fie },,,1{4 cbaK = , 1222 === cba , cab = , abc = , bca = . Trebuie 
determinate morfismele KKf →:  cu ff =−1 . Evident 1)1( =f  şi pentru că f 
este bijectivă, rezultă că f realizează o permutare τ a mulţimii },,{ cba  cu 

e=τ2 . Acestea sunt 







=τ

cba
cba

1 , 







=τ

bca
cba

2 , 







=τ

abc
cba

3 , 









=τ

cab
cba

4  şi obţinem funcţiile: cba ffff ,,,1  definite prin tabelul de valori 
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cabf
abcf
bcaf
cbaf
cba

c

b

a

1:
1:
1:
1:
1

1

 

Aplicaţia cba fcfbfaf →→→→ ,,,1 1  este un izomorfism de la K la 
)},,,,({ 1 ocba ffff . 

   R9.2.6. Fie M o mulţime finită şi )(MPG =  mulţimea părţilor sale. Să se 
determine toate funcţiile GGGf →×: , care determină pe G o lege de 
compoziţie YXYXf ∗=),( , astfel ca ),( ∗G  să fie grup cu proprietatea că 

YXYX ∪⊂∗ , pentru orice )(, MPYX ∈ . 
Soluţie. Din φ⇒φ=φ∗φ⇒φ⊂φ∗φ  este element neutru. Arătăm prin 

inducţie după cardinalul mulţimii X că φ=∗ XX , pentru orice )(MPX ∈ . 
 Pentru φ== XX ,0||  şi φ=∗ XX . 
 Fie )(MPA∈ , cu 1|| += nA . 
 Dacă AX ⊂  este arbitrară, atunci AAXAX =∪⊂∗ , deci translaţia 

AXXtAPAPt AA ∗=→ )(),()(:  fiind injectivă, este surjectivă ( )(AP  este 
finită), deci există AB ⊂  astfel ca φ=∗⇔φ= ABBtA )( . Dacă presupunem că 

AB ≠ , atunci nB ≤||  şi din ipoteza de inducţie φ=∗BB . Din ABBB ∗=∗ , 
rezultă AB = , deci φ=∗ AA . 
 Arătăm prin inducţie după || B  că dacă φ=∩BA , atunci 

BABA ∪=∗ . 
 Pentru φ== BB ,0||  şi φ∪==φ∗ AAA . 

Dacă }{,1|| yBBnB n ∪=+=  cu AyABnB nn ∉φ=∩= ,,|| . Atunci 
=∗∗=∗∗=∪∗=∗ }{)(}){(}){( yBAyBAyBABA nnn  

BAyBAyBA nn ∪=∪∪=∪∗= }{}{)( . 
 Arătăm că 

)(\)( YXYXYXYX ∩∪=∆=∗  
 Fie VZYUZXZYX =−=−=∩ ,, , unde U, V, Z sunt disjuncte. 

=∗=∗∗∗=∗∗∗=∪∗∪=∗ VUVZZUVZZUVZUZYX )()()()(  
YXXYYXZYZXVU ∆=−∪−=−∪−=∪= )()()()( . 

 Deci singura funcţie este )()()(: MPMPMPf →×  
)(,,),( MPYXYXYXf ∈∆=  

(∆ = diferenţă simetrică). 
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   R9.2.7. Fie M o mulţime finită şi )(MP  mulţimea părţilor sale. Să se 
determine toate funcţiile f şi )()()(: MPMPMPg →×  care determină 
operaţiile ),( YXfYX =∗ , ),( YXgYX =o , astfel ca ),),(( o∗MP  să fie un inel 
unitar şi să fie verificate incluziunile: 

YXYX ∪⊂∗    şi   YXYX ∩⊂o , 
pentru orice )(, MPYX ∈ . 
 Soluţie. Vom arăta că signura structură de inel ),),(( o∗MP  care verifică 
condiţiile YXYX ∪⊂∗  şi YXYX ∩⊂o  este inelul Boolean ),),(( ∩∆MP . 
 În problema R9.2.6 s-a arătat că singura structură de grup pe )(MP  care 
verifică relaţia YXYX ∪⊂∗  este diferenţa simetrică, deci YXYXf ∆=),( . 
 Vom arăta în continuare că singura operaţie de monoid pe )(MP , 
distributivă faţă de ∆ şi verificând condiţia YXYX ∩⊂o , este 

YXYXg ∩=),( . 
 Elementul neutru în monoidul )),(( oMP  este ME = . ( ⇒= EXX o  

EXX ∩⊂  pentru orice EMEMMMX =⇒∩⊂⇒⊂ ). 
 Dacă yxMyx ≠∈ ,,  atunci 

∅=}{}{ yx o  
}{}{}{}{}{ xxxxx =∩⊂o ,   deci   }}{,{}{}{ xxx ∅∈o . 

 Dar ⇒∆∆∆=== }{...}{}{},...,,{},{}{ 111 kk yyxyyxMxMx o  
}{}{}){}({...}){}({}){}({}{ 1 xxyxyxxxMx k ooooo =∆∆∆=  

}{}{}{ xxx =⇒ o  
 Folosind distributivitatea pp aaaaaaA ∆∆∆== ...},...,,{ 2121 , 

)(,,...},...,,{ 2121 MPBABABAbbbbbbB qq ∈∩=⇒∆∆∆== o . 
 Deci funcţiile căutate sunt unice: 

YXYXf ∆=),(    şi   )(,,),( MPYXYXYXf ∈∩= . 
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 10. Polinoame cu coeficienţi într-un inel comutativ 
 

 10. 1.  Ireductibilitate şi descompunere în Zp[X]. 
 
 Unele ecuaţii algebrice cu coeficienţi întregi se rezolvă spectaculos în Z 
folosind redusele acestora într-un corp Zp  convenabil ales. De aceea, în cele ce 
urmează vom prezenta un criteriu de ireductibilitate în inelul Z[X] – criteriul lui 
Schönemann – în care se foloseşte redusul modulo  p  (p∈N  număr prim) al 
unui polinom cu coeficienţi întregi şi apoi vom evidenţia câteva proprietăţi ale 
simbolului lui Legendre care conduc la stabilirea ireductibilităţii sau 
reductibilităţii unor polinoame din Zp[X]. Considerăm cunoscute noţiunile 
despre polinoamele cu coeficienţi într-un inel din programa şcolară, precum şi 
teoremele lui  Euler şi Fermat pentru  Zn.   
 
 
 10.1.1. Definiţie  Fie  (K, +, ⋅ )  un corp comutativ.  f∈K[X]  cu  grad(f) = n ≥ 1 
se numeşte reductibil (peste corpul  K) daacă există  g, h∈K[X], ambele de 
grad strict mai mic decât n,  astfel încât  f = g⋅h.  În caz contrar, polinomul  f  
se numeşte ireductibil (peste corpul  K). 
 
 10.1.2.  Definiţie  Fie  p ≥ 2  un număr prim şi  f∈Z[X], grad(f) = n,   
f(X) = anXn + an−1Xn−1 + ... + a1X + a0.   
Polinomul f ∈Zp[X], f (X) = na Xn + 1na −  Xn−1 + ... + 1a X + 0a ,  unde  ka  
este clasa lui  ak  din  Zp  se numeşte polinomul redus modulo  p  al lui  f. 
 
 10.1.3.  Observaţie    grad ( )f ≤ grad(f) 
 
 10.1.4.  Criteriul de ireductibilitate al lui Schönemann 
Fie  p ≥ 2  un număr prim şi  f∈Z[X]  un polinom monic (cu coeficientul 
dominant egal cu 1)  de forma  f(X) = gn(X) + p⋅h(X),  unde  g, h∈Z[X]  şi  
n∈N.  Fie g  şi  h  redusele polinoamelor  g  şi  h  în  Zp[X]. Dacă  g  este 
ireductibil în Zp[X]  şi  g  nu divide  h ,  atunci  f  este ireductibil în  Z[X]. 
 
Demonstraţie:  f  fiind un polinom monic,   grad(h) < n⋅grad(g)  şi  g  este 
(poate fi ales) de asemenea polinom monic. Rezultă şi că n ≠ 0. 
Presupunem că  f  este reductibil în  Z[X]  ⇒  ∃  f1, f2∈ Z[X], neconstante,  

astfel încât  f = f1⋅f2. Atunci  şi   1f ⋅ 2f = f = 
n

g .    
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Cum   g    este  ireductibil  în  Zp[X]  rezultă  că  există  n1, n2∈N,  n1 + n2 = n,  

1f = 1n
g ,   2f = 2n

g . g  fiind un polinom monic, rezultă că există  h1, h2∈Z[X],  
grad(hi) < ni⋅grad(g),  ∀ i = 2,1   astfel încât   f1 = 1ng + p⋅h1,  f2 = 2ng + p⋅h2. 
Atunci:  gn+ p⋅h = ( )1

n hpg 1 ⋅+ ⋅ ( )2
n hpg 2 ⋅+   ⇒  h = h2⋅ 1ng + h1⋅ 2ng + p⋅h1h2. 

Dacă  n1, n2∈(0, ∞),  din relaţia anterioară rezultă că   g  / h ,  fals. 
Atunci  n1 = 0  sau  n2 = 0,  adică  grad(f2) = grad(f)  sau  grad(f1) = grad(f),  
deci  f  este ireductibil în Z[X]. 
 
 10.1.5.  Exemple 
 
1)  Fie  n∈N*. Polinomul  f(X) = (X2 + 4)n + 7⋅(X2n−1 + 7)  este ireductibil în  
Z[X]. 
 
Într-adevăr, fie polinoamele  g, h∈ Z[X],  g(X) = X2 + 4,  h(X) = X2n−1 + 7.   
Atunci  g = X2 + 4   este ireductibil în  Z7[X]  iar  h = X2n−1  nu se divide cu g   
în acelaşi inel. Din criteriul lui  Schönemann  rezultă că  f  este ireductibil în  
Z[X]. 
 
2)  Fie  p  un număr prim de forma  4k + 3,  iar a, b∈Z  astfel încât  p / a,   p / 
(b−1)  şi  p2  nu divide  (b−1).  Polinomul  f(X) = X2p + aX + b  este ireductibil 
în  Z[X]. 
 

Într-adevăr,  scriind f(X) = (X2 + 1)p + p⋅h(X), notând  c =
p
a ,  d = 

p
1b − ,  avem: 

h(X) = cX + d + 
p
1
⋅ ( ) ( ) ( )



 ++−+++− −−−

1xC...1xC1xC 21p
p

2p22
p

1p21
p ,   

Atunci  g = X2 + 1  este ireductibil iar  g  nu divide  h ,  în  Zp[X]  şi deci din 
criteriul lui  Schönemann  rezultă că  f  este ireductibil în  Z[X]. 
 
 Iată o situaţie interesantă în care nu putem aplica criteriul lui 
Schönemann: 
 
 10.1.6.  Proprietate  Fie  p  un număr prim,  p ≥ 3.  
Atunci polinomul  q(X) = X2 + X + 1̂  este ireductibil în  Zp[X]  dacă şi numai 
dacă  p ≡ 2  (mod 3). 

Mircea Becheanu 
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Demonstraţie:  Fie  a =∏
−

=

++
1p

1k

2 )1kk( .   

q  este ireductibil în  Zp[X] ⇔  q  nu are rădăcini în  Zp  ⇔   a � 0  (mod p) . 

Determinăm restul împărţirii lui  a  la  p.  Fie  ε = cos
3

2π
+ i⋅sin

3
2π . 

Atunci  k2+ k + 1 = (ε − k)( ε − k)   şi  a = ∏
−

=

−ε
1p

1k

)k( ⋅∏
−

=

−ε
1p

1k

)k( = f(ε)⋅f( ε ),  

unde  f(X) = (X−1)((X−2)...(X−p+1)∈Z[X].  Fie  g(X) = Xp−1 − 1∈Z[X]. 
 Cum  f̂   şi  ĝ   au aceleaşi rădăcini în  Zp, (toate  elementele  din   Z ∗

p )  rezultă   

f̂ = ĝ    şi  deci  există   h∈Z[X],   astfel  încât  f = g + p⋅h. 
Obţinem  a = f(ε)⋅f( ε ) = [g(ε) + p⋅h(ε)][g( ε ) + p⋅h( ε )] = g(ε)⋅g( ε ) + p⋅b + 
p2⋅b1,  unde  b = g(ε)⋅h( ε )+g( ε )h(ε)   şi  b1 = h(ε)h( ε ). 
Din  g, h∈Z[X],  rezultă că există  u, v∈Z,  astfel încât  b = u + v⋅ε. 
Din  b = b   obţinem  u + v⋅ε = u + v⋅ ε   ⇒  v(ε − ε ) = 0  ⇒  v = 0  ⇒  b = 
u∈Z.  analog rezultă că  b1∈Z. 
g(ε)⋅h( ε ) = (εp−1−1)( 1p−ε −1) = 2−(εp−1+ 1p−ε ) = 2 −2⋅Re(εp−1) = 2 − 

2⋅cos
3

)1p(2 −π  

Obţinem  a ≡ 2 − 2⋅cos
3

)1p(2 −π   (mod p) 

Dacă  p ≡ 0 (mod 3) ⇒ a ≡ 0 (mod p), iar dacă  p ≡ 2 (mod 3) ⇒  a ≡ 3 (mod p) 
Aşadar  q(X)  este ireductibil în  Zp[X]  ⇔  p ≡ 2  (mod 3).  
 
 10.1.7.  Definiţie  Fie  p∈N  un număr prim şi  d∈Z. Spunem că  d  este un rest 
pătratic modulo  p dacă există  a∈Z cu  d ≡ a2  (mod p). 
 
 10.1.8.  Observaţii   a)  Orice d∈Z  este rest pătratic modulo  2. 
b)  Dacă  p / d,  atunci  d  este rest pătratic modulo  p. 
c)  d  este un rest pătratic modulo  p dacă există   r∈Rp  cu  d ≡ r2  (mod p). 
 
 Este interesant cazul  p > 2  şi  d∈Z,  (d, p) = 1. 
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 10.1.9.  Definiţie  Fie  p ≥ 2  un număr prim şi  d∈Z  cu  (d, p) = 1. 

Numărul 







p
d =




− contrarcazîn,1

pmodătraticprested,1
  se numeşte simbolul lui 

Legendre. 
 
 10.1.10.  Definiţie  Fie  p∈N  număr prim.  Mulţimea  R ⊂ Z  se numeşte 
sistem redus de resturi modulo  p  dacă are proprietăţile: 
1)   r∈R  ⇒  r� 0  (mod p) 
2)  ∀ r, s∈R, r ≠ s  ⇒  r� s  (mod p) 
3) R = p−1. 
 
 10.1.11.  Propoziţie  Fie  p ≥ 2  un număr prim şi  a, b∈Z,  (a, p) = (b, p) = 1. 
Atunci au loc afirmaţile: 

1)  Dacă  a ≡ b (mod p),   







p
a = 








p
b . 

2)  








p
a2

= 1,  în particular  







p
1 = 1. 

3)  







p
a = 2

1p

a
−

 (mod p)   (Criteriul lui Euler) 

4)  






 −
p
1 = ( ) 2

1p

1
−

−  

5)  







p

ab = 







p
a ⋅ 








p
b . 

 
Demonstraţie:  Proprietăţile  (1)  şi  (2)  sunt evidente. 
Pentru a demonstra  (3),  vom folosi de mai multe ori următorul rezultat: 
 
Fie corpul comutativ  (K, +, ⋅ )  şi polinomul  f∈K[X],  grad(f) ≥ 1. Atunci  f  
are cel mult  n  rădăcini în  K. 
 
Numărul  p  fiind prim, inelul  Zp  este un corp cu  p  elemente.   
Avem  a ≡ b  (mod p)  ⇔  a = b   în  Zp. 

Fie mulţimea de numere întregi  R =






 −

±±±
2

1p...,,2,1 .  R  este un sistem 

redus de resturi modulo  p.  Notând  R ={ }Rrr ∈ ,  deducem că  Z ∗
p =R . 
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Notăm   Z
2

p
∗ = {

2
x  x∈ Z ∗

p }.  Obţinem  Z
2

p
∗ =




















 −
2

22

2
1p...,,2,1 . 

Dacă  1 ≤ r < s ≤
2

1p − ,  atunci  r2 � s2 (mod p),  adică  
2

r ≠
2

s . 

Într-adevăr, presupunând  
2

r =
2

s = a ,  polinomul  X2 − a ∈Zp[X]  ar avea  cel  
puţin   
4  rădăcini distincte  în  Zp,  şi anume   r , − r , s , − s   ( r ≠0 , 2 ≠0  ⇒ r ≠ − r ),  
fals.   

Aşadar  Z
2

p
∗ =

2
1p − .  Mai mult,  a∈ Z

2

p
∗   ⇔ 








p
a  = 1. 

Pentru  a ≠ 0 ,  din Mica Teoremă a lui Fermat avem:  

2

2
1p

a














 −

= ( ) 1p
a

−
=1  ⇒ 

⇒  















−

−

1a
2

1p

⋅















+

−

1a
2

1p

=0   ⇔  
2

1p

a

−

=1  sau  
2

1p

a

−

= −1.  Relaţiile anterioare 

nu pot avea loc simultan, căci ar rezulta  1= −1  şi deci  2 =0 ,  adică  p = 2,  
fals. 

Fie  a ∈ Z
2

p
∗   ⇒  ∃ x∈Z, cu  x ≠0 ,  astfel încât  a =

2
x .   

Atunci 2
1p

a
−

= 2
1p

2
x

−






 =

1p
x

−
=1,  deci  Z

2

p
∗ ⊂ M,  unde  M  este mulţimea 

rădăci-nilor din Zp ale polinomului 1̂X 2
1p

−
−

, ceea ce implică  

2
1p −
=Z

2

p
∗ ≤M≤

2
1p −    ⇒   Z

2

p
∗ = M. 

Adică  







p
a  = 1  ⇔ a ∈ Z

2

p
∗  ⇔   

2
1p

a

−

=1   ⇔   2
1p

a
−

≡ 1  (mod p) 

şi         







p
a  = −1  ⇔ a ∉ Z

2

p
∗  ⇔   

2
1p

a

−

≠1   ⇔   2
1p

a
−

≡ −1  (mod p). 

în concluzie, relaţia  (3)  este adevărată. 
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(4)  rezultă din  (3), deoarece  






 −
p
1
≡ ( ) 2

1p

1
−

−   (mod p)  şi numerele anterioare 

fiind egale sau cu   1  sau cu  −1  şi  1 � −1 (mod p),  rezultă că ele sunt egale. 
Demonstrăm relaţia  (5).   

(3)  ⇒ 







p
ab

≡ ( ) 2
1p

ab
−

= 2
1p

a
−

⋅ 2
1p

b
−

≡ 







p
a ⋅ 








p
b  (mod p)  

Cum    







p
ab , 








p
a , 








p
b

∈{1, −1}   şi    1 � −1 (mod p),   deducem  că   







p
ab    

şi   









p
a ⋅ 








p
b   nu pot fi decât ambele egale cu  1,  sau ambele egale cu −1,  adică   









p
ab

= 







p
a ⋅ 








p
b . 

 
 10.1.12.  Corolar  Fie  p ≥ 2  un număr prim şi  a∈Z.  Au loc afirmaţiile: 
1)  Dacă  p = 2,  atunci polinomul  aX 2 − ∈Z2[X]  este reductibil în  Z2[X]    
2)  Dacă  p > 2,  atunci polinomul  aX 2 − ∈Zp[X]  este reductibil în Zp[X]  ⇔    

⇔   a ≡ 0  (mod p)   sau   2
1p

a
−

≡ 1  (mod p) 
3)  Dacă  p > 2,  atunci polinomul  aX 2 − ∈Zp[X]  este ireductibil în  Zp[X]   
⇔    

⇔   2
1p

a
−

≡ −1  (mod p) 
 
Demonstraţie:  1)  Avem aX2 − =

22 aX − = ( )aX − ⋅ ( )aX +  
2)  aX2 −   reductibil în  Zp[X] ⇔  aX2 −   are o rădăcină în  Zp[X]  ⇔  a =0  
sau   

( a ≠0   şi  ∃ x∈Zp, ax
2
= )  ⇔  a ≡ 0  (mod p)  sau  








p
a

= 1  ⇔  a ≡ 0  (mod 

p)  sau  2
1p

a
−

≡ 1  (mod p). 
 
 Următoarele rezultate, împreună cu formulele din  10.1.11., permit 
calculul simbolului lui Legendre prin reduceri succesive: 
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 10.1.13.  Legea reciprocităţii pătratice a lui Legendre-Gauss 
Dacă  p  şi  q  sunt două numere naturale prime impare distincte, atunci: 

a)  







q
p ⋅ 








p
q  = ( ) 2

1q
2

1p

1
−

⋅
−

−    

b)  







p
2 = ( ) 8

12p

1
−

− . 

 
 10. 2.  Inelul resturilor inelului A[X] modulo un polinom f∈A[X] 
 
 În cele ce urmează,  (A, +, ⋅ )  este un inel comutativ dat  şi  în inelul  
A[X]  am fixat polinomul    f(X) = anXn + an−1Xn−1 + ... + a1X + a0,  cu  n∈N*  şi  
an∈U(A) 
Dacă  an = 1,  f se numeşte polinom unitar (monic). În inelul  A[X]  
funcţionează teorema împărţirii cu rest. Notăm cu  g (mod f),  restul  r  al 
împărţirii lui  g  la  f. 
 Vom arăta că pentru orice număr natural  n ≥ 1,  mulţimea polinoamelor 
din  A[X]  de grad cel mult  n−1 poate fi înzestrată în mod natural cu o structură 
de inel comutativ, în raport cu polinomul unitar  f  de gradul  n  din  A[X]. 
 
 10.2.1.  Lemă  Fie  g1, g2∈A[X].  Atunci,  ∀  h1, h2∈A[X],  avem: 
1)   ((g1 + h1⋅f)⋅(g2 + h2⋅f)) (mod f) = (g1⋅g2) (mod f) 
2)  ((g1 + h1⋅f) + (g2 + h2⋅f) (mod f) = (g1 + g2) (mod f). 
 
Demonstraţie:  Din teorema împărţirii cu rest, există  q, r∈A[X],  astfel încât  
g1⋅g2 = f⋅q + r,  cu  grad(r) < n.    
Aşadar,    (g1 + h1⋅f)⋅(g2 + h2⋅f) = g1⋅g2 + f⋅(g1⋅h2 + g2⋅h1 + h1⋅h2⋅f) =  
= f⋅(g1⋅h2 + g2⋅h1 + h1⋅h2⋅f + q) + r.   Datorită unicităţii restului, deducem că: 
(g1⋅g2) (mod f) = r = ((g1 + h1⋅f)⋅(g2 + h2⋅f)) (mod f)  
Cealaltă egalitate se demonstrează analog. 
 
În cele ce urmează vom folosi următoarea notaţie: 
 
Af = {bn−1Xn−1 + ... + b1X + b0bi∈A,  i = 1n,0 − } = {g∈A[X]grad(g) < n} 
 
Af  este în mod evident o parte stabilă a lui  A[X]  în raport cu operaţia de 
adunare a polinoamelor „+”. Deoarece pentru orice g∈A[X],  g (mod f)∈Af,  
are sens să definim pe  Af  operaţia:      g1(g2 = (g1⋅g2) (mod f),  ∀ g1, g2∈Af. 



 122

 10.2.2. Propoziţie  (Af , +, ( )  este un inel comutativ. 
 
Demonstraţie:  Dacă g, h∈Af, evident  g − h ∈Af  şi deci  (Af, + )  este un 
subgrup al grupului (A[X], + ),  adică  (Af, + )  este un grup abelian. 
Fie  g1, g2, g3∈Af.  g1(g2  fiind restul împărţirii lui  g1⋅g2  la  f, există  q∈A[X],  
astfel încât           g1⋅g2 = f⋅q + g1(g2.      Folosind lema  10.2.1., obţinem: 
(g1(g2)(g3 = ((g1(g2)⋅g3) (mod f) = ((g1⋅g2 − f⋅q)⋅g2 (mod f) = ((g1⋅g2)⋅g3) (mod f) 
Analog se demonstrează că   g1((g2(g3) = (g1⋅(g2⋅g3)) (mod f)  şi datorită 
asociativităţii din  A[X],  rezultă că  g1(g2)(g3 = g1((g2(g3). 
Folosind aceeaşi lemă, obţinem:   
(g1+g2)(g3 = ((g1+g2)⋅g3) (mod f) = (g1⋅g3 + g2⋅g3) (mod f) = (g1⋅g2) (mod f) +  
+ (g2⋅g3) (mod f) = g1(g2 + g2(g3. 
Cum  1∈Af  şi  „(”  este comutativă, deducem că (Af , +, ( )  este un inel 
comutativ 
 
 10.2.3. Definiţie  Inelul  (Af , +, ( )  se numeşte inelul resturilor inelului  A[X], 
modulo  polinomul  f  . 
 
 10.2.4. Definiţie  Inelul comutativ (C, +, ⋅ ) se numeşte extindere comutativă a 
inelului  (A, +, ⋅ )  dacă  A ⊂ C  şi  A  este subinel (unitar) al lui  C. 
 
 10.2.5. Observaţii 
1)  Dacă  g1, g2∈Af  şi  grad(g1⋅g2) < n,  atunci  g1⋅g2 = g1(g2∈Af.   
În particular,  ∀ a, b∈A,  a(b = a⋅b∈A,  aşadar  A  este un subinel (unitar) al lui  
Af  şi deci inelul  Af  este o extindere comutativă a inelului  A. 
Avem:   A = Af  ⇔  grad(f) = 1   şi  dacă   grad(f) ≥ 2,  Af  nu este un subinel al 
lui  A[X],  deşi  Af ⊂ A[X]. 
Aşadar  A[X]  este o extindere a inelului  Af   ⇔   grad(f) = 1. 
2)  dacă  g∈Af  şi  m∈N*,  atunci notăm  g* m = 

43421
orim

g...gg ∗∗∗  

Atunci,   ∀ g∈Af,  ∃! b0, b1, ..., bn−1∈A  astfel încât 
                                   g(X) = bn−1(X*(n−1) + ... + b1(X + b0. 
3)  Deoarece   f(X) = anXn + an−1Xn−1 + ... + a1X + a0,  deducem că 
              anXn = f(X)⋅1 + (−an−1Xn−1 − an−2Xn−2 − ... − a1X − a0)   şi 
(anXn) (mod f) = −an−1Xn−1 −  ... − a1X − a0 = −an−1(X*(n−1) − ... − a1(X − a0(1. 
Cum  an(X*n = (anXn) (mod f),  rezultă  an(X*n = −an−1(X*(n−1) − ... − a1(X − a0(1 
⇔    an(X*n + an−1(X*(n−1) + ... + a1(X + a0(1 = 0,    adică elementul  X  al 
inelului  Af este o rădăcină a polinomului  f∈A[X]. 



 123

4)  Dacă  g∈Af,  grad(g) = n,  cu  coeficientul dominant inversabil în  A,  atunci 
inelele  Af  şi  Ag  au grupurile abeliene subiacente identice, dar dacă  n ≥ 2,  de 
obicei operaţiile de înmulţire diferă. Mai mult, în general, inelele  Af  şi  Ag  nu 
sunt izomorfe. 
 Dacă  g = v⋅f,  cu  v∈U(A),  atunci inelele  Ag  şi  Af  coincid. 
Într-adevăr,  ∀ h∈A[X],  ∃ q∈A[X],  h = f⋅q + h (mod f)  şi deci   
h = (f⋅v)⋅(v−1⋅q) + h (mod f) = g⋅(v−1⋅q) + h (mod f)    ⇒  
⇒   h (mod f) = h (mod g), ∀ h∈A[X].  
În particular, pentru  v = 1

na − ,  unde  an  este coeficientul dominant al lui  f,  
avem că  Af = 1fA ,  unde  f1 = v⋅f  şi  f1  este un polinom unitar. Aşadar putem 
presupune de la început că polinomul  f  este unitar.  
 
 10.2.6.  Definiţie  Fie inelul  (A, +, ⋅ )  şi  (B, +, ⋅ )  o extindere comutativă a 
inelului  A. Elementul  b∈B este rădăcină a polinomului  f∈A[X] dacă  f(b) = 0. 
 
Folosind această definiţie şi observaţia  3,  deducem: 
 
 10.2.7.  Propoziţie  Pentru orice inel comutativ  (A, +, ⋅ )  şi orice polinom  
f∈A[X]  de grad  n ≥ 1 având coeficientul dominant un element inversabil al lui  
A, există o extindere comutativă a lui  A, şi anume inelul  Af,  care conţine o 
rădăcină a lui  f. 
 
 10.2.8. Observaţie  Folosind teorema lui Bézout şi raţionând prin inducţie, 
obţinem că pentru orice inel comutativ  (A, +, ⋅ )  şi orice poliom  f∈A[X] de 
grad  n ≥ 1 având coeficientul dominant un element inversabil al lui  A  există o 
extindere comutativă  A   a lui  A,  astfel încât,  în inelul  A ,  f  să fie produsul 
coeficientului dominant  an  cu  n  polinoame unitare de gradul  1. 
 
 În cele ce urmează, studiem cazul în care inelul  A  este un corp 
comutativ,  K. În acest context, singura condiţie care trebuie impusă 
polinomului  f  este ca  grad(f) = n ≥ 1.  Rezultatul care urmează este analogul 
celui deja cunoscut:  inelul  (Rn, ⊕, ⊗ )  este corp  ⇔  n  este număr prim 
(ireductibil). 
 
 10.2.9.  Propoziţie  Fie corpul comutativ  (K, +, ⋅ )  şi polinomul  f∈K[X], cu  
grad(f) = n ≥ 1.  Următoarele afirmaţii sunt echivalente: 
1)  (Kf , +, ( )  este corp. 
2)  (Kf , +, ( )  este domeniu de integritate. 
3)  f  este un polinom ireductibil. 
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Demonstraţie:  Implicaţia  „1 ⇒ 2”  este evidentă. 
„2 ⇒ 3”  Presupunem că  f  este reductibil.  
Atunci  există  g1, g2∈K[X] \ {0},  grad(g1) < n,  grad(g2) < n, astfel încât  f = 
g1⋅g2. 
Rezultă  g1(g2 = (g1⋅g2) (mod f) = 0,  fals, deoarece Kf  este domeniu de 
integritate. 
„3 ⇒ 1”  Demonstrăm că dacă  f  este un polinom ireductibil, atunci  
                             ∀ g∈Kf \ {0},  ∃ h∈Kf,  astfel încât  g(h = 1. 
Fie  d  cel mai mare divizor comun (unitar) în  K[X]  al polinoamelor  f  şi  g.  
Atunci  d / f  şi deoarece  f  este ireductibil, rezultă sau  d = 1,  sau  d = f. 
Dacă  d = f,  cum  d / g,  rezultă  f / g,  fals  (g∈Kf \ {0}  şi deci  grad(g) < 
grad(f) ) 
Aşadar  d = 1.  Atunci,  există  f1, g1∈K[X]  astfel încât  g⋅g1 + f⋅f1 = 1. 

Fie  h = g1 (mod f)  ⇒  ∃ q∈K[X]  astfel încât g1 = f⋅q = h  
1.2.10

⇒   
(g⋅g1) (mod f) = (g⋅(f⋅q + h)) (mod f) = (g⋅h) (mod f) = g(h. 
Cum  g⋅g1 = f⋅(−f1) + 1,  deducem că  (g⋅g1) (mod f) = 1,  deci  g(h = 1. 
Aşadar  (Kf, +, ( )  este corp. 
 
 10.2.10.  Observaţie  Dacă  g∈K[X]  este un polinom neconstant, atunci  g  se 
scrie ca un produs de polinoame ireductibile:   g = f1⋅f2⋅...⋅fm.  Din propoziţia 
anterioară, 

1fK  este o extindere comutativă a corpului  K şi conform propoziţiei  
10.2.7., corpul  

1fK  conţine o rădăcină a lui  f1. 
 Aplicând teorema lui Bézout şi raţionând prin inducţie după gradul lui  
g,  deducem că există un corp K - extindere a lui  K, ce conţine toate rădăcinile 
polinomului  g  (polinomul  g, considerat ca polinom peste corpul K , poate fi 
exprimat ca un produs de polinoame de gradul  I  peste K ) 
 
 10.2.11.  Exemple  Fie K un corp finit cu q elemente şi f∈K[X], cu grad(f) = n 
≥ 1. 
Avem  Kf = {bn−1Xn−1 + ... + b1X + b0bi∈K,  i = 1n,0 − }.   

Mai mult,  ∑
−

=

1n

0i

i
iXb =∑

−

=

1n

0i

i
iXc   ⇔  bi = ci,  ∀ i = 1n,0 − . 

Rezultă că funcţia  f : Kn → Kf,  f(b0, b1, ..., bn−1) = bn−1Xn−1 + ... + b1X + b0  
este bijectivă, aşadar  Kf=Kn  şi deci inelul  Kf  are  qn  elemente. 
Atunci (10.2.9)   Kf  este corp  ⇔  f  este ireductibil în  K[X]. 
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Ştim că orice polinom  f∈K[X]  de grad  2  sau  3  este ireductibil în  K[X]  
dacă şi numai dacă  f  nu are nici o rădăcină în  K. 
Fie  p∈N  un număr prim.  Alegând  K = Zp,  rezultă că putem construi efectiv, 

prin procedeul descris mai sus, corpuri cu  pn  elemente  (n∈N, n ≥ 2),  de 
îndată ce cunoaştem cel puţin un polinom  f∈Zp[X], de grad  n  şi ireductibil. 

 De exemplu, în  Z2[X],  polinomul f(X) = X2 + X + 1̂   este ireductibil  şi 
corpul  ( )f2Z  are  4  elemente.  

 Într-adevăr,  ( )f2Z = {a + bXa, b∈Z2} ={ }X1̂,X,1̂,0̂ +   iar tablele 
operaţiilor sunt: 
                                                                      

 
          deoarece  X(X = X2 (mod f)  ⇒ X(X = X + 1̂ , (X+1̂ )(X = 1̂ , 
(X+1̂ )((X+1̂ ) = X 
 
 Considerând inelul  ( )g2Z ,  cu   g(X) = X2,  rezultă că  X(X = 0̂ ,  deci 

inelul cu  4  elemente   ( )g2Z   are elementul nenul nilpotent  X.  Aşadar  inelul  

( )g2Z   nu este izomorf cu  inelul produs direct  Z2×Z2 , deoarece acesta nu are 
elemente nilpotente. 
 
 10.2.12.  Definiţie  Fie  (A, +, ⋅ )  un inel comutativ. Perechea  (B, α)  se 
numeşte  A – algebră, dacă  B  este un inel şi  α : A → B  este un morfism de 
inele, cu proprietatea că  ∀ a∈A,  ∀ b∈B,  α(a)⋅b = b⋅α(a). 
α  se numeşte morfismul structural al  A – algebrei. 
A - Algebra  (B, α)  este comutativă dacă inelul  B  este comutativ. 
 
 Când nu e pericol de confuzie, nu se specifică morfismul structural al  A 
– algebrei  B. 
 
 10.2.13.  Exemple  1)  Dacă  A  este un subinel unitar şi comutativ al inelului  
B,  care este conţinut în  Z(B),  atunci  B  este o  A – algebră, de morfism 
structural incluziunea canonică.  În particular, orice extindere comutativă a lui  

+ 0̂  1̂  X 1̂+X
0̂  0̂  1̂  X 1̂+X
1̂  1̂  0̂  1̂+X X 
X X 1̂+X 0̂  1̂  

1̂+X 1̂+X X 1̂  0̂  

( 0̂  1̂  X 1̂+X 
0̂  0̂  0̂  0̂  0̂  
1̂  0̂  1̂  X 1̂+X 
X 0̂  X 1̂+X 1̂  

1̂+X 0̂  1̂+X 1̂  X 
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A  este o  A – algebră. Aşadar, R  este o  Q – algebră, C  este o  R – algebră,  
iar dacă inelul  A  este comutativ, atunci inelele  A[X]  şi  Af (cu  f∈A[X]  
având coeficientul dominant inversabil în  A) sunt  A – algebre comutative. 
2)  Orice inel  A  are o unică structură de  Z – algebră, cu morfismul structural       
α : Z → A,  α(n) = n⋅1,  ∀ n∈Z. 
 
3)  Dacă  (A, +, ⋅ )  este un inel comutativ, atunci inelul Mn(A)  este o  A – 
algebră, de morfism structural  α : A → Mn(A),  α(a) = a⋅In  
 
 10.2.14. Definiţie  Fie  (A, +, ⋅ )  un inel comutativ, (B, α)  o  A – algebră, u∈B  
şi  f∈A[X],  f(X) = an⋅Xn + ... + a1⋅X +a0. Elementul  f(u) = α(an)⋅un + ... + 
α(a1)⋅u +     + α(a0) se numeşte valoarea polinomului  f  în  u. Elementul  u∈B  
se numeşte rădăcină a lui  f  dacă  f(u) = 0. 
 
 10.2.15.  Observaţii  1)  De obicei, dacă nu se poate face nici o confuzie, 
notăm  α(a) = a,  pentru  a∈A  şi avem:  f(u) = an⋅un + ... + a1⋅u +a0⋅e, unde  e  
este elementul unitate al inelului  B. 
2)  Evident,  ∀ f, g∈A[X],  ∀ u∈B,  (f+g)(u) = f(u)+g(u)   şi   (f⋅g)(u) = 
f(u)⋅g(u). 
În consecinţă, funcţia  αu : A[X] → B,  αu(f) = f(u),  ∀ f∈A[X],  este un 
morfism de inele, numit morfismul de evaluare în  u  al polinoamelor din  A[X]. 
3)  În condiţiile din definiţia  10.2.14., notăm  A[u] = {f(u)f∈A[X]}= (Im(αu)) 
αu  fiind morfism de inele, rezultă că  A[u]  este un subinel comutativ al lui  B,  
fiind şi o  A – algebră de morfism structural  ϕ: A → A[u],  ϕ(a) = a⋅e,  ∀ a∈A. 
Inelul  A[u]  se numeşte  A – subalgebra lui  B  generată de elementul  u∈B. 
 
 10.2.16. Definiţie  Fie  (A, +, ⋅ )  un inel comutativ, (B, α)  o  A – algebră şi 
u∈B. Elementul  u  este algebric peste  A  dacă  ∃ f∈A[X],  f ≠ 0,  cu  f(u) = 0. 
În caz contrar,  u  se numeşte transcendent peste  A. 
 
 10.2.17.  Propoziţie  Fie corpul  (K, +, ⋅ )  şi  (B, +, ⋅ )  o K - algebră. 
Fie  u∈B,  algebric peste  K  şi  f∈K[X]  un polinom nenul de grad minim astfel 
încât  f(u) = 0.  Atunci  ∀ g∈K[X],  cu  g(u) = 0,  avem  f / g. 
 
Demonstraţie:  Din teorema împărţirii cu rest,  ∃ q, r∈K[X]  astfel încât  g = f⋅q 
+ r,  cu  grad(r) < grad(f).  Atunci:  0 = g(u) = f(u)⋅q(u) + r(u) = r(u). 
Cum  f  este polinom de grad minim printre polinoamele nenule din  K[X]  care 
au rădăcina  α,  rezultă  r = 0,  deci   f / g. 
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 10.2.18.  Observaţie  Dacă   f∈K[X],  f(X) = an⋅Xn + ... + a1⋅X +a0,  cu  an ≠ 0,  
este un polinom ca şi în  10.2.17., atunci şi  1

na − ⋅f = f1  este tot un polinom nenul 
din  K[X] care are rădăcina  u şi în plus, este unitar. 
 
 10.2.19.  Definiţie  Fie  u  un element algebric al unei  K – algebre B.  
Polinomul unitar de grad minim din  K[X]  care are rădăcina  u, se numeşte 
polinomul minimal (peste  K)  al lui  u. 
 
 10.2.20. Observaţie  Polinomul minimal peste corpul  K  al unui element 
algebric al unei  K – algebre este unic determinat. El se notează  Min(u, K). 
 
 10.2.21.  Propoziţie  Fie  B  o  K – algebră peste corpul comutativ  K, u∈B  un 
element algebric peste  K,  f = Min(u, K)  şi  n = grad(f).  Atunci: 
1)  ∀ b∈K[u],  ∃ !  g∈Kf  astfel încât  b = g(u) 
2)  Funcţia  β : Kf → K[u],  β(g) = g(u), ∀ g∈Kf   este un izomorfism de inele. 
3)  K[u]  este domeniu de integritate  ⇔  K[u]  este corp  ⇔  f  este ireductibil. 
 
Demonstraţie:  1)  Fie  b∈K[u]  ⇒  ∃ h∈K[X],  h(u) = b. Alegem  g = h (mod f) 
Din teorema împărţirii cu rest, ∃!  q∈K[X],  h = f⋅q + g  ⇒  h(u) = b = g(u). 
Presupunem că există  g′∈Kf,  g′ ≠ g,  astfel încât  g′(u) = b. 
Obţinem  (g − g′)(u) = 0, aşadar  u este rădăcină a lui g − g′  
Cum  grad(g − g′) < n = grad(f)  iar  f  = Min(u, K)  ⇒  g − g′ = 0  ⇔  g = g′. 
2)  Din  1)  rezultă că  f este surjectivă. 
Fie  g1, g2∈Kf,  cu  β(g1) = β(g2). Atunci  g1(u) = g2(u)  ⇔   (g1 − g2)(u) = 0       
grad(g1 − g2) < n  şi  f  = Min(u, K)  ⇒   g1 − g2 = 0  ⇔  g1 = g2. 
Aşadar  f  este şi injectivă, deci este bijectivă. 
Pentru  g1, g2∈Kf,  din teorema înpărţirii cu rest,  ∃ q∈Kf,  g1⋅g2 = f⋅q + g1(g2. 
Avem    β(g1(g2) = (g1(g2)(α) = (g1⋅g2 − f⋅q)(α) = g1(α)⋅g2(α) − f(α)⋅q(α) =  
= g1(α)⋅g2(α) = β(g1)⋅β(g2);  β(g1+g2) = (g1+g2)(α) = g1(α) + g2(α) = β(g1) + 
β(g2),  aşadar  β  este izomorfism de inele. 
3)  K[u] ≈ Kf  şi concluzia rezultă din propoziţia  10.2.9. 
 
 10.2.22.  Observaţii  1)  Dacă  g∈K[X]  e un polinom unitar, ireductibil şi 
pentru  u∈B,  g(u) = 0,  atunci  g = Min(u, K). 
Într-adevăr, avem  (din 10.2.17)  că  Min(u, K) / g  şi amândouă fiind 
iredctibile, iar  Min(u, K) fiind de grad  ≥ 1, rezultă concluzia. 
2)  Izomorfismul din proprietatea precedentă este evident unizomorfism de K – 
algebre. 
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3)  Propoziţia anterioară nu funcţionează în general pentru elementele algebrice 
peste un inel comutativ arbitrar  A, pentru că nu se poate defini noţiunea de 
polinom minimal al unui element algebric peste un inel. 

De exemplu, numărul  
3
1
∈Q  este algebric peste  Z,  fiind rădăcina polinomului  

3X−1∈Z[X],  dar nu există nici un polinom unitar din  Z[X]  cu rădăcina 
3
1 . 

 10.2.23.  Exemple   
1)  Dacă  f∈Q[X]  este un polinom ireductibil de grad  n  şi  z∈C  este o 
rădăcină a lui f, atunci   Q[z] = {an−1⋅zn−1 + ... + a1⋅X +a0ai∈Q, i = 1n,0 − }  
este un subcorp al lui  C  şi numerele complexe  1, z, z2, ..., zn−1  sunt liniar 
independente peste  Q. 
 De exemplu, dacă  d∈Z \ {0, 1} este un număr liber de pătrate, atunci 
polinomul   X2 − d   este  ireductibil  în   Q[X],   deci   Min( d , Q) = X2 − d    
şi  Q[ d ] = {a+b d a, b∈Q}  este un subcorp al lui  C. Numerele  complexe 
1, d  sunt liniar independente peste  Q. 
2)  Dacă  avem corpul comutativ  (K, +, ⋅ )  şi  f∈K[X]  este un polinom unitar 
de grad ≥ 1, considerând  K – algebra  Kf,  din  propoziţia 10.2.7.  deducem că  
X∈Kf  este algebric peste  K  şi  Min(X, K) = f. 
 
 10.2.24.  Propoziţie  Fie  p∈N  un număr prim,  f∈Zp[X]  un polinom 
ireductbil de grad  n ≥ 1  şi  a∈N.  Condiţia necesară şi suficientă ca să existe 
un inel  A  cu  n  elemente având proprietăţile      
(i)  43421

orip

1...11 +++ = 0  (char(A) = p)       

(ii)  ecuaţia  f(x) = 0  are soluţii în  A 
este ca să existe  k∈N*  astfel încât  a = pk⋅n. 
 
Demonstraţie:  Fie  K = Zp  şi corpul cu  pn  elemente  Kf.  
„⇐”  Dacă  a = pk⋅n, considerăm inelul  A =

444 3444 21
orik

fff K...KK ××× , care are (din 

10.2.4) 
proprietăţile cerute. 
„⇒”  Presupunem că există un inel  A  cu  a  elemente, cu proprietăţile din 
ipoteză. 
Este evident că  A este o  K – algebră de morfism structural  α : K → A,  α( k̂ ) 
= k. 
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Fie  u∈A  o soluţie a ecuaţiei   f(x) = 0   şi  funcţia  β : Kf → A,  β(g) = g(u). 
Atunci, din Propoziţia  10.2.21.  ştim că  β  este un morfism injectiv de inele. 

Mai mult,  β  induce un izomorfism al lui  Kf  pe  Im β = K[u]
not
=  P.   

Atunci  P  este un subinel al lui  (A, +, ⋅ ), fiind de fapt izomorf cu  Kf,  deci 
având  pn  elemente.  Deducem  (inelul  A  admiţând o structură de  P – spaţiu 
vectorial), că  ∃ k∈N*  astfel încât  A = Pk  (dim P(A) = k)  şi deci că  ∃ 
k∈N*  astfel încât  a = pk⋅n. 
 
 10.2.25.  Aplicaţii 
1)  Orice inel finit  (A, +, ⋅ )  în care  1+1 = 0,  iar ecuaţia  x4+x3+1 = 0  are 
soluţie în  A,  are proprietatea că  ∃ k∈N*  astfel încât  A= 16k. 
 
Soluţie:  Se ia  p = 2  şi  f = X4+X3+1̂∈Z2[X] 
 
2)  Fie  a, p∈N*  şi p  prim,  p ≡ 3 (mod 4).  Condiţia necesară şi suficientă ca 
să existe un inel  A  cu  a  elemente care să aibă proprietăţile: 
 (i)  char(A) = 2 
(ii)  ecuaţia  x2+1 = 0  are soluţie în  A 
este:  ∃ k∈N*,  astfel încât  a = p2⋅k. 
 
Soluţie:  Se alege  f = X2+1̂∈Zp[X],  care este ireductibil, conform cu  10.1.13. 
3)  Fie  a, p∈N*.  Condiţia necesară şi suficientă ca să existe un inel  A  cu  a  
elemente care să aibă proprietăţile: 
 (i)  char(A) = 2 
(ii)  ecuaţia  x2+x+1 = 0  are soluţie în  A 
este:  ∃ k∈N*,  astfel încât  a = 4k. 
 
Soluţie:  Se alege   p = 2  şi   f = X2+X+1̂∈Zp[X] 
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ANALIZĂ MATEMATICĂ 
 
 1. Funcţii primitivabile 
 
 Importanţa noţiunii de primitivă pentru calculul integral al funcţiilor 
reale de o variabilă reală este pusă în evidenţă în manualul de analiză 
matematică al clasei a XII-a. Pe de o parte, se constată în acest manual că 
datorită formulei lui Leibniz-Newton calculul integralei Riemann a unei funcţii 
integrabile Riemann care admite primitive poate fi redus la determinarea unei 
primitive a acestei funcţii iar, pe de altă parte, se arată apoi că, în cazul unei 
funcţii continue, se poate construi o primitivă a acesteia cu ajutorul integralei 
Riemann. 
 
 1.1.  Funcţii primitivabile 
 

 1.1.1. Definiţie. Fie J un interval nedegenerat din � , adică J este un 
interval nevid care nu se reduce la un singur punct. O funcţie derivabilă 

:F J → �  se numeşte primitivă pe J a unei funcţii :f J → �  dacă F este 
derivabilă pe J şi ( ) ( )F x f x′ =  pentru orice x J∈ . Când punctul x din această 
definiţie este o extremitate a lui J, prin ( )F x′  se notează derivata laterală a lui F  
în x. 

Se spune că o funcţie :f J → �  este primitivabilă (sau admite 
primitive, sau, încă, este o derivată) pe J dacă există o primitivă a lui f pe J. 
Noţiunea de primitivă a fost introdusă de I. Newton (1665) sub denumirea de 
fluentă. 

Notăm în continuare cu J un interval nedegenerat din � . 
 1.1.2. Propoziţie. Dacă :f J → �  admite o primitivă F pe J, atunci 

restricţia lui F la orice interval nedegenerat I J⊂  este o primitivă a restricţiei 
lui f  la I. 

 1.1.3. Propoziţie. Dacă F şi G sunt două primitive ale aceleiaşi funcţii 
:f J → � , atunci există k∈�  astfel încât 

( ) ( )F x G x k− = , 
pentru orice x J∈ . 
 Demonstraţie. Notăm H F G= − . H este derivabilă pe J şi 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0H x F x G x f x f x′ ′ ′= − = − =  pentru orice x J∈ . Rezultă că există 
k∈�  astfel încât ( )H x k=  pentru orice x J∈ , adică ( ) ( )F x G x k− =  pentru 
orice x J∈ . 
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  1.1.4. Observaţie. Notăm în continuare cu ( )C J  sau C mulţimea 
funcţiilor continue pe J şi cu ( )JP  mulţimea funcţiilor care au primitive pe 
intervalul nedegenerat J. 
Acceptăm în continuare următorul rezultat 
  1.1.5.Teoremă. Dacă funcţia f este continuă pe intervalul nedegenerat 
J, atunci f are primitive pe J. 
  1.1.6. Observaţie. Datorită importanţei ei în analiza matematică, 
teorema 1.1.5 este denumită de mulţi autori teorema fundamentală a calculului 
diferenţial şi integral. Facem observaţia că reciproca acestei teoreme nu este în 
general adevărată. Aceasta va rezulta din următorul exemplu. 
   1.1.7. Exemplu. Funcţia :f →� �  dată prin: 

1sin , 0,
( )

0 , 0,

x
f x x

x

 ≠= 
 =

 

admite primitive pe � . 
 Demonstraţie. Funcţia f este continuă pe \{0}� . Deoarece 

0
lim ( )
x

f x
→

 nu 

există, punctul 0x =  este un punct de discontinuitate de speţa a doua, deci f nu 
este continuă pe � . Integrând prin părţi pe orice interval ce nu conţine originea 
obţinem 

  2 21 1 1 1sin cos cos 2 cosdx x dx x x dx
x x x x

′ = ⋅ = ⋅ − ⋅ 
 ∫ ∫ ∫           

(1) 
Aceasta ne sugerează să luăm funcţia ajutătoare, :g →� � ,  

12 cos , 0,
( )

0 , 0.

x x
g x x

x

 ≠= 
 =

 

Funcţia g fiind continuă pe �  (aşa a fost luată în 0x = ), are primitivă 
pe �  şi notăm G o primitivă a funcţiei g. Utilizând (1) deducem că dacă f are 
primitive, atunci o primitivă pentru f va fi de forma: 

2
1

2

1cos ( ) , 0,
: , ( )

, 0.

x G x c x
F F x x

c x

 − + ≠→ = 
 =

� �  

Determinăm constantele c1 şi c2 astfel încât F să fie derivabilă pe �  şi 
( ) ( )F x f x′ = , ( ) x∀ ∈� . Din construcţia lui F avem că F este derivabilă pe 
\{0}�  şi ( ) ( ) , ( ) \{0}F x f x x′ = ∀ ∈� . Din condiţia de continuitate pentru F 

în 0x =  obţinem:  
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 2 1(0)c G c= − +  şi avem 

 
2

1

2

1cos ( ) , 0,
( )

(0) , 0.

x G x c x
F x x

G c x

 − + ≠= 
 − + =

             

(2) 
Cum  

2

0 0

1cos ( ) (0)( ) (0)(0) lim lim
0x x

x G x GF x f xF
x x→ →

− +−′ = = =
−

 

0

1 ( ) (0)lim cos 0 (0) (0) 0 (0)
0x

G x Gx G g f
x x→

−  ′= − = − = − = = − 
. 

Rezultă că F este derivabilă în 0x =  şi (0) (0)F f′ = . Deducem că F 
dată de (2) este primitivă pentru f. 
  1.1.8. Teoremă. (Darboux 1875). Dacă :f J → �  este o funcţie 
derivabilă pe J atunci derivata sa f ′  are proprietatea lui Darboux pe J. 
  1.1.9. Proprietate (condiţie necesară de existenţă a primitivelor). 
Fie :f J → �  o funcţie care admite primitive pe J. Atunci f are proprietatea lui 
Darboux pe J. Avem deci incluziunea ( ) ( )aP J J⊂ D . 
 Demonstraţie. Fie F o primitivă a lui f. Atunci din teorema lui Darboux 
rezultă că F ′  are proprietatea lui Darboux, deci f are proprietatea lui Darboux 
pe J. 
  1.1.10. Consecinţă. Fie :f J → �  o funcţie care nu are proprietatea lui 
Darboux pe J. Atunci f  nu admite primitive pe J. 
 Demonstraţie. Presupunem contrariul. Rezultă că f are primitive pe J şi 
din Proprietatea 1.1.9 rezultă că f are proprietatea lui Darboux, contradicţie. 
  1.1.11. Consecinţă. Dacă :f J → �  (J interval din � ) este o funcţie 
astfel încât Im f  nu este interval, atunci f nu are primitive pe J. 
  1.1.12. Proprietate. Dacă funcţia :f J → �  are un punct de 
discontinuitate de prima speţă, atunci funcţia f nu admite primitive. 
 Demonstraţie. Presupunem că f are primitive. Atunci deducem că f are 
proprietatea lui Darboux, de unde obţinem că f nu are nici un punct de 
discontinuitate de prima speţă, contradicţie. 
  1.1.13. Exemplu. Funcţia : (0, )f ∞ → �  dată prin 

ln , (0, ) \{1}
( ) 1

2 , 1

x x
f x x

x

 ∈ ∞= −
 =
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nu are primitive pe (0, )∞ . 

 Soluţie. Avem că f  este continuă pe (0, ) \{1}∞  şi 1
lim ( ) 1

1
(1) 2

x
f x

x
f
→

=
⇒ =

=
 

este un punct de discontinuitate de prima speţă, deci f nu are primitive pe 
(0, )∞ . 
  1.1.4. Propoziţie. Fie funcţiile , :f g J → �  primitivabile pe J şi 
λ∈� . Atunci funcţiile , ,f g f f gλ+ −  sunt primitivabile pe J. 
 Demonstraţie. Fie , :G F J → �  primitive pentru g şi f. Atunci rezultă 
imediat că funcţiile , ,F G F F Gλ+ −  sunt primitive, respectiv pentru 

, ,f g f f gλ+ − . 
  1.1.15. Teoremă. Dacă I ⊂ �  este un interval nedegenerat, care nu 
este deschis şi interiorul căruia este notat cu J, iar :f I → �  este o funcţie 
care admite primitive, atunci sunt adevărate următoarele afirmaţii: 
 a) Dacă 0 :F J → �  este o primitivă a funcţiei Jf , atunci 0F  are 

limită finită în fiecare punct \a I J∈ , iar funcţia :F I → � , definită prin 

   
0

0

( ) ,
( ) lim ( ) , \

t a

F x x J
F x F t x a I J

→

∈=  = ∈
           (1) 

este o primitivă a lui f. 
 b) Dacă :F I → �  este o funcţie continuă pentru care JF este o 

primitivă a lui Jf , atunci F este o primitivă a lui f. 

 Demonstraţie. a) Fie funcţia :G I → �  o primitivă a lui f. Atunci JG  

este o primitivă a lui Jf . Deoarece funcţia 0F  este tot o primitivă a lui Jf , 

există un număr real c astfel încât să aibă loc egalitatea 
   0 ( ) ( ) , ( )F x G x c x J= + ∀ ∈ .            (2) 
Fie acum a un punct oarecare din \I J . Funcţia G fiind derivabilă în a, este 
continuă în acest punct şi din această cauză avem 

lim ( ) ( )
x a

G x G a
→

= . 

Ţinând seama de relaţia (2), rezultă 
    0lim ( ) ( )

x a
F x G a c

→
= + .            (3) 

Din relaţiile (1), (2) şi (3) deducem că 
( ) ( )F x G x c= +  pentru orice x I∈ . 

În consecinţă, F este o primitivă a lui f. 
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 b) Alegând 0 JF F=  şi aplicând afirmaţia a), deducem că F este o 

primitivă a lui f. 
  1.1.16. Observaţie. Din Teorema 1.1.15 rezultă un procedeu practic de 
determinare a unei primitive pentru o funcţie :f I → � , care admite primitive 
şi care este definită pe un interval nedegenerat I ⊂ �  care nu este deschis; se 
determină mai întâi o primitivă 0F  a restricţiei lui f la interiorul lui I, iar apoi se 
prelungeşte 0F  la I prin formula (1), obţinând astfel o primitivă F a lui f. 
  1.1.17. Exemplu. Să se determine primitivele funcţiei : (0,1]f → �  
definită prin 

2

arcsin( ) xf x
x

= , pentru orice (0,1]x∈ . 

 Soluţie. Funcţia f are primitive pe (0,1]  fiind continuă. Determinăm mai 

întâi o primitivă a funcţiei 0 (0,1)f f= . Aplicând formula de integrare prin 

părţi găsim 

0 2

1 1 1( ) arcsin arcsin
1

f x dx x dx x dx
x x x x

′ = − = − + 
  −

∫ ∫ ∫ . 

Notăm 2( ) 1x xϕ = − , de unde 
2

( )
1

xx
x

ϕ −′ =
−

 şi obţinem 

 22 2 2

1 ( ) 1 ( ) 1ln
( ) 1 2 ( ) 11 1

x x xdx dx dx
x xx x x x

ϕ ϕ
ϕ ϕ

′ −
= = = + =

− +− −
∫ ∫ ∫ C  

   
2 2

2 2

1 1 1 1 1 1ln ln
2 21 1 1 1

x x
x x

 − − − −
= + = +  − + + − 

C C . 

Rezultă  

  
2

0 2

1 1 1 1( ) arcsin ln
2 1 1

xf x dx x
x x

 − −
= − + +  + − 

∫ C . 

Restricţia la (0,1)  a funcţiei continue : (0,1]F → � , definită prin 
2

2

1 1 1 1( ) arcsin ln
2 1 1

xF x x
x x

 − −
= − +   + − 

 pentru orice (0,1]x∈ , 

este deci o primitivă a lui 0f . Prin urmare, funcţia F este, conform Teoremei 
1.1.15, o primitivă a lui f , aşa că avem 

( )f x dx F= +∫ C . 
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  1.1.18. Observaţie. Se poate arăta că o funcţie reală, definită pe un 
interval nedegenerat I ⊂ �  care nu este deschis şi a cărei restricţie la interiorul 
lui I admite primitive, nu trebuie să admită neapărat primitive. Pentru aceasta 
este suficient să analizăm problema rezolvată R.1.4.1. De aceea, nu se poate 
renunţa în Teorema 1.1.15 la ipoteza că funcţia :f I → �  să aibă primitive. 
 În practică se întâmplă de multe ori ca o anumită metodă de găsire a 
primitivelor (inclusiv cea a prelungirii, descrisă anterior) să nu fie aplicabilă pe 
întregul interval I ⊆ � , ci doar pe anumite subintervale 1 2, , , nI I IK  ale lui I 
( 2)n ≥  a căror reuniune este I şi pentru care 

Int ( ) Int ( )j kI I =∅I , 
dacă , {1,2, , },j k n j k∈ ≠K . 
 Se pune atunci întrebarea, cum să se “racordeze” primitivele găsite pe 
cele n subintervale astfel încât să se obţină o primitivă a lui f. În continuare dăm 
răspunsul la această întrebare în cazul în care I este reuniunea a două intervale 
fără puncte interioare comune. 
  1.1.19. Teoremă. Fie I ⊂ �  un interval nedegenerat, a un punct 
interior lui I, :f I → �  o funcţie şi 1 :F J → �  o primitivă a lui Jf , iar 

2 :F K → �  o primitivă a lui Kf , unde s-a notat 

( , )J a I= −∞ I  şi [ , )K a I= ∞ I . 
Atunci funcţia :F I → � , definită prin 

1 1

2 2

( ) ( ) , ,
( )

( ) ( ) , ,
F x F a x I x a

F x
F x F a x I x a

− ∈ <
=  − ∈ ≥

 

este o primitivă a lui f. 
 Demonstraţie. Observăm că în fiecare punct \{ }x I a∈  funcţia F este 
derivabilă şi ( ) ( )F x f x′ = . A rămas de cercetat dacă funcţia F este derivabilă în 
a. Întrucât 

1 1
1

( ) ( ) ( ) ( ) 0lim lim ( ) ( )
x a x a
x a x a

F x F a F x F a F a f a
x a x a→ →

< <

− − − ′= = =
− −

, 

2 2
2

( ) ( ) ( ) ( ) 0lim lim ( ) ( )
x a x a
x a x a

F x F a F x F a F a f a
x a x a→ →

> >

− − − ′= = =
− −

, 

deducem că funcţia F este derivabilă în x a=  şi ( ) ( )F a f a′ = . În concluzie, 
funcţia F este o primitivă a lui f. 
  1.1.20. Observaţie. Rezultatul anterior se poate extinde pentru cazul în 
care intervalul I se poate scrie ca o reuniune de n intervale distincte ( 2)n ≥  
având interioarele disjuncte două câte două. 
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 Rezultatul următor ne dă modul de scriere a primitivei unei funcţii 
continue şi periodice, cunoscând o primitivă, a restricţiei funcţiei respective la 
un interval de lungime egal cu perioada funcţiei.  
  1.1.21. Teoremă. Fie :f →� �  o funcţie periodică având perioada 

0T > , a un număr real, iar 0 :[ , ]F a a T+ → �  o primitivă a lui [ , ]a a Tf + . 

Atunci funcţia :F →� � , definită prin 
0 0 0( ) ( ) ( ( ) ( )) , ( ) ( , ( 1) ]F x F x k T k F a T F a x a kT a k T= − ⋅ + + − ∀ ∈ + + + , k∈� , 

este o primitivă a lui f. 
 Demonstraţie. Fie x0 un punct oarecare din � , 

0 ( , ( 1) )x a kT a k T∈ + + + , k∈� . Atunci rezultă că F este derivabilă în x0 şi 

0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )F x F x kT f x kT f x′ ′= − = − = . 
Dacă 0 ( 1) ,x a k T k= + + ∈� , atunci 

0
0

0 0 0
0 0

0

( ) ( ) ( ) ( )lim lim ( ) ( ) ( )
( )x x x a

x ax x

F x F x F x kT F a T F a T f a T f x
x x x kT a T→ →

<<

− − − + ′= = + = + =
− − − +

, 

0 0
0 0

0 0 0
0 0 0

0

( ) ( ) ( ( 1) ) ( )lim lim ( ) ( ) ( )
( 1)x x x x

x x x x

F x F x F x k T F a F x f a f x
x x x k T a→ →

> >

− − + − ′= = = =
− − + −

, 

Deci şi în acest caz F este derivabilă în x0, iar 0 0( ) ( )F x f x′ = . Prin 
urmare, F este o primitivă a lui f. 
  1.1.22. Exemplu. Să se determine primitivele funcţiei :f →� � , 

4 4

1( ) , ( )
sin cos

f x x
x x

= ∀ ∈
+

� . 

 Soluţie. Avem 

2 2 2 2

4 4 2( )
(1 cos 2 ) (1 cos 2 ) 2 2cos (2 ) 1 cos 2

f x
x x x x

= = = =
− + + + +

 

  2 4
1 cos 4 3 cos 41

2
x x

= =
+ ++

. 

Funcţia f este continuă pe �  şi periodică cu perioada principală 0 2
T π

= . 

Fie 0
,

4 4

f f π π 
 
 
−

=  restric ia lui la ,
4 4

f π π  −    
þ  şi notăm 0F  o primitivă a 

sa. Pentru ,
4 4

x π π ∈ − 
 

 avem 
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2 2

2 2 2

2

4 4 4(1 tg 2 ) 2(1 tg 2 )
1 tg (2 )3 cos 4 4 2 tg 2 2 tg 23
1 tg (2 )

x xdx dx dx dx
xx x x
x

+ +
= = = =

−+ + ++
+

∫ ∫ ∫ ∫  

  2

(tg 2 ) 1 tg 2arctg
tg 2 2 2 2

x xdx
x

′  = = + +  ∫ C . 

Deoarece 

4

4

1 tg 2 2lim arctg
42 2x

x

x
π

π

π
→−

> −

−  = 
 

 şi 
4

4

1 tg 2 2lim arctg
42 2x

x

x
π

π

π
→

<

  = 
 

, 

deducem că funcţia 0 : ,
4 4

F π π − →  
� , 

0

2 ,
4 4

1 tg 2( ) arctg , ,
4 42 2

2 ,
4 4

x

xF x x

x

π π

π π

π π

 −
= −


    = ∈ −      

 =


 

este o primitivă a funcţiei 0f . Cum f este periodică cu perioada 0 2
T π

= , va 

rezulta că funcţia :F →� � , definită prin 

0 0 0( ) , ( )
2 4 4

F x F x k k F Fπ π π      = − ⋅ + ⋅ − − ∀            
( 1),

4 2 4 2
k kx π π π π− + ∈ − + +  

 

k∈� , este o primitivă a lui f. Obţinem 
1 tg(2 ) 2 2 1 tg(2 ) 2( ) arctg arctg

4 42 2 2 2
x k xF x k kπ π π−   = + ⋅ = + ⋅   

   
, 

( 1)( ) , ,
4 2 4 2

k kx kπ π π π− + ∀ ∈ − + + ∈  
�  şi  

( )f x dx F= +∫ C . 
  1.1.23. Propoziţie. Dacă funcţia :f →� �  este primitivabilă şi 
aditivă, adică satisface ecuaţia funcţională a lui Cauchy, 

( ) ( ) ( )f x y f x f y+ = +  pentru orice ,x y∈� , 
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atunci ( )f x k x= ⋅  pentru orice x∈� , unde k∈�  este o constantă arbitrară. 
 Demonstraţie. Fie F o primitivă pentru f şi ( )na  un şir de numere reale 
convergent către zero cu 0na ≠  pentru orice n∈� . În conformitate cu relaţia 
din ipoteză obţinem: 

( ) ( ) ( )n nf x a f a f x+ − =  pentru orice x∈�  şi n∈� . 
Pentru fiecare n∈� , funcţia :nG →� �  definită prin 

 ( ) ( ) ( )n n nG x F x a x f a= + − ⋅  
 pentru orice x∈�  este derivabilă pe �  şi  
   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n n nG x F x a f a f x a f a f x′ ′= + − = + − =  
oricare ar fi x∈� . Cum funcţiile F şi Gn sunt primitive pentru funcţia căutată f, 
rezultă că există constantele cn astfel ca 

( ) ( ) ( )n n nF x a x f a F x c+ − = + , pentru orice x∈�  şi n∈� , 
din care pentru 0x =  rezultă ( ) (0)n nc F a F= −  pentru orice n∈� . Obţinem 

( ) ( ) ( ) ( ) (0)n n nF x a x f a F x F a F+ = + + −  pentru orice x∈�  şi n∈� . 
De aici, pentru 1x =  rezultă 

( ) (1 ) (1) ( ) (0) , ( )n n nf a F a F F a F n= + − − + ∀ ∈� . 
Aşadar, 

 ( ) ( ) ( ) ( ) (0)( ) ( ) lim limn n n

n n
n n

F x a F x x f a F a Ff x F x
a a→∞ →∞

+ − + −′= = = =  

 
( )(1 ) (1) ( ) (0)lim (1 ) (1) (1 ) (0)n n

n
n n

F a F F a Fx x x F x F
a a→∞

+ − − ′ ′= + − ⋅ = ⋅ + − 
 

= 

 (1) (1 ) (0) (1)x f x f x f= + − = ⋅ , 
pentru orice x∈� , căci punând 0x y= =  în relaţia din ipoteză găsim 

(0) 0f = . În concluzie, ( ) ,f x kx k= ∈� . 
 
 1.2. Operaţii cu funcţii primitivabile 
 
  1.2.1. Propoziţie. Dacă funcţiile , :f g J → �  au primitive pe J şi 
λ∈� , atunci funcţiile , ,f g f f gλ+ −  au primitive pe J. 
 Demonstraţie. Vezi Propoziţia 1.1.14 din paragraful precedent. 
  1.2.2. Observaţie. Un rezultat similar nu este adevărat pentru produsul,  
câtul, compunerea (atunci când au sens) a două funcţii care au primitive pe 
intervalul J. Vom da în continuare condiţii suficiente pentru ca produsul a două 
funcţii primitivabile să fie funcţie primitivabilă. 
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  1.2.3. Exemplu. Fie funcţiile , :f g →� �  date prin 

 

2 1 1sin sin , 0
( )

1 , 0
2

x
x xf x

x

 − ≠= 
 =


,  

2 1 1sin sin , 0
( )

1 , 0
2

x
x xg x

x

 + ≠= 
 =


. 

Să se arate că funcţiile f şi g admit primitive pe � , dar funcţia 
:f g⋅ →� �  nu admite primitive pe � . 

Soluţie. Avem 1 2 1 2,f f f g f f= − = + , unde 1 2, :f f →� �  sunt date 
de 

2

1

1sin , 0
( )

1 , 0
2

x
xf x

x

   ≠   = 
 =

,  2

1sin , 0
( )

0 , 0

x
f x x

x

 ≠= 
 =

 

Deoarece funcţiile f1 şi f2 au primitive pe � , deducem că f şi g au 
primitive pe �  ca diferenţă, respectiv sumă de funcţii primitivabile. Avem 

2 2 4 2 2 21 1 1 1 1 1 1 1sin sin sin sin sin sin sin cos
x x x x x x x x

  − + = − = − ⋅ =  
  

 

21 2sin 0
4 x

 = − ≤ 
 

 

şi 

21 2sin , 0
4: , ( )( )

1 , 0
4

x
xf g f g x

x

  − ≠   ⋅ → ⋅ = 
 =

� � . 

Funcţia f g⋅  nu are primitivă pe �  deoarece nu are proprietatea lui Darboux. 
  1.2.4. Propoziţie. Fie , :f g J → � , J interval, două funcţii cu 
proprietăţile 

1) f admite primitive pe J; 
2) g este derivabilă cu derivata continuă pe J. 

Atunci funcţia f g⋅  admite primitive pe J. 
 Demonstraţie. Fie funcţia :u J → �  dată prin ( ) ( ) ( )u x g x F x= ⋅ , unde 
F este o primitivă a funcţiei f. Avem că u este derivabilă pe J şi 
u g f g F′ ′= ⋅ + ⋅ , de unde g f u g F′ ′⋅ = − ⋅ . Dar funcţia u′  are primitive 
(funcţia u) şi g F′ ⋅  are primitive căci este continuă. Rezultă că f g⋅  este 
primitivabilă ca şi diferenţă de două funcţii primitivabile. 
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  1.2.5. Propoziţie. Fie , :f g J → � , J ⊂ �  interval, două funcţii cu 
proprietăţile: 

1) f admite primitive pe J; 
2) ( ) 0f x ≠  pentru orice x J∈ ; 
3) g este continuă pe J. 

Atunci funcţia f g⋅  admite primitive pe J. 
 Demonstraţie. Fie :F J → �  o primitivă a funcţiei f. Din 

( ) ( ) 0F x f x′ = ≠ , ( ) x J∀ ∈  rezultă că funcţia F este strict monotonă. 
Considerăm funcţia : ( )H J F J→ , dată prin ( ) ( ) , ( )H x F x x J= ∀ ∈ . Funcţia 
H astfel definită este derivabilă, surjectivă, injectivă (fiind strict monotonă) şi 

( ) 0H x′ ≠ , ( ) x J∀ ∈ . Rezultă că funcţia inversă 1 : ( )H F J J− →  este 
derivabilă. 
 Funcţia 1 : ( )g H F J− →o �  admite primitive, fiind funcţie continuă. Fie 

: ( )G F J → �  o primitivă a funcţiei 1g H −o . Atunci, funcţia :G H J →o �  
este derivabilă fiind compunerea a două funcţii derivabile. De asemenea 

1( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )( ( )) ( ) ( ) ( ) , ( )G H x G H x H x g H H x H x g x f x x J−′ ′ ′ ′= ⋅ = ⋅ = ⋅ ∀ ∈o o

. 
Prin urmare, funcţia G Ho  este o primitivă a funcţiei f g⋅ . 
  1.2.6. Teoremă (W. Wilkosz). Fie , :f g J → � , J interval, două 
funcţii cu proprietăţile: 

1) f admite primitive pe J; 
2) f mărginită superior sau inferior; 
3) g este continuă. 

Atunci funcţia f g⋅  admite primitive. 
 Demonstraţie. Presupunem că f este mărginită inferior. Atunci există 
m∈�  astfel încât ( ) , ( )f x m x J> ∀ ∈ . Considerăm funcţia :h J → �  dată 
prin ( ) , ( )h x m x J= ∀ ∈ . Atunci funcţia f h−  admite primitive şi nu se 
anulează pe J. Conform Propoziţiei 1.2.5 rezultă că funcţia ( )f h g− ⋅  admite 
primitive pe J. Deoarece h g⋅  admite primitive fiind continuă, deducem că 
f g⋅  are primitive pe J. Analog se procedează dacă f este mărginită superior. 

  1.2.7. Propoziţie. Fie , :f g J → � , J interval din � , două funcţii cu 
proprietăţile: 

1) f admite primitive; 
2) g este derivabilă şi cu derivata mărginită. 

Atunci funcţia f g⋅  admite primitive pe J. 
 Demonstraţie. Fie F o primitivă a funcţiei f. Atunci funcţia F g⋅  este 
derivabilă şi ( ) ( )F g f g F g f g F g F g′ ′ ′ ′⋅ = ⋅ + ⋅ ⇔ ⋅ = ⋅ − ⋅ . 
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Conform  Propoziţiei 1.2.6, rezultă că funcţia F g′⋅  admite primitive. 
Prin urmare, f g⋅  admite primitive. 

 1.2.8. Observaţie. Funcţiile din Exemplul 1.2.3 sunt primitivabile dar 
produsul lor nu mai este o funcţie primitivabilă. Cele două funcţii, din exemplul 
respectiv, au fost alese în aşa fel încât produsul lor să nu aibă proprietatea lui 
Darboux (deci să nu fie o funcţie care are primitive). Se pune, în mod natural, 
problema primitivabilităţii câtului a două funcţii primitivabile. Procedeul 
utilizat pentru alegerea funcţiilor din Exemplul 1.2.3 nu poate fi folosit şi pentru 
câtul a două funcţii primitivabile, căci Jarnik [7] a stabilit următorul rezultat: 

 1.2.9. Teoremă. Fie , :f g J → �  două funcţii cu proprietăţile: 
1) f, g primitivabile pe J; 
2) ( ) 0g x ≠  pentru orice x J∈ . 

Atunci funcţia f
g

 are proprietatea lui Darboux pe J. 

  1.2.10. Observaţie. Există funcţii primitivabile al căror cât nu este o 

funcţie primitivabilă. Se poate arăta că funcţia :[ 1,1]g − → � , 1(0)
2

g = , iar 

pentru 0x ≠  graficul lui g este format din părţi egale de triunghiuri isoscele de 

înălţime egală cu 1 construite pe segmentele *1 1 1 1, , , ,
1 1

n
n n n n
   − − ∈   + +   

� , 

are primitive pe [ 1,1]− . Pe de altă parte, pentru 0a > , funcţia :[ 1,1]f − → �  

definită prin 
, [ 1,1] \{0}

( )( )
2 , 0

1

a x
a g xf x

a x
a

 ∈ − += 
 = +

, unde g este funcţia anterioară, 

este cât a două funcţii primitivabile, dar f nu este o funcţie primitivabilă. 
  1.2.11. Propoziţie. Fie :f →� �  şi : ,g J J→ ⊂� �  interval, două 
funcţii cu proprietăţile: 

1) f admite primitive pe � ; 
2) g este de două ori derivabilă cu g′′  continuă pe J; 
3) ( ) 0g x′ ≠  pentru orice x J∈ . 

Atunci funcţia f go  admite primitive. 
 Demonstraţie. Fie :F →� �  o primitivă a funcţiei f. Atunci funcţia 
F go  este derivabilă pe J şi ( ) ( )F g f g g′ ′= ⋅o o . De aici rezultă că 

1 ( )f g F g
g

′= ⋅
′

o o . Deoarece funcţia ( )F g ′o  este primitivabilă iar funcţia 1
g′
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este derivabilă şi cu derivata continuă, folosind Propoziţia 1.2.4 deducem că 
f go  admite primitive pe J. 

 
 1.3. Clase de funcţii discontinue primitivabile 
 
  1.3.1. Propoziţie. Dacă funcţia :f →� �  este continuă şi satisface 

condiţia 
not.

0
( )lim ( ) ,

y

F y M f x
y→∞

= ∈ ∈� �  fixat şi F este o primitivă pentru f, 

atunci funcţia :g →� � , 0
0

0

1 ,
( )

( ) ,

f x x
g x x x

M f x x

  
≠  = −  

 =

 admite primitive pe � . 

 Demonstraţie. Deoarece f este continuă pe � , ea admite primitive pe 
� . Fie F o primitivă pentru f ce se anulează în 0x . Integrând prin părţi pe un 
interval J ce nu conţine punctul 0x , obţinem: 

2 2
0 0

0 0 0

1 1 1( ) ( )f dx F x x dx F x x
x x x x x x

′      
= − − = − − +       − − −      

∫ ∫  

   0
0

12 ( )F x x dx
x x

 
+ ⋅ − − 
∫ . 

de unde 

2
0 0

0 0

1 1( ) ( ) 2 ( ) , ( )g x F x x F x x x J
x x x x

′    
= − ⋅ − + ⋅ − ∀ ∈     − −    

 .        (1) 

Deoarece  

 
0

ip.

0 0
0

1 1 2lim 2( ) lim 2 lim ( ) 2 ( )
x x y

F x x F F y M f
x x yα

α
α→ → →∞

   ⋅ − = ⋅ = ⋅ = ⋅   −   
, 

rezultă că funcţia :h →� � , 0 0
0

0

12( ) ,
( )

2 ( ) ,

x x F x x
h x x x

M f x x

  
− ⋅ ≠  = −  

 ⋅ =

 este 

continuă pe �  deci primitivabilă. Fie H o primitivă pentru h. Considerăm 

funcţia :u →� � , 
2

0 0
0

0

1 ( ) ,( )

( ) ,

F x x x xu x x x

M f x x

 ′   − ⋅ − ≠   =  −  
− =

. 
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Funcţia : →� �U , 
2

0 0
0

0

1( ) ,
( )

0 ,

x x F x x
x x x

x x

  
− − ⋅ ≠  = −  
 =

U  este o primitivă 

pentru u. Într-adevăr, pentru 0x x≠  avem ( ) ( )x u x′ =U , iar în 0x x=  avem 
 

0 0

2
0

00
0 0

0 0

1( )
( ) ( ) 1( ) lim lim lim

x x x x

x x F
x xx xx F

x x x x α
α

α→ → →

 
− −  −−   ′ = = = − ⋅ = − −  

U UU  

  0
( )lim ( ) ( )

y

F y M f u x
y→∞

= − = − = . 

Din (1) rezultă g u h= +  şi de aici obţinem că g are primitive ca şi sumă de 
funcţii primitivabile. 
  1.3.2. Consecinţe. a) Fie 0x ∈�  şi funcţia :f →� �  continuă. Dacă 

există 
not.( )lim ( )

y

F y M f
y→∞

= ∈� , unde F este o primitivă pentru f, atunci funcţia 

0:[ , )g x ∞ → � , 0
0

0

1 ,
( )

( ) ,

f x x
g x x x

M f x x

  
>  = −  

 =

 admite primitive pe 0[ , )x ∞ . 

 b) Fie 0x ∈�  şi funcţia :f →� �  continuă. Dacă există 
not.( )lim ( )

y

F y M f
y→∞

= ∈� , unde F este o primitivă pentru f, atunci funcţia 

0: ( , ]g x∞ → � , 0
0

0

1 ,
( )

( ) ,

f x x
g x x x

M f x x

  
<  = −  

 =

 admite primitive pe 0( , ]x∞ . 

 1.3.3. Exemplu. Arătaţi că funcţia :f →� � , 

2

1 1sin , 0
( )

0 , 0

x
f x x x

x

  ⋅ ≠  =  
 =

 admite primitive pe � . 

Soluţie. Fie funcţia :h →� � , 2( ) sin( ) , ( )h x x x x= ⋅ ∀ ∈� . Funcţia h 

este continuă pe � , iar :H →� � , 21( ) cos( ) , ( )
2

H x x x= − ∀ ∈� , este o 

primitivă pentru h. Cum 
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2( ) cos( )lim lim 0
2y y

H y y
y y→∞ →∞

−
= = , 

folosind Propoziţia 1.3.1, cu 0 0x = , rezultă că f are primitive pe � . 
  1.3.4. Propoziţie. Fie :f J → �  şi :g J → �  ( J ⊂ �  interval) două 
funcţii derivabile,  f având derivata mărginită. Avem: 

 a) Dacă ( ) 0f x ≠ , pentru orice x J∈ , atunci funcţia 1f g
f

 ′ ′⋅ 
 

o  

admite primitive. 

 b) Dacă ( ) ( )lim lim 0
x x

g x g x
x x→−∞ →∞

= =  şi mulţimea { }( ) 0A x J f x= ∈ =  

este nevidă şi finită, atunci funcţie :h Jλ → � , 

1( ) , \
( ) ( )

,

f x g x J A
h x f x

x A
λ

λ

  ′ ′⋅ ∈  =   
 ∈

, unde λ∈� , 

admite primitive dacă şi numai dacă 0λ = . 

 Demonstraţie. a) Funcţia 2 1f g
f

 
⋅ 
 

o  este derivabilă pe J şi 

 2 2
2

1 1 1 12f g f f g f f g
f f f f

′      ′ ′ ′⋅ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⇔      
      

o o o  

 21 1 12f g f f g f g
f f f

′      ′ ′ ′⇔ ⋅ = ⋅ ⋅ − ⋅      
      

o o o . 

Funcţia 12 f f g
f

 ′⋅ ⋅ 
 

o  admite primitive conform teoremei lui 

Wilkosz. Rezultă că funcţia 1f g
f

 ′ ′⋅ 
 

o  admite primitive, fiind o combinaţie 

liniară de funcţii care admit primitive. 

b) Avem 0h h uλ λ= + , unde :u Jλ → � , 
0, \

( )
,

x J A
u x

x Aλ λ
∈

=  ∈
. Dacă 

vom demonstra că 0h admite primitive, atunci va rezulta că hλ  admite primitive 
dacă şi numai dacă uλ  admite primitive, adică dacă şi numai dacă 0λ = . 
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Fie funcţia :H J → � , 
2 1( ) , \

( ) ( )
0 , .

f x g x J A
H x f x

x A

  
⋅ ∈  =   

 ∈

 Funcţia H 

este evident derivabilă pe \J A  şi  
1 1( ) 2 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

H x f x f x g f x g
f x f x

   ′ ′ ′ ′= ⋅ ⋅ − ⋅   
   

, 

pentru orice \x J A∈ . 
 Fie 1 2 na a a< < <K  elementele mulţimii A. Atunci, avem: 

2 1( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) 1lim lim lim ( ) 0

( )i i i

i i

x a x a x a
i i i

f x g
f xH x H a f x f a f x g

x a x a x a f x→ → →

 
⋅    − − = = ⋅ ⋅ = − − −  

 

pentru orice 1,i n= . Prin urmare, H este derivabilă pe J şi 
12 ( ) ( ) ( ) , \

( ) ( )
0 ,

pf x f x g h x x J A
H x f x

x A

  ′⋅ ⋅ − ∈  ′ =   
 ∈

 

Considerăm funcţia :G J → � , dată prin: 
12 ( ) ( ) , \

( ) ( )
0 ,

f x f x g x J A
G x f x

x A

  ′⋅ ⋅ ∈  =   
 ∈

 

Atunci, avem relaţia 
0 0H G h h G H′ ′= − ⇔ = − . 

Funcţia G este continuă în ia  pentru orice 1,i n= . Conform teoremei lui 
Wilkosz, restricţia funcţiei G la orice interval J J′ ⊂  şi care nu conţine nici 
unul din punctele 1 2, , , na a aK  admite primitive. Aplicând de un număr finit de 
ori Teorema 1.1.15, rezultă că funcţie G admite primitive. Prin urmare, 

0h G H ′= +  admite primitive şi Propoziţia este demonstrată. 
 1.3.5. Propoziţie. Fie :f J → �  şi :g J → �  (J interval) două funcţii 

derivabile, f cu derivata continuă, mulţimea { }( ) 0A x J f x= ∈ =  este nevidă şi 

finită, iar ( ) ( )lim lim 0
x x

g x g x
x x→−∞ →∞

= = . Pentru fiecare λ∈�  se consideră funcţia 

:h Jλ → � , dată prin 
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1( ) , \
( ) ( )

,

f x g x J A
h x f x

x A
λ

λ

  ′ ′⋅ ∈  =   
 ∈

. 

Atunci, funcţia hλ  admite primitive dacă şi numai dacă 0λ = . 
 Demonstraţie. Procedând ca în demonstraţia Propoziţiei 1.3.4, se obţine 
relaţia 

h G H uλ λ′= − + , 
unde , ,G H uλ  sunt funcţiile introduse în Propoziţia 1.3.4. Funcţia G admite 
primitive fiind continuă. Atunci rezultă că hλ  admite primitive ⇔ uλ  admite 
primitive ⇔ 0λ = . 

  1.3.6. Exemplu. Fie funcţia :ph →� � , 
sin , 0

( )
, 0

p

x
h x x

p x

α ≠= 
 =

, unde 

α ∈�  şi p∈� . Să se arate că ph  admite primitive dacă şi numai dacă 0p = . 
 Soluţie. Pentru 0α =  concluzia rezultă imediat. Fie în continuare 

0α ≠ . Pentru funcţiile , :f g →� �  date prin ( ) xf x
α

=  şi ( ) cosg x x= − , 

pentru orice x∈� , se poate aplica Propoziţia 1.3.5 cu {0}A = . Facem 
precizarea că se poate da o altă soluţie acestei probleme utilizând integrarea 
prin părţi. 

  1.3.7. Exemplu. Fie funcţia :ph →� � , 
cos , 0

( )
, 0

p

x
h x x

p x

α   ≠  =  
 =

, 

unde *α ∈� . Atunci ph  are primitive 0p⇔ = . 
 Soluţie. Se aplică Propoziţia 1.3.5, pentru funcţiile , :f g →� � , 

( ) xf x
α

=  şi ( ) sing x x= , pentru orice x∈� . 
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Probleme rezolvate 
 
   R1.4.1. Fie a un număr real, iar :[0, )f ∞ → �  funcţia definită prin 

, 0
( ) 1 1 1sin cos , (0, ).

a x
f x

x
x x x

=
= 

− ∈ ∞

 

Să se arate că f nu admite primitive pe [0, )∞ . 

 Soluţie. Funcţia 0 (0, )f f ∞= , fiind continuă admite primitive, pe care 

le putem determina utilizând formula de integrare prin părţi: 

0
1 1 1 1 1 1 1 1( ) sin cos sin cos cosf x dx x dx dx x dx dx
x x x x x x x x

′= ⋅ − = + − =∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

  1sinx
x

= ⋅ +C . 

În particular, funcţia 0 : ( , )F o ∞ → � , definită prin 

0
1( ) sinF x x
x

= ⋅ , pentru orice (0, )x∈ ∞ , 

este o primitivă a lui 0f . Observăm că 00
lim ( ) 0
x
F x

→
= . Dacă f ar admite 

primitive, atunci funcţia :[0, )F ∞ → � , definită prin 
1sin , (0, )

( )
0 , 0

x x
F x x

x

 ∈ ∞= 
 =

 

ar fi în baza afirmaţiei a) din Teorema 1.1.15 o primitivă a lui f. Dar, această 
concluzie este falsă, căci se vede imediat că funcţia F nu este derivabilă în 

0x =  deoarece 

0 0
0 0

( ) (0) 1lim limsin
0x x

x x

F x F
x x→ →

> >

−
=

−
, 

care nu există. Prin urmare, f nu admite primitive. 
   R1.4.2. Dacă :f →� �  este o funcţie derivabilă cu derivata continuă, 

demonstraţi că funcţia :g →� �  dată prin 
1( ) sin , 0

( )
0 , 0

f x x
g x x

x

 ⋅ ≠= 
 =

 admite 

primitive. 
 Soluţie. Metoda I. Avem: 
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( ) 1 1( ) (0) sin , 0 (0) sin , 0
( ) ( ) (0) ( )

0 , 0 0 , 0

f x f x f x
g x u x f v xx x

x x

 − ≠ ⋅ ≠ = + = + ⋅ 
 = = 

, 

unde u este continuă pe �  şi deci, posedă primitive, iar v are primitive în 
conformitate cu Exemplul 1.1.7. 
 Deducem că g are primitive pe �  căci g se obţine ca şi o combinaţie 
liniară de funcţii primitivabile. 

 Metoda a II-a. Notăm :u →� � , 
1sin , 0

( )
0 , 0

x
u x x

x

 ≠= 
 =

 şi avem 

g f u= ⋅ . Deoarece f este continuă iar u este primitivabilă şi mărginită, în 
conformitate cu Propoziţia 1.2.6 deducem că funcţia g are primitive pe � . 
 Metoda a III-a. Funcţia u de la metoda anterioară este primitivabilă iar f 
este derivabilă având derivata continuă. În conformitate cu Propoziţia 1.2.4 
deducem că funcţia g f u= ⋅  are primitive pe � . 
 Să observăm că era suficient ca funcţia f să fie continuă. 
   R1.4.3. Se dau funcţiile , , :f g h →� � , ( ) ( ) sing x f x x= ⋅  şi 

( ) ( ) cosh x f x x= ⋅  pentru orice x∈� . să se arate că dacă funcţiile g şi h au 
primitive pe � , atunci f are primitive pe � . 
 Soluţie. Fie funcţiile , :u v →� �  date prin ( ) sin ( )u x x g x= ⋅ , 

( ) cos ( )v x x h x= ⋅  pentru orice x∈� . Utilizând propoziţia 1.2.4 deducem că 
funcţiile u şi v au primitive pe � . Dar  

2 2( ) ( ) ( ) sin ( ) cos ( ) ( ) , ( )u x v x f x x f x x f x x+ = ⋅ + ⋅ = ∀ ∈� . 
Deducem că f este primitivabilă ca şi sumă de funcţii primitivabile. 
   R1.4.4. Funcţia :f →� �  dată prin 

2

1cos , 0
( ) ln( 1

0 , 0

x
f x x x

x

  
   ≠  =  + + 

=

, 

admite primitive pe � . 

 Soluţie. Fie funcţia :g →� � , 
1cos , 0

( )
0 , 0

x
g x x

x

 ≠= 
 =

. Funcţia g admite 

primitive pe � . Avem 2( ) ( ln( 1) )f x g x x= + +  pentru orice x∈� . Fie 
:G →� �  o primitivă a funcţiei g, iar funcţia :H →� �  dată prin 
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2 2( ) 1 ( ln( 1) )H x x G x x= + ⋅ + +  pentru orice x∈� . Avem că H este 
derivabilă pe �  şi derivata sa este 

2 2 2

2 2

1( ) ( ln( 1) ) 1 ( ln( 1) )
1 1
xH x G x x x g x x
x x

′ = ⋅ + + + + ⋅ + + ⋅ =
+ +

 

 2

2
( ln( 1) ) ( )

1
x G x x f x
x

= ⋅ + + +
+

 pentru orice x∈� . 

Rezultă că 2

2
( ) ( ) ( ln( 1) )

1
xf x H x G x x
x

= − ⋅ + +
+

 pentru orice 

x∈�  şi deducem că f admite primitive ca diferenţă de două funcţii care admit 
primitive (prima funcţie are primitivă pe H în timp ce a doua funcţie este 
primitivabilă fiind continuă). 
   R1.4.5. Fie :f →� �  o funcţie monotonă cu proprietatea că 2f are primitive 
pe � . 

a) Să se arate că 4f  are primitive pe � . 
b) Daţi un exemplu de o funcţie f cu proprietatea de mai sus pentru care 

3f  nu are primitive. 
Soluţie. a) Deoarece f este monotonă rezultă că f poate avea numai 

discontinuităţi de speţa I şi, de aici obţinem că 2f f f= ⋅  poate avea doar 
discontinuităţi de speţa I. Cum 2f  are primitive, rezultă că 2f  are proprietatea 
lui Darboux. Dacă am presupune că 2f  are cel puţin un punct de 
discontinuitate de speţa I, conform Propoziţiei 1.1.12 ar rezulta că 2f  nu 
admite primitive, contradicţie. Rămâne 2f  continuă pe � . De aici 4 2 2f f f= ⋅  
este continuă, ca urmare 4f  are primitive pe � . 

b) Fie funcţia :f →� �  dată prin 
1 , 0

( )
1, 0
x

f x
x
<

= − ≥
. Avem f 

descrescătoare, 2 1f =  şi o primitivă pentru funcţia 2f  este funcţia :F →� � , 
( ) , ( )F x x x= ∀ ∈� . Dar funcţia 3 :f →� �  este dată prin 

3 1 , 0
( )

1, 0
x

f x
x
<

= − ≥
 

şi aceasta nu are proprietatea lui Darboux pentru că 3 ( ) { 1,1}f = −�  care nu este 
interval. Ca urmare, 3f , nu admite primitive. 
   R1.4.6. Să se arate că oricare ar fi *

1 2, , , na a a ∈K � , funcţia :f →� � , 
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1

1sin , 0
( )

0 , 0

n

i
i

x a x
f x x

x
=

 − ⋅ ≠= 
 =

∑  

are proprietatea lui Darboux pe � . 

 Soluţie. Fie funcţiile :if →� � , 
1sin , 0

( )
0 , 0

i
i

x a x
f x x

x

 − ⋅ ≠= 
 =

 unde 

{1,2, , }i n∈ K . Deoarece ( ) ( ) ( )if x g x h x= ⋅ , unde ( ) ig x x a= −  este continuă 

pe �  şi 
1sin , 0

( )
0 , 0

x
h x x

x

 ≠= 
 =

 are primitive pe �  şi este mărginită, deducem în 

conformitate cu Teorema 1.2.6 că funcţia if  are primitive pe � . Cum 

1 2 nf f f f= + + +K , rezultă că f are primitive pe � , deci f are proprietatea lui 
Darboux. 
   R1.4.7. Fie :f →� �  o funcţie injectivă. Dacă funcţia :g →� � , 

( ) ( ) sin( ( )) , ( )g x f x f x x= + ∀ ∈� , are primitive pe � , să se arate că f are 
primitive pe � . 
 Soluţie. Funcţia : , ( ) sin , ( )h h x x x x→ = + ∀ ∈� � � , este continuă şi 
bijectivă. Deoarece funcţia f este injectivă rezultă că g h f= o  este injectivă şi 
cum g are primitivă pe � , deducem că g are proprietatea lui Darboux pe � . 
Rezultă că g este strict monotonă şi continuă. Din h continuă şi bijectivă, iar g 
continuă, rezultă 1f h g−= o  este continuă, deci f are primitive pe � . 
   R1.4.8. Să se determine toate funcţiile : (0, )f → ∞�  care satisfac ecuaţia 

funcţională ( ) ( )
2
x yf f x f y+  = ⋅ 

 
 pentru orice ,x y∈�  ştiind că funcţia 

compusă ln fo  are primitive pe � . 
 Soluţie. Deoarece 0f >  putem logaritma relaţia din ipoteză şi obţinem 

1 1ln ln ( ) ln ( )
2 2 2
x yf f x f y+  = + 

 
 pentru orice ,x y∈� , 

de unde notând ( ) ln ( )x f xϕ =  avem: 

2 ( ) ( )
2
x y x yϕ ϕ ϕ+  = + 

 
 pentru orice ,x y∈� . 

Punem 0y =  în relaţia precedentă şi obţinem 
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2 ( ) (0)
2
x xϕ ϕ ϕ  = + 

 
 pentru orice x∈� . 

Folosim ultimele două relaţii şi obţinem 

( ) 2 (0) ( ) ( ) (0) , ( ) ,
2
x yx y x y x yϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+ + = − = + − ∀ ∈ 

 
� , 

sau notând ( ) ( ) (0)u x xϕ ϕ= −  avem 
( ) ( ) ( )u x y u x u y+ = +  pentru orice ,x y∈� . 

 Cum funcţia u este primitivabilă ca şi diferenţă de două funcţii 
primitivabilă, utilizând Propoziţia 1.1.23 găsim ( ) , ( )u x kx x= ∀ ∈�  cu k∈�  
arbitrar. În sfârşit, ( ) (0)x k xϕ ϕ= ⋅ +  şi (0)( ) k xf x e ϕ⋅ += , de unde ( ) k xf x c e ⋅= ⋅ , 
( ) x∀ ∈� , 0c >  şi k∈�  constante arbitrare. 
   R1.4.9. Să se calculeze o primitivă pe �  a funcţiei :f →� � , dată prin 

( ) 1 sinf x x= −  , ( ) x∀ ∈� . 
 Soluţie. Funcţia f fiind continuă pe  � , admite primitivă. Ea este 

periodică, cu perioada principală 2T π= . Pentru 5,
2 2

x π π ∈   
,  

2

( ) sin cos sin cos sin cos
2 2 2 2 2 2
x x x x x xf x  = − = − = − 

 
 

şi 

  0 ( ) 2cos 2sin
2 2
x xF x = − −  

este o primitivă a restricţiei 5,
2 2

f π π 
  

. Aplicând Teorema 1.1.21 rezultă că 

funcţia :F →� � , definită prin 

0 0 0
5( ) ( 2 )
2 2

F x F x k k F Fπ ππ     = − + −        
 

pentru orice (4 1) , (4 5) ,
2 2

x k k kπ π ∈ + + ∈  
� , este o primitivă a lui f. 

 Deoarece 0 0
5 4 2
2 2

F Fπ π   − =   
   

 şi cos( ) ( 1) ,kk kπ = − ∈� , obţinem 

că 
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1( ) 2 ( 1) cos sin 4 2
2 2

k x xF x k+  = ⋅ − ⋅ + + 
 

, 

pentru orice (4 1) , (4 5) ,
2 2

x k k kπ π ∈ + + ∈  
�  este o primitivă pentru f. 

   R1.4.10. Arătaţi că funcţia :f →� � , 

2
1

( 5)1 2 1cos sin , \{5}
( ) 5 ( 5) 5

0 , 5

xe x
f x x x x

x

−
−

    − ⋅ ⋅ ∈     = − − −     
 =

�
 

are primitive pe � . 
 Soluţie. Fie funcţia :g →� � , 

2

( ) (cos 2 sin ) xg x x x x e−= − ⋅ ⋅ . Funcţia g 

este continuă pe �  iar :G →� � , 
2

( ) sin xG x x e−= ⋅  este o primitivă a lui g. 

Deoarece 2

( ) sin( ) lim lim 0
yy y

G y yM g
y y e→∞ →∞

= = =
⋅

, utilizând Propoziţia 1.3.1 

deducem că funcţia f are primitive pe � . 
   R1.4.11. Fie :g →� �  o funcţie derivabilă astfel încât 

( ) ( )lim lim 0
x x

g x g x
x x→−∞ →∞

= = . 

Să se arate că funcţia :h →� � , 
1 , 0

( )
0 , 0

g x
h x x

x

  ′ ≠  =  
 =

 admite primitive. 

 Soluţie. Se aplică Propoziţia 1.3.5 pentru funcţiile :f →� � , ( )f x x=  
pentru orice x∈�  şi :g →� �  dată de problemă. 
   R1.4.12. Fie p∈� . Funcţia : ( , )ph π π− → �  dată prin 

*
1(cos ) cos , ( , ) \{0}

( ) ,sin
, 0

n

p

x x
h x nx

p x

π π  ⋅ ∈ −  = ∈ 
 =

� , 

admite primitive dacă şi numai dacă 0p = . 

 Soluţie. Avem 0ph h v= + , unde 
0, ( , ) \{0}

( )
, 0
x

v x
p x

π π∈ −
=  =

. 

Vom arăta că 0h  admite primitive, de unde va rezulta că ph  admite 
primitive 0p⇔ = . 
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Aplicând Propoziţia 1.3.5 pentru funcţiile : ( , )f π π− → � , 
( ) sinf x x= , ( ) x∀ ∈�  şi :g →� � , ( ) sing x x= , ( ) x∀ ∈� , rezultă că 

pentru 1n =  funcţia 0h  admite primitive. 
Pentru 2n ≥  avem 0h r t= ⋅ , unde , : ( , )r t π π− → �  sunt date prin 

1cos cos , ( , ) \{0}
( ) sin

0 , 0

x x
r x x

x

π π  ⋅ ∈ −  =  
 =

 şi 1( ) cos , ( ) ( , )nv x x x π π−= ∀ ∈ − . 

Cum r admite primitive iar g este derivabilă cu derivata continuă pe ( , )π π− , va 
rezulta că 0h r t= ⋅  este primitivabilă şi pentru 2n ≥ . 
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 2. Metode de calcul al primitivelor 
 
 2.1. Aspecte teoretice 
 
 În acest paragraf vom reaminti metoda integrării prin părţi, "prima 
metodă de schimbare de variabilă" şi vom prezenta pe scurt "a doua metodă de 
schimbare de variabilă" care nu este prevăzută în programa analitică a clasei a 
XII-a. Vom remarca faptul că în realitate avem o singură formulă de schimbare 
de variabilă, denumirile de prima şi a doua formulă fiind pur convenţionale. 

 2.1.1. Teoremă (integrarea prin părţi). Fie I un interval, R⊆I , 
R→Igf :,  două funcţii derivabile, cu derivate continue pe I, atunci funcţiile 

fg , gf '  şi 'fg  admit primitive şi ele sunt legate prin relaţia: 

∫ ∫−= dxxgxfxgxfdxxgxf )()(')()()(')( . 

 2.1.2. Teoremă (prima metodă de schimbare de variabilă). Fie I,J 
intervale din R şi fie R→→ϕ fJI  două funcţii cu proprietăţile: 
 Ia) ϕ este derivabilă pe I 
 Ib) f admite primitive (fie F o primitivă a sa). 
Atunci funcţiile ')( ϕϕof  admite primitive, iar funcţia ϕoF  este o primitivă a 
sa, adică 

∫ +ϕ=ϕϕ CxFdxxxf ))(()('))(( o . 

 În practică ea se utilizează sub forma: 

∫ ∫ +=ϕϕ ϕ= Cdxxfdxxxf tx )()()('))(( . 

 La prima metodă de schimbare de variabilă se caută să se pună funcţia 
de integrat, h, sub forma )('))(()( xxfxh ϕϕ=  şi o primitivă H a lui h se obţine 
compunând o primitivă F a lui f cu funcţia ϕ, deci ϕ= oFH . 
 Există situaţii când este mai uşor de găsit o primitivă a funcţiei 

')( ϕϕ= ofh  decât o primitivă a funcţiei f. 
 La a doua metodă de schimbare de variabilă se cunoaşte o primitivă H a 
funcţiei ')( ϕϕ= ofh  şi se cere să se găsească o primitivă a funcţiei f. F se 
obţine din H astfel: 

1−ϕ= oHF . 
 2.1.3. Teoremă (a doua metodă de schimbare de variabilă). Fie I,J 

intervale din R şi fie R→→ϕ fJI  două funcţii cu proprietăţile: 
 IIa) ϕ bijectivă, derivabilă, cu derivata nenulă pe I 
 IIb) funcţia ')( ϕϕ= ofh  admite primitive (fie H o primitivă a sa). 
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Atunci funcţia f admite primitive, iar funcţia 1−ϕoH  este o primitivă a sa, adică 

∫ +ϕ= − CxHdxxf ))(()( 1o  

Demonstraţie. Funcţia H fiind o primitivă a lui h este derivabilă şi 
')(' ϕϕ== ofhH . 

 Însă din ipoteza IIa) rezultă că funcţia inversă 1−ϕ  este derivabilă pe J, 
deci 1−ϕoH  este derivabilă pe J şi 

Jxxf
x

xxf

xxxf
xxHxH

∈∀=
ϕϕ

ϕϕ=

=ϕϕϕϕϕ=

=ϕϕ=ϕ

−
−

−−−

−−−

)(),(
))(('

1))((')(

)()'))((('))()((
)()'))((('))((

1
1

111

111

o

o

 

 Aşadar, funcţia 1−ϕoH  este o primitivă a lui f. 
 În practică ea se utilizează sub forma: 

∫ ∫ +ϕϕ= ϕ= Cdtttfdxxf xt )(')('))(()(  

 2.1.4. Observaţie. Fie f şi ϕ două funcţii JI →ϕ : , R→Jf :  cu 
proprietăţile: 
 a) ϕ bijectivă, derivabilă cu derivata continuă şi nenulă pe I 
 b) f continuă pe J. 
Ipotezele a) şi b) implică atât ipotezele Ia) şi Ib) din prima metodă de schimbare 
de variabilă, cât şi ipotezele IIa) şi IIb) din a doua metodă de schimbare de 
variabilă. În acest caz, pentru o funcţie R→JF :  are loc echivalenţa: 

F este o primitivă a lui f ⇔ ϕoF  este o primitivă a lui ')( ϕϕof  
 Cu alte cuvinte în ipotezele a) şi b) cele două metode de schimbare de 
variabilă sunt echivalente, deci în realitate avem o singură formulă de 
schimbare de variabilă, denumirile de prima formulă şi a doua formulă sunt pur 
convenţionale. Există însă mai multe variante de aplicare a ei care depind de 
expresia particulară a funcţiei de integrat şi de experienţa celui care aplică 
formula. 
  2.1.5. Exemple. Să se calculeze: 

 a) ∫ ∈
+

Rxdx
e

e
x

x

,
1

2

;   b) ∫ −∈
−
+ )3,2(,

3
2 xdx

x
x . 

 Soluţie. a) Funcţia x

x

e
exff
+

=→
1

)(,:
2

RR  este continuă. Luăm funcţia 

R→∞ϕ ),0(: , tt ln)( =ϕ , ϕ este bijectivă, derivabilă, 
t

t 1)(' =ϕ  cu 
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),0(,0)(' ∞∈∀≠ϕ tt . Căutăm o primitivă a funcţiei 
t

tttfth
+

=ϕϕ=
1

)('))(()( . 

Avem ∫ ++−= Cttdtth )1ln()( . Notând cu )1ln()( tttH +−=  primitiva lui h, 

rezultă în baza teoremei 2.1.3 

∫ ++−=+ϕ= − CeeCxHdxxf xx )1ln())(()( 1o . 

 b) Notăm )3,2(),0(:),(
1
23

3
2

2

2

−→∞ϕϕ=
+
−

=⇒=
−
+ t

t
txt

x
x . 

ϕ este bijectivă, derivabilă ),0(,0)(',
)1(

10)(' 22 ∞∈∀≠ϕ
+

=ϕ tt
t

tt . 

Căutăm o primitivă a funcţiei 22

2

)1(
10)('))(()(
+

=ϕϕ=
t

tttfth . 

Avem ∫ ++
+

−
= Ct

t
tdtth arctg5

)1(
5)( 2  (se aplică formula de integrare prin 

părţi), rezultă în baza teoremei 2.1.3 

∫ +
−
+

+−+−= C
x
xxxdxxf

3
2arctg565)( 2 . 

 
 
 2.2. Calculul primitivelor unor funcţii iraţionale 
 

 2.2.1. Calculul primitivelor de forma ∫ ++ dxbaxbaxxR knn ),...,,( 1 , 

unde R este o funcţie raţională de k+1 variabile, kinn ii ,1,2,* =≥∈N . 
 Fie n cel mai mic multiplu comun al numerelor knn ,...,1 . Atunci 

N∈∃=∀ imki )(,,1)(  astfel încât iimnn = . Se face substituţia n baxt += . 

 Atunci 
a

btxtbaxbax
n

mn mn iii −
==+=+ ,)(  şi dtt

a
ndx n 1−= . 

Prin urmare primitiva dată devine: 

∫∫ =






 − − dttRdtt
a
ntt

a
btR nmm

n
k )(,...,, 1

11 , 

unde R1 este o funcţie raţională în variabila t. 
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  R2.2.1. Calculaţi ∫ >
+−
++ 0,

11
11

3
xdx

x
x . 

 Soluţie. Se face substituţia 6 1+= xt . Obţinem 16 −= tx , dttdx 56= , 
deci 

∫ ∫ ∫ ∫ =
−

+=
−
+−

=⋅
−
+

= dt
t

tdttdtt
t
ttdtt

t
ttF

1
66

1
166

1
1)(

7
55

2
5

2

3

 

Ctttttttt +



 −+++++++= )1ln(

3
1

4
1

5
1

6
1

7
16 345676 . 

 Înlocuim mai departe t cu 6 1+x . 

 2.2.2. Calculul primitivelor de forma dx
dcx
baxxR n∫ 








+
+, , unde R este o 

funcţie raţională de două variabile, 2,* ≥∈ nn N . 

 Se face substituţia n
dcx
baxt

+
+

=  care conduce la primitiva dintr-o funcţie 

raţională în t. 

  R2.2.2. Calculaţi ∫ ∈
−+

)2,0(,
21

1 xdx
x

x
x

. 

 Soluţie. Se face substituţia t
x

x
=

−2
, obţinem 

1
2
2

2

+
=

t
tx , 

dt
t

tdx 22 )1(
4
+

= . Avem 

113)1)(13(
4,

)1)(13(
4)( 2222

2

22

2

+
+

+
+
+

=
++++

= ∫ t
DCt

t
BAt

tt
tdt

tt
ttF , 

de unde 2,2,0 =−=== DBCA . 

 Deci CtttF ++−= arctg2)3arctg(
3

32)( , şi înlocuind t cu 
x

x
−2

 

obţinem 

∫ +
−

+
−

−=
−+

C
x

x
x

xdx
x

x
x 2

arctg2
2
3arctg

3
32

21
1 . 

 2.2.3. Calculul primitivelor de forma ∫ ++ dxcbxaxxR ),( 2 , unde R 

este o funcţie raţională de două variabile. 
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 Metoda I. Calculul acestor integrale se reduce la calculul unor integrale 
din funcţii raţionale folosind nişte substituţii adecvate numite substituţiile lui 
Euler. Se deosebesc următoarele substituţii: 
(E1) axtcbxax ±=++2 , dacă a>0. Semnul (+) sau (-) se alege în aşa fel 
încât să fie îndeplinite condiţiile cerute la schimbarea de variabilă. 
(E2) ctxcbxax ±=++2 , dacă c≥0. 

(E3) )( 0
2 xxtcbxax −=++ , dacă ∆>0, unde am notat cu x0 o rădăcină a 

ecuaţiei: 02 =++ cbxax . 
 Observaţie. (i) Dacă ∆=0 expresia de sub radical este un pătrat perfect 
şi funcţia de integrat este raţională. 
 (ii) Deoarece prin ridicare la pătrat în toate cele trei cazuri obţinem 

)(1 tRx = , dttRdx )('1=  şi cum )(2
2 tRcbxax =++ , unde R1 şi R2 sunt funcţii 

raţionale, deducem că integrala se reduce la calculul primitivelor unei funcţii 
raţionale. 
 Metoda II. Se aduce trinomul cbxax ++2  la forma canonică: 

aa
bxacbxax

42

2
2 ∆−

+





 +=++  

şi făcând substituţia 
a

bxt
2

+= , integrala se aduce sub forma: 

(1) ∫ + dtmttR ),( 22    (2) ∫ − dtmttR ),( 22  

(3) ∫ − dttmtR ),( 22  care se calculează folosind următoarele schimbări de 

variabilă: (1) umt tg=  sau umt sh=  

(2) 
u

mt
cos

=  sau umt ch=  

(3) umt sin=  sau umt th=  
şi se ajunge la calculul primitivelor unei funcţii trigonometrice sau hiperbolice 
(vezi 2.3). 
  R2.2.3. Calculaţi: 

a) ∫ ∈
++++

+++ Rxdx
xxx

xxx ,
11

1
2

2

; b) ∫ ∞∈
+−−

),2(,
1)2( 2

x
xxx

dx , 

 c) ∫ ∞∈
−+

),1(,
1)1( 2

2

xdx
xx

x . 
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 Soluţie. a) Se face substituţia (E1) txxx +−=++ 12 , de unde 

12
12

+
−

=
t

tx , dt
t

ttdx 2

2

)12(
)1(2

+
++

= . Avem 

dt
tt
ttdt

tt
ttttF ∫ ∫ 








++
++

−=
++
++

= 2

2

2

2

)12)(1(
14

2
1

2
1

)12)(1(
)1(2)(  

22

2

)12(121)12)(1(
14

+
+

+
+

+
=

++
++

t
C

t
B

t
A

tt
tt  

şi prin identificarea coeficienţilor obţinem: 3,6,4 =−== CBA . 

 Deci CtttttF ++++++−= )12(
4
3)12ln(

2
3)1ln(2

2
1)(  

CttttF ++++−= )12ln(
2
3)1ln(22)(  

Aşadar 

∫ +++++−+++=
++++

+++ )11ln(2)1(2
11

1 22

2

2

xxxxxxdx
xxx

xxx  

Cxxx ++++++ )1212ln(
2
3 2 . 

 b) Se face substituţia (E2) 112 −=+− txxx , de unde 
1
12

2 −
−

=
t
tx , 

dt
t

ttdx 22

2

)1(
)1(2

−
+−−

= . Avem  

C
t
t

tt
dttF +

+−
−−

=
−−

= ∫ 312
312ln

3
4

122
2)( 2 ,   de unde 

C
xxx
xxx

xxx
dx

+
+−−+−

++−+−
=

+−−
∫ 2)31(12

2)31(12ln
3
4

1)2( 2

2

2
. 

 c) Se face substituţia (E3) txx )1(12 −=− , de unde 
1
1

−
+

=
t
tx , 

dt
t

dx 2)1(
2

−
−

= . Avem 

∫ ∫ =







−

−
−

+−−=
−
+−

= dt
tttt

dt
tt

ttF 2222

2

)1(
4

1
414

2
1

)1(2
)1()(  

C
t

t
t

t +
−

+−++−=
1

2)1ln(2
2
1ln2 ,   de unde  



 164

Cxx
x
x

x
xdx

xx
x

++−+
+
−

+








+
−

−=
−+

∫ 1
1
1

2
1

1
11ln2

1)1(
2

2

2

. 

 Primitivele următoare sunt cazuri particulare ale 2.2.3 deci se pot utiliza 
substituţiile lui Euler. Există însă nişte substituţii mai simple pe care le vom 
prezenta în continuare: 

 (i) Calculul primitivelor de forma dxcbxax∫ ++2  

 Metoda generală constă în a aduce trinomul de sub radical la forma 

canonică 
aa

bxacbxax
42

2
2 ∆−

+





 +=++  şi apoi făcând substituţia 

a
bxt
2

+= , 

integrala se reduce la una din formele: 

∫ ∫ −−+ dttmdtmtdtmt 222222 )3(;)2(;)1(  

care se calculează astfel: 

(1) ∫ ∫ ∫∫ =
+

++=
+

+
=+ dt

mt
mdtmttdt

mt
mtdtmt

22

2
22

22

22
22 )'(  

  ∫ ++++−+= )ln( 2222222 mttmdtmtmtt  

de unde 

(1) ∫ +++++=+ Cmttmmttdtmt )ln(
22

1 22
2

2222 . Analog 

(2) ∫ +−−−−=− Cmttmmttdtmt ||ln
22

1 22
2

2222  şi 

(3) C
m
tmtmtdttm ++−=−∫ arcsin

22
1 2

2222 . 

  R2.2.4. Calculaţi 1,232 −≥++∫ xdxxx . 

 Soluţie. 
4
1

2
323

2
2 −






 +=++ xxx . Se face substituţia tx =+

2
3 , 

dtdx = . Avem 

Cttttdtt +−−−−=−∫ 4
1ln

8
1

4
1

2
1

4
1 222 ,   de unde 

Cxxxxxxdxxx +





 ++−+−++

+
=++∫ 23

2
3ln

8
123

4
3223 222 . 
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 (ii) Calculul primitivelor de forma dx
cbxax

xPn∫
++2

)( , unde )(xPn  este 

un polinom de gradul n (n≥1). 
 Punem 

(*),)()(
2

2
12 ∫∫

++
λ+++=

++
−

cbxax
dxcbxaxxQdx

cbxax
xP

n
n  

unde )(1 xQn−  este un polinom de gradul (n-1) cu coeficienţi nedeterminaţi şi 
R∈λ . Coeficienţii polinomul )(1 xQn−  şi numărul p sunt determinate derivând 

(*).  

 Observaţie. Pentru a calcula primitivele funcţiei 
cbxax ++2

1  se 

aduce trinomul de sub radical la forma canonică şi apoi se face substituţia 

a
bxt
2

+= . 

  R2.2.5. Calculaţi: 

 a) dx
xx

x
∫

++

+

2
3

2
;   b) dxxx∫ + 422 . 

 Soluţie. a) ∫∫
++

λ+++=
++

+

22
22

22
3

2

2

2 xx
dxxxa

xx
x , 

R∈pa, . Prin derivare obţinem 

2222
)1(

22
3

222 ++

λ
+

++

+
=

++

+

xxxx
xa

xx
x  

de unde egalând coeficienţii avem: a=1, λ=2. Deci 

∫ ∫ =
++

+++=
++

+

22
222

22
3

2

2

2 xx
dxxxdx

xx
x  

=
++

+++= ∫ 1)1(
222

2
1

2

2

x
dxxx  

Cxxxxx ++++++++= )21ln(22 22 . 

b) ∫ ∫ =
+

+
=+ dx

x
xxdxxx
4

44
2

24
22  

∫
+

λ+++++=
4

4)(
2

223

x
dxxdcxbxax  

 Derivând obţinem: 
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44
)(4)23(

4
4

22

23
22

2

24

+

λ
+

+

+++
++++=

+

+

xx
xdcxbxaxxcbxax

x
xx  

de unde λ++++++++=+ xdcxbxaxxcbxaxxx )()4)(23(4 232224   
şi identificând coeficienţii aceloraşi puteri ale lui x găsim: 
 

2,0,
2
1,0,

4
1

−=λ==== dcba . 

 Prin urmare 

Cxxxxxdxxx +++−+





 +=+∫ )4ln(24

2
1

4
14 22322 . 

 (iii) Calculul primitivelor de forma ∫
++− cbxaxdx

dx
n 2)(

, unde 

*N∈n . 
 Aceste integrale se reduc la cele precedente cu ajutorul schimbării de 

variabilă 
dx

t
−

=
1 . 

  R2.2.6. Calculaţi: 

 a) ∫ −>
+++

1,
22)1( 2

x
xxx

dx ;   b) ∫ >
+−

0,
3222

x
xxx

dx . 

 Soluţie. a) Se face substituţia 
1

1
+

=
x

t , de unde 11
−=

t
x , 

1112 2
2 +=++

t
xx , dt

t
dx 2

1
−= . Avem 

∫ ∫ +++−=
+

−
=

+

−
Ctt

t
dt

tt

dt
t )1ln(

1111

1
2

2

2

2
   ş.a.m.d 

 b) Se face substituţia 
x

t 1
= , de unde 

t
x 1
= , 

t
ttxx

2
2 32132 +−

=+− , 

dt
t

dx 2

1
−= . Avem 

∫∫
+−

−
=

+−

−

1233211

1

22

2

2

tt
tdt

t
tt

t

dt
t . 
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3
2

3
13123

2
2 +






 −=+− tt  şi notând ut =−

3
1 , dudt = , avem: 

Cuuudu
u

u

u

duu
+








++−+−=

+

−−
=

+







 +−

∫ ∫ 9
2ln

33
1

9
2

3
1

9
2
3
1

3
1

3
23

3
1

22

22

şi 

revenind obţinem: 

C
x

xx
x

xx
xxxx

dx
+








 +−
+−−+−−=

+−
∫ 3

32
3
11

33
132

3
1

32

2
2

22
. 

  2.2.4. Calculul primitivelor de forma (i.e. binome) ∫ + dxbaxx pnm )( , 

unde R∈ba, ; Qpnm ∈,,  şi care îndeplinesc una din condiţiile de mai jos 
(numite condiţiile lui Cebâşev): 

(C1) Z∈p , unde 
s
r

n
m

=
+1 , atunci se face substituţia snxt /1)(=  

(C2) Z∈
+
n

nm , unde 
s
rp = , atunci se face substituţia sn baxt /1)( +=  

(C3) Z∈+
+ p
n

m 1 , unde 
s
rp = , atunci se face substituţia snbxat /1)( −+=  

 Aceste substituţii reduc calculul primitivei ∫ + dxbaxx pnm )(  la calculul 

primitivei dintr-o funcţie raţională. 
 Într-adevăr 

(C1) cu substituţia snxt /1)(= , avem nstx /1)(= , dtt
n
sdx n

s 1−=  de unde 

∫ ∫∫ =+=+ −
−

dttRdtbatt
n
sdtt

n
sbatt psrpss n

s

n
m

)()()()( 1
1

 

(C2) cu substituţia sn baxt /1)( += , avem  
n

a
btx

s
1








 −
= , dtt

a
bt

na
sdx s

s n
1

11

−

−








 −
=  

de unde 

∫∫∫ =






 −
=







 −







 − −+

−

−

− +

dttRdtt
a

bt
na
sdtt

a
bt

na
st

a
bt sr

s
s

s
sp

s n
m

nn
m

)(1
1

1
1 11

 

(C3) cu substituţia snbxat /1)( −+= , avem  
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n

s at
bx

/1









−
= , dtt

at
b

nb
sdx s

s

n
1

11

−
+









−
−

=    de unde 

=







−
−









−









−
−

+

∫ dtt
at

b
nb

s
at

bt
at

b s
s

p

s

s

s

nn
m

1
11

 

∫∫ =







−
−= −+

+++

dttRdtt
at

b
nb
s sr

p

s

n
m

)(1
11

. 

 Observaţie. P.L. Cebâşev a arătat că, dacă p, 
n

m 1+  şi Z∉+
+ p
n

m 1 , 

atunci primitiva dată nu se poate reduce la primitiva unei funcţii raţionale. 
Calculul primitivei nu poate fi făcut prin mijloace elementare. 
  R2.2.7. Calculaţi: 

 a) 0,
)1( 2

4

>
+∫ xdx

xx
xx ;   b) 1,)1( 33 23 <−∫ xdxxx ; 

 c) dxxx∫ −−− − 8/53/42/1 )1( . 

 Soluţie. a) 22/34/5

2

4

)1(
)1(

−+=
+

xx
xx

xx  de unde 
4
5

=m , 
2
3

=n , 

Z∈−= 2p , deci suntem în cazul (C1). 
2
31

=
+
n

m . Facem substituţia 

4/32/12/3 )( xxt == , de unde 3/4tx = , dttdx 3/1

3
4

=  deci 

∫∫ =
+

=⋅+= −⋅⋅ dt
t

tdtttttF 22

2
2

)1(3
4

3
4)1()( 3

1
2
3

3
4

4
5

3
4

 

Ct
t

tdt
t

t +







+

+
−=








+
−

= ∫ arctg
2
1

)1(23
4

)1(2
1

3
4

2

'

2  

Deci ∫ ++
+

−
=

+

+ Cx
xx

xdx
xx
xx 4 3

4 3

2

4

arctg
3
2

)1(3
2

)1(
 

 Observaţie. Pentru această integrală se pitea aplica şi substituţia 

indicată la 2.2.1 şi anume 4 xt =  care conducea la dt
t
ttF ∫ +

= 26

8

)1(
4)( , de 

unde cu o nouă substituţie 3tu =  se ajunge la du
u

uuF ∫ +
= 22

2

)1(3
4)( , ş.a.m.d. 
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 b) 2/33/2333 23 )1()1( xxxx −=−  de unde 3=m , 
3
2

=n , 
2
3

=p , 

Z∈=
+ 61
n

m  deci suntem în cazul (C2). Facem substituţia 2/13/2 )1( xt −= , de 

unde 2/32 )1( tx −= , dtttdx 2/12 )1(3 −−= . Avem 

∫ ∫ −−=−−−= dtttdttttttF 5242/122/322/92 )1(3)1)(3()()1()( ,   ş.a.m.d. 

 c) 
2
1

−=m , 
3
4

−=n , 
8
5

−=p , 
8
31

−=
+
n

m , 11
−=+

+ p
n

m  deci suntem 

în cazul (C3). Facem substituţia 8/13/4 )1( −= xt , de unde 4/38 )1( += tx , 
4/187 )1(6 −+= ttdx . Avem CtdtttF +== ∫ 32 26)( , de unde 

∫ +−=− −−− Cxdxxx 8/33/48/53/42/1 )1(2)1( . 

 
 2.3. Calculul primitivelor funcţiilor trigonometrice şi hiperbolice 
 
 2.3.1. Calculul primitivelor de forma 

(1) ∫ dxxR )tg( ;   (2) ∫ dxxxR )cos,(sin ;   (3) ∫ dxxxxxR )ctg,tg,cos,(sin  

(4) ∫ ≥∈ 2,,)ctg,tg,cos,(sin * nndxnxnxnxnxR N  

unde R este o funcţie raţională. 
(3) şi (4): Deoarece nxnxnxnx ctg,tg,cos,sin  sunt funcţii raţionale de xsin  şi 

xcos  rezultă că funcţia 
)cos,(sin)ctg,tg,cos,(sin 1 xxRnxnxnxnxR =  

şi deci primitivele de tipul (4) şi (3) se reduc la primitive de tipul (2). 

(2): Deoarece 

2
tg1

2
tg2

sin
2 x

x

x
+

=  şi 

2
tg1

2
tg1

cos
2

2

x

x

+

−
=  rezultă că primitivele de tipul 

(2) se reduc la primitive de tipul (1) cu substituţia 
2

tg xt = . 

(1): Pentru a calcula primitiva ∫ )tg( xR  se face substituţia: xt tg= , de unde 

dt
t

dx 21
1
+

= , deci avem de calculat ∫ ∫=+
dttRdt

t
tR )(

1
1)( 12 , unde R1 este o 

funcţie raţională. 
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  R2.3.1. Calculaţi:  

 a) ∫
+ dxx

sin2x
tg1 ;   b) 0,

cos
22 ≠+

+
ba

xba
dx . 

 Soluţie. a) Se face substituţia tx =tg , 21
22sin

t
tx

+
= , dt

t
dx 21

1
+

=  

∫ ++=
+

= Cttdt
t
ttF

2
1ln

2
1

2
)1()( , 

de unde ∫ ++=
+ Cxxdx

x
x

2
tg)tgln(

2
1

2sin
tg1  

 b) Se face substituţia 
2

tg xt = . 21
2cos

t
tx

+
= , tx arctg2= , dt

t
dx 21

2
+

=  

∫ ++−
=

)()(
2)( 2 batba

dttF . 

Dacă a=b atunci C
ba

ttF +
+

=
2)( , de unde ∫ +=

+
Cx

axba
dx

2
tg1

cos
. 

Dacă a=-b atunci Cx
axba

dx
+−=

+∫ 2
ctg1

cos
. 

Dacă |||| ba ≠  şi notăm 
ba
ba

−
+

=λ2 , atunci ∫ λ±−
= 22

2)(
t

dt
ba

tF , deci 

Ct
ba

tF +
λλ−

= arctg
)(

2)(    sau   C
t
t

ba
tF +

λ+
λ−

λ−
= ln

)(
1)( . 

 Calculul primitivelor de tipul 2.3.1 se simplifică atunci când funcţia R 
are proprietăţi suplimentare: 

  2.3.2. Calculul primitivelor de forma ∫ dxxxR )cos,(sin , unde R este o 

funcţie raţională de două variabile u şi v care satisface una din proprietăţile: 
(1) ),(),( vuRvuR −=− . Atunci se face substituţia xt cos= . 
(2) ),(),( vuRvuR −=− . Atunci se face substituţia xt sin= . 
(3) ),(),( vuRvuR =−− . Atunci se face substituţia xt tg= . 
(4) ),(),( vuRvuR =− . În acest caz )(cos)cos,(sin 2 xRxxR =  şi se face 

substituţia 
2

tg xt = . 

(5) ),(),( vuRvuR =− . În acest caz )(sin)cos,(sin 2 xRxxR =  şi se face 

substituţia 
2

tg xt = . 
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 În primele trei cazuri calculul primitivei date se reduce la calculul 
primitivelor unei funcţii raţionale. În cazurile (4) şi (5) calculul primitivei date 
se reduce la calculul unei primitive mai simple, care se poate calcula făcând 

substituţia 
2

tg xt = . 

 Într-adevăr: 

(1) dacă ),(),( vuRvuR −=− , funcţia R este impară în u, atunci 
u

vuR ),(  este 

pară în u, deci ),(),( 2
1 vuR

u
vuR

= , prin urmare ).,(),( 2
1 vuuRvuR =  

 Pentru cazul studiat avem: 
)')(coscos,cos1()cos,(sinsin)cos,(sin 2

1
2

1 xxxRxxRxxxR −−=⋅= . 
 Făcând substituţia xt cos= , integrala devine 

∫ ∫=−− dttRdtttR )(),1( 2
2

1  

unde R2 este o funcţie raţională. 
(2) dacă ),(),( vuRvuR −=− , funcţia R este impară în v, atunci ca mai sus 

)')(sinsin1,(sin)cos,(sincos)cos,(sin 2
1

2
1 xxxRxxRxxxR −=⋅=  

 Făcând substituţia xt sin= , integrala devine 

∫ ∫=− dttRdtttR )()1,( 2
2

1 . 

(3) dacă ),(),( vuRvuR =−− , funcţia R este pară în raport cu u şi v şi deci se 
poate exprima astfel: 







=






 ⋅=

v
uvRv

v
uvRvuR ,,),( 2

1 . 

 Avem ∫ ∫ == dxxxRdxxxR )tg,(cos)cos,(sin 2
1  

∫∫ =







+

= dxxRx
x

R )tg(tg,
tg1
1

221  

care se calculează făcând substituţia xt tg=  (vezi 2.3.1). 
(4) dacă ),(),( vuRvuR =− , funcţia R este pară în raport cu u şi atunci 

∫ ∫ == dxxxRdxxxR )cos,(sin)cos,(sin 2
1  

∫ ∫=− dxxRdxxxR )(cos)cos,cos1( 2
2

1  

(5) analog cu (4). 
  R2.3.2. Calculaţi: 
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 a) ∫ ++
dx

xx
x

2sincos21
sin ,   b) ∫ +

dx
xx

x
44 cossin

2sin ; 

 c) dx
xx

x
∫ + 33 sincos

cos . 

 Soluţie. a) Fie 221
),(

uv
uvuR
++

= . Avem ),(),( vuRvuR −=− , deci 

suntem în cazul (1). Facem substituţia xt cos= , 22 1sin tx −= , xdxdt sin−= . 
Avem 

∫ ∫ +
+−
−−

=
−−

=
−−

= C
t
t

t
dt

tt
dttF

31
31ln

32
1

)3()1(22
)(

222 , 

de unde C
x
xdx

xx
x

+
+−
−−

=
++∫ 31cos

31cosln
32

1
sincos21

sin
2 . 

 b) Fie 44

2),(
vu

uvvuR
+

= . Avem ),(),( vuRvuR −=− , deci suntem în 

cazul (2). Facem substituţia xt sin= , xdxdt cos= . Avem 

∫ ∫ ∫ =







+






 −







 −

=







+






 −

=
−+

= 22
2

'
2

22
2

224

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1)1(

2)(
t

dtt

t

tdt
tt

tdttF  

CtarctgC
t

+−=+
−

= )12(

2
1

2
1

arctg 2

2

. 

 Deci ∫ +−=
+

Cxdx
xx

x )1sin2(arctg
cossin
2sin 2

44 . 

 c) Fie 33),(
vu

vvuR
+

= . Avem ),(),( vuRvuR =−− , deci suntem în cazul 

(3). Facem substituţia xt tg= . dt
t

dx 21
1
+

= ,  

1
1

sintgcos
1

sincos
cos

3

2

2233 +
+

=
⋅+

=
+ t

t
xxxxx

x  

∫ ∫∫ =
+−
−−

−+=
+−

−
−+=

+
= dt

tt
ttdt

tt
tt

t
dttF

1
312

6
1|1|ln

3
1

1
2

3
1|1|ln

3
1

1
)( 223  
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Ctttt +
−

++−−+=
3

12arctg
3

1)1ln(
6
1|1|ln

3
1 2 . 

De aici Cx
xx

xdx
xx

x
+

−
+

+−
+

=
+∫ 3

1tg2
3

1
1tgtg

)tg1(ln
6
1

sincos
cos

2

2

33 . 

  2.3.3. Calculul primitivelor de forma: 

(1) ∫ dxxR )th( ;   (2) ∫ dxxxR )ch,sh( ;   (3) ∫ dxxxxR )th,ch,sh(  şi 

(4) ∫ ≥∈ 2,,)th,ch,sh( * nndxnxnxnxR N  

unde R este o funcţie raţională. 

 Reamintim: 
2

sh
xx eex

−−
= , 

2
ch

xx eex
−+

= , 
x
xx

ch
shth = . 

 Funcţiile hiperbolice au proprietăţi asemănătoare cu a funcţiilor 
trigonometrice. Mai precis: 

1shch 22 =− xx  

)12ch(
2
1ch),12ch(

2
1sh 22 +=−= xxxx  

2
th1

2
th2

th,

2
th1

2
th1

ch,

2
th1

2
th2

sh
22

2

2 x

x

xx

x

xx

x

x
+

=
−

+
=

−
=  

 Există două metode de calcul a acestor primitive: 

 Metoda I. Facem substituţia 
2

th xt = , 21
2

t
dtdx
−

=  pentru (1) şi xt th=  

pentru (2) şi (3) şi astfel calculul primitivelor (1), (2) şi (3) se reduce la calculul 
primitivelor unor funcţii raţionale. Pentru a calcula (4) vom exprima nxnx ch,sh  
şi nxth  ca funcţie de shx şi chx. 
 Metoda a II-a. Facem substituţia tex = , atunci: 

dt
t

dx
t
tx

t
tx

t
tx 1,

1
1th,

2
1ch,

2
1sh 2

222

=
+
−

=
+

=
−

=  

deci primitivele se reduc la calculul primitivelor unor funcţii raţionale. 
  R2.3.3. Calculaţi: 

 a) ∫ xdx2sh ;   b) ∫ xdx2th . 

 Soluţie. a) Facem substituţia tex = , tx ln= , dt
t

dx 1
= . 
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∫ ∫∫ =





 +−=

−
=







 −
= dt

t
tdt

t
tdt

tt
ttF 2

2
3

2222 12
4
1

4
)1(1

2
1)(  

C
t

tt
+







−−=

12
34

1 3

 

de unde C
e

eexdx x
xx +−−=∫ 4

1
2
1

12
1sh 32 . 

 b) Facem substituţia tx =th , dt
t

dx 21
1
−

= . Avem 

C
t
ttdt

t
ttF +

−
+

+−=
−

= ∫ 1
1ln

2
1

1
)( 2

2

, 

de unde C
x
xxxdx +

−
+

+−=∫ th1
th1ln

2
1thth 2 . 

  2.3.4. Calculul primitivelor de forma ∫ ∈Znmxdxx nm ,,cossin . 

 Metoda I. Prin recurenţă. Vom nota ∫= xdxxI nm
nm cossin, . 

Distingem următoarele cazuri: 
(1) Dacă 0,1,, ≠+−≠∈ nmmnm Z  utilizând formula de integrare prin părţi 
obţinem: 

)(
1
1

1
cossin

)cos1(cossin
1
1

1
cossin

)sin(cossin
1
1

1
cossin

1
sincos

,2,

11

22
11

21
11

'1
1

,

nmnm

nm

nm
nm

nm
nm

m
n

nm

II
m
n

m
xx

dxxxx
m
n

m
xx

dxxxx
m
n

m
xx

dx
m

xxI

−
+
−

+
+

=

=−
+
−

+
+

=

=−
+
−

−
+

=

=







+

=

−

−+

−
−+

−+
−+

+
−

∫

∫

∫

 

de unde 

2,

11

,
1cossin

−

−+

+
−

+
+

= nm

nm

nm I
nm

n
nm

xxI  

(2) Dacă 0,1,, ≠+−≠∈ nmnnm Z  se obţine în mod analog relaţia: 

nm

nm

nm I
nm

m
nm

xxI ,2

11

,
1cossin

−

+−

+
−

+
+

−=  

(3) Dacă 0,, =+∈ nmnm Z  atunci primitiva de calculat este: 
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∫ ∫ −− −
−

= xdxx
n

xdx nnn 21 tgtg
1

1tg  

sau ∫ ∫ −− −
−
−

= xdxx
n

xdx nnn 21 ctgctg
1

1ctg  

 Într-adevăr: 

=
−

= ∫∫ − dx
x

xxxdx nn
2

2
2

cos
cos1tgtg  

∫ ∫ ∫ −−−− −
−

=−= xdxx
n

xdxdxxx nnnn 2122 tgtg
1

1tg)'tg(tg  

∫ ∫ =
−

= − dx
x

xxxdx nn
2

2
2

sin
sin1ctgctg  

∫∫ ∫ −−−− −
−
−

=−−= xdxx
n

xdxdxxx nnnn 2122 ctgctg
1

1ctg)'ctg(ctg  

(4) Dacă 1−== nm  obţinem primitiva cunoscută ∫ x
dx

2sin
. 

 Observaţie. (i) Pentru n=0 obţinem din (2) 

∫ ∫ −− −
+−= xdx

n
nxx

n
xdx nnn 21 sin1cossin1sin  

(ii) Pentru m=0 obţinem din (1): 

∫ ∫ −− −
+= xdx

n
nxx

n
xdx nnn 21 cos1sincos1cos  

 (iii) Luând în (2): 2: +−= nm  şi 0:=n  obţinem 

∫∫ −
−

+
−

= −− dx
xn

n
xn

xdx
x nnn sin

1
2
1

sin)2(
cos

sin
1

12  

de unde ∫ ∫ −− −
−

+
−
−

=
x

dx
n
n

xn
x

x
dx

nnn 21 sin1
2

sin)1(
cos

sin
 

 (iv) Luând în (1): 0:=m  şi 2: +−= nn  obţinem 

∫ ∫ −− −
−

+
−

=
x

dx
n
n

xn
x

x
dx

nnn 21 cos1
2

cos)1(
sin

cos
 

 Metoda II. Distingem următoarele cazuri: 
(1) Dacă nm +  impar, atunci m sau n este impar. 
- dacă m este impar, 12 += km  atunci: 

)'cos(cos)cos1()'cos(cossincossin 22 xxxxxxxx nknknm −−=−=  
şi se face substituţia tx =cos  care conduce la calculul primitivelor unei funcţii 
raţionale 
- dacă n este impar se face substituţia tx =sin  
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(2) Dacă nm +  par, atunci: 
- dacă m şi n sunt impare procedăm ca mai sus 
- dacă m şi n sunt pare, se trece la arcul dublu sau se face substituţia xt tg= . 
  R2.3.4. Calculaţi: 

 a) ∫ xdxx 310 cossin ;   b) ∫ xdxx 24 cossin ;    

c) ∫ x
dx

4cos
;   d) ∫ x

dx
3sin

. 

 Soluţie. a) ∫ ∫ =−= dxxxxxdxx )')(sinsin1(sincossin 210310  

Cxx
+−=

13
sin

11
sin 1311

 

 b) =
−







=∫ ∫ dxxxxdxx

2
12cos

2
2sincossin

2
24  

∫ ∫ =−= xdxxdxx 2sin
4
12cos2sin

4
1 22  

Cxxxdxxdxxx ++−=
−

−= ∫ ∫ 32
4sin

83
2sin

8
1

2
4cos1

4
1)'2(sin2sin

8
1 3

2  

 c) ∫ ∫∫ ++=+== Cxxdxxx
x
dxx

x
dx

3
tgtg)'tg)(tg1(

cos
)'tg(

cos

3
2

24  

 d) ∫ ∫ −
= dx

x
x

x
dx

)cos1(
sin

sin 23  

 Facem substituţia tx =cos , dtxdx −=sin . Avem 

∫ ∫ ∫ =
−

−
+
−

=
−
+−

−=
−

−= dt
t

t
t
tdt

t
tt

t
dttF 22

2

22

22

22 )1(1
1ln

2
1

)1(
1

)1(
)(  

C
t

t
t
tdt

t
t

t
t

+
−

+
+
−

=







−
−

−
+
−

= ∫ )1(21
1ln

4
1

1
1

2
1

1
1ln

2
1

2

'

2  

Deci ∫ +−






+
−

= C
x

x
x
x

x
dx

23 sin2
cos

cos1
cos1ln

4
1

sin
. 

  2.3.5. Calculul primitivelor de forma 

∫ ∫ ∫ ∈µλµλµλµλ R,;cossin;coscos;sinsin xdxxxdxxxdx  

 Se vor utiliza relaţiile trigonometrice cunoscute: 

)]cos()[cos(
2
1sinsin bababa −−+−=  
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)]cos()[cos(
2
1coscos bababa −++=  

)]sin()[sin(
2
1cossin bababa −++=  

pentru xa λ=  şi xb µ= . Primitivele date se reduc la primitive de forma 

∫ αxdxsin , ∫ βxdxcos . 

  R2.3.5. Calculaţi: ∫ xdxxsin9sin . 

Soluţie. 

∫ ∫ +−=−= Cxxdxxxxdxx
20
10sin

16
8sin)10cos8(cos

2
1sin9sin . 
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 3. Criterii de integrabilitate 
 
 3.1.  Funcţii integrabile 

Amintim câteva rezultate teoretice referitoare la funcţiile integrabile. 
Fie a, b ∈  R, cu a<b, iar [ ] Rbaf →,: o funcţie dată. 
 3.1.1       Definiţie : Se numeşte diviziune a intervalului [ ]ba, , orice sistem 
ordonat ( )nn xxxx ,,...,, 110 −=∆  de n+1 puncte cu proprietatea că 

bxxxa n =<<<= ...10 .  
Dacă ( )nn xxxx ,,...,, 110 −=∆  este o diviziune a intervalului [ ]ba, , atunci 

numărul { }11201 ,...,,max −−−−=∆ nn xxxxxx  se numeşte norma diviziunii ∆ . 
Notăm cu D [ ]ba,  mulţimea tuturor diviziunilor intervalului [ ]ba, . 
 3.1.2.  Definiţie : Fie ( )nn xxxx ,,...,, 110 −=∆  ∈  D [ ]ba, , ( )nξξξξ ,...,, 21= un 

sistem de puncte intermediare, unde nixx iii ,1,1 =≤≤− ξ . Numărul real 

( )( )1
1

),( −
=

−= ∑ ii

n

i
i xxff ξξσ  se numeşte suma Riemann asociată funcţiei f , 

diviziunii ∆ şi punctelor intermediare nξξξ ,...,, 21 .  
 3.1.3.    Definiţie :   Funcţia [ ] Rbaf →,:  se numeşte integrabilă Riemann pe 
intervalul [ ]ba, , dacă pentru orice şir de diviziuni 

( ) *
110 ,,,...,, Nnxxxx n

n
n
n

nn
n ∈=∆ − , ale intervalului [ ]ba, , cu 0lim =∆

∞→ nn
şi pentru 

orice alegere a punctelor intermediare n
iξ , n

n
i

n
i

n
i kixx ≤≤≤≤− 1,1 ξ , şirul 

sumelor Riemann ( )( )
1

,
≥∆ n

n
if

n
ξσ  este convergent la acelaşi număr fI . 

                 Numărul real fI  se numeşte integrala definită a funcţiei f pe 

intervalul [ ]ba,  şi se notează ∫
b

a
dxxf )( . 

 3.1.4.  Teoremă : Dacă funcţia [ ] Rbaf →,:  este integrabilă Riemann pe 
[ ]ba, , atunci funcţia f  este mărginită. 
 3.1.5.    Observaţie : Deci o funcţie care nu este mărginită pe [ ]ba, , nu este 
integrabilă pe [ ]ba, . 
 3.1.6.  Exemplu : Dacă 0>α , funcţia [ ] Rf →1,0:α , 

( ]





∈

=
=

1,0,1
0,0

)(
x

x

x
xf

α
α  nu este integrabilă pe [0, 1], deoarece este 

nemărginită. 
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Există funcţii mărginite neintegrabile. 

 3.1.7      Exemplu :  Funcţia lui Dirichlet [ ] Rf →1,0: , ( )


 ∈

=
QRx
Qx

xf
\,1

,0
  

nu este integrabilă pe [0, 1]. 
Fie )1...0( 10 =<<<==∆ nxxx . Dacă nii ,1, =ξ sunt raţionale, atunci 

( ) 1, =∆ if ξσ , deci ( ) 1,lim
0

=
→∆ if ξσ . Dacă nii ,1, =ξ  sunt iraţionale, atunci 

( ) 0, =∆ if ξσ , deci ( ) 0,lim
0

=
→∆ if ξσ . Cum 01 ≠ , rezultă că funcţia f nu este 

integrabilă Riemann pe [0, 1]. 
 
 3.1.8.  Teoremă : (Leibniz-Newton). Fie [ ] Rbaf →,: o funcţie integrabilă 
care admite primitive pe [ ]ba, . Atunci, pentru orice primitivă F a funcţiei f are 

loc egalitatea: ∫ −=
b

a
aFbFdxxf )()()( . 

 
 
 3.2    Criteriul lui Darboux de integrabilitate Riemann 
 

Fie a<b, iar [ ] Rbaf →,:  o funcţie mărginită. Notăm cu 
[ ]{ }baxxfm ,)(inf ∈= , [ ]{ }baxxfM ,)(sup ∈= . Fie ( )nn xxxx ,,...,, 110 −=∆  

∈  D [ ]ba, . Pentru fiecare k=1, 2, …,n, notăm: [ ]{ }kkk xxxxfm ,)(inf 1−∈= , 

[ ]{ }kkk xxxxfM ,)(sup 1−∈= . Suma ( ) ( )∑
=

−−=∆
n

k
kkk xxmfs

1
1,  se 

numeşte suma Darboux inferioară, asociată funcţiei f şi diviziunii ∆ . Suma 

( ) ( )∑
=

−−=∆
n

k
kkk xxMfS

1
1,  se numeşte suma Darboux superioară asociată 

funcţei f şi diviziunii ∆ . 
Funcţia f fiind mărginită, avem: 
( ) ( ) ( ) ( ) )(,,, abMfSffsabm k −≤∆≤≤∆≤− ξσ , pentru orice alegere a 

punctelor intermediare nkk ,1, =ξ . Se arată că: 
a) Pentru orice ∈∆∆ ''' , D [a, b] avem: ( ) ( )''' ,, ∆≤∆ fSfs  

b) Există ( ){ ∈∆∆,sup fs D [ ] } dxxfba
b

a

not
)(, ∫= (integrala Darboux 

inferioară a lui f). 



 180

c) Există ( ){ ∈∆∆,inf fS  D [ ] } dxxfba
b

a

not
)(, ∫= (integrala Darboux 

superioară a lui f). 
 
 3.2.1.  Teoremă : (criteriul lui Darboux de integrabilitate Riemann)  

Fie [ ] Rbaf →,: o funcţie mărginită. Următoarele afirmaţii sunt 
echivalente: 

1) f este integrabilă Riemann 
2) Pentru orice 0>ε , există 0>δ cu proprietatea că pentru orice 

∈∆   D [a, b] cu δ<∆ avem ( ) ( ) ε<∆−∆ ,, fsfS  

3) =∫ dxxf
b

a
)( dxxf

b

a
)(∫ . 

Cu ajutorul Criteriului lui Darboux se demonstrează integrabilitatea 
funcţiilor monotone, respectiv a funcţiilor continue pe un compact. 
 3.2.2.  Teoremă :  Dacă [ ] Rbaf →,:  este o funcţie monotonă pe [a, b], atunci 
funcţia f este integrabilă Riemann pe [a, b]. 
 
 3.2.3.  Teoremă : Dacă [ ] Rbaf →,: este o funcţie continuă pe [a, b], atunci 
funcţia f este integrabilă Riemann pe [a, b]. 
 
 3.2.4    Teoremă :   Dacă funcţia [ ] Rbaf →,: este integrabilă Riemann pe [a, 
b], atunci pentru orice c din [a, b], restricţiile funcţiei f la [a, c], respectiv [c, b] 

sunt funcţii integrabile Riemann şi ∫ ∫ ∫+=
b

a

c

a

b

c
dxxfdxxfdxxf )()()( .  

Demonstraţie : Notăm cu f1, respectiv f2 restricţiile funcţiei f la intervalele [a, 
c], respectiv [c, b]. Funcţia f fiind integrabilă, există 0>δ : 
( ) ( ) ε<∆−∆ ,, fsfS   (1) pentru orice ∈∆  D [a, b] cu δ<∆ . Fie ∈∆ 0  D 

[a, c] cu δ<∆ 0 . Evident există ∈∆  D [a, b] cu [ ] 0, ∆=∩∆ ca şi δ<∆ . 
Atunci: ( ) ( ) ≤∆−∆ 0101 ,, fsfS  ( ) ( )∆−∆ ,, fsfS  (2).  Din (1) şi (2) rezultă 
( ) ( ) ε≤∆−∆ 0101 ,, fsfS . Prin urmare, din T 3.2.1  f1 este integrabilă. Analog se 

arată că f2 este integrabilă. 
 
 3.2.5.  Dacă [ ] Rbaf →,:  este integrabilă Riemann pe [a, b], atunci pentru 
orice interval [c, d]⊆ [a, b], restricţia funcţiei f la [c, d] este integrabilă 
Riemann. 



 181

Demonstraţie : Din T 3.2.4 rezultă că [ ]dafg ,= este integrabilă. Pentru c 

din [a,d], din T 3.2.4 aplicată funcţiei g rezultă că [ ]dcg , este integrabilă. 

 3.2.6.  Observaţie : Dacă pentru funcţia [ ] Rbaf →,: , există un interval 
[c,d] [ ]ba,⊂ astfel încât [ ]dcf ,  să nu fie integrabilă Riemann, atunci funcţia f 
nu este integrabilă Riemann pe [a, b]. 
 

 3.2.7.  Aplicaţie : Funcţia lui Dirichlet , [ ] Rf →1,0: , ( )


 ∈

=
QRx
Qx

xf
\,1

,0
 nu 

este integrabilă pe [0, 1]. 
Demonstraţie : Pentru orice diviziune ∈∆  D [0, 1], avem ( ) 0, =∆fs  şi 

( ) 1, =∆fS . Deci =≠=∫ 10)( dxxf
b

a
dxxf

b

a
)(∫  şi neintegrabilitatea lui f 

rezultă din T 3.2.1 
 
 3.2.8.  Aplicaţie : Funcţia lui Riemann: 

[ ] Rf →1,0: , 
[ ]

( )





=∈≥=

=∈
=

1,;,;1,,1
0\1,0,0

)(
qpZqpq

q
px

q

xsauQx
xf   este 

integrabilă pe [0,1] şi ∫ =
1

0
0)( dxxf . 

Demonstraţie :  Observăm că funcţia f este mărginită pe [0, 1]. Pentru orice 
( )nn xxxx ,,...,, 110 −=∆ ∈  D [0, 1] avem 

[ ]{ } nixxxxfm iii ,1,0,)(inf 1 ==∈= − , deoarece fiecare interval 

[ ]11 , xxi− conţine numere iraţionale. Deci 0)(
)1(1

0
=∫ dxxf . Fie 0>ε . Alegem un 

k natural, astfel încât ( ) ε<+−− 22 23 kkk . Pentru 3kn =  considerăm 

diviziunea ( )nn xxxx ,,...,, 110 −=∆  a lui [0, 1], unde ni
n
ixi ,1, == . Mulţimea 

[ ]








≤≤=∈∈= kqqpZqp
q
pP 1,1),(,,01  are cel mult 

)1(
2

2)1(...212 −+=−++++ kkk  elemente, de aceea mulţimea 

{ } [ ]{ ≠∩∈= − ii xxPniI ,,...,2,1 1 ∅ } conţine cel mult 
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2)1(
2

)1(
2

2 2 +−=−+−+ kkkkkk  elemente. Notăm 

[ ]{ } 0,)(sup 1 =∈= − iii xxxxfM . Avem 1≤iM când Ii∈ şi 
k

Mi
1

≤  când Ii∉ . 

Rezultă: ∑ ∑∫
∈ ∉

−− ≤−+−=∆≤≤
Ii Ii

iiiiii xxMxxMfSdxxf )()(),()(0 11

1

0
 

( ) ( ) ε<+−=++−≤ − 2211121 232 kkk
n

n
kn

kk . Aşadar şi 0)(
)2(1

0
=∫ dxxf . Din 

(1) şi (2), pe baza teoremei T 3.2.1 deducem că funcţia f este integrabilă şi că 

∫ =
1

0
0)( dxxf . 

 3.2.9.  Aplicaţie : Funcţia g:[0,1] { }1,0→ , ( ]



∈
=

=
1,0,1

0,0
)(

x
x

xg  este 

integrabilă. 
Demonstraţie : Funcţia g este monotonă, deci integrabilă. 
 
 3.2.10.  Aplicaţie : Fie f:[1, 2] R→ , o funcţie cu proprietatea că pentru orice a, 
b din [1, 2], cu  a<b, există ( )ba,, ∈ηξ  astfel încât ( ) ξξ =f  şi ( ) ηη 2=f . Să 
se arate că funcţia f nu este integrabilă. 
Demonstraţie : Fie n∆  o diviziune a lui [1,2] definită de punctele 

nk
n
kxk ,0,1 =+= . Avem 

∞→

→=∆
n

n n
01 . Din ipoteză există 

( )kkkk xx ,, 1−∈ηξ   cu ( ) kkf ξξ =  şi ( ) kkf ηη 2= , nk ,1= . Atunci:  

( ) ( )( ) ( )∑
=

− ∆=−=∆
n

k
knkkkknf xxf

1
1 ,, ξσξξσ ϕ , unde [ ] xxR =→ )(,2,1: ϕϕ  

este o funcţie continuă, deci integrabilă. Atunci:  

( ) ( ) ∫ ==∆=∆
∞→∞→

2

1 2
3,lim,lim dxxknnknn

ξσξσ ϕ . Analog considerăm 

[ ] ( ) xxR 2,2,1: =→ ττ , avem: ( ) ( ) ∫ ==∆=∆
∞→∞→

2

1
32,lim,lim dxxknnknfn

ξσξσ τ . 

Aşadar, şirurile de sume Riemann ( )( ) 1, ≥∆ nkn ξσ  şi ( )( ) 1, ≥∆ nkn ησ  au limite 
diferite, prin urmare funcţia f nu este integrabilă. 

 3.2.11.Aplicaţie : Funcţia [ ] [ ]
[ ]




∈+
∩∈−

=→
Qxx
Qxx

xfRf
\3,0,32

3,0,25
)(,3,0:  nu 

este integrabilă pe Riemann pe [0, 3].  
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Demonstraţie :  Considerăm şirul de diviziuni ( ) *
110 ,,,...,, Nnxxxx nnn ∈=∆ − , 

cu nk
n
kxk ,0,3

== , căruia îi ataşăm două şiruri de sume integrale: ( )knf ξσ ,∆  

cu [ ] Qk ∩∈ 3,0ξ , respectiv ( )knf ησ ,∆ , cu [ ] Qk \3,0∈η . Folosind 
integrabilitatea funcţiilor continue [ ] 25)(,3,0: −=→ xxgRg , respectiv 

[ ] 32)(,3,0: +=→ xxhRh , obţinem: 

( ) ( ) ( )∫ =−=∆=∆
∞→∞→

3

0 2
3325,lim,lim dxxkngnknfn

ξσξσ  şi ( ) =∆
∞→ knfn

ησ ,lim  

( ) ( )∫ =+=∆=
∞→

3

0
1832,lim dxxknhn

ησ .  Deci funcţia f nu este integrabilă.  

 3.2.12.  Aplicaţie : Funcţia [ ] Rf →1,0: , 
[ ]

[ ]



∈−
∩∈

=
Qxx

Qxx
xf

\1,0,1
1,0,

)(   nu 

este integrabilă. 
Demonstraţie : Aplicând raţionamentul de la aplicaţia 3.2.10, pentru funcţiile 
continue g:[0, 1] R→ , g(x)=x, respectiv h:[0, 1] R→ , h(x)=1-x, obţinem: 

∫ ∫ ==
1

0

1

0 2
1)()( dxxhdxxg . Deci nu putem trage nici o concluzie. Dar aplicând 

acelaşi raţionament pntru restricţiile funcţiilor g, respectiv h la intervalul 







2
1,0 , obţinem: ∫ =

21

0 8
1)( dxxg  şi ∫ =

21

0 8
3)( dxxh . Folosind observaţia de la 

consecinţa 3.2.6, deducem că funcţia f nu este integrabilă pe [0, 1].  
 
 
 3.3.  Criteriul lui Lebesgue de integrabilitate Riemann 
 
Definiţia : O mulţime RA ⊂ se numeşte mulţime neglijabilă (sau de măsură 
Lebesgue nulă) dacă:  pentru orice 0>ε , există un şir ( )nnI  de intervale 

mărginite, de numere reale astfel încât: ( )∑
∞

=

<
0n

nIl ε  şi U
∞

=

⊂
0n

nIA , unde ( )nIl  

reprezintă lungimea obşnuită a intervalului In.  
 
 Se poate arăta că mulţimile neglijabile au proprietăţile:  
i) Dacă RA ⊂  este finită (în particular A=∅) atunci A este negliabilă. 
ii) Dacă B este neglijabilă şi BA ⊂ , atunci A este neglijabilă. 
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iii) Dacă ( ) NnnA ∈ este un şir de mulţimi neglijabile, atunci U
∞

=0n
nA este 

neglijabilă. De exemplu, orice mulţime cel mult numărabilă este neglijabilă (în 
particular N, Z, Q sunt mulţimi neglijabile) 
 
 3.3.1    Teoremă : (Criteriul lui Lebesgue de integrabilitate Riemann)    

 Fie [ ] Rbaf →,: . Următoarele afirmaţii sunt echivalente:  
1) funcţia f este integrabilă Riemann 
2) funcţia f este mărginită şi mulţimea Df a punctelor sale de 

discontinuitate este neglijabilă. 
 3.3.2.  Observaţie foarte utilă în aplicaţii: Deducem din T 3.3.1 că dacă funcţia 

[ ] Rbaf →,: este mărginită pe compactul [a, b] şi are un număr finit de puncte 
de discontinuitate, atunci funcţia f este integrabilă pe [a, b]. 
 
 3.3.3.  Consecinţă : Dacă [ ] Rbaf →,:  este continuă pe [a, b], atunci f este 
integrabilă. 
Demonstraţie :  Evident funcţia f este mărginită (teorema lui Weierstrass) şi 
mulţimea punctelor de discontinuitate este vidă, deci neglijabilă. 
 
 3.3.4    Consecinţă : Dacă [ ] Rbaf →,:  este integrabilă, atunci şi funcţia 

[ ] Rbaf →,: este integrabilă pe [a, b] şi dxxfdxxf
b

a

b

a ∫∫ ≤ )()(      (*) 

Demonstraţie :  Deoarece  funcţia f este integrabilă, rezultă că f este mărginită, 
deci şi f este mărginită. Avem ff DD ⊂ , iar Df este neglijabilă, deci şi fD  
este neglijabilă. Relaţia (*)  se găseşte în toate manualele de matematică, de 
aceea vom omite demonstraţia. 
 
 3.3.5    Observaţie :  Reciproca nu este adevărată. Funcţia f: [0,1] R→ , 





∈
∈−

=
QRx

Qx
xf

\,1
,1

)(    nu este integrabilă, dar [ ]1,0,1 ∈∀= xf   este 

integrabilă. 
 
 3.3.6.  Consecinţă :  Dacă [ ] Rbaf →,:  este integrabilă, iar [ ] [ ]badc ,, ⊂ , 
atunci [ ]dcfg ,= este funcţie integrabilă.  

Demonstraţie :  Din f mărginită, rezultă g mărginită. Avem fg DD ⊂ ,  iar Df 
este neglijabilă; deci Dg este neglijabilă. Atunci g este integrabilă. 
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 3.3.7.  Consecinţă :  Dacă [ ] Rbagf →,:, sunt integrabile pe [a, b], atunci 
funcţia [ ] Rbah →,: , gfh βα +=  este integrabilă pe [a, b], pentru orice 

R∈βα , . 
Demonstraţie :   Dacă  f , g sunt integrabile pe [a, b], atunci sunt mărginite pe 
[a, b] şi deci funcţia h este mărginită. Cum funcţiile f şi g sunt integrabile, 
rezultă că mulţimile Df , respectiv Dg  sunt neglijabile şi prin urmare 

gf DD βα ∪ este neglijabilă. Cum  

gfh DDD βα ∪⊂ ,  rezultă că  Dh este neglijabilă. 
 
 3.3.8.  Observaţie :  Reciproca nu este adevărată. Fie [ ] Rbaf →,: , 

[ ]
[ ]




∈−
∩∈

=
Qbax

Qbax
xf

\,,1
,,1

)(  şi [ ] Rbag →,: , 

[ ]
[ ]




∈
∩∈−

=
Qbax

Qbax
xg

\,,1
,,1

)( . Constatăm că 

[ ] ( ) [ ]baxgfRbagf x ,,0,,: )( ∈∀=+→+  este integrabilă, dar f  este 
neintegrabilă. 
 
 3.3.9.   Consecinţă :  Dacă [ ] Rbagf →,:, sunt integrabile pe [a, b], atunci 

gf ⋅  este integrabilă pe [a, b]. 
 
 3.3.10.   Observaţie :  Reciproca nu este adevărată. Funcţia [ ] Rbaf →,: , 

[ ]
[ ]




∈−
∩∈

=
Qbax

Qbax
xf

\,,1
,,1

)(   nu este integrabilă pe [a, b], dar 

[ ] Rbaf →,:2 , ( ) [ ]baxxf ,,12 ∈∀=  este integrabilă.  
 
 3.3.11.  Consecinţă :  Dacă f, g sunt integrabile pe [a, b] şi dacă fg este definită 
pe [a, b], atunci f g este integrabilă pe [a, b]. 
 
 3.3.12.  Consecinţă :  Dacă f este integrabilă pe [a, b], 0)( ≠xf  pentru orice x 

[ ]ba,∈   şi  dacă 
f
1  este mărgintă,  atunci 

f
1  este integrabilă pe [a,b]. 
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 3.3.13.   Observaţie :  Prin compunerea a  două funcţii integrabile nu se obţine 
întotdeauna o funcţie integrabilă.  Considerăm funcţia lui Riemann, 

[ ] Rf →1,0: ,  
[ ]

( )





∈==

=∈
= *,1,,,1

0\1,0,0
)(

Nqqp
q
px

q

xsauQx
xf  .s 

  Dacă [ ] { }1,01,0: →g , ( ]



∈
=

=
1,0,1

0,0
)(

x
x

xg   am arătat în 3.2.7 şi 

respectiv în 3.2.9 că cele două funcţii sunt integrabile pe [0, 1]. Fie 

[ ] Rh →1,0: , fgh o= . Avem: 
[ ]
[ ]




∩∈
=∈

=
Qx

xsauQx
xh

1,0,1
0\1,0,0

)( ,  funcţie 

care nu este integrabilă.  
 
 3.3.14.  Observaţie :  Compunerea fgh o=  dintre o funcţie integrabilă f şi o 
funcţie continuă g este o funcţie integrabilă. [ ]( )4 . 
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Probleme rezolvate  
 
   R3.4.1   a)    Să se arate că există funcţii integrabile care nu admit primitive. 

b) Să se arate că există funcţii care au primitive, dar care nu sunt 
integrabile. 

Soluţie : 

 a)    Funcţia [ ]








>
=
<−

=→−
0,1
0,0
0,1

)(,1,1:
x
x
x

xfRf      are un singur punct 

de discontinuitate, x = 0. Din  observaţia  3.3.2  deducem că  f este integrabilă. 
Cum [ ]( ) { }1,0,11,1 −=−f , deci imaginea nu este interval, deducem că funcţia f 
nu are proprietatea lui Darboux. Prin urmare, nu are primitive. 

b) Considerăm funcţiile 







=

≠−
=→−

0,0

0,1cos21sin2
)(,]1,1[: 22

x

x
xxx

x
xgRg    şi  







=

≠
=→−

0,0

0,1sin
)(,]1,1[: 2

2

x

x
x

x
xGRG  . Se verifică că G este derivabilă pe 

[-1,1] şi [ ]1,1),()(' −∈∀= xxgxG ,  deci G este primitivă pentru g. 

Avem:  π
π

n
n

g 22
2
1

−=






   şi  −∞=







∞→ πn

g
n 2

1lim . Deci g nu este 

nemărginită pe [-1,1]. Prin urmare, g nu este integrabilă. 
   R3.4.2    Dacă funcţia [ ] Rbaf →,:  este integrabilă pe [a, b], atunci funcţia 
sin f este integrabilă pe [a, b].  
Soluţie :  
 Funcţia sin f este mărginită, iar mulţimea discontinuităţilor este aceeaşi 
cu a discontinuităţilor lui f , deci neglijabilă.  
 
   R3.4.3    Fie [ ] Rbagf →,:,  două funcţii integrabile pe [a, b], iar 

[ ] Rbah →,: , 
[ ]
[ ]




∈
∩∈

=
Qbaxxg
Qbaxxf

xh
\,),(

,),(
)( . Atunci h integrabilă 

)()( xgxf =⇔ , în toate punctele de continuitate ale lui f şi ale lui g. 
Soluţie :  
 Fie A, B mulţimea discontinuităţilor lui f, respectiv g. din teorema T 
3.3.1 rezultă că A şi B sunt mulţimi neglijabile şi că f şi g sunt funcţii mărginite. 

""⇒  Fie [ ] BAbax ∪∈ \,0  şi să presupunem că )()( 00 xgxf ≠ , spre 
exemplu )()( 00 xgxf > . Atunci există 0>δ astfel încât )()( xgxf > , pentru 
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orice [ ] [ ] Jxxbax
not
=+−∩∈ δδ 00 ,, . Deducem că h este discontinuă pe 

intervalul J. Contradicţie cu h este integrabilă pe [a, b], deci şi pe J. Atunci 
)()( xgxf = , oricare ar fi [ ] BAbax ∪∈ \, . 

""⇐  Fie [ ] BAbax ∪∈ \,0 . Arătăm că dacă )()( 00 xgxf = , atunci h este 
continuă în x0. Vom folosi definiţia cu vecinătăţi a continuităţii unei funcţii 
într-un punct, adică vom arăta că: ∀ V o vecinătate a lui ( )0xh , ∃  U vecinătate 
a lui x0, astfel încât pentru orice [ ]baUx ,∩∈  avem Vxh ∈)( . Fie V o 
vecinătate a lui )()()( 000 xgxfxh == . Cum f este continuă în x0, ∃  U1 
vecinătate a lui x0, astfel încât ∀ [ ]baUx ,1 ∩∈ , avem Vxf ∈)( ; analog ∃  U2 
vecinătate a lui x0, astfel încât ∀ [ ]baUx ,2 ∩∈  avem Vxg ∈)( . Luând 

21 UUU ∩= , care este vecinătate a lui x0, observăm Vxh ∈)( , pentru orice 
[ ]baUx ,∩∈ . Într-adevăr: dacă ( ) [ ] VxfxhbaUQx ∈=⇒∩∩∈ )()(, , iar 

dacă ( ) [ ]baUQRx ,\ ∩∩∈ , atunci Vxgxh ∈= )()( .  
Observaţie :  Deducem că: 
 Dacă funcţiile [ ] Rbagf →,:,  sunt continue pe [a, b] şi gf ≠ , atunci 

funcţia [ ] Rbah →,: , 
[ ]
[ ]




∈
∩∈

=
Qbaxxg

Qbaxxf
xh

\,),(
,),(

)(  nu este integrabilă pe 

intervalul [a,b]. 
 
   R3.4.4  Fie [ ] Rbaf →,:  o funcţie integrabilă. Dacă f este egală cu o 

constantă λ pe o mulţime A densă în [a, b], atunci ∫ −=
b

a
abdxxf )()( λ .  

Soluţie :  
 Fie )...( 10 bxxxa nn =<<<==∆ o diviziune oarecare a intervalului 

[a, b] cu 0
∞→

→∆
n

. Cum A este densă în [a, b], [ ] nixxA iii ,1,,1 =∀∩∈∃ −ξ . 

Atunci: ( ) ( )( ) ( ) ( )abxxxxff
n

i
iii

n

i
iin −=−=−= ∑∑

=
−−

=
∆ λλξξσ

1
111

1
, .  

Atunci: ( ) ( ) ∫==− ∆∞→

b

ain
dxxffab

n
)(,lim ξσλ . 

 

   R3.4.5    Fie [ ] Rf →1,0: , 










∈≠

∈=
=

*

*

,1,0

,1,
2
1

)(
Nn

n
x

Nn
n

x
xf

n
. Să se arate că f 

este integrabilă pe [0, 1] şi să se calculeze ∫
1

0
)( dttf . 
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Soluţie  :  
 Mulţimea punctelor de discontinuitate ale funcţiei f este neglijabilă, deci 
funcţia este integrabilă. Aplicând concluzia problemei R3.4.4, obţinem că 

∫
1

0
)( dttf = 0. 

 
   R3.4.6    Fie a<b numere reale , iar f, g: [a, b]  două funcţii cu proprietăţile: 

a) Funcţia f admite primitive şi este mărginită superior 
b) Pentru orice x, y ∈[a, b], x<y avem 

( )
)(sup)()()(

,
tfxyxgyg

yxt∈
−≥− .  

Să se arate că g este integrabilă. 
Soluţie :  
 Considerăm F [ ] Rba →,: , primitivă pentru f şi x, y ∈[a, b], cu x<y. 
Rezultă că există c ( )yx,∈ : 

[ ]
)()()(sup)()()()()(

,
xgygtfxycfxyxFyF

yxt
−≤−≤−=−

∈
, adică: 

)()()()( xgxFygyF −≤− . Prin urmare, funcţia  h [ ] Rba →,: , gFh −=  este 
descrescătoare, deci integrabilă.  
 Funcţia F fiind derivabilă, este integrabilă. Cum F este integrabilă şi h  
este integrabilă, rezultă că hFg −=  este integrabilă. 

   R3.4.7    Să se arate că funcţia [ ] Rf →1,0: , 
( ]








=

∈



−

=
0,0

1,0,11
)(

x

x
xxxf     

este integrabilă pe [0, 1]. 
Soluţie : 
 Legea funcţiei  f este:  

  




















≤<−

≤<−

≤<
+

−

=

=

1
2
1,11

2
1

3
1,21

1
1

1,1

0,0

)(

x
x

x
x

n
x

n
n

x

x

xf

M
 .      

Fie ( )1,,...,,0 110 ===∆ − nn xxxx o diviziune oarecare a intervalului [0, 1]. 
Arătăm că ε<− ∆∆ ),(),( ff sS , unde 0>ε , este arbitrar. Pot apărea două situaţii:  
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a) 
n

x
nn

x
n kk

1
1

1,1
1

1
1 <<

+
<<

+ +  

b) 
1

11,1
1

1
1 −
<<<<

+ + n
x

nn
x

n kk . 

În cazul a) 

( )
=

+







+
−

<
⋅
−

=−=−=−
+

+

+
+ 1

1
1

11
11)()(

2

1

1

1
1

n
nn

xx
xx

xx
xfxfmM

kk

kk

kk
kkkk  

n
n 1+ . 

Atunci: ( )( ) ( ) <







+
−−≤−−=− ∑∑

−

=

−

=
+∆∆

1

0

1

0
1),(),( 1

11n

k
kk

n

k
kkkkff nn

mMxxmMsS  

∑
−

=

→=
+

⋅
+

<
1

0
01

)1(
11n

k nnnn
n , când ∞→n .  

În cazul b) 1=− kk mM , iar 
)1()1(

2
1

1
1

1
1 +−

=
+

−
−

<−+ nnnn
xx kk . Obţinem: 

∑
−

=
∆∆ →

+−
=

+−
≤−

1

0
),(),( 0

)1()1(
2

)1()1(
2n

k
ff nn

n
nn

sS , când ∞→n . 

 Din a) şi b), pe baza criteriului de integrabilitate Darboux, deducem că 
funcţia f este integrabilă. 
 
   R3.4.8    Fie a, b R∈ , cu ba < , iar [ ] Rbaf →,: o funcţie integrabilă cu 

∫ ≠
b

a
dxxf 0)( .  Arătaţi  că există o diviziune ( )bxxxxa nn ===∆ − ,,...,, 110  a  

lui [a,b]  astfel încât: ∫ ∫ ∫
−

===1 2

1 1

)(...)()(
x

a

x

x

x

x

n

n

dxxfdxxfdxxf . 

Vom demonstra mai întâi următoarea: 
Lemă :  Dacă  [ ] Rbaf →,:  este integrabilă, atunci funcţia F [ ] Rba →,: , 

∫=
x

a
dttfxF )()(  este continuă. 

Într-adevăr:  f  integrabilă  ⇒   f  mărginită: ,)( Mxfm ≤≤  [ ]bax ,∈∀ . 

Atunci: =−≤− )()()( 00 xFxFxxm )()( 0
0

xxMdttf
x

x
−≤∫ . 

 Obţinem că )()(lim 0
0

xFxF
xx

=
→

, deci F continuă. 

Soluţia problemei :  
 Fie { }1,...,2,1 −∈ nk . Este suficient să arătăm că există ( )baxk ,∈ , 

1,1 −= nk  astfel încât: ∫ =kx

a
dxxf

n
kdxxf )()( . Considerăm funcţia 
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[ ] Rbag →,: , ∫ ∫−
−=

x

a

b

x
dttf

kn
kdttfxg )()()( . Rezultă pe baza lemei că g 

este continuă. Dar 0)()( 2 <
−
−

=⋅ I
kn

kbgag , unde ∫=
b

a
dxxfI )( . Atunci există 

( )bac ,∈ astfel încât 0)( =cg . Fie cxk = . Deci: 

∫ ∫ 




 −= −

k kx

a

x

akn
k dttfIdttf )()( , de unde obţinem: ∫ ∫=kx

a

b

an
k dttfdttf )()( . 

 
   R3.4.9 Fie [ ] Rf →1,0:  integrabilă Riemann, astfel încât 

[ ]1,0,
2

1
22

1)( ∈∀













 +

+





= xxfxfxf .  Demonstraţi că  f  este constantă. 

Soluţie :  

 Avem:   













 +

+





=








4
2

42
1

2
xfxfxf  

  













 +

+





 +

=





 +

4
3

4
1

2
1

2
1 xfxfxf . 

Prin inducţie obţinem că: 

,
2

12...
2

1
22

1)( 














 −+
++






 +

+





= n

n

nnn

xfxfxfxf  *Nn∈∀ . Considerăm 

diviziunea 






 −
=∆ 1,

2
12,...,

2
2,

2
1,0 n

n

nnn , cu 0
2
1 ∞→

→=∆
n

nn  şi punctele 

intermediare n

i

i
x

2
12 −+

=ξ . Trecând la limită, obţinem: 

∫ ==
1

0
)()( dttfxf constant. 

   R3.4.10    Să se calculeze: ∑
≤<≤

∞→
⋅

njin n
j

n
i

n 1
2 coscos1lim .  

Soluţie : 
 Avem egalitatea: 












−








=⋅ ∑∑∑

==≤<≤

n

k
n
k

n

knji n
k

nn
j

n
i

n 1

2
2

1
2

1
2 coscos

2
1coscos1 . Dar 

1sincoscos1limcos1lim 2
21

0

2

1

2

1
2 =





=








=








∫∑∑

=
∞→

=
∞→

dxx
n
k

nn
k

n

n

kn

n

kn
. 
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Pe de altă parte, ∫∑ ==
∞→

=
∞→

1

0

2

1

2
2 0cos1limcos1lim dxx

nn
k

n n

n

kn
.  

Deci :  
2

1sincoscos1lim
2

1
2 =⋅∑

≤<≤
∞→ njin n

j
n
i

n
. 

 
   R3.4.11   Fie [ ] Rf →1,0:  o funcţie derivabilă cu derivata integrabilă pe [0, 

1]. Să se arate că:  
2

)1()0(1)(lim
1

0
1

ff
n
kf

n
dxxfn

n

kn

−
=














−∫ ∑

=
∞→

. 

Soluţie : 

 Fie 





 −

=∆ 1,1,...,2,1,0
n

n
nn

 o diviziune a intervalului [0, 1]. Notăm 













 −

∈=
n
k

n
kxxfM k ,1)(sup ' , 













 −

∈=
n
k

n
kxxfmk ,1)(inf ' ,  k=1, 2, …, 

n.
 Atunci: =nE

∑ ∫∫ ∑
=

−
=

=













−=














−

n

k

n
k

n
k

n

k n
kf

n
dxxfn

n
kf

n
dxxfn

1
1

1

0
1

1)(1)(   

∑ ∫
=

− 





















−=

n

k

n
k

n
k dx

n
kfxfn

1
1 )( .  Aplicând teorema lui Lagrange funcţiei f pe 

intervalul 





n
kx, , există 






 −

∈
n
k

n
kxck ,1)(  astfel încât 

( ))()( ' xcf
n
kx

n
kfxf k






 −=






− . Atunci: 

=nE ( )∑ ∫
=

− 





 −

n

k
k

n
k

n
k dxxcf

n
kxn

1

'
1 )( . Dar ( ) kkk Mxufm ≤≤ )('  deci 

∑ ∑
= =

−≤≤−
n

k

n

k
knk m

n
EM

n 1 12
1

2
1 . Trecând la limită, obţinem:  

∫ ∫−≤≤−
∞→

1

0

1

0

'' )(
2
1lim)(

2
1 dxxfEdxxf nn

.  Aşadar 
2

)1()0(lim ffEnn

−
=

∞→
.  
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 4. Metode de calcul a integralelor definite 
 
 Pentru început vom reaminti câteva teoreme utile în calculul integralelor 
definite. 
 
 4.1. Metode de integrare a funcţiilor 
 
  4.1.1. Teoremă (Formula de integrare prin părţi) 
 Dacă R→],[:, bagf  sunt două funcţii derivabile, cu derivate continue, 
atunci 

∫ ∫−=
b

a

b

a

b
a dxxgxfxgxfdxxgxf )()(')()()(')(  

  4.1.2. Teoremă (Formula de schimbare de variabilă) 
 Fie R→→ϕ fJba ],[  (J interval din R) două funcţii cu 
proprietăţile: 
 1) f este continuă pe J 
 2) ϕ este derivabilă, cu derivata continuă pe [a,b]. 
Atunci 

∫ ∫
ϕ

ϕ
=ϕϕ

b

a

b

a
dxxfdtttf

)(

)(
)()('))((                          (4.1.1) 

  4.1.3. Observaţie. a) Dacă R→→ϕ fdcba ],[],[  sunt două funcţii 
cu proprietăţile: 
 1') f este continuă pe [c,d] 
 2') ϕ este bijectivă, ϕ şi 1−ϕ  derivabile cu derivate continue,  
atunci 

∫ ∫
ϕ

ϕ

−ϕ=ϕ
b

a

b

a
dxxxfdttf

)(

)(

1 )()')(())((  

 Această egalitate se mai numeşte şi a doua formulă de schimbare de 
variabilă. 
 b) Datorită formulei Leibniz-Newton toate schimbările de variabilă 
prezentate la primitive se pot aplica şi la calculul integralei definite. 
  4.1.4. Propoziţie. Fie ],0( ∞∈α  şi R→αα− ),(:f  o funcţie continuă. 
Atunci avem: 
 (i) ∫ ∫

−

−
αα−∈∀=−

b

a

a

b
badxxfdxxf ),(,)(,)()(  

 În particular: ∫ ∫− αα−∈∀=−
a

a
adxxfdxxf

0

0
),()(,)()(  

 (ii) Dacă f pară atunci ∫ ∫−
=

a

a

a
dxxfdxxf

0
)(2)(  
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 (iii) Dacă f impară atunci ∫− =
a

a
dxxf 0)( . 

 Demonstraţie. (i) Se face substituţia xt −= . 

 (ii) din (i) ∫ ∫ ∫−
=−=

0

0 0
)()()(

a

a a
dxxfdxxfdxxf , de unde 

∫ ∫ ∫ ∫− −
=+=

a

a a

a a
dxxfdxxfdxxfdxxf

0

0 0
)(2)()()(  

 (iii) din (i) ∫ ∫ ∫−
−=−=

0

0 0
)()()(

a

a a
dxxfdxxfdxxf , de unde 

 ∫ ∫ ∫− −
=+=

a

a a

a
dxxfdxxfdxxf

0

0
0)()()( . 

  4.1.5. Corolar. Fie ],0( ∞∈α  şi R→αα− ),(:f  o funcţie continuă. 
Atunci 
 (i) Dacă f pară ∫− αα−∈∀=⇒

a

a
adxxxf ),()(,0)(  

 (ii) Dacă f impară ∫ ∫−
αα−∈∀=⇒

a

a

a
adxxxfdxxxf

0
),()(,)(2)(  

 (iii) Dacă f arbitrară ∫ ∫−
=⇒

a

a

a
dxxfdxxf

0

22 )(2)(  şi 

∫− αα−∈∀=
a

a
adxxxf ),()(,0)( 2  

 Demonstraţie. (i) Dacă f este pară rezultă că funcţia xf este impară, deci 
conform Propoziţiei 4.1.4   ∫− =

a

a
xxf 0)( . 

 (ii) Se procedează ca la (i). 
 (iii) Rezultă din (i) şi (ii) ţinând seama că funcţia )( 2xf  (respectiv 

)( 2xxf ) este pară (respectiv impară). 
  4.1.6. Exemplu. R∈∀ a)(  avem: 

∫ ∫ ∫ ∫− − −

+ ===
a

a

a a

a

a

a

n xdxxxdxxdxxdx
0

12 0cos,0sin,cos2cos . 

  4.1.7. Propoziţie. Fie RR →:f  o funcţie continuă. Atunci avem: 

 (i) f periodică de perioadă ∫
+

=⇔
Tx

x
cdttfT )(  (constantă), R∈∀ x)( . 

 (ii) Următoarele afirmaţii sunt echivalente: 
  a) Orice primitivă a lui f este periodică de perioadă T. 
  b) f este periodică de perioadă T. 
  c) ∫

+
∈∀=

Tx

x
xdttf R)(,0)(  

 Demonstraţie. (i) (⇒) din ipoteză R∈∀=+ xxfTxf )(),()( . Evident 
avem: 
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∫ ∫ ∫∫
++

∈∀++=
0

0
)(,)()()()(

x

T Tx

T

Tx

x
xdttfdttfdttfdttf R         (4.1.2) 

 Cu schimbarea de variabilă ],0[, TTt ∈θ+θ= , ultima integrală devine: 

∫ ∫ ∫
+

∈∀θθ=θ+θ=
Tx

T

x x
xdfdTfdttf

0 0
)(,)()()( R             (4.1.3) 

 Din (4.1.2) şi (4.1.3) rezultă 

∫ ∫ ∫ ∫∫ ∈∀=++=
+ 0

0 0 0
)(,)()()()()(

x

T x TTx

x
xdttfdttfdttfdttfdttf R  

 (⇐) Presupunem că ∫
+

∈∀=
Tx

x
xcdttf R)(,)(  şi fie F o primitivă a lui f. 

Atunci din formula Leibniz-Newton R∈∀−+= xxFTxFc )(),()( , deci prin 
derivare obţinem: 

R∈∀=−+=−+ xxFTxFxfTxf )(,0)(')(')()( , 
prin urmare f este periodică de perioadă T. 
 (ii) Să observăm că orice primitivă a lui f este periodică de perioadă T 

g)(∃⇔  o primitivă a lui f, periodică de perioadă T ⇔ funcţia 

∫=
x

dttfxF
0

)()( , R∈x  este periodică de perioadă T. 

 a) ⇒ c) Dacă a) este adevărat, atunci F este periodică de perioadă T, 
deci conform formulei Leibniz-Newton avem: 

∫
+

∈∀=−+=
Tx

x
xxFTxFdttf R)(,0)()()(  

 c) ⇒ b) rezultă din (i). 
 b) ⇒ a) Dacă f este periodică de perioadă T avem: 

R∈∀=−+=−+ xxfTxfxFTxF )(,0)()())'()((  
deci R∈∃ c)(  astfel încât R∈∀=−+ xcxFTxF )(,)()( . Atunci 

∫ ==−+=
T

dttfFTFc
0

0)()0()0( ,   deci   R∈∀=+ xxFTxF )(),()( , 

deci F este periodică de perioadă T. 
  4.1.8. Propoziţie. Fie RR →+:f  o funcţie continuă şi periodică de 
perioadă T. Atunci 

∫ ∫=
∞→

t T

t
dxxf

T
dxxf

t 0 0
)(1)(1lim  

 Demonstraţie. NR ∈=∃∈∀ + )()()( tnnt  şi ],0[)( Ttaa ∈=  astfel încât 

anTt += , deci ∫ ∫ ∫+=
t nT t

nT
dxxfdxxfdxxf

0 0
)()()( . Evident avem 

∫ ∑∫
=

+
=

nT n

k

Tk

kT
dxxfdxxf

0
0

)1(
)()( , 

deci cu schimbarea de variabilă ],0[, TkTx ∈θ+θ=  deducem: 
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∫ ∫ ∫
+

θθ=θ+θ=
Tk

kT

T T
dfdkTfdxxf

)1(

0 0
)()()( , 

deci ∫ ∫=
nT T

dxxfndxxf
0 0

)()( . În fine, cu schimbarea de variabilă nTx +θ= , 

],0[ T∈θ  deducem 

∫ ∫ ∫
−

θθ=θ+θ=
t

nT

nTt a
dfdnTfdxxf

0 0
)()()( , 

deci 

∫ ∫ ∫+=
t T ta

dxxf
t

dxxf
t
tndxxf

t 0 0

)(

0
)(1)()()(1                (4.1.4) 

 Cum avem: 

T
tn
taTt

tn
tt

1

)(
)(

1lim)(lim =
+

=
∞→∞→

                           (4.1.5) 

şi 

∫ ∫∫ +∈∀≤≤
)(

0 0

*)(

0
)(|,|1||11 ta Tta
tf

t
f

t
f

t
R , 

rezultă  

∫ =
∞→

)(

0
0)(1lim

ta

t
dxxf

t
.                        (4.1.6) 

Din (4.1.4), (4.1.5) şi (4.1.6) rezultă că ∫ ∫=
∞→

t T

t
dxxf

T
dxxf

t 0 0
)(1)(1lim . 

  4.1.9. Corolar. Fie RR →:f  o funcţie continuă şi periodică de 
perioadă T. Atunci 

∫ ∫ ∈∀
−

=
∞→

b

a

T

at
badxxf

T
abdxxtf R,)(,)()(lim . 

 Demonstraţie. Punem yxt =  şi obţinem: 

∫ ∫∫ ∫ 





−






==

b

a

tabt

at

tb
dyyf

ta
adyyf

tb
bdyyf

t
dxxtf )(1)(1)(1)(

00
. 

 Trecem mai departe la limită ∞→t  ţinând cont de Propoziţia 4.1.8. 
  4.1.10. Propoziţie. Fie R⊆I  un interval şi R→If :  o funcţie 
continuă. Atunci R⊆∀ J)(  un interval şi IJ →ψϕ :,  două funcţii derivabile, 

rezultă că funcţia ∫
ψ

ϕ
∈=

)(

)(
,)()(

x

x
JxdttfxF  este derivabilă şi avem relaţia: 

JxxxfxxfxF ∈∀ϕϕ−ψψ= )(),('))(()('))(()('  

 Demonstraţie. Fie ∫ ∈=
y

a
Iydttfyg ,)(:)(  unde a este fixat în I. Atunci 

g este derivabilă şi avem Iyyfyg ∈∀= )(),()(' . Evident putem scrie: 
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∫ ∫ϕ

ψ
∈∀ψ+ϕ−=+=

a

x

x

a
JxxgxgdttfdttfxF

)(

)(
)()),(())(()()()( , 

deci 
=ψψ+ϕϕ−= )('))((')('))((')(' xxgxxgxF  
Jxxxfxxf ∈∀ψψ+ϕϕ−= )(),('))(()('))((  

  4.1.11. Corolar. Fie R⊆I  un interval şi R→If :  o funcţie continuă. 
Atunci R⊆∀ J)(  un interval şi IJ →ϕ :  o funcţie derivabilă, rezultă că 

funcţia ∫
ϕ

∈=
)(

,)()(
x

a
JxdttfxF  este derivabilă şi avem 

JxxxfxF ∈∀ϕϕ= )(),('))(()(' . 
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Probleme rezolvate 
 
 (i) Calculul integralei definite folosind relaţii de recurenţă 
    R4.2.1. Fie ∫

π
∈=

2/

0
,sin NnxdxI n

n . Să se demonstreze că: 

 (i) N∈≥∀
−

= − kkI
k

kI kk ,2)(,1
2  

 (ii) 
!)!12(

!)!2(;
2!)!2(

!)!12(
122 +
=

π
⋅

−
= + n

nI
n

nI nn  unde 

)12(...531!)!12( −⋅⋅⋅⋅=− kk . )2(...642!)!2( kk ⋅⋅⋅⋅= , *N∈k  
 (iii) 0lim 2 =

∞→ nn
I  

 (iv) 1)(,1 ≥∀≤+ nII nn  şi 1lim
12

2 =
+

∞→
n

n

n I
I  

 (v) 1
4
1lim 2 =π

∞→
nC n

nnn
 (formula lui Wallis) 

 Soluţie. (i) prin părţi ∫ ∫
π π − =−==

2/

0

2/

0

1 )'(cossinsin dxxxxdxI kk
k  

∫
π −π− =−+−=

2/

0

222/
0

1 cossin)1(cossin xdxxkxx kk  

∫
π

−
− −−−=−−=

2/

0 2
22 )1()1()sin1(sin)1( kk

k IkIkdxxxk , de unde 

2
1

−
−

= kk I
k

kI . 

(ii) Dând valorile pare pentru k de la 2 la 2n în egalitatea de la (i) vom 
obţine relaţiile: 

222

24

02

2
12

.............
4
3
2
1

−
−

=

=

=

nn I
n

nI

II

II

 

 Înmulţind membru cu membru obţinem  

2!)!2(
!)!12(

2
12...

6
5

4
3

2
1

02
π−

=
−

⋅⋅⋅⋅=
n

nI
n

nI n  

 Analog dând valorile impare pentru k de la 1 la 2n+1 obţinem cealaltă 
egalitate. 

 (iii) Fie şirul 0
)!(2

)!2(2
222 >=

π
=

n
nIa nnn  şi cum nkkk ,1,212 =<−  
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rezultă că 1<na , deci şirul nna )(  este mărginit. Cum 1
22
12

1

<
+
+

=
+ n

n
a
a

n

n  rezultă 

că şirul este descrescător, prin urmare convergent. 

 Fie nn a
n

n
n
nb =

−
⋅⋅⋅>⋅

−
−

⋅⋅⋅⋅=
2

12...
4
3

2
11

12
22...

7
6

5
4

2
1  rezultă că 

nn
n

n
nbaa nnn 8

3
2

12
12
22...

7
6

5
4

4
3

2
1

2
12 =

−
⋅

−
−

⋅⋅⋅⋅⋅⋅=⋅< , rezultă că 
n

an 8
30 <<  şi 

conform criteriului cleştelui rezultă că 0lim =
∞→ nn

a , adică 0lim 2 =
∞→ nn

I . 

 (iv) 




 π

∈
2

,0x  rezultă că 1sin0 ≤≤ x , deci 

1sinsinsin0 12212 ≤≤≤≤ −+ xxx kkk , de unde 1)(,12212 ≥∀≤≤ −+ kIII kkk . Rezultă 

că 1)(,1 ≥∀≤+ nII nn . Avem )12(
2!)!2(

!)!12(1
2

12

2 +
π
⋅

−
=≤

+

n
n

n
I
I

n

n  şi 122 −≤ nn II  adică 

)12(|
2
1

!)!2(
!)!12(

2 2

2

+⋅≤
−

⋅
π n

nn
n  rezultă că 

n
nn

n
n

2
12)12(

2!)!2(
!)!12(1 2

2 +
≤+

π
⋅

−
≤ . Trecând la limită şi aplicând criteriul cleştelui 

avem: 1lim
12

2 =
+

∞→
n

n

n I
I . 

 (v) =π
−

=π
⋅
−

=π⋅=π n
n

nn
n

nn
n

nnC nn
n
nn !)!2(

!)!12(
!2

!)!12(
)!(
)!2(

)2(
1

4
1

222  

12

2
2

2

!)!2(
!)!12(

−

=π⋅
−

=
n

n

I
In

n
n  şi conform (iv) 1

4
1lim 2 =π

∞→
nC n

nnn
. 

    R4.2.2. Să se stabilească o relaţie de recurenţă pentru integrala 

∫ ∈∀−=
1

0

22 )(,1 NndxxxI n
n  

şi să se calculeze valoarea sa. 
 Soluţie. ∫ −=

1

0

2
0 1 dxxI . Facem substituţia tx sin= , tdtdx cos= , 

00 =⇒= tx  şi 
2

1 π
=⇒= tx . Aşadar 

∫ ∫ ∫
π π π π

=
+

==⋅−=
2/

0

2/

0

2/

0

22
0 42

2cos1coscossin1 dtttdttdttI  

 Aplicând formula de integrare prin părţi avem: 

=−
−

+−−=−= ∫ ∫ −−−1

0

1

0

2/32221
0

2/3212212 )1(
3

12)1(
3
1)1( dxxxnxxdxxxxI nnn

n  
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)(
3

1211
3

12
1

21

0

221

0

22
nn

nn IIndxxxdxxxn
−

−
=





 −−−

−
= −

− ∫∫  

de aici 122
12

−+
−

= nn I
n
nI . Dând valori lui n obţinem succesiv: 

1231201 22
12,...,

8
5,

6
3,

4
1

−+
−

==== nn I
n
nIIIIIII . 

 Înmulţind relaţiile între ele membru cu membru obţinem: 

!)!22(
!)!12(

2 +
−

⋅
π

=
n
nIn  

 (ii) Identităţi deduse prin integrare 
    R4.2.3. a) Să se calculeze în două moduri integrala 

∫ −−
b

a

nm dxxbax )()( ,   N∈nm,  

şi de aici, să se deducă identitatea: 

)!1(
!!

1
1)1(...

3
1

2
1

1
1 210

++
=

++
−+−

+
+

+
−

+ nm
nmC

nm
C

m
C

m
C

m
n
n

n
nnn  

 b) Să se arate că ∫ ++
=−

1

0 )!1(
!!)1(

nm
nmdxxx nm  şi apoi să se calculeze 

suma ∑
= +++−

−n

k

k

kppkn0 )1)...(1()!(
)1( . 

 c) Să se arate că ∫ +
⋅

=−
1

0

22
2

)!12(
2)!()1(

n
ndxx

n
n  şi apoi să se stabilească 

identitatea: 

!)!12(
!)!2(

12
)1(...

753

321
0

+
=

+
−

++−+−
n

n
n

CCCCC
n
n

n
nnn

n  

 Soluţie. a) Calculăm mai întâi prin părţi: 

∫ =−−=
b

a

nm
nm dxxbaxI )()(,  

∫ +−+ −−
+

+−−
+

−=
b

a

nmb
a

nm dxxbax
n
mxbax

n
111 )()(

1
)()(

1
1  

adică N∈∀
+

= +− nmI
n
mI nmnm ,)(,

1 1,1,  de unde 

nmnmnm I
nm

nmI
mnn

m
n
mI ++ +

=
+

⋅⋅
+
−

⋅
+

= ,0,0, )!(
!!1...

2
1

1
 

 Dar ∫ ++
−

=−=
++

+

b nm
n

nm nm
abdxxbI

0

1

,0 1
)()(  de unde 
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)!1(
)(!! 1

, ++
−

=
++

nm
abnmI

nm

nm                                (4.2.1) 

 Făcând schimbarea de variabilă tax =−  şi dezvoltând după binomul lui 
Newton, calculăm în al doilea mod integrala nmI , . Deci: 

∫ ∫
− =−

=−−=−−=
b

a

ab dab
nmnm

nm dttabtdxxbaxI
0, )()()(  

∫ =−++−= −d nn
n

nn
n

n
n

m dttCtdCdCt
0

110 ))1(...(  









++
−++

+
+

+
−

+
= ++ n

n
n

nnn
nm C

nm
C

m
C

m
C

m
d

1
1)1(...

3
1

2
1

1
1 2101  

 Egalând rezultatele obţinute în cele două moduri obţinem identitatea 
cerută. 
 b) Aplicăm a) pentru 1,0 == ba  şi obţinem 

∫ ++
=−

1

0 )!1(
!!)1(

nm
nmdxxx nm  

=
++−

−
=

+++−
− ∑∑

==

n

k

kn

k

k

kpkn
p

kppkn 00 )!1()!(
!)1(

)1)...(1()!(
)1(  

∑ ∫∑
==

=



 −−=

++−
−

=
n

k

kpk
n

k
n

k

k

dxxxC
nkp

kp
kkn 0

1

0
0

)1()1(
!

1
)!1(

!!
!)!(

)1(  

=







−−= ∫ ∑

=

dxxxC
n

n

k

kpk
n

k1

0
0

)1()1(
!

1  

∫ ∫ ++
==−−= +1

0

1

0 !)1(
1

!
1)]1(1[

!
1

npn
dxx

n
dxxx

n
pnnp  

 c) Folosind a) pentru 1,1 =−= ba  şi nm =  conform (4.2.1) 

∫−
+

+
⋅

=−
1

1

122
2

)!12(
2)!()1(

n
ndxx

n
n , de unde 

∫ ∫ +
=

+
⋅

=−=−
−

1

0

1

1

22
22

!)!12(
!)!2(

)!12(
2)!()1(

2
1)1(

n
n

n
ndxxdxx

n
nn  

 Pe de altă parte dezvoltând nx )1( 2−  după binomul lui Newton avem: 

12
)1(...

53
)1()1(

1

1

21
01

1
0

22

+
−+++−=








−=−∫ ∫ ∑− −

= n
CCCCdxxCdxx

n
nnnn

n

n

k

kkk
n

n  

şi egalând rezultatele obţinem identitatea cerută. 
 (iii) Calculul integralei definite utilizând proprietăţile funcţiei de 
integrate (paritate, periodicitate, etc.) 
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    R4.2.4. Fie R→+− ],[: 00 rxrxf  continuă, cu proprietatea că: 
RR ∈∈≤∀=−++ cbarxxcxxbfxxaf ,,,||,)(,)()( *

00  

 Atunci: a) ∫
+

−
≠+

+
=

rx

rx
ba

ba
crdxxf0

0

0,2)(  

  b) ∫ ∫
+

−

+−
+=

rx

rx

rx

x
dxxf

a
bar

a
cdxxf0

0

0

0

)()(  

 Soluţie. Fie ],[],[:, 00 rxrxrr +−→−ψϕ , txt +=ϕ 0)( , txt −=ψ 0)( . 
Cum R→+− ],[: 00 rxrxf  e continuă, putem aplica schimbarea de variabilă 

 a) ∫ ∫ ∫ ∫
+

−

ϕ

−ϕ − −
=+=ϕϕ==

rx

rx

r

r

r

r

r

r
dttxfdtttfdxxfdxxf0

0

)(

)( 0 )()('))(()()(  

∫ ∫∫ − −−
=ψψ+=−−=






 −−=

r

r

r

r

r

r
dtttf

a
b

a
crdttxf

a
b

a
crdttxf

a
b

a
c )('))((2)(2)( 00

∫ ∫
ψ

−ψ

+

−
−=+=

)(

)(

0

0

)(2)(2 r

r

rx

rx
dxxf

a
b

a
crdxxf

a
b

a
cr , de unde ∫

+

− +
=

rx

rx ba
crdxxf0

0

2)( . 

 b) ∫ ∫∫
+

−

+

−
+=

rx

rx

rx

x

x

rx
dxxfdxxfdxxf0

0

0

0

0

0

)()()( . Dar 

∫ ∫ ∫ ∫−

ϕ

−ϕ − −
=+=ϕϕ==0

0

)0(

)(

0 0

0 )()('))(()()(
x

rx r r r
dttxfdtttfdxxfdxxf  

∫ ∫∫ − −−
=ψψ+=−−=



 −−=

0 0

0

0

0 )('))(()()(
r rr

dtttf
a
br

a
cdttxf

a
br

a
cdttxf

a
b

a
c  

∫∫ +

ψ

−ψ
+=+= 0

0

)()(
)0(

)(

x

rxr
dxxf

a
br

a
cdxxf

a
br

a
c .  

De aici 

∫ ∫ ∫∫
+

− +

++ −
+=++=

rx

rx

x

rx

rx

x

rx

x
dxxf

a
bar

a
cdxxfdxxf

a
br

a
cdxxf0

0

0

0

0

0

0

0

)()()()(  

    R4.2.5. Funcţia R→+− ],[: raraf  se numeşte a-pară dacă  
xxafxaf )(),()( ∀−=+    cu   rx ≤|| .                   (4.2.2) 

respectiv a-impară dacă 
xxafxaf )(),()( ∀−−=+    cu   rx ≤||                   (4.2.3) 

 a) Dacă f este continuă să se arate că: 

∫ ∫+

−

+







−
−=

ra

ra

ra

a
af
afdxxfdxxf

imparaestedaca,0
paraestedaca,)(2)(  

 b) În plus, produsul (câtul) a două funcţii de a-parităţi diferite este o 
funcţie a-impară, respectiv produsul (câtul) a două funcţii de aceeaşi a-paritate 
este o funcţie a-pară. 
 Soluţie. a) Dacă f este a-pară, atunci aplicând rezultatul de la R4.2.4 
pentru 0,1:,1:,:0 =−=== cbaax  obţinem rezultatul dorit. 
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 Dacă f este a-impară, atunci aplicând R4.2.4 pentru ,1:,:0 == aax  
0,1: == cb  obţinem rezultatul dorit. 

 b) Fie f, g a-pare, adică )()(),()( xagxagxafxaf −=+−=+ . rezultă 
))(()()()()())(( xagfxagxafxagxafxagf −⋅=−−=++=+⋅ , deci gf ⋅  

este a-pară. Analog se arată şi celelalte cazuri. 

    R4.2.6. Calculaţi ∫
π

∈
+
−2/

0
,

cossin
cossin Nndx

xx
xx

nn

nn

. 

 Soluţie. Fie R→



 π

2
,0:f , 

xx
xxxf nn

nn

cossin
cossin)(

+
−

= .  

Avem )(
2

xfxf −=





 −
π , de unde notând xt −

π
=

4
 obţinem 

4
||,0

44
π

<=





 +
π

+





 −
π ttftf  şi deci f este 

4
π -impară, deci conform R4.2.5 

avem ∫
π

=
2/

0
0)( dxxf . 

 
   R4.2.7. Fie RR →:,, hgf , xxf sin)( = , )arcsin(sin)( xxg =  şi 

)}(),(max{)( xgxfxh = . Să se arate că ∫
π −π

=∈∀
n ndxxhn

2

0

2

4
)8()(:)( N . 

Soluţie. Cum )()arcsin(sin))2(arcsin(sin)2( xgxkxkxg ==π+=π+  şi 
)()2( xfkxf =π+  rezultă că şi h este periodică de perioadă principală 2π. 

Explicitând pe g şi h pe intervalul [0,2π] avem: 



















 π
π

∈π−






 ππ

∈−π






 π

∈

==

2,
2

3,2

2
3,

2
,

2
,0,

)arcsin(sin)(

xx

xx

xx

xxg      















ππ∈






 π
π

∈−π






 π

∈

=

]2,[,sin

,
2

,

2
,0,

)(

xx

xx

xx

xh  

 Rezultă că ∫ ∑∫ ∫
π −

=

π+

π

π
===

n n

k

k

k
dxxhndxxhdxxh

2

0

1

0

)1(2

2

2

0
)()()(  

=




 +−π+= ∫ ∫ ∫

π π

π

π

π

2/

0 2/

2
sin)( xdxdxxxdxn  

4
)8(cos

2
)(

2

2
2

2/

2
2/

0

2 −π
=








−

−π
−= π

π
π
π

π nxxxn  
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(iv) Alte tehnici particulare de schimbare de variabilă 
    R4.2.8. Calculaţi ∫

π
+

4/

0
)tg1ln( dxx . 

 Soluţie. Facem schimbarea de variabilă xt −
π

=
4

, dtdx −= . 

 Dacă 0
4

,
4

0 =⇒
π

=
π

=⇒= txtx , de unde 

∫∫∫
π

π

π
=+−=








+

−=+
4/

0

0

4/

4/

0
)]1tgln(2[ln

tg1
2ln)tg1ln( dxxdx

x
dxx  

∫
π

+−
π

=
4/

0
)tg1ln(2ln

4
dxx  

 Aşadar ∫
π π

=+
4/

0
2ln

8
)tg1ln( dxx . 

    R4.2.9. a) Fie R→



> a
a

fa ,1:,1  continuă, astfel încât  





∈∀=






+ a

a
xk

x
fxf ,1)(,1)(  

 Să se calculeze dx
xx

xfxa

a∫ +

+
/1 2 1

)()1( . 

 b) Calculaţi dx
xx

xx
∫

+

+1

2/1 2 1
arctg)1( . 

 Soluţie. a) Facem schimbarea de variabilă dt
t

dx
x

t 2

1,1
−== , dacă 

a
taxat

a
x 1,1

=⇒==⇒= . Deci  

∫ ∫∫ =
+







+

=
−
⋅

+















 +

=
+

+
=

a

a

a

a

a

a
dt

tt
t

ft
dt

t
tt

t
f

tdx
xx

xfxI
/1 /1 22

/1

2

2 1

1)1(
1

111

111

1
)()1(  

∫ ∫∫ −
+

+
+

=
+

−+
=

a

a

a

a

a

a
I

tt
dtk

t
dtkdt

tt
tfkt

/1 /1 22/1 2 111
))()(1(  

 De aici 










 ++
−++=









+
+

+
= ∫ ∫ a

aaak
tt
dt

t
dtkI

a

a

a

a

2
2

/1 /1 22

11ln)1ln(
112
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 b) Se observă că 
2

1arctgarctg π
=+

x
x  pentru 0>x , rezultă că pentru 

2=a  avem: 

2
53ln

21
arctg)1(1

2/1 2

+π
=

+

+
∫ dx

xx
xx  

    R4.2.10. Calculaţi ∫
π

π− +

2/

2/

3

1
cos

xe
xdx . 

 Soluţie. Facem schimbarea de variabilă dtdxxt −=−= , , dacă  

22
,

22
π

−=⇒
π

=
π

=⇒
π

−= txtx . Avem aşadar 

∫∫∫∫
π

π−

π

π−

π−

π −

π

π−
−=

+
=

+
−

−=
+

=
2/

2/

32/

2/

32/

2/

32/

2/

3

cos
1

cos
1

)(cos
1

cos Itdtdt
e

tedt
e

tdx
e

xI t

t

tx  

 Rezultă că 

∫ ∫
π

π−

π
π−

π

π−
=








−=−==

2/

2/

2/
2/

2/

2/

3
23

3
2

3
sinsin

2
1)')(sinsin1(

2
1cos

2
1 xxdxxxtdtI  

    R4.2.11. Calculaţi dx
x
xx

∫
π

−
+

0 2sin2
sin)1( . 

 Soluţie. 210 2sin2
sin)1( IIdx

x
xxI +=

−
+

= ∫
π

, unde dx
x

xxI ∫
π

−
=

0 21 sin2
sin  şi 

dx
x

xI ∫
π

−
=

0 22 sin2
sin . Avem 

=
−π−

−π
π−−π−=

−
= ∫∫

ππ
dx

x
xxdx

x
xxI

0 20 21 )(sin2
)sin()(

sin2
sin  

=
−π−

−π
π+

−π−
−π

−π−= ∫∫
ππ

dx
x

xdx
x

xx
0 20 2 )(sin2

)sin(
)(sin2

)sin()(  

210 20 2 sin2
sin

sin2
sin II

x
xdx

t
tdtt π+−=

−
π+

−
−= ∫∫

ππ
 

deci 21 2
II π

= , dar  

2
1arctg)1(arctg)(cosarctg

cos1
)'(cos

00 22
π

=+−−=−=
+

−= ππ

∫ x
x

dxxI  

Deci 
24

2 π
+

π
=I . 

 



 206

 5. Şiruri şi Integrala Riemann 
 
Studiul convergenţei şirurilor început în clasa a XI-a necesită o revenire la 
studiul convergenţei acelor şiruri în care intervine integrala definită.  Chiar dacă 
modul de abordare şi teoremele utilizate au fost studiate în cls. A XI-a, în noul 
context putem identifica noi clase de şiruri convergente. 
Pe de altă parte, acest tip de probleme au fost propuse în ultimii ani la 
concursurile şi olimpiadele şcolare. 

 5.1. Calculul limitelor unor şiruri utilizând integrala definită 
În acest paragraf ne propunem să calculăm limitele unor şiruri al căror termen 
general este definit printr-o sumă Riemann sau printr-o generalizare a acesteia. 
Pentru rezolvarea acestei probleme reamintim criteriul de integrabilitate cu 
şiruri: 

 5.1.1. Teoremă 
Fie :[ , ]f a b R→  o funcţie.  f este integrabilă dacă şi numai dacă 

1( ) D[ , ]n n a b≥∀ ∆ ⊂ , cu lim 0nn→∞
∆ =  şi 1( )n

nξ ≥∀  un şir de sisteme de puncte 

intermediare, cu nξ  asociat lui , 1n n∆ ≥ , şirul sumelor Riemann 

1( ( ; , ))n
n nfσ ξ ≥∆  este convergent. 

În aceste condiţii echivalente, lim ( ; , ) ( )
bn

n an
f f x dxσ ξ

→∞
∆ = ∫ . 

 5.1.2. Consecinţă 
Fie :[ , ]f a b R→  o funcţie integrabilă.  Atunci 

1
lim ( )

n b

an k

b a b af a k f x dx
n n→∞

=

− − + = 
 

∑ ∫  

În particular, dacă 0a =  şi 1b = , atunci 
1

0
1

1lim ( )
n

n k

kf f x dx
n n→∞

=

  = 
 

∑ ∫  

Demonstraţie 
Pentru orice 1n ≥ , fie n∆  diviziunea echidistantă definită de punctele 

n
k

b ax a k
n
−

= + , 0,k n= . 

1
n n
k k

b ax x
n−
−

− =  ⇒ 0n
b a

n
−

∆ = → , când n →∞ . 
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În fiecare interval 1,
n n
k kx x−    alegem punctul intermediar la una din extremităţi : 

n n
k kxξ = . 

Suma Riemann corespunzătoare este : 

( ; , )n
nfσ ξ∆ = 1

1 1
( )( )

n n
n n n
k k k

k k

b a b af x x f a k
n n

ξ −
= =

− − − = + 
 

∑ ∑  

Din faptul că f este integrabilă rezultă, conform Teoremei 5.1.1, 

lim ( ; , ) ( )
bn

n an
f f x dxσ ξ

→∞
∆ = ∫ . 

În continuare vom prezenta un rezultat care permite calculul limitelor unor 
şiruri de o formă mai generală. 

 5.1.3. Teoremă 
Fie , :[ , ]f g a b R→  integrabile Riemann, 0 1( , ,..., )

n

n n n
n kx x x∆ = , [ , ]n D a b∆ ∈ , 

*n N∈ , 0n∆ →  când n →∞ .  Pentru orice ( ), ( )n n n
i i im f M fα  ∈    şi pentru 

orice ( ), ( )n n n
i i im g M gβ  ∈   , 1, ni k=  (unde 

1[ , ]
( ) min ( )

n n
i i

n
i x x x

m f f x
−∈

= , 

1[ , ]
( ) max ( )

n n
i i

n
i

x x x
M f f x

−∈
=  ), şirul ( )1

1

nk
n n n n

n i i i i
i

a x xα β −
=

= −∑  converge spre 

( ) ( )
b

a
f x g x dx∫  

Demonstraţie 
Fie ( ) ( )

b

a
I f x g x dx= ∫ . 

( ) ( )( )1
1

nk
n n n n

n i i i i
i

I a I f x g x x x −
=

− ≤ − − +∑ ( ) ( ) ( )1
1

nk
n n n n n
i i i i i

i
f x g x x xβ −

=

 − − + ∑

( ) ( )1
1

nk
n n n n n
i i i i i

i
f x x xβ α −

=

 − − ∑  

fg  integrabilă Riemann ⇒ 0ε∀ > , *
1N N∃ ∈  astfel încât 1n N∀ ≥ , 

( )( )( )1
1 3

nk
n n n
i i i

i
I fg x x x ε

−
=

− − <∑  (1) 

Pentru 0ε > , *
2N N∃ ∈  astfel încât 2n N∀ ≥ . 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 [ , ]1
max ( ) , ,

nk
n n n n n
i i i i i n nx a bi

f x g x x x f x S g s gβ − ∈=

   − − ≤ ⋅ ∆ − ∆ <  ∑

[ , ]
[ , ]

max ( )
max ( ) 3x a b
x a b

f x
f x

ε ε
∈

∈

⋅ =
3⋅

  (2) 

Analog, pentru 0ε > , *
3N N∃ ∈  astfel încât 3n N∀ ≥ , 

( ) ( )1
1 3

nk
n n n n n
i i i i i

i
f x x x εβ α −

=

 − − < ∑  (3) 

Din (1), (2), (3) ⇒ na I ε− < , { }1 2 3max , ,n N N N N∀ ≥ =  

 5.1.4. Consecinţă 
Fie , :[ , ]f h a b R→ , f integrabilă Riemann, h derivabilă cu derivata integrabilă, 

0 1( , ,..., ) [ , ]
n

n n n
n kx x x D a b∆ = ∈ , *n N∈ , lim 0nn→∞

∆ = . 

Pentru orice ( ), ( )n n n
i i im f M fα  ∈   , şirul ( ) ( )1

1

nk
n n n

n i i i
i

a h x h xα −
=

 = − ∑  

converge către ( ) '( )
b

a
f x h x dx⋅∫ . 

Demonstraţie 
Aplicăm Teorema lui Lagrange funcţiei h pe 1,

n n
i ix x−   : 

( )1,
n n n
i i ic x x−∃ ∈  astfel încât ( ) ( ) ( ) ( )1 1'n n n n n

i i i i ih x h x h c x x− −− = ⋅ − . 

În Teorema 5.1.3 luăm : 'g h= , ( )'n n
i ih cβ =  

Următorul rezultat dă o condiţie suficientă ca un şir de diviziuni să aibă norma 
tinzând la zero. 

 5.1.5. Propoziţie 
Fie :[ , ] [ , ]a b a bϕ →  o funcţie strict crescătoare şi surjectivă, 

, ,..., ,...,n
b a b aa a a k b

n n
ϕ ϕ − −   ∆ = + + ∈    
    

[ , ]D a b , *n N∈ .  Atunci 

lim 0nn→∞
∆ = . 

Demonstraţie 
ϕ  este uniform continuă pe [ , ]a b  
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∀ 0ε > , ∃ 0εδ >  astfel încât ∀ 1 2, [ , ]x x a b∈  cu 1 2x x εδ− <  ⇒ 

1 2( ) ( )x xϕ ϕ ε− < . ∃ 0N N∈  astfel încât ∀ 0n N≥ , b a
n εδ
−

<  ⇒ 

( ) ( )1
n n
i ix xϕ ϕ ε−− <  ⇒ n ε∆ <  

Deci ∀ 0ε > , ∃ 0N N∈  astfel încât ∀ 0n N≥ , n ε∆ <  ⇒ lim 0nn→∞
∆ = . 

 5.1.6. Exemple 

1) Dacă :[0,1] [0,1]ϕ → , 
2

x
x

ϕ =
−

, atunci 
( )2

2'( ) 0
2

x
x

ϕ = >
−

, deci ϕ  este 

strict crescătoare şi se verifică uşor că ϕ  este surjectivă.  Conform Propoziţiei 

5.1.6, 10, ,..., ,...,
2 1 2 2n

k n
n n k n n

 ∆ =  − − − 
, 0n > , este un şir de diviziuni 

neechidistante cu 0n∆ →  

2) Funcţia :[0,1] [0,1]ϕ → , ( )
4
xx tg πϕ =  este strict crescătoare şi surjectivă, 

deci 0, ,..., ,...,
4 4 4n

k ntg tg tg
n n n
π π π ∆ =  

 
 este un şir de diviziuni cu 0n∆ →  

 5.2. Şiruri ai căror termeni generali conţin integrala definită 

 5.2.1. Propoziţie 
Dacă funcţia :[1, )f R+∞ →  este monotonă şi mărginită, atunci şirul 1( )n na ≥  cu 

termenul general 
1

(1) (2) ... ( ) ( )
n

na f f f n f x dx= + + + − ∫  este convergent. 

Demonstraţie 
În cazul în care f este descrescătoare avem 

1

1 ( 1) ( )
n

n n n
a a f n f x dx

+

+ − = + − =∫ [ ]
1

( 1) ( ) 0
n

n
f n f x dx

+
+ − ≤∫ . Deci 1( )n na ≥  este 

descrescător. 
Demonstrăm că şirul 1( )n na ≥  este mărginit inferior: 

[ ]
1 11 1

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n nk k

n k k
k k

a f k f x dx f n f k f x dx f n
− −+ +

= =

 = − + = − +  ∑ ∑∫ ∫ . 

Ţinând seama de monotonia lui f şi de faptul că f este mărginită inferior rezultă 
că 1( )n na ≥  este mărginit inferior. 
Analog pentru f crescătoare. 
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 5.2.2. Observaţii 
În condiţiile propoziţiei 5.2.1 avem: 

1) Şirul 
1 1

( )
n

k n

f k
= ≥

 
 
 
∑  este convergent dacă şi numai dacă şirul ( )1 1

( )
n

n
f x dx

≥
∫  

este convergent. 

2) Dacă 
1

lim ( )
n

n
f x dx

→∞
= +∞∫  atunci 

1

(1) (2) ... ( )lim 1
( )

nn

f f f n

f x dx→∞

+ + +
=

∫
 

 5.2.3. Exemple: 

1) Şirul 1( )n nc ≥ , 1 11 ... ln
2nc n

n
= + + + − , este convergent 

2) Fie Rα ∈ .  Şirul 1( )n nx ≥ , 1 1 11 ...
2 3nx

nα α α= + + + +  este convergent dacă şi 

numai dacă 1α >  

3) 1 1 1 1 1lim 1 ...
2 3 1n

n
n

α
α α α α

−

→∞

 ⋅ + + + + =  − 
, unde (0,1)α ∈  

 5.2.4. Propoziţie 
Fie :[ , ]f a b R→  o funcţie derivabilă, cu derivata integrabilă.  Dacă 
considerăm şirul 1( )n na ≥  cu termenul general 

( )
1

( )
nb

n a
k

b a b aa f t dt f a k
n n

λ
=

− − = − + − 
 

∑∫ , unde [0,1]λ∈ , atunci 1( )n nna ≥  

este convergent şi ( )[ ]1lim ( ) ( )
2nn

na b a f b f aλ
→∞

 = − − − 
 

. 

Demonstraţie 

Fie ( )0 1, ,..., [ , ]n n n
n nx x x D a b∆ = ∈ , ( )n

k
kx a b a
n

= + −  şi ( )n
k

b ay a k
n

λ −
= + − , 

1,k n= .  Atunci ( )
11 1

( )
n
k

n
k

n nx n
n kx

k k

b aa f t dt f y
n−= =

−
= − =∑ ∑∫ ( )

11
( ) ( )

n
k

n
k

n x n
kx

k
f t f y dt

−=

−∑∫  

Aplicând Teorema lui Lagrange pe fiecare interval de capete t şi n
ky , rezultă că 

există n
kc  între t şi n

ky  şi deci în ( )1,
n n
k kx x−  cu 

( ) ( ) ( ) ( )
1 11 1

' '
n n
k k

n n
k k

n nx yn n n
n k k k kx x

k k
a t y f c dt t y f c dt

− −= =

= − = − +∑ ∑∫ ∫ ( ) ( )
1

'
n
k

n
k

n x n n
k ky

k
t y f c dt

=

−∑∫ .(1) 
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Cum f’ este integrabilă, rezultă că 'f  este mărginită, deci există 

1 ,
inf '( )

n n
k k

n
k

t x x
m f t

− ∈ 

= ; 
1 ,

sup '( )
n n
k k

n
k

t x x
M f t R

− ∈ 

= ∈ , 0,k n= . 

Pe 1,
n n
k kx y−   , cum 0n

kt y− ≤ , rezultă că: 

( ) ( )( ) ( )'n n n n n n
k k k k k kM t y f c t y m t y− ≤ − ≤ −  (2) 

iar pe ,n n
k ky x   , cum 0n

kt y− ≥ , avem: 

( ) ( )( ) ( )'n n n n n n
k k k k k km t y f c t y M t y− ≤ − ≤ −  (3) 

Din (1), (2) şi (3) rezultă că: 

( ) ( )
11 1

n n
k k

n n
k k

n ny xn n n n
k k k k nx y

k k
t y M dt t y m dt a

−= =

− + − ≤ ≤∑ ∑∫ ∫

( ) ( )
11 1

n n
k k

n n
k k

n ny xn n n n
k k k kx y

k k
t y m dt t y M dt

−= =

− + −∑ ∑∫ ∫  şi efectuând calculele obţinem: 

( ) ( )2 2

1
1 1

1 1
2 2

n
k

n
k

n nx n n n n n n
k k k k k k ny

k k
x y m x y M a−

= =

− − − ≤ ≤∑ ∑∫

( ) ( )2 2

1
1 1

1 1
2 2

n n
n n n n n n
k k k k k k

k k
x y M x y m−

= =

− − −∑ ∑ , şi cum 1
( )(1 )n n

k k
b ay x

n
λ

−
− −

− =  şi 

( )n n
k k

b ax y
n

λ −
− = , 1,k n=  rezultă că: 

2 2

1 1

( ) ( )(1 )
2 2

n n
n n
k k n

k k

b a b a b a b am M na
n n

λ λ
= =

− − − − −   − ≤ ≤   
   

∑ ∑
2 2

1 1

( ) ( )(1 )
2 2

n n
n n
k k

k k

b a b a b a b aM m
n n

λ λ
= =

− − − − −   −   
   

∑ ∑  (4) 

Dar 
1

( ') '( ) ( ) ( )
n bn

n k a
k

b as f m f t dt f b f a
n =

−
= → = −∑ ∫ , când n →∞  

Şi 
1

( ') '( ) ( ) ( )
n bn

n k a
k

b aS f M f t dt f b f a
n =

−
= → = −∑ ∫ , când n →∞  

Trecând la limită în (4) şi ţinând cont de şirurile care majorează şi minorează, 
rezultă că şirul 1( )n nna ≥  este convergent şi 

( ) ( ) ( )1lim
2nn

na b a f b f aλ
→∞

 = − − −     
. 
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Alegând 1
2

λ =  în propoziţia 5.2.4. se obţine lim 0nn
na

→∞
= .  În aceste condiţii se 

pune prolema convergenţei şirului ( )2
n n N

n a
∈

.  Are loc următorul rezultat: 

 5.2.5. Propoziţie [2, pg. 177] 
Fie :[ , ]f a b R→  o funcţie de două ori derivabilă, cu derivata a doua 
integrabilă.  Dacă considerăm şirul 1( )n na ≥  cu termenul general 

1

1( )
2

nb

n a
k

b a b aa f t dt f a k
n n=

−  −  = − + −    
∑∫ , atunci 2

1( )n nn a ≥  este convergent 

şi ( ) ( )2 21lim ( ) ' '
24nn

n a b a f b f a
→∞

= − −    

 5.2.6. Exemple: 

1) 2 2
1

3lim
4 4

n

n k

nn
n k

π
→∞

=

 − = + 
∑  

2) 
( )

2
22

1

4 1lim
4 324 2 1

n

n k

nn
n k

π
→∞

=

 
− = 

 + − 
∑  

Soluţie: Se consideră funcţia :[0,1]f R→ , 2

1( )
1

f x
x

=
+

 şi se aplică 

propoziţiile 5.2.4. şi 5.2.5. 
 

 

 

Bibliografie 
 
[1] Gh. Sireţchi, „Calcul diferenţial şi integral”, vol. I şi II, Ed. Ştiinţifică şi 
Enciclopedică, Bucureşti, 1985 
[2] V. Arsinte: „Probleme elementare de calcul integral”, Ed. Univ. 
Bucureşti, 1995 
[3] C. Mortici: „600 de probleme”, Edi. GIL Zalău, 2001 
[4] A. Magdaş, I. Magdaş: „Calculul limitelor unor şiruri utilizând integrala 
definită”, Didactica Matematicii, vol. 12, pg. 87-92 
[5] V. Pop: „Evaluarea prin şiruri a unor serii”, Argument, Revista de 
matematică a Colegiului Naţional Gh. Şincai, Baia-Mare, 5/2003 



 213

Probleme rezolvate 
1) Să se calculeze limitele următoarelor şiruri: 

a) ( )( ) ( )1 1 2 ... , 2n
nx n n n n n

n
= + + + ≥  

b) ( )
( )11 2 2 3

2

1 3 5 ... 2 1
n n

n n n
nx e e n e

n

− ⋅⋅ ⋅ 
 = + + + −
 
 

 

Soluţie 

a) ( 1)( 2)...( )
n

n n
n n n nx

n
+ + +

= =
1 21 1 ... 1n

n
n n n

    + + +    
    

. 

1

1ln ln 1
n

n
k

kx
n n=

 = + 
 

∑ .  Folosind consecinţa 5.1.2 avem: 

1 11

00 0
lim ln ln(1 ) ln(1 )

1nn

xx x dx x x dx
x→∞

= + = + − =
+∫ ∫

( )( ) 1

0

4ln 2 ln 1 2ln 2 1 lnx x
e

− − + = − =  ⇒ 4lim nn
x

e→∞
=  

b) Considerăm , :[0,1]f g R→ , ( ) , ( ) xf x x g x e= = . 

Alegem 1 20, , ,...,n
n

n n n
 ∆ =  
 

, 0n∆ → ; n
i

ix
n

=  

1

2

n n
n i i
i

x xfα − +
=  

 
, ( )1

n n n
i i ig x xβ −= ⋅ , 1,i n=  

( 1)

2
1

1 2 1 1i in
n

n
i

ix e
n n n

−

=

−
= − =∑ 11

2
1

2 1
2

n n
i i

n nn
x xi i

i

x x e
n n

− ⋅−

=

+
⋅ − =∑

( )1 2
1

12
n

n n n n
i i i i

i
x x

n
α β −

=

− −∑ . 

Folosind Teorema 5.1.3, obţinem: 

( ) 11

0 0
lim 2 2 2x x x

nn
x xe dx xe e

→∞
= = − =∫  

2) Să se arate că ∀ *n N∈ , ecuaţia 1 1 1...
1 2

n
nx nx nx n

+ + + =
+ + +

 are o 

soluţie unică nx x= .  Să se calculeze lim nn
x

→∞
 (L. Panaitopol, Naţ., 1994) 

Soluţie 

Pentru orice *n N∈ , definim :[0, )nf R∞ → , 
1

1( )
n

n
k

f x
kx
n

=

=
+

∑ .  Ecuaţia din 

enunţ se scrie ( )nf x n= .  Pentru n fixat avem 
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( ) 1 1 ... 1 0nf x n n n n− > + + + − = − =  şi lim ( ) 0nn
f x n n

→∞
− = − <  deci 

∃ (0, )nx ∈ ∞  astfel încât (0)nf n=  (proprietatea lui Darboux).  Soluţia nx  este 

unică deoarece nf  este strict descrescătoare.  Vom arăta că 9lim
16nn

x
→∞

= .  

Obţinerea limitei este sugerată de forma ecuaţiei 
1

1 1 1
n

k
n

n kx
n

=

=
+

∑  care conduce 

la ecuaţia în l următoare: 
1

0

1 1dt
l t

=
+∫  cu soluţie unică 9

16
l = . 

Fie 0µ > .  Pentru orice *n N∈  notăm: 
1

1 1
9

16

n

n
k

a
n k

n
µ=

=
+ +

∑  şi 

1

1 1
9

16

n

n
k

b
n k

n
µ=

=
− +

∑  (se ia şi 9
16

µ < ).  Atunci lim 1nn
a s

→∞
= <  şi lim 1nn

b t
→∞

= >  

1

0

1 25 92
16 169

16

s dt
t

µ µ
µ

 
= = + − +  

 + +
∫  şi 

1

0

1 25 92
16 169

16

t dt
t

µ µ
µ

 
= = − − −  

 − +
∫ . 

∃ ( )n Nµ ∈  astfel încât ∀ ( )n n µ≥  să avem 1n na b< < , adică 

( )1 9 1 1 9
16 16n n n nf f x f

n n n
µ µ   + < < −   

   
, deci 9 9

16 16nxµ µ− < < + . 

Cum µ  este arbitrar (de mic), obţinem 9lim
16nn

x
→∞

= . 

3) Fie :[0, )f R∞ →  o funcţie periodică, de perioadă 1, integrabilă pe [0,1] .  
Pentru un şir ( ) 00

, 0n n
x x

≥
= , strict crescător şi nemărginit cu ( )1lim 0n nn

x x+→∞
− = , 

notăm { }( ) max | nr n k x n= ≤ . 

a) Să se arate că: ( )
( ) 1

1 0
1

lim ( ) ( )
r n

k k kn k
x x f x f x dx−→∞

=

− =∑ ∫  

b) Utilizând eventual rezultatul de la punctul a), demonstraţi că: 
1

0
1

1 (ln )lim ( )
ln

n

n k

f k f x dx
n k→∞

=

=∑ ∫  (Etapa finală, 2001) 
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Soluţie 

a) Avem ( ) ( )1
1 1 1

1 1

k

n n

n k k k p
p p x p p

a x x f x s
n n+

= − < ≤ =

 
= − =  

 
∑ ∑ ∑ . 

Cu Cesaro-Stolz avem: lim limn nn n
a s

→∞ →∞
=  

( ) ( )1 1
1 0 ( 1) 1

( ) ( )
k k

n k k k k k k
n x n x n

s x x f x y y f y+ +
− < ≤ < − − ≤

= − = −∑ ∑ , cu ( 1)k ky x n= − − , 

reprezintă suma Riemann asociată funcţiei f şi diviziunii ( 1) ( )( )k r n k r ny − < ≤  a 
intervalului [0,1] , a cărei normă tinde la 0. 

Prin urmare, 
1

0
lim ( )nn

s f x dx
→∞

= ∫  

b) Pentru lnnx n= , rezultă că 
1

0
1

1 1ln (ln ) ( )
ne

n
k

kz f k I f x dx
n k

 
 

=

+
= → =∑ ∫ . 

Avem [ ]lnlim nn
s I

→∞
= , deci 

[ ]

[ ]ln

1

1 1ln (ln )
ln

ne

k

k f k I
n k

 
  

=

+
→∑  ⇒ 

( )
[ ]ln

1

1 1ln ln
ln

ne

k

k f k I
n k

 
  

=

+
→∑  

Apoi 

( ) ( )
[ ]ln

1 1

1 1 1 1ln ln ln ln
ln ln

nen

k k

k kf k f k
n k n k

 
  

= =

+ +
= +∑ ∑ ( )

[ ]ln 1

1 1ln ln
ln n

n

k e

k f k
n k = +  

+∑  

şi arătăm că ( )
[ ]ln 1

1lim ln ln 0
n

n

n
k e

k f k
k→∞

 = +  

+
=∑  

Cu sup ( )M f x= , avem: 

[ ] [ ]
[ ]

ln ln
ln

1 1

1 1ln (ln ) ln ln 0
1n n

n n

n
k e k e

k k nf k M M
k k e   = + = +      

+ +
≤ = →

  + 
∑ ∑  

Deci 

( )
( )

1 1

11 ... ln 11 1 1 1 1 1ln ln ln 0
ln ln ln

n n

k k

nk k nf k M M
n k k n k k n= =

+ + − ++ +   − ≤ − = →   
   

∑ ∑  
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 6. Teoreme de medie. Inegalităţi integrale 
 
 La această temă ne propunem să familiarizăm cititorii cu teoremele de 
medie ale calculului integral, care spre deosebire de cele ale calculului 
diferenţial sunt mai puţin cunoscute. 
 
 6.1. Teoreme de medie ale calculului integral 
 

  6.1.1. Teoremă (Prima formulă de medie). Fie R→],[:, bagf  două 
funcţii integrabile cu ],[)(,0)( baxxg ∈∀≥ . Atunci există ],[ Mm∈λ , unde 

]),([inf: bafm =  şi ]),([sup: bafM =  astfel încât 

∫ ∫λ=
b

a

b

a
dxxgdxxgxf )()()(                          (6.1.1) 

 În particular, dacă 1)( =xg  avem  

∫ −λ=
b

a
abdxxf )()(                               (6.1.1') 

 Demonstraţie. Evident avem Mfm ≤≤  deci Mgfgmg ≤≤  şi deci 

∫ ∫ ∫≤≤
b

a

b

a

b

a
dxxgMdxxgxfdxxgm )()()()(  

 (i) Dacă ∫ =
b

a
dxxg 0)( , atunci ∫ =

b

a
dxxgxf 0)()(  deci putem lua λ orice 

număr din ],[ Mm . 

 (ii) Dacă ∫ >
b

a
dxxg 0)( , atunci ],[

)(

)()(
: Mm

dxxg

dxxgxf
b

a

b

a ∈=λ
∫

∫  şi avem 

(6.1.1). 
  6.1.2. Corolar. Fie R→],[: baf o funcţie continuă şi R→],[: bag  o 
funcţie integrabilă nenegativă. Atunci există ],[ bac∈  astfel încât 

∫ ∫=
b

a

b

a
dxxgcfdxxgxf )()()()(                        (6.1.2) 

 În particular, dacă 1)( =xg  avem 

∫ −=
b

a
cfabdxxf )()()(                            (6.1.2') 

 Demonstraţie. Din teorema 6.1.1 există ],[ Mm∈λ  astfel încât să avem 
(6.1.1). Întrucât f este continuă, există ],[, 10 baxx ∈  astfel încât 

],[)](),([]),([ 10 Mmxfxfbaf == , deci ]),([ baf∈λ  şi deci există ],[ bac∈  
astfel încât λ=)(cf . 
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  6.1.3. Observaţie. Fie R→],[: baf  o funcţie integrabilă. Atunci 

numărul ∫−
=λ

b

a
dxxf

ab
)(1:  se numeşte valoarea medie a lui f pe ],[ ba .  

  6.1.4. Teoremă. (A doua formulă de medie). Fie R→],[:, bagf  
două funcţii integrabile cu g monotonă. Atunci există ],[ bac∈  astfel încât: 

∫ ∫ ∫+=
b

a

c

a

b

c
dxxfbgdxxfagdxxgxf )()()()()()(  

 Demonstraţie. Presupunem 0≥g , g monoton descrescătoare şi fie 

N∈n  şi ),...,,(: 10 bxxxa nn ===∆  cu )( ab
n
kaxk −+= . Notăm 

∫
−

=
−

=α
−

i

i

x

x
ii

i nidxxf
xx 1

,1,)(1:
1

                     (6.1.3) 

 Din prima formulă de medie avem )()( fMfm iii ≤α≤  şi deci conform 
teoremei 5.1.3. 

∫ ∑
=

−−∞→
−α=

b

a

n

i
iiiin

xxxgdxxgxf
1

11 ))((lim)()(  

 Fie ∫=
x

a
dttfxF )()( , ],[ bax∈ . Atunci avem: 

∫ ∫ ∫
−

−

−− −=−==−α i

i

i ix

x

x

a

x

a iiiii xFxFdttfdttfdttfxx
1

1 )()()()()()( 11  

∑ ∑
= =

−−−− =−=−α=
n

i

n

i
iiiiiiin xFxFxgxxxgL

1 1
1111 ))()()(())((  

∑ ∑ ∑ ∑
= = =

−

=
−−−− =−=−=

n

i

n

i

n

i

n

i
iiiiiiii xFxgxFxgxFxgxFxg

1 1 1

1

1
1111 )()()()()()()()(  

∑
−

=
−− −+=

1

1
11 )())()(()()(

n

i
iiinn xFxgxgxFxg  

 Notând ]),([sup: baFM = , ]),([inf: baFm =  şi ţinând seama că 
0)( 1 ≥−nxg  şi nixgxg ii ,1)(,0)()( 1 =∀≥−−  rezultă 

)())()(()(
1

1
11 aMgMxgxgMxgL i

n

i
inn =−+≤ ∑

−

=
−−  

şi analog )(amgLn ≥ , deci 

ML
ag

m n ≤≤
)(

1                                   (6.1.4) 

 Cum ∫=∞→

b

ann
dxxgxfL )()(lim  din (6.1.4) rezultă că 
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∫ ≤≤
b

a
Mdxxgxf

ag
m )()(

)(
1 . 

 Funcţia F fiind continuă, avem ],[]),([ MmbaF = , deci există ],[ bac∈  

astfel încât ∫=
b

a
dxxgxf

ag
cF )()(

)(
1)(  şi deci 

∫ ∫=
b

a

c

a
dxxfagdxxgxf )()()()( . 

 Revenind la cazul general, presupunem g monoton descrescătoare 
arbitrară şi fie )(bggh −= . Atunci 0≥h  şi h monoton descrescătoare, deci din 
raţionamentul făcut rezultă că există ],[ bac∈  astfel încât 

∫ ∫=
b

a

c

a
dxxfahdxxhxf )()()()(  

şi deci 

∫ ∫−=−
b

a

c

a
dxxfbgagdxbgxfxgxf )())()(())()()()((  

de unde 

∫ ∫ ∫+=
b

a

c

a

b

c
dxxfbgdxxfagdxxgxf )()()()()()( . 

  6.1.5. Corolar. Fie R→],[:, bagf  două funcţii integrabile astfel încât 
g este monoton descrescătoare şi nenegativă. Atunci există ],[ bac∈  astfel încât 

∫ ∫=
b

a

c

a
dxxfagdxxgxf )()()()(                          (6.1.5) 

  6.1.6. Observaţii. A doua formulă de medie se mai numeşte teorema 
Bonnet-Weierstrass. 
  6.1.7. Problemă rezolvată. Fie R→]1,0[:0f  o funcţie continuă şi 1+nf  
primitiva lui nf  pe intervalul [0,1], care se anulează în origine, N∈n . Dacă 

!1983
1)1(1982 =f , să se demonstreze că există ]1,0[0 ∈x  astfel încât 000 )( xxf = . 

(T. Andreescu, et. finală 1983) 
 Soluţie. Din enunţ avem că 

∫ ∈=+

x

nn xdttfxf
01 ]1,0[,)()(  

Din 
!1983

1)1(1982 =f  rezultă ∫ ∫=
1

0

1

0

1982

1981 !1982
)( dttdttf  sau 

0
!1982

)(
1

0

1982

1981 =







−∫ dtttf . Conform primei formule de medie există ]1,0[1981 ∈x  
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astfel ca 0
!1982

)()(
1982

1981
19811981 =−

xxf . De aici rezultă că 0
!1981

)(
0

1981

1980 =







−∫ dtttf

x
 

şi aplicând încă o dată formula de medie obţinem că există ],0[ 19811980 xx ∈  

astfel ca 0
!1981

)()(
1981

1980
19801980 =−

xxf . Se repetă raţionamentul şi se deduce că 

există ],0[ 10 xx ∈  astfel ca 
!1

)( 0
00

xxf = . 

  6.1.8. Problemă rezolvată. Fie R→],[: baf  o funcţie integrabilă. Să 
se arate că: 
 1) pentru fiecare )1,0(∈α  există cel puţin un element ),( bac∈  astfel ca 

∫ ∫=α
b

a

c

a
dxxfdxxf )()(  

 2) dacă f este continuă pe ),( ba  şi ∫ ≠
b

a
dxxf 0)(  atunci pentru fiecare 

*N∈n  există n puncte distincte nxxx ,...,, 21  din intervalul ),( ba  astfel ca: 

∫ +++
−

=
b

a
nxfxfxf

abndxxf
)(/1...)(/1)(/1

)()(
21

 

(T. Precupanu, et. finală, 1989) 
 Soluţie. 1) Fie R→],[: baF , ∫ ∫α−=

t

a

b

a
dxxfdxxftF )()()( . Deoarece f 

este integrabilă, rezultă că F este continuă pe [a,b]. Cum ∫α−=
b

a
dxxfaF )()( , 

∫α−=
b

a
dxxfbF )()1()(  se deduce că 

2

)()1()()( 



−αα= ∫

b

a
dxxfbFaF . 

 Se disting două cazuri: 
 a) Dacă ∫ ≠

b

a
dxxf 0)(  atunci din )1,0(∈α  rezultă 0)()( <bFaF . 

Funcţia F fiind continuă există ),( bac∈  astfel încât 0)( =cF  sau 

∫ ∫=α
b

a

c

a
dxxfdxxf )()( . 

 b) Dacă ∫ =
b

a
dxxf 0)( , atunci luând ],( babc ∈=  se obţine 

∫ ∫=α
b

a

c

a
dxxfdxxf )()( . 

 2) Pentru fiecare 1,...,2,1 −= nk , numerele )1,0(/ ∈=α nkk  şi conform 
cu 1), există ],( back ∈  astfel încât 
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∫ ∫=
b

a

c

a

k dxxfdxxfnk )()()/(                                  (*) 

 Se obţine astfel un şir 11)( −≤≤ nkkc  de numere reale distincte din intervalul 

),( ba  pentru că ∫ ≠
b

a
dxxf 0)( . 

 Numerele 121 ,...,, −nccc  sunt distincte deoarece dacă pentru un 
1,...,2,1 −= nk  s-ar obţine 1+= kk cc , atunci din (*) rezultă  

∫ ∫
+

=
b

a

b

a
dxxf

n
kdxxf

n
k )(1)(    sau   ∫ =

b

a
dxxf 0)( , 

contrar cu ipoteza. 
 Să presupunem că 1+< kk cc  pentru orice 2,...,2,1 −= nk . Atunci 

∫ ∫ ∫ ∫
+ + =−=1 1 )(1)()()(k

k

k

k

kc

c

c

c

c

a

b

a
dxxf

n
dxxfdxxfdxxf             (**) 

 Notând ac =0 , bcn =  conform teoremei de medie pentru orice 
1,...,1,0 −= nk , există ),( 11 ++ ∈ kkk ccx  astfel ca 

∫
+

++ −=1 )()()( 11
k

k

c

c kkk xfccdxxf  

şi ţinând seama de (**) rezultă  

∫=− ++

b

akkk dxxf
n

xfcc )(1)()( 11 , 

de unde 

∫
+

+ =−
b

a
k

kk dxxf
xnf

cc )(
)(

1

1
1                           (***) 

deoarece 0)( ≠kxf , având ∫ ≠
b

a
dxxf 0)( . 

 Adunând relaţiile (***) pentru 1,...,1,0 −= nk  se deduce 

∑ ∫
−

= +

=−
1

0 1

)(
)(

1n

k

b

a
k

dxxf
xnf

ab  

iar de aici se obţine imediat relaţia dorită. 
  6.1.9. Problemă rezolvată. Fie ),0[: ∞→Rf  o funcţie continuă şi 
periodică de perioadă 1. Să se arate că: 
 a) ∫ ∫

+
=

1 1

0
)()(

a

a
dxxfdxxf , pentru orice R∈a  

 b) ∫ ∫ 




=

∞→

1

0

21

0
)()()(lim dxxfdxnxfxf

n
 

(C. Mortici, Et. judeţeană, 2002) 
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 Soluţie. a) ∫ ∫ ∫
+ +

=+=
1 0 1

0
)()()(

a

a a

a
dxxfdxxfdxxf  

∫ ∫ ∫∫ ∫ +

+

+

+
=+=+−=

1

1

1

0

1

0

1

1

1

0
)()()()()1(

a

a

a

a
dxxfdxxfdxxfdxxfdttf . 

 b) Fie ∫ ∑∫
=

−
==

1

0
1

1
)()()()(

n

k
n

n
k

n
k

dxnxfxfdxnxfxfI . Cum 0)( ≥xf , R∈x , 

aplicând teorema de medie pentru fiecare integrală din sumă, obţinem existenţa 

unui 



 −

∈
n
k

n
kck ,1 , astfel încât 

∫∫ −−
== n

k

n
k

n
k

n
k

dxnxfcfdxnxfxf k 11
)()()()(  

∫∫ −
==

1

01
)()(1)()(1 dxxfcf

n
dxxfcf

n k

k

kk . 

 Atunci ∫∑ 







=

=

1

0
1

)()(1 dxxfcf
n

I
n

k
kn  şi cum ∑

=

n

k
kcf

n 1
)(1  este suma 

Riemann a lui f asociată diviziunii 





 −

=∆ 1,1,...,1,0
n

n
nn  cu punctele 

intermediare nkkc ,1)(
=

 rezultă că 
21

0
)(lim 





= ∫∞→

dxxfInn
. 

 
 
 6.2. Inegalităţi integrale remarcabile 
 
  6.2.1. Propoziţie (Inegalitatea lui Cebâşev). Fie R→],[:, bagf  
două funcţii monotone şi de sens contrar. Atunci 

∫ ∫ ∫⋅−
≤

b

a

b

a

b

a
dxxgdxxf

ab
dxxgxf )()(1)()(                 (6.2.1) 

 Demonstraţie. Înlocuind eventual f şi g cu f−  şi g−  respectiv, putem 
presupune f monoton crescătoare şi g monoton descrescătoare. Punem 

∫−
=α

b

a
dxxf

ab
)(1: . Avem )()( bfaf ≤α≤  conform primei teoreme de medie. 

 Fie })(];,[{sup α≤∈= xfbaxc . Atunci ],[)( cax∈∀  avem )(xf≥α  şi 
)()( cgxg ≥ , deci 

)())(()())(( cgxfxgxf −α≥−α                       ( 6.2.2) 
 Analog ],[)( bcx∈∀  avem )(xf≤α  şi )()( cgxg ≤ , deci are loc şi în 
acest caz inegalitatea (6.2.2). 
 Aşadar 



 222

∫ ∫ ∫ ≥−α+−α=−α
b

a

c

a

b

c
dxxgxfdxxgxfdxxgxf )())(()())(()())((  

∫ ∫ ∫ =



 −−α=−α+−α≥

c

a

b

c

b

a
dxxfbacgdxcgxfdxcgxf 0)()()()())(()())(( . 

 De aici ∫ ≥−α
b

a
dxxgxf 0)())((  care conduce la inegalitatea (6.2.1). 

 Observaţii. (i) Egalitatea în relaţia (6.2.1) se obţine atunci când una din 
funcţiile f sau g este constantă, cu excepţia, eventual, a unei mulţimi numărabile 
de puncte. 
 (ii) Inegalitatea lui Cebâşev poate fi dată mai general astfel: 











≥










 ∫∫∫∫

b

a

b

a

b

a

b

a
dxxgxpdxxfxpdxxgxfdxxp )()()()()()()( ,      (6.2.3) 

unde R∈],[:, bagf  sunt două funcţii de aceeaşi monotonie, iar 
),0(],[: ∞→bap  este o funcţie integrabilă. 

  6.2.3. Propoziţie (Inegalitatea lui Young). Fie ),0[),0[: ∞→∞f  o 
funcţie continuă, strict crescătoare astfel încât 0)0( =f . Atunci 0)( ≥∀ a  şi 

fb Im∈  avem inegalitatea: 

∫ ∫ −+≤
a b

dyyfdxxfab
0 0

1 )()(                          (6.2.4) 

 Demonstraţie. Vom da o justificare geometrică a inegalităţii din enunţ. 
Fie fG  graficul funcţiei f şi 1S  (respectiv 2S ) regiunile din plan cuprinse între 

fG , axa Ox şi dreapta ax =  (respectiv fG , axa Oy şi dreapta by = ) (fig. 6.1). 

Fig. 6.1 

S1

b

a

S2

y=f(x)
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 Evident avem: 21 ariaSariaSab +≤  şi cum ∫=
a

dyxfariaS
01 )(  şi 

∫ −=
b

dyyfariaS
0

1
2 )( , inegalitatea (6.2.4) este adevărată. Egalitatea se obţine 

pentru )(afb = . 

  6.2.4. Corolar. Fie R∈ba,  şi 0, >qp  astfel încât 111
=+

qp
. Atunci 

avem: 

q
b

p
aab

qp |||||| +≤                                   (6.2.5) 

 Egalitatea are loc dacă şi numai dacă qp ba |||| = . 
 Demonstraţie. În inegalitatea (6.2.4) înlocuim ||: aa = , ||: bb = , 

),0[),0[: ∞→∞f , 1)( −= pxxf  şi se obţine inegalitatea (6.2.5). Egalitatea are 
loc dacă şi numai dacă |||)(| baf =  ceea ce este echivalent cu qp ba |||| = . 
  6.2.5. Propoziţie (Inegalitatea lui Hölder). Fie R→],[:, bagf  două 

funcţii integrabile şi 0, >qp  cu 111
=+

qp
. Atunci avem inegalitatea: 

∫ ∫∫ 




⋅





≤

b

a

qb

a

q
pb

a

p dxxgdxxfdxxgxf
/1/1

|)(||)(||)()(|          (6.2.6) 

 Demonstraţie. Dacă ∫ =
b

a

p dxxf 0|)(|  sau ∫ =
b

a

p dxxg 0|)(|  atunci || f  

sau || g  este nulă aproape peste tot şi deci ∫ =
b

a
dxxgxf 0|)()(| , prin urmare 

inegalitatea (6.2.6) devine egalitate. 
 Presupunem ∫ >

b

a

p dxxf 0|)(|  şi ∫ >
b

a

q dxxg 0|)(|  şi fie  

pb

a

p dxxf

xf
/1

|)(|

|)(|:







=α

∫
   şi   qb

a

q dxxg

xg
/1

|)(|

|)(|:







=β

∫
. 

 Utilizând inegalitatea (6.2.5) obţinem: 

qp

qp β
+

α
≤αβ , 

de unde prin înlocuire şi apoi prin integrare se obţine (6.2.6). 
  6.2.6. Corolar (Inegalitatea lui Cauchy-Buniakowski-Schwarz). 
Fie +→ R],[:, bagf  două funcţii integrabile. Atunci avem: 











≤





 ∫∫∫

b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf )()()()( 22

2

              (6.2.7) 
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 Demonstraţie. În (6.2.6) luăm 2== qp .  
  6.2.7. Observaţie. În inegalitatea lui Cauchy-Buniakowski-Schwarz 
avem egalitate doar dacă f sau g sunt nule aproape peste tot sau există R∈k  
astfel încât kgf = . 
 Deci dacă 

2
22 )()()()( 





=










 ∫∫∫

b

a

b

a

b

a
dxxgxfdxxgdxxf  

atunci f sau g sunt nule aproape peste tot sau există R∈k astfel încât kgf = . 
 Într-adevăr, presupunând contrariul, ar rezulta că pentru orice R∈λ , 

gf λ+  nu este nulă aproape peste tot, deci 

R∈λ∀>λ+∫ )(,0))()(( 2 dxxgxf
b

a
 

 De aici deducem că 

∫ ∫ ∫ ∈λ∀>+λ+λ
b

a

b

a

b

a
dxxfdxxgxfdxxg R)(,0)()()(2)( 222  

 Ca urmare trinomul de gradul doi în λ trebuie să ia valori pozitive pe R, 
deci ∆<0, ceea ce implică 
 











<





 ∫∫∫

b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf )()()()( 22

2

 

contradicţie cu ipoteza. 
 6.2.8. Corolar. Fie R→],[: baf  o funcţie integrabilă şi 0, >qp  cu 

111
=+

qp
. Atunci avem: 

∫ ∫ 




−≤

b

a

pb

a

pq dxxfabdxxf
/1

/1 |)(|)(|)(|  

 Demonstraţie. În (6.2.6) luăm 1)( =xg . 
  6.2.9. Notă istorică. Inegalitatea (6.2.7) a fost stabilită pentru prima 
dată în 1859 de către V. I. Buniakowski. H. Schwarz o utilizează în lucrările 
sale din 1884. Numele lui A. Cauchy apare datorită faptului că forma algebrică 
a inegalităţii se găseşte pentru prima dată în lucrările acestuia, iar între cele 
două inegalităţi distanţa nu este prea mare. 
  6.2.10. Propoziţie (Inegalitatea lui Minkowski).  

Fie R→],[:, bagf  două funcţii integrabile şi 1≥p . Atunci avem 
inegalitatea: 

pb

a

p
pb

a

p
pb

a

p dxxgdxxfdxxgxf
/1/1/1

|)(||)(||)()(| 




+





≤





 + ∫∫∫    (6.2.8) 
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 Demonstraţie. Dacă 1=p  sau ∫ =+
b

a

p dxxgxf 0|)()(|  inegalitatea 

(6.2.8) este evidentă. Presupunem deci 1>p  şi ∫ >+
b

a

p dxxgxf 0|)()(| . 

Evident avem: 
11 |)()(||)(||)()(||)(||)()(| −− +⋅++⋅≤+ ppp xgxfxgxgxfxfxgxf  

 Din inegalitatea lui Holder (Propoziţia 6.2.5) rezultă: 

∫ ∫ ++⋅≤+ −b

a

b

a

pp dxxgxfxfdxxgxf 1|)()(||)(||)()(|  

∫ ≤+⋅+ −b

a

p dxxgxfxg 1|)()(||)(|  

+




 +





≤ ∫∫ −

qb

a

qp
pb

a

p dxxgxfdxxf
/1

)1(
/1

|)()(||)(|  

=




 +





+ ∫∫ −

qb

a

qp
pb

a

p dxxgxfdxxg
/1

)1(
/1

|)()(||)(|  

qb

a

p
pb

a

p
pb

a

p dxxgxfdxxgdxxf
/1/1/1

|)()(||)(||)(| 




 +












+





= ∫∫∫ , 

unde pqp =− )1( . Prin împărţire cu 
qb

a

p dxxgxf
/1

|)()(| 




 +∫  obţinem 

inegalitatea (6.2.8). 
  6.2.11. Corolar. Fie +∈R],[:, bagf  două funcţii integrabile. Atunci 
avem: 

2/1
2

2/1
2

2/1
2 )()())()(( 





+





≤





 + ∫∫∫

b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf        (6.2.9) 

 Demonstraţie. În inegalitatea (6.2.8) luăm 2=p . 
  6.2.12. Propoziţie (Inegalitatea lui Jensen). Fie ],[],[: βα→baf  o 
funcţie integrabilă şi R→βαϕ ],[:  o funcţie convexă continuă. Atunci: 

∫∫ ϕ
−

≤







−
ϕ

b

a

b

a
dxxf

ab
dxxf

ab
))((1)(1

o .               (6.2.10) 

 Demonstraţie. Funcţia f fiind integrabilă şi ϕ continuă, rezultă că foϕ  
este integrabilă. Atunci conform consecinţei 5.1.2 avem: 

∫∑ −
→






 −+

=

b

a

n

k
dxxf

ab
ab

n
kaf

n
)(1)(1

1
             (6.2.11) 

∫∑ ϕ
−

→





 −+ϕ

=

b

a

n

k
dxxf

ab
ab

n
kaf

n
))((1)()(1

1
oo        (6.2.12) 

 Pe de altă parte ϕ fiind convexă, avem: 
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1)(,)()(1)(1
11

≥∀





 −+ϕ≤














 −+ϕ ∑∑

==

nab
n
kaf

n
ab

n
kaf

n

n

k

n

k
o  

de unde, trecând la limită şi ţinând cont de (6.2.11) şi (6.2.12) se obţine 
inegalitatea dorită. 
  6.2.13. Corolar. Fie R⊆JI ,  două intervale, JIf →:  o funcţie local 
integrabilă, în particular f continuă şi R→ϕ J:  o funcţie convexă continuă. 
Atunci Iba ∈∀ ,)( , ba < , avem 

∫∫ ϕ
−

≤







−
ϕ

b

a

b

a
dxxf

ab
dxxf

ab
))((1)(1

o . 

 
  6.2.14. Corolar. Fie R⊆JI ,  două intervale, JIf →:  o funcţie local 
integrabilă, în particular f continuă şi R→ϕ J:  o funcţie de două ori derivabilă 
cu 0'' ≥ϕ  (respectiv 0'' ≤ϕ ). Atunci Iba ∈∀ ,)( , ba <  avem: 

∫∫ ϕ
−

≥≤







−
ϕ

b

a

b

a
dxxf

ab
dxxf

ab
))((1)respectiv()(1

o  

 Demonstraţie. Dacă 0'' ≥ϕ  (respectiv 0'' ≤ϕ ) atunci ϕ este convexă 
(respectiv ϕ este concavă). Aplicăm mai departe Corolarul 6.2.13. 
  6.2.15. Corolar. Fie R⊆I  un interval şi R→If :  o funcţie local 
integrabilă strict pozitivă. Atunci Iba ∈∀ ,)( , ba <  avem 

∫ ∫ 







−
≤

−

b

a

b

a
dxxf

ab
dxxf

ab
)(1ln)(ln1                (6.2.13) 

şi 

∫ ∫
−






−≥

b

a

b

a
dxxfabdx

xf

1
2 )()(

)(
1                   (6.2.14) 

 Demonstraţie. Aplicăm Corolarul 6.2.14 pentru f şi funcţia concavă 

(respectiv convexă) xx ln)( =ϕ , 0>x  (respectiv 
x

x 1)( =ϕ , 0>x ). 

  6.2.16. Corolar. Fie R⊆I  un interval şi R→If :  o funcţie local 
integrabilă nenegativă. Atunci Iba ∈∀ ,)( , ba <  şi +∞<< p1  (respectiv 

10 << p ) avem: 

∫∫ −
≥≤








−

b

a

p
p

b

a
dxxf

ab
dxxf

ab
)(1)respectiv()(1         (6.2.15) 

 Demonstraţie. Aplicăm Corolarul 6.2.14 pentru f şi funcţia concavă 
(respectiv convexă) pxx =ϕ )( , 0>x , unde ∞<< p1  (respectiv 10 << p ). 
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  6.2.17. Problemă rezolvată. Să se arate că pentru orice funcţie 
continuă R→− ]1,1[:f  are loc inegalitatea: 

∫ ∫∫− −−





+





≥

1

1

21

1

21

1

2 )(
2
3)(

2
1)( dxxxfdxxfdxxf . 

 Precizaţi funcţiile f pentru care inegalitatea de mai sus devine egalitate. 
(Dorian Popa, et. finală, 1997) 

 Soluţie. Dacă f este pară, atunci ∫− =
1

1
0)( dxxxf  şi inegalitatea din enunţ 

devine  

∫ ∫ 




≥

1

0

21

0

2 )()( dxxfdxxf                                  (1) 

iar dacă f este impară, ea devine 

∫ ∫ 




≥

1

0

21

0

2 )(3)( dxxxfdxxf                                  (2) 

 Inegalităţile (1) şi (2) se deduc imediat din inegalitatea Cauchy-
Buniakowski-Schwarz (6.2.7) considerând 1)( =xg  pentru inegalitatea (1) şi 

xxg =)(  pentru inegalitatea (2). 
 Fie R→− ]1,1[:f  o funcţie continuă şi R→− ]1,1[:, 21 ff , 

2
)()()(1

xfxfxf −+
= ,     

2
)()()(2

xfxfxf −−
=  

 Evident 1f  este pară, 2f  este impară şi 21 fff += . Cum funcţia 21 ff  
este impară, atunci: 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫− − −





 +=+=

1

1

1

1

1

1

1

0

1

0

2
2

2
1

2
2

2
1

2 )()(2)()()( dxxfdxxfdxxfdxxfdxxf     (3) 

şi 

=




+





=





+





 ∫∫∫∫ −−−−

21

1 2

21

1 1

21

1

21

1
)(

2
3)(

2
1)(

2
3)(

2
1 dxxxfdxxfdxxxfdxxf  














+





= ∫∫

21

0 2

21

0 1 )(3)(2 dxxxfdxxf                            (4) 

 Din (3) şi (4) inegalitatea din enunţ devine: 

∫ ∫∫∫ 




+





≥+

1

0

21

0 2

21

0 1
2

2

1

0

2
1 )(3)()()( dxxxfdxxfdxxfdxxf , 

evident adevărată din (1) şi (2). 
 Egalitatea are loc dacă şi numai dacă gf λ= , R∈λ  de unde obţinem 

axf =)(1 , bxxf =)(2  cu R∈ba, , deci bxaxf +=)( , ]1,1[−∈x . 
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  6.2.18. Problemă rezolvată. Fie ),0(:, ∞→Rgf  două funcţii 
continue şi crescătoare. Atunci există ],[, 21 bacc ∈ , ba < , R∈ba,  astfel încât 

)(2

)()(
)()(

22

21 ab

dxxgdxxf
cgcf

b

a

b

a

−

+
≤ ∫ ∫  

(M. Ganga) 
 Soluţie. Deoarece f şi g au aceeaşi monotonie, atunci conform 
inegalităţii lui Cebâşev avem: 

∫∫∫ −≤









 b

a

b

a

b

a
dxxgxfabdxxgdxxf )()()()()(                (1) 

iar de aici prin inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz 

∫ ∫ ∫∫∫ 




 +≤










≤

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgdxxfdxxgxf )()()()()()( 2222    (2) 

 Prima formulă de medie ne asigură că există ],[, 21 bacc ∈  astfel ca: 

∫ −=
b

a
abcfdxxf ))(()( 1    şi   ∫ −=

b

a
abcfdxxg ))(()( 2              (3) 

 Din (1), (2) şi (3) obţinem inegalitatea dorită. 
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 7. Aplicaţii ale calculului integral 
 
 7.1. Calculul ariilor 
 
 În acest paragraf vom reaminti formula de calcul a ariei subgraficului 
unei funcţii continue şi pozitive pe care o vom folosi apoi la calculul de arii 
cuprinse între două curbe. O aplicaţie extrem de interesantă o constituie 
formula lui Stirling pe care o vom prezenta la finalul acestui paragraf. 
  7.1.1. Teoremă. [1] Fie R→],[: baf  o funcţie continuă şi pozitivă. 

Atunci )}(0,|),{( 2 xfybxayx
def

f ≤≤≤≤∈=Γ R  numit subgraficul lui f are arie 
şi 

∫=Γ
b

af dxxfaria )()(                                 (7.1.1) 

  7.1.2. Consecinţă. Fie R→],[:, bagf  două funcţii continue astfel 
încât ],[)(),()( baxxgxf ∈∀≤ . Atunci mulţimea 

)}()(,|),{( 2
, xgyxfbxayx

def

gf ≤≤≤≤∈=Γ R    (fig. 7.1) 
are arie şi 

∫ −=Γ
b

agf dxxfxgaria )()(()( ,                           (7.1.2) 

Fig. 7.1 
 

  7.1.3. Observaţii. (i) În general, dacă R→],[:, bagf  sunt funcţii 
continue, iar gf ,Γ  este mulţimea cuprinsă între graficele celor două funcţii, 
atunci gf ,Γ  are arie şi 

∫ −=Γ
b

agf dxxgxfaria |)()(|)( ,                          (7.1.3) 

Oa bGr f

Gr g

Γf,g

y

x
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 (ii) Dacă suprafaţa plană este mărginită de curbe în care x apare ca 
funcţie de y, formula (7.1.2) se păstrează cu singura diferenţă că vom integra în 
raport cu y, în loc de x (fig. 7.2). 

Fig. 7.2 
 
 Deci 

∫ −=Γ
d

cgf dyyfygaria ))()(()( ,                            (7.1.4) 

  7.1.4. Exerciţii rezolvate 
 a) Să se calculeze aria cuprinsă între graficele funcţiilor RR →:, gf , 

xxxf −= 3)(  şi 22)( 2 −= xxg . 
 b) Să se determine aria mulţimii cuprinsă între parabola de ecuaţie 

xy =2  şi dreapta de ecuaţie 01=−− yx . 

 c) Fie R→∞),0(:f , 
x
xxf )()( = , unde (x) este distanţa de la x la cel 

mai apropiat întreg. Să se calculeze aria subgraficului cuprins între n şi n+1, 
*N∈n . 

 Soluţie. a) }2,1,1{0)2)(1)(1()()( −∈⇔=−−+⇔= xxxxxgxf . 

De aici ∫− −=Γ
2

1, |)()(|)( dxxgxfaria gf . 

Întrucât ),2[]1,1[)()( ∞∪−∈⇔≥ xxgxf  rezultă că: 

∫ ∫−
=−+−=Γ

1

1

2

1, ))()(()()(()( dxxfxgdxxgxfaria gf  

O

Γf,g

y
x=g(y)x=f(y)

c

x
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∫ ∫−
=−++−++−−=

1

1

2

1

2323

12
37)22()22( dxxxxdxxxx  

 b) Pentru a determina punctele în care parabola intersectează dreapta, se 

rezolvă sistemul 




=−−
=

01

2

yx
xy

 şi se obţin soluţiile 2/)53(1 −=x , 

2/)51(1 −=y  şi 2/)53(2 +=x , 2/)51(2 +=y  (fig. 7.3). 

Fig. 7.3 
 
 Pentru a calcula mai uşor aria haşurată, vom exprima pe x ca funcţie de 
y şi se obţin două funcţii RR →:, gf , 2)( yyf =  şi 1)( += yyg . Avem  

∫ =−=Γ 2

1 6
55))()(()( ,

y

ygf dyyfygaria  

 Observaţie. Aria se poate calcula şi în raport cu x astfel: 

∫ ∫ =+−+= 1 2

10 6
55)1(2

x x

x
dxxxdxxA  

 c) 














 ++∈

−+






 +∈

−

=
1,

2
1,1

2
1,,

)(
nnx

x
xn

nnx
x

nx

xf  

Avem aşadar 

∫ ∫
+

+

++

++







 +

+
=

−+
+

−
=Γ= 2

1

2
1 12

11

]1,/[

2
1

)1(ln1)(
n

n n

nnn

nnnfn

n

nndx
x

xndx
x

nxariaS  

x1

y1

y2

x2

y2=x

x-y-1=0
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  7.1.4. Formula lui Stirling 

 Să se arate că 12
!

lim =π
∞→

n
en

n
n

n

n
. 

 Soluţie. Fie 1,
2

!
≥

π
= n

nn
ena

n

n

n . Evident avem: 

111ln
2
1ln111

11

2
1

−





 +






 +=⇔






 +=

+

+

+ n
n

a
a

nea
a

n

n
n

n

n . 

Funcţia 0,1)( >= x
x

xf  fiind convexă ( 0)(,0)('' >∀> xxf ) rezultă (fig. 7.4) 

Fig. 7.4 
 
deci întrucât 

;
)12(

4,1);0,1();0,( 2 







+

++
n

nnCnBnA  

















+
+








+
+

n
nD

n
nC

n
nnD 1,';

1
1,1';

)12(
44, 2  

avem: 









+
+<−+<

+ 1
11

2
1ln)1ln(

2
1

1
nn

nn
n

                   (7.1.4) 

 Înmulţind (7.1.4) cu 
2
1

+n  şi scăzând 1, obţinem: 









+
−=−






 +







+
+<−






 +






 +<

1
11

4
11

2
1

1
11

2
1111ln

2
10

nn
n

nnn
n , 

D'

C'

C

D

A B

O

y

xn n + 1
2

n+1
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deci 









+
−<<

+ 1
11

4
1ln0

1 nna
a

n

n , 

de unde 

++







+
−

+
+







+
−<








⋅⋅⋅<

+

−+

+

+

+

...
2

1
1

1
4
1

1
11

4
1...ln0 1

2

1

1 nnnna
a

a
a

a
a

kn

kn

n

n

n

n  









+
−

−+
+

knkn
1

1
1

4
1  

de unde rezultă imediat: 
( ) 1,)(,1

11
4
1

≥∀<< +−

+

kne
a
a

knn

kn

n                         (7.1.5) 

 Din (7.1.5) rezultă că şirul 1)( ≥nna  este strict descrescător, şi întrucât 
este minorat de zero, este convergent. Fie 0lim ≥=

∞→
aann

. Fixăm în (7.1.5) 1≥n  

şi trecem la limită după k, ∞→k , obţinem: 

1)(,1 4
1

≥∀<≤≤ nee
a
a

nn                              (7.1.6) 

 Din (7.1.5) rezultă că 0>a . Atunci avem: 

=
π

⋅
π

==
−

−∞→∞→ )!2(
4)2(

)2(
)!(limlim

22

2

2

2

2

n
nen

nen
n

a
aa

nn

nnn
n

n

n
 

=
π

⋅=
π
π

⋅⋅⋅=
∞→−

−

∞→ nn
n

n
n

e
e

n
n

n
n n

nn

n

n

n

n

22

2

2

2

22 2
)!2(

)!(lim
2
4)2(

)!2(
)!(lim  

14lim
2

=
π

=
∞→ nC n

n

n

n
 

(am ţinut seama de formula lui Wallis R4.2.1). 
 
 7.2. Calculul volumelor 
 
 În acest paragraf vom reaminti formula de calcul a volumelor corpurilor 
de rotaţie şi vom da o formulă de calcul a volumului cu ajutorul secţiunilor 
transversale. 
  7.2.1. Teoremă. [1] Fie R→],[: baf  o funcţie continuă şi pozitivă. 

Atunci corpul ]},[),(|),,{( 223 baxxfzyzyxC f ∈≤+∈= R  obţinut prin 
rotirea graficului funcţiei f în jurul axei Ox are volum şi: 

∫π=
b

af dxxfCvol )()( 2                              (7.2.1) 
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  7.2.2. Corolar. Fie R→],[:, bagf  două funcţii continue şi pozitive, 
],[)(),()( baxxgxf ∈∀≤ . Atunci corpul obţinut prin rotirea suprafeţei plane 

limitate de curbele )(xfy = , )(xgy =  şi dreptele ax =  şi bx =  în jurul axei 
Ox  are volum şi 

∫ −π=
b

agf dxxfxgCvol ))()(()( 22
, .                     (7.2.2) 

  7.2.3. Observaţie. Pentru a calcula volumul corpului generat de 
suprafaţa plană limitată de curbele )(yfx = , )(ygx =  ( ),()(0 ygyf ≤≤  

],[)( dcy∈∀ ) şi dreptele cy =  şi dy =  în jurul axei Oy vom folosi formula 
(7.2.2) cu singura diferenţă că vom integra în raport cu y în loc de x. Deci 

∫ −π=
d

cgf dyyfygCvol ))()(()( 22
,                      (7.2.3) 

  7.2.4. Exemplu. Se consideră regiunea determinată de parabola 
pxy 22 =  şi dreptele 0=x  şi ax = . Să se determine volumul corpului obţinut 

prin rotirea acestei regiuni plane în jurul axelor Ox şi Oy. 
 Soluţie. (fig. 7.5) padxpxCvol

a

Ox
2

0
2)( π=π= ∫  

5
2

2
)(

22
2

0

2 paa
dy

p
yCvol

pa

Oy
π

=







π= ∫  

Fig. 7.5 
 
 Pentru a putea aplica formula (7.2.3) este necesar să exprimăm pe x ca 
funcţii de y. De multe ori acest lucru este dificil de făcut. Formula următoare dă 
posibilitatea calculării volumului unui corp obţinut prin rotirea în jurul unei 
axe, integrând de-a lungul unui interval al celeilalte axe. 
  7.2.5. Teoremă. [2] Fie +→ R],[: baf  continuă; 0, ≥ba . Atunci 
volumul corpului obţinut prin rotirea suprafeţei plane limitate de graficul 
funcţiei f, dreptele ax =  şi bx =  în jurul axei Oy are volum şi 

O-a a

y2=2px2pa
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∫ π=
b

aOyf dxxxfCvol )(2)( ,                              (7.2.4) 

 Demonstraţie. Fie )...( 10 bxxxa n
p

nn
n n

=<<<==∆ , N∈n  un şir de 

diviziuni ale intervalului ],[ ba  astfel încât 0||||lim =∆
∞→ nn

 şi 
2

1
n
k

n
kn

k
xxc +

= −  

mijlocul intervalului ],[ 1
n
k

n
k xx −  (fig. 7.6). 

Fig. 7.6 
 
Volumul corpului obţinut prin rotirea dreptunghiului )](,0[],[ 1

n
k

n
k

n
k cfxx ×−  este 

))((2)(])()[()( 1
2

1
2 n

k
n
k

n
kk

n
k

n
k

n
k

n
k xxcfccfxxDvol −− −π=−π=  şi 

∑ ∫∑
= =

− π−π=
n np

k

b

a

p

k

n
k

n
k

n
k

n
k

n
k dxxxfxxcfcDvol

1 1
1 )(2))((2)( . Întrucât  

∑
=

∞→
=

np

k
Oyf

n
kn

CvolDvol
1

, )()(lim  obţinem ∫ π=
b

aOyf dxxxfCvol )(2)( , . 

  7.2.6. Observaţie. Volumul corpului obţinut prin rotirea suprafeţei 
plane limitate de curba )(yfx = , dreptele cy =  şi dy = , dc ≤≤0  în jurul 
axei Ox este: 

∫ π=
d

cOxf dyyyfCvol )(2)( ,                             (7.2.5) 

  7.2.7. Problemă rezolvată. Să se calculeze volumul corpului obţinut 
prin rotirea suprafeţei plane limitate de curba 22 xxy −= , dreptele 0=x  şi 

1=x . 
 a) în jurul axei Oy 
 b) şi curba xy =  în jurul axei Oy 

y

O a b xx k
n
−1 xk

n

ck
n
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 c) şi curba xy =  în jurul dreptei 1=x . 

 Soluţie. a) 
6

5)2(2)(
1

0

2 π
=−π= ∫ dxxxxCvol Oy  (fig. 7.7a) 

 Se observă că formula (7.2.3) nu se poate aplica în acest caz întrucât din 
22 xxy −=  nu putem exprima pe x ca funcţie de y. 

Fig. 7.7.a) 
 
 b) ∫ −π=

1

0
))()((2)( dxxgxfxCvol , unde 22)( xxxf −=  şi xxg =)(  

(fig. 7.6b) 

∫
π

=−π=
1

0

2

6
)(2)( dxxxxCvol  

Fig. 7.7.b) 
 

1

10

 

1

10

y=x

y=2x-x2
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 c) Volumul corpului de calculat este acelaşi cu volumul corpului obţinut 
prin rotirea suprafeţei plane limitate de curbele )1( xfy −=  şi )1( xgy −=  în 
jurul axei Oy. Deci 

∫
π

=−−−π==

1

01 6
))1()1((2)( dxxgxfxCvol x  

 În continuare vom da o formulă de calcul a volumelor după secţiuni 
transversale, formulă care se poate utiliza şi la calculul volumelor corpurilor 
care nu sunt de rotaţie. 
  7.2.8. Teoremă. [3] Fie C un corp geometric care raportat la un sistem 
de axe de coordonate se găseşte între planele ax =  şi bx =  (fig. 7.8). Dacă 
toate planele perpendiculare pe axa Ox intersectează corpul C după o suprafaţă 
de secţiune a cărei arie )(xS  este o funcţie continuă de variabilă x, atunci 
volumul corpului C este: 

∫=
b

a
dxxSCvol )()(                                  (7.2.6) 

Fig. 7.8 
 

 Demonstraţie. Fie )...( 10 bxxxa n
p

nn
n n

=<<<==∆ , N∈n  un şir de 
diviziuni ale intervalului ],[ ba  astfel încât 0||||lim =∆

∞→ nn
 şi 

∑
=

−−=
np

k

n
k

n
k

n
kn xxsv

1
1)( ,   unde   )(inf

],[ 1

xSs
n
k

n
k xxx

n
k

−∈
=    şi 

∑
=

−−=
np

k

n
k

n
k

n
kn xxSV

1
1)( ,   unde   )(sup

],[ 1

xSS
n
k

n
k xxx

n
k

−∈
=  

 De aici avem nn VVvolv ≤≤ )(  şi făcând ∞→n , obţinem 

∫=
b

a
dxxSCvol )()( . 

S(x)

a b

y

O

z

x
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  7.2.9. Observaţie. Aplicând formula (7.2.6) corpurilor de rotaţie 
obţinute prin rotirea graficului funcţiei f în jurul axei Ox (fig. 7.9), regăsim 
formula (7.2.1), întrucât )()( 2 xfxS π= . 

Fig. 7.9 
 

  7.2.10. Notă istorică. În secolul XVII au fost pentru prima dată 
sistematizate metodele geometrice care au permis calcularea de arii şi volume. 
Bonaventura Cavalieri (1598-1647), elev al lui Galilei, a descoperit că dacă 
două regiuni plane au aceeaşi lăţime şi aceeaşi secţiune transversală în fiecare 
punct (fig. 7.10) atunci regiunile au aceeaşi arie. Principiul lui Cavalieri 
"Corpurile cu aceleaşi secţiuni transversale şi aceeaşi înălţime au acelaşi 
volum" rezultă imediat din Teorema 7.2.8 pentru că aria secţiunilor transversale 
este aceeaşi în acest caz. Acest principiu, pe care Cavalieri nu l-a demonstrat 
niciodată, a fost numit astfel de matematicienii care i-au urmat. 

Fig. 7.10 
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Probleme rezolvate 
 
 1) Un cilindru de rază 3 este secţionat de un plan care trece prin centrul 
bazei şi formează cu aceasta un unghi de 45°. Să se găsească volumul corpului 
obţinut. 
 2) (O nouă formulă de calcul a volumului tetraedrului). Dacă ABCD este 
un tetraedru cu aAB = , bCD = , α=∠ ),( CDABm  şi d este distanţa dintre 
dreptele AB şi CD, atunci: 

α= sin
6
1

][ abdV ABCD                              (7.2.7) 

 Soluţie. 1) Secţionând corpul cu un plan perpendicular pe axa Ox se 
obţine un dreptunghi de arie 292)( xxxS −= , ]3,0[∈x  (fig. 7.11). 

Fig. 7.11 
 

 )(xS  este o funcţie continuă de x, deci 

∫ =−−=−=
3

0

3
0

2/322 18)9(
3
292 xdxxxV . 

 2) Vom considera un plan xα , ),0( dx∈  paralel cu AB şi CD. Atunci 
planul de secţiune va fi un paralelogram [MNPQ] cu ABMQ || , ABNP || , 

CDQP ||  şi CDMN ||  (fig. 7.12). 
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Fig. 7.12 
 

 Avem ∫ ∫ α⋅==
d d

MNPQABCD dxMQMNdxSV
0 0][][ sin . Întrucât 

d
x

BC
BM

CD
MN

==    şi   
d
xd

BC
MC

AB
MQ −

==  

obţinem că 

∫∫
α

=−
α

=α
−

⋅=
dd

ABCD
abddxxdx

d
abdx

d
axd

d
xbV

020][ 6
sin)(sinsin)( . 

 Observaţii. a) Dacă CDAB ⊥ , formula (7.2.7) devine: abdV
6
1

= . 

 b) Formula (7.2.7) este utilă şi pentru calculul distanţei dintre două 
drepte, încadrând cele două drepte ca muchii opuse într-un tetraedru. 
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 8. Ecuaţii diferenţiale şi integrale 
 
 Teoria ecuaţiilor diferenţiale a apărut în secolul al XVII-lea odată cu 
lucrările matematicienilor G.W. Leibniz (1646-1716) şi Isaac Newton (1647-
1722) legate de dezvoltarea calculului integral şi diferenţial. 
 Dezvoltarea teoriei ecuaţiilor diferenţiale a fost impulsionată de 
numeroasele sale aplicaţii în domenii cum ar fi: matematica, fizica, chimia, 
geofizica, biofizica, biologie, metrologie etc. 
 
 8.1. Ecuaţii diferenţiale de ordin întâi şi doi 
 
  8.1.1. Definiţie. O ecuaţie de forma 
  ( )( , ( ), ( ), , ( )) 0,nf x y x y x y x n′ = ∈K � ,                      (1) 
se numeşte ecuaţie diferenţială de ordinul n. Prin soluţie a ecuaţiei 
diferenţiale (1) înţelegem orice funcţie : ,I Iϕ → �  interval din � , funcţie ce 
are derivate până la ordinul n şi care satisface relaţia (1) pentru orice x I∈ . 
  8.1.2. Definiţie. O ecuaţie diferenţială de tipul 
   ( ) ( 1)( ) ( , ( ), , ( )n ny x F x y x y x−K             (2) 
se numeşte ecuaţie diferenţială sub formă normală. 
  8.1.3. Definiţie. O ecuaţie diferenţială de forma 
   ( ) ( )y p x y q x′ = ⋅ + ,             (3) 
unde , :p q I → �  sunt funcţii continue pe intervalul I, se numeşte ecuaţie 
diferenţială de ordinul I. 
  8.1.4. Definiţie. O funcţie : Iϕ → �  este o soluţie a ecuaţiei (3) dacă 
ϕ  este derivabilă pe intervalul I şi ( ) ( ) ( ) ( ) , ( )x p x x q x x Iϕ ϕ′ = ⋅ + ∀ ∈ . 
  8.1.5. Teoremă. Orice soluţie a ecuaţiei diferenţiale (3) este de forma 

      
0

( ) ( )
0( ) ( )

x
P x P s

x

y x e y q s e ds−
 

= ⋅ + ⋅ 
  

∫ ,           (4) 

unde 0x I∈  este arbitrar, 0 0( )y y x=  iar P este o primitivă pentru p, primitivă 
ce se anulează în punctul x0. 
  Demonstraţie. Fie 0x I∈  un număr fixat şi P o primitivă pentru 

funcţia p, primitivă ce se anulează în x0, adică 
0

( ) ( )
x

x

P x p u du= ∫ . Înmulţind 

ambii membri ai ecuaţiei (3) cu ( ) 0P xe− >  obţinem: 
  ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) , ( )P x P x P xy x e p x e q x e x I− − −′ ⋅ − ⋅ = ⋅ ∀ ∈ ⇒  
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  ( )( ) ( )( ) ( ) , ( )P x P xd y x e q x e x I
dx

− −⇒ ⋅ = ⋅ ∀ ∈ . 

Rezultă prin integrare 

  
0

( ) ( )
0( ) ( )

x
P x P s

x

y x e y q s e ds− −⋅ = + ⋅ ⇒∫  

  
0

( ) ( )
0( ) ( )

x
P s P s

x

y x e y q s e ds− −
 

⇒ = ⋅ + ⋅  
 

∫ , 

adică are loc concluzia din teoremă. 
 Reciproc, prin calcul direct, se arată că orice funcţie ce verifică relaţia 
(4) este soluţie pentru ecuaţia diferenţială (3). 
  8.1.6. Observaţie. În probleme concrete, pentru rezolvarea ecuaţiilor 
diferenţiale de tipul (3), este indicat să urmăm calea de demonstraţie din 
Teorema 8.1.5. Să mai observăm că formula (4) exprimă soluţia ecuaţiei 
diferenţiale (3) care satisface condiţia iniţială 0 0( )y x y= . 
  8.1.7. Observaţii. a) Dacă ( ) 0p x = , atunci ecuaţia diferenţială (3) 
devine ( ) , ( )y q x x I′ = ∀ ∈ . Soluţia acestei ecuaţii este 

  
0

( ) ( ) ,
x

x

y x q s dx c c= + ∈∫ �  arbitrar.            (5) 

 b) Dacă ( ) 0q x =  şi ( )p x a= = const., atunci ecuaţia diferenţială (3) 
devine y a y′ = ⋅ , numită şi ecuaţie diferenţială de ordinul I liniară, 
omogenă şi cu coeficienţi constanţi. Din Teorema 8.1.5 deducem că soluţia 
acestei ecuaţii este: 
           ( ) axy x c e= ⋅ ,             (6) 
unde c∈�  este o constantă arbitrară. 

c) Dacă *( )p x a= ∈�  şi *( )q x b= ∈� , atunci ecuaţia diferenţială (3) 
devine 

y a y b′ = ⋅ + , 
numită şi ecuaţie diferenţială de ordinul I liniară, neomogenă şi cu 
coeficienţi constanţi. Soluţia acestei ecuaţii (vezi Teorema 8.1.5) este: 

    ( ) ,a xby x c e c
a

⋅= − + ⋅ ∈� . 

  8.1.8. Exemplu. Să se determine soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale: 
2( ) 2 3 6 ,x xy x x+′ = + ⋅ ∈� . 

 Soluţie. Soluţia ecuaţiei date este, conform relaţiei (5): 
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0 0

2 2
2 2 6 2 3 6( ) (2 3 6 ) 3 , ( )

ln 2 ln 6 ln 2 ln 6

xx s s x x
s s

x x

y x c ds c xα
+ +

+   ⋅
= + + ⋅ = + + ⋅ = + + ∀ ∈ 

 
∫ �  

unde α ∈�  este o constantă arbitrară. 
  8.1.9. Exemplu. Să se determine soluţia ecuaţiei diferenţiale 

3 ( ) , ( )y y x x′ = − ⋅ ∀ ∈� . 
 Soluţie. În conformitate cu relaţia (6) avem 

3( ) , ( )xy x c e x−= ⋅ ∀ ∈� , 
 unde c∈�  arbitrar. 
  8.1.10. Exemplu. Să se determine mulţimea soluţiilor ecuaţiei 
diferenţiale 

32 , ( )y y x x I
x

′ = − ⋅ + ∀ ∈  unde ( ,0)I ⊂ −∞  sau (0, )I ⊂ ∞  este interval. 

 Soluţie. Ecuaţia dată este ecuaţie diferenţială de ordinul I având 
2( )p x
x

= −  şi 3( ) ,q x x x I= ∈ . Fie 

0

0

2

0
0

2( ) 2 ln 2(ln ln ) ln
x

x
x

x

xP x dx x x x
x x

 
= − = − = − − = −  

 
∫  

0 ,x x I∈ , o primitivă pentru p, primitivă ce se anulează în punctul x0. Din 
Teorema 8.1.5 obţinem: 

 
0 0

2 22 6
3 0

0 02 2 2
0 0 0

1( ) ( ) ( )
6

xx

x x

xx s sy x y x s ds y x
x x x x

−     
= + ⋅ = + ⋅ =    

     
∫  

  
2 44 4
0 0 0

2 2 2

( ) 1 , ( )
6 6 6

x y x xx x c x I
x x x
⋅

= + + = + ⋅ ∀ ∈ , 

unde c∈�  este o constantă arbitrară. 
  8.1.11. Definiţie. O ecuaţie diferenţială de forma  
  ( ) ( ) ( ) , ( )y a x y b x y f x x I′′ ′+ ⋅ + ⋅ = ∀ ∈            (7) 
unde I ⊂ �  este interval iar , , :f a b I → �  sunt funcţii continue pe I, se 
numeşte ecuaţie diferenţială liniară de ordinul II. Dacă funcţia f este identic 
nulă, atunci ecuaţia se numeşte omogenă, iar în caz contrar, ecuaţia se numeşte 
neomogenă. Funcţiile a şi b se numesc coeficienţii ecuaţiei, 
  8.1.12. Propoziţie. Dacă *

1 2, , , ( )py y y p∈K �  sunt soluţii ale ecuaţiei 
diferenţiale liniare omogene de ordinul II atunci, funcţia 

1 1 2 2 p py c y c y c y= ⋅ + ⋅ + + ⋅K , 

unde , 1,ic i p∈ =�  sunt numere arbitrare, este soluţie a aceleiaşi ecuaţii. 
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 Demonstraţie. Într-adevăr, funcţia y este de două ori derivabilă pe I şi 
// /

1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
p p p

i i i i i i
i i i

y a x y b x y c y a x c y b x c y
= = =

   ′′ ′+ ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =   
   
∑ ∑ ∑  

  
1

( ( ) ( ) ) 0
p

i i i i
i

c y a x y b x y
=

′′ ′= ⋅ + + =∑ , 

deoarece fiecare termen din sumă este egal cu zero. 
  8.1.13. Definiţie. Funcţiile 1 2, : ,y y I I→ ⊂� �  interval, sunt liniar 
independente dacă din 1 1 2 2( ) ( ) 0, ( )y x y x x Iα α⋅ + ⋅ = ∀ ∈ , rezultă 

1 2 0α α= = . Dacă există *
1 2,α α ∈�  astfel încât 

1 1 2 2( ) ( ) 0, ( )y x y x x Iα α⋅ + ⋅ = ∀ ∈ , atunci funcţiile y1 şi y2 se numesc liniar 
dependente. 
 Facem precizarea că această definiţie se poate extinde pentru un număr 
finit de funcţii. 
  8.1.14. Definiţie. Dacă funcţiile 1 1, :y y I → �  sunt derivabile pe 
intervalul I, atunci determinantul 

1 2
1 2

1 2

( , )
y y

W y y
y y

=
′ ′

, 

se numeşte determinantul Wronski1 sau wronskianul funcţiilor 1 2,y y . 
  8.1.15. Propoziţie. Dacă funcţiile derivabile 1 2,y y  sunt liniar 
dependente pe I, atunci 1 2( , ) 0W y y = . 
 Demonstraţie. Din ipoteză rezultă că *

1 2( ) ,α α∃ ∈�  astfel încât 

1 1 2 2( ) ( ) 0y x y xα α⋅ + ⋅ = , ( ) x I∀ ∈ . Derivând această relaţie obţinem sistemul 

1 1 2 2

1 1 2 2

0
0.

y y
y y

α α
α α

+ =
 ′ ′ ′ ′+ =

 

Cum acest sistem liniar omogen are soluţia 1 2( , )α α  nebanală, rezultă că 

1 2

1 2

0
y y
y y

=
′ ′

, adică 1 2( , ) 0W y y = . 

 8.1.16. Propoziţie. Dacă 1 2,y y  sunt soluţii liniar independente pe I ale 
ecuaţiei liniare omogene de ordinul II, atunci 

1 2( , ) 0W y y ≠ , 
pentru orice x I∈ . 

                     
1  Josef Wronski (1778-1853) matematician polonez care a introdus pentru prima dată acest 
determinant 
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  8.1.17. Teoremă. Dacă 1 1, :y y I → � , I ⊂ �  interval, sunt soluţii ale 
ecuaţiei liniare omogene de ordinul II şi dacă 1 2( , ) 0W y y ≠  pe I, atunci soluţia 
generală a acestei ecuaţii este 

1 1 2 2y c y c y= ⋅ + ⋅ , 
unde c1, c2 sunt constante reale arbitrare. 
  8.1.18. Observaţie. Dacă y0 este o soluţie a ecuaţiei liniare neomogene 
de ordinul II cu transformarea 0z y y= − , reducem ecuaţia la ecuaţia omogenă 

( ) ( ) 0z a x z b x z′′ ′+ ⋅ + ⋅ = . 
 Demonstraţie. Într-adevăr, dacă y0 este soluţie rezultă 0z y+  soluţie ⇔ 

0 solu ie

0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
y

z y a x z y b x z y′′⇔ + + ⋅ + + ⋅ + = ⇔
þ

( ) ( ) 0z a x z b x z′′ ′+ ⋅ + ⋅ = , 
ceea ce trebuie demonstrat. 
  8.1.19. Definiţie. O ecuaţie diferenţială de forma 
  , unde , ,y a y b y c a b c′′ ′+ ⋅ + ⋅ = ∈� ,           (8) 
se numeşte ecuaţie diferenţială de ordinul II cu coeficienţi constanţi. 
  8.1.20. Observaţie. Pentru rezolvarea ecuaţiei (8) se consideră ecuaţia 
omogenă  

0y a y b y′′ ′+ ⋅ + ⋅ = .             (9) 
Se scrie ecuaţia caracteristică, ataşată 

2 0r a r b+ ⋅ + =  
şi se determină rădăcinile 1 2,r r  ale acestei ecuaţii.  

Se cunoaşte următorul rezultat dat de propoziţia: 
  8.1.21. Propoziţie. Dacă 1 2,r r  sunt rădăcinile ecuaţiei caracteristice, 
atunci avem 

(i) 1 2 1 2, ,r r r r∈ ≠ ⇒� soluţia generală a ecuaţiei (9) este 
1 2

0 1 2( ) r x r xy x c e c e= ⋅ + ⋅  cu 1 2,c c ∈� . 
(ii) 1 2r r= ∈ ⇒�  soluţia generală a ecuaţiei (9) este 

1
0 1 2( ) ( ) ,r xy x c x c e= ⋅ + ⋅  cu 1 2,c c ∈� . 

(iii) 1 2, , , , 0r i r iα β α β α β β= + = − ∈ ≠ ⇒�  soluţia generală a 
ecuaţiei (9) este 0 1 2( ) ( cos( ) sin( ))xy x e c x c xα β β⋅= ⋅ + ⋅ , unde 

1 2,c c ∈� . 
 8.1.22. Teoremă. Fie ecuaţia diferenţială de ordinul II cu coeficienţi 

constanţi şi omogenă: 
 ( ) ,y a y b y f x x I′′ ′+ ⋅ + ⋅ = ∈ , (I interval din � ),         (10)  

,a b∈�  iar :f I → �  este o funcţie continuă. Atunci rezultă că soluţia 
generală a ecuaţiei (1) este  

0( ) ( ) ( ) , ( )py x y x y x x I= + ∀ ∈ , 
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unde y0 este soluţia generală a ecuaţiei omogene iar yp este o soluţie particulară 
a ecuaţiei (10). 
 Demonstraţie. Demonstrăm că 0 py y y= + este soluţie ⇔ 

0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) , ( )p p py y a y y b y y f x x I′′ ′⇔ + + + + + = ∀ ∈ ⇔  

0 0 0( ) ( ) , ( )p p py ay by y ay by f x x I′′ ′ ′′ ′⇔ + + + + + = ∀ ∈ ⇔ 
( ) , ( ) ,p p py ay by f x x I′′ ′⇔ + + = ∀ ∈ , 

ceea ce este adevărat. 
 Reciproc, dacă z este soluţie pentru ecuaţia (10), rezultă 

( ) , ( )z az bz f x x I′′ ′+ + = ∀ ∈  şi cum ( ) , ( )p p py ay by f x x I′′ ′+ + = ∀ ∈ , 
scăzând ultimele egalităţi, avem ( ) ( ) ( ) 0p p pz y a z y b z y′′ ′− + − + − = , adică 

pz y−  este soluţie a ecuaţiei omogene. Deducem că 0pz y y− = şi aceasta este 
echivalentă cu 0 pz y y= + . Cu aceasta demonstraţia este încheiată. 
  8.1.23. Observaţie. Găsirea unei soluţii particulare pentru ecuaţia (10) 
nu este întotdeauna simplă. Totuşi, aceasta poate fi găsită prin aşa zisa metodă a 
coeficienţilor nedeterminaţi, în următoarele cazuri: 
 a) Dacă ( ) ( ) ,x

nf x e P x xα⋅= ⋅ ∈� , unde Pn este o funcţie polinomială de 
grad n şi dacă α nu este rădăcină a ecuaţiei caracteristice 2 0r a r b+ ⋅ + = , 
atunci căutăm o soluţie particulară ( ) , ( )x

p ny e Q x xα⋅= ⋅ ∀ ∈� , unde ( )nQ x  
este o funcţie polinomială de grad n, ai cărui coeficienţi trebuie determinaţi. 
Dacă α este rădăcină a ecuaţiei caracteristice 2 0r a r b+ ⋅ + = , atunci se caută 
soluţii de forma ( ) ( ) ,r x

p ny x x e Q x xα= ⋅ ⋅ ∈� , unde r este ordinul de 
multiplicitate al rădăcinii α. 
 b) Dacă ( ) ( ( ) cos ( )sin )x

n mf x e P x x Q x xα β β⋅= +  şi dacă iα β±  nu sunt 
rădăcini ale ecuaţiei caracteristice, atunci căutăm soluţii yp de forma: 

( ) [ ( ) cos ( )sin ]x
p q qy x e R x x S x xα β β⋅= + , unde ( ) i ( )q qR x S xº  sunt polinoame 

de grad max{ , }q n m=  ai căror coeficienţi trebuie determinaţi. Dacă iα β±  
sunt rădăcini ale ecuaţiei caracteristice, atunci luăm 

( ) [ ( ) cos ( )sin ]x
p q qy x x e R x x S x xα β β⋅= ⋅ + . 

 c) Pentru alte cazuri se poate utiliza aşa zisa metodă a variaţiei 
constantelor (metoda lui Lagrange). Această metodă va fi exemplificată în 
exemplul următor. 
  8.1.24. Exemplu. Să se determine soluţia generală a ecuaţiei 
diferenţiale 

2 ( )y y f xω′′ + = ,  
x I∈ ⊂ �  interval, f continuă pe I şi ω = constant, 0ω ≠ . 
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 Soluţie. Ecuaţia omogenă 2 0y yω′′ + =  are ecuaţia caracteristică 
2 2

1 20 ,r r i r iω ω ω+ = ⇒ = ⋅ = − ⋅ . Rezultă că 1 cosy xω=  şi 2 siny xω=  sunt 
soluţiile pentru aceasta şi 0 1 2 1 2cos sin , ,y c x c x c cω ω= + ∈�  constante 
arbitrare. Căutăm o soluţie particulară yp pentru ecuaţia dată, de forma 

1 2( ) cos ( ) sinpy c x x c x xω ω= ⋅ + ⋅ . 
Avem:  

1 2 1 2( ) cos ( )sin ( ) sin ( ) cospy c x x c x x c x x c x xω ω ω ω ω ω′ ′ ′= + − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ . 
Punem condiţia 1 2( ) cos ( )sin 0c x x c x xω ω′ ′+ = . Din aceasta se deduce 

2 2
1 2 1 2( ) sin ( ) cos ( ) cos ( ) sinpy c x x c x x c x x c x xω ω ω ω ω ω ω ω′′ ′ ′= − ⋅ + − ⋅ − ⋅ ⋅ . 

Cum yp verifică ecuaţia dată, rezultă 1 2( ) sin ( ) cos ( )c x x c x x f xω ω ω ω′ ′− ⋅ + = . În 
acest mod se obţine sistemul 

1 2 1

1 2
2

1( ) cos ( )sin 0 ( ) ( ) sin
( ) 1( )sin ( )cos ( ) ( ) cos

c x x c x x c x f x x
f xc x x c x x c x f x x

ω ω ω
ω

ω ω ωω ω

′ ′ ′+ = = − ⋅  ⇔ ⇒ ′ ′− + =  ′ = ⋅ 

 

 0

0

1 1

2 2 0 1 2

1( ) ( )sin( )

1( ) ( ) cos( ) , , , .

x

x

x

x

c x k f s s ds

c x k f s s dx x I k k

ω
ω

ω
ω


= −

⇒ 
 = + ⋅ ∈ ∈


∫

∫ �

 

 Ca urmare, soluţia generală a ecuaţiei date este 

0

0 1 2 1
1cos sin cos cos ( )sin( )

x

p
x

y y y c x c x k x x f s s dxω ω ω ω ω
ω

= + = + + − ⋅ +∫  

 
0

2
1sin sin ( ) cos( )

x

x

k x x f s s dsω ω ω
ω

+ ⋅ + ⋅ =∫  

0 0

1 2
1 1sin cos cos ( )sin( ) sin ( )cos( )

x x

x x

x x x f s s ds x f s s dsα ω α ω ω ω ω ω
ω ω

= + − ⋅ + ⋅∫ ∫
 

 8.2. Ecuaţii diferenţiale cu variabile separabile 
 
  8.2.1. Definiţie. O ecuaţie diferenţială de forma 
   ( ) ( )y f x g y′ = ⋅ ,             (1) 
unde :f I → � , I interval, :g J → � , J interval, sunt funcţii continue se 
numeşte ecuaţie diferenţială cu variabile separabile. 
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  8.2.2. Observaţie. Ecuaţia diferenţială (1) poate fi scrisă sub forma 

( )
( )
y f x

g y
′
=  pentru valori ale lui y pentru care ( ) 0g y ≠ , 

adică ( )
( )
dy f x dx

g y
= . Integrând ambii membrii ai acestei egalităţi se obţine 

( ) , ( )
( )
dy f x dx c c

g y
= + ∈∫ ∫ � , 

care este o familie de curbe ce depinde de constanta c, familie care poartă 
numele de soluţia generală a ecuaţiei (1). 
 Cazuri particulare ale ecuaţiei diferenţiale (1): 

i) Ecuaţii diferenţiale de ordinul I liniare omogene: ( )y f x y′ = ⋅ . 

Soluţia: 0

( )

( ) ,

x

x

f t dt

y x c e c
∫

= ⋅ − constanta arbitrară.  
ii) Ecuaţii diferenţiale de ordinul I liniare, omogene, cu coeficienţi 

constanţi: ,y a y a′ = ⋅ −  constantă reală arbitrară. 
Soluţia: ( ) , ,axy x c e x c= ⋅ ∈ −�  constantă reală arbitrară 

  Punem în evidenţă în continuare anumite clase de ecuaţii diferenţiale: 
 A. Ecuaţii diferenţiale de forma: ( ) ,y f x x I′ = ∈ . 

 Soluţia. 
0

( ) ( ) ,
x

x

y x c f t dt c= + −∫ constantă reală arbitrară 

 B. Ecuaţii diferenţiale de ordinul I neomogene, cu coeficienţi 
constanţi: 
 Forma generală: , , , 0y a y b a b a′ = ⋅ + ∈ ≠�  

 Soluţia:  ( ) , ,axby x c e x c
a

= − + ⋅ ∈ −�  constantă reală arbitrară 

 C. Ecuaţii omogene în sensul lui Euler: 

, 0 , :yy f x f I
x

 ′ = ≠ → 
 

�  continuă 

Cu substituţia y u
x
= , adică y x u= ⋅ , ecuaţia dată se transformă în 

( )u x u f u′+ ⋅ = , care este o ecuaţie cu variabile separabile. 
 D. Ecuaţia lui Bernoulli 
 Forma generală: ( ) ( ) , , , :y P x y Q x y P Q Iα α′ + ⋅ = ⋅ ∈ →� �  funcţii 
continue. 
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 Cazurile 0α =  sau 1α =  au fost puse în evidenţă. Pentru \{0,1}α ∈� , 
cu substituţia 1u y α−= , ecuaţia lui Bernoulli se transformă în  

1 ( ) ( )
1

u P x u Q x
α

′⋅ + ⋅ =
−

 

care reprezintă o ecuaţie diferenţială liniară neomogenă. 
 C. Ecuaţia lui Riccati 
 Forma generală: 2( ) ( ) ( )y P x y Q x y R x′ + ⋅ + ⋅ = , unde P, Q, R sunt 
funcţii continue pe intervalul I. 
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Probleme rezolvate 
 
   R8.3.1. Să se determine soluţiile mărginite pe axa reală a ecuaţiei 

2 ( )y x y π′ = + . 
 Soluţie. Se observă că y π= −  este soluţie mărginită. Presupunem în 
continuare că y π≠ − . Ecuaţia dată fiind cu variabile separabile, se poate 
transforma în felul următor 

 2
1 12 ( ) 2 ln ,dy dyx y x dx y x c c

dx y
π π

π
= ⋅ + ⇒ = ⇒ + = + ∈ ⇒

+
�  

 
2 2

1 1
1,x c x cy e c y eπ π+ +⇒ + = ± ∈ ⇒ = − +�  sau 

2
1

1,x cy e cπ += − − ∈� . 
Acestea nu convin deoarece nu sunt mărginite pe � . Unica soluţie este y π= −  

   R8.3.2. Determinaţi soluţia ecuaţiei diferenţiale xy
y

′ =  dacă (0) 4y = . 

 Soluţie. Ecuaţia dată este cu variabile separabile. Avem: 

 
2 2

,
2 2

dy x y xy dy x dx y dy x dx
dx y

α α= ⇒ = ⇒ = ⇒ = + ∈ ⇒∫ ∫ �  

 2 2 ,y x c c⇒ − = ∈�  (ecuaţia unei hiperbole echilaterale). 

Deoarece (0) 4y = , obţinem 16c = , deci 2 2 216 16y x y x− = ⇒ = ± + . Cum 

(0) 4y = , deducem că 2 16y x= + . 

   R8.3.3. Să se rezolve ecuaţia 3 sin 2x y y′⋅ ⋅ =  ştiind că lim ( )
2x

y x π
→∞

= . 

 Soluţie. Din relaţia dată rezultă 0 , sin 0x y≠ ≠ . Fiind o ecuaţie cu 
variabile separabile, avem  

 3
3 3

2 2sin 2 sin sindyx y y dy dx y dy dx
dx x x
⋅ = ⇒ = ⇒ = ⇒∫ ∫  

 2 2

1 1cos , cos ,y c c y c c
x x

⇒ − = − + ∈ ⇒ = − ∈� � . 

Folosind ultima relaţie şi lim ( )
2x

y x π
→∞

= , obţinem 0c = , deci 

    2

1cos y
x

=              (1) 

Deoarece cos [ 1,1]y∈ − , avem 2

1 [ 1,1] ( , 1] [1, )x
x
∈ − ⇒ ∈ −∞ − ∞U , de unde 

obţinem că ( , 1]x∈ −∞ −  sau [1, )x∈ ∞  deoarece x I∈  şi I este interval din � . 
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 Cazul ( , 1]x∈ −∞ −  se exclude (y este definită spre +∞ ). Din (1) avem 

2

1arccos 2 ,y k k
x

π= ± + ∈�  şi, utilizând ipoteza lim ( )
2x

y x π
→∞

 = 
 

, deducem 

0k = , adică 2

1arccosy
x

= ± . 

 2

1arccosy
x

= −  nu este soluţie pentru că 2

1lim arccos
2x x
π

→∞

  = − 
 

, 

contradicţie cu ipoteza. Aşadar 2

1arccos , ( ) (1, )y x
x

= ∀ ∈ ∞  este unica soluţie a 

ecuaţiei propuse spre rezolvare ( 1x =  a fost exclus pentru ca funcţia y să fie 
derivabilă pe I). 
   R8.3.4. Determinaţi mulţimea soluţiilor ecuaţiei 

( ) ln x yx y y x y
x
+ ′⋅ − = +  

 
. 

 Soluţie. Este necesar ca 0x ≠  şi 0x y
x
+

> . Ecuaţia se poate scrie sub 

forma 

1 ln 1y y yy
x x x

   ′ = + + +   
   

. 

Cu substituţia ,y z y z x z
x

′ ′= = + ⋅ , aceasta devine 

 (1 ) ln(1 ) (1 ) ln(1 )z x z z z z z x z z′ ′⋅ + = + + + ⇔ ⋅ = + +           (1) 
Se observă că 0z =  este soluţie. Pentru 0, 1z z≠ > −  obţinem 

1 1(1 ) ln(1 )
(1 ) ln(1 ) (1 ) ln(1 )

dz dz dzx z z dx dx
dx z z x z z x

⋅ = + + ⇒ = ⇒ = ⇒
+ + + +∫ ∫  

ln ln(1 ) ln ln , 0 ln(1 ) , 0z x z xα α α α⇒ + = + > ⇒ + = ⋅ > ⇒  
* *ln(1 ) , 0 ln(1 ) , 1 ,c xz x z c x c z e cα α ⋅⇒ + = ± > ⇒ + = ⋅ ∈ ⇒ + = ∈� �  

*1 ,c xz e c⇒ = − + ∈�  care verifică relaţia (1). Cum 0z =  este soluţie, 
deducem că *1 ,cxz e x += − + ∈�  sau *x −∈�  şi c∈�  arbitrar, sunt soluţiile 
ecuaţiei (1). 

Aşadar, soluţiile ecuaţiei date sunt: ( 1 ) , ( ,0)cxy x e x= − + ∈ −∞  sau 
(0. )x∈ +∞  şi c∈� . 

   R8.3.5. Rezolvaţi ecuaţia diferenţială (4) (3) 0y y+ = . 
Soluţie. Fie (3) ( ) ( ) ,y x z x x I= ∈ . Ecuaţia devine 
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1 10 ( ) , ,xz z z x c e x c−′ + = ⇔ = ⋅ ∈ ∈� �  parametru arbitrar. 
Deci  

1 1 2 1 2 3( ) ( ) ( )x x xy x c e y x c e c y x c e c x c− − −′′′ ′′ ′= ⇒ = − ⋅ + ⇒ = + + ⇒  

 
2

1 2 3 4( ) . ,
2

x xy x c e c c x c x−⇒ = − ⋅ + + ⋅ + ∈�  şi , 1, 4ic i∈ =�  

reprezintă soluţiile ecuaţiei date. 
   R8.3.6. Fie ecuaţia 2 ( ) , :y y f x f′ = + →� �  continuă, f periodică de 
perioadă T, 0T > . Să se arate că dacă 1 2,y y  sunt două soluţii diferite, periodice 
de perioadă T, pentru ecuaţia Riccati considerată, atunci 

1 2
0

( ( ) ( )) 0
T

y t y t dt+ =∫ . 

 Soluţie. Din 1 2,y y  soluţii, rezultă că 1y  şi 2y  sunt funcţii derivabile şi 
2 2

1 1 2 2( ) , ( )y y f x y y f x′ ′= + = + , ( ) x∀ ∈� . De aici rezultă 
2 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
1 2

( )( ) ( )( ) y yy y y y y y y y y y y y
y y

′−′ ′ ′− = − ⇔ − = − + ⇒ = +
−

. 

Integrăm şi obţinem: 
1 2

1 2 1 2 1 20
1 2 0 0

( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ln ( ) ( ) ( ( ) ( ))
( ) ( )

T T T
T

o

y t y t dt y t y t dt y t y t y t y t dt
y t y t

′−
= + ⇒ − = + ⇒

−∫ ∫ ∫

 1 2 1 2 1 2
0

ln ( ) ( ) ln (0) (0) ( ( ) ( ))
T

y T y T y y y t y t dt− − − = +∫ . 

De aici, deoarece 1 1( ) (0)y T y=  şi 2 2( ) (0)y T y= , obţinem 

1 2
0

( ( ) ( )) 0
T

y t y t dt+ =∫ . 

   R8.3.7. Să se determine soluţiile ecuaţiei integrale 

0

( ) ( )
x

xy x y t dt e= +∫ , 

ştiind că y este o funcţie continuă pe � . 
 Soluţie. Din relaţia dată şi ipoteză, deducem că y este o funcţie 
derivabilă pe � . Prin derivare obţinem ( ) ( ) , ( )xy x y x e x′ = + ∀ ∈� . Aceasta 
este o ecuaţie diferenţială de ordinul I. Utilizând Teorema 8.1.5 obţinem 

0 0 0
0

( ) ( ) ,
x

x s s xy x e y e e ds e y x y− 
= + ⋅ = + ∈ 

 
∫ �  constanţă arbitrară. 
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Înlocuind în ecuaţia integrală dată, găsim 0 1y = , deci ( ) (1 ) ,xy x e x x= + ∈�  
este unica funcţie convenabilă. 
   R8.3.8. Să se determine soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale 

1 sin ,y x x′ = − ∈� . 
 Soluţie. Funcţia : , ( ) 1 sinf f x x→ = −� �  fiind continuă pe � , 
admite primitive. Ea este periodică cu perioada principală 0 2T π= . Pentru 

5,
2 2

x π π ∈   
,  

 
2

( ) sin cos sin cos sin cos
2 2 2 2 2 2
x x x x x xf x  = − = − = − 

 
 

şi 0 ( ) 2cos 2sin
2 2
x xF x = − −  este o primitivă a restricţiei 5

,
2 2

f π π 
  

. Va rezulta că 

funcţia :F →� � , definită prin 

0 0 0
5( ) ( 2 )
2 2

F x F x k k F Fπ ππ     = − + −        
  

pentru orice (4 1) , (4 5) ,
2 2

x k k kπ π ∈ + + ∈  
� , este o primitivă a lui f. 

Deoarece 0 0
5 4 2
2 2

F Fπ π   − =   
   

 şi cos ( 1) ,kk kπ = − ∈� , obţinem 

că  
1( ) 2 ( 1) cos sin 4 2

2 2
k x xF x k+  = ⋅ − + + 
 

, 

pentru orice (4 1) , (4 5) ,
2 2

x k k kπ π ∈ + + ∈  
� , este o primitivă a lui f. 

Aşadar, 
1( ) 2 ( 1) cos sin 4 2

2 2
k x xy x c k+  = + ⋅ − + + 
 

, 

(4 1) , (4 5) ,
2 2

x k k kπ π ∈ + + ∈  
� , unde c∈�  este arbitrar. 

   R8.3.9. Să se afle soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale 
6 2cos 2 10sin 2y y y x x′′ ′+ − = − . 

 Soluţie. Pentru ecuaţia omogenă 6 0y y y′′ ′+ − = , ecuaţia caracteristică 
2 6 0r r+ − =  are rădăcinile 1 23 i 2r r= − =º . Soluţia generală a ecuaţiei 
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omogene este 2 3
0 1 2 1 2, ,x xy C e C e C C−= ⋅ + ⋅ ∈� . Căutăm o soluţie particulară yp 

pentru ecuaţia neomogenă, sub forma sin 2 cos 2py A x B x= + . Avem: 
2 cos 2 2 sin 2 , 4 sin 2 4 cos 2p py A x B x y A x B x′ ′′= − = − − . 

Atunci 
ip.

6 ( 10 2 )sin 2 ( 10 2 )cos 2 2cos 2 10sin 2p p py y y A B x B A x x x′′ ′+ − = − − + − + = − , 

( ) x∀ ∈� . Din sistemul 
10 2 10

2 10 2
A B

A B
− − = −
 − =

, obţinem 1, 0A B= = . Aşadar, 

soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale date este: 
2 3

0 1 2 sin 2x x
py y y C e C e x−= + = ⋅ + ⋅ + , 

1 2( ) i ,x C C∀ ∈ ∈� �º  constante arbitrare. 
   R8.3.10. Să se afle soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale 

2cos sin cosy x y x x′ ⋅ + ⋅ = . 
 Soluţie. Observăm că 0y =  nu este soluţie. Ecuaţia dată este de ordinul 
I şi cu coeficienţi variabili. Fie ecuaţia omogenă  

cos sin 0 cos sin cos sin tgdy dyy x y x y x y x x y x xdx
dx y

′ ′+ = ⇒ = − ⇒ = − ⇒ = − ⇒

0ln ln cos ln cos cos ,y x c y c x y c x c⇒ = + ⇒ = ⋅ ⇒ = ⋅ ∈� .            (1) 
Aceasta verifică ecuaţia omogenă pentru ( ) x∀ ∈�  şi orice constantă 

reală c. Utilizăm metoda variaţiei constantelor pentru a găsi o soluţie particulară 
a ecuaţiei date. 
 Fie ( ) cospy c x x= ⋅ . Rezultă ( ) ( ) cos ( ) sinpy x c x x c x x′ ′= ⋅ − ⋅ . Punând 
condiţia ca aceasta să verifice ecuaţia dată, obţinem 

2 2( ) cos ( ) sin cos ( ) cos sin cosc x x C x x x c x x x x′ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ = , 
 adică 2 2( ) cos cosc x x x′ ⋅ = . 
Convine ( ) 1c x′ = , de unde ( ) ,c x x α α= + ∈�  parametru. 
 Aşadar, ( ) cos , ( )y x x xα= + ⋅ ∀ ∈�  şi α ∈� , reprezintă soluţia 
generală a ecuaţiei date. 
   R8.3.11. Fie funcţia 1: (0, ) , (0, )f f∞ → ∈ ∞� ð . Să se arate că dacă există 
limita finită lim( ( ) ( ))

x
f x f x A

→∞
′+ = , atunci există limitele lim ( )

x
f x A

→∞
=  şi 

lim ( ) 0
x

f x
→∞

′ = . 

 Soluţie. Notăm ( ) ( )z x f x A= − . Atunci lim( ( ) ( )) 0
x

z x z x
→∞

′ + = , adică 

( ) ( ) ( )z x z x xα′ + =  cu 
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    lim ( ) 0
x

xα
→∞

= .             (1) 

Deoarece ( ( )) ( )x xe z x e xα′⋅ = ⋅ , atunci 

    
1

( ) ( )
x

x te z x e t dt cα⋅ = ⋅ +∫ . 

Pentru 1x = , obţinem (1)c e z= ⋅  şi din relaţia anterioară, găsim 

1

1

( ) (1) ( )
x

x t xz x e z e t dtα− −= ⋅ + ⋅∫ . 

Fie 0ε >  arbitrar. Există 
2

N N ε =  
 

 astfel încât ( ) , ( )
2

x t Nεα < ∀ ≤ . 

Atunci, pentru x N>  avem 

 1

1

( ) (1)
2

N x
x t x t x

N

z x e z e dt e dtε− − −≤ ⋅ + + ≤∫ ∫  

  0( (1) ) , ( )
2 2

x N xe e z M e e c x Nε ε− −≤ ⋅ ⋅ + ⋅ + ≤ ⋅ + ∀ ≥ , 

unde 
1

sup ( )
t

M tα
≥

= . 

Există 1N N≥  astfel încât 0 2
xe c ε− ⋅ <  pentru 1x N≥ . Prin urmare, ( )z x ε<  

pentru 1x N≥ . Rezultă că lim ( ) 0
x
z x

→∞
= , de unde obţinem lim ( )

x
f x A

→∞
=  şi 

lim ( ) 0
x

f x
→∞

′ = . 
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