OBIECTIVE DE REFERINTA
SI EXEMPLE DE ACTIVITATI DE iNVATARE

1. Cunoasterea §i infelegerea conceptelor, a terminologiei §i a procedurilor de calcul

Obiective de referinta
La sfarsitul clasei a VII-a elevul va fi
capabil

1.1.sa utilizeze notiuni de logica si teoria
multimilor

1.2.sa utilizeze metode si principii
adecvate in rezolvarea problemelor

1.3.sd rezolve ecuatii prin diferite metode
si sa utilizeze ecuatii si inecuatii In
rezolvarea problemelor

1.4.sa utilizeze notiuni de divizibilitate

1.5.sa efectueze calcule cu numere reale

Exemple de activititi de invitare
Pe parcursul clasei a VII-a se
recomandd urmdtoarele activitati :

-rezolvarea unor probleme folosind
proprietati comune oricarei partitii
-exercitii de determinare a numarului de
elemente al unor multimi folosind
principiul includerii si excluderii

-rezolvarea unor probleme de maxim si
minim

-rezolvari de probleme folosind principiul
invariantului

-probleme care se rezolva folosind
principiul lui Diriclet

-probleme de numarare

-probleme folosind principiul paritatii
-probleme de ordonare

-rezolvarea ecuatiilor care contin modul si
parte intreaga

-folosirea inegalitatilor mediilor in
rezolvarea unor inegalititi sau a unor
inecuatii

-rezolvari de ecuatii diofantice (in
multimea numerelor intregi)

-rezolvarea unor probleme folosind
notiuni de divizibilitate, congruente
modulo n

-exercitii de calcul a unor sume folosind
diferite metode

-compararea, ordonarea §i reprezentarea
pe axa a unor numere reale

-calcularea valorii unor expresii




1.6.sd rezolve problemele puse la alte
discipline folosind metode matematice

1.7.sa utilizeze metode, axiome, leme,
teoreme si relatii geometrice in
demonstrarea problemelor

1.8.sa recunoasca si sa utilizeze in
demonstratii proprietatile unor figuri
geometrice sau a unor linii importante in
triunghi

-rezolvarea problemelor de geometrie
plana care isi au originea in fizica

-rezolvarea problemelor de concurenta si
coliniaritate folosind teoreme
reprezentative : Menelaos, Van Aubel,
Ceva

-calculul lungimilor liniilor importante in
triunghi

-calculul ariilor unor figuri geometrice si
aplicarea metodei areolare in
demonstrarea unor probleme

-rezolvarea problemelor folosind relatii
trigonometrice

-demonstrarea unor inegalitati geometrice
-constructii de figuri geometrice
-determinarea locurilor geometrice
remarcabile si rezolvarea problemelor de
loc geometric

2.Dezvoltarea capacitdtii de a emite judecdti de valoare pentru rezolvarea proble-

melor inventiv §i euristic-creative

Obiective de referinta
La sfdrsitul clasei a V1I-a elevul va fi
capabil :
2.1.sd analizeze, sa elaboreze un plan de
rezolvare si sd rezolve probleme dificile

2.2.sa formuleze probleme echivalente cu
o problema data modificand parti ale
ipotezei si/ sau ale concluziei

Exemple de activititi de invitare
Pe parcursul clasei a VII-a se recomanda
urmatoarele activitati :
-analizarea ipotezei, concluziei §i
intelegerea problemei
-alegerea metodei de abordare a rezolvarii
problemei
-rezolvarea problemei si verificarea
rezultatului
-analiza rezolvarii
-verificarea redundantei unor ipoteze si
incercari de eliminare ale unor cerinte
(parti ) din ipoteza

-formulari de probleme prin extragerea
unor cazuri particulare sau prin
generalizare




2.3.sé identifice tehnici de lucru pentru
clase de probleme

-identificarea unor tehnici de lucru
valabile pentru clase de probleme
-analizarea eficientei metodei

3.Dezvoltarea capacitatii de a face conexiuni cognitive in cadrul disciplinei §i a ariei

curriculare

Obiective de referinta
La sfarsitul clasei a VII-a elevul va fi
capabil :

3.1.sa utilizeze rationamente inductive in
rezolvarea problemelor din domeniile
studiate

3.2.sa-si formeze o gandire creativa si
divergenta

Exemple de activititi de invitare
Pe parcursul clasei a VII-a se recomanda
urmatoarele activitati

-folosirea intuitiei si perspicacitatii in
alegerea modului de abordare a unei
probleme

-combinarea elementelor cunoscute si
crearea altora noi

-rezolvarea unor probleme teoretice
complexe prin stabilirea unor relatii intre
cunostinte

4.Dezvoltarea capacitatii de a comunica utilizand limbajul matematic

Obiective de referinta
La sfarsitul clasei a VIil-a elevul va fi
capabil :

4.1.sé foloseasca terminologia specifica
matematicii

4.2.sa discute avantajele si dezavantajele
utilizérii unei anumite tehnici de abordare
a unei probleme

Exemple de activititi de invatare
Pe parcursul clasei a VIl-a se
recomanda urmatoarele activitati :

-redactarea matematica a unui text
folosind scrierea specifica

-citirea unui text scris matematic si
interpretarea lui

-discutarea argumentelor folosirii unei
anume metode de rezolvare
-descrierea etapelor de rezolvare




5. Dezvoltarea interesului si a motivatiei pentru studiul §i aplicarea matematicii in

contexte variate

Obiective de referinta
La sfarsitul clasei a VII-a elevul va fi
capabil :

5.1.sa sesizeze importanta notiunilor de
geometrie 1n rezolvarea unor probleme
concrete

5.2.sa manifeste ingeniozitate pentru
gasirea de solutii noi

5.3.sa manifeste interes pentru folosirea
tehnologiilor informatiei in studiul
matematicii

Exemple de activititi de invatare
Pe parcursul clasei a VII-a se
recomanda urmdtoarele activitati

-transpunerea unor probleme din limbaj
uzual in limbajul geometriei , rezolvarea
lor si interpretarea rezultatelor
-abordarea unor probleme la moda in
concursurile scolare

-utilizarea unor soft-uri pentru invatarea
matematicii; explorarea internetului
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ALGEBRA
1. Multimi
1.1. Partitiile unei multimi

Definitia 1.1.1. Se numeste partitie a unei multimi A o multime de submultimi
nevide ale lui A, disjuncte doua cate doud, a caror reuniune este multimea A.

Probleme rezolvate

R1.1.1. Pentru multimea A={1,2,3} exista partitiile:

D {1}, {2}, £3};2) 11}, 42333 3) 42}, {1,3}; 4) 3}, {1.2}.

R1.1.2. Fie A={a,b,c,d}. Avem partitiile:

1) {a}, {b}, {c}, {d}; 2) {a}, {be.d}; 3) (b}, fac.dl; 4) {c}, {ab.d}, 5) {d,
fab.c}; 6) {abl, fc}, {d}; 7) {ac), (b}, {d}; 8) {ad}, (b}, {c}, 9) {be}, {a}, {d};
10) {c.d}, {a}, {b}; 11) {bd}, {a}, {c}, 12) {ab}, {cd}; 13) fac), {bd}; 14) {ad},
{b,c}.

Multimea submultimilor unei multimi nu reprezintd o partitie, deoarece nu
toate submultimile sunt disjuncte.

Multimea submultimilor unei multimi A se numeste multimea partilor multimii
A si se noteaza P(A).

Daca o multime A are n elemente (neN) atunci P(A) are 2" elemente.

R1.1.3. Sé se determine numarul submultimilor

A={ab,c,d}c{1,2,...,102}
cu proprietatea cd atb=c+d=102.

Solutie. Presupunem cd a<b<c<d. Atunci perechile cu suma 102 sunt: (1,101),
(2,100), (3,99),..., (49,53), (50,52). Perechii (1,101) 1i corespund 49 de perechi:
(2,100), (3,99),..., (50,52). Perechii (2,100) 1i corespund 48 de perechi: (3,99),
(4,998),..., (50,52). Numarand analog obtinem pentru perechea (49,53) perechea (50,52).
Numadrul cerut este:

49+48+47+...+2+1=492ﬂ=49~25=1225.

R1.1.4. Fie multimea A={1,2,3,...,998,999}.

Care este cel mai mic numdr de submultimi 1n care poate fi partitionata
multimea A astfel incat daci intr-o submultime se afld 2* cu xeN", in acea submultime
sa nu se mai afle (2*)’ cu y natural diferit de zero si unu.

Solutie. Puterile naturale 2* cu x#0 mai mici ca 999 sunt 2', 22,23 2% 2% 28
27, 2% 2°. Daci fiecare din aceste elemente sunt in submultimi disjuncte atunci 2* nu
este in aceeasi submultime cu (2%)’, dar nu este satisficutd conditia de minim (de
exemplu 2%, 2°, 2°, 27 pot fi in aceeasi submultime — orice putere cu exponent natural
diferit de zero si unu a acestor numere nu are ca rezultat pe unul din ele).
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Vom construi un model care sa realizeze minimul cerut, avand in vedere ca
submultimea ce-l contine pe 2 s nu mai contina si altd putere a sa; in submultimea in
care se afld 2* si nu se mai afle alti putere a lui 2°, in submultimea in care se afla 2° sa
nu se mai afle o alta putere a lui 23, etc. Atunci A;={1,2,3}, fiindca 4=27¢A,.

Ay={4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15}. A, poate contine elementele 4 si 8
deoarece 8=2’#(2°) dar nu poate si contind pe 16 deoarece 16=(2%)".

As={16,17,18,...,254,255}. A; nu-l poate contine pe 256=(2*)*, daci il contine
pe 16=2*. Si in sfarsit A,={256,257,...,998,999} .

Deci numarul minim de submultimi care satisfac ipoteza este 4, si am dat un
model de realizare. Evident solutia nu este unica.

R1.1.5. Partitionati multimea A={1,2,3,4,...,49} in sapte submultimi disjuncte,
astfel incat suma elementelor fiecdrei submultimi sa fie aceeasi.

Solutie. Multimea A are 49 de elemente. Din fiecare element sciddem
49+1

=25 pentru a obtine o multime ce are suma elementelor 0, adica

Al* ={-24,-23,-22,....-1,0,1,2,...,22,23,24} . Aceastda multime se poate partitiona.
Din Al* extragem sapte submultimi disjuncte de cate trei elemente, cu suma

elementelor zero. Fie aceste submultimi By, B,, B;, Bs, Bs, B, B7, cu Bj={24,-7,-17},
By={-24,7,17}, B;={20,-5,-15}, B4={-20,5,15}, Bs={16,-3,-13}, Bs={-16,3,13}, B;={-
1,0,1}.

Elementele ramase sunt sapte cvadruple de numere intregi, egale in valoare
absoluta doua cate doud, dar de semne contrare:

(-2,-4,2.,4), (-6,-8,6,8), (-9,-10,9,10), (-11,-12,11,12),
(-14,-18,14,18), (-19,-21,19,21), (-22,-23,22,23).

Atasam acestea submultimilor By, B,, B3, B4, Bs, B¢, B; si obtinem:
A={24,-7,-17,-2,-4,2,4}, A,={-24,7,17,-6,-8,6,8},

A;={20,-5,-15,-9,-10,9,10}, A,={-20,5,15,-11,-12,11,12}
As={16,-3,-13,-14,-18,14,18}, A¢={-16,3,13,-19,-21,19,21}
A;={-1,0,1-22,-23,22,23}

Adunand 25 la fiecare element al multimilor A, A, Az, A4, As, As, Az
obtinem:

C,={49,18,8,23,21,27,29}, C,={1,32,42,19,17,31,33},
C;={45,20,10,16,15,34,35}, C,~={5,30,40,14,13,36,37},
C5s={9,28,38,6,4,44,46}, Cc—{24,25,26,3,2,47,48}.

Multimile C;, C,, C;, C4, Cs, Cg, C; sunt disjuncte si fiecare are suma
elementelor 175.

R1.1.6. Sa se cerceteze daca existd numere naturale n astfel incat multimea
A={n,nt+1,n+2,n+3,n+4,n+5} sa poatd fi Tmpartitd in doud submultimi disjuncte cu
proprietatea ca produsul tuturor elementelor uneia dintre acestea sa fie egal cu produsul
tuturor elementelor celeilalte submultimi.

Solutie. Pentru n=0 problema nu are solutie.

Problema nu are solutie daca cel putin un element al multimii A se divide cu
un numdr prim mai mare sau egal cu 7. Fiindcd multimea are cele sase elemente
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numere consecutive, daca unul din acestea se divide cu un numar prim mai mare sau
egal cu 7 nu va mai exista in multimea A un alt element divizibil cu un numar prim mai
mare sau egal cu 7. Cum A contine sase numere naturale consecutive, cel putin unul
este divizibil cu 5. Dacid existd numai un element divizibil cu 5 problema nu are
solutie. Trebuie sa existe doud elemente divizibile cu 5. Acestea pot fi numai n+5 si n.
Deci n este multiplu de 5. Elementele n si n+5 trebuie sa facd parte din submultimi
diferite. Sa observam ca produsul a doua dintre elementele multimii A este mai mare
decét fiecare dintre celelalte elemente ale multimii. Este suficient sa aratam ca produsul
cel mai mic este mai mare decit cel mai mare dintre elementele ramase, adica
n(n+1)>n+5 < n*-5>0. Aceasta diferentd este pozitiva pentru orice n>5, neN.

Rezulta ca produsele care ar putea indeplini cerinta problemei trebuie cu
necesitate sa contina céte trei $i numai cate trei factori. Avem situatiile:

a) (nt1)(n+2)(n+5) si n(n+3)(n+4)

b) (n+1)(n+3)(n+5) i n(n+2)(n-+4)

¢) (nt1)(n+4)(n+5) si n(n+2)(n+3)

d) (n2)(n+4)(n+5) si n(n+1)(n+3)

e) (n+2)(n+3)(n+5) si n(n+1)(n+4)

f) (n+3)(n+4)(n+5) si n(n+1)(n+2).

In situatia a) avem:

(n+1)(n+2)(n+5)=n(n+3)(n+4) < n*+7n*+12n=n’+8n’+17n+10 <
n*+5n+10=0,
relatie imposibila pentru n>5, neN.

Situatiile b), c), d), e), f) nu sunt posibile pentru ca fiecare dintre factorii
primului produs sunt mai mari decat factorul corespunzator din cel de-al doilea produs.
Deci produsul din membrul sting este mai mare decat cel din membrul drept.

Deci nu exista nici un numar natural care sa satisfaca enuntul problemei.

1.2. Principiul includerii si excluderii

Fie A o multime finita cu n elemente.

Notdm cu CardA cardinalul (numérul de elemente) multimii A.

Teorema 1.2.1 (principiul includerii si excluderii). Fie A, B, C multimi
finite si CardA, CardB, CardC numarul elementelor acestor multimi.

Cardinalul multimilor AUB, AUBUC este dat de relatiile:

Card(AuB)=CardA+CardB-Card(AnB) @)
Card(AuBUC)=CardA+CardB+CardC-Card(AnB)-
-Card(ANC)-Card(BNC)+Card(AnBNC). )

Relatiile (1) si (2) sunt cazuri particulare (pentru n=2 si n=3) ale formulei lui
Boole-Sylvester, care va fi studiatd mai tarziu.

Sa ardtam relatia (1): Numarul elementelor din reuniunea multimilor A si B
este egal cu suma numerelor elementelor din A si B, din care se scade numarul
elementelor comune multimilor A si B, care au fost numarate de doua ori.
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AUB este reuniunea multimilor disjuncte A si B\(AnB), iar B este reuniunea
multimilor disjuncte B\(AnB) si AnB.
Din Card(AuUB)=CardA+Card(B\(AnB)) si
CardB=Card(B\(AnB))+Card(AnB) obtinem:
Card(AuUB)=CardA+CardB-Card(AnB), adica tocmai relatia (1).

AUB

ANB

Pentru relatia (2) folositi diagrama si observati cd adunand cardinalele
CardA+CardB+CardC si comparand cu Card(AuUBUC), trebuie scazute cardinalele
Card(AnB), Card(BNC), Card(AnC), dar atunci se pierde si Card(AnBNC) si de
aceea trebuie adunat Card(AnBNC).

Vom prezenta in continuare citeva probleme care folosesc in rezolvare acest
principiu.

R1.2.1. Elevii unei clase joaca fotbal sau baschet: 19 joaca fotbal, 24 joaca
baschet si 16 practica ambele jocuri. Cati elevi sunt in clasa?

Solutie. Aplicdm principiul includerii si excluderii. Fie F multimea elevilor ce
joaca fotbal, B — multimea elevilor ce joacd baschet. Atunci CardF=19, CardB=24,
Card(F~B)=16,

Card(FUB)=CardF+CardB-Card(AnB)=19+24-16=43-16=27.

Deci numarul elevilor din clasa este 27.

R1.2.2. Din cei 1000 de elevi ai unei scoli 506 participa la olimpiada de limba
romand, 460 participd la olimpiada de fizicd si 442 participa la olimpiada de
matematica. Dintre acestia 160 participa la olimpiadele de limba romana si fizica, 162
participa la olimpiadele de fizica si matematica si 131 participa la olimpiadele de limba
romanad si matematicd. Cati dintre elevii scolii participa la toate cele trei olimpiade.

Solutie. Aplicam principiul includerii si excluderii (relatia (2)).

Fie R — multimea elevilor ce participa la olimpiada de limba romana, F —
multimea elevilor ce participa la olimpiada de fizica, iar M — multimea elevilor ce
participa la olimpiada de matematica. Atunci CardR=506, CardF=460, CardM=442,
Card(RNF)=160, Card(FnM)=162, Card(R~M)=131, Card(RUFUM)=1000.

Folosim relatia (2) si obtinem:
Card(RUFUM)=CardR+CardF+CardM-Card(RNF)-
-Card(RNM)-Card(F~M)+Card(RNF~M),
deci 1000=506+460+442-160-131-162+Card(RNFM), de unde Card(RNFNM)=45.

Deci 45 de elevi din scoald participa la cate trei olimpiade.
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Principiul includerii si excluderii permite rezolvarea simpla a unor probleme
de divizibilitate.

R1.2.3. Aflati numarul numerelor naturale mai mici sau egale cu 500 care sunt
divizibile cu 2, 3 sau 5.

Solutie. Fie A multimea numerelor naturale nenule mai mici sau egale cu 500
divizibile cu 2, B — multimea numerelor naturale mai mici sau egale cu 500 divizibile
cu 3, iar C — multimea numerelor naturale mai mici sau egale cu 500 divizibile cu 5.
Numerele divizibile cu 2, mai mici sau egale cu 500 sunt: 2, 4, 6, 8...., 500.

Vom folosi partea intreaga fiindca la Tmpartiri ne intereseaza numai caturile nu
si resturile. Atunci

CardA = [%} =250, CardB = {STOO} =166, CardC = {Ssﬂ} =100,

Card(A NB) = [%} =82, Card(BNC) = [%} =33,

Card(ANC) = [%} =50, Card(ANnBNC)= [%} =16

Din Card(AUBUC)=CardA+CardB+CardC-Card(AnB)-
-Card(ANC)-Card(BNC)+Card(AnNBNC) obtinem Card(AUBUC)=367.
Acum putem afla si numarul numerelor naturale nenule mai mici sau egale cu

500 care nu sunt divizibile cu 2, nici cu 3, nici cu 5. Acestea sunt in numar de 500-
267=233.
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2. Congruente in Z. Aplicatii la rezolvarea problemelor de divizibilitate

Definitia 2.1. Doud numere intregi a si b se numesc congruente modulo n, n
fiind un numar intreg, daca n divide pe a-b, adica n|(a-b).

Numirul n se numeste modulul relatiei de congruenti. in loc de a scrie n|(a-b),
se scrie a=b(mod n) si citim: a este congruent cu b modulo n.

Proprietati ale relatiei de congruenta in Z

2.1.1. Relatia de congruenta este reflexiva, adicd a=a(mod n), oricare ar fi
numadrul Intreg a, cAind modulul n este dat. (Orice numar intreg (diferit de zero) este
congruent cu el insusi modulo n).

Avem n|0, dar a-a=0, deci n|(a-a), adicd a=a(mod n).

2.1.2. Relatia de congruentd este simetrica, adicd dacd a=b(mod n), atunci
b=a(mod n).

Faptul ca a=b(mod n) Inseamna ca n|(a-b).

Folosind proprietitile relatiei de divizibilitate obtinem n(-1)(a-b), deci n|(b-a),
adicd b=a(mod n).

2.1.3. Relatia de congruenta este tranzitiva, adica dacd a=b(mod n) si b=c(mod
n), atunci a=c(mod n).

Faptul ca a=b(mod n) Inseamna ca n|(a-b), iar b=c(mod n) inseamna ca m|(b-c).

Folosind proprietétile relatiei de divizibilitate obtinem nl|[(a-b)+(b-c)], deci
n|(a-c), de unde a=c(mod n).

Relatia de congruenta in raport cu un modul dat n fiind reflexiva, simetrica si
tranzitiva este o relatie de echivalenta.

2.1.4. i) Doua relatii de congruentd 1n raport cu un acelasi modul se aduna
membru cu membru, adica: daca a=b(mod n) si c=d(mod n) atunci:

a+c=b+d(mod n).

ii) Doua relatii de congruenta in raport cu acelasi modul se scad membru cu

membru, adicd dacd a=b(mod n) si c=d(mod n) atunci
a-c=b-d(mod n).

iii) Intr-o relatie de congruenti se poate trece un numdr intreg dintr-un membru
in altul al relatiei de congruenta cu semnul schimbat, adica daca a=b+c(mod n), atunci
a-c=b(mod n).

i) Deci a=b(mod n) inseamna ca n|(a-b), iar c=d(mod n) inseamna
n|(c-d). Folosind proprietatile relatiei de divizibilitate obtinem n|[(a-b)+(c-d)] sau
n|[(a+c)-(b+d)], de unde a+c=b+d(mod n).

ii) Din a=b(mod n) si c=d(mod n) obtinem n|(a-b) si n|(c-d), de unde n|[(a-b)-
(c-d)], sau n|[(a-c)-(b-d)], deci a-c=b-d(mod n).

iii) Din a=b+c(mod n) obtinem n|[a-(b+c)], deci n|[(a-c)-b], adica
a-c=b(mod n).

2.1.5. 1) Doua relatii de congruenta 1n raport cu acelasi modul n se pot inmulti
membru cu membru, adica daca a=b(mod n) si c=d(mod n), atunci a-c=b-d(mod n).

i1) Ambii membri ai unei relatii de congruenta se pot inmulti cu orice numér
intreg diferit de zero, adica:
Daca a=b(mod n) atunci a-c=b-c(mod n), oricare ar fi numarul intreg ¢ nenul.
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ii1)) Ambii membri ai unei relatii de congruentd se pot Inmulti cu orice numar
intreg nenul, iInmultind in acelasi timp si modulul, adica:

Daca a=b(mod n), atunci a-c=b-(mod n-c), oricare ar fi numarul intreg ¢ nenul.

Demonstratie. 1) Din a=b(mod n) obtinem n|(a-b), iar din c=d(mod n) obtinem
ca n|(c-d). Folosind proprietdtile relatiei de divizibilitate avem: n|[c(a-b)+b(c-d)], de
unde n|(ac-bd) adicad ac=bd(mod n).

ii) Din a=b(mod n) obtinem n|(a-b), si folosind proprietitile relatiei de
divizibilitate, pentru orice numar Iintreg ¢ avem: n|(a-b)c, deci n|(ac-bc), adica
ac=bc(mod n).

iii) Din a=b(mod n) rezultd cd n|(a-b). Folosind proprietitile relatiei de
divizibilitate obtinem: nc|(a-b)c, pentru orice numadr intreg c.

Deci ncl(ac-bc), adicd ac=bc(mod nc).

2.1.6. Orice relatie de congruenta in raport cu un modul dat este in acelasi
timp o relatie de congruenta in raport cu orice modul care este un divizor al modulului
initial, adica daca a=b(mod n) si k|n, atunci a=b(mod k).

Demonstratie. Din a=b(mod n) obtinem n|(a-b). Din k|n si n|(a-b) obtinem k|(a-
b), deci a=b(mod k).

2.1.7. Daca un membru al relatiei de congruenta intre doua numere intregi se
divide cu modulul, atunci si celdlalt membru al relatiei de congruenta se divide cu
modulul, adica
daca a=b(mod n) si nja, atunci n|b sau
daca a=b(mod n) si njb, atunci n|a.

Demonstratie. Din a=b(mod n) obtinem n|(a-b).

Daca nla atunci n|[(-1)(a-b)+a], deci n|b.

Daca n|b atunci n|[(a-b)+b], deci nla.

2.1.8. Doud numere intregi oarecare sunt intotdeauna congruente in raport cu
modulul 1 si (-1), adica a=b(mod 1) si a=b(mod (-1)) oricare ar fi numerele intregi a si
b nenule.

Demonstratie. Fiindca a,b€Z si atunci 1|(a-b), deci a=b(mod 1), iar din -1|(a-b)
obtinem a=b(mod (-1)).

Relatia de egalitate este un caz particular al relatiei de congruentd in cazul
cand modulul este zero si reciproc.

Probleme rezolvate

R2.1. Sa se afle restul impartirii numarului A=985-1275+970 1a 11.
Solutie. Avem: 985=6(mod 11), 1275=10(mod 11), 970=2(mod 11).
Atunci 985-1275+970=(6-10+2)(mod 11)=62=7(mod 11).
Restul impartirii numarului A la 11 este 7.
R2.2. Si se afle restul impartirii numarului B=4690"-157%-151°1a 13.
Solutie. Avem relatiile:
4690=10(mod 13), 157=1(mod 13), 151=8(mod 13).
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Atunci
B=4690"-157%-151°=10"-1-8°(mod 13)=(10"-8’)(mod 13).
Fiindca 10°=-1(mod 13), 8%=-1(mod 13)
10°=1(mod 13), 8*=1(mod 13)
10’=10(mod 13), 8’=8(mod 13)

obtinem B==(10"-8")(mod 13)=(10-8)(mod 13)=2(mod 13).

Deci restul Impartirii lui B la 13 este 2.

R2.3. Rezolvati in Z ecuatiile:

a) 4x=3x+2(mod 7); b) 5x+6=3x+4(mod 6).

Solutie. 4x=3x+2(mod 7), rezultad cd 4x-3x=2(mod 7), rezultd cd x=2(mod 7)
adica x=7k+2, unde ke Z.

b) 5x+6=3x+4(mod 6) rezulta ca 2x-+6=4(mod 6), rezulta ca
2x=-2(mod 6) deci x=-1(mod 6), adica x=0k-1, keZ.

R2.4. Sa se arate ca pentru orice numar natural n, numarul 10™-1 se divide cu 37.

Solutie. Fiindcd 1000=37-27+1, rezultd 1000=1(mod 37).
Deci 10°"=1"(mod 37)=1(mod 37), adica 10™-1 se divide cu 37.

R2.5. Si se demonstreze ci numarul N=7+7°+7°+7"+..+7°° se divide cu 336.

Solutie. Avem 336=7-48 (numere prime intre ele). Dam factor comun pe 7 si
obtinem: N=7-(1+7°+7*+7%+..+7""), deci 7|N. Trebuie s mai aritim ca 48 divide pe
17247474, +7,
Dar 1+7°+7+7%+.. +7"=49"+49'+49*+49°+ .. +49""_ Fiindca 49=1(mod 48), obtinem:

49° +49' +49° + .. +49" =1+1+...41=0(mod 48)
48 de ori

Deci N se divide cu 7 si 48 (prime intre ele) atunci se divide cu 7-48=336.

R2.6. Si se giseasca neN, astfel incat numarul A=n""+(n+1)" sa fie divizibil
prin 3.

Solutie. Un numar mpartit la 3 poate da unul din resturile: 0, 1, 2. Avem
situatiile:

1) n=0(mod 3); ii) n=1(mod 3); iii) n=2(mod 3).

i) In primul caz din n=0(mod 3) obtinem n""'=0(mod 3). Din n=0(mod 3)
obtinem n+1=1(mod 3) si atunci (n+1)"=1"(mod 3), deci (n+1)"=1(mod 3).

Deci ™' +(n+1)" =1(mod3)# 0(mod3).

ii) Din n=1(mod 3), rezulta n""'=1""(mod 3) si deci n""'=1(mod 3).

Din n=1(mod 3) obtinem n+1=2(mod 3), rezulta ca
(n+1)"=2"(mod 3)=(-1)"(mod 3). Deci n""'+(n+1)’=[1+(-1)"](mod 3), rezultdi ci n
trebuie sa fie impar si cum n=1(mod 3) rezulta ca n=6k+1.

ii) Pentru n=2(mod 3) obtinem n""'=2""(mod 3)=(-1)"""(mod 3).
Din n=2(mod 3) rezulta ca n+1=0(mod 3) si deci (n+1)"=0(mod 3).
Atunci n"" +(n+1)" =(=1)""(mod3) # 0(mod3).

in concluzie avem n=6k+1.
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3. Principiul paritatii

Multe probleme elementare, care de care mai neasteptate, folosesc notiunea de
paritate.

Principiul paritatii consta in separarea cazurilor pare si impare dintr-o situatie.
Regulile paritatii:

- suma a doud numere pare este un numar par

- suma a doud numere impare este un numar par

- suma dintre un numadr par si altul impar este un numar impar

- produsul dintre un numar par §i un numar impar este un numar par

- produsul a doua numere pare este un numar par

- produsul a doud numere impare este un numar impar.

Probleme rezolvate

R3.1.Fie neN,n>2.

Demonstrati cd numarul fractiilor ireductibile din multimea l,gj_,m,n_—l
nnn n
este par.
Cax mis e .k : L . . n—k
Solutie. S& aratam ca daca fractia — este ireductibila, atunci si fractia
n n

este ireductibila. Daca fractia — este ireductibild atunci & si # sunt prime Intre ele.
n

Sa demonstram ca si n-k si n sunt prime intre ele. Folosim metoda reducerii la
absurd. Presupunem ca exista p=1 astfel incat p|n si p|(n-k), deci p|[n-(n-k)] adica p|k.

Deci p|n si p|k,adicd n i k nu sunt prime intre ele, fals fiindca — este ireductibila.
n

n—k

.k n-
Sa ardtim ca fractiile — si sunt diferite. Dacd am avea — =
n n n n

n—k

am obtine

n =2k si atunci E = i nu ar mai fi ireductibild. Deci E # . Atunci numarul
n 2k n n
fractiilor ireductibile din multimea data este par.
R3.2. La olimpiada de matematica s-au intalnit » elevi, dar nu fiecare a dat
mana cu toti ceilalti. S& se arate cd numarul elevilor care au dat mana de un numar

impar de ori este par.

Solutie. Fie x; numarul strangerilor de mand pe care le-a realizat elevul cu
numarul de ordin i. Cand un elev da mana cu un alt elev se realizeaza doua strangeri de
mand, deci numarul total al strAngerilor de mana este par, adica

X +x,+o.+x, =25 (1)

Printre cei n elevi sunt & elevi care au realizat fiecare cate un numar par de

strangeri de mana si n-k elevi care au realizat fiecare cate un numar impar de strangeri
de méana.
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Atunci (1) se mai poate scrie:
X FX, Fotx, +x,,, X, X, =28

k numere pare n-k numere impare

Suma alcatuitd din £ numere pare si (n-k) numere impare este un numar par
dacid si numai daca numarul numerelor impare este par, deci (n-k) este numar par.

R3.3. Determinati numerele reale a,,a,,...,a,,,, stiind ca

a,+a,+..+a, +a,  =2n+l si |a,—a,|Ha,—a,|=...5a,,, —a,|
Solutie. Fie |a, —a, |9 a, —a; |=...=| a,,,, —a, |= k. Atunci
a,—a, =tk
a,—a, =tk
................. (1)
Ay, =y, =k

Ay — @ =1k
Adunand membru cu membru relatiile (1) obtinem:
O=tktkt..tk sau O=k(£lx..%1) 2)
Din (2) rezulti k=0 sau numirul din parantezi este zero. In parantezi avand un
numar impar de =+l obtinem cd numai k=0 convine. Atunci obtinem
a=a,=..=4a,,, =1.
R3.4. Ce conditie trebuie sa indeplineascd numarul natural n pentru ca sa
existe n numere a,,d,,...,d, egale cu +1 sau—1, cu proprietatea ca:

a,a,+a,a,+..+a, a,+a,a, =0 (1)

. c A . . n .
Solutie. Suma continand 7 termeni, pentru a avea loc (1) trebuie ca 5 termeni

. . n . . g . *
sa fie 1 1ar 5 termeni s fie —1. Deci este necesar ca n sa fie par, adicd n=2k, k e N .

Conditia nu este suficientd (exp. k =1=>n =2 sideci a,a, +a,a, =2a,a, #0).
Vom calcula in doud moduri produsul termenilor din (1) si anume:
(a,a,)a,a;)-...-(a, a,Na,a)=a’a;-...a. =1 (2)

n
Tinand seama ca avem k termeni din (1) egali cu +1, iar k(Ej termeni egali

cu —1 obtinem: (a,a,)(a,a5)-...-(a,,a,)a,a) = GV CVE 3)
Din (2) si (3) rezultd ca 1=(+1)* -(=1)*, adica trebuie ca k sa fie par. Deci

k=21, 1eN". Atunci n=2k=2-2/=41.
In concluzie n trebuie sa fie multiplu de 4.
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4. Principiul invariantului

Invariantul este o marime, o relatie, sau o proprietate care rimane neschimbata
in urma aplicarii sau interventiei unei transformari.

Deci o situatie initiala este supusd in mod repetat unor transformari. De obicei
se cere sd se demonstreze ca in urma acestor transformari nu se poate ajunge la o
anumitd forma. Aceasta se poate face alegand caracteristica obiectului care a fost supus
transformarii, adicad "invariantul" transformarii. Dacd in final obiectul nu poseda
"invariantul" atunci el nu poate fi obtinut in urma transformarilor descrise.

Probleme rezolvate

R4.1. intr-un sistem cartezian xOy din punctul (x,y) este permisi
deplasarea intr-unul din cele patru puncte: (x—1,y—-1), (x—-1Ly+1), (x+1,x-1),
(x+1,y+1). Demonstrati ca din punctul (0,0) nu se poate ajunge prin deplasari
succesive in punctul (2003,2004).

Solutie. Observam ca un punct (x,y) avand suma coordonatelor x+ ) un
numar par se poate deplasa intr-un punct avand suma coordonatelor tot para:

I. (x—1,y—1) are suma coordonatelor x+ y—2

I. (x—1,y+1) are suma coordonatelor x + y
II. (x+1,x—1) are suma coordonatelor 2x
IV. (x+1,y+1) are suma coordonatelor 2+x+ .

Punctul (0,0) are suma coordonatelor 0, deci un numar par, el se poate deplasa
succesiv In puncte cu aceeasi paritate a sumei coordonatelor, deci nu se poate deplasa
in punctul (2003,2004) care are suma coordonatelor impara.

R4.2. O cameri are dimensiunile podelei de 7m si 10m. in cele patru colturi
ale camerei se aseaza cate un dulap avand baza patrat cu latura de 1m. Sa se arate ca ce
ramane din suprafata podelei nu poate fi acoperita cu placi dreptunghiulare de
dimensiuni 3mx1m.

Solutie. Se imparte camera intr-o retea de patrate cu latura Im pe care le
vopsim in trei culori: rosu, alb, negru ca mai jos:

RANRANRANR
ANRANRANRA
NRANRANRAN
RANRANRANR
ANRANRANRA
NRANRANRAN
RANRANRANR

Obtinem 24 de R, 23 de A, 23 de N. Eliminand colturile ramén 20 de patratele
rosii, 23 de patratele albe, 23 de patratele negre. Dar oricum am ageza o placa de 3x1
ea acopera un patratel rosu, unul alb si unul negru. Daca s-ar putea acoperi suprafata cu
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un numar intreg de placi ar trebui sd existe acelasi numar de patratele pentru fiecare
culoare.

R4.3. Pe o tabla scriem numerele de la 1 la 4n-1 (n>1, ne N).

Printr-o operatie intelegem ca stergem doud numere oarecare de pe tabld si in locul lor
scriem valoarea absolutd a diferentei celor doud numere. Sd se demonstreze ca dupa
4n-2 operatii pe tabld rimane un singur numar par.

Solutie. La orice pas i, inainte de stergerea a doud numere x si y, fie S;,; suma
numerelor de pe tabla si S; suma numerelor de pe tabla dupa stergerea numerelor x si
y. Atunci avem:
2x, daca x<y

S, =S =x+y—|x—-y|
i+1 i y | y| {2)}, daca ny

Deci §,,, — S, este totdeauna un numar par. Suma:

(4n—1)-4n _

1+2+3+...+4n—-1= (4n—-1)-2n

este un numar par, rezultd ca S, este tot un numar par. Dar §, este ultimul numar de
pe tabla. Deci pe tabld a raimas un numar par.
R4.4. Se considera numerele 3,1+ 3 - V3. Dupa un pas este permisd

scrierea a noi trei numere, inlocuind fiecare din numerele date prin semisuma celorlalte
doua. Se poate efectua de cateva ori aceastd operatie, si se obtind tripletul

2,2+4/3,2-4/32

Solutie. In acest caz raméne invariantd suma numerelor. Daca x, y, z sunt
+z z4+x x+Yy

numerele, atunci ele se inlocuiesc cu R s , CE au suma
2 2 2
X+ xX+z +z 2(x+y+z
y XEZ y¥z Ay s
2 2 2 2

Suma numerelor initiale este 3+1+ V3+1-43=5 , iar suma numerelor
finale este; 2+2+ \/g +2- \/g = 6. Deci plecand de la numerele 3,1+ \/g,l — \/g nu

se poate ajunge la numerele 2,2 + \/g ,2— \/g .
R4.5. Consideram numerele: 1, 2, 3,..., 2001. Alegem doua numere x si y din

Xy
I+x+y

numere, $.a.m.d. Demonstrati ca dupa 2000 de pasi se obtine intotdeauna acelasi numar
(indiferent de modul in care ludm perechile). Care este acest numar?

X
l+x+y
xXyz+z+xz+ yz=xyz+xy,deci yz(x+D)+z(x+)=xy(z+1) &

cele de mai sus si le inlocuim cu z= . Repetam procedeul cu alte doud

Solutie. Din z= obtinem z+xz+yz=Xxy, de unde avem
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(x+D(yz+z)=xp(z+1) < z(x+1)(y+1)=xp(z+1), care se mai poate scrie

(x+1)(y+1):z+1,deci x+1.y+1:1+l <au

xy z X y z

(1+lj[l+l]=l+l.
X y z

Dacd notam cu Xx,,X,,...,x, numerele existente la un moment dat, atunci

e

este invarianta. Daca xeste ultimul numar, avem:

1Y, 1 1) 23 2002 . 1
4= 14— [l —— =22 = =14+
( J( 2]( 2001] 1 2772001 x

Deci 2002 =l+l, de unde x :L.
X 2001

R4.6. Pe o tabla sunt scrise numerele: 1, 2, 3,..., 1986, 1987. La fiecare pas se
sterg cateva numere si se scrie restul dat de suma numerelor sterse la Tmpartirea cu 7.
La un moment dat, au ramas pe tabla doud numere, unul dintre ele fiind 987. Care este
acel numar?

Solutie. In acest caz invariantul este restul dat la impartirea cu 7 de suma:
1+2+3+...+1986+1987=1987-7-142, adica zero.

Daca x este numarul cerut, rezultd ca x+987 se divide cu 7, de unde x se divide
cu 7. Fiindca 987 nu poate fi restul la impartirea cu 7, atunci x trebuie sa fie acest rest
sideci x <6. Pentru ca x se divide cu 7, rezultd x=0.

expresia
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5. Metoda reducerii la absurd

Metoda reducerii la absurd este o metodd specificd de demonstratie in
matematica. La baza acestei metode std una din legile fundamentale ale logicii clasice:
legea tertului exclus, ce are urmatorul enunt:

Din doua propozitii contradictorii una este adevirata, cealalta falsa, iar a treia
posibilitate nu exista.

Legea tertului exclus nu ne precizeaza care din cele doud propozitii este
adevarata si care este falsa.

Cand la doud propozitii contradictorii aplicdm legea tertului exclus este
suficient sa stabilim ca una dintre ele este falsd pentru a deduce cid cealaltd este
adevdrata.

Metoda reducerii la absurd consta in a admite in mod provizoriu, ca adevarata
propozitia contradictorie propozitiei de demonstrat, apoi pe baza acestei presupuneri se
deduc o serie de consecinte care duc la un rezultat absurd, deoarece ele contrazic sau
ipoteza problemei date sau un adevar stabilit mai Tnainte. Mai departe rationam astfel:
daca presupunerea ar fi fost adevarata, atunci in urma rationamentelor logic corecte ar
fi trebuit sd ajungem la o concluzie adevarat, deoarece am ajuns la o concluzie falsa,
inseamna cad presupunerea noastra a fost falsd. Aceasta duce la concluzia ca
presupunerea facuta nu este posibila si rimane ca adevarata concluzia propozitiei date.

Metoda reducerii la absurd nu se reduce la propozitia cd "a demonstra o
propozitie este acelasi lucru cu a demonstra contrara reciprocei ei", deoarece pot aparea
si situatii In care nu se contrazice ipoteza ci o altd propozitie (un rezultat cunoscut, o
axiomd, o teoremd). Metoda reducerii la absurd se foloseste atdt in rezolvarea
problemelor de calcul (de aflat) cat si la rezolvarea problemelor de "demonstrat".
Metoda este des utilizatda in demonstrarea teoremelor reciproce, precum si in
demonstrarea teoremelor de unicitate.

Probleme rezolvate

Vom prezenta cateva exercitii si probleme rezolvate in care folosim metoda
reducerii la absurd.

R5.1. Suma a 12 numere naturale nenule este 77. Aratati ca printre ele se afla
cel putin doua numere egale.

Solutie. Presupunem ca existd 12 numere naturale nenule distincte ce au suma
77. Daca le consideram pe cele mai mici, suma lor este:

1+2+3+...+11+12:%:613:78

Cum suma celor mai mici 12 numere naturale nenule distincte este mai mare
decat suma datd, 77, rezulta ca presupunerea facuta este falsd. Deci printre numerele
considerate exista cel putin doua numere egale.
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R5.2. Suma a trei numere naturale este 139. Demonstrati ca cel putin unul
dintre ele este mai mare sau egal cu 47.

Solutie. Folosim metoda reducerii la absurd, presupunem concluzia falsa, adica
nici unul dintre numere nu este mai mare sau egal cu 47. Fie a,b,c numerele. Deci
a<47, b<47, c<47. Fiindca a,b,c sunt numere naturale rezulti ci a <46, b<46,
c<46. Tinind seama cd a+b+c=139 obtinem: a+b+c <138 sau 139<138,
ceea ce este absurd. Atunci presupunerea facutd este falsd si deci concluzia este
adevaratd, adica cel putin unul dintre numere este mai mare sau egal cu 47.

R5.3. Sa se arate ca pentru orice numar natural diferit de zero fractia

2n+1
este ireductibild.

Solutie. Presupunem ca fractia datd nu este ireductibild, atunci existd un numar
natural d diferit de unu astfel incat d|(2n—-1) si d|(2n+1), de unde
d|[2n+1)—(2n—-1)] adica d|2. Fiinded d #1, rezultd d=2. Atunci rezultd ca
2|(2n—1) ceea ce este absurd. Deci presupunerea facuta este falsa, si deci fractia este
ireductibila.

R5.4. Sa se determine numarul elementelor multimii:

M=l 1052003
2n+1

. : . A e . n+l
Solutie. Multimea are atatea elemente cate valori distincte are fractia ,

2n+1
n=1,2,...,2003. Presupunem prin absurd ca existd n, si n,, cu n, #n, pentru care

fractia are aceeasi valoare, adica:
m+l  n,+1

2n,+1 2n,+1

2nny +n,+2n, +1=2nn, +n, +2n,+1<n, =n,.

< +D)(2n, +1) =(n, +1)(2n, +1) &

Am ajuns la o contradictie pentru cd n, a fost presupus diferit de n,. Deci

multimea M are 2003 elemente.
R5.5. Stiind ci x, y, z sunt numere reale, sd se arate ca urmatoarele inegalitati
nu pot fi simultan adevarate:

x—=2z>1
y—z<I
2y—x2>1

Solutie. Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem ca toate inegalitatile
sunt adevirate. Inmultim a doua inegalitate cu —2 si adunandu-le obtinem:
x=2z42z-2y+2y—-x>0,
adica 0>0, ceea ce este absurd. Deci presupunerea facuta este falsa. Deci inegalitatile
considerate nu pot fi simultan adevérate.

R5.6. Sa se arate ca numarul \/g + \/g este irational.
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Solutie. Aplicam metoda reducerii la absurd. Presupunem ca V3445 este
rational; rezultd ca existda xeQ astfel incat \/§ +\/§ =x, de unde obtinem ca

2
3454215 =22 sau 8+2415=x2, de unde V15=" %

€Q, fals. Deci

presupunerea facuta este falsa si deci \/g + \/g este irational.

R5.7. Se considerd un patrat cu latura lcm si 10 puncte in interiorul sau.
Demonstrati ca printre cele 10 puncte date existd doud puncte astfel incat distanta

dintre ele sa nu depaseasca T cm.

Solutie. Cu metoda reducerii la absurd, presupunem ca nu exista astfel de 2

puncte cu distanta dintre ele sd nu depaseasca T cm. Impartim pétratul in 9 patrate

S 1 : . .
mai mici cu latura gcm. Diagonala unui astfel de patrat va avea lungimea

2

2
— =——cm calculata cu teorema lui Pitagora. Cele 10 puncte fiind

9

situate In interiorul patratului "mare" inseamna ca putem aseza 2 puncte in doua patrate

. . : : 2
"mici" aldturate astfel incat distanta dintre ele sa fie mai mare decdt — cm. Pentru ca

problema sa fie rezolvata trebuie sa existe atitea patrate "mici" cate puncte (zece). Am
ajuns la o contradictie, rezultd cd presupunerea facuta este falsd, rezultd ca existd 2

puncte la care distanta dintre ele nu depaseste T cm.

W | —

&[5

28



R5.8. Fie AABC si punctele M, N, P diferite de varfurile triunghiului cu

MB NC PA
MeBC, NeAC, PeAB astfel incit ——-——-—— =1, atunci punctele M, N, P sunt

MC NA PB
coliniare. (Reciproca teoremei lui Menelaus)
Solutie. Folosim metoda reducerii la absurd, presupunem ca punctele M, N, P
nu sunt coliniare. Unind M cu P printr-o dreapta ce taie pe AC intr-un punct N' diferit
de N si conform teoremei directe a lui Menelaus avem:

MB N'C PA

el | (1)
MC N'A PB

Din ipoteza avem:
MB NC PA _, o
MC NA PB
N'C NC

Din relatiile (1) si (2) obtinem —— = —— si deci N'=N. Deci presupunerea

tille (1) si (2) obt NA NA S presupu

ca punctele M, N, P nu sunt coliniare este falsa. Deci are loc relatia din ipoteza.
Reciproca teoremei Iui Menelaus constituie una din principalele metode de
demonstrare a coliniaritatii multor triplete de puncte.
R5.9. Se considera triunghiul ABC si punctele K, M, L situate pe laturile
(AB), (BC), (AC) si diferite de varfurile triunghiului. Sa se demonstreze ca cel putin
una din ariile triunghiurilor MAL, KBM, LCK nu depaseste un sfert din aria

triunghiului ABC.
Solutie. Avem relatiile:
AB-AC-sinA AM - AL-sinA
S[ABC] = f’ S[AML] = 5
Deci
Stam; _ AM- AL 0
Siase; AB-AC
A
L
M
B K c
Analog obtinem:
Semk;  BM-BK @)

S[ ABC] BA -BC
si
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Sasq CA-CB

Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem ca

)

Siam >l, Semk >l’ Sy >l

Saser 4 S 4 Spsg 4
Tinand seama de relatiile (1), (2), (3), obtinem

AM - AL BM - BK CL-KC S 1 1

AB- AC BA -BC CA CB 64

sau

AL-CL BM-AM BK- CK> 1
AC-AC AB-AB BC-BC 64

Cu inegalitatea dintre media aritmetica si geometrica avem:

AL+CL AC AL-CL 1
JAL-CL < AL e AR
2 2 N ACAC 4

4)

AMBM 1 BKCK 1
AB-AB 4 BC-BC 4

Inmultind membru cu membru aceste ultime trei inegalititi obtinem:

AL-CL AM-BM BK- CK i 5)
AC-AC AB-AB BC-BC 64

Din (4) si (5) rezulta ca presupunerea facuta este falsa, adica gasim un triunghi

si analog

cu aria ce nu depaseste M.

R5.10. intr-un triunghi ascutitunghic neechilateral, printr-un varf este dusi
indltimea, prin altul mediana, iar prin cel de-al treilea bisectoarea. Aratati ca aceste linii
nu pot forma prin intersectie un triunghi echilateral.

Demonstratie. Consideram triunghiul ABC cu 1nédltimea AA', mediana BB' si
bisectoarea CC'.

A

Cv

B A C
Aplicim metoda reducerii la absurd. Presupunem ca triunghiul DEL este
echilateral. Din triunghiul dreptunghic CDA' obtinem:
m(£DCA")=90°-60°=30°
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Deci m(£C)=60° si atunci m(£B'CE)=30°. Dar ZDEL=/B'EC (opuse la
varf), atunci m(£B'EC)=60°. In triunghiul B'EC avem
m(£EB'C)=180°-(30°+60°)=90°
Fiindca BB' este mediana rezulta ca (BA)=(BC). Dar m(£C)=60° si atunci
rezultd cad triunghiul ABC este echilateral. dar din ipoteza triunghiul ABC nu este
echilateral. Atunci presupunerea facuta (ca triunghiul DEL este echilateral) este falsa si
deci triunghiul DEL nu este echilateral.
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6. Probleme de numarare

Multe probleme din viata cotidiana cer numadrarea elementelor unor multimi
finite, ale partilor unei multimi, etc. si de aici importanta aprofundarii operatiei de
numarare prin probleme care conduc la numararea elementelor unor multimi diverse.
Domeniul matematicii in care se studiaza astfel de probleme se numeste combinatorica.
Pentru a aborda diverse probleme de numarare un rol important il joacd notiunea de
partea intreagd, numadrul divizorilor naturali ai unui numar natural, forma canonica a
unui numar natural n (descompunerea in mod unic in produs de factori primi), etc.

1) Prin partea ntreagd a unui numar x intelegem cel mai mare numar intreg
care nu 1l depaseste pe x si se noteaza [x].

Avem x—-1<[x]<x.

Folosim partea intreagd, de exemplu cand numaram multiplii unui numaér
natural p cuprins in multimea: {1,2,3,....n}.

2) Orice numar natural #n, diferit de zero, se descompune in mod unic intr-un
produs de factori primi:

— % %) O
n=p, Py --Pr (1)
unde p,, p,,..., p, sunt numere prime, iar o,,Q,,...,0, sunt numere nenule. Relatia

(1) se numeste forma canonica a lui n.
Numarul divizorilor naturali ai lui n este: (a, +1)(a, +1)...(a, +1).

Vom prezenta in continuare cateva probleme de aritmetica, teoria numerelor,
geometrie, care se incadreaza la aceastd problematica.

R6.1. Care este exponentul lui 3 in descompunerea in factori primi a
numarului 100! (100!=1-2-3-...-100).

Solutie. Dintre numerele 1,2,3.,4,...,100 fiecare al treilea este divizibil cu 3.
Fiindca 100=3-33+1, rezulta ca de la 1 Ia 100 sunt 33 de numere divizibile cu 3. Dintre
aceste 33 de numere fiecare al treilea este divizibil cel putin cu puterea a 2-a a lui 3.
Fiindca 33:3=11, rezultd ca sunt 11 numere divizibile cu 3. Dintre cele 11 fiecare al 3-
lea este divizibil cu 3°. Fiindcd 11=3-3+1, rezultd ci sunt 3 astfel de numere. Dintre
aceste 3 numere unul este divizibil cu 3*. Nu existd nici un numar dintre primele 100,
divizibil cu 3° pentru ci 3°>100. Atunci exponentul lui 3 din descompunerea in produs
de factori primi a numarului 100! este: 33+11+3+1=48.

Fiindca la impartirile efectuate am retinut numai caturile, acestea reprezinta de
100 100 100 100

"33
descompunerea 1n factori primi a numarului 100! este:

[100}{1020}{1030}[1%0}:33+11+3+1:48.
BN RENE

Cu acelasi rationament se aratd ca exponentul numdrului prim p din
descompunerea in factori primi a lui n! (n!=1-2-3...n) este:

fapt partile intregi ale numerelor: Deci exponentul lui 3 din
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R6.2. Se considera intr-un plan 5 puncte, oricare trei necoliniare.

a) Cate drepte determind aceste puncte?

b) Cate triunghiuri determina aceste puncte?

c¢) Dacad avem n puncte (oricare trei necoliniare), cite drepte si cate triunghiuri
determina?

Solutie. a) Fie Aj,A»,A3,A4,A5 punctele din ipoteza. Punctul A, determind cu
celelalte 4 puncte un numar de 4 drepte. Din cele 5 puncte pleaca 4-5=20 semidrepte.
Fiecare dreaptd a fost numaratd de doua ori (de exemplu AjA, si A,A;). Atunci
numarul dreptelor care trec prin cele 5 puncte este 20:2=10.

In general, daci avem n puncte (n>3) si oricare trei sunt necoliniare atunci ele

n(n—1)

determina T drepte.

Fie punctele Aj,A,,...,A,. Fixand punctul A;, acesta va determina cu celelalte
puncte n-1 drepte. Avand n puncte, din ele pleacd n(n-1) semidrepte. Fiecare dreapta
este numaratd de doud ori: AjAx si AgA;. Atunci n puncte (oricare trei necoliniare)

n(n—1)
2

determina drepte.

b)-c) Pentru numarul de triunghiuri considerdim cazul cand avem n puncte
(oricare trei necoliniare). Fixam un varf A; de exemplu, fapt ce poate fi realizat in »
moduri. Fixdm al doilea varf A;, realizabil in n-1 moduri (dupa prima fixare). Fixdm al
3-lea varf Ay, realizabil in #-2 moduri. Tindnd seama cum au fost alese varfurile,
obtinem n(n—1)(n—2) variante. Fiecare triunghi A;AjAyx a fost numdrat de 6 ori:
AiAjAk, AiAkAj, AinAk, AjAkAi, AkAin, AkAiAj. Atunci numarul de triunghiuri
n(n—1)(n-2)

6 .

R6.3. Determinati numarul diagonalelor unui poligon convex cu n laturi

determinat de »n puncte (oricare trei necoliniare) este

(n=4).

Solutie. Din fiecare varf pleaca n-3 diagonale pentru cd un varf si cu doud
adiacente nu determind diagonale. Fiind »n varfuri avem n(n-3) segmente. Dar fiecare
diagonald a fost numarata de doud ori, deci numarul diagonalelor unui poligon convex

n(n—73)

cu #n laturi este T

Altfel. Daca avem n puncte distincte (oricare trei necoliniare), ele determina
n(n—1)
2

drepte. Pentru a afla numarul diagonalelor trebuie si scddem numarul

laturilor. Obtinem:
n(n—1) e n*—n-2n B n*=3n _n(n-3)
2 2 2 2
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R6.4. Sa se determine numarul minim de monede de 1, 3, 5 euro de care avem
nevoie pentru a plati orice suma intreaga cuprinsa intre 1 si 5x euro.

Solutie. i) Pentru a plati orice suma intreaga cuprinsa intre 1 si 5z euro avem
nevoie de cel putin #+2 monede: pentru a pliti sumele de 2 euro si 5n euro avem
nevoie de doud monede de un euro si Inca cel putin » monede.

i) Pentru a plati toate sumele intregi intre 1 euro §i 5n euro sunt suficiente
n+2 monede: doud monede de 1 euro, o monedi de trei euro si #—1 monede de 5
euro.

Orice numar natural cuprins intre 1 si Sz inclusiv are una din formele

Sk+1,5k+2,5k+3,5k+4,5k+5 unde 0<k<n-1.

Sumele de forma 5k +1 pot fi platite cu & din cele n—1 monede de 5 euro
(n—12=k) si una dintre monedele de 1 euro. Sumele de forma 5k + 2 pot fi platite cu

k monede 5 euro si monedele de 1 euro. Sumele de forma 5k +3 si 5k+4 le putem
plati cu orice monede de 5 euro si moneda de 3 euro respectiv £ monede de 5 euro o
moneda de 3 euro si una de 1 euro. Sumele de forma 5k+5 (n—12>k) pot fi platite

cu k monede de 5 euro si cu monede de 1 si 3 euro. Deci numarul minim cerut este
n+2.

6.2. Principiul cutiei sau principiul lui Dirichlet

Sunt multe probleme de matematica cu enunturi inedite ce pot fi abordate cu
mijloace ale gandirii cotidiene, farda a fi nevoie de metode rafinate. Un exemplu
elocvent este principiul cutiei sau principiul lui Dirichlet. Ceea ce caracterizeaza
problemele in care acest principiu se foloseste este dificultatea de a le aborda pe cai
cunoscute. Intr-o formulare fara pretentii acest principiu revine la observatia ca daca
avem doua cutii 1n care trebuie puse trei obiecte, intr-una din ele va trebui sa asezam
cel putin doud obiecte. Mai general, daca repartizim un numar mai mare de n obiecte
in n clase, atunci cel putin intr-o clasi vor fi cel putin doud obiecte. Deci avem

Teorema 6.2.1. Consideram o multime nevidd 4 si 4,,4»,...,4, 0 partitie a
multimii 4 (adicd 4,U4>,0...UA4,=4 si AiNA~=C, pentru i#j. Daca avem n+1 elemente
din 4: ay,a,,...,a,,a,+1 atunci existd o submultime A4; a partitiei care sa contina cel putin
doua elemente ale multimii {ay,ay,...,d, @1} .

In general principiul cutiei este un principiu de numarare. In ultimul timp acest
principiu a capatat o mare popularitate, fiind pus la baza unui mare numar de probleme,
dintre care unele deosebit de dificile. Vom prezenta cateva exemple in care se foloseste
acest principiu 1n aritmetica, geometrie.

R6.2.1. Consideram multimea A={a,,a,,...,a,} cu elementele numere
intregi. Sa se demonstreze ca 4 are cel putin o parte nevidd cu proprietatea ca suma
elementelor sale se divide cu n.

Solutie. Daca a este numar intreg si #» numar natural, existd numerele ¢ si
unice astfel incait a=n-g+r cu g€ Z si r€{0,1,2,...,n—1}. Vom aplica principiul
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cutiei. Considerdam urmatoarele n submultimi ale lui 4: 4, ={a,}, 4, ={a,,a,},
A4, ={a,,a,,a;},..., A, =1a,,a,,...,a,}.

Daca notam cu S, cu i= ,n suma elementelor fiecarei multimi avem:
S =a,S,=a+a,, S;=a,+a,+a,,.,S, =a +a,+..+a,.

Daca unul din numerele S; cu i = I,_n se divide cu n problema este rezolvata.
Daca nu, cele n resturi obtinute prin impartirea cu » a numerelor S, apartin multimii
{1,2,3,...,n-1} ce are n-1 elemente diferite. Deci exista cu sigurantd doua numere S, si
S, care dau acelasi rest la impértirea cu n. Fie S, =a,+a,+..+a, si
S,=a,+a,+..+a; cele doud numere. Fie i< j. Fiindcd n divide pe S-S,
rezultd cd submultimea cautatd este B ={a,,,,d,,,,.--,a,} .

R6.2.2. Sa se arate ¢ oricum am alege cinci numere intregi, exista doua dintre
acestea, care au suma sau diferenta divizibile cu 7.

Solutie. La impartirea cu 7 a unui numar se obtine unul din resturile
0,1,2,3,4,5,6. Patratul sdu va da la impartirea cu 7 unul din resturile 0,1,2,4. Deoarece
avem cinci numere a,b,c,d,e, cele cinci patrate ale lor nu pot da la impartirea cu 7 decét
unul din cele patru resturi: 0,1,2,4. Conform principiului cutiei cel putin doua din
aceste cinci patrate dau la impartirea cu 7 acelasi rest. Deci existd x,y € {a,b,c,d,e}

astfel incat x° —y” se divide cu 7. Deci 7 divide pe x° —y° =(x—y)(x+ ), dar
fiind si prim rezulta ca 7 divide pe x+ y sau 7 divide pe x— .

R6.2.3. Patru drepte distincte situate intr-un plan, il impart in mai multe
regiuni distincte. Sa se arate ca oricum s-ar aseza 12 puncte In acest plan astfel incat
nici unul sd nu apartind dreptelor date, cel putin doua dintre ele se afld In aceeasi
regiune.

Solutie. Dreptele fiind distincte pot fi amplasate in felul urmator:

/

/
/

/

a) b)

) d)
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Numaérul maxim de regiuni este 11 si se obtine in cazul i). Regiunile in care a
fost impartit planul vor fi "casutele" din principiul cutiei. Dacd am ageza cate un punct
in fiecare regiune am avea nevoie de 11 puncte. Avand 1nsa 12 puncte, rezulta ca in cel
putin o regiune vor fi doud puncte.

R6.2.4. Consideram noua puncte Intr-un patrat cu latura de lungime 1. Sa se
demonstreze ca existd un triunghi cu varfurile in trei din cele noua puncte a carui arie

1
sd fie cel mult egala cu g .
Solutie. Unind doud cate doua mijloacele laturilor opuse in patratul dat,
. . : N SN
obtinem o Tmpartire a acestuia in patru patrate de arie Z . Oricum am plasa cele noua

puncte, intotdeauna trei se vor afla in interiorul sau pe laturile aceluiasi patrat. Fie A,
B, C cele trei puncte situate in patratul EFGH. Sa aratam ca aria triunghiului ABC este

1 . .
mai micé sau egald cu g Ducem prin A, B, C paralele la EH. Una dintre acestea se va

afla intre celelalte doua, deci va intersecta latura opusa varfului prin care trece. Fie AQ
aceasta paraleld la EH, Qe[BC]. Ducem BNLAQ si CPLAQ (N,PeAQ). Atunci avem:

AQ-BN AQ-CP AQ
Siasc) = Siasor T Siacq = 7 + 5 = 5 (BN+CP) <
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1 1 11
SEEH'HG:ES[EHGF] :EZ
Deci S 5 Sé

0| —

Egalitatea are loc dacd si numai daca

AQ(BN+CP)=EH-HG, deci NQ=HF si BN+CP=HG. Deci egalitatea se obtine

cand o laturd a triunghiului coincide cu o latura a patratului si celalalt varf al

triunghiului se afla pe latura opusa.
E F L E F

M T K H G
R6.2.5. Consideram 17 drepte care impart un patrat in doua patrulatere care au

o1 e : .
raportul ariilor g . Sé se arate ca cel putin 5 dintre aceste drepte trec prin acelasi punct.

Solutie. Fiecare din cele 17 drepte nu poate tidia doud laturi consecutive ale
patratului, deoarece atunci patratul ar fi impartit intr-un triunghi si un pentagon. Deci
fiecare dreapta imparte patratul in doua trapeze dreptunghice care au aceeasi Inaltime.
Fie a una din aceste drepte care taie laturile AB si CD in punctele T si R. Daca L si K
sunt mijloacele laturilor AD respectiv BC, iar E; este punctul de intersectie al dreptelor
Qsi TR, avem:

(TB+RC)-BC
Sterre) _ 2 _KE, _1
s[ ATRD] (AT+DR)-AD EL 6
2
Am tinut seama ca trapezele au inaltimile egale si liniile mijlocii au lungimile:
_ TB+RC

AT+DR

E,K ,LE, =

1
Pe dreapta LK exista doud puncte care impart segmentul LK in raportul g . Fie
al doilea punct E,. Atunci avem:
KE, E,K 1
EL E,L 6

Fiindca intr-un patrat existd numai doud segmente care unesc mijloacele
laturilor opuse rezultd ca in interiorul patratului exista exact patru puncte: E,E,,E;,E4

care impart liniile mijlocii ale patratului in raportul — . deci oricare din cele 17 drepte
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trece prin unul din punctele E;,E,,E;,E,. Fiindca avem 17 drepte care trec prin patru
puncte, conform principiului "cutiei" cel putin 5 drepte trec prin acelasi punct.

D R C
E, E,
L K
A T B

a
R6.2.6. Sa se arate ca oricum am aseza 37 puncte in interiorul unui triunghi
echilateral cu latura de lungime 1, exista cel putin doud puncte astfel incat distanta
dintre ele sa nu depaseasca 0,1(6).

Solutie. Impartim fiecare latur a triunghiului in 6 segmente cu lungimea g
Prin punctele de diviziune ducem paralele la laturile triunghiului §i obtinem
1+3+5+7+9+11=36=6" triunghiuri echilaterale cu latura de lungime % Considerand
37 puncte in triunghiul initial, cel putin doua dintre acestea se vor afla in interiorul (sau

1
pe laturi) unui triunghi cu latura s =0,1(6), si deci distanta dintre acestea va fi cel

1

mult —.

R6.2.7. Si se arate cd, oricum am ageza n” +1 puncte in interiorul unui
triunghi echilateral cu latura de lungime 1, existd cel putin doud puncte astfel incat

distanta dintre ele sa nu depaseasca —.
n

Solutie. Impartim fiecare laturd a triunghiului in 7 segmente cu lungimea — .
n

Ducand paralele la laturile triunghiului prin punctele de diviziune, triunghiul se

descompune in 14+3+5+7+...4+(2n—1)=n" triunghiuri echilaterale cu latura de

lungime — . Casutele din principiul cutiei sunt acum cele 7° triunghiuri echilaterale.
n

Considerdnd n* +1 puncte in interiorul triunghiului initial evident cel putin doua
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dintre acestea se vor afla 1n interiorul unui triunghi (sau pe laturi) cu latura de lungime

| . 1
— si distanta dintre acestea va fi cel mult —.
n n

A

VAN

\VAVAN
AVAN
/INNNNN/

B C
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7. Ecuatii in Z. Ecuatii diofantice
7.1 Consideratii teoretice

Ecuatiile in Z pot fi cu coeficienti in Z, sau cu coeficienti intr-o altd multime, dar in
ambele cazuri se cer solutii in Z. Restrictia impusa de solutii in Z conduce la discutia
ecuatiei pe cazuri in functie de coeficienti. Cea mai cunoscutd ecuatie in care
necunoscutele nu sunt liniare este cea pitagorica, adica: x’+y’=z" . Ecuatia a fost
studiata de Pitagora in legatura cu triunghiurile dreptunghice cu laturi numere naturale.
Pentru ecuatia data, daca tripletul (X, yo, Zo) este solutie a ecuatiei atunci (kxo, kyo, kzo)
cu keZ este de asemenea solutie, deci este suficient sa determindm triplete in care
elementele componente sunt prime intre ele, in acest sens dam urmatoarea:
Teorema 7. 1. 1. Orice solutie (X, y, z) a ecuatiei x*+y°=z * cu componente prime intre
ele este de forma :x=m2-n2;y=2mn;z=m2+n2 , cu (m, n)=1;m>n.
Demonstratie:(m*-n?)*+(2mn)’=(m’*+n*)* deci este solutie.
Sa aratam ca(x, y, z)=1. Numerele x, y nu pot fi ambele impare, deoarece daca sunt
impare atunci:x’+y’=4k+2 iar z par = z’=4p(contradictie), ca atare exact unul din
numerele x, y este par. Daca d=(x, y, z) si d 22 = d|(m*+n*)+(m*-n*) = d|2m’ si d|2n’
si cum (m, n)=1 = d|2 = m’n” par, dar m, n sunt de paritati diferite, deci d=1.
Reciproc, daca (x, y, z)=1 si este solutie, y=2a = X, z sunt impare => z+X, z-X sunt
pare, atunci:ztx=2b;z-x=2c. Avem (b, c)=1 deoarece (z, x)=1. Mai avem
da*=y’=7"-x"=(z-x)(z+x)=4bc = a’=bc si b=m’, c=n" deoarece (b, c)=1.
Obtinem:x=b-c=m’-n’

z=b+c=m*+n’

y=2mn
care este o solutie cu componentele prime intre ele.

Definitie 7. 1. 2. O ecuatie de forma a,x;+a;x;+...+a,X, = b, unde a;, ay, ..., a,, b sunt
intregi fixati se numeste ecuatie diofantica liniara.
In mod obisnuit se cere rezolvarea acestei ecuatii in Z. Vom studia aceasti ecuatie
pentru doud necunoscute, si avem:
Teorema 7. 1. 3. Ecuatia ax+by=c are solutii in Z, daca si numai daca (a, b)|c
Demonstratie: Fie d=(a, b) = a=da;; b=db; cu (a;, b;)=1 si avem: da;x+db;y=c =
d(a;x+b;y)=c = d|c (c=dc’)
Daca d=(a, b) atunci (3) x;, X, € Z pentru care : ax; +bx, =d (algoritmul lui Euclid) si
inmultind cu ¢’ avem a(x; ¢’)+b(x; ¢’)=dc’ = aX; +bX; =c, deci are solutie.
Obs. 1. 1. Daca (xo , Yo) este o solutie particulard atunci toate solutiile sunt date de :

X| =Xo ta, t =X + bt

Xy =Yo—ait =Yy - at

Probleme rezolvate

R7.2. 1. Rezolvati In ZxZxZ ecuatia : 3x+4y+5z=06.
Solutie : 3x+4y=5k+1, are solutia de forma :
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x =-1+3k
y=1-k
deoarece : 3x+4y= -3+9k+4-4k=5k+1. Din aceasta avem : 5z=6-(5k+1)=5-5k = z=1-k
Aceasta este o solutie particulard. Avem insa:
x = -1+3k+4t
y=1-k-3tsiz=1-k,unde k, t € Z.

R7.2. 2. Rezolvati in numere naturale ecuatia:
1/x+1/y+1/z=2/3.
Solutie: Din simetrie putem presupune : 2<x <y <z = l/x+l/y+1/z<3/x =
3/x22/3=2x<9=>x<4decixe{2,3,4}
Pentru x=4 = 1/y+1/z=2/3 — 1/4= 1/y+1/z=5/12 = 1/y+1/z < 2/y = 5/12 < 2/y deci
Sy<24=>y<4
Daca y=4 = 1/z=5/12 — 4=2/12=1/6 = z=6, si tripletul (4, 4, 6) este solutie.
Daca y=3 = 1/3+1/z = 5/12 = 1/z = 5/12-1/3=1/12 = z=12 si tripletul (4, 3, 12) este
solutie.
Daca y=2 = "»+1/z=5/12 = 1/z = -1/12 (fals).
Pentru x=3 = 1/y+1/z=2/3-1/3=1/3 = 1/3 <2/ly = y L 6.
Daca y=6 = z=6, tripletul (3, 6, 6) este solutie.
Daca y=5 = 1/z=1/3-1/5=2/15 =z ¢ Z.
Dacad y=4 = 1/z= 1/3-1/4=1/12 = z=12 si tripletul (3, 4, 12) este solutie
Dacéd y=3 = 1/z= 1/3-1/3=0 (imposibil) si de asemenea pentru y=2 nu avem solutie.
Pentru x=2 = 1/y+1/z=2/3-1/2 = 1/6, din care putem avea :
y=z=12 si tripletul (2, 12, 12) solutie
y=10, z=15 si tripletul (2, 10, 15) solutie
y=9, z=18 si tripletul (2, 9, 18) solutie
y=8, z=24 si tripletul (2, 8, 24) solutie
y=7, z=42 si tripletul (2, 7, 42) solutie.
Pentru y<6 nu avem solutie. Avem in total 9 triplete in solutie.

R7. 2. 3. Determinati numerele prime p, q pentru care :
5p* - 2q° =6q-9p.

Solutie: Relatia datd conduce la : 5p* +9p = 6q + 2q° < p(5p+9) = q(2q+6) = p=q sau
q|5p+9. Pentru p=q avem : 3p* = -3p = p= -1 (imposibil), rimane ci : 5p+9=qn =
pan=q(2q+6) = 2q+6 = np si q= (np-6)/2 = 5p+9 = (np-6)n/2 = (n* -10)p = 6n+18 =
6n+18 >n? -10 (p>2) = n (n-3) < 19 = n < 6 5i (6n+18)/(n’ -10) € N = n=4 si p=7

de unde g=11, care este solutia.
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8. Modulul unui numair real. Ecuatii cu module

Pentru definirea notiunii de modul a unui numar real (sau valoarea absoluta a
unui numar real) vom da o exprimare algebricd. Modulul folosindu-se adesea in
stabilirea distantei dintre doud puncte situate pe o dreaptd, vom da o exprimare
geometricd a notiunii de modul.

8.1. Definitia modulului unui numar real

Definitia 1. Modulul unui numar pozitiv este egal cu acel numar.
Definitia 2. Modulul unui numar negativ este egal cu opusul lui.
Definitia 3. Modulul lui zero este egal cu zero.

Putem scrie:

x,dacd x>0

9 x,dacd x>0
x|: 0,daca x=0 sau |x|:{

(V) xeR, .
—x,dacd x<0

—x,dacd x<0

Daca notdm cu E(x) o expresie algebrica care contine pe X (si ne propunem sa
o studiem 1n raport cu variabila x) atunci:

|E(x)| _ { Eéx),dacévE(x) >0
—E(x),daca E(x) <0

Consideram punctele M(a), punctul M de abscisa a, situat pe axa numerelor reale:

o M(a)

0 a
Definitia 4. Distanta, masurata pe axa numerelor reale, de la origine la punctul M(a) se
numeste modulul numarului real a.
Deci: d(O,M)=0OM =a|, aeR

Consideram punctele A(x;) si B(x,) pe axa numerelor reale:

A(x;)) O B(x2)
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Distanta dintre aceste doua puncte se exprima astfel:

d(A.B)=AB =[x, — X,

8.2. Proprietitile modulului unui numar real

1. (V)xeR, [x|>0.
2. (V)x,y €R, x-y|=|x|-|y|.

Aceasta proprietate o putem generaliza:

(V) X1, X, ., Xa€R, X19X2a~->xn| = |X1|'|X2|-,..-|Xn|
Consecinte:
(V) xeR, |- X| = |X| ,
(V) xeR, X|2 — X2,
3. (V) x,yeR, y#0, X :M
yl |y

4. (V)x,yeR, |x + y| < |X| + |y|
Aceasta proprietate o putem generaliza:
(V) X1,X2,....Xn€R: |X1 +X, +..+ xn| < |x1| +|x2| +...+|Xn|

5. Dacda xeR si a>0: |X| =a<»X=-asaux=a
6. DacixeR,a>0: [x|<a < -a<x<a

7. DacixeR,a>0: [x|>a < x<-asaux>a

Probleme rezolvate

R8.1.1. Sa se calculeze:

‘2.22 93, .pl00 _42526‘_161263 4 95049
2) 15049

b) {22997 B 31998‘ B ‘31998 B 51332‘ B (_ sl )12 }: (_ 2599 )5
[C.M.2001]
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Solutie.

5050 5052 5052 5049
)‘2 _2 ‘—2 +2 25052 _25050 _25052 +25049
a —

25049 25049

5049 =-1

b)‘21997 _31998‘ _ ‘8999 _9999‘ — 9% _g999 _ 3198 _ 52997

‘31998 . 51332‘ _ ‘729333 . 625333‘ _ 709333 _ gn5333 _ 31998 _ 51332

Inlocuind in expresia data, obtinem:

(31998 _ 91997 _ 31998 | 51332 _ 51332 ): (_ 2995 ): (_ 2997 ): (_ 2995 ): 4

R8.1.2. Sa se determine numerele reale xi, Xy, ... , Xj997 astfel incat

X1 + X2+ . X1997:1997 Sl

|X1 - X2| = |X2 - X3| == |X1996 - X1997| = |X1997 - X1|

[C.M 1997]
Solutie.
Notam |X1 - X2| = k, atunci
Xi—X2 =K, Xo—X3=K, ..., X1996 — X1997= K, X1997 — X1 = K;
sau
X1—X2= K, Xo = X3= K, ..., X1996 — X1997 = —K, X997 — X; = —K.
Adunam egalitatile si obtinem: 0 =k sau 0 =k, deci
|X1 _X2| :|X2 _X3| =..= |X1996 _X1997| =0=
= x1=x2=..=x1997 !
=X, =X, =..=X =

R8.1.3. Fie x,y,zeR, x + y + z=4. Aratati ca:

a) |x—1|+|y—2|+|z—3| >2,
+ly—-2
b) [x -1 +w >1
[C.M 2001]

Solutie.
a) Vom folosi inegalitatea |a +b+ c| < |a| + |b| +|c|, (V)a,b,c e R
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|X—1|+|y—2|+|z—3|2|x—1+y—2+z—3|=|x+y+z—6 =
=[4-6=2=|x—1|+]y—2[+|z-3[=2

] +]y-2]
2

b) [x 1]+ >1 < 2x+1|+|y[+]y-2[>2

Demonstram ca aceasta inegalitate este adevarata folosindu-ne de punctul a).
2|x+1|+|y|+|y—2| = |x—1|+|y—2|+|x—l|+|y| > |x—1|+|y—2|+|x+y—l| =
=|X—1|+|y—2|+|z—3| >2

R&8.1.4. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatiile:
ayx? - 22x -1)+[x* =2 =0,
2x -3
x+1
o) [3x-1]+2 =4.

b)

—|2x-3|=0,

Solutie.

a) Amintim egalitatea a’ = |a| , (V)aeR

Atunci \/X2 —2(\/5)(—1) :\/x2 —2\/§x+2 :\1(x—\/§)2 :|x—2|

Ecuatia devine

‘x—ﬁ‘+‘x2 —2‘:0<:>‘x—\/5‘+‘(x—\/§Xx+\/El=O<:>
@‘x—ﬁ‘+‘x—\/§‘-‘x+\/§‘:0©
@‘x—ﬁ‘(1+‘x+\5‘)=0:>‘x—\5‘=O:>x:\/E,Sz{ﬁ}

|2x —3|
|x + 1|

1
|x+1|

b) —|2x—3|=0@|2x—3|( —1]:O©|2X—3|=O<:>x=%

Facem observatia ca b -1<0(V)x e R\ {-1}.

|x+1|

o) [Bx+1[+2|=4 < Bx+1|+2=4sau3x +1+2 =4
Rezolvam ecuatia

|3X+1|+2=4<:>|3X+2|=2<:>3X+2=2sau3x+2=—2<:>X=Osaux=—§

Rezolvam a doua ecuatie
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|3x + 1| +2=-4 < |3x + 1| = —2, ecuatie imposibila

4
Solutia finala este S = {O, — E}

R&8.1.5. Sa se afle numerele x4, x,, ..., X, care verifica egalitatea:

X +X5 + .+ X2 =2( %, | +]X, | +.4]X, [)J+n=0,neN*
Solutie.
XP=2|x, [+14+x3=2|%x, [+l+...+x2-2|x, |+l=0&

2 2 2
& (% 1= +( x| =)+t (%, [-1) =0
S x | -19%x, |-1=...9x,|-1=0&
Sx =X, ==X, =1

<:> Xl’ X2, ceey XIl S {_1, 1}

R8.1.6. Determinati valorile naturale ale lui a pentru care ecuatia

| a+|x—aj | =3 are doua radacini intregi. Rezolvati in acest caz ecuatia.
Solutie.
|a+|x—a||=3<:>|x—a|+a=3sau|x—a|+a:—3.

Ecuatia | x —a |+ a = —3 este imposibilad dacd aeN.

a<3siacN =ae{0, 1, 2}.

Dacia=0, |x|=3</x|=3<xe{-3,3}.

Dacia=1, |1+|X—1||:3<:>\X—l\:25au|x—1\=—4 ecuatie imposibila
=|x-1|=2<xe{-1,3}.

Dacda=2, |2+|X—2\|:3<:>|X—2|:15au|X—2|:—5 ecuatie imposibila
=|x-2|=1<xe{l,3}.

R8.1.7. Sa se arate ca ecuatia
x —al|+|x—b|+|[x+a|l+|x+b/=]a+b], a,beR.
nu are radacini reale.
Solutie.
Folosim inegalitatea: [a + b| <|a| + |b| , (V)a, beR
si egalitatea |a] = |-a| , (V)aeR.
x—a|+|x+aj=x—al+|x—al>|x—a—x—a|=|-2a=2|a
Analog |[x —b| + |x +b| > 2|b|.
Adunand inegalitatile, obtinem:
X —af + [x +a| +[x = b| + [x + b] > 2a| + 2|b| = 2(Ja| + [b]) > 2|a + b| > [a + ],
deci nu poate avea loc egalitate pentru orice xeR.
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9. Partea intreaga a unui numar real. Partea fractionard a unui numar real.
Ecuatii cu parte intreaga

9.1 Definitii si notatii

Consideram un numar real X care are scrierea zecimala X = X¢,XX,... unde
Xo€Z si X1, X,€{0, 1, 2, ...,9}.
Partea intreagd a unui numar real x este cel mai mare numar intreg mai mic sau
egal cu x. Notam: [x] partea intreagd a lui x i o definim astfel:
(x] Xxpodacix >0saux e Z
X|=
Xo—1 dacd x<0Osaux ¢ Z

Daca se tine seama de reprezentarea pe axa a numerelor reale, atunci partea
intreaga a unui numar real o putem considera primul numar intreg din stinga lui x.
Partea intreaga a unui numar real mai poate fi reprezentata si astfel:

[]_ n daca n<x<n+1
—n—1daca —n—-1<x<-n,neN

Exemple: [3,25] =3; [3,91] = 3; [-5,37] = —6; [-5,95] = -6; [\/E] =1;[-n] =4

Partea fractionard a unui numdr real o notdm prin {x} si o definim prin
egalitatea {x} =x — [x].

Exemple: {2,35} =0,35; {-3,51} =0,49

Observatie: Oricare ar fi xeR, x = [x] + {x}, x€[0,1).

Exemple: 2,57 =[2,57] + {2,57} =2+ 0,57

3,72 =[-3,72] + {-3,72} =4+ 0,28

Prezentam, in cele ce urmeaza, proprietati ale partii intregi care se deduc direct
din definitie:

Proprietatea 1. (V) xe[k, k+1), keZ avem egalitatea [x] =k

Proprietatea 2. Daca x,y€R, si x,z€[k, k+1), keZ atunci are loc egalitatea: [x]
=yl

Proprietatea 3. Dacd xeR, x <0, atunci [x] <0

Dacda xeR, x > 0, atunci [x] > 0
Proprietatea 4. (V) xeR exista egalitatea [[x]] = [X]
Proprietatea 5. (V) xeR sunt adevarate inegalitatile:
D [x]<x<[xt+1] si 2) x—1<[x]<x

Folosind definitia partii intregi si aceste proprietati vom afla partea intreaga a
unor expresii algebrice si vom rezolva ecuatii In care necunoscuta este exprimata prin
partea Intreaga.

Probleme rezolvate
R9.2.1.Aflati partea Intreagd a expresiei
1 1 1

1
R T RN SN A SN A
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Solutie.

A:—@+J§+J§+J§+J§+ 4+JZ+V§}r4§+XJ§+V§ﬂz
~—[5+2(1,41+1,73)+2,23]= -13,51
[A]=-14

v
R9.2.2.53 se calculeze partea intreagd a numarului: a = (\/H +4/n+ 1) ,neN,

n=>3.
L. Parsan
Solutie.
Dupa ridicarea la patrat obtinem a =2n+1+24/n(n+1).
Folosim in continuare inegalitatea:
2n+1<2yn(n+1)<2n+2, (V)n>3 <
& 4n+2<2n+1+2yn(n+1)<4n+3 < 4n+2<a<4n+3,
deci[a]=4n+ 1, (V)neN,n>3
< .| x+1| 3x-1
R9.2.3.S4 se rezolve ecuatia: | —— | = .
2 4
Solutie.
PSR A . 3x-1
Stiind ca [a] este un numadr intreg (V) acR vom face substitutia: =k,
keZ
3x-1 4k +1
 —ko3x-l=4k < 3x=4k+1< x =
Ecuatia devine:
4k +1
3 ! 4k +4 2k +2
— =k & =k < =k.
2 6 3
Folosind proprietatea 5 suntem condusi la rezolvarea inecuatiei:
2k +2 2k +2

-1<k<

& 2k+2-3<3k<2k+2< -1<k<2, ke{0,1,2}
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R9.2.4S4 se rezolve ecuatia:
3x-17 N 3x-5| 5x+3
4 4 7

5X+3:k,ke2©5x:7k—3cx:$

Solutie.

Notam

Utilizam proprietatea 5 pentru cele doud parti intregi ale ecuatiei.

3x -7 3x -7 3x-7
-1< <

4 4 4

3x-5 3x-5 3x-5
—-1< <

4 4 4

Prin adunarea inegalitatilor se obtine:

6x —12 {3){—7} [3){—5} 6x —12
-2< + <

4 4 4 4
si apoi folosind substitutia avem:
211(—9_6 211(—9_6
5 9<k<—2 <:>21k_59£k<Mc>

2 2 10 10

<21k -59<10k <21k-39«< -59<-11k<-39 <= 39<11k <59 &
<:>£Sk<2, decik € {4,5}, x e 5,2 .

11 11 5

R9.2.5.S4 se demonstreze ca ecuatia:

3x+1 3x+2 . .
+ = 6 nu are solutii intregi.

2 2

Solutie.
Presupunem ca x = acZ este o solutie a ecuatiei

I.a=2k, keZ.

{6k2+1}+[6k2+2}:6@{3k+%}+[3k+1]:6©

<:>3k+3k+1:6<:>6k+1=6:>k:%eZ

La=2k+1, keZ
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[6k;4}+[6k;5}=6®[3k+2]+{3k+%}=6<:>

<:>3k+2+3k+2=6<:>6k:2<:>k=§¢2.

Rezulta cé ecuatia nu are nici o solutie intreaga.
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10. Inegalitatile algebrice

Prezentim 1n cele ce urmeaza citeva proprietati elementare ale inegalitatilor
precum si cteva inegalitati remarcabile. Acestea vor constitui baza rationamentului in
solutionarea problemelor care implica inegalitatile.

10.1. Proprietitile inegalitatilor

10.1.1. (V) xeR, x=x (reflexivitatea)
10.1.2. Daca x,y,zeR astfel incat x<y si y<z atunci x=<z (tranzitivitatea)
10.1.3. Daca x,y €R astfel incat x<y si y<x atunci x=z (antisimetria)
10.1.4. (V) x,y,zeR dacd x<y atunci x+z< y+z.
10.1.5. (V) x,y,zeR dacé x<y atunci 1. xz<yz, pentru z>0.

2. xz>yz, pentru z=<0.

11
10.1.6. (V) x,y,€R daca x>0 x<y atunci — = —.

Xy
10.1.7. (V) x,y,a,beR daca x<y atunci x+a<y+a.
10.1.8. Daca x,y,a,beR astfel incat 0<a<b si 0<x<y , atunci ax<by.
10.1.9. (V) x,y,€R daci x<y atunci x""'<y*™, (V) neN.
10.1.10. (V) x,y,€R, daca 0<x<y atunci x"<y", (V) neN.

10.2 Inegalititi remarcabile

10.2.1 (V) xeR, x>0

Generalizare (V) xeR, x>0, (V) neZ

Observatii referitoare la proprietatile 1.9. si 1.10
1. daca -3<2 atunci (-3)’<2’ <> -27<8 adevarat
2. daci -3<2 atunci (-3)*<2* < 81<16 fals

10.2.2. (V) X1,X2,....Xn €R, X1%,%0%,.. X, >0

Se obtine egalitatea pentru x;=x,=...=x,=0
10.2.3. (V) x,y,€R, x*+z°>2xy

10.2.4. (V) x,y,€R, x>0, y>0 exista inegalitatea:

Y50
y X
X+y . . .
10.2.5. (V) x,y,€R; x,y>0 2 \/Xy 2 1 ( inegalitatea mediilor)
J— + J—
XY

Observatie. Se poate da o generalizare pentru inegalitatea ce existd intre media
aritmetica si media armonica a numerelor reale pozitive:
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X, +X, +o X, n

(V) x1,X2,...,Xxn€R: >
n 1 1
— .t

X X
10.2.6. (V) x,y,zeR: x>+ y*+ 22> xy + yz + zx

ol

Probleme rezolvate

R10.3.1. Si se arate ci oricare ar fi x,y,z €R existd inegalitatea x>+ y* + z* +
6x —4y + 2z + 14>0
Solutie.
Cautam sa formam o suma de patrat folosind formulele de calcul prescurtat:
XHO6Xx+9+y +4y+4+7+22+1>0 &
& (xH3)*+ (y-2)*+ (z+1)*> 0, inegalitate adevirata.

R10.3.2. S& se arate cd oricare ar fi numerele reale strict pozitive are loc

n(n+1
relatia: a’+a)’+ ... +a,’ — 2(a1+az\/5+...+an\/g) +- ( 7 ) 20

Solutie.

Observam ca ultimul termen al expresiei reprezinta suma primelor n numere naturale:
n(n+1

142+, +n =200

Aplicand proprietatile adundrii si Tnmultirii formam patrate perfecte cu intentia
de a ajunge la o inegalitate adevarata

a2-2a,+1+a,2- 22, v 2 +2+.. +a,2-2a, /1 +1 = (a1-1)*+(ar- /2 Y. +(an- V0 )220
Egalitate se obtine pentru a,;=1, a2=\/§ yeees an=\/H

R10.3.3. Sa se arate cd dacd a,b si ¢ sunt numere strict pozitive, atunci

ab bc ca
—+—+—2=a+b+c
c a

Solutie.

Dam doua metode pentru justificarea acestei inegalitati. Prima se va referi la reducerea
inegalitatii date la o inegalitate cunoscuta ( remarcabild), iar in a doua metoda vom
justifica inegalitatea datd pornind de la o inegalitate cunoscuta.

Metoda I
ab bc ca
4+ =+ = >a+b+c < a’bHbicPHc’a’>a’betab’etabe’ <
C a
& 2a’bH2b’c?+2¢%a">2abe-2ab’c+2abe” >0 <> a’(b-c)*+b*(a-c)*+c*(a+b) >0,
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inegalitate adevarata.

Metoda a II-a

bc . ac . PR .
Numerele reale — si ? sunt strict pozitive si verific inegalitatea:
a

E+E22Efgak+ﬁzk
a b a b a

bc ab ac ab
Analog se obtin inegalitatile — +— > 2b si Y +—2>2a.
a ¢ c

Adunand ultimele trei inegalitati se obtine inegalitatea ceruta:

4?E+PE+%?jzﬂa+b+dc3EE+EE+%?22@+b+c)
c

C a a

R10.3.4. Sa se arate ca oricare ar fi numerele strict pozitive a,b,c exista
inegalitatea:

R SR T
+ + >2
b+c c+a a+b

Solutie.

Pentru demonstrarea inegalitatii vom folosi inegalitatea mediilor pentru sil,
c+a

deci

—E—+1
b -ISC+a P b §a+b+c
Vc+a 2 Vc+a 2a
a+c a+b+c . ja+b a+b+c
Analog: < si < .
\ b 2b V' ¢ 2¢

Folosind proprietatea 1.6. , obtinem inegalitatile:

a 2a b 2b C 2c A
> , > , 2 , 1ar prin insumare se
b+c a+b+c Va+c a+b+c Va+b a+b+c

obtine inegalitatea ceruta

R SR AT
+ + >2
b+c a+c a+b

Inegalitatea este strictd pentru cé a+b+c>0 si egalitatea b+c=a, a+c=b si a+b=c nu pot
avea loc simultan.

Cu rezultat bun putem folosi in demonstrarea acestei inegalitati si inegalitatea
dintre mediile geometrice si si media Armonica a doud numere strict pozitive.
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a

/ 2 / 2
b+c a +1 b+c a+b+c

b+c

Analo
& Va+c a+b+c Va+b a+b+c

R10.3.5. Sa se arate cd oricare ar fi x, y,z, numere reale pozitive, exista
inegalitatea

3
\/x(y+z)+\/y(x+y)+\/z(x+y) SE(X+y+Z)
Aratati ca se poate gasi In acest caz o inegalitate mai buna (find), adica
\/x(y+z)+\/y(x+y)+\/z(x+y) S\/E(x+y+z)

Solutie.
Folosim inegalitatea dintre media geometrica si cea aritmetica.

w/Xiy-l—Zi quiX-f-Yi X+y ﬁZiX-i-y X+y+Z

Adunénd 1negahtaple, obtinem inegalitatea cemta.

3
\/x(y+z)+\/y(x+y)+\/z(x+y) SE(X+y+z)
Facem un rationament aseméanator pentru a obtine o imbunatatire a inegalitatilor date

\/2x(y+z)+\/2y(x+y)+\/Zz(x_i_y)s2x+y+z+2y+x+z+2z+x+y:

2 2 2
=w=2(x+y+z)

\/x(y+z)+\/y(x+y)+\/z(x+y)S\/E(x+y+z)

R10.3.6. Sa se arate ca:
a*+b*+c*>abc(atb+c) [M.A.D.]
Solutie.
a™+b*+c">a’b*+b’c+ca’= (ab)*+(bc)*+(ac)*>ab - bc + be - ca +ab - ca = abc(atbtc)

deci

Probleme propuse

P10.4.1. Sa se arate ci (V) x,y,zeR, are loc inegalitatea
X*+19y*+627-8xy-4xz+12yz>0
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P10.4.2. Sa se arate ca oricare ar fi numerele reale strict pozitive a,b,c exista
inegalitatea:

el

P10.4.3. Demonstrati cd (V)teR si neN, are loc inegalitatea:
(1+t)n+(1+t_l)22n+l

P10.4.4. Se dau numerele reale pozitive a,b,c, astfel incat a+tb+c=1. Aritati ca
1 1 1

a)—+—+—2>9;
a b ¢

b) \/a(b +c)+ \/b(a +c)+ \/c(a +b) < % Generalizare

c)\/4a+l +\/4b+1 +\/4c+1 < 5. Generalizare

P10.4.5. Sa se arate ca daca aj,a,,...,a, sunt numere reale pozitive cu
proprietatea a,a,...a,=1, atunci au loc inegalitatile:

a) (1+a,)1+a,).(1+a,)>2".

b) (1+a1 +alz)(1+a2 +322)..(1+an +an2)2 3",

P10.4.6. Sa se arate ca daca neN* i a>0, atunci

\/g Ja+1 +\/a+n—1<n_

+ +.. <—;
a+l a+2 a+n 2

a)

a+l a+2 a+n

b)—+—+...+———2>2n
)\/; va+1 Ja+n-1

Bibliografie
1. Panaitopol L; Banolila V, Lascu M. Inegalitati Ed. GIL Zalau 1996.

2. Foaie matematice nr. 6/1996.
3. Revista matematica a elevilor din Timisoara nr. 1/1997
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11. Probleme de ordonare

Daca notam cu max(a,b) cel mai mare dintre numerele a si b, iar prin
min(a,b) cel mai mic dintre numerele a si b atunci avem:

a daca a<b

min(a,b)=qasaub daca a=b

b daca a<b
iar
a daca a>b
max(a,b)=<asaub daca a=>b
b daca a<b
sau
a+b—|a-b]

, lar max(a,b)= atbtla=b| .
2 2
Problemele de ordonare imbraca forme variate. Unele situatii necesitd metode
ingenioase pentru rezolvare. Exista cazuri cand operatia de ordonare ajuta la dovedirea
egalititii a doud numere a si b, prin stabilirea simultana a inegalitatilor a <b si a>b.
Numerele irationale ridica in unele situatii probleme dificile de ordonare. De
aceea se impun metode adaptate fiecarui caz in parte.

min(a,b) =

Probleme rezolvate

V3 V2
VII algR11.1. Comparati numerele: \/5 si \/g .
V3 V2
Solutie. Fie x = \/5 siy= \/g , atunci avem:

XZZ(ﬁﬁj2:ﬁ2ﬁ22ﬁ, ar yZZ(ﬁﬁjzzﬁZﬁ::‘}ﬁ
Atunci

(xz)ﬁ:(zﬁ)ﬁzzﬁd%s si (y2)5=(3ﬁ)ﬁ=32=9.
Deci ﬁﬁ<\/§ﬁ.

R11.2. Demonstrati ca numerele reale a,b,c,d care verifica relatiile de mai jos
sunt egale
a-3b+2c=>0
b-3c+2d >0
c—3d+2a>0
d-3a+2c>0
Solutie. Adunand membru cu membru relatiile date obtinem 0>0. rezulta ca
toate relatiile devin egalitati (nici una din inegalitdti nu este strictd). Deci obtinem:

a-3b+2c=0, b-3¢c+2d=0, ¢c-3d+2a=0, d-3a+2c=0,
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care se mai scriu:

a-b=2b-2c, b-c=2c-2d, c—d=2d-2a, d-a=2a-2c
sau

a-b=2(b-c), b—c=2(c—-d), c—-d=2(d—a), d—a=2(a-c).

Atunci

a-b=2(b—c)=2(c-d)=2’(d—a)=2*(a-Db)

de unde a—b=2%(a—b) rezultd (a—b)(2* —1)=0. Atunci obtinem a =b . Analog
b=c,c=d,decia=b=c=d.

20032 4+ 20042

R11.3. Sa se decidd dacda numarul 20037 120042 este supraunitar,

echiunitar sau subunitar.
Solutie. Scoatem factor comun pe 2004>°":

2003 2003
20047 ﬂ jggi } + 2004} (2003) +2003+1

2004
2003 " 2003
200477 =—=| -2003+1 —— | -2003+1
2004 2004
2003 (2003 . I .
<1, rezultd ca | —— <1 (orice putere naturald a unui numar subunitar
2004 2004
2003
este un numar subunitar. Fiindca w <1 rezulta ca
2004
2003 2003
[mj -2003 <2003 . (Produsul dintre un numar subunitar pozitiv a si un numar
pozitiv beste mai mic ca b). Atunci
2003 2003
2003 2003 +1<2003+1< 2003 +2004
2004 2004

si obtinem ca

2003 2003
(%j -2003+1< (%} +2004

Deci numitorul este mai mic decat numdratorul si atunci fractia este
supraunitara.

o . g 2 31
R11.4. Scrieti in ordine crescitoare numerele: a,a”,a”,—,
a

a¢{-10,}.
Solutie. 1) Daca —1<a<0 avem:
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1 1 3 )
—3<—<a<a <a <—2
a a a

2) Daca 0<a<I avem:

3 2 1
a <a <a<—<—2<—3
a a a

3) Daca a>1 avem:

111 L
—3<—2<—<a<a <a .
a a a

R11.5. Fie

S1:1_1+l_l+ 1 _L
2

ot
3 4 2n—1 2n
S, = ! + 1 + ! +...+L
n+l n+2 n+3 2n
S3=L+ 1 ...+ !
1.2 2.3 n(n+1)

2

Scrieti 1n ordine crescatoare expresiile S,,3,,55,3, .

2 4

Solutie. S, :1+l+l+...+ —
2 2n—-1 2n

! + ! —2(l+l+...+ij:

)

1 1 1 1
Sy=—|1+——+ +oiht——
1+2 1+2+3 1+2+..

1 1 1 1 1 1
=l4+—+—+..+ +——|l+—+..+—|=
2 n

2n—1 2n
1 1 1
=—+ Fot—
n+l n+2 2n
Deci S, =S,.
1 1 1 1 1 1 1 1 n
Sy=|=—=|+| === [+.H| —— =—— =
1 2 2 3 n n+l 1 n+l n+l
. 1 1 1 1 1
Atunci + +t—<—Ft—F . +—
n+l n+2 2n n+1 n+1 n+1
Deci S, <S;.
Fiindcél+2+...+n:@
1{ 2 2 2 2 1 1 1
S;=—| —+ + +.t =—+ +..+
2\1.2 2-3 3.4 n(n+1) 1-2 23 n(n+1)

Deci §,=85,<85;,=3S,.
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12. Rezolvarea ecuatiilor si inecuatiilor cu ajutorul inegalitatii mediilor
12.1.Consideratii teoretice si exemple

Definitie 12.1.1.Numim ecuatie o propozitie cu una sau mai multe necunoscute,si care
este adevaratd pentru anumite valori ale variabilelor,propozitia contindnd semnul de
egalitate.
Observatie 12.1.2.Dacé propozitia este adevaratd pentru toate valorile variabilelor
(necunoscutelor)spunem ca avem o identitate.
Exemple : 1.a.3x+4y=5 x,y € N este o ecuatie
1.b.3x+4y=3(x-4)+4(y+3);x,y € R este o identitate
Multimea valorilor variabilelor pentru care propozitia de acest fel este adevarata,se
numeste solutia ecuatiei i se noteaza de obicei cu S.
in exemplele precedente avem S,=;S,=R.
Observatie 12.1.3.Multimea din care este solutia trebuie precizata,altfel enuntul este
incomplet.
Ecuatia : 3x+4y=5 are in ZxZ o infinitate de solutii,ele sunt date de :
x,=4n+3;y,= -3n - 2 deoarece 3x,+4y,=12n+9-12n-4=5.
Observatie 12.1.4.Solutia unei ecuatii poate fi formatid dintr-un numéir sau o
pereche,sau un triplet,dupd numdarul de necunoscute.Sunt probleme care conduc la
ecuatii,sau sisteme de ecuatii.
Definitie 12.1.5.Numim o inecuatie ,0 propozitie care are una sau mai multe
necunoscute,si care este adevaratd pentru anumite valori ale variabilelor ,propozitia
contindand unul din semnele : < ; < ; >; >
Exemplu 2.a.  3x+2y<5 (x,y) € NxN
2.b.  3x+4y>9 (x,y) € RxR
Observatie 12.1.6.Multimea valorilor variabilelor pentru care o inegalitate este
adevaratd se numeste solutie a inecuatiei.Si la inecuatie solutia contine perechi
Jtriplete,sau multimi formate din numere,dupa cum ea contine mai multe variabile sau
una.
3x+2y<5 (x,y) € NxN ; S,.={ (0,0);(0,1);(0,2);(1,0);(1,1) } iar
3x+4y>9 (x,y) € RxR ; Sy={ (3-4y/3+a,z);yeR;a>0}
Cele doud multimi sunt una finitd si una infinita.
Dacd a,b eR, ; atunci urmatoarele numere ,cunoscute sub numele de medii:
Maritmeticé: M.A = (a+b)/2 =1m,

Mgeometricé: M.G. =+ ab = mg
Mammonica= M.H. = 2/(1/a+1/b) = my,

a’+b’ o
Mitratica = M.P. = T =my,; verificd inegalitatile din :

Teorema 12.1.7 a) my<m,<m,
b) my<my,<m, <m,
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Demonstratie:

m,<m, & 2ab/ (atb) < vab & 2+/ab <atb < (\/Z— \/3)2 > 0 (cu egalitate <
a=b).

mE<m, < Jab <(a+b)2 < (Va - v/b ) > 0 (evident).

2 b2
m,<m, < (a+b)/2 < 1/“ ; & 2(a*+b?) > (a+b)* < (a-b)* > 0.

Dovedirea acestor inegalitati este mult mai interesantd dacd se poate face pe cale
geometricd.Dam in continuare céteva astfel de demonstratii:

(a) Consideram semicercul de diametru MN.

Ip: MP=a;
PN=b;
MO=0ON;
C:LP<LLO.
I
M R —N

LO=(a+b)/2; LP>=ab = LP=+/ab = ab < (a+b)/2.

(b) Consideram doua cercuri tangente de raze b si a.(exterior) si coarda lor comuna
AB.

Fie O,P 1L O;A

0P=/(b+a)’ —(b—a)* =+4ab=2~Jab <0,0,=atb=> ab <(a+b)2
Este evident ca O,P=0,0,,adica AB||0;0,,adica O;ABO,-dreptunghi deci
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OlAEOZB = a=b.
(c) Consideram un trapez dreptunghic si un semicerc inscris in el tangent laturii

neparalele,diametrul fiind inaltimea trapezului,vom obtine o noud interpretare
geometricd pentru my < my<m,

el

au

ON-linie mijlocie ; BC=b ; AD=a; CR=2+/ab ;2LO = AB.
Din unghiurile cu laturi perpendiculare Z/KLO si £ RCD avem :

ARCD~A KLO (U.U) = CD/LO=RD/KO=CR/LK =
KL=(LD*CR)/CD=2/(1/a+1/b).

Avem inegalitatile evidente :

LK<LO<ON = m, <my;<m,

Probleme rezolvate

R12.2.1. Sa se determine numerele reale xe[1,), y €(0,1] pentru care avem :

(Vx AUy 1y 2 2(x 1y +4fy /%),

Solutie: Inegalitatea este echivalenta cu :

[+ 1)/ Ay T [ D) Y 12 20y yxp ] & (e Dy HD 2 2(xty) <

xy+1 2 x+y < x(y-1)+1-y 2 0 < (y-1)(x-1) = 0.Din conditii insa y-1 < 0 si

x-1 > 0,ca atare obtinem solutia : { y=1;x €[1,00) } U { x=1;y(0,1] }.
In rezolvarea acestei inecuatii nu este neaparat sa folosim inegalitati cunoscute,deci
nu fortdm utilizarea lor.

R12.2.2. Determinati X,y € R stiind ca :

1/(x* = 4x + 5) + 1/(y* +4y +5) + x> + y* = 4(x-y) — 6.

Solutie: Egalitatea data este echivalenta cu :

V(X% —4x + 5) + (x> — 4x + 5) + 1/(y* +4y +5) + (y* +4y +5) =4
Din x> —4x +5=(x-2)"+ 1> 0 = 1/( x> —4x + 5) + (x* — 4x + 5) > 2 si analog
1/(y* +4y +5) + (y* +4y +5) > 2 (inegalitatea m, > m,).Egalitatea are loc daci si
numai dacd (x* — 4x + 5)’=1, (y* +4y +5)*=1,de unde [x* —4x + 5 { -1,1 }; x* —
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4x + 5>0] = x> — 4x + 5=1 si analog y* +4y +5=1 = x=2,y= -2 care este si solutia
ecuatiei.
R12.2.3. Determinati numerele reale a,,a,,...,a, € (0,0) ; n € N ; n>2 pentru care
a\gem : (ajay)/(ajtay) + (azas)/(axtas) + ... + (a,a;)/(asta;)) — n/3 > (a13+a23+...+
a, )/6
Solutie : Din m, < m, (xy)(xty) < (xty)/4 = (ajap)/(a;tay) < (atay)/4 si
analoagele,care adunate dau:
(ajay)/(a;tay) + (axa3)/(axtas) + ... + (asay)/(a,tay) < Ya( ajta+...+a,),dar pe de alta
parte avem: Y52( a,ta,+...+a,) —n/3 < (al3+a23+...+ an3)/6 =
(ar-1)*(a1+2) + (a-1)%(at2) + ... + (an-1)*(a,+2) > O(evidentd).Numerele cerute
sunt deci cele pentru care avem egalitatea,adicd a;=a,=...=a,=1.
R12.2.4. Demonstrati cd existd x,y € R astfel incat : (x*+x+1)(3y*+2y+3)=2.
Solutie: x™+x+1 > % < x*+x+1/4>0 < (x+1/2)*>0.

3y*+2y+3 > 8/3,deoarece 3y*+2y+3=3(y+1/3)*+8/3 deci ludnd x=-1/2 si y=
-1/3 avem egalitate.
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13. Probleme de maxim si minim

Importanta practicd a problemelor de maxim §i minim este de necontestat. La
gimnaziu se studiaza foarte putin asemenea probleme, deoarece ele solicitd procedece
mai deosebite pentru rezolvare.

Problemele de maxim si minim nu sunt usor de abordat fara a stapani anumite
tehnici de rezolvare. lata cateva dintre acestea:

a) Folosim doua teoreme care ne ajutd la determinarea maximului si
minimului.

Teorema 13.1. Dacd suma mai multor variabile pozitive este constanta,
maximul produsului are loc cand variabilele sunt egale.

Deci dacd P=xx,...x, cu x, +x,+...+Xx, =constant, P este maxim cand

X, =X, =..=x,.Dacd P=x"-x;"..x," cu o, (i=1,n) € N maximul lui P are loc
L XX X
cand L="2=_ ="

o Q a,

Pentru doua variabile x; si x,, P=Xx,x, cu x, +x, =constant, P este maxim

cand x, = x, deoarece

(x, +x,)° =x. +2x,x, +x7, (% —-x,)° =x_ —2xx, +X;
. 1 . .
atunci Xx,x, :Z[(xl +x,)" —(x,—x,)*], deci x,x, este maxim cand (x, —x,)* =0

adica x, = x,.

Teorema 13.2. Dacad produsul mai multor variabile pozitive este constant,
atunci suma lor este minima cand variabilele sunt egale.

Pentru doua variabile x; si x, pozitive cu P =xx, (constant) S =ux, +x,
este minima dacd §i numai daca x, = x,, deoarece

(x; +x,)7 = (3, = x,)* +4x,x,

cu Xx,x, constant si atunci cea mai micd valoare a sumei se obtine cand
(x, —x,)° =0, deci x, = x,.

b) Metoda reflexiei

Metoda constd In completarea figurii initiale asociatd problemei (sau a unei
parti din ea) cu simetrica ei in raport cu o dreaptd (adica cu imaginea "reflectatd" intr-o
oglinda).

¢) Metoda liniei frante

Dacd problema ne cere sa determindm minimul sumei lungimilor unor
segmente atunci folosind aceastd metoda trebuie sd efectudm o constructie care sa
conduca la o linie frantd formata cu segmente dintre segmentele date si cu segmente
congruente cu cele care intervin in suma al carei minim se cere. Aceasta linie franta va
avea ca extremitati puncte fixe A si B. Deoarece drumul cel mai scurt intre doud puncte

63



este segmentul de dreaptd determinat de ele este posibil ca AB sd fie realmente
minimul cautat.

d) Metoda curbei de nivel

Se foloseste pentru problemele in care minimul sau maximul respectiv este
conditionat de pozitia unui punct M, pozitie ce trebuie precizatd pe o dreapta sau pe un
cerc. Se presupune ca expresia din concluzia problemei are valoarea constanta k si se
determind curba loc geometric Cy, a punctului M in acest caz. Pentru a determina
pozitia ceruta a punctului M se alege din familia de curbe de nivel Cy acea curba care
este tangenta dreptei sau cercului pe care am cautat punctul M, pozitia care realizeaza
extremul va fi chiar punctul de tangenta.

Probleme rezolvate

R13.1. Sa se afle maximul expresiilor:

EW=x'(4a’—x*), E,=x(a’-x%), E,(x)=>"2%

3
X

unde a R, si xeR.

Solutie. E,(x) se mai scrie: E,(x)=(x")*(4a’ —x*). Cei doi factori au
2 2 2

) .. X" 4da —x

suma constantd: x> +4a’ —x”> =4a” (const.) Maximul are loc cand 5 = —

. . a . . .
de unde obtinem: 3x° =8a”, deci sz si atunci produsul maxim este

8 Y (. , 8a®) 64a* 4a> 2564° , ,
— | | 4a” - = . = . Pentru expresia E,, maximul

3 3 9 3 27
produsului x(a® —x*) are loc in acelasi timp cu al patratului sdu x*(a” — x°)*. Suma
x* a’-x’
factorilor x* si a® —x* este a’ (constant), maximul are loc cand T :T, de
unde

2£ a_a\/g
3 J303

Expresia £(x) se mai poate scrie:
1 (x-2a l (x 2a 1 2a
X X x\x x X X
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.. . . o - e o . 2
Conditia de maxim nu se schimbd daca multiplicim expresia cu 4a’.

2
4a°E,(x) = 4’ .%(1_2_“}[2_‘1) [1_2_0]
X X X X

Obtinem:

2 2
Suma factorilor este i e (constant). Atunci maximul are loc cand

X
2 | 2
2 - X ' de unde obtinem 2_a+4_a: 2, deci @ =2, de unde x =6—a. Deci

2 X X X 2
x=3a.
3a—-2a a 1
E X = = =
() 27a° 2747 2747

3

R13.2. S se afle minimul expresiei E,(x) = W, xeR iar b>0.
x —

(x=b)°

Solutie. Minimul expresiei corespunde maximului expresiei inverse:
X

)

X X X X X X

care se scrie:

2
< . . b b C .
Inmultind cu b obtinem b-E, =—| 1 —— | . Cei doi factori au suma constanta

X X
b b
b b LTy .
—+1——=1.Deci == , de unde x =3b. Deci
X X 1 2
E - (36’ 27b° 27b
™ (3b-b)* 4b° 4
a*+x*
R13.3. Si se afle minimul expresiei £ = 5 unde x#0, a si x sunt
X
numere reale pozitive.
4 4
Solutie. E = a—2+ x*>. Produsul termenilor este a—z-x2 =a* (constant).
b X

4

.. " a 2
Minimul are loc cand — =X, de unde x=a.
X

Minimul expresiei este

4, 4
E. =279 242 (@0

min 2
a
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R13.3. Se considera o dreapta d si doua puncte A si B situate de aceeasi parte
a ei. Sa se determine pozitia unui punct M de pe dreapta d astfel incat suma MA+MB
sd fie minima.

Demonstratie. Fie T un punct oarecare pe dreapta d. Construim simetricul B' al
punctului B fatd de dreapta d.

B

Fie {E}=dnBB'. Din congruenta triunghiurilor dreptunghice TBE si TB'E
obtinem ca (TB)=(TB'). Atunci AT+TB=AT+TB™>AB' (inegalitatea triunghiului in
ATB"). Fiindca A si B' sunt fixe, pozitia lui M astfel ca suma sa fie minima se obtine la
intersectia dreptei d cu AB'. (Problema se mai numeste teorema reflexiei sau teorema
biliardului).

R13.4. In interiorul unghiului AOB se consideri punctele C si D. Si se
gaseasca pe latura OA a unghiului dat un punct F si pe latura OB un punct E astfel ca
linia frantd DEFC sa fie cea mai scurta posibila.

Demonstratie. Construim simetricul C' al punctului C fatd de OA si D'
simetricul lui D fatd de OB.

DV
In loc de punctele C si D acum punctele C' si D' indeplinesc conditiile cerute
de problema. Deci trebuie sa gasim drumul cel mai scurt posibil intre C' si D' care sa
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intalneasca laturile OA si OB ale unghiului AOB. Drumul cel mai scurt intre doua
puncte este segmentul de dreaptd ce le uneste. Segmentul [C'D'] intersecteaza laturile
unghiului AOB in F respectiv E. Acestea sunt punctele cautate.

Din triunghiurile dreptunghice congruente KC'F si KCF obtinem ca

(CH)=(CF) 6]
Din triunghiurile dreptunghice congruente EDP si ED'P obtinem ca
(ED)=(ED") 2)

Atunci CF+FE+ED=C'F+FE+ED'=C'D'. Linia franta CEFD este cea mai
scurtd. Oricare alte doua puncte luate pe laturile OB si OA, in afara de E si F gasite mai
sus ne vor da o linie frantd mai lunga decat CEFD.

Fie L si T doua puncte oarecare situate respectiv pe laturile OA respectiv OB,
vrem sa aratam ¢d CF+EF+FD<CL+LT+TD. Datorita simetriei putem scrie:

CF+EF+ED=C'F+EF+ED'=C'D' si CL+LT+TD=C'L+LT+TD'

In patrulaterul C'D'TL, C'D' este mai scurt decat linia franta C'LTD".

R13.5. Se considera triunghiul ascutitunghic ABC. Sa se determine triunghiul
DEF cu De(BC), E€(CA), Fe(AB) care are perimetrul minim

Demonstratie. Fie Q simetricul punctului D fatd de AC si T simetricul lui D
fatd de AB. Atunci triunghiurile dreptunghice DEP si EPQ sunt congruente (P fiind la
intersectia dreptelor DQ si AC).

A
T
Q
R P
B D C
Din congruenta acestor doud triunghiuri obtinem ca
(DE)=(EQ) (1

si triunghiurile dreptunghice DFR si TRF sunt congruente (R este intersectia dreptelor
AB si DT). Din congruenta acestor doua triunghiuri obtinem ca

(FD)=(FT) )
Folosind relatiile (1) si (2) obtinem: Perimetrul triunghiului DEF este:
EF+DF+ED=EF+TF+EQ 3)
Din congruenta triunghiurilor dreptunghice ART si ARD obtinem ca
m(£LRAD)=m(RAT) 4
Din congruenta triunghiurilor dreptunghice APD si APQ obtinem ca
m(£DAP)=m(£PAQ) %)

Din relatiile (4) si (5) obtinem cd m(LTAQ)=2m(£BAC), deci m(£LTAQ) este
constanta.

Perimetrul triunghiului DEF nu poate fi mai mic decat (TQ) iar acesta este
minim cind AT=AQ=AD, este minim deci cind AD este minim, adica D este piciorul
perpendicularei din D pe BC. Punctele E si F se obtin ca intersectii ale dreptei TQ cu
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AC respectiv AB. Am obtinut astfel ca triunghiul de perimetru minim DEF este
triunghiul ortic al triunghiului ABC.

R13.6. Se considera un triunghi ABC si Me(BC). Fie E si F proiectiile
ortogonale ale lui M pe AB respectiv AC. Sa se determine pozitia lui M pe (BC) astfel
incét aria triunghiului MEF sé fie maxima.

Demonstratie. Patrulaterul AEMF este inscriptibil avand unghiurile opuse din

E si F suplementare.
A

B M C
Rezultd ca m(£BAC)+m(LEMF)=180°.
Deci m(£ZEMF)=180°-m(£BAC). Atunci
ME - MF - sin(£LZEMF)
S[MEF] = B (1)
Dar sin(ZEMF) =sin[180° —sin(£BAC)] = sin(£BAC). Deci

ME - MF - sin(ZBAC
S[MEF] = 9 ( ) 2)

AB-ME AC-MF
Dar  Sispc; = Spaswmy T Siacwy S8U Spapeg = + , de unde

2 2

AB-ME + AC-MF =28, sau
¢-ME +b-MF = 2S ., 3)

Din (2) avem ca maximul ariei triunghiului MEF se atinge cand ME-MF este
maxim. Dar maximul produsului ME-MF se atinge odatd cu maximul lui
(c-ME):(b-MF) adica daca c-ME=b-MF, ceea ce implica egalitatea ariilor triunghiurilor
ABM si AMC, deci M este mijlocul lui (BC).

R13.7. Dintre toate dreptunghiurile de aceeasi arie sd se determine cel de
perimetru minim.

Solutie. Perimetrul drepunghiului este 2(x+ y), iar aria S =x-) (unde x si y
sunt dimensiunile dreptunghiului). Fiindcd x -y = constant, suma lor este minima cand
x =y . Deci perimetrul dreptunghiului este 2(x+ y) =4x.

Dintre toate dreptunghiurile de aceeasi arie, patratul are perimetru minim.

R13.8. Dintre toate dreptunghiurile cu acelasi perimetru care este cel de arie
maxima?
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Solutie. Daca x si y sunt dimensiunile dreptunghiului, atunci perimetrul este

P . . .
2(x+y)=P, rezulta x+y= > S =Xx-y. Suma factorilor x §i y este constanta si

atunci produsul este maxim cand x = y (patrat). Deci S, = x>,

Dintre toate dreptunghiurile cu acelasi perimetru patratul are arie maxima.
R13.9. Dintre toate triunghiurile dreptunghice cu aceeasi ipotenuza aflati pe
cel de arie maxima.

. b-c : . . o
Solutie. § =—— unde b si ¢ sunt lungimile catetelor. Din teorema lui Pitagora

avem ci b° +c° =a’ (constant). Suma factorilor b si ¢’ fiind constantd, produsul
este maxim cand b° =c’, adicdi b=c. Deci triunghiul este dreptunghic isoscel.

Atunci cu teorema lui Pitagora obtinem: a’ =b*+b*, deci a*=5b*-2, de unde

a2

b=

. Deci

b-c a 2.a\/§_l_a2

™22 2 2 4
R13.10. Dintre toate triunghiurile cu acelasi perimetru, aria maxima o are
triunghiul echilateral.
Solutie. Fie a,b,c lungimile laturilor triunghiului §i 2p perimetrul triunghiului.
Folosim formula lui Heron pentru aria triunghiului:

S=+p(p-a)(p-b)p-c)
Suma factorilor wvariabili este p-a+p-b+p-c=3p-2p=p deci este constanta.

Produsul celor trei factori este maxim cand p-a=p-b=p-c, adica a=b=c. Deci triunghiul
de arie maxima este cel echilateral (cu perimetru constant).

_a'\3
max 4
R13.11. Dintre toate patrulaterele cu acelasi perimetru inscrise intr-un cerc,
aria maxima o are patratul.
Solutie. Dacéd notam cu a,b,c,d lungimile laturilor si cu 2p perimetrul, aria
patrulaterului inscris se calculeaza cu relatia:

S=+/p(p—a)(p—b)(p—c)(p—d)
Suma factorilor variabili este p-a+p-b+p-c=3p-2p=p (constantd). Atunci S este
maxim cand p-a=p-b=p-c=p-d = a=b=c=d.
S, =a.

m

R13.12. Dintre toate dreptunghiurile inscrise intr-un cerc de raza datd R, care
este cel de arie maxima?
Solutie. Daca una din laturi are lungimea x, cealalta va avea lungimea

V4R? —x* (calculati cu teorema lui Pitagora din triunghiul dreptunghic).
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Atunci aria este: S:x~\/4R2 —x’ =\/xz(4R2 —x%). Suma factorilor

variabili x* si 4R* —x” este 4R” (constantd). S se obtine cand factorii sunt egali

adicd x> =4R*> —x°, rezultd x = RAJ2 . Cealalti laturd a dreptunghiului are lungimea

\/ AR* —x* = \/ 4R* -2R* = R\/E . Deci dreptunghiul de arie maxima este patratul
inscris.

R13.13. Se considera un punct A' pe latura (BC) a unui triunghi ABC.
Paralela prin A' la latura AC intalneste latura AB in punctul C' si paralela prin A' la
latura AB intalneste latura AC in punctul B'.

a) Sa se exprime aria paralelogramului A'B'AC' in functie de aria triunghiului
BA'C' 5i de aria triunghiului CA'B'.

b) Pentru ce pozitie a punctului A' aria acestui paraloegram este maxima?

Demonstratie. Pozitia punctului A' pe latura [BC] este datd de raportul

BA'

—=k (k>0).
AC (k>0)
Atunci obtinem BA = K , de unde % = L . Din % =
A'C+BA' k+1 BC k+1 A'C
mai obtinem ﬂ = l , de unde AC = ! , deci ﬂ = L . Avem
BA' k BA+A'C k+1 BC k+1
S[A'B'AC']=S[ABC]-S[BA'C']-S[CA'B'] *)

Fiindca A'C'||AC, triunghiurile A'BC' si ABC sunt asemenea. Si A'B'/|AB,
atunci triunghiurile A'B'C si ABC sunt asemenea. Fiindca raportul ariilor a doua
triunghiuri asemenea este egal cu patratul raportului de aseméanare putem scrie relatiile:

SIABC] _(BC)Z _(ET 0
S[BA'C'] \BA') | k
iar
S[ABC] (CBY
S[[CA'B']]:[CA'] = (1) @

Din relatiile (1) si (2) obtinem:
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S[ABC] . S[ABC] _ (k+1)* 1 1

S[BA'C'] S[CA'B] k> (k+1)’ k>’

deci
S[A'B'C] 1
QIRACT W2 )
S[BA'C'] k
Cu relatiile (1), (2), (3), relatia (*) devine:
1 1 1 (k + 1)2 1 1 1 1 1 1 1
S[A'B'AC'] = - S[BA'C']|-S[BA'C ]—FS[BA C'l=
2 12
_sac XA ST 2gpaney
k k
Deci
S[A'B'AC'] = %S[BA'C’] 4
Cu (3), relatia (4) devine:
S[A'B'AC']| = %kZS[A'B'C] =2kS[A'B'C]
Deci
S[A'B'AC']=2kS[A'B'C] 5)
Din (4) si (5) obtinem: S’[A'B'AC']=4S[BA'C']S[A'B'C].
b) Din relatia (2) rezulta ca
1
S[CA'B'] = S[ABC 6
[ ] k1)’ [ABC] (6)
Din relatiile (5) si (6) obtinem:
S[A'B'AC'] = 2k - S[ABC] @)
(k+1)
Maximul ariei S[A'B'AC'] are loc atunci cand (k 1)2 este maxim (S[ABC] -
+
5 2k 2 2 L.
constanta). Dar = = , care este maxima cand k+—
(k+1)*  k*+2k+1 k+l+2 k
k k

este minim. Termenii pozitivi variabili k, m au produsul k-E =1 (constant) suma

1 1
k +E este minima cand k :E , de unde k> =1 (k>0) rezultd k=1. Deci A' este

mijlocul lui (BC). Atunci din (7) obtinem:
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Maximul ariei S[A'B'AC'] = %S[ABC]

R13.14. Determinati cel mai mare numar natural » pentru care numaérul

1-2:3-...-2002-2003 se divide cu 29"

Solutie. Numarul 29 este prim si divide pe fiecare al 29-lea numar natural.
Exista 69 (2003:29=69 rest 2) numere mai mici sau egale cu 2003 divizibile cu 29.
Existd 2 numere mai mici sau egale cu 2003 divizibile cu 297 (2003:29°=2 rest 321), iar
cu 29° nu existd numere mai mici sau egale cu 2003, divizibile. Deci numdrul
1-2:3-...2002-2003 se divide cu 29°"?=29"". Atunci 71=n+11 = n=60. Numrul ciutat

este 60.
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14. Puncte laticiale

Definitia 14.1. Orice punct care are ambele coordonate exprimate prin numere
intregi se numeste punct laticial.
Probleme rezolvate

R14.1. Sa se demonstreze cd nu existd doud puncte laticiale A(a,b) si
B(c,d) (A# B) care sd aibd aceeasi distanta la punctul de coordonate C(\/g ,gj

(a,b,c,d eZ).
Solutie. Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem ca existd astfel de
puncte. Distanta dintre punctele P(x,,y,) si O(x,,y,) este data de relatia:

PO = \/ (x,—x)° +(y,—y,)° . Atunci fie 4, B punctele laticiale pentru care
CA=CB. Obtinem:

5) 5
(a—\/§)2+(b—7] :(c—\/§)2+(d—7j ,
care se mai scrie:
2(c—a)-\/§=cz+d2—a2—b2+2%(b—d) (1)

Cand ¢ # a, ITn membrul stdng este un numdr irational, iar in membrul drept
este un numar rational, rezulta cu necesitate cd c—a =0 si

cz+d2—a2—b2+§(b—d):0 )
10

Din (2) pentru ¢ = a obtinem: d” —b’ +7(b—d) =0, care se mai scrie:
(d—b)(d+b)—§(d—b) =0< (d—b)(d +b—gj:0

.. 10 . o ..
Fiindca b,d € Z rezulti cd d +b # 7 si atunci obtinem ca d =b . Fiindca
a=c si b=d rezultd ca punctele 4 si B coincid. Deci nu existd doud puncte laticiale
. L 5
care sd aiba aceeasi distanta la punctul C [\/5 R 7) .

R14.2. Sa se arate ca nu existd in planul raportat la doud axe ortogonale, nici
un triunghi echilateral, avand toate cele trei varfuri in puncte laticiale.

Solutie. Presupunem ca exista un triunghi avand varfurile in puncte laticiale.
Putem de asemenea presupune ca unul din varfuri este in originea O, iar celelalte doua
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sunt  A(a,b), B(c,d). Atunci OA>=a’+b>, OB’ =c’+d*, iar
BA* =(a—c)’ +(b—d)*.
Triunghiul OA4B fiind echilateral avem:
a’+b*=c*+d*=(a-c)’ +(b—-d)’ =x (1)
Fiindca a,b,c,d sunt intregi rezultd cd x € Z. Din (1) obtinem:
a’*+c*+b* +d* —2(ac+bd) = x

Fiinded a’> +b> =c¢> +d* = x, rezultd cd x+x—2(ac+bd) = x , de unde
ax+bd:§ )

Avem relatia
(ad —bc)* =(a* +b*)(c* +d*)—(ac +bd)* 3)
Tinand seama de (1) si (2), relatia (3) devine:

S EA
(ad —bc) =x-x (2j,

2 2
de unde obtinem: (ad —bc)’ :3%, rezulta 3= {M} si deci
X

2( ad +bc

X
dreapta un numar irational. Deci nu existd un triunghi care sa satisfaca ipoteza.

R14.3. Sa se demonstreze ca daca pentru orice numar natural » exista in plan

un cerc de centru O(a,b), care contine in interiorul sdu exact n puncte laticiale, atunci

j ==++/3 relatie imposibila fiindca in stinga avem un numadr rational iar in

a si b nu pot fi simultan numere rationale.

R c . e . ..
Demonstratie. Fie x :E siy :E cu c,e,d €Z si d #0. Punctele laticiale

A(e,—c) si B(—e,c) au aceeasi distantd pana la punctul de coordonate M (x,y)

deoarece
2 2 2 2

c e c e

e—— | +|—-c——| =|—e——| +|c——

d d d d
Deci pentru orice punct de coordonate rationale existd doud puncte laticiale
distincte egal departate de acel punct. Dacd @ € Q si b € Q atunci existd doua puncte
laticiale distincte care sunt egal departate de punctul de coordonate (a,b). Daca cercul

cu centrul O(a,b) care trece prin aceste doud puncte contine in interiorul sdu n puncte

laticiale, atunci orice cerc concentric cu el si de raza mai mare va contine in interiorul
sau cel putin n+2 puncte laticiale. In nici un caz nu existd un cerc cu centrul in
O(a,b) care sa contind exact n+1 puncte. Decisau a € Q sau bz Q.
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GEOMETRIE
1. Relatii metrice in triunghiul oarecare
1.1. Teoreme ale bisectoarelor

Teorema 1.1.1. (Teorema bisectoarei interioare)
Fie triunghiul ABC, (AD bisectoarea interioara a unghiului A si De(BC),
atunci:
DB AB
DC AC’
Demonstratie. Ducem prin B o paralela la AD care intilneste pe CA in M.
Aplicim teorema Iui Thales in triunghiul CBM si obtinem:
DB _AM "
DC AC
(AD fiind bisectoarea interioard a unghiului A, avem cd ZCAD=/BAD, dar
/BAD=/ABM (alterne interne) si ZBMA=/DAC (corespondente). Deci
ZBMA=/ABM. Obtinem astfel ca triunghiul ABM este isoscel cu

AM=AB 2)
Din relatiile (1) si (2) obtinem ca E = ﬁ , si astfel teorema este
DC AC
demonstrata.
DB AB ) DB+DC AB+AC BC AB+AC
in —— =——obtinem = sau = , de
DC AC DC AC DC AC
unde DC = M , care se mai scrie
AB+AC
pc=_9 3)
b+c
M
A
B D c
Atunci BD=BC-DC=a- ab I , deci
b+c b+c
DB=— 4)
b+c
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Observatie. Pentru un plus de precizie se poate numi aceasta "prima teorema a
bisectoarei interioare".

Teorema 1.1.2. (Teorema reciproca a teoremei bisectoarei interioare)

DB AB
Fie triunghiul ABC, De(BC) astfel incit ——=——, atunci (AD este
DC AC

bisectoarea interioara a unghiului ZA.
Demonstratie. Facem aceeasi constructie ca la teorema directa, adicd ducem
prin B o paraleld la AD care intalneste pe CA in M. Din ipoteza avem ca

DB AB
—= (M
DC AC
Fiindca AD||MB obtinem
DB AM
— == @)
DC AC
Din (1) si (2) obtinem AB=AM, deci triunghiul AMB este isoscel cu
ZABM=/BMA 3)
Din paralelism avem:
ZMBA=/BAD (alterne interne) )
si
/ZBMA=/DAC (corespondente) ®)

Din relatiile (3), (4), (5) obtinem cd ZBAD=/DAC, adicdi (AD este
bisectoarea interioard a unghiului A.
Teorema 1.1.3. (Teorema bisectoarei exterioare)
Fie triunghiul ABC cu AB#AC. Dacd (AE este bisectoarea exterioard a
unghiului ZA, E€BC, atunci E = ﬁ
EC AC
Demonstratie. Ducem prin punctul B o paralela la AE care intalneste pe AC in
N. Aplicam teorema lui Thales in triunghiul CAE:
EC AC
Din paralelism obtinem ZANB=/MAE (corespondente), LABN=/EAB
(alterne interne). Din ipotezd avem cd /MAE=/EAB, deci ZANB=/ABN, adica
triunghiul ABN este isoscel cu
(AB)=(AN) 2)
. . . EB . <
Din (1) si (2) obtinem: E_C =—— si teorema este demonstrata.

AC
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n E = ﬁ obtinem (in ipoteza AC>AB)
EC AC
EB  AB @E_ AB
EC-EB AC-AB BC AC-AB
de unde EB:M,care se mai scrie EB = ac . Atunci
AC-AB b—c
EC = EB + BC = ac +a=ac+ab—ac= ab
b-c b—c b-c
Deci EC = ab
—c

Observatii. 1) Conditia AB#AC din teorema bisectoarei exterioare este
esentiala deoarece dacd AB=AC atunci bisectoarea exterioard a unghiului A este
paralela cu BC, deci nu mai exista E.

2) Teorema bisectoarei exterioare a fost demonstrata de Pappus.

3) Un plus de precizie cere si numim aceastd teoremd drept "prima a
bisectoarei exterioare".

Aplicatie. Daci I este centrul cercului inscris iIn AABC si {D}=AINBC are loc

. 1D a
relatia: — = .
b+c
Demonstratie. Cu teorema bisectoarei iIn AABD obtinem: 2:@, dar
IA BA
ID 1
BD = ac , atunci — = ac -—, deci 2: a .
b+c IA b+c ¢ IA b+c
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B D C

Teorema 1.1.4. (Teorema reciproca a teoremei bisectoarei exterioare)
Fie triunghiul ABC si EeBC\[BC] astfel incat
EB AB
EC AC’
atunci (AE este bisectoarea exterioard a unghiului ZA.
Demonstratie. Trebuie ca AB#AC, deoarece dacd AB=AC, din (1) ar rezulta EB=EC,
relatie imposibila din cauza pozitiei lui E pe BC. Facem aceeasi constructie ca la
teorema bisectoarei exterioare, adicd ducem prin B o paraleld la AE care intalneste pe
EB AN

CA in N. Cu teorema lui Thales in triunghiul CAE obtinem: E———, iar din

AC

)

EB AB
ipoteza E :A_C’ deci AN=AB, adica AABN este isoscel cu ZABN=/ANB. Dar

ZABN=/EAB si ZANB=/MAE, deci ZEAB=/MAE, relatie ce asigura ca (AE este
bisectoarea exterioara a unghiului ZA.

1.2. Teorema lui Pitagora generalizata

Teorema lui Pitagora din triunghiul dreptunghic admite o generalizare pentru
triunghiul oarecare.

Teorema 1.2.1. Intr-un triunghi oarecare patratul lungimii unei laturi este egal
cu suma patratelor lungimilor celorlalte doud laturi din care se scade sau se aduna
dublul produsului lungimii uneia dintre aceste laturi cu lungimea proiectiei celeilalte pe
ea

AB’=CA*+CB*-2-CB-CD (1)

AB’ =CA’ +CB* +2-CB-CD ()

Demonstratie. Fie ABC un triunghi si D proiectia lui A pe BC. Din
triunghiurile ABD si ACD dreptunghice in D obtinem:

AB’=AD’+BD’, AC’=AD’+DC’
1) Daca m(Z£C)<90° atunci trebuie sa aratam ca:

AB* =CA’+CB?*-2-CB-CD (1)
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Avem BD=[BC-CD)|. Intr-adevir dacd m(£B)<90° atunci De[BC] si BD=BC-
CD. Dacda m(£B)=90° D coincide cu B si avem BD=0=BC-BC. Daca m(£B)>90°,
Be(CD) si BD=DC-BC=|BC-DC|. Avem deci
AB’ = AD’ + BD* = AD’ +(BC-CD)’ =
=(AD?> +DC?)+BC?*-2BC-CD=CA* +CB*-2-CB-CD

A

B D C B C D
2) Daca m(£C)>90° trebuie sa demonstram ca:
AB’ =CA’ +CB’+2-CB-CD
In acest caz avem BD=BC+CD si obtinem:
AB’ = AD* + BD* = AD? + (BC+CD)’ =
=(AD* +DC*)+BC* +2BC-CD = CA* + CB* +2CB-CD
Observatii. 1) Semnul din fata dublului produs este influentat numai de
unghiul opus laturii pe care o calculam.
2) Enuntul teoremei lui Pitagora generalizatd nu prevede drept caz special
alternativa m(£C)=90° in care functioneaza teorema lui Pitagora propriu zisa:

AB’ = CA? + CB?. Acest caz poate fi inclus, relatiile (1) sau (2) conservandu-si
valabilitatea.

3) Teorema lui Pitagora generalizatd ne ajutd sa facem o demonstratie rapida a
reciprocei teoremei lui Pitagora.

4) Teorema lui Pitagora generalizatd si reciproca teoremei lui Pitagora ne
permit sd precizdm (dupd masura unghiurilor) felul triunghiului: obtuzunghic,
ascutitunghic, dreptunghic.

1.3. Teorema lui Stewart

Teorema 1.3.1. Fie M un punct pe latura [BC] a unui triunghi ABC. Are loc
relatia:
AM’ -BC=AB’ -MC+AC?>-MB-BC-BM-CM )
Demonstratie. Fie L proiectia punctului A pe BC. Aplicam teorema lui
Pitagora generalizata in triunghiurile ACM si AMB. Obtinem:

AC’ = AM? + MC* —-2MC-ML | -BM
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AB’* = AM” + MB® + 2BM - ML |-MC
A

.
B M L c
Daca inmultim cele doud egalitati, prima cu BM, iar a doua cu MC si le

adundm membru cu membru se va reduce termenul 2MC-BM-ML si obtinem:
AC* -BM+AB’-MC =AM?-BM +MC? -BM + AM*-MC +MB?-MC <
AC’ -BM + AB*> -MC = AM*(BM + MC) + MC* - BM + MB* -MC <
AC’-BM+AB’-MC = AM* -BC + MC-BM(MC + MB) <
AC*-BM+AB’-MC =AM’ -BC+MC-BM-BC &

AM’-BC=AB’-MC+AC*-BM-BC-BM-MC
adica obtinem relatia de demonstrat.

1.4. Teorema lui Van Aubel in triunghiul dreptunghic

Teorema 1.4.1. Daca M este un punct oarecare pe ipotenuza [BC] a unui
triunghi dreptunghic ABC, are loc relatia:

B
M
A C
MC?-AB?> + MB* - AC* = AM* - BC? (1%)
Demonstratie. Aplicam teorema lui Stewart:
AM? .BC=AB’ -MC+AC?-BM-BC-BM-MC (1)

Inmultim relatia (1) cu MC si obtinem:
. AM? .BC-MC = AB’ -MC’ + AC*-BM-MC-BC-BM-MC* (2
Inmultim relatia (1) cu MB si obtinem:

AM’ -BC-MB=AB’ -MC-MB+AC?-BM*-BC-BM*-MC (3)
Adundm membru cu membru relatiile (2) si (3) si grupand, obtinem:
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AM?-BC-(MC+MB) = AB*-MC’ + AC* -BM” +
+AB?*-MC-MB+AC* -MB-MC - BC-BM -MC(MC + MB)
sau
AM? -BC* = AB* -MC’ + AC* -BM’ + MC-MB(AB® + AC*) -
—~BC’-BM-MC 4)
Dar AB”> + AC* = BC” si atunci (4) devine
AM’ -BC* = AB* -MC’ + AC*-BM* + MC-MB-BC’* -BC* -BM -MC
deci AM*-BC* = AB>-MC’ + AC* -BM".
Corolar 1.4.1. Patratul lungimii bisectoarei este medie armonicd intre

patratele lungimilor segmentelor determinate de ea pe ipotenuza.
Daca AM este bisectoare atunci

2 2
AM? = 2MP; MC2 .
MB-” + MC
2 2
Cu teorema bisectoarei obtinem & = @ , de unde AB2 = MB 5 sau
AC MC AC MC
AB?-MC? = AC* -MB* (5)

Cu (5) relatia lui Van Aubel (1*) se mai scrie
2AB’-MC’ =BC?-MA’ < 2AB’ -MC’ = (AB” + AC?)-MA’

sau
2 AB’ + AC? 2 AB’ AC?
2 = 2 Tad 2 = 2 PNY 7 <
MA AB°-MC AM® AB°-MC- AB°-MC
2 1 AC’ 2 1 1
2 >t 2 it 2 2t 2
AM~ MC” AC -MB AM®~ MC° MB
2 2
deci AM* = M
MC” +MB
Corolar 1.4.2. Daca triunghiul ABC este dreptunghic isoscel, avem:
2 2
MA2 = MB —;—MC
Daca AB=AC relatia (1*) devine:
AB’(MC’ +MB?*)=AM*-2AB*> (AB’+AB’ =BC?)
2 2
sau AM? :MC;MB.
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1.5. Calculul lungimii bisectoarelor interioare

Teorema 1.5.1. Fie ABC un triunghi si [AD bisectoarea interioara a unghiului

4b
Z/BAC, i De(BC).  Aumci  AD’=—"_.p(p—a)  sau
(b+c)

2 a+b+c 2
AD= b—«/bcp(p —a) (unde p = T) sau [ = b—«/bcp(p —-a).

+c +c

. : . . . AB BD .
Demonstratie. Din teorema bisectoarei avem cd —— = ——, care se mai scrie
AC DC
BD +b BD+D +b B
c_22 , de wunde obtinem: ¢ = C & ¢ = C , de unde
b DC b DC b DC
DC=-2  Awnci BD=BC-DC=a--" = % Dpeci BD=-%". Vom
b+c b+c b+c b+c
scrie relatia lui Stewart pentru cazul cand M este in D. Obtinem:
DA?-BC=AB’-DC+AC?-BD-BC-BD-DC
Inlocuind pe BC cu a, AB cu ¢, AC cu b si DC cu ab , iar BD cu ac
b+c b+c
obtinem:
AD? g ab b ac g ac_ ab ,
b+c b+c b+c b+c

de unde

AD? =¢? b +b* ¢ —a? be =
b+c b+c (b+c¢)

care se mai scrie:

2 2 2
AD? — bc [c+b a J bc [(b+c) a }:

 b+c _b+c =b+c b+c

_ bc _(b+c+a)(b+c—a): bc _2p(2p-2a)
b+c b+c (b+c¢)
(Am tinut seama ca 2p =a+b+c siatunci 2p—2a=b+c—a).

Deci AD® = M , adica relatia de demonstrat.
(b+c)

1.6. Calculul lungimii inéltimilor unui triunghi

Teorema 1.6.1. Daca ABC este un triunghi oarecare avem

b =2 pp=aXp=BXp=0)
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a+b+c
s

Demonstratie. In triunghiul ABC, ducem inaltimea AA' (h,). Dintre cele doua
unghiuri B si C cel putin unul este ascutit. S& presupunem cé acesta este B. Cu teorema
lui Pitagora generalizata obtinem:

AB?*=BC*+AC*-2-BC-A'C,

unde 4, este indltimea corespunzatoare laturii a, iar p =

de unde obtinem:

2+ AC? - AB?
2-BC-A’C:BC2+AC2—AB2<:>A'C=BC +AC ,
2BC
2 2 2
care se mai scriec A'C = w .
2a

Din triunghiul dreptunghic AA'C (m(Z£A")=90°) cu teorema lui Pitagora
obtinem:

2 2 2)?
AA’2:AC2—A'C2:b2—(—a thizc J

2a

B b_a2+b2—cz b+a2+b2—c2 B
2a 2a

3 2ab—a* -b* +¢? '2ab+a2 +b* =2

2a 2a
_[cz—(a2+b2—2ab)]_ (a+b)* -c? B
- 2a 2a -
_c?—(a-b)’ (a+b-—c)a+b+c) _
- 2a 2a -
_ (cta-b)c—a+b)a+b-c)a+b+c)
4a’ N
_@p-2b)2p-2a)2p-20)2p _4p(p—a)p—-b)(p—c)
4a® a’

2p-2a=b+c—-a, 2p-2b=a-b+c, 2p—-2c=a+b—-c)
Deci AA12:4p(p_a)(p_b)(p_C)

2
a

AA'%Jp(p—a)(p—b)(p—c) ,

adica tocmai relatia de demonstrat.

, de unde
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1.7. Teorema medianei

Teorema 1.7.1. intr-un triunghi ABC avem relatia:
) 2b° +c*)—a’
¢ 4
unde a=BC, b=CA, c=AB, m,=AA', A' este mijlocul lui [BC].
Demonstratie. Scriem relatia lui Stewart in cazul cdnd M este mijlocul A' al
segmentului [BC]. Obtinem:

A'A?-BC=AB*-A'C+AC?-A'B-BC-BA'CA'<

, (1

a a a a
ma=c’ —+b"——a-——
2 2 2 2
, 2’ +b)-a’
m, = ,
4
adica relatia de demonstrat.
A
-
B A L c

Fig. 1.

Probleme rezolvate

R1.7.1. In orice triunghi suma patratelor lungimilor medianelor este trei
patrimi din suma patratelor lungimilor laturilor, adica:
mj+m§+mf=%(a2+b2+cz) )
Demonstratie. Din relatia (1) si analoagele obtinem:
m = 20b° +c*)—a’ m? = 2(a* +c*)-b* m? = 2(a’ +b*)-c? ‘

a 4 4 b 4 s c 4
Atunci
2 2 2 2 2 2 2 2 2
m5+m§+m3:2(b +c’)—a +2(a +c”)-b +2(a +b")—c _
4 4 4
_2b%+2¢*—a’+2a’ +2¢ —b* +2a° +2b° —c* 3(a’+b’+c?)
4 4 :
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R1.7.2. Daca G este punctul de concurentd a medianelor AA', BB', CC' al
triunghiului ABC, sa se demonstreze relatia:

2 2 2
(GA —GA")- AA*(GB—GB")-BB+(GC—GC')-cc= T+

- L . 2
Solutie. Tinem seama ca centrul de greutate al unui triunghi se gaseste la g de

varf si la % de baza, adica GAzgma, GA'Z%ma, GBzgmb, GB'Z%mb,

GC= %mc , GC'= %mc , relatia de demonstrat devine:

(2 1) ) (2 1) ) (2 1) s ml+my +m’
———m, | m | m, ==
3 3 3 3 3 3 3

zé.l(az +b? +&):M

43 4

. 3
Am tinut seama ci m_ +m, +m. =—(a’ +b*> +c?).
4

B A' C

Fig. 2.

R1.7.3. Intr-un triunghi dreptunghic cu lungimile catetelor b si ¢ si lungimea
ipotenuzei a avem relatia

) , Sa’
m? +m? =22 @
4
Demonstratie. Intr-un triunghi dreptunghic mediana m, corespunzétoare

. . . a . . .
ipotenuzei aare lungimea E Atunci folosind relatia
2 2 2 3 2 2 2
m,+m, +m; =—(a" +b"+c”)
4

si tinand seama ca b*+c* =a® (teorema lui Pitagora), obtinem:
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2
a 2 » 3,5 2
— | +m;, +m =—(a"+a’),
(2j b c 4( )
de unde
2
m§+mf:5L, ®)]

. N . . . 5a’
iar daca triunghiul este dreptunghic isoscel relatia (4) devine ZmZ :T, de unde

2_
m, =—-.

R1.7.4. Triunghiul cu doud mediane congruente este isoscel.
Solutie. Din m, =m, = m_ =m; sau
2(b* +c*)—-a’ B 2(a’ +c*)-b’
4 4 ’
care se mai scrie 2b% +2¢* —a® =2a* +2¢* —b*, de unde 3a* =3b?,deci a=b.
R1.7.5. Diferenta patratelor lungimilor a doud laturi ale unui triunghi este egala

cu dublul produs dintre lungimea laturii a treia si lungimea proiectiei medianei
corespunzatoare pe acea latura.

Aplicam teorema lui Pitagora generalizatd in triunghiurile ABA' si ACA'
obtinem (Fig. 1):

AB’=A'A’+A'B*+2A'B-A'L
si
AC’=A'A* +A'C*-2A'C-A'L,
de unde prin scddere membru cu membru obtinem:
AB*—AC?=2CB-A'L
(am tinut seama ca A'B=A'C) relatie care se mai scrie (fard a restrange generalitatea
consideram AB>AC)
¢’ —b*=2a-A'L (6)
adica:
R1.7.6. Se considera triunghiul ABC cu mediana AD si iniltimea AE. Sa se
demonstreze relatia:

BC?

AB? —[AD2 + szODE

Solutie. In triunghiul ABD cu m(ZADB)<90°, aplicim teorema Ilui Pitagora
generalizata:

AB? =BD” + AD* —-2BD-DE (*)
Aplicam aceeasi teorema in triunghiul ADC cu m(£LADC)>90° si obtinem:
AC?> =AD’ +CD” +2CD-DE (%)

Adunam membru cu membru relatiile (*) si (**) si obtinem:
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AB’ + AC® =2BD*” +2AD? (k%)

A

B E D C

Fig. 3.

Din relatia (6) avem:
AB’ —AC’ =2BC-ED
Adunand membru cu membru ultimele doua relatii obtinem:
2AB® =2BD” +2AD’* + 2BC-ED

sau
AB? =BD” + AD’ + BC-ED,
care se mai scrie:

2
AB? — AD? —(BTCJ =BC-ED,

relatie care trebuia demonstrata.
1.8. Teorema lui Leibniz

Teorema 1.8.1. Daca M este un punct arbitrar in planul triunghiului ABC, iar
G este centrul de greutate al triunghiului, are loc relatia:
MA? +MB? + MC? =3MG* + GA? + GB? + GC? (1%)
Demonstratie. Fie A' mijlocul lui [BC]. Scriem relatia lui Stewart pentru
triunghiul MAA' si punctul Ge(AA") si obtinem:
MG’ -AA'=MA’-A'G+MA"”-AG - AA'AG - GA'
Atunci obtinem:

MG = %MAZ +§-MA‘2—§AA'2 1)

Fiindca MA' este mediana in triunghiul MBC, avem
2(MB* + MC?*)—- BC’
4

MA” = )

Cu (2), relatia (1) devine:
2 2 2
=1MA2+%-2(MB +MC”)-BC —EAA'z,
3 3 4 9

care se mai scrie (prin Tnmultirea cu 3)

MG?
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BC? 2

3MG* =MA* + MB* + MC’ - —EAA'Z (3)

Fiindca GA' este mediana in triunghiul GBC obtinem:

2 2 2
GA” = 2(GB"+GC")-BC ’
4
de unde
BC? =2(GB* + GC?)—4GA" 4)
A
M
G
B A' C
Fig. 4.

Cu (4), relatia (3) devine:
3MG? =MA® + MB? + MC? ~GB* -GC” + 2GA'2—§AA'2 (5)

1
Folosind egalitatile GA'= EGA si AA'= %GA , relatia (5) devine:

3MG? = MA? + MB? + MC? - GB? - GC? +2-———~ZGA2,

care se mai scrie
MA?’ + MB? + MC? =3MG” + GA” + GB® + GC?,
relatie ce trebuia demonstrata.
Consecinta 1.8.1. Suma patratelor distantelor de la M la varfurile triunghiului
este minima cand M coincide cu G.

Fiindca m§+m§+mf:%(a2+b2+c2) si GA:%ma, GB=§mb,
2 : .
GC= Emc atunci (1*) devine:
MA* + MB? + MC* =3MG" +é(a2 +b*+c?) (6)
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2 2 2
+b" +
iar cind MG=0 obtinem MA’ + MB*> + MC? = arbre

Consecinta 1.8.2. Dacd M coincide cu centrul cercului circumscris O, atunci

0G* :é[9R2 —(a® +b*+c?)] (7)

Cand M coincide cu O avem OA=0B=0C=R, iar (6) devine:
OA’ +OB’ +0C? =30G"* +%(a2 +b* +¢c%),
1
adica 3R* =30G” +§(a2 +b* +¢?), de unde obtinem:

B 9R* —(a’ +b* +c%)

0G* 5 , adica relatia (7).
2 2 2
Din OG’ >0 rezulta 9R* —(a’ +b* +¢*) >0, de unde R*> > %
Consecinta 1.8.3.
OH? =9R*> —(a’ +b* +¢?)
GH® = g[9R2 —(a’ +b*>+c?)]
H
Se folosesc relatiile OH=3-OG si GH=2-OG. Pentru OG :OT , relatia (7)
devine
H® 1
© =§[9R2 —(a’+b* +c%)],
de unde
OH® =9R*> —(a’* +b*> +¢?) (8)
. GH . .
Cu GH=2-0G, adica OG = - relatia (7) devine
2
Gil = 3[91?2 —(a* +b*> +c%)],
de unde

GH> :3[9132 —(@*>+b* +c2)]
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Consecinta 1.8.4. Dacd O, este centrul cercului lui Euler avem

0,G’ :%[9R2 —(a’ +b*>+c?)]

H
Avem relatia GO, = % , de unde OH? =36-GO; iar din (8) obtinem:

36GO; =9R* —(a’ +b* +c%),
de unde
9R* —(a’* +b* +¢?)

GO? =
36

1.9. Aplicatii

1.9.1. Fie A, B, C, D varfurile unui patrat si M, N, P, Q mijloacele laturilor
lui. S se demonstreze ca, dacd O este un punct oarecare din planul patratului, atunci
expresia:

OA® +OB?* +OC? +OD’* —(OM?* + ON? + OP* +0Q?%)

are ca valoare aria patratului.

A M B
Q N
D P C

Demonstratie. Aplicdm teorema medianei in triunghiurile: AOB, BOC, COD,
DOA si obtinem:

_ 2(0OA* +0OB?*)-AB’ _ 2(0B*+0C?*)-BC?

oM’ , ON?
4 4
Op? — 2(0C* +0D*)-CD’ 0Q° = 2(0D* +0A*)-AD’
4 ’ - 4

Adunand membru cu membru cele patru relatii de mai sus obtinem:
4(OM? +ON? + OP*> + 0Q?) =4(0OA* + OB* + OC’* + OD*) —4AB?
(am tinut seama ca AB=BC=CD=DA), de unde obtinem
OA’+0B* +0C? +OD? —~OM’ + ON? + OP* + OQ’ = AB?,
adica relatia ceruta.
Teorema 1.9.2. (Teorema lui Euler pentru patrulater)
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In orice patrulater ABCD suma pitratelor lungimilor laturilor este egald cu
suma patratelor lungimilor diagonalelor plus de patru ori patratul segmentului care
uneste mijloacele diagonalelor, adica

AB’ +BC? +CD* + DA? = AC? + BC® + 4EF? (1%)
unde [AC] si [BD] sunt diagonalele patrulaterului ABCD, iar E este mijlocul lui [AC],

F este mijlocul lui [BD].
D C

B
Demonstratie. Cu teorema medianei in triunghiul ABC obtinem:

_ 2(AB? +AC?)-AC?

BE?

4
Din triunghiul ADC cu aceeasi teorema obtinem:
_2(AD? +DC?*)—AC?
- 4
Din triunghiurile ABD si CBD, pentru medianele [AF] si [CF] avem relatiile:
_ 2(AD’ + AB*)-BD’ _ 2(CD* +CB?)-DB’

DE”?

AF? , CF’
4 4
Adunand membru cu membru cele patru relatii de mai sus obtinem:
2 2 2 2 2 2 2 2 AC2 BDz
BE°+DE"+AF +CF"=AB" +BC"+CD” + DA" - . (1)

Aplicam teorema medianei in triunghiurile BED si AFC si obtinem

_ 2(BE*+DE?)-BD’ _ 2(AF’ +CF?)-AC’

EF? , EF?
4 4
de unde
2
BE’ + DB = 2BF? + 202 )
si
2
AF* + CF? =2EF* + AC (3)

Folosind relatiile (2) si (3), relatia (1) devine:
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2 2
=AB2+BC2+CD2+DA2—A2C —Blz) ,

D? AC?

2EF? + B +2EF? + —

relatie echivalentd cu
4EF? + AC* + BD? = AB* + BC* +CD* + DA?,

adica tocmai relatia de demonstrat.

Cazuri particulare

1) ABCD - paralelogram (mijloacele diagonalelor coincid). Deci EF=0. Atunci
(1*) devine

AB? +BC’ +CD? +DA* = AC* +BD?,

relatie care se mai scrie 2(AB” +BC?) = AC* + BD’ deci:

In orice paralelogram suma patratelor lungimilor laturilor este egald cu suma

patratelor lungimilor diagonalelor.

AB-D
2) ABCD - trapez cu bazele AB si CD (AB>CD). Atunci EF = TC si

(1*) devine
2
AB? +BC? +CD? +DA? = AC? + BD? +4(%) =N

AC? +BD? =BC’ +CD” +2AB-DC,
deci
Intr-un trapez suma patratelor lungimilor diagonalelor este egald cu suma
patratelor lungimilor laturilor neparalele plus de doua ori produsul lungimilor bazelor.
3) ABCD este dreptunghi.
Atunci relatia (1*) devine
2(AB* +BC*)=2AC’ sau AB’+BC’=AC’

adica obtinem teorema lui Pitagora.
1.10. Teorema lui Menelaus

Teorema 1.10.1. Fie ABC un triunghi A', B', C' trei puncte astfel incat
A'eBC, B'eCA, C'€AB. Daca punctele A', B', C' sunt coliniare, atunci are loc relatia:
A'B B'C C'A _1
A'C B'A C'B
Demonstratie. 1) Transversala C'A' intersecteazd doud laturi si prelungirea
celeilalte laturi a triunghiului.
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Proiectam varfurile triunghiului ABC pe dreapta A'C', si obtinem punctele A,

By, C;.
Fiindca CC,||BB, rezulta ca AA'BB,~AA'CC,. Atunci obtinem:
A'B BB
oo m L ()
A'C CC,
Triunghiurile CC,B' si AA B’ sunt asemenea (CC,||AA;) si atunci
B'C CC
== @)
B'A  AA,
Si triunghiurile AC'A; si BC'B, sunt asemenea (AA||BB;) si avem:
C'A AA
—= = (3)
C'B BB,

Inmultind relatiile (1), (2) si (3) membru cu membru si simplificand, obtinem:
A'B B'C C'A 1
A'C B'A C'B
2) Transversala C'A' intersecteaza prelungirile laturilor triunghiului ABC.
A

C A

Al o X
c B
Proiectam varfurile triunghiului ABC pe dreapta A'C' si obtinem respectiv
punctele Ay, By, C;.

Fiindca CC,||BB;, triunghiurile A'BB; si A'CC, sunt asemenea. Atunci are loc

relatia:
A'B BB
S (1)
A'C CC,
Din asemanarea triunghiurilor B'CC, si B'AA, (CC,||AA ) obtinem:
B'C CC
== @)
B'A  AA,
Acum din asemanarea triunghiurilor C'AA, si C'BB,; (AA,||BB)) rezulta ca:
CA AA
——= S 3)
C'B BB,
Prin inmultirea relatiilor (1), (2) si (3) membru cu membru si dupa simplificari,
A'B B'C CA
obtinem: . . =1, adica relatia ce trebuia demonstrata.
A'C B'A C'B

Teorema 1.10.2. (Reciproca teoremei lui Menelaus)
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Consideram un triunghi ABC si punctele A'eBC, B'e AC, C'€AB. Daca doua
dintre punctele A', B', C' sunt situate pe doud laturi ale triunghiului, iar al treilea punct
este situat pe prelungirea celei de-a treia laturi sau ca toate punctele A', B', C' sunt pe
prelungirile laturilor triunghiului si are loc relatia:

A'B B'C C'A 1
A'C B'A C'B
atunci punctele A', B', C' sunt coliniare.

Demonstratie. Consideram cazul cand doud puncte sunt pe laturi si celalalt pe
prelungirea celei de-a treia laturi. Presupunem ca dreapta A'B' intersecteaza latura [AB]
in punctul C"#C'. Aplicam teorema lui Menelaus pentru punctele A', B', C". Obtinem:

AB.BC'C A:1 @)
A'C B'A C"B

(1

Din relatiile (1) si (2) obtinem:
CA C'A
C'B (C"B

A

B C A
Fiindca existd un singur punct interior unui segment care imparte segmentul
intr-un raport dat, rezulta ca punctul C" coincide cu C', adicd punctele A', B', C' sunt
coliniare.

1.11. Teorema lui Van Aubel

Teorema 1.11.1. Fie ABC un triunghi si punctele A'e(BC), B'eCA, C'€AB.
Daca dreptele AA', BB', CC' sunt concurente intr-un punct M atunci are loc relatia:
B'A N C'A MA
B'C C'B MA'
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c B
Demonstratie. Aplicim teorema lui Menelaus pentru triunghiul AA'C si
transversala BB'. Obtinem:

BA"B'C‘MA:1 )
BC B'A MA'
Din relatia (1) obtinem:
B'A _ BA'. MA @)
B'C BC MA'

Aplicam acum teorema lui Menelaus pentru triunghiul AA'B si transversala
CC'. Obtinem:
CB MA' C'A _1

b

CA' MA CB
de unde rezulta ca
C'A B CA'. MA 3)
C'B CB MA'

Adunand relatiile (2) si (3) membru cu membru obtinem:
B'A N C'A  MA [ BA+CA'
BC CB MA'( BC )

de unde
BA CA_MA
B'C C'B MA'

1.12. Teorema lui Ceva

Teorema 1.12.1. (Teorema lui Ceva)
Se considera triunghiul ABC si punctele A'eBC, B'eCA, C'eAB. Daca
dreptele AA', BB', CC' sunt concurente, atunci
A'B B'C CA 1
A'C B'A C'B
Demonstratie. 1) Consideram punctul O de intersectie al dreptelor AA', BB/,
CC' ca fiind situat in interiorul triunghiului. Consideram triunghiul BCC' si
transversala AA'. Cu teorema lui Menelaus obtinem:
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A'B OC AC'_

(1

A'C OC' AB

A

B A C
Aplicam acum teorema lui Menelaus pentru triunghiul AC'C si transversala
BB'. Obtinem:
1 '
OC_BC.BA:1 2
OC B'A BC
Inmultind membru cu membru relatiile (1) si (2) si simplificind obtinem:
A'B B'C C'A
A'C B'A C'B
2) Consideram punctul de intersectie al dreptelor AA', BB', CC' ca fiind O si
care este situat in exteriorul triunghiului ABC.
Aplicam teorema lui Menelaus pentru triunghiul AA'B si transversala COC'.
Obtinem:

=1, adica relatia ce trebuia demonstrata.

CB OA' C'A _1 0
CA' OA C'B
Aplicam acum teorema lui Menelaus pentru triunghiul AA'C si transversala
BOB'. Obtinem:
BA' B'C OA 1
BC B'A OA'

2

Inmultim membru cu membru relatiile (1) si (2) si obtinem dupa simplificari
A'B B'C C'A 1
A'C B'A C'B
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Teorema 1.12.2. (Reciproca teoremei lui Ceva)

Daca pe laturile unui triunghi ABC consideram punctele A', B', C' (A'eBC,
B'eCA, C'e AB) toate pe laturi sau unul pe laturi si celelalte doua pe prelungiri, astfel
incat sa avem relatia:

A'B B'C C'A 1
A'C B'A C'B
atunci dreptele AA', BB', CC' sunt concurente.
Demonstratie. Presupunem cé dreptele AA', BB', CC' nu sunt concurente. Fie
AA'NBB'={0} si CONAB={C"}, C'#C". Din teorema lui Ceva obtinem
A'B B'C C"A
. . =1 (1)
A'C B'A (C'"B
Din ipoteza avem
A'B B'C C'A 1
A'C B'A C'B
Din relatiile (1) si (2) rezulta C' este identic cu C".

2

1.13. Concurenta liniilor importante in triunghi

1.13.1. Medianele unui triunghi sunt concurente in punctul G (centrul de
greutate al triunghiului).
Demonstratie. Fie AA', BB', CC' medianele triunghiului ABC. Atunci A', B', C'
sunt mijloacele laturilor [BC], [CA] si respectiv [AB].
A

B A C
Aplicdm reciproca teoremei lui Ceva si obtinem:
A'B B'C C'A 1
A'C B'A C'B
adica medianele sunt concurente.
1.13.2. Bisectoarele interioare ale unghiurilor unui triunghi sunt concurente in
I (centrul cercului inscris).
Demonstratie. Cu teorema bisectoarei interioare obtinem:
A'B AB BC BC . CA CA
= , = sl = .
A'C AC B'A BA C'B CB

B
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Prin inmultirea relatiilor de mai sus membru cu membru obtinem:
A'B B'C C'A AB BC CA_1
A'C BA C'B AC BA CB
de unde conform reciprocei teoremei lui Ceva obtinem ca bisectoarele interioare ale
unghiurilor unui triunghi sunt concurente.

1.13.3. Bisectoarele exterioare a doud unghiuri a unui triunghi sunt concurente
cu bisectoarea interioara a celui de-al treilea unghi intr-un punct /, (centrul cercului
exinscris).

Demonstratie. Cu teorema bisectoarei interioare pentru AA' obtinem:

b

A'B_ AB
A'C AC
A

CV

Cu teorema bisectoarei exterioare pentru BB' si CC' obtinem:
B'C  BC ; CA CA
BA BA ° CB CB

Inmultind membru cu membru cele trei relatii de mai sus obtinem:
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A'B B'C C'A AB BC CA 1
A'C BA C'B AC BA CB
de unde conform reciprocei teoremei lui Ceva rezultd ca cele doud bisectoare
exterioare si bisectoarea interioara sunt concurente in /,,.
1.13.4. Inaltimile unui triunghi sunt concurente in punctul H (ortocentrul
triunghiului).
Demonstratie. Fie AA', BB', CC' inaltimile triunghiului ABC. Din aseméanarea
triunghiurilor A'AB si C'CB obtinem:

A'B AB
s =ae 0
C'B BC
A
o
B
o
B A C
Din asemanarea triunghiurilor dreptunghice BB'C si AA'C obtinem:
B'C BC
R @
A'C AC
Din asemanarea triunghiurilor dreptunghice C'CA si B'BA obtinem:
C'A AC
= 3)
B'A  AB

Din relatiile (1), (2) si (3) prin Inmultire membru cu membru obtinem:
A'B.B'C‘C'A_AB.BC.AC_1
C'B A'C BBA BC AC AB

2

care se mai scrie:
A'B . B'C . C'A 1
A'C B'A CB

si conform reciprocei teoremei lui Ceva, indltimile AA', BB', CC' sunt concurente.

1.14. Lema lui Carnot si aplicatii

Teorema 1.14.1 (Lema lui Carneot). Fie triunghiul ABC si punctele A'eBC,
B'eCA, C'eAB. Perpendicularele in A', B', C' pe BC, CA, respectiv AB sunt
concurente daca si numai daca

A'B’—A'C*+B'C*-B'A*+C'A*-C'B* =0 (*)
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Demonstratie. Presupunem ca cele trei perpendiculare sunt concurente intr-un
punct M. Aplicam teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghice MBA', MCA',
MCB', AB'M, AMC', BMC' si obtinem relatiile:

A'B*> =BM? -MA"”, A'C’=CM’-MA"
B'C’ =CM’-MB”, B'A’=AM’-MB"
C'A’ =AM’ -MC”, C'B’=BM’-MC"

Scézand a doua relatie din prima obtinem:

A'B’ —A'C’ =BM?* -CM* (1)
Scazand a patra relatie din a treia obtinem
B'C* -B'A’ =CM’ - AM’ Q)
Scazand a sasea relatie din a cincea obtinem
C'A’-C'B’ =AM’ -BM”* 3)

Adunand membru cu membru relatiile (1), (2), (3) obtinem relatia (*).

Reciproc, presupunem ca are loc relatia din enunt §i prin reducere la absurd
presupunem ca cele trei perpendiculare nu sunt concurente. Fie M punctul de
intersectie al perpendicularelor din B' si C' pe laturile corespunzitoare si A" piciorul
perpendicularei din M pe BC.

B
Din ipoteza avem:

A'B’-A'C’+B'C’-B'A*+C'A*-C'B* =0
Cu teorema directd avem
A"B*-A"C*+B'C*-B'A*+C'A*-C'B* =0
Scazand relatiile de mai sus obtinem:

A'B’-A"B*-A'C’+A"C’=0= A'B’-A'C’=A"B’-A"C’ &
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(A B-A'C)(A'B+A'C)=(A"B-A"C)(A"B+A"C) <
(AAB-A'C)-BC=(A"B-A"C)-BC«
AB-A"B=A'C-A"Ce -A'A"=A'A"&

A'A"=0= A'=A".

Observatie. Relatia (*) poate fi utilizata in rezolvarea unor probleme care cer
demonstrarea concurentei unor drepte.

Corolar 1.14.1. Pentru cazul cand MA', MB', MC' sunt mediatoarele laturilor
concurenta este evidenta si are loc relatia (*).

1.15. Teorema triunghiurilor ortologice

Teorema 1.15.1. Fie ABC si A'B'C' doua triunghiuri situate in acelasi plan. Sa
se demonstreze cid dacd perpendicularele din A, B, C pe laturile [B'C'], [C'A"], [A'B'"]
sunt concurente atunci si perpendicularele din A', B', C' pe laturile [BC], [CA], [AB]
sunt concurente. (Cele doud triunghiuri se numesc ortologice.)

Demonstratie. Fie A, By, C; picioarele perpendicularelor coborate din A, B, C

pe laturile [B'C'], [C'A"], [A'B'] si A; , B'1 , C; picioarele perpendicularelor coborate din
A', B, C'pe [BC], [CA], [AB].

Al
Cu lema lui Carnot avem:
A,B”-A,C”+B,C”-B,A”+C,A”~-C,B” =0 (1%)
Cu teorema lui Pitagora in triunghiurile dreptunghice AB'A; si AC'A; obtinem
A B”=AB"-AA] si A C’°=AC’-AA}
de unde prin scadere membru cu membru devine
AB”-A,C” = AB"-AC" (1)
In triunghiurile dreptunghice BB,C' si BB,A', cu teorema lui Pitagora obtinem:
B,C”=BC”-BB; si B,A”=BA”-BB’
de unde prin scadere obtinem:
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B,C'*-B,A"” = BC”-BA"”
Din triunghiurile A'CC; si B'CC,; obtinem:
CIA'2 = CA" —CC12 si CIB'2 =B'C* - CCI2
de unde prin scadere rezulta ca
C,A”-C,B”=CA"”-CB"
Din relatiile (1*), (1), (2), (3) obtinem prin adunare
AB”-AC”+BC”-BA”+CA"”-CB"=0
Insa
AVIB2 —AVIC2 =A'B’-A'C’
BC*-BA*=B'C*-B'A>, CA’-CB’=CA’-CB’
Din relatiile (4) si (5) rezulta ca
AB*-AC*+B,C’-B,A*+C,A*-C,B*=0
deci perpendicularele din A', B', C' pe [BC], [CA], [AB] sunt concurente.

2

)

4)
)

Aplicatie. Fie ABC un triunghi cu ortocentrul H si punctele A', B', C' situate
respectiv pe dreptele AH, BH, CH. Sa se arate ca perpendicularele din A, B, C pe B'C',

C'A respectiv A'B' sunt concurente.

(Vasile Pop, 1998, Olimpiada jud. Cluj)
Demonstratie. Fiindcd perpendicularele din A', B', C' pe BC, CA, AB sunt
concurente in H, cu teorema triunghiurilor ortologice obtinem ca si perpendicularele

din A, B, C pe B'C', C'A', A'B' sunt concurente.
A

1.16. Teorema ortopolului

Teorema 1.16.1. Fie ABC un triunghi si d o dreaptd oarecare. Proiectam
varfurile A, B, C pe d in punctele A", B', C'. Perpendicularele coborate din A', B', C' pe
laturile [BC], [CA], [AB] sunt concurente, iar punctul lor de intersectie ® poartd

numele de ortopolul dreptei d fata de triunghiul ABC.

Demonstratie. Fie A;, By, C; picioarele perpendicularelor coborate din A', B/,

C' pe laturile triunghiului.
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B,

C

B A T C
L/ ] I‘j d
B A c
Cu teorema lui Pitagora in triunghiurile A'A|B si A'A;C obtinem:
AlB2 = A'B’ —A'Alz, AlC2 =A'C? —A'Al2
Din aceste doua relatii, prin scadere obtinem:
AIB2 —A1C2 =A'B*-A'C’

care se mai scrie:
Ale —A1C2 = A'B”+B'B* - A'C”-C'C’ (D
Analog obtinem:
BIC2 - BlA2 =B'C*-B'A’ =B'C”+CC"”-B'A”-AA" 2)
CIA2 - Cle =C'A*-C'B* =C'A”"+AA”-C'B”-BB" 3)
Din (1), (2) si (3) prin adunare obtinem:
AB’-AC’+BC°-BA*+CA*-CB’=0<
perpendicularele in A;, By, C; pe [BC], [CA], [AB] sunt concurente.

1.17. Teorema sinusurilor
Teorema 1.17.1. (Teorema sinusurilor) intr-un triunghi, raportul dintre o

latura si sinusul unghiului opus este egal cu diametrul cercului circumseris triunghiului
sau

a__ b __< _op *)
sinA  sinB sinC
unde a, b, ¢ sunt lungimile laturilor triunghiului ABC iar R raza cercului circumscris
triunghiului.
Demonstratie. i) Consideram cazul triunghiului ascutitunghic.
Fie O centrul cercului circumscris triunghiului si A' punctul diametral opus lui A.
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B C
Al

In triunghiul dreptunghic ACA' (m(LACA")=90°) avem:
. AC b
SINA'= ——=—,
AA' 2R
dar ZAA'C=£ABC (subintind acelasi arc).
Atunci obtinem:

sinB = i,
2R
de unde — =2R.
sin B
Analog obtinem: — =2R, ‘c =2R.
sin A sinC
Deci b € - 2R.

sinA  sinB sinC
ii) Consideram cazul triunghiului obtuzunghic. (m(£A)>90°).
In acest caz punctul O, centrul cercului circumscris este situat in exteriorul
triunghiului.
A

Ducem diametrul BB', atunci m(£BCB'")=90°. In triunghiul BCB' avem
BC a

sinB'= =—
BB' 2R

(1)
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Patrulaterul ACB'B fiind inscriptibil rezulta ca
m(£ZBAC)+m(«£BB'C) =180°,
de unde m(£ZBB'C)=180°-m(£BAC). Atunci obtinem:

sin(£BB'C)=sin(180°-A)=sinA 2)
Deci cu (1) si (2) obtinem sin A :i, rezultd ca 'a =2R. Celelalte
2R sin A

relatii se demonstreaza ca in cazul precedent. Rezultd ca si in acest caz sunt satisfacute
relatiile (*).

1.18. Teorema cosinusului

Teorema 1.18.1. Considerdm un triunghi oarecare ABC. Vom demonstra mai
intai ca intre elementele triunghiului avem relatia:
a=bcosC+ccosB (D
Mai intai presupunem ca unghiurile B si C sunt ascutite si deci piciorul A' al
indltimii coborate din A este situat intre punctele B si C.
A A

B Al C
Din triunghiurile dreptunghice AA'B si AA'C obtinem:

1

BA
cosB=——, deunde BA'=ccosB
AB

cosC = ﬂ, de unde A'C=bcosC.
AC

Dar BA'+A'C=a, deci ccosB+bcosC=a, adica tocmai relatia (1).
Daca unghiul B este obtuz, piciorul A' al Indltimii din A este situat in
exteriorul segmentului [BC].
Din triunghiurile dreptunghice AA'B si AA'C obtinem:
cos ABA'= ﬂ ,
AB

'

A'C
de unde A'B=ABcos(180°-B), sau A'B=ccos(180°-B), iar COSCZE, de unde

A'C=bcosC.
Dar cos(180°-B)=-cosB si a=A'C-A'B. Atunci a=bcosC+ccosB, adica relatia
(D.

Analog se demonstreaza ca

105



b=ccosA+acosC 2

c=acosB+bcosA 3)
Inmultind relatia (2) cu b si (3) cu ¢, adunand membru cu membru obtinem:
b* +c*> =a(bcosC+ccosB)+2bccos A (4)

Tinand seama de (1), relatia (4) devine:
b*>+c* =a’ +2bccos A
adica
a’ =b*>+c* —2bccosA (5)
relatie care poartd numele de teorema cosinusului:

Patratul lungimii unei laturi a unui triunghi este egal cu suma patratelor
lungimilor celorlalte doud laturi minus de doua ori produsul lungimilor lor inmultit cu
cosinusul unghiului dintre ele.

Analog cu (5) avem

b*=a’ +c¢* —2accosB (6)
c¢>=a’+b*-2abcosC (7)
Din (5), (6), (7) obtinem:
2, 2 2, 2 32 2,32 2
2bc 2ac 2ab

Relatiile (8) constituie 0o modalitate pentru determinarea naturii unui triunghi
(ascutitunghic, dreptunghic sau obtuzunghic).
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2. Inegalititi geometrice

La concursurile de matematica, in revistele de matematicd apar probleme de
inegalitti geometrice. In manualele scolare sunt foarte putine probleme de acest tip. in
aceastd tema, vom face o ordonare a tipurilor de inegalitati geometrice, la nivel
gimnazial.

2.1. Unghi exterior. Relatii intre laturile si unghiurile unui triunghi

Intre un unghi exterior unui triunghi si unghiurile interioare neadiacente lui,
existd o relatie de inegalitate datd de teorema urmatoare.

Teorema 2.1.1. Masura unui unghi exterior unui triunghi este mai mare decat masura
oricarui unghi interior triunghiului, neadiacent lui.

Demonstratie . Fie M mijlocul lui AC si
A N N € BM astfel incat BM = MN
(fig.1). Deoarece
AABM = ACNM (L.U.L.),

rezultd ca MAB = MCN . Dar
X m(ACX)=m(MCN)+m(NCX),
B Figl. c deci m(AéX)A> m(Mzle)A Analog se
aratd ca m(ACX) > m(ABC).

Consecinta 2.1.1. Suma masurilor oriciror doud unghiuri ale unui triunghi este mai
mica decat 180°.

Demonstratie. Tindnd seama de teorema 3.1.1., avem

m(BAC) + m(ACB) < m(ACX )+ m(ACB) =180°.

Consecinta 2.1.2. Un triunghi poate avea cel mult un unghi drept sau cel mult un
unghi obtuz.

Demonstratie . In caz contrar , suma masurilor unghiurilor triunghiului este strict mai
mare decat 180°.

Teorema 2.1.2. Intr-un triunghi, laturii mai mari i se opune unghiul mai mare si
reciproc.
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A Demonstratie . Fie triunghiul ABC,
AB < AC si M € [AC] astfel incat

AB = AD (fig.2). Atunci
triunghiul ABM este isoscel, deci

m(ABM ) = m(AMB) . Tinand
seama de teorema 2.1.1., rezulta ca
m(AMB) > m(ACB) , deci
& m(ABM)>m(ACB) si cum
Fig.2. m(ABC) > m(ABM) , in final
obtinem ca m(AéC) > m(AéB).
Reciproc, presupunem ca m(AéC ) > m(AéB) si aratam ca AC > AB . Demonstram
prin reducere la absurd, adica presupunem ca AC < AB sau AC = AB. Daca
AC < AB, conform teoremei directe ar rezulta ca m(AZ} C)<m(A éB) , ceea ce este
o contradictie. Daca AC = AB, rezulta ca triunghiul ABC este isoscel, deci
m(AéC )=m(A4 éB) , ceea ce este o contradictie. In concluzie, rezulti ca AC > AB.

Consecinta 2.1.3. Intr-un triunghi dreptunghic, lungimea ipotenuzei este mai mare

decat lungimea oricarei catete.
Demonstratie . Rezulta din teorema 2.1.2 si consecinta 2.1.2.

A
Fiind data o dreaptd d, un punct
A¢d, ABld, Bed, Ced,
B # C (fig.3), punctul B se numeste
piciorul perpendicularei din A pe
dreapta d, AC se numeste oblica, iar
g C se numeste piciorul oblicei AC .
al
B ¢
Fig 3.

Consecinta 2.1.4. Fie o dreapta d si un punct 4, A ¢ d . Dintre doud oblice cu
picioarele pe d, inegal departate de piciorul perpendicularei din A pe d, oblica cu
piciorul mai indepartat de piciorul perpendicularei din A pe d are lungimea mai mare.
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Demonstratie . Fie ABld, Bed, C,Ded distincte si diferite de B,

A

Fig4.

BC < BD(fig.4). Din triunghiul
dreptunghic ABC rezultd ca unghiul
ACB  este ascutit, deci unghiul
ACD este obtuz. Atunci
m(AéD) > m(AﬁC), de unde,
conform teoremei 2.1.2 rezultd ca
AD > AC . Cazul oblicelor situate
de o parte si de alta a perpendicularei
din A se reduce la cazul de mai sus,

construind simetrica unei oblice fata
de perpendiculara din A.

2.2. Relatii de inegalitate intre laturile unui triunghi

In acest paragraf vom da conditia necesard si suficientd ca trei segmente sa

poata forma un triunghi.
D

Fig.5

Teorema 2.2.1. Intr-un triunghi,
lungimea oricérei laturi este strict mai
mica decat suma lungimilor celorlalte
douad laturi.

Demonstratie . Fie triunghiul ABC'.
Pe prelungirea laturii AB, construim

AD = AC (fig.5).

In triunghiul isoscel ADC , avem ci
ADC = ACD, deci
m(ADC) < m(BCD).

Conform teoremei 2.1.2 , rezulta ca

BC < BD.Dar BD = BA+ ADssi

cum AD = AC , obtinem ca BC < BA+ AC . Analog se aratd ca CA < CB+ BA si

AB < AC+CB.

Teorema 2.2.2. Trei numere strict pozitive pot fi lungimile laturilor unui triunghi
daca oricare dintre ele este strict mai mic decit suma celorlalte doua.

Demonstratie . Rezulté din constructia triunghiului cand se dau lungimile laturilor lui.

Consecinta 2.2.1. Trei numere strict pozitive pot fi lungimile laturilor unui triunghi
dacd si numai daca oricare dintre ele este strict mai mic decat suma celorlalte doua.

Demonstratie . Rezulta din teorema 2.2.1. si teorema 2.2.2.

109



Teorema 2.2.3. Trei numere strict pozitive pot fi lungimile laturilor unui triunghi daca
si numai daca oricare dintre ele este strict mai mare decat modulul diferentei celorlalte
doua.

Demonstratie . Notdm cu a,b,c lungimile celor trei segmente. Conform consecintei

a+b>c a>c-b

2.2.1 avem ca { , sau a > |b—c|. Analog se arata si

, de unde {

a+c>b a>b-c

) . ) ) . a>c—b a+b>c
celelalte inegalitati. Reciproc, din a > |b —c| se obtine sau

a+c>hb

Folosind si celelalte inegalitati, in final obtinem cd orice numadr este strict mai mic
decat suma celorlalte doua.

a>b-c’

Observatia 2.2.1. Daci trei puncte A, B,C sunt coliniare, spunem cé triunghiul

ABC este degenerat. Intr-un triunghi degenerat, exact una din cele trei inegalititi
devine egalitate.

2.3. Triunghiuri care au doua laturi respectiv congruente si unghiurile cuprinse
intre ele necongruente

Daca doua triunghiuri au doua laturi respectiv congruente si unghiurile dintre
laturile respectiv congruente sunt congruente, atunci triunghiurile sunt congruente
(cazul L.U.L.). Daca unghiurile dintre laturile respectiv congruente sunt necongruente,
atunci cele douad triunghiuri sunt necongruente.

Teorema 2.3.1. Fie triunghiurile ABC si A'B'C" astfel incat AB = A'B’ si
AC = A'C" . Atunci m(BAC) > m(B'A'C") < BC > B'C'.

Demonstratie . Consideram ca m(B/AlC )>m(B 'A'C ") . Construim punctul D astfel
incat C si D sa fie de aceeasi parte a lui AB si AABD = AA'B'C" (fig.6). Fie AM
bisectoarea unghiului DAC
A . M e BC .Deoarece
A AAMD = AAMC (cazul
L.U.L.), rezulta ca
MD = MC . In triunghiul
BDM avem ci

B BM +MD > BD, sau
BN © & BM+MC>B'C’, adica
D BC > B'C'.
) Reciproc,  consideram  ca
Fig. 6.

BC > B'C" si vom ardta ca

110



m(BIZIC) > m(B'zzl'C ). Vom demonstra aceastd afirmatie prin metoda reducerii la
absurd. Negand concluzia, avem ¢ m(BAC) > m(B'A'C") ceea ce implica, conform

teoremei directe, cd BC < B'C’, contradictie cu ipoteza, sau m(BAC) =m(B'A'C").
In aceasta situatie, conform cazului L.U.L. avem ci AABC = AA'B'C', de unde
BC =B'C', ceea ce este in contradictic cu ipoteza. in concluzie, avem ci

m(BAC) > m(B'A'C").
2.4. Probleme

2.4.1. Inegalitati generale

Probleme rezolvate
R2.4.1.1. Sa se arate ca pentru orice punct M din interiorul triunghiului ABC, au
loc inegalitatile
a) MB+MC < AB+ AC,
b) p<MA+MB+MC<2p.
Solutie . Fie BM m AC = {B '} (fig.7). In triunghiurile ABB’ si MB'C avem
BB' < AB+ AB' sau
MB + MB' < AB + AB' , respectiv
MC < MB"+ B'C . Adunand cele doud
inegalitdti se obtine inegalitatea de la a).
In triunghiurile MBC,MCA si MAB avem
BC<MB+MC,CA<MC+MA,
B T respectiv AB < MA+ MB . Prin adunare se
fig.7 obtine p < MA+ MB + MC . Tinand seama
de a)avem MB+MC < AB+ AC,
MC + MA < BC + BA si MA+ MB < CA+ CB, de unde rezulta ca
MA+MB+MC<2p.
R2.4.1.2. Fie triunghiul ABC si D mijlocul laturii BC . Sa se arate ca

m(B;lD) > m(szlD) dacd gi numai daca AC > AB.

A

Solutie . Fie £ simetricul lui A fata de D (fig.8) si atunci ABEC este paralelogram.
p Deoarece m(Bzle) > m(CﬁD) si cum

m(BAD) = m(CED) , rezulti ca

m(CED) > m(C.ng) . Atunci, in triunghiul

AEC avemca AC > EC sicum EC = AB,
rezultd ca AC > AB. Reciproc, daca

fig. &
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AC > AB sicum AB = CE ,rezultaca AC > CE.
Atunci, in triunghiul ACE avem ca m(AEC ) > m(C/AlD). Dar

m(AEC) = m(BAD), deci m(BAD) > m(CAD).

A ¢ R2.4.1.3.Fie M un punct arbitrar in
interiorul triunghiului echilateral
ABC . Sa se arate ca distantele
I MA, MB,MC pot fi lungimile
laturilor unui triunghi (teorema lui
M Pompeiu).

Solutie . Facem o rotatie de centru 4
a triunghiului ABC si obtinem

fig 9 triunghiul ACC', iar punctul M se

transforma in punctul M’ (fig.9).

Avemcia AM = AM', BM =CM', CM = C'M" si deoarece m(MzglM') =60,
rezultd ca triunghiul AMM ' este echilateral. Prin aceasti rotatie, se obtine triunghiul
CMM',in care MM'= AM si CM' = BM , deci distantele MA, MB, MC pot fi
lungimile laturilor unui triunghi.

2.4.2. Inegalitati intre laturile unui triunghi
Probleme rezolvate

R2.4.2.1. Fie a,b,c lungimile laturilor unui triunghi. Sa se arate ca

3(ab+bc+ca)<4p® < 4(ab+bc+ca),unde p este semiperimetrul triunghiului.
F.E.Wood

Solutie . Prima inegalitate 3(ab + bc + ca) < (a+ b +¢)* are loc Va,b,c >0, iar
egalitatea are loc daca si numai dacd a = b = c¢. Daca a,b,c sunt lungimile laturilor

c— a| <b si |a - b| < ¢ . Prin ridicare la patrat

unui triunghi, atunci |b - c| <a,
(b—c)* <a’, (c—a)’ <b”si (a—b)* <c?, deunde, prin adunare se obtine a

doua inegalitate.

R2.4.2.2. Dacéa a,b,c sunt lungimile laturilor unui triunghi, atunci
1 1 1 9
+ + >—.

p-a p=b p-c p
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Solutie . Deoarece a,b,c sunt lungimile laturilor unui triunghi, rezulta ca

b+c—a ,
p—a=T>0 si analog p—b >0, p—c>0.Notim p—a =x,
p—-b=y, p—-c=z,unde x,y,z>0. Atunci a=y+z,b=z+x,c=x+ysi
, I 1 9 . .
inegalitatea din enunt devine —+—+ — > ——— , care este o inegalitate

X y z x+y+z
adevarata. Egalitatea are loc daca si numai daca x = y = z, echivalentcu a=b =c,
adica triunghiul este echilateral.

R2.4.2.3. Sa se arate cd daca a,b,c sunt lungimile laturilor unui triunghi, atunci cu

segmentele de lungime \/Z , \/Z , \/Z se poate construi un triunghi.

Solutie. Pentru ca sa existe un triunghi cu lungimile laturilor \/Z , \/Z , \/Z este necesar

si suficient ca \/E<\/E+\/E, \/E<\/E+\/; si \/E<\/;+\/E.Arétémcé
\/g<\/g+\/€.Avema<b+c<b+c+2\/b_:(\/ZJr\/Z)z,deunde

\/; < \/E + \/E . Analog se demonstreaza celelalte inegalitati.

2.4.3 Inegalititi intre elementele unui triunghi
In cele ce urmeaza vom folosi notatiile consacrate in triunghi.

Probleme rezolvate

R2.4.3.1. Fie triunghiul ABC, D e (BC), g_lé =k . Atunci
AD <L-AC+L-AB.
k+1 k+1
A
Solutie . Construim CE ||AB , EeAD
(fig.10). Din asemanarea triunghiurilor ABD
si ECD avem
AB BD AD 1
c ca = = ,deunde EC =— AB
B ) EC CD ED k
1 .
E si ED =—AD. In triunghiul ACE avem
fig 10 k

AE < AC + CE , sau
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AD + DE < AC + CE . Inlocuind cu relatiile de mai sus, obtinem

1 1
AD + p AD < AC + p AB, de unde rezulta inegalitatea din enunt.

R2.4.3.2.0n triunghiul ABC si se arate ca are loc inegalitatea
-A+b-B+c-C
a <™ <90
at+b+c

60° <

Solutie . Presupunem cd @ > b > ¢ siatunci A > B> C. Avem cd
(a—b)4-B)>0,(b—c)B-C)=0 si (c—a)C—4)>0. Adunand cele trei
inegalitati avem 2(aA +bB+cC ) >

>(b+c)-A+(c+a)-B+(a+b)-C siadunand in ambii membri a4 +bB +cC, se
obtine 3(aA +bB+cC ) > (a +b+ c)(A +B+C ), de unde rezulta prima

inegalitate. Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul ABC este echilateral. Din
inegalitatea triunghiului avem ca a+b+c>2a,a+b+c>2b sia+b+c > 2c.
Inmultind cu A, B respectiv C si adunand obtinem

(a+b+c) A+ B+C)>2(ad+bB+cC), de unde rezulta a doua inegalitate din
enunt.

R2.4.3.3. Intr-un triunghi are loc R > 27 (inegalitatea lui Euler).

Solutie . Notaim b+c—a=x>0,c+a-b=y>0, a+b—-c=z>0 siatunci

a=y+Z,b=Z+x $ic=x+y.Cuacestenota§iiavem
2 2 2
S=plp=alp-blp—c)=~flx+y+2)mz, r="-1 | DZ_
4 P 2\x+y+:z
R abc (x+y)(y+z)(z+x)'Amnci R _ (x+y)(y+z)(z+x) si cum

48 8(x+y+z) xyz 2r 8xyz
X+y22\yxy, y+z22\yz, z+x2 2zx , rezulta inegalitatea din enunt.

Egalitatea are loc daca si numai dacd x = y = z, echivalent cu a = b = ¢, adica
triunghiul ABC este echilateral.
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3. Locuri geometrice
3.1. Locuri geometrice uzuale

Notiunea de “loc geometric in plan” care se géseste si in “ELEMENTELE LUI
EUCLID” se pare ca a fost folosita inca de PLATON (427-347) si ARISTOTEL(383-
322). Locurile geometrice reprezintda unul din cele mai frumoase capitole ale
geometriel.

Definitia locului geometric poate fi gasitd in mai multe formulari:

a) loc geometric este totalitatea punctelor dintr-un spatiu definite printr-o
proprietate (Dictionarul explicativ al limbii romane);

b) loc geometric este multimea punctelor din plan sau spatiu care au o anumita
proprietate (Micul dictionar enciclopedic);

c) loc geometric este figura plana sau in spatiu ale cérei puncte se definesc toate
prin aceeasi proprietate (Dictionar de neologisme).

Toate aceste formulari au acelasi sens: un loc geometric este o multime de puncte
DEFINITE. in esentd, problemele de loc geometric sunt probleme de gasire a unor
proprietati echivalente celor prin care este datd o anumitd multime sau altfel spus,
probleme de egalitate a doua multimi.

In continuare dam o lista care contine locuri geometrice uzuale, care pot oferi idei
si solutii in rezolvarea altor probleme de loc geometric:

3.1.1 — Locul geometric al punctelor egal departate de extremitatile unui
segment este mediatoarea acelui segment.

3.1.2 — Locul geometric al punctelor din plan interioare unui unghi egal
departate de laturile sale este bisectoarea.

3.1.3 — Locul geometric al punctelor din plan egal departate de doua drepte
concurente sunt bisectoarele unghiurilor formate de cele doua drepte

(bisectoarele sunt perpendiculare in punctul de intersectie al celor doud drepte).

3.1.4 — Locul geometric al punctelor din plan situate la o distanta data fatd de o
dreapta este reprezentat de doua drepte paralele cu o dreapta data, situate de o parte si
de alta a ei.

3.1.5 — Locul geometric al punctelor din plan situate la o distanta data fata de
un punct fix este un cerc.

3.1.6 — Locul geometric al punctelor din plan egal departate de trei puncte
distincte, necoliniare este reprezentat de centrul cercului circumscris triunghiului
determinat de cele trei puncte.

3.1.7 — Locul geometric al punctelor din plan egal departate de doud drepte
paralele date este o dreaptd paraleld cu dreptele date si situatd la jumatatea distantei
dintre ele.

3.1.8 — Locul geometric al punctelor din plan pentru care diferenta patratelor la
doud puncte fixe este constantd, este o dreaptd perpendiculara pe dreapta determinata
de cele doud puncte fixe.
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3.1.9 — Locul geometric al punctelor din plan pentru care raportul distantelor la
doua drepte paralele este constant, este reprezentat de doud drepte paralele cu dreptele
date sau o dreapta (daca raportul este 1).

3.1.10 — Locul geometric al punctelor din plan pentru care suma patratelor
distantelor la doua puncte date este constantd, este un cerc cu centrul in mijlocul
segmentului determinat de doud puncte.

3.1.11 — Locul geometric al punctelor din plan din care un segment se vede
sub un unghi drept este cercul care are ca diametru segmentul respectiv.

3.1.12 — Locul geometric al punctelor din plan, mijloace ale segmentelor
paralele cu o directie data si cuprinse intre doud drepte paralele fixe, este dreapta
paraleld cu dreptele date si egal departate de ele.

3.1.13 — Locul geometric al punctelor din plan din care un segment se vede
sub un unghi dat este reprezentat de doua arce de cerc care au aceleasi extremitati ca si
segmentul si sunt simetrice fata de dreapta pe care este situat segmentul.

3.1.14 — Locul geometric al punctelor din plan care impart intr-un raport
constant segmentele determinate de un punct fix A si punctul M ce descrie o dreapta
data (d) este o dreapta paralela cu (d) si care imparte distanta de la A la (d) in acelasi
raport.

3.1.15 — Locul geometric al punctelor din plan pentru care raportul distantelor
la doud puncte fixe este constant (k# 1) este un cerc (pentru raportul distantelor k=1 se
obtine o dreapta).

3.1.16 — Locul geometric al punctelor N din plan, situate pe segmentele care
unesc un punct fix A cu un punct M ce descrie o dreapta (d) data, astfel incat AN x
AM=K este un cerc care trece prin A si are centrul pe perpendiculara dusa din A pe (d).

3.1.17 — Locul geometric al punctelor din plan care au puteri egale fata de
doua cercuri date este o dreaptda (numitd axa radicald a celor doud cercuri)
perpendiculara pe linia centrelor cercurilor.

3.1.18 — Locul geometric al punctelor din plan de putere constantd fatd de un
cerc dat, este un cerc concentric cu cercul dat, un punct sau multimea vida.

Probleme rezolvate

R3.2.1 Doua cercuri ¢ si ¢' sunt tangente exterioare intr-un punct 4. Fie

TT’ una din tangentele comune exterioare si M, M intersectiile celor doud cercuri cu o
dreapta variabild ce trece prin 4.
Sa se afle locul geometric al punctelor P de intersectie a lui MT cu MT".

116



OTLTT' )
= OO'T'T trapez dreptunghic =
OoT'LTT'

= m(LTOA)+m(£T'0' 4)=180° = m(TA)+m(T' 4)=180°

Dar m(LTMA)+ m(£T'M" 4)= %(m(m)+ m(T" 4))= %1800 90" =
= m(LMPM ') =90", deci APTT" este un triunghi dreptunghic cu ipotenuza
constanta 77"

Solutie. 1) Din

Rezulta ca locul geometric este cercul de diametrul 77".

R3.2.2 O proprietate simpla a punctelor mediane 44" a AABC este
urmitoarea: M €(A4A4") = S 511 =S ucnn

Se pune problema daci singurele puncte M din plan cu proprietatea
S asvy = Sacuy Sunt punctele medianei din 4 ?

Pentru aceasta ajungem la urmatoarea problema de loc geometric:

Sa se determine locul geometric al punctelor M din planul AABC pentru care
S(ABM) = S(ACM) .

Solutie. 1. Din proprietatea specificata anterior rezultd cd 44" apartine locului
geometric.

2. Aratam ca in interiorul ZCAB nu exista alte puncte ale locului
geometric.

- presupunem ca ar exista M € Q , M ¢ AA'
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_ AB*MM'

S(MAB) - 9
= AB*MM'= AC* MM"
AC* MM™"
Suc) ==

din M, € Q avem S5, ) = S(40n,) = AB*M M'= AC*M \M,";
dar MM'> M M" si MM'< M M" . Deci
AB*M M'< AB* MM'= AC* MM"< AC*M\M,"= S5, = S(acu,)

Rémane sa cautam puncte ale locului in exteriorul acestui unghi.
Fie B’ simetricul fata de 4.

Din AB = AB'= S 311y = S(4sm)» deci relatia ce o verifica punctele locului

este: S(4pur) = S(acur)- care din nou conform proprietatii medianei in AB'AC este

mediana 44~ paraleld cu BC.
Deci locul geometric este mediana din A4 si paralela prin 4 la BC.

Fig. 3.2.

R3.2.3. Sa se determine locul geometric al punctelor M din planul dreptelor
d,si d, pentru care raportul:

dM.d) _
dMm,d,)

Solutie. Rezolvam problema in cazurile:

d,nd,={0}# 05si d,nd,=0,d, || d,
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Fig. 3.3.

Fie M e Q situat in unul din cele patru unghiuri format de dreptele d, si d,.

Pe laturile acestui unghi luam Aed, astfel ca O4A=1 si Bed,astfel ca
OB =k ,relatia d(M,d,)*1=d(M ,d,)*k < OA* MM, = OB* MM, <
< S(oa) = S(osm)-

Deci am ajuns la problema determinarii locului geometric al punctelor din planul
triunghiului OAB cu Sy = S(opy) care este format din doua drepte: mediana din O

si paralela prin O la AB.
In cazul d,|| d, diferentiem cazul k=1 si cazul k#1.

Daca k=1, pe fiecare dreaptd perpendiculard pe d,si d, avem un singur punct in
loc (mijlocul segmentului determinat de intersectia ei cu cele doud drepte).
Deci locul va fi o dreapta paralela la d, si d, egal departatd de cele doua drepte.

Dacd k #1 pe fiecare dreapta perpendiculard pe d;si d, se obtin cate doua
puncte, unul intre punctele de intersectie si unul in afara, situat la distantd determinata.
Deci locul geometric in acest caz va fi format din doud drepte paralele la d, si

d,.
R3.2.4 Doui puncte mobile M si N se misca rectiliniu si uniform. Sa se

MP
determine locul geometric al punctelor Pe [MN ] astfel ca ﬁ = k (constant).
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Fig. 3.4.

Solutie. Vom ardta cd locul geometric este o dreaptd. Pentru aceasta este
suficient sa aratdm cd daca F,si £, sunt doud pozitii ale lui P, orice altd pozitie este

coliniara cu Fysi F.
NN = MM
si

Rapoartele nu depind de vitezele v, si v, , ci doar de

1 1
intervalul de timp, deci

NN MM - vit, _ vt .
NN, MM, ’

vit, Wi, I

Daca {P}: F,P, "MN , pentru a arita ca P=P’ este suficient sa aratdam ca
MP"
P'N
Fie N('), M(') ,N',M', N{, M{, formand proiectiile pe dreapta ) F, ale
MP' MN'
punctelor N,, M, ,N,M, N, , M, ,avem: ——=——.
P'N NN'
Din trapezul NONlleN(') =
x*N,N,+N,N, x*M M, +M,M,
NN': 1771 0°'0 , analog MM': 1 1 0 0
1+x 1+x

e MOM;_MOB)_kj {MOMg]:k*NON(; o M

= = , . Deci =k.
NN, N,F, M M, =k*N,N, P'N
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R3.2.5 Sa se gaseasca locul geometric al punctelor din plan pentru care
raportul distantelor la doud puncte fixe este constant.

Solutie. Fie 4 si B doua puncte fixe distincte. Cautam locul geometric al

MA R
punctelor M pentru care m =k , unde k este o constanta pozitiva.

. . MA . : .
In plan pentru k=1, orice punct M pentru care Y7 =1, apartine mediatoarei

segmentului [AB] si reciproc. De aceea in acest caz locul geometric este mediatoarea
segmentului 4B.

Fig. 3.5.

MA
Fie k #1 si M un punct care nu se afla pe dreapta AB, astfel incat ﬁ =k.

Bisectoarea interioard a unghiului Z£AMSB taie pe AB in C.
Deoarece k #1implica MA# MB,AAMB nu este isoscel. De aceea si

bisectoarea exterioara unghiului £AMB taie pe AB in D.

In proprietatea bisectoarei avem: 22%:%:/(. Astfel C si D sunt

CB MB DB

puncte fixe pe 4B, care Impart segmentul [AB] in raportul k. Deoarece
m([ CMD) =90 rezulta M apartine cercului de diametru CD.

Reciproc: fie M’ un punct al cercului de diametru CD, unde C si D sunt fixe pe
AB , care imparte [AB ] in raportul £.
Deoarece M'CLM'D rezulti ca M’C si M’D sunt bisectoarele unghiului M,
M'4 CA
M'B CB
Punctele C si D convin prin definitie. De aceea locul geometric al punctelor
pentru care raportul distantelor la doud puncte fixe 4 si B este un numar pozitiv k #1,
este cercul de diametru CD, punctele C, D impartind pe [AB] in raportul dat.

adica

121



4. Patrulaterul inscriptibil si circumscriptibil
PATRULATERUL INSCRIPTIBIL

In acest paragraf se vor studia proprietitile patrulaterului inscriptibil.

4.1. Arc capabil de un unghi dat

In acest paragraf vom rezolva urmitoarea problemi: Se dau doua puncte fixe
diferite, A si B si un numir a’e (0,180°). Si se determine locul geometric al punctelor

M astfel incat m(AMB) =a’.

Solutie. Dreapta AB imparte planul in doua semiplane S si S’. Vom determina locul
geometric al punctelor M cu proprietatea din enunt situate in semiplanul S. Fie
semidreapta (AX in semiplanul S astfel incat m(XAB) = a’. Notam cu O punctul de

intersectie dintre perpendiculara in A pe AX si mediatoarea segmentului AB.
Consideram cercul C de centru O si raza OA (fig.1).

M
S
O
B
A I
/N S
X
Fig. 1.

Fie M un punct arbitrar al arcului AB situat in semiplanul S si N un punct al arcului
AB situat in semiplanul S’. Deoarece AX este tangenta cercului C avem ca

m(ANB) b m(ANB)
2 2

m(XAB) = ar m(AMB) = , deci m(AMB) =m(XAB)=a".

m(ANB)

Daca Pelnt C NS, atunci m(Af’B) > =a" deoarece unghiul APB este un

unghi cu varful in interiorul cercului C. Dacd PeExtCnS, atunci
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m(ANB)

m(APB) < . Arcul AB din semiplanul S, fird punctele A si B este locul

geometric al punctelor M din semiplanul S pentru care m(AMB) =a’ si se numeste

arc capabil de unghiul «”. Locul geometric din plan este format din dou arce capabile
de unghiul @, unul situat in semiplanul S si celilalt in semiplanul S’.

Observatia 5.1.1. Arcul deschis AB situat in semiplanul S’ este un arc capabil de
0

unghiul 180° -&°.
4.2 Patrulaterul inscriptibil

In acest paragraf vom defini si vom caracteriza patrulaterul inscriptibil.

Definitia 4.2.1. Un patrulater se numeste inscris intr-un cerc sau inscriptibil, daca
varfurile patrulaterului apartin cercului.

Teorema 4.2.1. Un patrulater convex este inscriptibil dacé si numai daca mediatoarele
laturilor sale sunt concurente.

Demonstratie. Fie patrulaterul convex ABCD (fig.2), cu proprietatea ca mediatoarele
laturilor sale sunt concurente in O.

—/

Fig. 2.

D

Atunci, pe baza proprietitii pe care o au punctele de pe mediatoare, avem ca
OA = OB, OB = OC, OC = OD si OD = OA, de unde OA = OB = OC = OD. Deci
varfurile patrulaterului se gasesc pe un cerc de centru O si razd R=0A, deci
patrulaterul ABCD este inscriptibil. Reciproc, daca ABCD este inscriptibil si O este
centrul cercului circumscris, atunci OA = OB = OC = OD = R, deci O se afla pe toate
mediatoarele laturilor patrulaterului ABCD, rezultd ca mediatoarele sunt concurente.

Teorema 4.2.2. Un patrulater convex este inscriptibil dacd si numai daca un unghi
determinat de o laturd si de o diagonald este congruent cu unghiul format de latura

opusa primei laturi si cealalta diagonala.

Demonstratie. Fie patrulaterul inscriptibil ABCD si C (O,R) cercul circumscris (fig.3).
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Fig. 3.

~ A m(DC
Atunci avem ca m(DAC) = m(DBC) = (T) si analog pentru celelalte perechi de
unghiuri. Reciproc, dacd patrulaterul este convex si daca DAC = DBC , atunci tinand
seama de proprietatea arcului capabil de unghi dat si de faptul cad A si B se afla in
acelasi semiplan limitat de dreapta DC, rezultd ca punctele B si C apartin unui cerc in
care DC este coarda. Deci patrulaterul ABCD este inscriptibil.

Teorema 4.2.3. Un patrulater convex este inscriptibil daca si numai daca suma a doua
unghiuri opuse ale patrulaterului este de 180°.

Demonstratie. Daca patrulaterul ABCD este inscriptibil si C este cercul circumscris

m(ADC) . m(ABC)
2

(fig.3), atunci m(Al}C)+m(A15C): =180". Reciproc, se

tine seama de observatia 4.1.1.
Teorema 4.2.4. (Inegalitatea lui Ptolemeu) In patrulaterul convex ABCD are loc
inegalitatea AC-BD < AB-CD+AD-BC. Egalitatea are loc dacd si numai daca

patrulaterul este inscriptibil.

Demonstratie. Construim triunghiul ADE asemenea cu triunghiul ABC,

LABC = ZADE si ZBAC = ZDAE (fig. 4)

124



D
E
A B
Fig. 4.
Din aceastd asemanare avem ca ngzﬂ, de unde DE =M si
AB BC AC AB
AD AB . . . . . «
E_ac Tinand seama de ultima relatie si de faptul ca LEAC = ZDAB, rezulta
AC EC
ca triunghiurile EAC si DAB sunt asemenea, deci ——=—,
AB DB

unde EC =%. In triunghiul EDC, care poate fi si degenerat, avem ca

EC < ED + DC si Inlocuind pe DE si EC rezultd inegalitatea ceruta. Egalitatea are loc
dacd si numai dacd punctele E, D si C sunt coliniare, adica

m(£LDAE) +m(£ZADC) =180°, daci si numai daci patrulaterul ABCD este
inscriptibil.

Consecinta 4.2.1. (Teorema lui Pompeiu) Fie triunghiul echilateral ABC si M un
punct in planul triunghiului ce nu apartine cercului circumscris triunghiului. Atunci
distantele MA, MB, MC pot fi lungimile laturilor unui triunghi.

Demonstratie. In patrulaterul ABMC, aplicand inegalitatea lui Ptolemeu, avem ca
AM -BC<CM -AB+BM-AC. Dar triunghiul ABC fiind echilateral avem ca AM<CM+BM.
Analog obtinem ca BM<AM+CM si CM<AM+BM, deci AM, BM, CM pot fi lungimile
laturilor unui triunghi.

Teorema 4.2.5. (Prima teorema a lui Ptolemeu) Fie un patrulater convex ABCD.
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) Patrulaterul ABCD este inscriptibil;

(i) AC-BD=AB-CD+AD-BC.

Demonstratie. Rezulta din teorema 5.2.4.

Teorema 4.2.6. (A doua teorema a lui Ptolemeu) in patrulaterul inscriptibil ABCD
are loc relatia:
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AC _AB-AD+CB-CD
BD BA-BC+DA-DC

Demonstratie. Notaim ACNBD= {M}(fig. 3). Din asemanarea triunghiurilor ABM si
MB MA AB MA MD . MB MmcC
= = , de unde = si = .
MC MD DC AB-AD DA-DC BA-BC CD-CB
M4 MB
AD-AB BC-BA~

DCM avem

Analog, din asemadnarea triunghiurilor ADM si BCM avem

. MB MC MD
Deci = = = , sau
AB-AD BA-BC CD-CB DA-DC
MA+ MC MB + MD _ . .
= , de unde rezultd egalitatea ce trebuia
AB-AD+CD-CB BA-BC+ DA-DC
demonstrata.

Observatia 4.2.1. Se poate ardta ca dacd Intr-un patrulater convex are loc relatia din
teorema 4.2.6, atunci patrulaterul este inscriptibil.

Teorema 4.2.7. (Schooten)  Dacd M este un punct situat pe arcul BC (arcul care
nu-l contine pe A) al cercului circumscris triunghiului echilateral ABC, atunci
AM=BM+CM.

Demonstratie. Aplicand prima teoremd a lui Ptolemeu in patrulaterul inscriptibil

ABMC (fig. 5), avem AM-BC=BM-:AC+CM-AB. Tinand seama ca triunghiul ABC este
echilateral, se obtine identitatea ceruta.

A

M

Fig. 5.

Lema 4.2.1. (Brahmagupta) Fie triunghiul ABC, R raza cercului circumscris
triunghiului. Dacd AA’ este indltimea din A, A’e BC, atunci AB-AC=2R-AA "
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Demonstratie. In cercul circumscris triunghiului ABC, fie A, punctul diametral opus

lui A (fig. 6). Din asemanarea triunghiurilor ABA" si AA,;C avem ﬁzﬂ ,
A4, AC

unde, tindnd seama ca 44,=2R, obtinem identitatea din enunt.

A

O
-]
B A’ C
c
A,
Fig. 6. Fig. 7.

Teorema 4.2.8. (Pappus) Intr-un patrulater inscriptibil, produsul distantelor unui
punct al cercului circumscris patrulaterului la doud laturi opuse este egal cu produsul
distantelor la celelalte doua laturi opuse.

Demonstratie. Fie patrulaterul inscriptibil ABCD, M un punct al cercului circumscris,
A'B’,C".D’ proiectiile lui M pe laturile AB, BC, CD, respectiv DA (fig.7). Conform
lemei 4.2.1 avem MAMB=2R-MA, MB-MC=2R-MB, MC-MD=2R-MC’ si
MD -MA=2R -MD ", de unde rezulta ca MA "MC=MB "MD"

Definitia 4.2.2. {Intr-un patrulater, bimedianele sunt segmente determinatele de
mijloacele laturilor opuse sau mijloacele diagonalelor.

Lema 4.2.2. Intr-un patrulater convex, bimedianele sunt concurente.

Demonstratie. Fie A’, B’, C’, D', E, F' mijloacele laturilor AB, BC, CD, DA, respectiv
a diagonalelor AC si BD (fig.8).
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Fig. 8.

Deoarece A'B’ si C'D’ sunt linii mijlocii in triunghiurile ABC si ADC, avem ca
A'B|AC, A'B'=A—2C si C'D|AC, C'D'=ATC. Rezultd ci A'BY|C'D’ si A'B'=C'D/,
deci patrulaterul A'B'C'D’ este paralelogram. Fie O punctul de intersectie al diagonale-
lor A'C" si B'D’, deci O este mijlocul acestor segmente. Deoarece A'F si C'E sunt linii
mijlocii in triunghiurile ABD si ACD, avem ca A'FC'E este paralelogram cu diago-
nalele A’C’ si EF, de unde rezultd ca diagonala EF trece prin mijlocul diagonalei A'C’,
adica prin O. Analog, se aratd si pentru celelalte bimediane ca trec prin punctul O.

Teorema 4.2.9. (Mathot) Intr-un patrulater inscriptibil, perpendicularele duse din
mijloacele laturilor pe laturile opuse sunt concurente.

Demonstratie. Fie O centrul cercului circumscris patrulaterului inscriptibil ABCD si
A'B’,C’, D" mijloacele laturilor AB, BC, CD, respectiv DA (fig. 9). Deoarece O se afla
pe mediatoarele laturilor patrulaterului, rezultd ca OA’LAB, OB’LBC, OC'LCD si
OD’LDA. Conform lemei 4.2.2, bimedianele patrulaterului sunt concurente si fie E
punctul de concurentd. Notam cu M simetricul lui O fatd de E. Patrulaterul MA'OC’
este paralelogram deoarece diagonalele lui se injumatatesc. Rezultd ca MA'||OC". Dar
OC’LCD, deci MA'LCD. Analog MB’LDA, MC’LAB si MD'LBC, deci punctul de
concurenta este M, simetricul lui O fatd de E.
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Fig. 9.

Observatia 4.2.2. Punctul M de concurentd din teorema 4.2.9 se numeste punctul lui
Mathot.

Consecinta 4.2.2. Intr-un patrulater inscriptibil, perpendiculara din mijlocul unei
diagonale pe cealaltd diagonala contine punctul Mathot al patrulaterului.

Demonstratie. Folosim notatiile din teorema 4.2.9. si fie P, Q mijloacele diagonalelor
BD, respectiv AC. Din demonstratiile lemei 4.2.2 si a teoremei 4.2.9, rezultd ca
patrulaterul OPMQ este paralelogram deoarece diagonalele lui se Tnjumatatesc, deci
MP||0Q. Dar Q fiind mijlocul coardei AC, rezultd ca OQLAC, deci MPLAC. Analog
QM_LBD.

Lema 4.2.3. Un trapez este incriptibil daca si numai daca este isoscel.

Demonstratie. Dacé trapezul ABCD, AB||CD este inscriptibil atunci m(ZLA)+
m(£C) =180°. Dar m(£LA)+ m(£D) =180°, deci £C = £D, adica trapezul este isoscel.
Reciproc, daca trapezul este isoscel atunci ZC=/D si cum m(Z£A)+ m(£D) =180°,
rezultd cd m(LA)+m(LC) =180°, adica patrulaterul este inscriptibil.

Teorema 4.2.10.(Euler) Mijloacele laturilor unui triunghi, picioarele inaltimilor si
mijloacele segmentelor ce unesc varfurile triunghiului cu ortocentrul lui, sunt situate pe
un acelasi cerc, numit cercul lui Euler.

Demonstratie. Fie triunghiul ABC, A’, B, C" mijloacele laturilor BC, CA, respectiv
AB, A4, L BC, A € BC, BB, L CA, B, € CA, AA, " BB, = {H}, A, mijlocul
segmentului AH (fig. 10).
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Fig. 10.

. AB .
In triunghiul dreptunghic AA;B, A;C’ este mediana, deci 4,C'= - In triunghiul

AB .
ABC, A'B’ este linie mijlocie, deci A'B'= - Rezultd cd A,C'= A'B’ si deoarece

B'C’ este linie mijlocie in triunghiul ABC, deci B'C|BC, in final obtinem ca
patrulaterul B'C’A;A’ este trapez isoscel. Cum orice trapez isoscel este inscriptibil,
rezultd ca A se gaseste pe cercul C determinat de punctele A’, B’, C". Analog, celelalte
picioare ale iniltimilor sunt pe cercul C. In triunghiul ABC, A'C’ este linie mijlocie,
deci A'C’||AC. In triunghiul ABH, A,'C’ este linie mijlocie, deci A,'C’||BH. Dar
BH.LAC, deci A;'C'LA'C’ sau m(ZA,'C'A")=90°. Analog, m(ZA,'B'A")=90°, deci
patrulaterul A;'C’'A'B’ este inscriptibil, rezultd ca A," se gaseste pe cercul C. Analog,
pentru celelalte mijloace de segmente determinate de varfuri si ortocentru.

Consecinta 4.2.3. Fie triunghiul ABC, A’,B’,C’ mijloacele laturilor BC, CA, respectiv
AB, A/, B/, C," mijloacele segmentelor AH, BH, respectiv CH. Atunci dreptele A;'A’,
B,'B’, C,'C’, sunt concurente, iar punctul de concurenta este centrul cercului lui Euler.

Demonstratie. Din demonstratia teoremei 4.2.10 rezultd ca A,'A’, B,'B’, C,'C’ sunt
diametre in cercul lui Euler.

Consecinta 4.2.4. Intr-un triunghi ABC, ortocentrul, centrul de greutate, centrul
cercului circumscris triunghiului si centrul cercului lui Euler sunt situate pe o aceeasi
dreaptd, numita dreapta lui Euler.

Demonstratie. In triunghiul ABC, fie A’ mijlocul segmentului BC, A” punctul

diametral opus lui A in cercul circumscris triunghiului ABC, O centrul acestui cerc, A,
mijlocul segmentului AH (fig.11).
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A"
Fig. 11.

Deoarece BHLAC si A"CLAC, rezulta ca BH||[CA". Analog, CH|BA”, deci BHCA”
este paralelogram, rezultd cd A’ este mijlocul lui HA”. In triunghiul AHA"”, OA’ este

1
linie mijlocie, deci OA4'= EAH . Dacd AA'"HO={G},atunci AAHG~AA'OG, raportul

de asemanare este 2, deci AG=2-4 G, adicd G este centrul de greutate al triunghiului
ABC. Inseamni ca Ge [HO] si HG=2-GO. Mai avem c¢a OA’=HA,’ si OA’|[HA/’, deci
patrulaterul A;'"HA'O este paralelogram si atunci diagonalele acestui paralelogram se
injumatatesc. Fie A;’A’'"HO={0y}. Deoarece A;’A’" este diametru in cercul lui Euler,
rezulta ca Oy este centrul cercului lui Euler si se gaseste la mijlocul lui HO.

Teorema 4.2.11. (Simson) Proiectiile unui punct de pe cercul circumscris unui
triunghi pe laturile acestuia, sunt trei puncte coliniare.

Demonstratie. Fie triunghiul ABC, M un punct pe cercul circumscris triunghiului si
A’, B', C' proiectiile lui M pe laturile BC, CA si respectiv AB (fig. 12).

C'
M
5B
B APYC
AH
Fig. 12.

Unim B’ cu C’ si B’ cu A’. Deoarece patrulaterele AB'MC’, CA'B'M si ABCM sunt
inscriptibile, avem m(£A'B'C)=m(LA'MC)=90"-m(LA'CM)=
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=90"- m(LMAC"=m(£LC'MA)=m(LAB'C’), ceea ce inseamni ci punctele A’, B’, C’
sunt coliniare.

Observatia 4.2.3. Dreapta pe care se afla punctele A’, B’, C’ se numeste dreapta lui
Simson.

Consecinta 4.2.5. In conditiile teoremei 4.2.11, daci MA’ mai intersecteaza cercul
circumscris triunghiului ABC in A”, atunci AA"” este paraleld cu dreapta lui Simson.

(AM)

Demonstratie. Avem ca m(ZAA"M)=m(ZACM)=m 5 si ZB'A'M=/B’'CM din

patrulaterul inscriptibil B’A’CM (fig. 12). Rezultd ca ZAA'M=/B'A'M , deci AA|BA.

Teorema 4.2.12. (reciproca teoremei lui Simson) Fie M un punct exterior
triunghiului ABC si A’, B’, C’ proiectiile pe M pe laturile BC, CA, respectiv BC. Daca
A’, B/, C" sunt coliniare, atunci M se afla pe cercul circumscris triunghiului ABC.

Demonstratie. Deoarece punctele A’, B, C" sunt coliniare, rezultd ca ZAB'C'=£A'B'C
(fig. 13).

B AT C
Fig. 13.

Din  patrulaterele  inscriptibile = AB'MC’ si CA'B'M  rezulta ca
m(ZAB'C’)=m(ZAMC")=90"-m(LMAC"),

m(ZA'B’'C)=m(LA'MC)=90"-m(LMCA”) si tindnd seama de relatiile de mai sus,
obtinem ci ZMAC'=/MCA’, adici patrulaterul ABCM este inscriptibil. In concluzie,
M este pe cercul circumscris triunghiului ABC.

Teorema 4.2.13. (Salmon) Fie triunghiul ABC, M este un punct arbitrar pe cercul

circumscris triunghiului. Cercurile de diametre MA, MB si MC se intersecteaza doud
cate doua in trei puncte coliniare.
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Demonstratie. Fie C’ al doilea punct de intersectie a cercurilor de diametre MA si MB.
Deoarece m(£AC'M)=m(£BC'M)=90°, rezultd ca MC'LAB, C'e AB. Tinand seama de
teorema lui Simson, rezulta ca cele trei puncte sunt coliniare.

A

Bl

Fig.14.

Teorema 4.2.14. (Naghel) Fie triunghiul ABC, C(O) cercul circumscris triunghiului,
B’, C’ proiectiile vérfurilor B, C pe laturile opuse. Atunci, perpendiculara din A pe B'C’
trece prin O.

Demonstratie. Perpendiculara din A pe B'C’ intersecteazd a doua oard cercul in A’ si
intersecteazd pe B'C’ in D (fig. 15). Patrulaterele ABA'C si BCB'C’ sunt inscriptibile,
deci ZABC=/AA'C si ZAB'C'=/ABC. Rezulta cid ZAA'C=£/AB'C’. Dar
triunghiurile AA'C si AB'D au unghiul Z/B’AD comun si ZAA'C=/AB'C’, deci
ZACA’=/ADB’. Tinand seama ci m(ZADB’)=90°, rezulti ci m(LACA")=90°, deci
AA’ este diametru in cercul C(O).

Fig.15.
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4.3. Patrulaterul circumscriptibil
In acest paragraf vom studia propriettile patrulaterului circumscriptibil.

Definitia 4.3.1. Un patrulater se numeste circumscris unui cerc sau
circumscriptibil, daca laturile sale sunt tangente la un cerc.

Teorema 4.3.1. Un patrulater convex este circumscriptibil daca si numai daca
bisectoarele unghiurilor sale sunt concurente.

Demonstratie. Aratdim ca dacad patrulaterul ABCD este circumscriptibil, atunci
bisectoarele unghiurilor sale sunt concurente (fig. 1). Fie I centrul cercului inscris
patrulaterului ABCD. Atunci d(I,AB)=d(I,BC)=d(I,CD)=d(I,LDA)=r si tindnd seama de
proprietatea bisectoarei unui unghi, rezultd ca I se afla pe bisectoarele unghiurilor
patrulaterului ABCD. Deci avem proprietatea de concurentd. Reciproc, daca I este
punctul de concurentd al bisectoarelor unghiurilor patrulaterului ABCD, atunci
d(ILAB)=d(I,BC) =d(I,CD)=d(I,DA). Cercul de centru I si razd r = d (I, AB) este
tangent fiecarei laturi a patrulaterului ABCD, deci patrulaterul ABCD este
circumscriptibil.

Teorema 4.3.2. (Pithot) Daca patrulaterul ABCD este circumscriptibil,
atunci AB+CD= AD+BC.

Demonstratie. Fie M,N,P,Q punctele de contact ale cercului inscris cu laturile AB, BC,
CD, respectiv DA (fig. 2).

C D P C
Fig.1. Fig.2.

Au loc urmatoarele egalitati de tangente la cerc AM=AQ, BM=BN, CN=CP si
DP=DQ, de unde

AB+CD=(AM + BM)+(CP+DP)=(AQ+DQ)+(BN+CN)=BC+A4D, adicd identitatea
din enunt.
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Teorema 4.3.3. Dacd un patrulater convex ABCD are proprietatea ca
AB+CD=AD+BC, atunci patrulaterul ABCD este circumscriptibil.

Demonstratie. Consideram un cerc C, tangent la AB, BC si CD, apoi o dreapta AD’

tangenta acestui cerc D'eCD.
B

fig. 3

in patrulaterul ABCD’ care este circumscris cercului C, conform teoremei lui Pithot,
avem c¢d AB+CD =AD “+BC. Dar din ipotezd AB+CD=AD+BC, de unde, prin scaderea
celor doua relatii, obtinem ca DD =AD" — AD)|. Aceasta relatie are loc dacéd si numai
dacd triunghiul ADD’ este degenerat, adica D coincide cu D’. Rezulta ca patrulaterul
ABCD este circumscriptibil.

Consecinta 4.3.1. Patrulaterul convex ABCD este circumscriptibil daca si
numai dacd AB+CD=AD+BC.

Demonstratie. Rezulta din teoremele 4.3.2 si 4.3.3.
Observatia 4.3.1. Conditia de convexitate intervine in demonstratie destul de

subtil. Figura 4 este un exemplu de patrulater ABCD cu AB=AD si BC=CD, deci are
loc AB+CD=AD+BC, fara a fi insa patrulater circumscriptibil.

A

Fig.4.
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Propozitia 4.3.1. Daca un trapez isoscel este circumscriptibil, atunci
diametrul cercului inscris este medie geometrica intre bazele trapezului.

Demonstratie. Fie trapezul ABCD, AD||BC, C(Lr) cercul inscris si T punctul de
contact al cercului cu AB (fig.5).

B C

fig. 5

Deoarece m(£AIB)=90°, aplicand teorema naltimii in triunghiul AIB, avem
1 1
cd IT"=AT'BT. Dar tinand seama ci IT = r, AT:EAD si BT:EBC, rezultd

identitatea din enunt.

4.4. Relatii metrice

In cele ce urmeaza, pentru un patrulater ABCD, vom folosi urmitoarele notatii:

+b+c+d
AB=a, BC=b, CD=c, DA=d, BD=e, AC=fsi p= % .
Teorema 4.4.1. (Arhimede ) Aria S a unui patrulater convex ABCD este

data de formula 8= (p —a)(p = b)(p — ¢)(p —d) — abcd - cos’ B—;D .

Demonstratie. Tindnd seama cid A[ABCD]=A[ABC]+A[ADC], rezultd ca
2S5=ab-sinB-+cd-sinD, de unde prin ridicare la patrat avem

48* = a’b*sin® B+ c’d?sin®> D + 2abcd sin Bsin D . Pe de alta parte din teorema
cosinusului in triunghiurile ABC si ADC avem AB’=a’+b>—2abcosB si
AB* =c¢* +d* —=2cdcos D, de unde a® +b* —2abcosB=c* +d* —2cdcosD,
sau a’ +b° —c¢>—d* =2abcosB—2cdcosD si prin ridicare la patrat obtinem
(> +b*> —c* —d*)* =4a’bh* cos’ B+4c’d* cos® D —8abcd cos Beos D .

Se inmulteste relatia care-1 di pe 4 S* cu 4 si se aduna cu ultima relatie obtinuta si

avem 168> +(a® +b° —c> —d?)? = 4a*b* + 4c>d* —8abed cos(B + D) ,
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sau
1657 = (2ab+2¢d)’ —(a* +b* —c* —d*) —8abed[l +cos(B + D)] =

=Qab+2cd —a* —b* +c* +d*)2ab+2cd +a* +b* —c* —d*)—16abcd cos® B+D =

=[(C+d)2 _(a_b)z][(a+b)2 —(C—d)z]—16abcdcosz B+D _

=(c+d—a+b)(c+d+a—b)(a+b—c+d)(a+b+c—d)—16abcdcos2?.

Tinand seama ca 2p= a+b+c+d si inlocuind mai sus, obtinem formula lui Arhimede.
Propozitia 4.4.1. Fie patrulaterul inscriptibil ABCD. Sa se arate ca

ot = (ac+bd)(ab + cd) §i /7= (ac+bd)(ad + bc)
ad + bc ab+cd '

R a2 +b2 _f2

Demonstratie. In triunghiurile ABC, respectiv ACD avem cosB = 2—b si
a
c+d - f?

cosD = T . Patrulaterul ABCD fiind inscriptibil avem ca B+D=180°, deci

c

a2+b2_f2 __c2+d2_f2
2ab 2cd

cosB= -cosD, de unde , lar dupa calcule obtinem
identitatile din enunt.

Observatia 4.4.1. Folosind relatiile demonstrate, cu ajutorul lor se pot
demonstra cele doua teoreme ale lui Ptolemeu.

Teorema 4.4.2. (Arhimede) Aria patrulaterului inscriptibil ABCD este data
de formula S = /(p —a)(p—b)(p—c)p—d).

Demonstratie. Rezulta din teorema 5.4.1.

Teorema 4.4.3 Dintre toate patrulaterele convexe de laturi date, patrulaterul
inscriptibil are aria maxima.

Demonstratie. Deoarece a, b, ¢, d sunt date, avem

S* =(p—a)(p-b)p—-c)p—-d)—abcdcos’ B+

2DS(p—a)(p—b)(p—c)(p—d)zconst

D
Atunci $ este maxim dacd si numai dacd cos =0, adicd B+D=180", deci

patrulaterul ABCD este inscriptibil.
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Teorema 4.4.4. Aria patrulaterului circumscriptibil este datd de formula

S = Jabed sin 22

2
Demonstratie.  Intr-un  patrulater  circumscriptibil avem  atc=b+d, deci
—a+b+c+d _ ,
p —a=———————=_csi analoagele. Atunci

2

B+D B+D B+D
S? = abed — abed cos® * b *

) = abed sin® > de

= abed(1 - cos’

unde rezultd formula din enunt.

Consecinta 4.4.1. Aria unui patrulater ABCD inscriptibil si circumscriptibil
este datad de formula S =+/abcd .

Demonstratie. Rezultd din teorema 4.4.4.
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5. Constructii geometrice

Prin probleme de constructie vom intelege acele probleme de geometrie in care
se cere construirea unor figuri geometrice ce satisfac anumite proprietati, folosind
numai rigla si compasul.

Inainte de a considera probleme de constructie cu rigla si compasul, Edwin
Moise in lucrarea "Geometrie elementara" face cateva precizari:

1) Cand vorbim de rigla si compas, intelegem o "rigld ideald" si un "compas
ideal", care traseaza liniile drepte si cercurile exact.

i) Rigla nu are un marcaj pe ea. O putem utiliza pentru a desena drepte intre
doua puncte date, dar aceasta este tot ceea ce putem face cu ea. Nu o putem utiliza
pentru a masura distantele dintre puncte sau pentru a vedea daca doud segmente sunt
congruente.

iii)) Compasul se poate utiliza astfel. Fie un punct P si un punct Q in plan.
Putem desena atunci cercul cu centrul in P si care trece prin Q. Aceasta este tot ce
putem face cu el. Altfel spus, dandu-se un al treilea punct P' nu este permis sa mutam
varful compasului in P' si apoi sd desenam un cerc cu centrul in P' si de raza PQ. Din
acest motiv compasul este numit nerigid; nu i se poate muta varful deoarece "cand
ridici varful de pe hartie, compasul se inchide".

5.1. Constructia unor expresii algebrice

5.1.1. Constructia expresiilor a+b si a—b (a > b)

Consideram numerele pozitive a si b cu a > b . Pe o dreaptd d consideram un
punct O si trasdm un arc de cerc de raza a, pana cand intalneste dreapta d in punctul A.
Cu centrul In A trasdm cercul de razi b care va intersecta dreapta d in punctele B si C
(B intre O si A). Lungimea segmentului OC reprezinta expresia a+ b, iar lungimea

segmentului OB reprezinta expresia a —b.
a

b
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a
5.1.2. Constructia expresiilor a-b si 3 (a>b)

i) Constructia expresiei a - b
Trasam doud semidrepte ¢ si d cu originea comuna O. Pe ¢ trasam segmentul
unitate OA si segmentul OB se lungime a. Pe semideapta ¢ cu originea in O trasdm
segmentul OC de lungime b. Paralela prin B la AC intalneste pe d in D. Cu teorema lui
OA OC OB-0OC —a4b

Thales in AOBD obtinem: — = ——, de unde OD =
OB OD OA

d

.. . .. a
ii) Constructia expresiei Z

Trasdm doud semidrepte ¢ si d cu originea comuna in O. Pe semidreapta ¢

luam segmentul unitate OA si segmentul OB de lungime b. Pe semidreapta d luam
segmentul OC de lungime a. Prin A ducem paralela la BC care intilneste pe ¢ in D. in
AOBC cu teorema lui Thales obtinem: @ = % , deunde OD = M = ﬁ'
OoC OB OB b
5.1.3. Constructia mediei aritmetice, geometrice
1) Constructia mediei aritmetice
Consideram doua segmente de lungimi a si b (a > b) . Construim segmentului

AB care reprezintd suma a + b. Construim mediatoarea segmentului AB. Mediatoarea
. o _ .a+b
determina pe segmentul AB doud segmente congruente care reprezintd numarul T

a
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i1) Constructia mediei geometrice
Consideraim doud segmente ce au lungimile asi b (a >b). Construim

segmentul AB care reprezintd suma a +b. Construim un semicerc de diametru AB.
Fie C punctul de pe [AB] cu AC=a. Ridicdm in C o perpendiculard pe AB care
intalneste semicercul in E. Cu teorema indltimii in triunghiul dreptunghic AEB
(m(£E)=90°) obtinem: EC’=AC-CB sau EC’=a-b, de unde EC =+/a-b .

a

b

A" C .B
Aplicatie. Constructia expresiei \/Z cu a>0.
Este o aplicatie a constructiei mediei geometrice pentru numerele 1 si a (¢>0).

A 1 C a b
5.1.4. Determinarea a doud numere cand se cunosc suma lor si media
geometrica

Fie asi b numere pozitive cu suma x = a + b si media geometricd y =+/ab .

Problema se reduce la constructia triunghiului dreptunghic cu ipotenuza x si
inaltimea y.

Trasam diametrul AB reprezentind numarul x. Construim semicercul de
diametru AB. Trebuie s& gasim intersectiile acestui semicerc cu o paraleld d dusa la el
de aceeasi parte cu semicercul fatd de AB situata la distanta y.

1) Daca paralela d la AB intersecteaza semicercul in doud puncte distincte E si
K, considerdm proiectiile acestor puncte pe AB, adica E' si K', obtinem perechile de
segmente AE' si E'B respectiv AK' si K'B, care sunt numerele cautate.

2) Daca paralela d la AB este tangentd semicercului avem solutie unica,
numerele sunt egale.

3) Daca paralela d la AB nu intersecteaza semicercul nu avem solutie.
E K
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6. Figuri echivalente

Figurile echivalente sunt figurile geometrice plane care au aceeasi arie fara a fi
neapdrat congruente.

6.1. Triunghiuri echivalente

. L baza -inaltimea . L o
Din relatia ariei S= rezultd cd ariile a doud triunghiuri sunt

2
egale daca bazele celor doud triunghiuri au lungimi egale si indltimile de asemenea
sunt de lungimi egale.
Exemple. i) Doua triunghiuri care au un varf fixat, iar bazele de lungimi egale
se afla pe aceeasi dreapta au aceeasi arie (BC=DE).
Deci S[ABC]:S[ADE]-

A

B C D E
i1) Doua triunghiuri cu aceeasi baza si varfurile situate pe o paralela la baza, au
aceeasi arie. Deci S;,pc; =S, gy (d|[BO).

A A, d
B C
iii) In figura de mai jos avem
S[AOD]:S[BOC] (*)
SiA0p=S(ADBI-S[A0B] (1)
SiBoci=SiacBi-Siaos) (2)

Dar
AB-d(D,AB) _ AB-d(C,AB)
2 2

3)

S[ADB] = S[ACB]

Din (1), (2) 51 (3) = relatia (*).
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6.2. Triunghi echivalent cu un paralelogram dat
Aria unui paralelogram este egald cu dublul ariei unui triunghi.

1) S[ABCE]:S[ADB]a unde C este mijlocul lui [BD]
A E

B A, C D
S[ABCE]ZBC‘d(A,BC)ZBC'AA1
BD-AA BC-AA

S[ADB]: > L=2. > L=BC- AA,

11) S[ABCE]:S[ABD]7 unde DF:2EL, aHAB
S[ABCE]:AB'd(E,AB):AB'EL
AB-DF _AB-2EL

s =~ — AB-EL
D a
C
O
F B

6.3. Triunghi echivalent cu un trapez dat
S[ABCD]:S[LBT]a unde [DC]E[AT]
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T A B

g _(AB+DC)(D,AB) _TB-d(D,AB) TB-d(L.AB) _
[ABCD] — 5 = 5 = 2 = S[LBT]

6.4. Triunghi echivalent cu un patrulater
S[ABCD]:S[LCK] (* *)
Fie ABCD un patrulater oarecare. Ducem printr-un varf oarecare (de exemplu
A) o dreapta d. Prin varfurile D si B ale patrulaterului ABCD ducem paralele la AC,
care Intdlnesc pe d in L respectiv K. Obtinem trapezele ACDL si ACBK. Avem
S[LCK]:S[ACL]+S[ACK]- Atunci

StaBep=SiapcrtSiascy (1)
Dar
AC-d(D,AC) AC-d(L,AC
Stanc) = (2 - (2 - Steacy @)
AC-d(B,AC) AC-d(K,AC
Siapc = (2 ) (2 ) Siakc (3)
Din (1), (2) si (3) obtinem relatia (**).
C

L A K
6.5. Triunghi echivalent cu un pentagon
S[ABCDE]:S[DLM]
Consideram pentagonul ABCDE. Trasam diagonalele [DA] si [DB]. Ducem
prin E o paraleld la DA care intilneste pe AB in L, iar prin C o paraleld la DB care
intalneste pe AB in M.
Triunghiurile ADL si AED sunt echivalente deoarece:
_AD-d(L,AD) AD-d(E,AD)

SiapL) = > > SiaED) (1)

Si triunghiurile BMD si DBC sunt echivalente deoarece:
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_ DB-d(M,DB) DB-d(C,DB) _

S[BMD] - 7 > - S[DBC] (2)

S[ABCDE] = S[BCD] + S[BDA] + S[ADE] (3)
Din relatiile (1), (2) si (3) obtinem:
S[ABCDE] = S[BMD] + S[BDA] + S[ADL] = S[LDM]
Deci triunghiul LDM este echivalent cu pentagonul ABCDE.
D

L A B M
6.6. impértirea unui triunghi in parti echivalente

i) Impartirea unui triunghi in n parti echivalente prin impartirea unei laturi a
triunghiului, considerata ca baza, In n segmente congruente.

Consideram triunghiul ABC cu baza [BC], pe care o impartim in n parti egale.
Obtinem triunghiurile echivalente BAD;, D;AD,,...,D,AC. (Triunghiurile au aceeasi
inaltime d(A,BC)).

ii) Impartirea unui triunghi in n parti echivalente prin drepte paralele cu una
din laturi.

Vom studia cazul n=3. Deci triunghiul ABC trebuie mpartit in trei parti
echivalente prin paralele duse la baza [BC].

Fie (LT)||(BC) si (PQ)||(BC) cu Le(AP), Pe(LB), Te(AQ), Qe(TC).

Deci Sjupe; =3S;u10 5

2
S[APQ] = E S[ABC] (1)

Tinem seama ca:
Raportul ariilor a doua triunghiuri asemenea este egal cu patratul raportului de

asemanare.
Cu (1) obtinem:
ATY 1 . (AQY 2
= s [55) =% @)
AC 3 AC 3
Din (2) obtinem:
AT? :AC-(%j si AQ’ :AC-@AC) (3)

Din (3) rezultd ca AT si AQ sunt medii geometrice a lungimilor segmentelor

AC, % si respectiv AC, %AC.
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Acum efectuam constructia.

Construim pe latura AC ca diametru un semicerc in afara triunghiului ABC.
Impartim latura AC in trei segmente congruente prin punctele H si K. Perpendicularele
in H si K pe AC intalnesc semicercul in E respectiv F.

Conform teoremei catetei in triunghiul dreptunghic AEC avem:

AE=+AC-AH = AC-%, iar in triunghiul dreptunghic AFC avem:

AQ- ac-22E.

Arcele de cerc cu centrul in A si raze AE, respectiv AF determind pe AC
punctele T si Q care sunt punctele cdutate. Ducem prin T si Q paralele la BC si
obtinem Tmpartirea AABC 1in trei parti echivalente.

A

6.7. Patrat echivalent cu un paralelogram ABCD
S[ABCD]:Spétrat-
Consideram paralelogramul ABCD. Construim indltimea DL cu Le[AB].
Ludm pe prelungirea laturii [CD] un segment (DL)=(DQ). Construim media
geometricd a lungimii segmentelor CD si DQ, determindnd punctul de intersectie T al
semicercului de diametru CQ cu dreapta DL. Atunci DT este latura patratului

echivalent cu paralelogramul ABCD.
Q D C

=
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6.8. Dreptunghi echivalent cu un patrulater dat

1

Siasen) = = Sirery = Siaite; = ke » Unde H si E sunt mijloacele segmentelor

LR respectiv PT. Fie ABCD un patrulater oarecare. Prin varfurile B si D ducem
paralele la AC. Prin varfurile A si C ducem perpendiculare pe AC. Obtinem
dreptunghiul LTPR. Ducem din B respectiv D perpendiculare pe AC care au picioarele
in K si respectiv N.

Avem relatiile:

Siascoy = Spaskg + Siaek) + Sparoy + Sipecy (*)

S[ALB =S [ABK] (1)

Siarer = Sikey (2)

Siarp) = Spag )

S [DPC] S [DNC] (4)

S[RPTL] = S[ABCD +S (aBK] T S Bck) T S (arD] T S [DPC] (5)

Din relatiile (*) si (5) obtinem: S[RPTL] = 2S[ ABCD]» rezulta

S[ABCD] = %S[RPTL] (6)

Fiindca H si E sunt mijloacele laturilor [RL] respectiv [PT] avem
S[RPTL] = 2S[RPEH] = 2S[HLTE] (7

Din (6) si (7) rezulta S[ ABCD] = S[RPEH] = S[HLTE].

6.9. Dreptunghi echivalent cu un trapez dat
Siaep) = Sierary» unde ABCD este trapez, iar EFGH dreptunghi.

Fie ABCD un trapez cu AB||CD dat, cu mijloacele laturilor neparalele L si T
(Le(AD), Te(BC)). Prin L si T ducem perpendiculare pe baze, care intdlnesc baza
mare 1n E, respectiv F, iar prelungirea bazei mici in H respectiv G.
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A E F B
Din triunghiurile congruente HDL si EAL rezultd ca (HD)=(AE), iar din
triunghiurile congruente GCT si FBT, obtinem ca (CG)=(FB). Atunci

AB+DC EF+ AE+FB+DC
Siascp) = (—2) -d(D,AB) = ( 5 ) -d(D,AB) =

EF - d(D,AB) = Syerq;

_ 2EF-d(D,AB)
2
6.10. Constructia unei drepte care sa imparti un patrulater convex in doua parti
avand aceeasi arie

Consideram patrulaterul convex ABCD, a carui diagonale se intersecteaza in
O. Analizam situatiile:

i) (OD)=(OB) (D
OB-d(A,BD OD-d(A,BD
Avem S, o5 = ( ) = ( ) = Djsopy
2 2
Deci
S[AOB] = S[AOD] (2)
OB-d(C,0B) OD-d(C,OB)
S[COB] = ) = ) = S[DOC]
Deci
S[COB] = S[DOC] 3)

Din (2) si (3) obtinem: S;,0p; + Sico) = Siaon; T Spocy @dicd Siape; = Sianc)»
adica AC este dreapta cautata.
i1) (OD)#(OB). Presupunem ca OB>OD.
Ducem prin D o paraleld la AC care Intalneste pe BC in K. Se obtine triunghiul
AKB echivalent cu patrulaterul ABCD. (Un triunghi echivalent cu un patrulater). Deci
Siake) = Siapepy - Fie T mijlocul  lui  [KB], atunci S,z =Sip,, fiinded
_ BT-d(A,BK) KT-d(A,TK)

S[ABT] = 5 5 = S[KTA]. Atunci S[ABT] =

S _ S[ABCD]
ABT] — .
[ABT] 2

S[ABK]

si deci
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Pentru a arata ca dreapta AT este solutia problemei trebuie si aritim ca
triunghiul ABT este parte a patrulaterului ABCD, ceea ce inseamna ca Te(BC). Fie Q
mijlocul lui (BD). Fiindca (OB)>(OD) rezulta Qe(OB).

In triunghiul ABK, [TQ] este linie mijlocie deci QTJ||DK. Fiinded OC||DK
obtinem ca OC||TQ si cum Q&(OB) rezultd ca Te(BC).

K

A B
Constructia unei drepte care sa impartd un patrulater convex in doud parti avand
aceeasi arie

6.11. impirtirea unui patrulater printr-o dreapti care trece printr-un varf, in
parti, avand ariile intr-un raport dat (Fig. 1)

. . a o . e m e .
Fie patrulaterul ABCD si E raportul in care trebuie sd Tmpartim aria

patrulaterului printr-o dreaptd care sa treacd prin D. Transformam patrulaterul ABCD
intr-un triunghi echivalent cu el, care sd aiba o laturd pe dreapta AB. Prin C ducem o
paraleld la BD care intilneste dreapta AB in L. Obtinem triunghiul ADL care este
echivalent cu patrulaterul ABCD deoarece

S _g (BD -d(C,BD) _ BD-d(L,BD)j
[BDC] — “[BDL] -

2 2

si atunci S[ABCD] = S[ADB] + S[BCD] = S[ADB] + S[BDL] - S[ADL] :

A . . C o N a . <
Impartim aria triunghiului ADL 1n raportul E . Pentru aceasta este suficient sa

SR . a . AK a )
impartim latura AL 1n raportul E Fie K punctul pentru care avem E = E Atunci
AK-d(D,AK)
B a
£ % A
KL-dD,KL) b °
2
S[ADK] a
== (M
S[DKL] b
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Ducem prin K o paraleld la BD care intilneste pe BC in Q. Unim D cu Q.
Obtinem:

Siaan _a 2
S[DQC] b
BD-d(K,BD) BD- BD
fiindea Syppy; =Sipag ( d(Z .BD) _ d(ZQ’ )j , ar

S[DKL] = S[DBL] - S[DBK] sau S[DKL] = S[DBC] - S[BDQ] = S[DQC] .
Triunghiul ADK este echivalent cu patrulaterul ADQB pentru ca triunghiurile
BDQ si BDK sunt echivalente. Deci S;,px; = Siapos;-

In relatia (1) inlocuim pe Siapk] €U Spapos; $1 Sppkiy €U Sppgc $1 obtinem

relatia (2).
Din constructia de mai sus rezultd cd in loc sd construim triunghiul ADL

a
echivalent cu patrulaterul ABCD putem sa impartim diagonala AC in raportul E Fie
AT a _ . <
T punctul de pe AC pentru care avem E = E Prin T ducem o paralela la BD care

a
intalneste pe BC in Q. Dreapta DQ imparte aria patrulaterului in raportul E .

6.12. impirtirea unui patrulater prin drepte duse printr-un varf in mai multe
parti echivalente

De exemplu, pentru a Tmparti un patrulater ABCD in trei parti echivalente prin
doua drepte duse prin D procedam astfel:

Se imparte diagonala AC 1in trei parti egale prin punctele R si V. Prin aceste
puncte ducem paralele la diagonala BD, care intdlnesc laturile (AB) respectiv (BC) in
punctele J si S. Dreptele DJ si DS impart patrulaterul in trei parti echivalente.

D

Fig. 1.
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6.13. impz‘lrgirea unui poligon convex in parti echivalente, prin drepte duse
printr-un varf

Consideram pentagonul EFGHT pe care dorim sa-1 impartim in pérti
echivalente prin drepte duse prin varful G.

= C oA e . a a .
Vom ardta mai intai ca putem imparti aria poligonului in raportul E printr-o

dreaptd ce trece prin G. Vom construi un patrulater echivalent cu pentagonul
considerat. Ducem prin F o paralela la diagonala GE care intdlneste pe ET in L.
Patrulaterul LGHT este echivalent cu pentagonul EFGHT. Aratam in continuare acest
lucru. Avem

S[GFE] = S[GLE] (1)
GE-d(F,GE) _ GE-d(L,GE) Deci
2 2
S[EFGHT] = S[EFG] + S[EGHT] = S[LGE] + S[EGHT] = S[LGHT]
Am redus problema la una pe care am studiat-o.

deoarece

a
Vom imparti diagonala HL in raportul E Fie K punctul pe HL pentru care
LK a _. o .
avem —— = E Prin K ducem paralela KQ la GT care intilneste pe [HT] in R, QeET.

. . a .
Dreapta GR imparte aria patrulaterului LGHT 1n raportul E Daca prin H ducem

paralela HV la GT, VeET patrulaterul GLTH este echivalent cu triunghiul LGV
deoarece

GT-d(H,GT) GT-d(V,GT)
S[GHT] = S[GTV] =
2 2
si atunci
S[GLTH] = S[GHT] + S[GLT] = S[GTV] + S[GLT] = S[GLV]
Fiindca KQ||GT, iar HV||GT obtinem cad KQ|HV. Cu teorema lui Thales in
ALHV avem: ﬂ = E - , de unde obtinem ca
QV KH b
LQ-d(G,LQ)
2 _a
QV-d(G,QV) b’
2
care se mai scrie
S
[LGQ] _ % )
S[QGV]
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GT-d(Q,GT) _ GT-d(R,GT)
2 2

Dar S;g1q; = Sigrg; deoarece

G

L E T Q v
Atunci Syogy; = Sigrv) — Sigre; » €are se mai poate scrie:

S[QGV] = S[GTH] - S[GTR]’
deci
S[QGV] = S[GHR] (3)
Atunci relatia (2) se mai poate scrie:

S[LGT] + S[GTQ] _a M _a

sau sau
Siotry b Siotry b
S[LGRT] _a
Lo 2 *)
Sy D
A . . . S[GFETR] a . N
Tinand seama de (1), relatia (4) se mai scrie ———— = —, deci putem imparti
[GHR]

aria unui poligon convex (in cazul nostru pentagon) intr-un raport dat, printr-o dreapta
ce trece printr-un varf al sau (in cazul nostru G). Acest rezultat ne da posibilitatea sa
impartim un poligon convex oarecare in parti echivalente, prin drepte duse prin unul
din varfurile sale.

In cazul problemei noastre, se construieste patrulaterul echivalent cu poligonul
dat. Daca cerinta era sid 1mpartim pentagonul in patru parti echivalente, atunci
imparteam diagonala [LH] in patru parti egale prin punctele S, W, U, iar prin aceste
puncte ducem paralele la diagonala (CT) care intalnesc laturile ET si TH in punctele C,
B, A. Unind punctele C, B, A cu G obtinem dreptele GC, GB, GA care impart
pentagonul dat in patru parti echivalente:

S[GFET] = S[CRB] = S[GBTA] = S[GAH]‘
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L E c B T
6.14. impﬁrtirea unui poligon dat in pérti cu arii proportionale cu mai multe
numere date, prin drepte duse printr-un punct interior poligonului
Consideram patrulaterul ABCD pe care sa-1 impértim in trei pdrti cu ariile
proportionale cu numerele a, b, ¢, prin drepte duse prin punctul M din interiorul
patrulaterului. Prin M ducem dreapta ML, Le(DC).
1) Unim punctul M cu D, iar prin L ducem o dreaptd paraleld cu MD care

intalneste pe AD in P. Atunci Sivpp; = SpvpL deoarece
MD - d(P,MD .
d(P,MD) _ MD - d(L,MD) . Atunci
2 2
S[ADLM] = S[ADM] + S[MDL] = S[ADM] + S[MDP] = S[AMP]
Deci
S[ADLM] = S[AMP] ()
Ducem prin P paralela la AM care intalneste pe BA in R. Atunci avem:
S[AMP] = S[AMR] (2)
AM-d(P,AM) AM-.d(R,AM)
deoarece = .
2 2
S[RMB] = S[AMR] + S[ABM] 3)
Din (2) si (3) obtinem:
S[RMB] = S[AMP] + S[ABM] 4)
Cu (1), relatia (4) se mai poate scrie
S[RMB] = S[MLDAB] (%)

Acum ducem prin R o paraleld la BM care intilneste pe CB in T. Atunci

MB-d(R,MB) MB-d(T,MB)

Sirms) = Sty » deoarece

2 2
S[MCT] = S[MCB] + S[TMB] (6)
Folosind relatia (5), obtinem: S;c; = Sicpp; + Spupas; sau
S[MCT] = S[MLDABC] (6%)

Ducem prin T o paralela la MC care intalneste pe DC in V, atunci avem:
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S[MCT] = S[MCV] (7
MC-d(T,MC) _ MC-d(V,MC)
2 2

S[MCT] +S[MLC] = S[MLD ABC] +S[MLC], care se mai scrie: S[MCV] +S[MLC] = S[ ABcp] Sau

deoarece . Din relatiile (6*) si (7) obtinem:

S[MLV] = S[ABCD] .

ii) Impartim latura LV a triunghiului MLV in trei parti proportionale cu

numerele a, b, ¢ prin punctele J si K, adica % = % = ﬂ , relatie care se mai poate
a C
scrie:
LK-dM,LK) KJ-dM,KJ) JV-dM,JV)
2 2 2
= = 8
a b c ®)
deoarece d(M,LK)=d(M,KJ)=d(M,JV). Relatia (8) se mai scrie:
S[MLK] _ S[MKJ] _ S[MJV] (8%)
a b c

Ducem prin K o paraleld la CM care intalneste latura BC in G. Patrulaterul
LMGC este echivalent cu triunghiul MLK deoarece Sy \ice; = Spure; + Spuce Sau
Simac; = Spaeg T Siemk deoarece d(G,MC)=d(K,MC). Deci S, \i6e; = Spuikg -

iii) Prin punctul J ducem o paralela la CM care intalneste dreapta CB in Q, iar
din Q ducem o paralela la MB care intilneste pe BA in I, iar din I ducem o paralela la
AM care intdlneste pe AD in W. Pentagonul GBAWM face parte din patrulaterul
ABCD si avem:

S[GBAWM] = S[MKJ] )

Vom demonstra in continuare relatia (9).

Stmks = Sty ~ Stemg
sau

S[MKJ] = S[MCJ] - S[CMG] 9%)
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dar
S[MCJ] = S[CMQ] (10)
MC-d(J,MC) MC-d(Q,MC)
2 - 2
(10) pe Sicpig) obtinem:

deoarece

. Scdzand din ambii membri ai relatiei

S[MCJ] - S[CMG] = S[CMQ] - S[CMG] (1 1)
Tindnd seama de relatia (9%), (11) se scrie: Sy =Soug - Dar

S[MGQ] = S[MGB] +S[MBQ] si S[MBQ] = S[MBI] fiindca
MB-d(Q,MB) MB-d(I,MB)
2 - 2
S[IMB] = S[MBA] + S[MAI] = S[MBA] + S[MAW]
deoarece Sy, = Spyaw; (MA-d(LMA)=MA-d(W,AM)). Atunci avem:

S[MKJ] = S[MGB] + S[MBA] + S[MAW] >
care se mai scrie Spyy = Spygpaw;- Analog gasim Spy,y = Sy pwy - Deci

S[MLCG] = S[MLK]’ S[MGBAW] = S[MKJ] si S[MLDW] = S[MJV] (11)
Din (8*) si (11) obtinem
S[MLCG] _ S[MGBAW] _ S[MLDW]
a b c
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7. Metoda areolara

Vom demonstra unele relatii metrice prin consideratii areolare.

Teorema 7.1. Daca x, y, z sunt distantele unui punct M interior triunghiului
ABC, la BC, AC. AB si Sjagc este aria triunghiului, avem relatia:

ax+by+cz=2S,,

A

B

C
Demonstratie. Avem relatiile:

BC-x

S[MBC] = T (1)
AC-y

Siamcy Ty (2)
AB-z

Siama) = Ty )

Atunci

BC-x AC-y AB-z
S[ABC] = S[MBC] +S[AMC] +S[BMA] = 5 + B + 5
care se mai scrie 28,5 =a-X+b-y+c-z, adicd tocmai relatia de demonstrat.
Corolar 7.1. Daca M coincide cu I, centrul cercului inscris atunci relatia

ax + by + ¢z =285, devine r(a+b+c)=2S,,, sau 1-p =S,z unde r este
raza cercului Inscris in triunghi.

Corolar 7.2. Dacd triunghiul este echilateral relatia ax + by +cz = 2S5,
28 )

) ) . av3 ) .
devine X +y+z= care se mai scrie X+y+z= T (am tinut seama ca
a

a’3

Siapc) = ) sau:

Suma distantelor unui punct interior la laturile unui triunghi echilateral este
constanta.
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Lema 7.1. Daca P este un punct arbitrar pe latura BC a unui triunghi oarecare
ABC atunci PB si PC sunt proportionale cu ariile triunghiurilor APB respectiv APC,

adica E = —S[ABP] .
PC  Sippq
A
B P C
Demonstratie. Avem S, pp = w , de unde
28
d(A,BP) = 2511 1
( ) BP (1)
PC-d(A,PC)
S[APC] == 5
2
de unde obtinem:
d(A,PC) = 2By 2)
’ PC
Dar
d(A,BP)=d(A,PC) 3)
2Simp) _ 2Spaeqy PB _ Spep

Din (1), (2) si (3) obtinem:

, care se mai scrie — = —(ABP]
S[APC]
si cu aceasta lema este demonstrata.
Teorema 7.2. (Teorema lui Ceva) Se considera un triunghi ABC si punctele
A'eBC, B'eCA, C'€AB. Daca dreptele AA', BB', CC' sunt concurente, atunci
A'B B'C C'A 1
A'C B'A C'B
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B A ¢
Demonstratie. Folosind lema obtinem:

BA' _ S[ABA'] _ S[BMA‘] _ S[ABA'] - S[BMA'] _ S[AMB]

b

A'C S[ACA'] S[MCA’] S[ACA'] _S[MCA'] S[AMC]

deci BA = m
A'C S[AMC]
B'C _ S[BB‘C] _ S[B'MC] _ S[BB‘C] - S[B‘MC] _ S[BMC]
B'A S[ABB'] S[B'MA] S[ABB'] _S[B'MA] S[AMB]
deci B'C :m
B'A S[AMB]
C'A _ S[ACC‘] _ S[AMC'] _ S[ACC‘] - S[AMC‘] _ S[AMC]
C'B S[BCC'] S[BMC'] S[BCC‘] _S[BMC'] S[BMC] ’
deci CA S[AMC] Atunci
C'B S[BMC]

A'B BC CA _ Stame] . Siamc ' Siamcy _
A'C B'A CB  Spue; Saws S
In demonstratiile unor relatii vom folosi urmatorul rezultat:
Teorema 7.3. (Teorema lui Van Aubel) Daca AA', BB', CC' sunt ceviencle
unui punct M din planul triunghiului ABC avem relatia:
AM AB' N AC'
MA' B'C C'B
Acum sa trecem la demonstratia teoremei.
1) Punctul M este 1n interiorul triunghiul ABC.

1
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B A' C
Folosim lema 7.1 demonstratd mai sus. Avem:

AB' _ Sipasy _ Siam] _ Siap] ~ Siamp _ Siamsy
B'C Sge;  Sewma Spesr ~Spma Spuo
AC _ Sicac _ Siamc _ Sieact = Samcr _ Samcy
CB  Scse; Sewmer Sieser =Spuer  Sive
Atunci
AB' AC' S S S +S
=i [AMB] | D[AMC] _ D[amB] T amc) 4)
B'C CB  Sgue  Sewg Siamc)
Dar
AM _ Siasm _ Siacuy _ Siasmy + Sacuy _ Same) + Spamcy (5)
MA" " Sipuar Siemar  Semay T Sieman Siamc)
. . . AB' AC' AM
Din (4) si (5) obtinem: + =

B'C CB MA"
2) Punctul M este in exteriorul triunghiului ABC.

A

M

CV Bl

AB' _ S[B'AB] _ S[B'MA] _ S[B‘AB] _S[B'MA] _ S[ABM]

— =
B'C S[B‘CB] S[B‘MC] S[B‘CB] _S[B'MC] S[BMC]
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AB' S[ABM]

Deci —=
B'C  Spyq
AC S [C'AC] S[C‘AM] _ S[C‘AC] _S[C'AM] _ S[MAC]
C'B S[CBC] S[C'BM] S[C‘BC] _S[C'BM] S[BCM]
Deci £ = e . Atunci
C'B  Sgug
MA S [MAB] S [MAC] _ S[MAB] + S[MAC] _
MA' S[MAB] S [MA'C] S[MA’B + S [MA'C]
_ S[MAB] + S[MAC] . S [MAB] " S[MAC] AB' AC
Ssemy S oM Sisowy B C C'B’
MA AB' AC'

MA' BC CB

Corolar 7.3. Daca M esre punctul de intersectie al medianelor triunghiului

Al\:' =2 . Deci M coincide cu G

ABC, relatia lui Van Aubel devine I\A/IIZI' =1+1 sau

A
centrul de greutate. Avem atunci G_fﬁ}' =2, de unde AG=2-GA".

. . . c .
Corolar 7.4. Dacd M este centrul cercului inscris I, atunci FC:_ si
a
AC' b Al ¢ b b+c
——=—, iar relatia lui Van Aubel devine: —=—+—= >1 deci punctul I
CB a IA" a a a
este mai aproape de A' decat de A (AI>IA").
S &
Corolar 7.5. Daca M este centrul cercului inscris [ avem —— = —
AA"' h,
B r | IC .
(r — raza cercului inscris in triunghi) si analoagele —— =— si —— =—, atunci

BB' h, CC' h,
A IB 1€ T T T (b, o, by sunt inalfimile triunghiului ABC).
AA' BB' CC' h, h, h,

MA' MB' MC(C'

Cu relatia lui Gergonne (cand M=) + + =1 obtinem:
AA' BB' CC
r L-FL-FL =1, de unde L+L+L:l.
h, h, h; h, h, h;, r
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Teorema 7.4. (Gergonne) Pe laturile [BC], [AC], [AB] ale triunghiului ABC
se considera punctele A', B', C' astfel incat dreptele AA', BB', CC' sa fie concurente in
M. Atunci are loc relatia

MA' MB' MC _,

+ +
AA' BB' CC

Folosim in continuare lema 7.1.
A

B A’ C
MA _ S[MAB] _ S[MAC] _ S[MAB] +S[MAC] _ S[MAB] +S[MAC]
MA' S[MBA'] S[MA'C] S[MBA’] + S[MA'C] S[MBC]
MA S +S
Deci - = [MAB] [MAC] , de unde obtinem:
MA S[MBC]
MA + MA' _ S[MAB] + S[MAC] + S[MBC] sau AA' _ S[ABC]
MA' Simac] MA" " Sygcy
A" S
de unde - = (MBC]
AA S[ABC]
MB' S MC' S
Analog obtinem - = LS C' = _[AMBI
B S[ABC] CC S[ABC]

Adunand membru cu membru relatiile de mai sus obtinem relatia Iui

Gergonne:
MA' MB' MC
+ + =1
AA' BB' CC
Cand M=I relatia lui Gergonne devine:
1 1 I 1
—t—t—==
h, h, h; r

MA S[MAB] + S[MAC

Din relatia - = L obtinem
M S[MBC]
MA — S[MAB] + S[MAC] sau MA — S[MAB] + S[MAC]
MA+MA Sy i) + Spias + Spuag AA' Siascy
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Analog obtinem MB _ Spuss) * Stncy i MC _ Siac) + Spcy ‘

= s ;
Siascy CC

Siascy
Atunci prin adunare obtinem:

MA N MB N MC
AA' BB' CC

In continuare consideram o aplicatie a relatiei lui Gergonne.

Aplicatie. Se considera un patrulater convex ABCD ale cérui diagonale se
intersecteaza in E. Prin E se duce o dreaptd arbitrara care intersecteaza laturile AB si
CD in M respectiv N. Dreptele NA, NB. MC, MD intersecteaza diagonalele BD si AC
in punctele L, K, P, Q. Sa se demonstreze relatia:

EL EK EP EQ
—— et ——t—=
BL AK DP CQ

Demonstratie. Scriem relatia lui Gergonne pentru triunghiurile MCD si NAB.
Obtinem:

EP EQ EN . EL EK EM
—t—+—=1 §i —+—+——=
DP CQ MN BL AK NM
Adunand membru cu membru obtinem
EP EQ EL EK EN EM
—t——+—+ + + =2,
DP CQ BL AK (MN MN

care se mai scrie:
EL EK EP EQ
—t—t—t+—==
BL AK DP CQ
fiindca EN+EM=MN.

. .BE AE DE CE
Cercetati daca — + + + =3
L AK DP CQ
Teorema 7.6. (Teorema lui Menelaus)

Fie ABC un triunghi si A', B', C' trei puncte astfel incat A'eBC, B'eCA,
C'eAB. Daca punctele A', B', C' sunt coliniare, atunci are loc egalitatea:
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AB BC CA_,

A'C BA CB

A

B ¢

Demonstratie. Pentru demonstratie vom folosi urmatorul rezultat:

Lema 7.2. Raportul ariilor a doud triunghiuri despre care se cunoaste ca un
unghi al unuia este congruent sau suplementar cu un unghi al celuilalt triunghi, este
egal cu raportul dintre produsele laturilor care formeaza acele unghiuri.

Conform lemei avem:

S[AC‘B’] _ AC"C'B' S[BC’A'] _ BA"A'C' S[CA'B'] _ CB"A'B'
Spea; C'B-C'A" Siup A'C-AB" S,pe; B'A-B'C
Inmultind membru cu membru cele trei relatii de mai sus obtinem:
AC' BA"' CB' ., . A'B B'C CA
= . - si deci . . =1.
C'B A'C B'A A'C B'A C'B

163



8. Triunghiuri speciale
8.1. Triunghiul ortic

Definitia 8.1.1. Triunghiul determinat de picioarele inaltimilor unui triunghi
nedreptunghic se numeste triunghi ortic.

Triunghiul dreptunghic nu are triunghi ortic, fiindcad doud din picioarele
inéltimilor coincid cu varful unghiului drept.

Vom studia triunghiul ortic corespunzator unui triunghi ascutitunghic.

Consideram triunghiul ABC ascutitunghic cu ortocentrul in H si triunghiul

ortic corespunzator A;B,C;.
A

G
B,

H

B A C
Fig. 1

1) Masurile unghiurilor triunghiului ortic A;B;C;
Din patrulaterele inscriptibile A{BCH si BjHAC (au unghiurile din A, si C,
suplementare, respectiv unghiurile din B, si H; suplementare) obtinem:
m(£CABy=m(£CHB)=m(£B;HC)=m(«£B;A,C)
Deci m(£C;A;B)=m(B;A,C). Atunci
m(£C;AB)=180°-2m(£C;A,B) (N
In patrulaterul inscriptibil AC;HB; (unghiurile din C, si B, sunt suplementare)

avem

m(LCIABl)-i-m(ZClHBl):l 800,
dar

m(ZBHC,)+m(~£C,HB,)=180°,
deci

m(£C,AB;)=m(£BHC,)=m(£C,A;B) 2)
Din (1) si (2) obtinem:
m(£C;A;B)=180°-2m(£LCAB)
Analog obtinem:
m(Z£A,C,B)=180°-2m(£ACB)
m(£C;B1A;)=180°-2m(£LABC)
2) Lungimile laturilor triunghiului ortic
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Triunghiurile ABC si AB,C; sunt asemenea avind un unghi comun A si
ZABC=/AB,C, (patrulaterul C;B;CB este inscriptibil).
Din proportionalitatea laturilor obtinem:

BC _AB

=— 3
B,C, AB, G)
Din triunghiul dreptunghic ABB; avem
AB
L=cosA 4)
AB

Din relatiile (3) si (4) obtinem:
G5 @) B,C, cosA

, de unde B;C;=BCcosA, care
se mai scrie B;C;=acosA.

Analog obtinem: A;B,=ccosC si A;C,=bcosB.

Mai folosim notatia a, =acosA, b, =bcosB, ¢, =ccosC.

3) Perimetrul triunghiul ortic
Notam cu P, perimetrul triunghiul ortic. Atunci
Py=AB;+BC+C;A =ccosC+acosA+bcosB
Deci Py=acosA+bcosB+ccosC.
Se pot da pentru Py, multe exprimari in functie de necesitati. De exemplu, din
b <
sinA  sinB  sinC
a=2RsinA, b=2RsinB, c¢=2RsinC.
Atunci Py=R(2sinAcosA+2sinBcosB+2sinCcosC) sau
Py=R(sin2 A+sin2B+sin2C)
(am tinut seama ca 2sinxcosx=sin2x).
Dar sin2 A+sin2B+sin2C=4sinAsinBsinC si atunci
a b ¢ abc

teorema sinusurilor =2R, obtinem:

P, =4RsinAsinBsinC=4R-— - — - —=—— (4%)
2R 2R 2R 2R
Dar a_bc =S, de unde abc=4RS.
4R
Atunci putem scrie £, = 4R§ = 25 . Deci
2R R

28

b= (5)

Corolar 8.1. maximul perimetrului triunghiului ortic este semiperimetrul
triunghiului de referinta.

1 28
Din inegalitatea lui Euler R >2r obtinem: —<—, de unde — < — sau
r

r

=

F, < P care se mai scrie £y < p (amtinut seamaca S=p-r).
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Corolar 8.2. Dintre toate triunghiurile inscrise intr-un triunghi ascutitunghic,
triunghiul ortic are perimetrul minim.

Daca sunt date punctele B, C, pe laturile AC, AB, punctul A, de pe latura BC
pentru care suma B;A;+AC, este minima este determinat de proprietatea ca dreptele
B A}, A|C, formeaza acelasi unghi cu BC.

4) Semiperimetrul triunghiul ortic (p,)

F, S
=— =— (am folosit relatia (5
b= tia (5))
. S
Deci p, :E.

Din relatia de mai sus rezultd S = p, - R (relatia lui Titeica).
Avem relatia:
P _2p 2p R-p R-p R
B 2p, 5,5 S pror
R

Deci:

Raporul dintre perimetrul unui triunghi si perimetrul triunghiului sau ortic este
R
o

1) Segmentele ce unesc proiectiile picioarelor inaltimilor pe laturile adiacente
sunt egale cu semiperimetrul triunghiului ortic.

Fie B, si C, proiectiile piciorului A; al inaltimii AA, pe laturile AC si AB. in
cercul de diametru AA;, B,C, este o coarda opusad unghiului A, din teorema sinusurilor

szcz =AA, ( .
sin A

avem:

= 2RJ de unde obtinem:
sin A

B2C2:AA1'SiHA

. . AA
In triunghiul ABA,, simB = ABI , de unde AA;=ABsinB.

B
Cu teorema sinusurilor in triunghiul ABC avem — C =2R . Atunci
Sin
B,C,=AA;sinA=ABsinBsinA=2RsinAsinBsinC (6)

P
Din (4*) si (6) obtinem B,C, :70 =Dy-

ii) In triunghiul ascutitunghic ABC cercurile construite pe AB si AC ca
diametru determina pe B;C; un segment de lungime egald cu perimetrul triunghiului
ortic.
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Fig. 2.

5) Aria triunghiului ortic (Sy)
g _ A B, -ACsinA;, c-cosC-b-cosB-sin(180°—2A)
0= =
2 2

= % cosCcosBsin2A  (sin(180°—2A) =sin2A)

Z%COSCCOSB-ZSH}ACOSA (sin2A =2sin AcosA)

= 2[!)_20 sin Aj cos AcosBcosC = 2.5 cos AcosBcosC

Deci S5=2ScosAcosBcosC.

S
Atunci —~ = cos AcosBcosC .
28
o 1 .S, 1 S
Fiindca cos AcosBcosC < —, atunci — < —, deunde S, <—.
8 25 8 4

Deci maximul ariei triunghiului ortic este Z si se obtine cand triunghiul ABC

este echilateral.
6) Raza cercului Inscris in triunghiul ortic (7)

S
ry=—L= 25 cos AZOSBCOSC = 2R cos AcosBcosC
Po 2

R
Deci rg=2RcosAcosBcosC.

7) Raza cercului circumscris triunghiului ortic (R,) este jumatate din raza

cercului circumscris triunghiului considerat (Ry).
a,b,c,  abccosAcosBcosC  abc 1

4S5,  4-2ScosAcosBcosC 4§ 2
(am folosit relatia abc=4RS).

R
2
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8) Laturile triunghiului ortic sunt antiparalele cu laturile triunghiului de
referinta, pe care sunt egal inclinate.

Patrulaterul BCB,C; este inscriptibil si atunci LAC,B=£ACB, de unde
rezulta ca C,B,||BC.

9) Laturile triunghiului ortic sunt paralele cu tangentele in A, B, C la cercul
circumscris triunghiului ABC.

De exemplu B,C, este paralela cu AT, deoarece m(£LT;AC) este jumatate din
masura arcului AC, iar m(£AB,C,) = m(£LABC) (jumatate din masura arcului AC).

10) Inaltimile triunghiului ascutitunghic ABC sunt bisectoarele triunghiului
ortic A]B]C].

i) Triunghiul ABC este ascutitunghic. in figura 1 patrulaterul BCB,C, fiind
inscriptibil rezulta ca

/BBC=£CC,B, (7
Din patrulaterul inscriptibil AC,A,C rezulta ca
ZA1C1CEZA1AC (8)

Unghiurile ZA;BB; si ZA;AC sunt congruente avand acelasi complement
(90°-m(ZC)) (8*).

Din patrulaterul inscriptibil BA;HC, avem ca

ZAIBHEAAICIH (9)

Din relatiile (7), (8), (9), (8*) obtinem cd [CC, este bisectoarea ZA,C;B;.

Analog se demonstreaza ca si [AjA este bisectoarea ZC;A B, iar [B|B este
bisectoarea ZC ;B A;.

ii) In triunghiul obtuzunghic iniltimea dusi din varful unghiului obtuz este
bisectoarea unghiului interior al triunghiului ortic, al cérui varf este piciorul inaltimii
respective, iar inaltimile duse din varfurile celor doua unghiuri ascutite sunt bisectoare
pentru unghiurile exterioare corespunzatoare, ale triunghiului ortic.

Triunghiul ABC fiind obtuzunghic sd aratam ca [A;A este bisectoarea
interioard a unghiului ZC,A B, iar [B|B este bisectoarea exterioarda a unghiului
C1B1A1~

H
D,

C, B,

c A B
Din patrulaterul inscriptibil B;AA;B (unghiurile opuse din A; si B; sunt
suplementare) obtinem:
ZAAB=ZABB, (10)
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Din patrulaterul inscriptibil C;CA;A (unghiurile opuse din C; si A; sunt
suplementare) obtinem:
ZAACi=£ACC, (1D
Dar
/CBH=/B,CH (12)
avand acelasi complement (90°-m(£H)). Atunci obtinem din relatiile (10), (11), (12)
ca LC1A|A=/B A A, adica [A A este bisectoarea unghiului ZC;A;B;.
Din patrulaterul inscriptibil A;jAB;B obtinem

/BBA=£A,AB (13)
Dar
ZA;AB=/C,AH (opuse la varf) (14)
Din patrulaterul inscriptibil HC;AB, obtinem
ZC;AH=/C,B,H=/DB,B (15)

Din relatiile (13), (14), (15) rezultd cda £A;B;B=£BBD, deci [B|B este
bisectoarea ZA B |D.

8.2. Triunghiul tangential

Definitie 8.2.1. Triunghiul tangential este triunghiul format de cele trei
tangente duse prin varfurile unui triunghi nedreptunghic la cercul sau circumscris.

In cazul triunghiului dreptunghic doua tangente devin paralele si deci nu exista
triunghi tangential.

1) Masurile unghiurilor

1) Triunghiul ABC este ascutitunghic.

Fig. 1.

Triunghiul A'B'C' este triunghiul tangential.
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Tangentele din A' la cerc sunt congruente si deci triunghiul BA'C este isoscel.
Avem ca masura Z/BAC este jumdtate din masura arcului BC, iar masura

unghiului CBA' este jumatate din masura arcului BC, deci unghiurile Z/BAC si ZCBA'
sunt congruente.

In triunghiul A'BC avem
m(£BA'C)+m(£LA'BC)y+m(LA'CB)=180°,
care se mai scric m(£BA'C)+2m(£BAC)=180° de unde
m(£BA'C)=180°-2m(£BAC)

sau m(Z£A")=180°-2m(ZLA).

Analog obtinem m(£B")=180°-2m(£B), m(£LC")=180°-2m(ZLC).

i1) Triunghiul ABC este obtuzunghic cu unghiul obtuz in A. Tangentele dintr-
un punct exterior la cerc fiind congruente, rezulta ca triunghiurile B'AC si C'AB sunt
isoscele si unghiurile ZA'B'C' respectiv. ZA'C'B' sunt exterioare acestor doua
triunghiuri. Atunci m(ZA'C'B") =2m(ZC'BA) (masura arcului AB) =2m(£/BAC).

Deci m(£C"=2m(£C).

Fig. 2.

Analog obtinem m(ZB')=2m(«B).
Atunci
m(Z£A"=180°-(m(£B"+m(£C"))=180°-2(m(«£B)+m(£LC))=
=180°-2(180°-m(£LA))=2m(LA)-180°
Deci m(£A'y=2m(£A)-180°.
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Fig. 3

2) Lungimile laturilor triunghiului tangential
Fie ABC triunghi ascutitunghic cu A'B'C' triunghiul tangential (Fig.1).
Triunghiul A'BC este isoscel cu (A'B)=(A'C). Cu teorema sinusurilor in
AC AB'
triunghiul AB'C obtinem: — =—
sinB' sinB
b _AB'
sin(180°—-2B) sinB
Dar sin(180°-2B)=sin2B=2sinBcosB.
bsinB b
Atunci AB'=— = si BC= .
2sinBcosB  2cosB cosB 2cosB
Cu teorema sinusurilor in triunghiul isoscel C'AB obtinem:
AB AC

sinC'  sinC’

care se mai scrie:

, deunde AB'= bSl—nB
sin(180° —2B)

, deci AB'= ! b

de unde
AC,_csinC_ csinC~ ¢sinC_ ¢sinC ¢
sinC'  sin(180°—-2C) sin2C 2sinCcosC 2cosC
Deci
AC=—F 1)
2cosC
. b c
Atunci B'C'=B'A+AC'= + .
2cosB  2cosC

Din teorema cosinusului avem:
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2

a’+c* —b? at+b*=¢?

cosB=——— si cosC=
2ac 2ab
Atunci
BC= b Lc b N c _
2cosB  2cosC 2az+cz—b2 2az+bz—c2
2ac 2ab

a*+c*=b* a*+b*-c

abc abc ( 1 1 j
= + ~=abc + =

T (@A) b -

_ abe a’+b*—c*+at+ct-b? abc-2a*
(a*+c>=b*)a’* +b* —c?)

B 2a°be B a
a’+c*-b’ 'az +b* -¢? 4a’he 2cosBcosC
2ac 2ab
Deci B'C': # .
2cosBcosC
Analog obtinem A'C':$, AB=— "
2cosAcosC 2cosAcosB

Dam si alte exprimari pentru lungimile laturilor triunghiului tangential.
Folosim teorema sinusului.

Din ——=2R obtinem: b =2RsinB.
sinB
Atunci BC=— 2 _2RSnB_ o5
2cosB  2cosB
¢ 2RsinC

Analog obtinem AC'= = RtgC.

2cosC  2cosC

Atunci B'C'=B'A+C'A=RtgB+RtgC adicd B'C'=R(tgB+tgC).

Analog obtinem: A'C'=R(tgA+tgC) si A'B'=R(tgA+tgB).

3) Perimetrul triunghiului tangential (P')
P=A"B+B'C'+A'C'=2R(tgA+tgB+tgC)

Dar tgA+tgB+tgC=tgA-tgB-tgC, atunci P'=2RtgA-tgB-tgC, relatie care se mai

scrie P'= 2R 20 AsinBsinC si cu teorema sinusurilor ( .a =2R, .b =2R,
cos AcosBcosC sin A sinB
.c =2R) obtinem:
sinC
a b c 1 abc
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4RS B S
4R*cosAcosBcosC  RcosAcosBcosC
S S

Deci P'= , atunci semiperimetrul p'= sau
RcosAcosBcosC 2RcosAcosBcosC

p'=RtgA-tgB-tgC.

4) Raza cercului inscris 1n triunghiul tangential (#')

Laturile triunghiului tangential sunt tangente in A, B, C la cercul circumscris
triunghiului ABC, deci raza cercului inscris In triunghiul tangential este

r'=R.

5) Aria triunghiului tangential S'

Fiindcd S'= p'#' obtinem S'= R’tgA -tgB-tgC .

6) Raza cerculul circumscris triunghiului tangential (R")

Cu teorema sinusurilor n triunghiul tangential obtinem:

Dar abc=4RS si atunci P'=

.a' =2R"' sau .LC':2R',
sin A sin(180°—2A)
de unde
o B'C' 3 a B
~ 2sin(180°—2A)  4cosBcosCsin2A
2Rsin A B R

- 8cosBcosCsinAcosA  4cosAcosBcosC

(Am tinut seama ca = 2R sisin2A=2sinAcosA).

sin A
R

4cosAcosBcosC |
7) Inaltimile triunghiului tangential (4., %,.,%..)

Deci R'=

'
1

h,
Din §'=2 2“ obtinem

ZS' 2R*tgA -tgB-tgC R sinA sinB sinC cosBcosC

h,="— =4
a' a cosA cosB cosC a
2cosBcosC
_4R’ sin A . sinBsinC 4R*sin A . sinBsinC
COSA a COSA 2Rsin A
Deci h;, = M .
COSA

2 RsinAsinC si . 2RsinAsinB

Analog obtinem #,, =
cosB

cosC
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8) Distantele de la centrul cercului circumscris triunghiului ABC la varfurile
triunghiului tangential A'B'C'

In patrulaterul inscriptibil AOBC', cu prima teoremi a lui Ptolemeu obtinem:
C'0O-AB=AC"-BO+AO-C'B (O — centrul cercului circumscris triunghiului ABC).

Dar AB=c¢, BO=AO=R si AC=C'B, deci C'O-c=2AC"R, din (1) avem

AC'= ¢ siatunci C'O-c= 2-cR ,deunde C'O = R .
2cosC 2cosC cosC
: R R
Analog obtinem: A'O = , BO= :
COosA cosB

9) Distantele intre varfurile triunghiului considerat si varfurile corespunzatoare
ale triunghiului tangential: AA', BB', CC'.
Aplicam teorema cosinusului in triunghiul ABA'
AA=AB*+A'B*>-2AB-A'Bcos(ZABA")
In triunghiul A'BC cu teorema sinusului obtinem:
A'B BC A'B BC

= sa =
sin(Z/BCA') sinA' ! sinA  sin(180—-2A)

care se mai scrie:

A'B  BC <au A'B  BC
sinA  sin2A sinA  2sincosA
deunde A'B= . Atunci
2cosA

2
AA =+ 9| __29 os(ZABAY)
2cosA 2cosA

2

. m
Obtinem AA"” = S—, de unde
cos” A

AA” cos’ A=m’
Atunci avem si BB" cos’ B=m, , CC" cos’C=m_ .

Adunand relatiile de mai sus si tindnd seama ca

3
m’+m;, +m; :Z(a2 +b* +c%)
obtinem
3
AA"” cos®* A+BB"” cos’ B+CC"cos’C = Z(a2 +b*+¢c%)

10) Aria unui triunghi nedreptunghic este medie proportionald intre aria
triunghiului sdu tangential si aria triunghiului sdu ortic, adica S° =S"S", unde S' si
S'"" sunt ariile triunghiurilor tangential si respectiv ortic.

S'=R*-tgA -tgB-tgC iar S"=2ScosAcosBcosC,

relatie demonstrata la triunghiul ortic. Atunci

174



sinA sinB sinC
cosA cosB cosC

S.S"=R?. -28cosAcosBcosC

de unde obtinem:
S'.S"=2SR*sinAsinBsinC
Din teorema sinusurilor

LoD _oR
sinA sinB sinC

avem:
sinA:&, sinB:i, sinC:i
2R 2R 2R

Atunci S'~S”=2SR2~a.—b.C, de unde S'~S”=S.abc, iar cu
2R-2R-2R 4R

S-4SR

abc =48R obtinem S§'-S''= =87, adica S"S"'=S".

11) Produsul distantelor unui punct de pe cercul circumscris unui triunghi la
laturile triunghiului sau tangential este egal cu produsul distantelor aceluiasi punct la
laturile triunghiului considerat.

Pentru demonstratie folosim o propozitie ajutatoare.

Lema 8.2. Distanta unui punct oarecare de pe un cerc la o coarda este medie
proportionala intre distantele aceluiasi punct la tangentele duse prin extremititile
coardei.

Demonstratie. Consideram un punct P pe cerc si PD, PE distantele lui P la
tangentele duse prin extremitatile coardei AB.

Fig. 4.

Triunghiurile dreptunghice PBE si PAM sunt asemenea fiindcd unghiurile
PAM si PBE au ca masura jumatate din masura arcului PB.
Din proportionalitatea laturilor obtinem:
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PE PB
PM PA
Si triunghiurile dreptunghice PBM si PAD sunt asemenea avand unghiurile

PBA si PAD congruente.
Scriem proportionalitatea laturilor

PB PM
PA PD
E PM
=—— de unde PM’=PD-PE. si lema este demonstrata.

Atunci obtinem: —— =
PM

In figura 5 se considera punctul P pe cercul circumscris triunghiului ABC si
PR, PM, PN distantele lui P la laturile triunghiului ABC, iar PD, PE, PF distantele lui P
la laturile triunghiului tangential. Cu lema considerata obtinem:
PM’=PF-PD, PR’=PF-PE, PN’=PE-PD
Inmultind membru cu membru relatiile de mai sus obtinem:
PM-PR-PN=PF-PD-PE.
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