A parcialis integralas tétele és kovetkezményei

0.1. Tétel (A parcialis integralas tétele — specialis eset). Ha F,G € Cla,b], F|qy)
és Gl(ap) differencidlhatok és a derivdltjuk integrdlhatd, akkor

b b

/F’G = FG|’ — /FG’.

a a

Bizonyitas. FG € Cla,b] az (a,b) intervallum pontjaiban differencialhato, és a derivalt,
az F'G + FG' fiiggvény integralhato (két-két integralhato fiiggvény szorzatanak Osszege),
ezért az ['G + FG' fiiggvényre (illetve e fliggvény [a,bl-re valo tetszGleges kiterjesztésére)
alkalmazhaté a Newton—Leibniz-tétel:

b b b
/F’G+ /FG’ = /(F’G+FG’) = FG|°,
végiil vonjuk ki mindkét oldalbol F'G’ integraljat. [J

1. Taylor-formula integral-maradéktaggal

1.1. Tétel. Legyen n nemnegativ egész, I C R nemelfajuld intervallum, f € C(I) n+1-szer
differencidlhato az I belsé pontjaiban, u € int(I) és v € I. Ekkor

(%

1
F0) = T ) = o [0 =270 @) de
’ n!
Bizonyitas. Az u = v eset trividlis, az u # v estben n szerinti teljes indukcioval bi-
zonyitunk: ha n = 0, akkor alkalmazhaté a Newton-Leibniz-tétel az F' := flj,, illetve
F = f|p. fiiggvény derivaltjara és persze F-re mint primitiv fiiggvényre, s ez éppen a

bizonyitand6 formulat adja. Az indukcios 1épésben a parcialis integralas imént bizonyitott
formulajat alkalmazzuk (megjegyzendd, hogy ebben a formuldban a és b szerepe felcserél-
hetd, tudniilik ez az ujabb valtozat tgy kaphatd a fenti formulabol, hogy annak mindkét
oldalat beszorozzuk (—1)-gyel):

v v

() (a1
£ (u) 1 )!/(U—x)”lf(n)(g;)dx—

(v — )" f ) (z) do = — (v —u)" + O3]

u u

(n) (4
= Iy )~ T ) = f0) — T ().

n!

1

n!
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2. A m szam irraciondlis voltanak bizonyitasa

Indirekt bizonyitast adunk: 7 > 0 miatt az indirekt feltevés tgy fogalmazhato, hogy
vannak olyan M, N pozitiv egészek, amelyekre 1 = M/N. Az indirekt feltevéshol a kovetkezd
képtelenség fog adodni: bevezetve miden pozitiv egész n esetén az

R>z py(x) = % [(M — Nz)|"

polinomfiiggvényt, ki fog deriilni, hogy ha n elég nagy, akkor az x, := fow sin -p,, integral
értéke 1-nél kisebb pozitiv egész, amihez persze elég azt igazolni, hogy az (z,,) sorozat olyan
nullsorozat, amelynek minden tagja pozitiv egész.

) (z,,) nullsorozat. Valoéban, abbol, hogy a negativ fSegyiitthatoju masodfoka p; po-
linomfiiggvény gyokei 0 és m, kovetkezik egyrészt az, hogy a (0,7) intervallumon pozitiv
értékeket vesz fel, masrészt az, hogy legnagyobb értékét a m/2 = M /2N helyen veszi fel,
tehat ugyanez allithato mind a pylox = (1/n!)p}|0,x, mind a sin-p,|p~ fiiggvényrdl is,
tovabbé az utobbi fliggvény legnagyobb értéke m” /n!, ahol m := py(7w/2), kovetkezésképp az
integralja feliilrél becsiilhets a m - m™/n! szammal, ami egy nullsorozat n-edik tagja.

II) Minden n-re x, > 0. Valoban, az f, := p, - sin | fiiggvény folytonos a 7/2 he-
lyen, ezért az ottani értékének a felét e-nal jeldlve, valaszthatd olyan ¢ > 0, melyre minden
x € [r/2 — 0,7/2 4 d] pontban sinzp,(z) > €, és minthogy a t6bbi pontokban f, értéke
nemnegativ, az integral intervallum szerinti additivitasabol és integrandus szerinti monoto-
nitasabol ezt kapjuk:

™ w/24+6
/pn(a:) sinzx dz > / pn(x)sinz dz > 26 > 0.
0 w/2—6

[ITI) Minden n-re xz, egész szam. Teljes indukcioval bizonyitjuk, hogy minden pozitiv
egész m szamra, az (x,) sorozatnak az m-nél nem nagyobb indext tagjai egészek. Ez az
allitds m = 1-re igaz, mert egyrészt a Newton-Leibniz-formula szerint o = 2, méasrészt a
parcialis integralas tételét kétszer alkalmazva, mindkét alkalommal az els6 tényezét derivalva
s a masodik tényez6nek véve primitiv fiiggvényét,

T :/ (M — Nzx)sinzdr = / (M —2Nz)coszdr = 2N/ sinxdzr = 4N.
0 0 0

Tegyiik fel, hogy x, x1, . .. x,, egészek, megmutatjuk, hogy z,,.1 is egész. Bevezetve a p := p;
jelolést, felhasznalva az elemi szamoléssal igazolhato [p'(z)]? = —4Np(z)+M?, p’(x) = —2N
azonossagokat és az Osszetett fiiggvény derivalasi szabalyabol adodo pl, = p,—1p’ egyenlséget
((id™ /n!) =id""* /(n — 1)!), tjabb két parcialis integralassal ezt kapjuk:

Tong1 =/ Pmt1 sin:/ pmp/COS:_/ [Pmp” 4 Pm—1p'?] sin =
0 0 0

= / [2Npy, + ANpPpp—1 — M*pp,_1] sin = / [2Np,, + 4ANmp,, — M*p,,_1] sin =
0 0

= 2N(1 +2m)zy, — Mz, _1;

marpedig az utobbi szam egész, hiszen egészek szorzata és egészek kiilonbsége egész. [
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3. A Wallis-formula és két kovetkezménye

Emlékeztetiink a szemifaktoridlisok értelmezésére: pozitiv egész n esetén (2n — 1)!! az
els6 n paratlan pozitiv egész szorzata, (2n)!! pedig az els6 n paros pozitiv egészé, tovabba
ol := (=Dl := 1.

3.1. Lemma. Minden nemnegativ egész n szam esetén

71'/2 71'/2
o R Y - __(2n)
Qop 1= /sm rdr = W Ty Agn41 *= [ SN rdr = (2n + DI
0 0

Bizonyitas. Teljes indukcio: evidens, hogy ag = 7/2, a Newton—Leibniz-tétel szerint pedig

a; = —cos 3 +cos0 = 1, vagyis n = 0 esetén mindkét allitas igaz. Barmely pozitiv egész
k-ra
w/2 w/2 w/2
1
A1 = /SinkJrl = /Sink_1 (1 —cos®) = ap_1 + z /(k sin"! cos) - (— cos) =
0 0 0

—a parcialis integralas tételét alkalmazva—

w/2
1 1 1
= Qp—1 — % Sink<ﬂ'/2) COS(7T/2) + E Sil’lk Ocos0 — E / Sink -sin = Ap—1 — E(I]H_l,

0

ahonnan ag1 = [k/(k + 1)]ak—_1, tehat

2n+1 Cn+ D! 7 ) 2n + 2 (2n +2)N
Aopgo = ——— Aoy = ————— * — és Aopi3 = ——— Qopy] = ———————.
T o427 T 2n+ ) 2 T o +3 7T (20 + 3)l
O]
3.2. Tétel (Wallis-formula).
T [(2n)1)? . 2-2 4.4 2n - 2n
— = lim = lim — - ——-...- .
2 asoo (2n—DIE2n+ 1) nsx1-3 3.5 2n—1)(2n+1)

Bizonyitas. Minden = € [0,7/2] szam szinusza a [0, 1]intervallumban van, ezért az n —
sin” x sorozat monoton fogyd. Ebbél az integrandus szerinti monotonitas tétele alapjan
minden pozitiv egész n-re (a lemmat és annak jel6lését is hasznélva)

Cn+ DI 7
Ap42 S An41 S Gp, , azaz a1 on 5 S

(2n)!! (2n — )N
(2n +2)N =

2Cn+ DI = (2n)!

m
2

adodik. Szorozzuk be az utobbi egyenlGtlenség-par oldalait a (2n)!!/(2n — 1)!! szdmmal:

2n+1 7 < [(2n)!1)?

T
- < =
m+2 2= Cn—DN2n+ DI — 2

vagyis a tétel a kozrefogési elvbdl kovetkezik. [
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3.3. Tétel (Stirling-formula). Az (n!) sorozat ,,aszimptotikusan egyenlé” az
n — (n/e)"/2mn sorozattal, ami azt jelenti, hogy

| npl
_ n! e"n!
lim ——— =1, azaz Sy = - — V2m.

n—o0 (% "/ 2mn ntta

Bizonyitas. A bizonyitas nehezebbik része, nevezetesen annak a bizonyitasa, hogy az (.S,)
sorozat konvergal valamilyen pozitiv A szdmhoz, elhangzik az elGadéason, ezért itt csak azt
igazoljuk, hogy A = v/2x. (W,,)-nel jelolve az el6z6 tételben szerepld 7T/2 hoz tarto (Wallis-

féle) sorozatot,

A% 1lim(S?) S2

T 00 iy 2

A lim(Sy,) n—o Sy,

miatt elég azt igazolni, hogy az n — S2/Ss, sorozat el6all a /m/2-héz tartd (vVW,,) soro-
zatnak és egy 2-hoz tarté sorozatnak a szorzataként: S2/Ss, =

A:

(2n)>Fz(n)2 V/2(27))(270)) V2(2n)! V2v2n 41
Tt 2n)  n(2n— DI Va(2n — 1) = VW= Jn = V4 n

]

3.4. Tétel.

/e_Ide = \/7%

0

Bizonyitas. ElGszor azt igazoljuk, hogy minden nemnegativ egész n-re a [0, +00) 3 = —
e fiiggvény improprius értelemben integralhat6. Valoban, abbol, hogy lim,_, o t"Tle™ =
0 és lim, o 22 = 400, a kompozicié hatarértékérsl szolo masodik tételiink alapjan ko-

vetkezik, hogy lim, o 22"t2¢~%" = (), ezért van olyan b > 1, amelynél nagyobb 2 szamok
mindegyikére
x2n+2 ) " 1
s < 1, S 1gy e? < P

Allitasunk tehat a majorans kritériumbol, s abbol a ténybél kovetkezik, hogy az

[1,4+00) 2 !
,+o0) 31— —

)
fliggvény improprius értelemben integralhato. Bevezetve az

+00
I, = /x"e_””2 dz, 1:=1
0
jeloléseket, jegyezziik meg, hogy I; = 1/2, hiszen n = 1 esetén egy primitiv fiiggvény az
X —%e‘xQ fiiggvény, melynek hatarértke a +oo-ben 0, a 0 helyen —1/2.
Minden pozitiv egész n-re, alkalmazva a parcidlis integralas tételét, az alabbi egyszeri
Osszefiiggés nyerhetd I, 1 és 1,11 kozott:

“+oo “+00
1

2 n 2 n
5 /(—x")e‘m (—2z)dx = B / "o dr = Eln_l’

0 0

In—l—l -
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tehat minden nemnegativ egész k-ra

2k —1 2k — 1)l k!
= [2]6,2 =...= %I és I2k:+1 = k[gkfl =...= k'II = —.

Most a Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij-egyenlGtlenség felhaszndlasaval, ismét minden
pozitiv egész n-re, az I? < I, 11,1 egyenlGtlenséget igazoljuk:

z 2
n—1 t2 n+1 t2
=11 t —— |tz —— ) dt| <
[ fo (5 () o]
0

T x

< lim /t”1exp(—t2)dt/t"“exp(—tQ)dt = L 1lpp.

Tr—400
0 0

Kombinaljuk 6ssze a most igazolt egyenlGtlenséget az elGtte bizonyitott rekurzios formuléval:

I2 < 2I2 | majd irjuk fel ezt is kiilon a péaros, és kiilon a paratlan n-ekre:
2k +1 (K% (2k+1)[((2k — )12

2 2 2

I3, < 5 L5, azaz 1 < S I,

(2k + 1)!!]2 2 (kDK

122k+2 < (k+ 1)]22k+1> azaz [ ok+1 4 3

ezek atrendezésével

1 2k 77 ) 2k 42
- <2 <
o= {(%-1)!!} <20 = Wi

adodik, igy hatéarértékekre attérve a Wallis-formula alapjan kapjuk, hogy 27% = 7/2. [J

4. A parcialis integralas altalanos tétele

4.1. Tétel. Ha F és G az f € R|a,b], illetve g € R|a,b] fiigguény egy-egy integrdlfiggvénye,

akkor
b b

/Gf: FG]I;—/Fg.

a a

Bizonyitas. Az integralfiiggvények folytonosak, tehat integralhatok, integralhato fiiggveé-
nyek szorzata és Osszege integralhato, tovabbéa az Osszeg integréilja egyenld az integréalok
Osszegével, igy elég azt igazolni, hogy

b

Fal! = / (Fg+Gf) .

a

az utobbihoz pedig azt, hogy F'G integralfiiggvénye az Fg + Gf =: ¢ figgvénynek. FG
Lipschitz-fiiggvény, hiszen ha K és L az F, illetve a G fiiggvény egy-egy Lipschitz-konstansa,



4 A PARCIALIS INTEGRALAS ALTALANOS TETELE 6

A és B pedig az |f|, illetve a |g| fliggvény értékkészletének felsd hatara, akkor barmely
a <x <y <besetén

‘f (¥)g(y) — f(x)g(x)
Yy—x

<

_ ‘f (¥)g(y) — f(x)g(y) + f(x)g(y) — f(x)g(z)
y—x

S‘M < KB+ AL.
Yy—x

o6 + 1] | 0=

Tovabba az F'G fiiggvény a Lebesgue-nullmértéki dis(f)Udis(g) halmaz pontjain kiviil min-
den z € (a,b) pontban differencialhato és (FG) (x) = F'(x)G(x) 4+ F(x)G'(z) = f(2)G(z) +
F(z)g(z) = ¢(z), tehat az integralhato fiiggvény integralfiiggvényeinek jellemzésérsl szolo
tétellink szerint F'G' valoban integralfiiggvénye ¢-nek. [



