3. Divizibilitatea in multimea numerelor naturale
3.1. Criteriile de divizibilitate cu 10, 2, 5, 100, 4, 25,9, 3, 8, 7, 11, 13, 27, 37

3.1.1. Criteriul general de divizibilitate a numerelor naturale

Prin criteriu de divizibilitate a unui numar natural m printr-un numdr natural d se
intelege o conditie necesard si suficientd pentru ca numarul m sd se Impartd exact prin
numarul d (notatie: m = M(d)).

In sistemul zecimal, numarul m =a a

nn-1°

.a,,a,d, ..a,a, se poate scrie in mod

unic sub forma:

m=a, 10"+ a,.10"" +.. . +a ;41 . 10" + @, 10"+ a4, 10" +... 4+ @,.10* + a,.10 +
unde a, , a,1,..., @y € {1,2,3,4,5,6,7,8,9}cu a, # 0, iar numarul d<m se poate scrie
(scrierea nu este unicd ) sub forma de d=10"+q, unde k<n este numar natural, iar q
este numar natural .

3.1.2.Criteriul general de divizibilitate a unui numar natural m prin numarul
natural d

Conditia necesara si suficientd pentru ca numarul natural m sa fie divizibil prin
numarul natural d este ca suma:

_ 2
S=a,,a,,...a,.a, - qQ Ayl e Qpaap T q A3pAsp--- Qg dog -

3
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Sa fie multiplu de d, unde d= 10*+q, k<n este un numir natural iar q este un numar
natural .

Demonstratie:

Numarul m se poate scrie astfel:

m=a,.10"+ a, 1. 10" +.. Fay 105" + 2 10+ 2 .10 +.. 4 2,107+ 2,.10 + ap= = a,.
1105+ 251052+ L+ 2,107+ 21,10 + ag) + 105 . (ayer. 105" + ay, 102+ +... +
ak+2.10k+2 + +ag.10 + ay) + 102k(a3k_1.10k'1 + a3k_2.10k'2 + ...+ 32k+2-102 + ay+1.10 + ayy)

— k 2k
+..=aa,,..aa, 100 . a,,_.ay ,....a,a, + 107ay, a5, 5...0,,,,0,, t ...

a, a, ,..a,a, + [(10%q)-q] .ay a5y ,.a,,a, + +H(10%q) + 7]

k _
Ay 1Ay -l @y [(10%4pY)  -p’] @y gy pellyy@y =
=M(10*+q)+s=M(d)+s ceea ce trebuia demonstrat. in demonstratie s-au folosit
proprietatile: 10™*-q*=M(10*+q) si 10*""V*+¢?"'=M(10"+q), ¥V 1 eN.

3.1.3. Aplicatii ale criteriului general de divizibilitate

3.1.3.1. Criteriul de divizibilitate prin 10, respectiv prin 2 sau 5

Daca se alege q=0 si k=1 in criteriul general de divizibilitate rezulta:

Pentru ca un numar natural m sd fie divizibil prin 10, respectiv prin 2 sau 5 este necesar
si suficient ca ultima cifrd a lui sd fie 0, respectiv ca ultima cifrd a lui n sa fie divizibila
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prin 2 sau 5. Prin urmare numerele naturale divizibile cu 10 sunt de forma

m=a,a, ,..a,a,0, numerele naturale divizibile cu 2 au ultima cifra 0, 2, 4, 6, 8 iar

n-1-*

numerele naturale divizibile cu 5 au ultima cifra O sau 5.

3.1.3.2. Criteriul de divizibilitate prin 100, respective prin 4 sau 25

Daca se alege q=0 si k=2 in criteriul general de divizibilitate rezulta:

Pentru ca un numar natural m sa fie divizibil prin 100, respectiv 4 sau 25 este necesar
si suficient ca ultimele doua cifre ale lui m sa fie 0, respectiv ca numarul format din
ultimele douda cifre ale lui m sa fie divizibile prin 4 sau 25.

Numerele naturale divizibile cu 100 au forma:

m=a,a, ,a, ,..a,a,00 iar numerele naturale divizibile cu 25 au una dintre formele

m=a,a, . LA, ...0,0,25, ms=a,a, ..a;a,50, sau

.a;a,00, my>=a,a

m/~=a,a, ,..d,a,75.

3.1.3.3. Criteriul de divizibilitate prin 9, respectiv 3
Daca se alege q=-1 si k=1 1n criteriul general de divizibilitate rezulta:

Pentru ca un numar natural m=a, a, ,...a,a,0 sa fie divizibil prin 9 respectiv prin

divizorul sau 3 este necesar si suficient ca suma a,+a,+..+a,  +a, sa fie

divizibila prin 9 respectiv 3.

Exemplu: 139977=M9 deoarece:
a,+a,+a,+a;+a, +a;,=7+7+9+9+3+1=36=M9

3.1.3.4. Criteriul de divizibilitate prin 11
Daca se alege q =1 si k =1 in criteriul general de divizibilitate rezulta:

Pentru ca numarul natural m=a,a,_,...a,a,0 sa fie divizibil prin 11 este necesar si

suficient ca s=a, —a, +.a, —a, +a, —... sd fie divizibila prin 11.

Exemplu: 563618=M11 deoarece a,- a,+a,- a;+a,- a;=(aptartas) — (a;+aztas) =
(8+6+6) — (1+3+5)=20-9=11=M11

3.1.3.5. Criteriul de divizibilitate prin 8
Daca se alege q=-2 si k=1 in criteriul de divizibilitate rezulta:

Pentru ca numarul natural m=a,a,_,...a,a,a, sa fie divizibil prin 8 este necesar §i

suficient ca ay +2a;+4a; sa fie divizibila prin § .

Observatie: ap +2a;+4a; = ap +2(a;+2a3)=apt2(a;+10a,-8a3)=
= a0+2(a1+10a2)—2 -8 a2={[a0+2 a,a, ]-2 -8 az} 8
si prin urmare un numar natural este divizibil prin 8 dacad si numai daca suma dintre
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dublul numarului de doud cifre, format din cifra sutelor si cifra zecilor, plus numai
numarul reprezentat de cifra unitatilor este un numar divizibil prin 8.

Exemplu: 453864:8 ?

Solutie:
a) a;=4,3=6,a,=8.
ap+t2a,+4a,=48:8 =453864:8
b) Avem:
2-86+4=172+4=176
2-17+6=40:8 rezultd cd 453864:8 .

3.1.4. Criterii de divizibilitate cu 7,11,13,27 si 37

3.1.4.1. Criteriul de divizibilitate cu 7,11 sau 13

Numarul natural m=a,a,_,...a,a,a, se divide cu 7,11 sau 13 daca si numai daca

a,a, ,..a,a, - d,a,a, sedivide cu 7,11, respectiv 13.

Demonstratie :
Avem

m=da, +a, '10+02102+103 -(a3 +a, -10+...+an _10"‘3):

=a,a,a,+(1001-1)-a,a, | ...a,a, =

=7-11-13--a,a, ,...a,a, -(a,a,_,...a,a, -a,a,a, )

sidecipentru d € { 7,11,13 } avem m:d < ( a,a, _,...a,a, -a,a,a, ):d.

3.1.4.2. Criteriul de divizibilitate cu 27 sau 37

Numarul natural m=a,a,_,...a,a,a, se divide cu 27sau 37 dacd si numai daca

a,a,,..a,a, +a,a a, sedivide cu27 respectiv 13.

n“n-1°
Exemplu: Sa se decidd daca numarul 1 236 133 este sau nu divizibil cu 37.

Solutie: Avem: 1+ 236 + 133 = 370. Cum 370 : 37, numarul dat este divizibil cu
37.

3.1.5. Teoreme de divizibilitate

Teorema 1: Daca fiecare termen al unei sume/diferente este divizibil prin acelasi
numadr, atunci si suma/diferenta se divide prin acel numar.

Teorema 2: Intr-o suma/diferentd de doi termeni, daci suma/diferenta si unul din
termeni se divid prin acelasi numar, atunci si celdlalt termen se divide prin numarul
dat.
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Teorema 3: Pentru ca un produs sa fie divizibil printr-un numar este suficient ca unul
din factorii produsului sa fie divizibil cu acel numar.

Teorema 4: Intr-o impirtire cu rest, dacd deimpartitul si impartitorul se divid
printr-un numar dat, atunci si restul se divide prin acel numar.

3.1.6. Proprietati:
(r) Relatia de divizibilitate este reflexiva: Orice numar se divide cu el insusi.
(a) Relatia de divizibilitate este antisimetrica: Dacd a divide pe b si b divide pe a
atunci a = b.
(t) Relatia de divizibilitate este tranzitiva: Daca a divide pe b §i b divide pe c, atunci
a divide pe c.

3.1.7. Observatie ( Criteriul de divizibilitate cu 19)
Un numar este divizibil cu 19 daca si numai daca numarul zecilor numarului adunat cu
de doud ori numarul reprezentat de cifra unitatilor este un numar divizibil cu 19.
Exemplu: Sa se decida daca numarul 47 063 este sau nu divizibil cu 19.
Solutie: Avem: 4706 +3-2= 4712
471 +2-2=475
47+5-2=57
5+7-2=19.
Cum 19 : 19, numadrul dat este divizibil cu 19.

3.2. Numarul si suma divizorilor unui numar natural. numér perfect

3.2.1. Notatie: Pentru un numar natural » vom nota cu Z'(I’l) numarul divizorilor sai
naturali.

3.2.2. Teorema:
Pentru n=p/" - p5* -+ p avem relatia 7(n)=(e, +1)-(a, +1)--+(et, +1).

3.2.3. Exemple:
(D) Determinati numadrul divizorilor numadrului 360. Scrieti prin
enumerarea elementelor, multimea Ds¢ .
Solutie:
Din numaérul divizorilor lui 360 este (3+1)-(2+1)-(1+1) rezulta ca 360 are 24 de
divizori.
2) Cati divizori, in multimea numerelor naturale, are numarul 2'%-5°

+2°.5%9
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Solutie:
Numirul se scrie 2°-5%11 si numarul are 180 de divizori.

3) Determinati toate numerele naturale de forma a = 2™ - 3", unde m
si n sunt numere naturale, care au exact 8 divizori.
Solutie:
Din (m+1)-(n+1) = 8, gasim: 37, 54, 24, 2.

@) Determinati toate numerele naturale divizibile cu 10 si care au 4
divizori.
(G.M. 2-3/1993)
Solutie:
Din A = a™ -b" -2* -5” si (m+1)(n+1)(x+1)(y+t]) =4six+1>22, y+1>2,
obtinem: m=0,n=0, x=1,y=1= A=10.

3.2.4. Notatie: Pentru un numar natural » vom nota cu O'(n) suma divizorilor sai
naturali.

3.2.5. Teorema:

Pentru n=p/" - p53* -+ p;* avem relatia
a;+1 a,+1 a;+l1
1 _1 2 _1 k _1
0(n)= P Py - Py
-1 p-1 pi—1

3.2.6. Exemplu: Sa se determine suma divizorilor naturali ai numarului natural 28.
Solutie: Suma divizorilor naturali ai numarului natural este: 1+2+4+7+14+28=56.
3.2.7. Definitie: Un numar natural se numeste perfect daca O'(n) =2-n.

3.2.8. Observatie: Numerele perfecte au fost studiate inca din antichitate cand erau
cunoscute numerele perfecte mai mici decat 10 000 si anume: 6, 28, 496, 8 128.

3.3. Cel mai mare divizor comun (c.m.m.d.c.)

Fie numerele 12 si 18. Existd numere naturale, divizori comuni ai celor doua
numere ?

Avem: D12 = {1, 2, 3, 4, 6, 12} 5 D13 = {1, 2, 3, 6, 9, 18}

Divizorii comuni sunt dati de Dy, 15 = Dj; N Dys.

Avem: D12 M Dlg = {1, 2, 3, 6}

3.3.1. Definitie: Cel mai mare dintre divizorii comuni ai mai multor numere
date se numeste cel mai mare divizor comun.
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Notidm: c.m.m.d.c. (12;18) = 6 sau, mai simplu: (12;18)=16
citim: cel mai mare divizor comun al numerelor 12 si 18 este 6.

Cel mai mare divizor comun a doua sau mai multe numere naturale date
reprezintd cel mai mare numar natural care divide fiecare din numerele date.

3.3.2.Exerecitii:
1. Sa se scrie prin enumerarea elementelor: Dg; 10; D3. 215 D1s; 205 D12: 255 Da:27 -

2. Sa se determine cel mai mare divizor comun al numerelor: a) 9 si 21; b) 20
sil6;c)12s139; d) 15;255130; e) 18;9si127; f) 1451 45; g) 8; 12 si 33.

3. Sa se determine cel mai mare divizor comun al numerelor: a) 4 si 12; b)
27 $i9; c) 20; 10 s140; d) 12;6 si24; e) 15si45; f) 81 5127, g) 42;2si 30;
h) 33; 66 si 11.

Analizand exercitiul 3 retinem:

Daca un numar din cele date este divizor al fiecaruia din celelalte numere,
atunci acesta este cel mai mare divizor comun al numerelor date.

4. Folosind observatia desprinsa din exercitiul 3, sa se determine valoarea
logica a propozitiilor urmatoare:
pi: (45:9)=9,
pa: (25;125)=125,
ps: (64;32;16)=16,
ps: (119;17;34)=17.

3.3.3.Determinarea celui mai mare divizor comun folosind descompunerea
numerelor in produse de factori primi

Prin procedeul expus mai sus, dacd numerele sunt mici, determinarea celui mai
mare divizor comun este relativ simpla.
Dam, in continuare, un alt procedeu pentru aflarea celui mai mare divizor comun, fara
a scrie multimea divizorilor fiecarui numar.

Fie numerele 180 si 630.

Pentru a determina cel mai mare divizor comun al numerelor date: descompunem
numerele in produse de factori numere prime: 180 = 2% - 3% 5, 630 = 2-3%.5.7, divizorii
comuni trebuie sa contina cel putin unul din factorii primi comuni cu exponentul cel
mai mic. Daci ei ar contine, de exemplu, si factorul 7, ar fi divizori ai numarului 630,
dar nu si ai numarului 180, daci ar contine factorul 2% ei ar fi divizori pentru 180 dar
nu si pentru 630. Asadar, cel mai mare divizor comun, fiind cel mai mare numar care
divide fiecare din numerele date, va contine factorii primi comuni cu exponentul cel
mai mic.
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3.3.4.Concluzie: Pentru a determina c.m.m.d.c. al mai multor numere date
descompunem numerele in produse de factori numere prime, apoi efectuam produsul
factorilor primi comuni, considerati o singura datd, cu exponentul cel mai mic.

Exemple:
(1) 180=2%.3%.5
630=2-3>.5.7
(180; 630)=2-3%*.5=90

2) a=2%.3.5

b=2%-3-11
(a;b)=2%-3=12
(3) a=2-3*.5°
b=7-11
(a;b)=1

Numerele a si b din exemplul (3) au un singur divizor comun, pe 1.

3.3.5. Definitie: Numerele pentru care cel mai mare divizor comun al lor este
1 se numesc numere prime intre ele.

3.4. Cel mai mic multiplu comun (¢.m.m.m.c)

Fie numerele 3 si 7. Existd numere naturale multiplii comuni ai numerelor 3 si
77
Avem: M;=1{0,3,6,9, 12, 15,18, 21, 24, 27,30, ..., 3n, ...},
M;=1{0,7, 14,21, 28,35,42, ..., 7n, ...}
Multiplii comuni sunt dati de M;.;,=M; N M5,
M3;7 =M; "M, = {0, 21, 42, ceey 2111, }

3.4.1.Definitie: Cel mai mic dintre multiplii comuni, diferit de zero, al mai
multor numere naturale date, se numeste cel mai mic multiplu comun.

Notam: c.m.m.m.c. [3; 7] =21 ,sau, simplu: [3;7]=21,
citim: cel mai mic multiplu comun al numerelor 3 si 7 este 21.

Numarul 21 este cel mai mic numar natural care se divide prin fiecare din
numerele date.

3.4.2. Exercitii:

1. Sa se determine primii 6 multipli comuni ai numerelor 5 si 8.

2. Sa se determine primii 5 multiplii comuni, diferiti de 0, ai numerelor 9 si 15.

3. Sa se scrie enumerand elementele: M3, 4; My, ¢; Ms. 105 Ms. 6, specificand de
fiecare data cine este c.m.m.d.c. al numerelor date.
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3.4.3.Determinarea celui mai mic multiplu comun folosind descompune-
rea numerelor in produse de factori primi

Fie numerele 180 si 630.

Pentru a determina cel mai mic multiplu comun al numerelor date:

> descompunem numerele in produse de factori numere prime: 180 =27 - 37
5,630=2-3".5.7,

> multipli comuni trebuie sa contind factori primi comuni §i necomuni cu
exponentul cel mai mare. Cel mai mic multiplu comun, fiind cel mai mic
numar care se divide cu fiecare din numerele date, va contine factorii
primi comuni §i necomuni, o singura data, cu exponentul cel mai mare.

3.4.5.Concluzie: Pentru a determina c.m.m.m.c. al mai multor numere date:
descompunem numerele in produse de factori numere prime, apoi efectuam produsul
factorilor primi comuni si necomuni, considerati o singura datd, cu exponentul cel mai
mare.

Exemple:

(1) 180=2%-3%.5

630=2-3*-5.7
[180; 630]=2%-3%-5-7=1260
2) a=2%.3.5

b=2%-3-11
[a;b]=2%-3.5%.11=13200
(3)a=2-3*.5
b=7-11

[a;b]=2-3%.52.7-11= 34650
Numerele a si b din exemplul (3) nu au factori primi comuni, ¢c.m.m.m.c.
este egal cu produsul numerelor.

3.4.6. Exercitii:

Sa se calculeze c.m.m.m.c. al numerelor:
a) a=3-5".7 sib=2".3".11,
b) a=2>-5"-13si b=2%-5-13,
¢c) a=3-11-19 si b=2°-5.31,
d) 420 si 588,

e) 360 si 504,

f) 900 si 450,

g) 144;36 si 72,

h) 625 si 750,

i) 216si 160,

j) 200 si441,

k) 29751260,

1) 315;405si 675,

m) 540; 5581576,
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n) 348;6125i984,

o) 27;1215si260,

p) 10875si 1500,

r)  9656; 14 484 si 24 140,

s) 1638;663si897.
Observatie: Date fiind doud numere naturale a si b, avem: (a; b) - [a; b] = a - b.
Verificati proprietatea folosind, din exercitiul de mai sus: d), e), f) h), i), j) si k).

3.5. Divizibilitatea unei expresii cu un numar

3.5.1. Algoritm: 1. Se pune in evidentd numarul — factor al expresiei date
2. Se descompune numdrul in produse de factori numere prime intre
ele si se verifica divizibilitatea expresiei prin fiecare factor.

3.5.2. Exemple:
(1) Stabiliti daca numéarul E = abcd + dcba se divide cu 11.

Solutie: E=1001-(a+d) + 110-(b + ¢), numar divizibil cu 11.

(2) Demonstrati cd numarul
S =(2001 + 2000 — 1999 — 1998) + (1997 + 1996 — 1995 - 1994) + ... + (5 +4-3-2)
+ 1 este divizibil cu 2001.

(GM 9-10/2001, p. 370)

Solutie: In fiecare paranteza rezultatul este 4. Avem (2001 - 1): 4 = 500 (paranteze).
Avem S=500-4+1=2001.

(12288)  Fie S =abd+aba +alb. Dacé termenii sumei sunt numere scrise in
baza 10, stabiliti daca suma este sau nu un numadr divizibil cu 7.

Solutie: Suma este echivalenta cu: 7-(43a+3b+2), numar divizibil cu 7.
3.6. Determinarea a doua numere naturale cind se cunosc ¢c.m.m.d.c./c.m.m.m.c.
si respectiv suma/produsul lor

3.6.1. Algoritm: Se exprima numerele ca produse dintre c.m.m.d.c. si doud numere
prime intre ele .

3.6.2. Exemplu:

Suma a doud numere naturale este 1 089 iar c.m.m.d.c. al lor este 121. Sa se afle
numerele.
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Solutie: Fie x si y cele doud numere. Avem x = 121a si y = 121b, cu (a,b) = 1,
121(a+b) = 1089, de unde a+b = 9. Avem posibilitatile:a=1,b=8;a=2,b=7;a=3,
b=6;a=4,b=>5, de unde, numerele cautate sunt: 121 si 968; 242 si 847; 484 si 605

3.7. Exercitii si probleme propuse

1. Decideti dacid numirul A = 2907'° + 2908'"" + 2909'" + 2900'*" este sau nu
divizibil cu 10.

2. Numerele de forma ab00 divizibilecu9sunt: ...........covvvvennneen...

3. Daca numarul 1a2a3ada5a6a7a8a9 este divizibil cu 9, atuncia = ...

4.Numirul 5'°" -2'% + 4 este divizibil cu 9 daca si numai daci a este:
a) 4, b)) 5 ¢ 3 d 9.

5.Valoarea de adevar a propozitiei:
p: ,,Orice numar natural care se divide prin 8 si 6, se divide prin 48 este ....

6. Cate numere naturale de forma 7x2y, scrise In baza 10, exista ? Cate dintre ele se

divid cu 2 ? Cate se divid cu 4 ? Cate se divid cu 5 ? Cate se divid cu 10 ? Cate se divid
cu9?

7. Numarul numerelor naturale formate din trei cifre, divizibile cu 9 si care au cifra
unitatilor 9 este egal cu ....

8. Si se determine cel mai mare numar de forma 7x2y multiplu al lui 9.

9. Determinati toate numerele n = a2345bdivizibile cu 9. Céate dintre ele sunt
divizibile cu 72 ?

10. Cate numere de forma abc2 sunt divizibile cu 4 si au proprietatea ca ab este un
patrat perfect.

11.Stabiliti care din numerele date sunt divizibile cu 8: 392; 984; 1 220; 2 464; 337;
3968; 9768; 7680; 34416; 28 728; 17 776; 16208; 5992; 2 648.

12. Determinati toate numerele de forma: a) 25x2; b) x408; c) 12x32 divizibile cu
8.

13. Numarul numerelor naturale de forma 3xyz136 , divizibile cu 8 este egal cu....
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14. Consideram numerele: 517; 1 001; 222; 4 697; 6 105; 3 839; 4 444; 803; 661;
961 796; 7 967 036; 411. Organizati numerele in trei coloane:

(1) numere divizibile cu 11,

(2) numere divizibile cu 11 si 2,

(3) numere care nu se divid cu 11.

15. Determinati toate numerele de forma 23x511 divizibile cu 11.

16. Stabiliti daca numarul E = abcd + dcba se divide cu 11.

17. Stabiliti care din numerele care urmeaza sunt divizibile cu 7: 371; 146; 329; 273;
644; 555; 798; 252; 616;917; 1 792; 1 200; 413; 2 156; 511; 488; 16 408.

18. Determinati numerele de forma: a) x6 543; b) x7302; c) 4 23x; d) 14250x;
e) 124x4; f) 5x102 divizibile cu 7.

19. Determinati D = 1212x6 —9x67 , stiind ca fiecare termen este divizibil cu 7.

20. Fie S=ab4+aba+alb. Daca termenii sumei sunt numere scrise in baza 10,
stabiliti daca suma este sau nu un numar divizibil cu 7.

21. Fie E = la5h+15ab+1b5a+1ab6—a. Daca toti termenii sunt numere scrise in
baza 10, stabiliti daca E este sau nu un numar divizibil cu 7.

22. Sa se determine toate numerele de forma 2_yz divizibile cu 6 si care nu se divid cu
9.

23. Consideram toate numerele naturale formate din doua cifre.

a) cate din aceste numere sunt multipli ai lui 6 ?

b) céte din numerele considerate sunt divizibile cu 2 dar nu se divid cu 3?

¢) determinati suma numerelor multipli ai lui 3 dar care nu sunt multipli ai lui 2.

24. Determinati numarul numerelor naturale nenule cel mult egale cu 1000:
a) care se divid si cu 3 sicu 5.
b) care nu se divid nici prin 3, nici prin 5.
¢) care nu se divid nici cu 2 si nici cu 5.

25. Numerele de forma xyl5 divizibilecu 15sunt ...........................

26. Determinati cifrele a si b stiind cd numarul 3a7b este divizibil cu 15.
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27.

28.

29.

30.

31.

32,

33.

34.

3s.

36.

Daca @ t45,atuncix =... ,y= .. X =,y =5 X= ., V=

Sa se determine x si y astfel ca numarul m sd fie divizibil cu 18.

Sa se determine numerele de forma abab care sunt divizibile cu 12.

Determinati cifrele a, b si ¢ stiind ca la3bc este divizibil cu 75.

Determinati cifrele x si y astfel incat m sa se divida cu 55.

Determinati numerele de forma 1099abc divizibile cu 280.

Cate numere de forma abbac sunt divizibile cu 440 ?

Gasiti toate numerele de forma m , scrise in baza zece, care se divid cu 120.

Aflati toate numerele de forma 2551xyz, scrise in baza zece, care se divid cu 125.

Determinati un numdr scris cu zece cifre distincte, multiplu de 125. Cate astfel de

numere exista ?

37.

Demonstrati cd numdrul abab —baba se divide cu 909.

38.Numirul abc are cifrele distincte si strict mai mici decat 6. Daca abc se divide cu
(a+b+c),sisearateca (b+c)(c+a)(a+b) sedividecu(a+b+c).

39.
187

40.

(GM 11/1999, p. 454)

In sistemul de numeratie zecimal, aflati cifrele nenule a si b astfel incat (E +E) :

Fie x, y si z cifre consecutive in sistemul de numeratie zecimal astfel Incat

@ =z+19. Si se arate c¢i numiarul xyz este divizibil cu 19.

41.

Sa se demonstreze ca:

a) V n e N* numerele de forma A = 10" + 62 se divid cu 18.

b) V n e N* numerele de forma N = 10°" - 385 se divid cu 15.

¢) Vn e N, numerele de forma 5™2+5""+5" se divid cu 31.

d) Vne N* numirul A =6"+2". 3" +2". 3 ge divide cu 13.

e) Numerele de forma a= 72"+ 3*""1.2°""1 4+ 8"".9" n e N* se divid cu 15.
f) Numerele de forma A = 3" . 572 _9"1. 53" ge divid cu 90, VneN*.
g) V n e N* numerele de forma
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A=52 7A2 5. 72 12l 520 49m. 1210 se divid cu 5 005.
h) V n e N* numerele A = 3*™. 11?". 125"+ 4 . 5™2. 81" . 121" se divid cu
1991 ?

42. Dacda n € NV, demonstrati ca:
A=7" 3" 4307 47210 este divizibil cu 17.
B=35" 7" 47" 5™ 117. 35" este divizibil cu 29.

43. Dacda n € NV, demonstrati ca:
a=5""1. 7 4 502 g2 195,350 egte divizibil cu 257.
b=3"". 5 4 3 502 197 15" este divizibil cu 39.

44.Daca E=2"".3"+2". 3"+ 6" unde n € N*
a) sa se decida daca E este sau nu un numar divizibil cu 33;

b) sa se calculeze E pentrun = 1.

45. Sa se arate ca numerele de forma

2 3 ——1000
A= abc2+abc2 +abc2 +...+abc2 se divid cu 10.

46. Fiea=2-5""+3.5" +5". 5%
a) Sa se scrie numarul a ca produs de factori diferiti de 1.
b) Sa se arate ca a este multiplu de 313.
(G.M.
1/1992)
47.Daca S=5"".3". 2"+ 5".3"2. 2™ 1 ¢ N. Si se determine numerele naturale
pentru care 1271 S.

48. Consideram numerele a =2 - 5™ +3 . 5" + 5™ . 5% cun e N. Este numarul a
divizibil prin 313 ? dar prin 1 565 ?

49, Stiind cd abcde este un numar divizibil cu 41, si se arate ca si numarul bcdea este
un numar divizibil cu 41.

50. Aratati cd numérul a = (3" + 3™ + 3™%)% se divide cu 169, oricare ar fi numarul
natural n.

51.Determinati numerele prime a, bsic, stiindcaa+b=108 sia—b—c =32.
(GM 5-6/2000, p. 242)

52.Determinati numerele prime a, b i ¢, stiind ca 4a + 5b + 15¢ = 75.

53.Determinati numerele prime a, b si c astfel incata + 10b + 12 ¢ = 92.
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54.Determinati numerele prime ab, ba sixstiindca 5 .ab-7-x=ba.

55. Determinati numerele naturale n pentru care fiecare din numerele: n+1, n+3,
n+13, n+19, n+25 este numar prim.

56. Determinati numerele naturale prime pentru care numerele n+1, n*+3, n*+5, n*+7 si
n’+9 sunt simultan numere prime.
(GM 4/1993)

57. Fie a un numar prim si n € N*. Sd se determine a si n daca este verificata relatia
a"—4=3.(4+4+4+ . +4",
(GM 1/1993)

58. Sa se gaseasca toate perechile de numere naturale a caror suma este 87, stiind ca
diferenta numerelor este un divizor al lui 87.

59. Numerele 2 435, 342 si 4 527, impartite la acelasi numar natural, dau respectiv
resturile 35, 42 si 27. Sa se afle numarul la care au fost impartite.

60. Numerele 9 551, 898 si 1 959, impartite la acelasi numar dau, respectiv, resturile:
31, 82, 55. Sa se determine cel mai mic impartitor.

61. Patru autobuze pleaca, din acelasi loc si 1n acelasi timp, Tn patru directii diferite.
Plecarile au loc pentru fiecare traseu la urmatoarele intervale de timp: 5 minute, 8
minute, 12 minute si 18 minute. O plecare simultana are loc la ora 7 dimineata. Care
sunt orele zilei la care au loc celelalte plecari simultane ?

62. Suma a doud numere naturale este 1 089 iar c.m.m.d.c. al lor este 121. Sa se afle
numerele.

63. Sd se gdseascd numerele naturale a si b in fiecare din urmatoarele situatii:
(1) (a,b) =18 sia+b=180.
2) (a,b) = 8 si a-b = 1344, unde (a,b) reprezinta c.m.m.d.c. al numerelor a
sib.

64. Determinati numerele naturale a si b astfel incat a’ + b”> = 832 si (a,b) = 18.

65. Determinati numerele naturale a si b, care satisfac simultan:
(a, b)=28 si [a, b] =784.

66. Determinati toate numerele naturale a, b i ¢, stiind ca au loc simultan:

(a,b)=4, (a,c)=6, (b,c)=10,unde (a, b) reprezintd c.m.m.d.c. al numerelor a
sib.
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67. Sa se determine numerele naturale a si b stiind c¢d 3a + 5b = 180 si (a,b) = 10.

68. Fie x, y si z numere naturale nenule i a = 3x+4y+5z, b = 2x+5b+8c.
a) Calculati a + 2b si 3a —b.
b) Daci a se divide cu 7, este adevarat ca si b este divizibil cu 7? Justificati.
c¢) Daca b se divide cu 7, este adevarat ca si a este divizibil cu 7? Justificati.

69.Determinati numerele prime a, b si ¢ astfel incat 3a + 6b + 2¢ = 27.

70. Determinati numerele prime a, b si c, stiind cd sunt indeplinite simultan conditiile:
atb+c=86si at+c=255.

71 .Si se determine numarul natural A de forma A = 2° - 3° stiind ci numirul 2A are
cu trei divizori mai multi decét A, iar 3A are cu patru divizori mai multi decat A.

72. Sé se gaseascd cel mai mic numar natural cu 16 divizori pozitivi, care are in
descompunerea sa doar factorii 2, 3 si 83.

73. Sa se afle produsul minim a patru numere prime distincte a caror suma este 34.
74. Si se determine p numdr prim, astfel incat 3° + p’ si fie numar prim.

75. Si se determine n, p € N* astfel incat numerele: n, n+ 27, n+ 2" n+ 2P si fie
simultan numere prime.
(G.M. 7-8/1993)

SOLUTII:

1. Cifra unitatilor numarului este 0. 2. Din a + b =9, a # 0, gasim: 1800, 2700, 3600,
4500, 5400, 6300, 7200, 8100, 9000. Din a + b = 18, a # 0, gasim: 9900. 3. Din
(45+8a) : 9 => a=0saua=9.4.a). 5. F. Exemplu: numarul 24 indeplineste conditiile,
dar 24 nu este divizibil prin 48. 6. 100, 50, 30, 20, 100. 7. Cum cifra sutelor este
nenuld, suma cifrelor necunoscute poate fi 9 sau 18. Obtinem 10 numere. 8. 7929. 9.
Numerele cautate sunt: 123453, 223452, 323451, 423450, 423459, 523458, 623467,
723456, 823455, 923454. Se divide cu 72 numarul 723456. 10. Patratele perfecte care
intereseaza in problema sunt: 16, 25, 36, 49, 64, 81. Numarul format din ultimele doua
cifre poate fi: 12, 32, 52, 72, sau 92. Se obtin 30 de numere. 11. 392, 2454, 3968, 9768,
7680, 34416, 28728, 17776, 16208, 5992, 2648. 12. a) 2512, 2552, 2592; b) 1408,
2408, 3408, 4408, 5408, 6408, 7408, 8408, 9408; c¢) 12232, 12432, 12632, 12832.
13. Numerele de forma datd sunt divizibile cu 125 oricare ar fi cifrele x, z si z.
Obtinem 3000 de numere. 14. (1) 517, 1001, 4697, 6105, 3839, 4444, 803, 961796,
7967036, (2) 4444, 961796, 7967036, (3) 222, 661, 411. 15. 236511. 16. E =
1001-(a + d) + 110-(b + ¢), numar divizibil cu 11. 17. 371, 329, 273, 644, 798, 252,
616, 917, 1792, 413, 2156, 511, 16408. 18. a) 46543, b) 57302, c) 4235, d)
142506, e) 12474, f) 53102. 19. Gasim doua solutii: 111559 sau 111629. 20. Suma
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este echivalenta cu: 7-(43a+3b+2), numar divizibil cu 7. 21. Valoarea expresiei este
egala cu: 7-(658+30a+17b). 22. Daca z =0, gasim: 210, 240; dacid z = 2, obtinem: 222,
282; daca z = 6, avem: 246, 276; daca z = 8, numerele sunt: 228, 258. 23. a) Numarul
numerelor divizibile cu 6 se obtine din: 6-2, 6-3,..., 6:16; sunt 16-1=15 astfel de
numere. b) Sunt 45 de numere divizibile sau cu 2 sau cu 3. Deoarece 15 numere se
divid cu 6, acestea fiind scoase, obtinem 30 de numere. ¢) Numerele divizibile cu 3 si
sare nu se divid cu 2 sunt: 3.5, 3-7, ..., 3-33 si obtinem suma 3-(5+7+...+33) =3-19-13
=T741. 24. a) 66 de numere, b) 934 de numere, c) 100 de numere. 25. Dinx +y =10
= x =y = 0, imposibil; din x + y = 3, obtinem: 1215, 2115; din x + y = 6, gasim:
1515, 2415, 3315, 4215, 5115, 6015; din x + y = 9, obtinem: 1815, 2715, 3615, 4515,
5415, 6315, 7215, 8115, 9015; daca x + z = 12, obtinem: 9315, 8415, 7515, 6615,
5715, 4815, 3915; daca x + y = 18, gasim: 9915. 26. Dacab=0=a € {2, 5, 8}, daca
b=5=2a¢€{03,69}. 27. y=0=>x=5,y=5=>x=0saux=9. 28. y=2=x €
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}; y=2=> x=7,y=4=>x=5y=6=>x=3;y=8=x=
1. 29. Dacd b = 0 atunci (2a+0) : 3, de unde a €{3,6,9}; dacd b = 2 = (2a+4):3, de
unde ae{1,4,7}; daca b = 4 = (2a+8):3, de unde ac{2,58}; dacib=6 =
(2a+12):3, de unde a€{3,6,9}; dacdi b = 8 = (2a+16):3, de unde ac{1,4,7}. 30.
Dacd be = 00, atunci ae{2,5,8}; daca be = 25, atunci ae{l1,4,7}; daca be =50,
atunci ae{0,3,6,9}; Daca be =75, atunci ae{2,5,8}. 31. Dacay=0=x=3;dacdy
=5=x=28. 32. Avemc=0. Din 1099ab :28 gasim conditiile: (3a+b):7 si (2a+b):4,
de unde obtinem: a=2sib=8;a=5sib=6; a=8sib=4. 33. Avemc =0 si
abba * 11 oricare ar ficifrele a si b, a = 0. Din abba : 4, folosind conditia (2b+a):4,
obtinem: daca a = 2= be{1,3,5,7,9}; dacd a =4= be{0,2,4,6,8}; dacia=6 = b
€{1,3,5,7,9}; dacaa=8 = b €{0,2,4,6,8}. 34.z=0. Dacay =0, x este 1, 4 sau 7;
daciy =0, xeste2,5sau 8; daciy=4,xeste 0,3, 6sau9; dacay =06, x este 1, 4 sau
7; dacay =8, x este 2, 5 sau 8. 35. Ultimele trei cifre sunt: 000, 125, 250, 375, 500,
625, 750, 875. 36. Prima cifrd este diferitda de 0. Se gasesc 9.10%8 numere. 37.
Obtinem 909(a-b). 38. Rezulta din: abc + (b+c)c+a)a+b) =111- (a+ b+ c). 39.
Din 11-(a + b) multiplu al lui 187, obtinem (a + b) un numar diferit de 0 divizibil cu 17,
deci: a=8,b=9saua=9,b=_8. 40. z= 0. Obtinem numarul: 190. 41. a) Suma
cifrelor numarului este 9. b) Dacda n = 1, avem 615 : 15; dacd n > 1, diferenta este un
numar de forma 99...9615 , numar divizibil cu 15. ¢) 5"-31. d) 6"-13. e) 72"- 15.
f) 9"-5".30. g) 5.7 11°" - 13. h) 81" 121" 125"-181; 1991 =11-181. 42. A
=17-21", B=29-35", 43, a=128535", b=1117-15". 44. a) E=6"-11; b) E = 66.
45. Grupam termenii cate patru. 46. Avem: a = 5"". (2 +3 . 625 + 1) = 5" .2.3.313.
47. Avem 41-15" si 1271 = 41-51. 48. a=5"".1878. Avem 1878 : 313 si 1878 nu
este divizibil la 1565. 49. Fie A = abcde, B = bedea. Avem: B = 10A + a —
10000000a = 10A — 99999 - a. Cum A : 41, prin ipoteza si 99999 : 41 = B : 41. 50. a
=3%.169. 51.Dina+b=108 = asi b sunt prime impare, deci a — b este numdr par.
Din a — b — ¢ =32 = c este numdr prim par, deci: c=2. Dina+ b =108 sia— b = 34,
gasim: a="71,b=37.52. Din 4a = 5(15 — b — 3c), a prim si a divizibil prin 5 = a=>5.
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in continuare avem: b+ 3c =11, c < 5, decic e {2, 3}. Dacd ¢ =2, atunci b = 5. Daca
c =3, atunci b= 2. 53. Din 10b, 12¢ si 92 numere pare = a este numar par prim. Cum
a este numar prim par = a = 2. Avem apoi: 5b + 6¢ = 45. Cum 5b si 45 sunt divizibile
cu5 = 6¢:5, decic:5,deundec=5,apoib=3.54. Avem: 5-(10-a+b)—-7x=10b
+ a, de unde 7-(7-a—x) = 5-b. Cum 5-b se divide cu 7 si b este numar prim = b =7.
In continuare: 7-a — x = 5, a fiind cifrd si 7a este numir prim = a este cifrd impara.
Cum 7a si 5 sunt impare = x este numar par prim = X = 2, apoi: a = 1. Asadar, x = 2,
ab =17 si ba =71.55. Pentrun =4. 56. Pentru n = 1 = n’+3 = 4 care nu este
numar prim. Pentru n = 3, gasim numerele prime: 3, 7, 13, 23, 41. Pentru n > 3, dacd n
=3k, k eN,n2+3nuesteprim; dacdi n=3k+l,ke N, n’+5=M;+1+3=M;nu
este prim, dacd n = 3k + 2, k € NV, numdrul n + 1 nu este prim. Asadar, singura solutie
este n = 2. 57.Din 3-(4 + 4 + 4 + ... + 4"") numir par = a® — 4 trebuie si fie
numdr par, de unde a trebuie si fie numdr par si prim, deci: a = 2. Avem: 2*" — 4 = 4" —
4. Fiex=4+4+4+ ... +4" deunde: x =4+4-4+4+...+4"" x=4+4.
(x—4")six=@4""-4):3,4"=4+4"7_4=n=1992.58. Dinat+b=2875i87:
(a-b), a > b, deducem: a-b =1, a-b = 3, a-b = 29, a-b = 87. Obtinem perechile: a = 44,
b=43;a=45,b=42;a=58,b=29;a=87,b=0. 59. Din 2435 =nq,+35, 342 =
nqp + 42 1 4527 = nq; + 27, deducem: 2400 = nq;, 300 = nq, si 4500 = nq;. Cmmdc al
numerelor 2400, 300 si 4500 este 300, deci: n = 300. Numarul gasit nu este unic;
oricare alt numar mai mare decat 35, 42 si 27 si este divizor al lui 300 satisface
cerintele problemei. Asadar: ne{50,60,75,100,150,300}. 60. 272. 61. [5,8,12,18] =
360 (minute). La orele: 7, 13, 19, 01. 62. Fie x si y cele doud numere. Avem x = 121a
siy=121b, cu (a,b) =1, 121(atb) = 1089, de unde a+b = 9. Avem posibilitatile: a= 1,
b=8;a=2,b=7;a=3,b=06;a=4,b=2>5, de unde, numerele cautate sunt: 121 si
968; 242 si 847; 484 si 605. 63. a) Dina= 18m, b= 18n, (m,n) =1 si atb =180 =
m+n = 10, de unde, perechile de numere sunt: 18 si 162; 54 si 126. b) Gasim perechile
de numere: 8 si 168; 24 si 56. 64. Fie a = 8m, b = 8n, cu (m,n) = 1. Gasim: m* + n* =
13, de unde m® = 13 — n’, n* < 13 = n €{1,2,3}. Obtinem numerele: 16 si 24 65.
Folosim ab = (a,b) - [a,b], apoi urmdm calea exercitiului 70. Gasim perechile de
numere: 28 si 784; 56 51 392; 112 si 196. 66. a este multiplu de 4 si 6, decia= 12m, b
este multiplu de 4 si 10, deci b = 20n, ¢ este multiplu de 6 si 10, deci ¢ = 30p, unde m,
n si p sunt numere naturale nenule. 67. Din a = 6m, b = 10n, (m,n) = 1, deducem:
3m+5 n=18. Cum 3m = 18-5n = n poate fi: 1, 2 sau 3. Singura solutie este: a= 10, b
=30. 68.a) at2b =7(x+2y+3z), 3a+b = 6x+8y+10z. b) Din 7lasi7l (at2b), (a,b) =
1=7|b. ¢) Din 7|(at2b),7|b=7]a. 69.Din2c=3(9—a—2b)=3|csicumc
este numar prim = ¢ = 3. Avem: a + 2b =7. Cum a si b sunt cifre deducem: a=3si b
= 2. 70. Cele trei numere sunt: 2, 31 si 53. 71. A are (a+1)(b+1) divizori, 2A are
(at+2)(b+1) divizori, 3A are (a+1)(b+2) divizori. Din (a+2)(b+1) - (at+1)(b+1) = 3 si
(at1)(b+2) - (at1)(b+1) = =4, gasim: (b+1)(at+2-a-1) = 3, de unde b = 2; (a+1)(b+2-b-
1) = 4, de unde a = 3. Numarul cautat este 72. 72. Din A = 2% -3%-83%, cu numarul
divizorilor (x+1)(y+1)(z+1) = 16, cu x+1 > 2, y+1 > 2, z+1 > 2 (fiecare numar contine
fiecare din factorii dati cel putin cu exponentul 1). Din 2 < 3 < 83 si A cel mai mic = x

80



>y2>z Avem: 16 =16-1.1 =82:-1=4.22. Dinx+tl =16 =>x=15,yt1=1=>y=0
nu convine. La fel dacd x+1 =8, z+ 1 = 1. Convenabila este situatia: x+1 =4, y+1=
2, z+1 = 2. Obtinem numarul A = 1992. 73. 34 fiind numér par = 2 nu poate fi termen
al sumei. Cautdm numerele printre: 3, 5, 7, 11, 13,17, 19, 23, .... Fiea<b <c < d cele
patru numere. Avem: d = 34—(atb+c), valoarea minima pentru a+b+c este 15, de unde:
d £34-15=19. Asadar, {a, b, c,d} < {3,5,7,11,13,17,19}. De aici obtinem numerele:
3,5, 7,19 cu produsul 1995, sau 3, 7, 11, 13 cu produsul 3003. Valoarea minima este
1995. 74. Fie A =3P + p’. Daci p = 2, obtinem A = 17 numir prim. Daci p > 3 si p
numir prim el este de forma 4k+1 sau 4k+3, ke V. Avem: A =3P+ 1 + p’ —1. Cum 3" +
1=@-1P+1=My—1+1=My,p’— 1 =(dk+1)’ =1 =Mysip’ — 1 = (4k+3)’ -1 =M,
+ 27 — 1 = M,. Asadar, pentru oricare n > 3 numerele de forma datd sunt compuse.
Singura solutie este p = 2.75. Numarul n fiind prim, el este de forma 3k+1 sau 3k+2.
Analizand numerele gésim singura solutien=3,p=1saun=3,p=2.
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