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PARTEA 1
CALCUL DIFERENTIAL

I. SIRURI SI SERII NUMERICE

1. Siruri de numere reale

Fie (X,) un sir de numere reale. R avand o structurd de spatiu liniar normat in raport
cu norma ||x||:|x|, si prin urmare de spatiu metric in raport cu distanta d(x,y):|x—y|,
definitiile ce urmeaza sunt naturale, iar proprietatile evidente.

Definitie.  Sirul (xn) este  mdrginit dacd Ja,b eR  astfel incat
a<x,<b ,VvneN.

Exemple

1
1) Sirul x,,=2+— este marginit deoarece 2<x,£3 , VneN.
n

2.) Sirul x,, =n este nemdrginit (superior) deoarece Vb >0 In, astfel incat

X, s >b. X b T,
Definitie. Sirul (xn) converge cdtre X (xn —>x0) daca Ve>0, dn, (8) astfel incat
Vn >n0,|xn —x0|< €.
Un sir care nu este convergent se numeste divergent.
Proprietati 1.) Limita unui sir convergent este unica.
2.) Orice sir convergent este marginit.

Operatiile cu siruri convergente ca si trecerea la limitd in inegalititi le presupunem
cunoscute.

Definitie. Fie (xn) un §ir de numere reale §i (kn )n un §ir strict crescdtor de numere
naturale, atunci sirul (xk,, )n se numeste subsir al sirului (xn ) si notam (xk,, )n C(xn )
Observatii:
1. k,2n , Vn.
2. Orice subsir al unui sir convergent este convergent.
Teorema (Cesard, 1859-1906). Orice sir marginit contine un subgir convergent.
Demonstratie. Daci sirul (xn ) are un numdr finit de valori, de exemplu
3,1,4,4,3,1,1,3,4, 1, ...,
atunci exista un subsir constant al acestuia, care evident este convergent.

Sa presupunem ca (xn) este un gir marginit avand o infinitate de valori. Fie a,b € R

astfel incat a<x,<b ,VneN.



Impirtim intervalul [a,b] prin punctul ¢ = ath si notam cu [al , bl] acel subinterval [a, c]

sau [c, b] care contine o infinitate de termeni ai sirului.
Repetand, obtinem un sir ( [an ,b, ] )n de intervale avand proprietatile:

(1) a,<a,,<b, ,<b, , VneN.

2) [a n-bn ] contine o infinitate de termeni ai lui (xn ) .

n+ n+l

b—
(3) bn—anzz—na , VneN

o0
Conform lemei intervalelor inchise incluse, ﬂ [an ,b, ]:t .
1
Proprietatea (3) face ca aceastd intersectie sa contind un singur punct X .

Intr-adevar, dacd am avea a, <x, <x;<b,, Vne N atunci din
b-a
2n

—0

0<xy—x,<b,—a,=

0
ar rezulta x,=x. Deci ﬂ [a,.b,]=1{x0}.
1
Vom aréta ci existd un subsir (xkn )C (xn ) cu Xp —>Xg .
Fie vecinatatea V] =(x0 -1, xy + 1). Cu proprietatea (3) existd un interval din familia
construitd mai sus, |_a ko b, JC ".
Proprietatea (2) ne permite sa alegem un termen x; - al sirului (x n ) astfel incat
xkl € |_ak1 . bkl JC Vl .
A . 1 |
Procedand analog, pentru fiecare vecindtate de forma V,= x,—,x,+— | vom putea
n n

alege Xp € V,.
. . 1
Astfel am extras subsirul (xkn )C (xn) cu proprietatea ‘ X, —xo‘ <—,VneN, ceea
" n

ce inseamna ca Xx; —>X .

Teorema. (Criteriul general al lui Cauchy). Un sir (xn) este convergent daca §i numai
daca el este fundamental .

Demonstratie. Este suficient sa ardtam daca (xn) este sir fundamental, atunci el este
convergent.

Vom arita in prima etapa cd un sir Cauchy este marginit. Intr-adevar, fie £€> 0 oarecare si

n (8) astfel incat pentru 7, m > n; sa avem | X, —xm| <eg.



Dand lui m o valoare fixa si anume N=n;+1, din| X,—X N| < g, rezultd ca exceptand

termenii X;,X,,....X y_j, toti ceilalti se afld in intervalul (x N—E Xy +8) , deci sirul (xn ) este
marginit.
In a doua etapd vom apela la teorema lui Cesaré. Fie (x X )C (xn ) cu X, —>Xxg.
n n

Deoarece k,>n avem‘ Xp =X,
n

<& daca n>ny. Pe de alta parte, pentru acelasi € >0

de la inceput, 7, (8) astfel incat Vn >n, sa avem‘ Xp, —xo‘ <eg.
Luéand n (8) =max (”1 1y ), rezultd ca pentru 7 > n, are loc
| X, —x0| < ‘ Xy =X ‘ + ‘ X —xo‘ <ete=2e,

deci x,—x;.
Exemple.

. 1 .
1.) Sirul x, =1+—2+...+ — este convergent deoarece este fundamental. Intr-adevar,
2

n
Xyt p— Xp| = 1 ! F.t ! <
me (n+1)2‘(n+2)2|m (n+p)2
1 1 1
<n(n+1)+(n+1)(n+2)+m+(n+p—1)(n+p)_
1 1 1 1 1 1 1 1 1
= } - +..+ - =—- <—<eg
n n+l n+l n+2 n+p-1 n+p n n+p n

indati ce 1> ny(g) si VpeN.

1 . . o
2) x, :1+E+§+...+— este divergent, deoarece nu este sir Cauchy. Pentru aceasta vom arata ca
n

- >
‘ x”l +p x”l

Intr-adevar, luand n;=p,=n, avem | x,,—x,| = L SN I S
- > 1=p=n, 2 Xp| = A= =gy
n+l n+2 2n 2n 2

Je,, astfel incat Vo eN, In;>n si p;>0 cu

Consecinti. Spatiul R cumetrica d (x, y):| xX=y | este un spatiu metric complet.
Definitie. Sirul (x, ) este monoton daca este crescator (x T): X,<Xx,.,,VneN sau
VneN.

Teorema. Orice sir monoton crescator si marginit este convergent.

Demonstratie. Fie x, T si marginit. Existd atunci @ si be R cu a<x,<b ,¥neN.

n n+l s

descrescator (xn i«) X, 22X, »

Fie L =supx,; atunci V& >0, 3 n, astfel incait L—e<x, . Dar pentru Vn>ng,
€

n

avem X, <x, siprinurmare L—e<x,<L <L+g,deci x,—>L.
€

Analog se aratd ci dacd x, ¥ si marginit, atunci x, — £ =inf x,,.
n



Definitie. Sirul (x, ) tinde ctre © (x,— ®), daca Yb>0 In, astfel incdt ¥Yn>ny

sa avem x,>b.
Teorema. Orice sir monoton crescdtor si nemarginit tinde catre 0.
Demonstratie. Sirul (xn) fiind nemarginit (superior), Vb >0 3n,, astfel incat b<x,, .

Dar cum xnIT , pentru Vn>n, avem b<x, <x, deci x,—>0.
b

Lema lui Stolz. Fie (xn) un sir oarecare, (yn) un §ir strict crescator si divergent de

L. s KTy 1 Xn
numere pozitive. Daca lim——— =/ , atunci lim——=/ .
Y17V Yn
Exemple.
uyHuy+..Fu . Sy o
1) u, > u= L2705y, Aceasta rezultd cu lema lui Stolz considerdnd sirurile
n
. L X1 X L Upy
X,=uj+uy+.4u, si y, =n,deoarece lim =lim =u
Ynt1=Vn n+l-n
. Ung A
2) 0<u, si T su= #u,, —u . Apeland la rezultatul precedent, avem

n

u u

. Inuy+in=2 +..+ln—"

| 22, e i Up-1
=e

—lnu, 571 u u
Nu, =e" =e

n-1 Inu
e =

n — U .

2. Siruriin R”

Fie (Pn )n un sir de elemente din spatiul euclidian]&k, unde P, :(xln X5 ,...,x,’:) si

By =(x10 ,xg ,...,x,? )
Propozitie. P,—>Py<>x" —>x°  Vi=lk.
Demonstratie. Prin definitie P, >F,<d (Pn Ly )—)0 .
Dar din dubla inegalitate

k k
2
n 0 n 0 n 0
‘xi —X; ‘Sd(Pn»Po)z §:(xi —X; ) <> ,‘xi —X; ‘
i1 i1

valabila pentru Vi = 1, k , reiese ¢ d (P, P) > 0 < |x! —x?‘ 50, i=l,

. .o n . <
Prin urmare convergenta unui sir din R este echivalenta cu convergenta pe componente.
Exemple.

n
1) lim[S-l—l,[l-klj AL (500) n R,
n

n) n?+2



. 1 . . .
2.) Sirul (P,,) unde P, =[—,i2) este un sir de puncte de pe parabola de ecuatie yzaxz, Sir
n n

convergent citre originea O (0, 0) eR2.
Propozitie. (Pn ) sir fundamental S(Pn) sir convergent.
Demonstratie Ve >0, 3n,(g) astfel inct pentru 7,m > 1, si avem d (P P )

Din inegalititile

x/ —x,-’”‘S d(P, P,)<e , i= Lk , rezultd ¢ pentru fiecare i =1k sirul

(xln )n este fundamental, deci convergent. Fie xi0 =limx/, i=1k si F, (xl ,x2 " )
n
Cu propozitia precedentda avem
limx]" | [}
: 0
. limx} | | x
limP, = 272 =F,.
n
0

limxy ) \ xp
Consecinti. Spatiul euclidian IR " este un spatiu metric complet, mai precis un spatiu Hilbert.

3. Convergenta unei serii numerice
0

Fie (un )n un sir de numere reale. Expresia Zun:u1+u2+ ...Hu,+... se numeste serie.
1

Deocamdata ea nu are un sens, caci nu stim si adunam o infinitate de numere. Putem insa
calcula sumele finite:

Slzul

S2 :ul +u2
S, =y Huy+.. U,

Obtinem astfel sirul (S n) al sumelor partiale. Dacd acest sir este convergent si s, —>s,

[>e}

atunci spunem ca seria Z u, este convergentd (conv.) si are sumas.
1

0

In caz contrar, seria z u, este divergentd (div.) si calculul sumei nu are sens.
1
Exemple.

1.) Z q"=l+q+q*+...+q" +... qeR (seria geometrica de ratie q)
1



1
_ M | — daca <1
Pentru qil,sn=1+q+q2+...+q"=i—> l-¢ |q|

1-
4 ) daca q<1

Pentru g < -1, sirul (sn ) nu are limita. Pentru g=1, 5, —00 .

0
In concluzie seria geometrica Z q" este conv. < |q| <.
0
00
1 11 1
2. —=lt—t =t =+ seria armonicd). Avem
e T ( )

n
1
1 11 1 1 1 1 1
S,=l+| = |+|-+—|+|=F—F+=+—|+... +—>
2 3 4 5 6 7 8 n
>1+l+ l+l + l+l+l+l +...+l>1+k(n)-l—>oo
2 (4 4 2
unde k(n) este un anumit numar natural.

Deducem de aici ¢@ s, — oo si prin urmare seria armonica este div.
SRR 1
3) Z—=I+—+...+—+ ..cua>0 (seria lui Riemann")
n* 2¢ n*
1
Daca a>1, atunci
1 1 1 1 1 1 1
O0<s, =14+ —+—|+| —+—+—+—[+...+—<
20~ 30L 40L 5(1 6OL 70L n(X
8 1 1 1 1

1 2 4 =1
< +2—a+4—a+8—a+...— +2(1—1+22((1—1)+23((1—1) .. 1

Sirul (S " ) este crescator si marginit, deci convergent.

< . 11
Daca a <1, atunci s, 21+5+§+.A.+——>oo
n

0 ~
- . L. . L . 1 conv.dacaa >1
In concluzie, seria Riemann (seria armonica generalizata) E —este
o
n
1

div. as<l’
0
1 1 1 1 1 . o
4.) ZZ_1+E+E+§+W+W+W (seria numarului "e")
1
. I 1 1 R . o .
Fie s, :1+5+§+...+—/. Trecand la limita dupd » n integralitatea

n
1+l :1+l+i 1—l +i 1—l 1—g +...+i 1—l l—n—_1 >
n 17 2/ n 3/ n n n! n n
>1+l+i l—l +...+L 1—l 1—E
1 2/ n k! n n

" G.F.B. Riemann (1826-1866), distins matematician german.




valabild pentru k <n,obtinem e>s, VkeN

Pe de alta parte [1+—) <s, Trecand la limitd in cele doua inegalititi, obtinem e=lims,, , deci
n

1 1 1
e=l+—+—+.. . +—+...
1 2/ n!
Observatie. Natura unei serii (faptul cd este conv.sau div.) rimane aceeasi chiar daca se
modificd un numar finit de termeni ai ei.

. I 1 1 1 1 ce . .
De exemplu, seria 3+—+ — —10+—+ 2—6 + 2—7 +... provenita din seria geometrica cu

. 1 . < .
ratia ¢ = > tot conv. este. Evident cd suma ei este alta.

De asemenea amplificarea termenilor unei serii cu o constanta nenuld nu afecteaza natura
seriei.

O conditie necesard de convergentd a seriei Zun este u, > 0.

Intr-adevar, dacd s, —>s atunci u, =s, =5, | >s—s=0.

Daca u,- 0, putem afirma cu certitudine cd seria Zun este div. Astfel seria

1 2 3 n . n
—+—+—+...4——+... este div. deoarece u, =———>1#0.

2 3 4 n+l n+l

N R . . 1 .
Dacd insd u,— 0, nu rezultd ca seria ZM,, este conv. Seria armonica Z— este div.
n

desi l—) 0.
n

Teorema. (Criteriul general al lui Cauchy pentru serii)
Seria Zun este convergentd <> Ve >0, Elno(s) astfel incdt Vn>n, §i p=l, sa avem

<Eg.

Upi + Upio +...+ un+p

Demonstratia rezulti din aceea ca sirul (s,) este conv. <:>(Sn) este sir Cauchy

=Ve>0, Elno(s) asaca Vn>ng si p21,1s,,, —s,/<¢

4. Serii cu termeni pozitivi

O serie Z u, cu toti termenii strict pozitivi incepand cu un anumit rang se spune cd este

0 serie cu termeni pozitivi.
Pentru o astfel de serie sirul (Sn) al sumelor partiale este crescator, deci tinde cétre oo.

Prin urmare, o serie cu termenii pozitivi este convergentd daca si numai daca sirul (Sn)
este marginit (criteriul monotoniei).
Criteriu de comparatie. Dacd 0<u,<v, VneN (eventual incepind cu un anumit

o o
rang), atunci 1°. E v, cony. = E u, conv.



2°. Zundiv. = ZV” div.

Demonstratie
9] n n
1°. Fie v=Zvn . Dins,, =Zuk Ska <v  VneN rezultd cd sirul (sn) este
1 1 1

marginit, deci Z u, conv.
2° rezulta prin reducere la absurd.

Consecinta. (Criteriu practic de convergentd). Fie seriile Zun, Zvn cu termeni

. u .
pozitivi si lim—- = A, (7»?&0,00). Atunci seriile Zun si E Vv, au aceeasi naturd.
v
n

. . u . R .
Demonstratie. Avand loc dubla inegalitate A —1<—- <A +1 incepand cu un anumit rang,

Vn
cum v, >0 ,rezulta  (A-1)v, <u, < (X+1) v,

Afirmatia rezultd acum cu criteriul precedent.

. 1 . A . < . . 1
Exemplu. Seria Zln I+— | este divergentd avand aceeasi naturd cu seria armonicd Z—,
n n

ln(l + —] n
LUy n . 1
deoarece lim—*- = hmf =lim ln(l + —j =1

Vi L n
n
.. . % . . Upn
Criteriul lui d'Alembert” (al raportului). Fie u, >0 si L =1lim .
ul’l
o conv.dacda A <1
Atunci seria Z u, este < . . .
div. daca A>1
Demonstratie. Fie A<1 . Existd ¢ <1 si unrang N de la care Upt]
- T
u ) ) ¥
incepand (n>N) —<q. 0 Aod 1
u

n

Pentru simplificare vom presupune ca inegalitatea are loc Vn € N . Din
2 n
u,HlSqu”Sq unflg"'sq U,

si deoarece seria Zq" este conv., aplicand criteriul de comparatie rezulta ca Zun este

conv.
Fie A>1 . Exista ¢ >1 si N astfel incatdaca n> N,

Uptl

Un

u 4
”—”2q>1 . 1 kq M /

U,

* D'Alembert, Jean le Rond (1717—1783), filozof si matematician francez.



Presupunédnd ca si inainte ca N =1, avem u,,; >qu, >...2q"u,, dar seria Zq" este

div., deci si Zun este div.

. 3"
Exemplu. Seria E — este conv. deoarece
n!

3)1+l

Upi n!

X:Iim—zlim—-—zth=0<1,
u, (n+l)/ 3" n+l
Criteriul lui Cauchy (al raddcinii). Fie u,>0 si A=lim %/u,, . Atunci seria

conv. daca A<l
Zu pesteq . .
div. daca I>1

Demonstratie. Fie A <1 si g <1 astfel ca Incepand cu un Lon
anumit rang %fu, <q adica u, <q". 0 S

Convergenta seriei Zu” rezulta cu criteriul de comparatie

Cazul A <1 se trateaza analog.

. 2" . . .2
Exemplu. Seria E — este div. deoarece A =lim%u, = hmf =2>1.
n n

Observatii
1.) Valoarea A ce apare in enunturile ultimelor doud criterii este aceeasi avand in vedere

u
o 1 . n+l . . . e - .
cd lim%/u, =lim—— alegerea criteriului fiind sugeratd de forma lui u,,

n
2.) In cazul in care A=1, cele doud criterii nu decid natura seriei. De aceea vom utiliza un
alt criteriu, si anume:

Criteriul lui Raabe si Duhamel (1801-1859). Fie u,>0 si A =limn ( “n

n—

conv. daca h >1
Zun este

—1). Atunci

n+l

div.  daca A<l
Demonstratie. Fie A>1. Existd g=1+ a,0>0 si N (care poate fi luat = 1) asa ca pentru

Uy,

n>N saavem n( -D>1+a

Upi

Din inegalititile nu,—(n+1)u,, >u,,, a>0, rezultdi ca sirul (nu,,)l« si cum
0<nu, <u,existd { =limnu,.Pe de altd parte,
0

Z[nun—(n+l)un+1]:1ul —2uy +2uy —3usy +...+nu, —(n+1)u,,+1+... =u,—0
1

Conform criteriului de comparatie rezulta ca Zu este conv.

n



Uy,

Fie A <1 si N(=l) astfel incat pentru n>N , n( -1)<1.

n+l

. . . .U
Din  nu, <(n+1)u,,, rezulticisirul (mu, ), deci uj<nu, adici 71<un.

. 1 . . .
Dar seria Z— este div. deci ZM,, este div.
n

n!

@r)@r2). (asn) a>0.

Exemplu. Fie seria z

Un+l n+l S . .
Avem —— =——— —1 si criteriul raportului nu ne poate lamuri. Dar

u, a+n+l

u, o+n+l

h=lim (1) = fim n (== 1) =
n+

Upi

L . conv.daca h>1 . 1 .
Deci seria data, Zu , este . Pentru a=1 se obtine —— care este div.
div. A<l n+l

Dam fara demonstratie

lni

Uy

Inn

conv. daca A>1
Zun este . . .
div. daca <1

Criteriul logaritmic. Daca u,>0 si A=lim . atunci seria

alnn+b

Exemplu. Pentru seria Z e+ avem

a+
1 alnn+b . Inn

" lim—— _

=-lim .
Inn Inn Inn clnn+d clnn+d

S - - . a
Se deduce de aici ca seria data este conv. dacd ¢=0 si ] >1.

5. Serii cu termeni oarecare

Definitie. Se numeste serie alternatdi o serie de forma

0
Z(—l)"ilun:ul—u2+u3—u4+... unde u, 20 Vne N.
1
Criteriul lui Leibniz" . Dacd u,{ 0 (uni siu, —>O), atunci seria Z(— 1)"7114" este
conv.

Demonstratie. Sa observdm ca sirul 5,,_; 1 deoarece

* G.W. Leibniz (1646-1716), matematician si filozof german
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Son+l = S2p-17 (MZn ~Uppt )5 Sop-1-

Pe de alta parte el este marginit:

wy 2 55, =y Wy —uy )*-~~+(“2n—1 Uy, )'Wzn+12 0

n—1

Fie s=lims,,,, . Dins,,=s,,,,—t,,—>s , rezultd ca seria Z(—l) u, este conv.

Exemplu. Seria armonic alternata: 1—% +%—%+ (=) L. este conv.
n

Observatie. Criteriul Iui Leibniz este un caz particular al criteriului Iui Abel: daca
0<u,¥ 0 iar sirul sumelor partiale ale seriei Zoc” este marginit, atunci seria Z(x,,u,, este
convergentd. Intr-adevar, in cazul nostru o, =(-1)"" si 5,€{0,1}.

Definitie. O serie Zun este absolut convergentd daca seria Z |u,,| este convergentd.

Exemplu. Seria |+ l' - % —% + é - é + ... este absolut convergenta deoarece seria modulelor ei
. 1
este convergentd 1+ —+—+...+—+...=e—1.
203! n!

Teorema. O serie absolut convergentd este convergentd.
Demonstratie. Seria Z|un| fiind convergenta, conform criteriului general al lui Cauchy

Ve>0,3 no(s) astfel incatVn >n, si p 21 sd avem

Up |+ | Upp [FooH Uy | <E
Dar (U, + Uyt ooty | S U |+ | Upan |+ H Uy, | < €, deci Zun este conv.
. sina  sin2o sin no . .
Exemplu. Seria Tttt S t...cu o€ R este o serie cu termeni oarecare.
1 2 n

|sin na|

Seria modulelor ei E este o serie cu termeni pozitivi care, comparatd cu seria lui Riemann

n

1 . . -
Z_Z rezultd conv. Seria dati fiind absolut conv. este conv. Vo € R .
n

Fie Zun,Zv” doua serii.
Prin definitie seria suma este Z(u,, +vn) si seria produs, seria
v+ (g vy ey vy )+ (v +aun vy +u vy )+
Propozitie. Daca seriile Zun si Zvn sunt convergente avand sumele u respectiv v,

atunci Va, B € R seria Z(aun +Bv,,) este convergentd §i are suma oL u+f v .

Aceasta rezulta imediat din proprietatile sirurilor de sume partiale

11



2" 1 1 1 1 1 1

Exemplu. Seria =—+—+—+—+—+—+... este suma a doua serii geometrice
Z [7_ (—l)n] n 4 32 43 34 45 36
1 1 1 /4 4 . I 1 1 1/9 4
conv.: Uy =—t—+—+.= = i v, =—t—t—t. ==
z T4 43 45 - 1 15 3 Z " 32 34 36 l—l 8
42 9

. .. 11
deci ea este convergenta si are suma % .

Dam fara demonstratie urmatoarea
Teorema. Dacd seriile Zun s ZV” sunt absolut convergente avind sumele u

respectiv v, atunci seria produs este absolut convergentd §i are suma uv.

Exercitii
. 2" 4 (=2)
1.) Pornind de la definitie sa se arate ca hm# =0
3
n?+2 1
2.) Sise determine rangurile 7, (&) de la care incepand toti termenii sirului x, = ﬁ diferd de 5
n-+

S 1
cu mai putin de —, —.
10 100

3.) Sase arate ca pentru | a | <1si ke N avem limn*a" =0.

4.) Siasearate cadaca x, — 0 si ( " ) este un sir marginit, atunci x,y, = 0.
5.) Sase calculeze limitele sirurilor:

n . 3"+s" 224424+ (2n)

a.)x =(039)" -n? sinn!+(-1)" — b.) x, =
n=(039) ( )5” 3l 5nel a3+ (2n+1)

gn n
¢)x, =2 ¥nt2 d) x, =Y (1) +1-3n® 1202 11
2.5" +n%+4.3"
n
) [S,n1+coslj” ) an+an? £ 3n+1 |Vrrdnsl
) X, =|sin— - )X, = —————
" n Vn? +3n+4

n
g.) x, :Z[ ’1+i2—1] h.) x, =cos%cos%.‘.cos%
k=1 n 2 2

6.) S se determine A si p cu conditia ca /im [V3 1-n —An— pj =0.

RiA=-Lu=0
7.) Sa se arate cd urmatoarele siruri sunt convergente si si li se determine limita;
@) = R: 0
nl)?
by w2319 5+2n-1)
) "4 7107 4+3(n-1) R:0

12



c.) X, =ya+ya+... a>0

8.) Sa se calculeze limitele urmatoarelor siruri:

Yn!

a)x, =

33n (n /)3
(3n)!
9.) Folosind lema lui Stolz sa se calculeze
. 1+2%2 +...+n2¥/;
a.) lim
n n(n+1)(2n+1)

b)x, =1

b.) lim

n

17 +37 +...+(@2n-1)"  27n
np p+1

}, peEN

R~1+‘/1+4a

2

10.) Sa se studieze natura urmatoarelor siruri folosind criteriul general al lui Cauchy

a.) x, :1+L+L+ +L

5 ET

1 4 7 1+3n
+

b. =—4—+—+...
= 6 0 2+ 4n

c)x, =1+ ! + ! +...+ !
5242 5342 5" 42
11 1

d)x,=l+—+—+... +—

S SR (2n-1)?
1+l+
2

11) Sa se caleuleze in R fim (4, (1- 4 2"
n n

12.) Sa se calculeze:
25

= 4n-3
b.
);n n+3

o0

CJZ(W—ZW“/;) R: 1-42

1

d)z 1

n(n+1)

8

R: \5—1

1

e.) Zln(l—%} R: -In2
n

2

13

|~

R: 0

R: div

R: div

R: conv

R: conv



} R: In3 I)Zarctg T
n?+n

= 2
f) lezn{Hn(nH)

SR 1
13.) Stiind ca — =— sda se calculeze _.
Z n? 6 Z n’ (n + 1)2

14.) Care din urmatoarele serii indeplinesc conditia necesara de convergenta?

1
1 2l 1 ,,ln 2+e n-+2
. —_— b. n—1-—1; c. -1 d. I}
“ g Y ( J “ 2.6 723—; DY

15.) Folosind criterii de comparatie sa se studieze natura seriilor:

a.) i(m_4vnz+”+b) d)z (1+a+a +..+a
DA szl

n?+1

o Ly PR
o) 2(13 +23n+3,..+n3 _%]n c.) Z(cosgj

(311)” n n |
b.)zW d.) Z[—Hf (2n+1)o ] undec,,:; e

17.) Aplicand criteriul raportului sa se arate ca urmatoarele serii sunt convergente

a.) Zn![%}n cua<e b)zn Ll )Z (2n) /811

o0

0
)a>

n n
d.) Z“— a>0 (se deduce de aici ca limZ— =0 pentru a>0)
n! n!
18.) Cu crlterlul Raabe Duhamel sd se studieze natura seriilor: [ ]
ala+d). (n-1)d) 2:7-12...[2+5(n-1)
,b,d >0 b
)z bb+d). b+n1)d) @ha = )23813 +5(-1)
Ar-=1)...(0=n+1)

)2{135 - 1} - @) 2 2”“[(“1)(“2) TGorntl)

2-4-6.. q

14



I1I. FUNCTI CONTINUE

1. Limita unei functii intr-un punct

Fie spatiile euclidiene X =R", ¥ =R" sifunctia f:Ec X > .

Notiunea de limitd a functiei f intr-un punct F, este legatd de fapt de comportarea lui f
intr-o vecindtate a lui £, punctul F, putand sa nu apartina lui E. Totusi este necesar s existe
puncte din E oricat de apropiate de £, .

Dupi cum am vazut, daca F este punct de acumulare pentru E, atunci existd cel putin un

sir (Pn) de puncte din £ cu P, # P, , convergent catre /). (propozitia 2.8.3 cap.II)
Definitia 1 (,,cu siruri”) Fie By € E'.

R SN S
Spunem ca U este limita functiei fin punctul P, (\/P' ”""(\\ ‘& _-f’(pn"))
(siscriem £ = lim f (P) ), daca oricare ar fi sirul 2 Po e
P—>F,

(Pn) de puncte din E cu P, # Fy si P, > Fy, sirul valorilor functiei f(Pn )—) L.
Exemple

L) X =R, ¥ =R

b b Y
| f
f i [} |
|
L | | -
0 X3 XX U X0 X 0 Xp X 0or Xp X
2.) Functia f: R? —{(0,0)}—)]&, f (x, y)Z% nu are limitd in origine, deoarece daca

X" +)y
(P,,) este un sir de puncte de pe dreapta de ecuatie y = kx, care converge catre origine, de exemplu

Lk

P, (l,kj, atunci sirul de valori f (P, )= n—nz __k > Vne N tinde citre un numér dependent
nn L k™ 1+k
n 2

2
de panta dreptei.

in schimb functia f are limita in orice punct Py (xg,yq) diferit de origine. intr-adevar, daca (Pn)
este un sir oarecare convergent catre P, , atunci cum P, (xn, ¥, )= Py(xq,¥0) este echivalent cu x, —x,
. X,y Lo
$i vy = yo, avem [(Py)= 1, )= o f w0, v0)= f (Ry) deci. lim f(P)= f(Ry) pentru
X, + 0

nTVn

P0¢0.
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Teoremi ./ = lim f(P)<> oricare ar fi vecindtatea V a lui !, exist o vecindtate U a
P—F,

lui Py astfel incat f(UNEWR,})cV

Demonstratie = . Fie /= lim f(P) Si
necesitate PoF

presupunem prin absurd cd 3 o vecinatate V] a
lui ¢ astfel incat oricare ar fi vecinitatea U a
lui Fy, existd cel putin un punct din

UNE- {PO} a carui imagine prin f nu este in
Vi. In particular, pentru orice sferdi S, (Po)existé P eS, (Po)ﬂ E- {PO} asa ca
n n

/(P)en.
Am obtinut astfel un sir (P,,) de elemente din £ cu P,#P,,P, > P, (cici

a’(P,,,PO)<l , VneN), pentru care f (Pn)v’éf, ceea ce contrazice faptul ca
n

(= lim f(P)

P—F

= Fie V o vecindtate oarecare a lui / si U, vecindtate a lui F, astfel incat
suficientu
fUnE)-{p}cV. Daci P, > P,,P, €E,P, # P,, atunci EInO(U) astfel incat P, eU
indata ce n > n,. Din f(P,)e f(UNE —{Py})cV pentru n>ng, rezulti ci f(P,)—> ¢
in ¥, deci /= lim f(P)

P—>F

Conform acestei teoreme, limita unei functii intr-un punct poate fi data de

Definitia 2 (,cu vecinatati”). (= lim f (P) daca oricare ar fi vecinatatea V a lui 1,
P—F,

exista o vecindtate U a lui Fy astfel incdt oricare ar fi PeU NE cu P# By, si avem

f(P)ev.
Avand in vedere ci in spatiile metrice R " si R™ vecinatitile pot fi considerate sfere,
putem lua V' =385, (f ) resp. V=5, (Po ) Obtinem astfel o definitie echivalentd cu celelalte

doua.

Definitia 3 (,cu € si ). Spunem ca (= ;in}j f(P), daca oricare ar fi €>0, Im(e)
—1

astfel incat VP € E,P# Py cu d (P, Py)<n,siavem d(f(P),()<e.
in particular, daca:
1) X=R", Y =R, atunci prin definitie /= lim f(P), daci Ve>0, 3n(e) astfel

P—F,

incat d (P, Ry)<n, P=PRy=|f(P)-1(R)| <e.
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Ve >0, Eln(a) astfel

X=R%Y =R, atunci ¢=lim f(x,y), daca
XX,

2)
Y=Yo

astfel incat

incét|x—x0|<n, |y—y0|<n :>|f(x,y)—€|<s
Ve>03n(e)

¢=1lim f(x), daca

3) X=Y =R, atunci
XX,

|x—x0|<n:>|f(x)—f|<8.
Daca fi(i = I,_m) sunt componentele scalare ale functiei vectoriale /' : Ec R"” - R"™ si

/ z(fl M, ,Em)eRm, atunci are loc
Propozitia. /= lim f(P)< ¢, = lim f,(P), i=1m.
P-F P-F
Intr-adevir, aceasta rezulti din aceea ci daci P, — P, , atunci
H(R) 2
)= 1 o=
Su(R) ¢
Observatie. Pentru o functie reali f : £ < R” — R notiunea de limiti se poate extinde,
ca si la functiile de o singura variabild, la cazul cand una din variabile sau chiar toate tind la

o filp)— ¢, i=lm.

m

infinit (i oo), sau cand limita este infinita.
De exemplu, /= lim f(P)=o,daca Vb>03 n(b) asaca PeE, P#F)cu
P—E,

d(P,P)<n= f(P)>b.

2. Continuitate
Fie X =R",Y=R"™, ftEc X —>Y si Py L.

Definitia 1 (,, cu siruri”). Spunem ca functia f este continud in P, daca oricare ar fi sirul

(Pn ) de puncte din E cu P, — B, sirul valorilor f(Pn ) - f(PO )
Ve a z=f{x.y)

X=R? ¥ =R

Exemplu
i
|
|

Sfeste continua in P,
Observatia 1. Daca P, €E()E’, atunci f cont 0
Py =3 lim f(P)=f(B). .
P—F,
In acest caz, definitia 1 este echivalenta cu: e
Definitia 2. (“cu vecinatéti”). Functia f este continud in Fy, daca oricare ar fi vecindtatea

Valui f (PO ) existd o vecindatate U a lui Py astfel incdt f (U NE ) V.
Definitia 3. (“cu &si 7). Functia f este continud in Fy, daca ¥V &> 0 377(5) astfel

incdt daci P e E si d(P,P,)<n,atunci d(f(P), f(P)))<e
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Observatia 2. O functie este continua in orice punct izolat al E
domeniului ei de definitie. Intr-adevir, daca Py este punct izolat

(PO eE Fy¢E ’) , atunci existd o vecindtate U a lui F, asa ca B v
UnE={p}.

Fie acum (Pn) un sir oarecare de puncte din £ cu P, > P, .
Exista atunci un rang n o(U) astfel incat P, e U pentru n > ny,
adica P, =P, . _

Rezultd de aici ci f(P, )= f(P,) indati ce n > Ny, prin urmar 0l ——>y
f(P,)— f(R,) (casir constant) si fcont P .

Dupa cum se vede, graficul functiei f: E C R? >R
este “Intrerupt” in dreptul punctului F, desi functia este continud in acest punct izolat.

Propozitia 1. Functia f este continud in Fy <> componentele ei scalare fi (i = m) sunt

continue in Fy .

£i(P,) fi(Py)

Intr-adevir, daca P, — Py, deoarece f(P,)= ©olsi f(R)=] ¢ | rezultd ca
In(P) S(Ro)
S(B)= f(Ry) & £ ()= £ () i=Lm.
Propozitia 2. Fie f:Ec X >, g¢: ¥ >Z= R”. Daca f este continud in By §i
g este continud in f (PO ), atunci functia go [ este continud in F.

Aceasta rezulta din aceea ca
f.contF, g.cont f(P,)

PR = fR)-rR) = el )2els(R)
(go/)B) > (g=1)(R)

Pentru functiile reale de mai multe variabile vom mentiona urmatoarele doud proprietati
cunoscute de la functiile de o singura variabila.

Propozitia 3. Fie functia f:EcR" >R  continud in Pye E . Daca
1(By)#0, atunci existi o vecindtate U a lui Py in care f(P) are acelasi semn cu f(Py).

Demonstratie. Din continuitatea lui fin Fy rezultica Ve>0, 3 n(a) astfel incat daca
PeE sid(P,P))<n,aunci f(Py)—e< f(P)< f(P))+e.

Daci f(Py)> 0, atunci putem alege & asaca 0<&< f(Ry).

Astfel pentru P e SU(PO )ﬂ E=U avem 0< f(P).

Daca f(PO )< 0, atunci vom lua ¢ < —f(PO) sipentru PeU vom avea

f(P)< f(By)+e&<0.
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Propozitia 4. Dacd functiile f,g:E cR" — R sunt continue in Py atunci functiile

f+g.f- g,i (g(PO);t 0) sunt continue in P, .
g

Definitie. Functia f:Ec X — Y se spune ci este continud pe E dacd este continud
in orice punct P € E.

Observatie. Pentru astfel de functii are loc proprictatea cd dacd o submultime A C £
este conexa, atunci f (A4) este conexa.

3. Continuitate uniforma

Continuitatea uniforma este o proprietate a functiilor pe o multime.

Fie X=R"Y=R"si f:ECcX—>Y.

Definitie. Spunem ca functia f este uniform continud pe E, dacd V&>0 3 77(8) astfel
incdt ¥V P',P" € E cu d(P',P")<n siavem d(f(P'),f(P")<e.

Observatii
1.) Daca f este uniform continud pe E, atunci f este continua pe £.

Intr-adevir, n-avem decat si punem in definitia de sus P'= P, P"=PF, unde P, este un

punct oarecare din E, si obtinem continuitatea lui fin F .

Reciproca nu este adevarata dupa cum se va vedea din exemplul 2.
2.) Se spune ci functia feste lipschitziani ~ pe E, daca 3 k>0 astfel incat

d(f(P),f(P")<kd(P',P") YP',P"€E.
O functie lipschitziand pe E este uniform continua pe £ deoarece putem avea
d(£(P), £(P"))<& indata ce d (P',P")< % =7.
3.) O functie nu este uniform continud pe £ daca 3 & astfel incat V 77>0 sa existe
PT; ,PT;' eFE cu d(P,; ,P,;’)< 71 dar pentru care d(P,; ,P,;’) > .
in aplicatii, luand 7 = %, pentru a arata ca f nu este uniform continua pe E, este suficient a

!

arita ca Jg; >0 astfel incdt Vne N, 3 P

d(f(P), f(P)))>e.

4.) In cazul in care X =% =R, definitia continuittii uniforme ia forma: functia

" 1
P, €E cu d(Pn' ,Pn") <— i asa ca
n

fiEcCcR —>R este uniform continudi pe E, daca V& >0 37](8) astfel ncat

Vx',x"eE cu |x’—x”|<77 sd avem |f(x')—f(x") <e.

“R.0.S. Lipschitz (1832-1903), matematician german.
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Geometric, imaginea oricarui subinterval de lungime mai mica decat y|/
1] este inclusa intr-un interval de lungime mai mica decét &. 8

Exemple 1
1.) Functia f (x)zx2 este uniform continuda pe (0, 2) deoarece pentru 0

x',x" 6(0,2),

/)= £ (")

—-f}-—-

:‘ (x')2 - (x")z‘ < (I x'| + | x"l )|x' —x"

. 1 . . 1
2.) Functia f (x):— nu este uniform continud pe (0,2) deoarece Jg :z astfel Incat pentru
X

<¢ indati ce |x' —x"

S4|x' —x"

<&
4"

e . 1 2 1
VneN exista x',x"€(0,2), si anume xj, =—, x, == asa ca |x;, - X, |<—. Dar
n n n

FCARNEAIE :%%

n
n-=_
2

3.) Functia f(x,y)z(—l,ij este uniform continud pe (1,2)><(2,3)CR2, deoarece este
X'y

lipschitziand cu k:%\/ﬁ . intr-adevar, daca P’(x',y’), P(x", y”)e(l,Z)x(2,3), atunci cum

X X y y

nr_ o mw o nw ,"|S@(In
4

<—|yx—yx +yx —yx y

” ! 2 " ’ 2 n_.r ”_ 1
1 " yx _Xy
d(f(P), f(P ))=\/[y—,,—y—,j +[x——i} =Ty

x —x"

)s%ﬁ a(p',p").

Observatie. O functie reald f'de doua variabile este lipschitziand pe E daca 3k, k, >0
astfel incat V (x',y') si (x",y") € E siavem
() = f" yN | S| X ="+ ks |y = 1.

In general o functie reald de n variabile este lipschitziand pe E, daca 3 k; >0 i=1,n

n

’ "

< E ki|xi—xi|.
i=1

Functii lipschitziene in raport cu o parte din variabile apar in teoremele de existentd si
unicitate (Cauchy-Lipschitz) din teoria ecuatiilor diferentiale.

astfel incat |f(x{ , X% ,...xL,)—f(x'l’ , X5 ,...x;;)
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Exercitii

X
. 1-sin—
o . .. sinx . .
1.) Sé se arate ca lim =1. Sa se calculeze apoi lim ——=. R: 0
x>0 X x->n MT—X

2.) Sa se calculeze:

a) limx(\/xz +1 —x) R: %;-oo

xtoo

N/l-i—xtgx —«/1+xsinx

b) lim R L
x—0 x4 4
T
In tg(z + axj 5
¢ lim———= R 24
x>0 sin bx b

. Inx . <
3.) Sa se arate ca lim —— =1. Folosind acest rezultat si se calculeze

x> X —
In [nx+\/1—n2x2 j
lim R:n

=0 ln(x+\/1—x2j

2
ox X
< . q.e =1 . - . e —cosx 3
4.) Sa se arate ca lim =a . Folosind aceasta sd se calculeze lim ————. R: =
=0 X x—0 X2 2
X x2
sin? a.— sina+—,xe[0,1)
el—x 4
5.) Pentru ce valori o € [O,Zn] functia f(x) = % ,x=1 este continud in x=17?
iln_x ,xe(1,2]
2 x-1
n
.. . x
6.) Si se deseneze graficul functiei f(x) = lim o1+ x" +| —| ,x>0.
n—w 2
21
7.) Pe baza definitiei sa se arate cd lim— =—.
x—>1y
yo2
R:Searatici ¥ £>0,3 n(e) astfel incat [x=1]<n si [y-2|<n sdimplice <.

|x—1|<n:|x|<1+n

Avem siindatd ce n< Z54N25+16e

|y—2|<n<1:>1<y<3 4
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ﬁ_l= 2)(2—2—y+2|s2|x—1|(I/\7|‘*'1)‘*'|2—y|<211(1+11)+T1<8
y 2 S P 2
2 2
8.) Si se calculeze: lim 1_2COSJ; +2y 5 R:
x>0 (x“ 4+ y“Ix“y

y—0

. . 1 ..
9.) Sa se arate ca daca x > si y —» oo, functia f(x,y)= nu are limita.
( ) 1+ lxz - yi
R: Se poate alege un sir (Pn ) de puncte de pe prima bisectoare si un altul (P;) de pe

parabola de ecuatie y = x2

x2y2
x2y2 +(x7y

egale [lim lim f(x,y)= lim lim f(x, y)].
0x—0

x—0 y—0 y—>0x—>

10.) Si se arate ca functia f(x, y): nu are limitd in origine desi limitele ei iterate sunt

11.) Sa se gaseasca punctele de discontinuitate ale functiilor:

' 1 2 xy+1
a) f(x)=tg— R:fojU {m} b) fley)=2—
* + kez Xy =
R: Punctele hiperbolei echilatere xy =1
12.) Sa se studieze continuitatea functiilor:
-y1-x2-r 5 o ,
a) f(x.y)= 2. 2 daca x”+y” #0 R :continui pe R*\{0,0}
X" +y
0 xX=y= 0
L
b) flx.y)= (1+x0) 5 +fy  dacd xy>0 R: continui pe domeniul de definitie
1 xX=y= 0
xz_y dacd x2+y% %0 R: tinud in (0.0
) floy)= 21y y : nu e continud in (0,0)
0 xX=y= 0
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III. DERIVATA UNEI FUNCTII DE O SINGURA
VARIABILA

1. Derivata

Fie functia f:1 c R — R, fiind un interval deschis (domeniu) din R. Spunem ca f

Co e , ) x)-flx
este derivabili in x, € I , daca exista si este finita limita f (x)=lim m
X=X, X=X
Limita de sus se numeste derivata functiei fin X si este un numar.
y A Din punct de vedere geometric f '(xo ) reprezinta panta
' tangentei M T’ la curba de ecuatiec y = f(x) in
punctual M (xo , f(xo )), deci f'(xo )= ga
Spunem ca functia f este derivabila pe /, daca feste derivabila in
orice punct x € /. In acest caz aplicatia f':7 — R data de

x—L f '(x) Vx €1 se numeste derivata functiei f.

Se defineste derivata de ordinul n a functiei f prin formula f (n) — (f ("_1)) n=12,...

unde f 0) _ f, daca functia f (1) este 1a randul ei derivabila pe L

Daca f'admite derivate pana la ordinul # continue pe /, atunci spunem ca f este de clasd
C"(I) siscriem feC"(I).

Daca f'si g sunt de n ori derivabile pe 7, atunci functiile f + g, f - g suntde n ori
derivabile pe / si (f + g)(n) = f(n) + g(n) Vn2xl

(r-g)" =Zn:c,’; £ g®) (formula i Leibniz).
0

Exemplu. Si se calculeze 209 gac h(x)= (x3 +x+ l)ch X.
Solutie. Notand f (x)=chx, g(x)=x"+x+1, avem

f’(x)= shx g'(x)z 3x?

£"(x)= chx g"(x)=6x

" shx pentru n impar g
769-{ )
chx pentru n par g (x): 0 pentru n>4.

Aplicand formula Iui Leibniz, avem

n(1%%) = (f'g)(loo) = Clooo f(loo)ng Clloo f(99)8'+C1200 f(98)8"+ C1300 f(97)gw,
deci
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100-99 -6xchx+—10(l).§9?;98 -6 shx =

R0 (x) = [ + x-+ 1w +100(3x% + 1o +

= (x3 +29701x + 1)chx + (3»00x2 + 970300)chx.
2. Diferentiala
Fie f : I — R. Se numeste diferenti de ordinul I a functiei f variatia
Af =[x+ h)= f(x),
h numindu-se pas. Notatia completa este Af (x, h).
Diferenta de ordinul doi a lui f'este diferenta de ordinul intai a functiei g(x) =Af (x, h),

deci A’ f=A(Af)=g(x+h)-g(x)=7f (x+2h)=2f (x+h)+ f(x).
Prin inductie se defineste diferenta de ordinuln A" f' = A (A”_] f )

si are loc formula A " f = 2(—l)k C,]ff[x-i-(n —k)h].
k=0

Fie functia fderivabild in x, €/ i Ax=x—xy=h. Din lim p
h—0

rezultd ca existd o functie a (x , h) astfel incat %: 1o )+alxg . 7)

cu a(xo ,h)—)O cand 7 —0, sau o functie aJ(xO Jh) asaca A f=f"(xo)h+0(x,,h)

si M—)O cand h—0.

Deoarece [im Y __ lim / (xo)h+(o(x0,h):1+ L jim olx ’h):l ,
>0 f'(xg)h >0 f'(xp)h f'(x) h
pentru /4 suficient de mic are loc aproximarea

[ (o +h)=f(xo )= f" (x )

care este foarte utila in calculul cresterii functiei £, in loc si calculim valorile lui f'in Xq si

x( + h, este mai simplu de efectuat produsul f (xo )h care este o functie liniara de 4.

Definitie. Diferentiala funcfiei fin X este functia liniard (de h ) definitd pe R

h— f"(x )
notatd cu d f(xq) :d f (xg )(h)=f"(x¢ ).
Ay M Graficul functiei liniare d f (xo) este o dreapta ce
foeeth)| trece prin origine de panti
Mo T g p=1"(x))
fx) 7 N Din punct de vedere geometric
MN=Af
AP | | L3 ,
0 h  x  xth NT=NM g 1g p=h f"(xg)=d f (x,)(h)
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Relatia de aproximatie
S (oxg +h)=f(xg)=d f(xo)(h)

exprima faptul ca segmentul TM poate fi facut oricat de mic daca se ia cresterea / suficient de
Inlca.Exemplu, Cu cit creste aria unui cerc de razd 98,5 m dacd marim raza cu 0,1 m?

Solutie. Aria cercului este 4 =17 ¥ Avem A'=27r , T9=98,5, h=r—ry=0,1, deci

AA~d A=A'(ry)h=21ryh=21-98,5-0,1x61.858m? .
Daca functia f'este derivabild pe /, atunci d f(x)(h)zf’ (x)h VvV xel.
In cazul aplicatiei identice g (x)Ex, avem g’ (x)zl si
dg(x)(h)=dx(h)=h Vxel siVheR.

Astfel formula de sus se obisnuieste a fi scrisd sub forma d f (x): I (x)d x sau omitand

a scrie variabilele in primul membru d f'= 1’ (x)d X.

De aici rezultd notatia lui Leibniz pentru derivata lui f, ' (x)zd—f.
X

Regulile de diferentiere decurg din cele de derivare si sunt:
1) d(f+g)=df+dg
2) d(f)=gdf + fdg
by L)t

g g

4) d(gof)=g'(f)df

Ultima rezultd din aceea ca

d(geof)x)=(gof) (x)dx=g'(f(x)) " (x)dx=g'(/)d f(x) ¥ xel.
Ea pune in evidenta proprietatea diferentialei de invariantd a formei diferentialei si anume

faptul cd regula de diferentiere a functiei compuse e aceeasi ca si cand f ar fi variabila
independenta.

Diferentiale de ordin superior
Diferentiala de ordinul doi a functiei fin x, €/ se defineste prin formula

d? f(xo)(h)=f"(xo)h* dacd feste de doud ori derivabild in X, .
in mod analog, dac feste de n ori derivabila in X, , atunci diferentiala de ordinul # a lui

fin xy este d” f(xq)(h)=f (")(xo )h" si dupa cum se poate observa este un polinom de
gradul n in A.

Daca feste de n ori derivabila pe /, atunci putem scrie d” f = f (")(x)d x"

. . L e . d"
unde d x" =(dx)" =h". Reiese de aici notatia diferentiala pentru derivata f (")(x)z d { .
x
Observatii
1.) La formulele ce definesc diferentialele de ordin superior se poate ajunge diferentiind
succesiv diferentiala de ordinul intai ca functie de x .
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Intr-adevar, deoarece / fiind independent de x, in procesul de diferentiere se comporta ca
o constanta, avem

d(df)=d (' ()h)=d (f' (Dh=1"(x)h* =d’f ete.
2.) In diverse probleme practice, diferentiala de ordinul 7 si diferenta de ordinul 7 se
aproximeaza una pe alta.

A" f
Ax?‘l

In cazul unei functii date tabelar se face aproximarea f (")( X)= (vezi exemplul de

la Derivarea numerica.)

3. Formula lui Taylor

Fiind dat polinomul de gradul n, P (x)z ag+ax+ a2x2 +-+-+a,x", ne propunem
sd-1 dezvoltam dupa puterile lui X — X, unde X, este o valoare particulard a lui x .

Aceasta inseamna sa determinam coeficientii 4; i=0,7n astfel ca

P (X):AO +A1 (X—XO)+A2(X—X())2 +--+ An(x—xO)n .
Derivand succesiv avem:

P'(x)=4, +2A2(x—x0)—3A3(x—x0)2 +---+nd, (x—xo )"71
P"(x)=2Ay +3-245(x — xg )+ 434, (x—x0 )+ +n(n—1)4, (x—x, )" >

P x)=n(n-1)(n-2)...2-14, .
Facand x=x,,obtinem P(x,)=4,, P'(xo)=4,, P"(xo)=2!4,,.... P")(x;)=n!4,

1 ' 1 " 1 n

2 n
- X P’(x0)+(x_2x/°) P”(x0)+"'+(x_nx/0) P(")(xo)

numiti formula lui Taylor” pentru polinoame.
Pentru o functie oarecare f'de » ori derivabild pe un interval / se poate scrie polinomul

f'(xo)+"'+(x_n—x,0)nfn(xo)

si P(x):P(x0)+ ad

X—Xq

T,(x)=f(xy)+

numit polinomul lui Taylor de grad n corespunzator functiei / in x, €/.

Este evident cd in general f' (x)i T, (x) Functia R, (x) cu proprietatea

S )=T,(x)+R, (x)
se numeste restul de ordinul n al polinomului lui Taylor
Se obtine astfel formula

" B. Taylor (1685 — 1731), matematician englez.
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(x_xo)n

n!

X=X
1!

S(x)=rlxp )+ Sxg )+ F(x)+ R, (x)

numita formula lui Taylor.

Observatie. Functiile /si 7, auin X, un contact de ordinul n, adici atét cele doud
functii, cat si derivatele lor pand la ordinul # sunt egale in x,, . Tn(k)( x)= fn(k)(xo) k=0,n

Teorema ce urmeaza da restul R, sub forma lui Lagrange

Teorema (Taylor.) Dacd f este de n+1 ori derivabili pe intervalul I, atunci oricare ar fi
punctele x,Xy €1, existi ce(xo . x)astfel Incat

f(x)=f(x0)+ f’(x0)+...+%f(”)(xo)+ (x(_n):-ol))n'Jr f(n+1) (C):

Demonstratie. Vom determina numarul M astfel incét restul sa aiba forma
R, (x)=(x-x0)"" M.

X=X,

Formula lui Taylor va deveni atunci
B X—X n n
[ T o PO AR R B
Sd consideram pe / urmdtoarea functie derivabila
n
e R e B N
/ n!

si sd observam ca (p(x)z f (x),(p(x )= f (x) Conform teoremei lui Rolle™

n
existd ce(x,,x) astfel incat ¢'(c)=0. Dar (p’(t):@f”+1(t)—(n+l)(x—t)" M,
n!

prin urmare (x—c) f("+1)(c):(n+l)(x—c)"M de unde M = 1 f(n+1)(c)
n! (n+1)/
si R (x)zwf(ﬁl)(c).
! (n+1)!
Observatii
n+l
1.) R”—(x)—>0 cand X —>X,, deoarece lim R,(x) = lim (x—x0) M_

(x—xp)" =% (x—xp ) 2w (x-x,)!
De aceea facand aproximarea f(x)~T, (x) pe intervalul considerat, eroarea comisa in

acest caz este mai mica decat sup | R, (x) |
xel

2.) In cazul particular x, =0, se obtine formula lui MacLaurin"

“J.L. Lagrange (1736 — 1813), faimos matematician francez
" M. Rolle(1652 — 1719) matematician francez, a fost primul care si-a demonstrat teorema dar numai pentru
polinoame.
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n+l

FOx)=f(0)+= £1(0)+++2— £ 0)+ = £ De) cu ce(0,x).
1! n! (n + 1) !
3.) Facand notatia #=x—X,, formula lui Taylor poate fi scrisd si sub forma

(x4 )= 5 )+ 1 et 2 00 ) P o, o)
Slxg+h)=fx, +1—!f Xo +~~~+n—/f Xo +Wf Xo +
unde 0<06<1,

sau simbolic, cu ajutorul diferentialelor
f(x):f(x0 )+idf(x0 oot ! d”f(x0)+L—d””f(c) unde ce(x,,x).
1/ ! (n+1)!

n

In particular, formula lui Mac Laurin ia forma

— 1 1 n 1 n+l
S()=F O+ f(0) 445" ((0) 0 sed ™ () e ce(0.)
Exemple
1.) Fie f(x)=1n(l+x). Atunci
f(0)=0
()= — :
S)= £(0)=1
1
" - " 0)=-1
f(x) (o] /(0

PSR N i) RPN TR

f(n+l)(x):(_ 1)'1 n! f(n+l)(c):(_1)n n!

(1+)c)lerl (l+c)n+l
Cu formula lui Mac Laurin avem
_ 2! 3 3! 4 n-1 (}’l—l)' n no n! anrl
1n(1+x)—i—2—!+§x TR +(—1) ” x +(—1) (n+1)!'(1+c)"‘1
adica
2 3 4 n n+l
ln(l+x)—x——+3— _)jTJF +( 1)"’1); +(—1)");++1-(1+c) cu CG(O,X)
2 n n+l
2) e’ =1+—+—+ r X ¢ cu ce(O,x)
n! (n+1)!

" K.Mac Laurin (1698 — 1746), matematician scotian.
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2 4 6 7

3.) cosx=1-——4+2 % 4% cu |M|S1.
21 41 6! 7!
3 5 7 8

4. sinx=x—2~ 42 X X cu |M|£1.
3t 57 8!

4. Aplicatii ale formulei lui Taylor

Calculul aproximativ
Exemple

1.) Si se calculeze cu aproximatie 3/30.

Solutie. Fie f(x)=3/x si x,=27=3>. Folosind formula lui Taylor

f(x)zf(x0)+ Sl f(%)JrM

T o f”(x0 )+ R, (x) in care
7lx)= o f(x)=3
, 1 -2 , 1 -
St Fl)=5 37
" 2 " 2 —
f (x)——3—2x Z f (x0)=—3—2~3 ’
f"'(x)=;—(3)x% f'"(c):;—?c% 27<c < x,
2
gdsim pentru x = 30, %z?)—i-%-%éiz—i-%(—3%)-3%23+%—3i5z3,1071
(x=x0)° .., 3310 1|51 5
cu eroarea |R2(x)|= Tf (o) |= ?3—30% <§~3—8=3—9=O,00025.

2.) Cu ce eroare aproximeaza polinomul lui Taylor de gradul 3 functia
1
f(x)=sinx pe | x|<5?

Solutie. Avem

3 3
. X . X
! J P smx:x—?+R3(x) Sin x =~ x ——— cu eroarea
1 i
| / .
1 v !
'.\ Y I/ il y:z%zhﬂLﬂz’ 4 1
\ /. ! X .
\ e | Ry (x)| = [==sin ¢ | <——— = 10,0026
Qo NS . 4! 24.41
NN \
N \
Yosin
S yer-tad)
/ "
1
\
il
1
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A se observa cat sunt de apropiate graficele celor dowd functii pe in/tzfvalul {—\%} In

particular sin %z 0,446455 cu eroarea mai mica decat 0,0026.

Convexitatea si concavitatea unei functii

O functie f derivabila pe / este convexd sau concavdi pe I dupa cum tangenta in orice
punct al graficului ei se afla sub sau deasupra graficului.

f T Un punct in care functia isi schimba concavitatea se
9~ numeste punct de inflexiune.

o0l % x
T o I, b c T
Deoarece ecuatia tangentei M T este
y=fxo)=r"(x)(x=x0),
pozitia tangentei fata de grafic este datd de semnul expresiei
E:f(x)—y:f(x)—f(xo )‘f'(xo )(x—xo)

intr-o vecindtate a lui X, si anume f'este convexa daci E>0si feste concavad dacad

E <0. Daci feste de n+1 ori derivabild pe 7 si
Fxo)=1"(xg ) == xg)=0, £ (xy)=0,
n
atunci cu formula lui Taylor avem £ = (x x'O) f(")(xo )+%f("+l)(c)} ,
n! n+

de unde rezulta ca atunci cand
. convexd daca f (”)(xo )>0
n=par, [ este (o)
concava daca " (x,)<0
n=impar, x este punct de inflexiune .

Conditii suficiente de extrem

Punctul X, este punctde maxim | *  —® _ V2 ©
sau de minim pentru f dupa cum T; - 0 + 0 -
expresia E=f(x)— f(xo) este < 0 sau T, 22 22
> 0 intr-o vecinatate a lui X . 3 3 e

Se stie din teorema lui Fermat™ ca

“P. Fermat (1601 — 1665) matematician francez.
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punctele de extrem ale lui f'se gésesc printre radacinile derivatei.
Sa presupunem ca f'este de n + 1 ori derivabila pe 7 si ca

f'(x0)=f”(x0)=---=f(”‘ 1)(?‘0):0: f(n)(xo )=0; f(n)(x0)¢0-
Cu formula lui Taylor E are expresia de sus, expresie care mentine semn constant numai

pentru n par.
In acest caz
maxim daca f(”)(xo )<0

X, este punct de
‘ b {minim daca f(”)(x0 )>0.

Exemplu. Fie f(x)= x3e*. Avem
£(6)=x(x+3)e”, '(x)=x [ +6x+6)e™, f"(x)=(x* +9x2 +18x+6)e.
Radacinile ecuatiei f '(0);& 0, sunt x =0, x =-3. Deoarece f"(0)=0, "(0)#0, rezulti ca

x=0 este punct de inflexiune. Din f'(3)=0, f"(3)>0, rezultd ci x=—3 este punct de minim
Ecuatia f"(x)=0 are si radcinile X ,=-3 ++/3 pentru care f'"(xlﬁz) #0, deci si acestea sunt

puncte de inflexiune.
Ridicarea nedeterminarilor

In (1 + 2x)—sin 2x+2x2
3

Exemplu. Si se calculeze ¢ = lim
x—0 X

2 3 3
Solutie. Deoarece ln(l+2x)=2x—@+%+x4M1, sin2x:2x—%+x4M2’

4x3 +x4(M1 —Mz)
3

=4,

avem /= lim
x—0 X

Derivarea numerica
Fie functia f: [a , b]—> R declasa C° ( daca f'este data tabelar, atunci ea poate fi

aproximata pe [a ,b] cu un polinom de interpolare).
Aplicand formula Iui Taylor avem

BN B B,
S bt h)=f ()= S (e 7 1)+ 57 778

: ) )= ) 2 o) o)
A_ 1/ 2! 3!

cu §e[x,x+h],ne[x—h,x], de unde

(o) LGRS e=h) B2y
o)== ~ 7€)+ )

P

|

i |
x-h x x

f '(x)z panta lui AB

A a0
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in ipoteza ca | f ”(x] <M pentru xe[a,b], erorile absolute s, sie, care se fac in

() f(x+h)—f(x—h):£

il -
aproximarile flx 7 .
S E ) =2 f()+ flx—h) A
f (x)N Zh - h2
2 2
admit evaludrile: g, Sh—~2M:Mh , € _ﬂh.
12 6 3

In acest fel se pot calcula derivatele unei functii date tabular in puncte echidistante.
Exemplu. Dacd miscarea unui mobil este data in primele doua coloane ale tabelului alaturat, atunci

2
avand in vedere ci pasul 27=Ar=0,01, viteza v =d—s si acceleratia a = 1 pot fi si ele determinate
t t
tabelar dupa cum se observa in ultimele doud coloane.
As 2
T s A’s A’s VR — |ax ﬂ
At At2
0,00 0
2 200
0,01 2 2 20.000
4 400
0,02 6 3 30.000
7 400
0,03 13 3 30.000
10 1000
0,04 23 2 20.000
12 1200
0,05 35 3 30.000
15 1500
0,06 50 1 10.000
16 1600
0,07 66 1 10.000
17 1700
0,08 83
Exercitii
1.) Pentru a construi tangenta intr-un punct M al lantisorului v,

X .
y=a ch— se foloseste urmatoarea metoda: Pe semicercul
a

de diametru MN unde N este proiectia lui M pe axa Ox se duce 7
coarda PN=a . Sa se demonstreze justetea ei. aps -

2.) S se calculeze f'(x) daca

a X X
a.) f'(x)zx’C +x% +a”* ,pentru a >0

3 4/ _ 73
b) f (x) ZM dupa ce in prealabil a fost logaritmat
3 (x—3)2

3.) Sa se arate ca
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2 2 2
a)) daci (a+bx)e* =x , atunci x° ay_ xd—y—y ;
dx? dx

b.) (sin4 x+cos? x)(n):4”’1 cos (4x+%] neN

1 (n) l _(_1)" d" n—1 l
o)

4.) Si se calculeze

a) df(0)(h)  daci f(x)=x(x-1)(x—2).(x-1000) R :1000! /
b)d’y  daca y=xle™
c.) dlooy daca y= I

1-x

d) d"f(x) daca f(x)= (x2 +2x+2)efx

5.) Folosind diferentiala sa se calculeze cu aproximatie

o o + cosx oL T 7 1
a.) variatia functiei y = cand x variazd de la — la ——— R :-0,0693
I-cosx 3 100
2,037)° -3
b.) % R:0,355
(2,037)*+5

3
6.)  Folosind formula lui Taylor si se scrie functia f (x) = (x2 —3x+l) dupa puterile lui x.

7.) S se scrie primii trei termeni ai dezvoltarii functiei [ (x) = x 80 x40 420 dupa puterile lui x—1

si sd se calculeze cu aproximatie f (1,005).

8.)  Sase calculeze eroarea in aproximarile

1 1, o .
a.) 4/1+x ~ l+—x—x~ pentru x =0,2 R :inferioard lui
) PR 2-10°
b.) e~ 2+l+l+l R: <i = 1
203 4 51 40

9.)  Folosind formula lui Taylor

x+(a+b cosx) sinx

a.) si se determine a si b astfel incat  lim S

sa fie finita.

x—0 x
1
b.) si se calculeze lim (xS —x? +£je x —\Ix6 +1
X—>00 2

10.) S se determine punctele de extrem ale functiei f (x) =x"e*, xeR, neN.
R:npar=x=0 punct de minim
x =-n  punct de maxim

n impar=x =-n  punct de minim
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IV. DERIVATELE PARTIALE ALE UNEI FUNCTII REALE
DE MAI MULTE VARIABILE

1. Continuitate si derivabilitate partiala

Fie f:Dc R? — R D fiind o multime deschisi si P, (x,, v, )€ D

Fie
{x| x y0 }
si
{ xo v)e }
Functiile
X ¢:D >R, (P(x):f(x:yo)

v:Dy >R y(y)=f(x. )
sunt functii de o singura variabila.
Definitie. Spunem cd functia f este partial continud in raport cu variabila x in Py dacd

Junctia ¢ este continud in X .
Functia f este partial continud in raport cuy in P, ,
daca functia \y este continud in y,, .
Z0C =y, z=f(X.y)  Din punct de vedere geometric, y= y, reprezintd un
2@ plan paralel cu planul xOz. Acesta taie suprafata de
|

ecuatie z = f (x, y) dupi curba C,. In planul

y Y= Y, ecuatia curbei C| este Z=f(x,y0)=(p(x).

4
Xo, @ Deci continuitatea partiald a lui fin raport cu variabila x
L9 in P, inseamnd continuitatea curbei C; in
M, (xo,J’o:f(xOrJ’o))

Propozitie. Daca f este continud in Py, atunci f este continud in raport cu toate
variabilele sale in P .
Demonstratie. Continuitatea lui fin F, fnseamna Ve>0 3n (8) astfel Incat
|x - x0| <n
[y = yo|<m
Facand y=y,, observim ca |x—x0| <n:>|f(x,y0)—f(x0,y0)| <e
g
lo(x)—0(xy)|<e

:>|f(x,y)—f(x0,y0)|<8

deci continuitatea lui ¢ in x; .
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Analog, faicAnd X=X, , obtinem continuitatea lui y in y,.

Reciproca nu este in general adevarata, dupa cum se va putea vedea din urmatorul

Xy
_ x,y)#(0,0
Exemplu. Functia f(x,y)z x?+y? dacé( y) ( )
x=y=0
0
nu este continud 1n origine, neavand limita in acest punct. Dar

0(0)=£(x.0)=="=0=/(0.0)=0(0)

()= 1(0.3)= 5 =0=1(0.0)=y ).

Definitie. Spunem ca functia f este partial derivabild in raport cu variabila x in F, |
daca functia ¢ este derivabila in X .

Derivata partiald a lui fIn raport cux in F, este (p'(xo) si se noteaza f) (PO) sau

a—f(PO). Avem deci i(P0 )= lim S, 0)= {0 .30) .
ox Ox X=X X—Xq

in mod analog se defineste derivata partiala a lui fin

0
raportcuyin Fy, a_f(Po )
y

Geometric, f (Po )= (p'(xo ) reprezinti panta tangentei

My T, in My(xy,v0,/f(x0,1)) lacurba C; din planul

Y=Y, Deci f!(P)) = tga . Analog fy'(Po) =tgP.
Definitie. Functia f este derivabila partial in raport

cu variabila x pe domeniul D, daca f este derivabila in
raport cu x in orice punct PeD.

In acest caz aplicatia f!:D— R data de

P—ﬁ»fx’(P) VY PeD

se numeste derivata partiala a lui fin raport cu x.
Analog se defineste derivata partiala a lui f'in raport cu y.

. ! ! A .. - . .
Functiile f, f} sunt la randul lor functii de doua variabile
Exemplu. Functia f (x , y)z xsin xy are derivatele partiale f, = sin xy+ xycosxy,
fr=x % cos xy.
Observatie. Este evident cd derivabilitatea partiald implica continuitatea partiala.
Urmatoarea teorema da conditii suficiente de continuitate globala.

Teorema. Dacd functia [ :D cC R?% 5 R are derivate partiale marginite intr-o

vecindtate V a punctului Iy, atunci f este continud in F .
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Demonstratie. Fie M real astfel incat
| £L(P)|ri(P)|sm vPeD.
Aplicand de doua ori formula lui Lagrange, rezultd existenta a doua puncte
& e(xg,x),ne (g, ) astfel incat
|f(P)—f(Po)|:|f(x»)’)—f(xo»yo)|5|f(x»)’)—f(xo’y”+|f(xo:J’)—f(x0’J’o)|:
:|f;(§,y)(x—x0)|+| fy’(xO,n)(y—yo)|SM(|x—xO |_|y—J/o|)
evident ca atunci cind P— Py (x—>x,,y—¥,), f(P)— f(B,) si deci feste continud in P, .

Consecinti. Dacd functiile f, )é sif ); sunt marginite pe D, atunci functia f este continud

Este

pe D.

Observatie. Definitiile ca si rezultatele din acest paragraf se extind cu usurintd pentru
functii cu mai mult de doua variabile.

Derivate partiale de ordin superior

Derivatele partiale de ordinul doi ale functiei f'se definesc astfel:

rr=() =) pn=lr) =)

daca ele exista.
Se pot considera si derivate partiale de ordin mai mare decat doi. De exemplu

o f
8x26y.

’
" ” . .
/ 2y = ( S )y care se mai poate nota si

2 : : n : n

In general derivatele mixte [y, §i /7, nusunt egale.

Urmatoarea teorema da conditii suficiente ca ele sa fie egale.

Teoremai. (H.A.Schwarz). Daca functia f admite intr-o vecindtate a punctului F,
derivate mixte de ordinul doi continue in By , atunci [y, (Py)=1 y"x (R).

Demonstratie. Fie expresia
Ezf(xd’)—f(x)J/o)_f(xo’J’)+f(x0)J’0)
si functia auxiliara go(x)z f (x , y)— f (x Y0 )
Avem
E=¢(x)=p(xo)=0'(& ) —x,)=[17(&0)= 11 v llw—x, )=
:fx';(é:l ’Ul)(x_xo)(y_yo)-
unde &; € (x, ,x), M e(J’o -
Analog, consideram functia auxiliard w(y): f (x, y)-f (xo, y).
Avem
E=y(n)=v(vo) =v'(n2) (v =yo)=|/5 (x.m2)= 15 (g )| (=30 )=
:fy';c(iz ,nz)(x—xo )(}’—J’o)

unde &, €(xq,x), 1y €(vo,¥).
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Rezultd f )g/ (é] > )= f ):,x (&2 >M2 ) , de unde prin trecere la limitd cdnd P— F, si

"

tindnd seama de continuitatea derivatelor mixte in ) obtinem f, (xo .0 )= S (xo , 0 )

Consecinta. Daca f admite derivate mixte continue pe D, atunci ele sunt egale.

Derivarea functiilor compuse

Teorema. Fie f(u, v): DcR? SR cuderivate partiale continue §i functiile
u=u(x), v=v(x) definite pe [a ,b]—) R derivabile.

Atunci functia compusd F(x)= f(u(x),v(x)) este derivabild si

F’(x)zﬂu'(xﬁﬂ-v’(x).
Ox ov
Demonstratie. Fie x, e[a,b] oarecare, u(xy)=ug, v(xy)=v,. Avem

F(x)=f(xo)  Sluv)=flug,v) | flug.v)=flug.v)

X=Xq X=Xq X=X
)= Flug ) =y Sl )=l 1) v
u_uo x_.xo V_VO x_xO.

Trecand la limitd, cand x —>x, avem u —>u,, v—ov,.
Tinand seama si de continuitatea derivatelor partiale rezulta
i OO () 2 ) )
X=X, X=X ou ov
Exemplu (Identitatea lui Euler’). O functie f (xl 3 X ey Xy, ) se spune ca este omogend de grad
m (m € R) daca
(l)f(txl,txz ,...,txn):t'"f(xl , X5 ,...,x”) V0#teR.
In ipoteza ci fadmite derivate partiale de ordinul intdi continue, este valabild identitatea
NSy Sl F 2, fr = B
Intr-adevir, notand cu u ; =tx; i=1,nsiderivind in raport cu t relatia (1) avem
Jug X0t [y Xy bt fo X, = mt" ™ f
Identitatea lui Euler rezultd acum facand ¢ =1; in acest caz u; =X; .
Consecinti. Daca f=f(u R v),u :u(x, y), v:v(x,y), atunci derivatele partiale ale
Jfunctiei compuse F(x,y)z f(u(x,y),v(x,y)) sunt date de formulele
oy OF_0f du of av 9F of ou af ov
O0x Ou O0x Ov 0x 0Oy Ou Oy 0Ov 0y
Observatii

" Leonhard Euler (1707 — 1783), elvetian de origine, mare matematician fizician si mecanician. Membrul al Academiei
de Stiinte din Petersburg.
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1)  Pentru calculul derivatelor partiale de ordinul doi ale lui F' va trebui sa avem in

vedere cd ﬂﬁ(u(x y).v(x,)). Asa de exemplu.
ou av

o0x® ou’ oudv 0x Ox Ov?
2.) Formulele (2) se pot generaliza pentru functii cu mai mult de doud variabile.
2. Diferentiabilitate
Fie f:DcR" - R, D multime deschisa.
Definitie. Functia f este diferentiabild in punctul Fy<cD, dacad exista o aplicatie liniard
L:R" >R astfel incat lim |/ (P +h)-1(Ry)-L ()
1|0 a

— —_ —_— + —_———— —_
ox ox

6% F azf_(aujz+2 0% f ou v 62f.[ﬁjz+6f % of 8w

=0 unde h=(h1 hy,....h,) este

asa ca P, +h=(x10 +hy . x0 +hn)eD.

L (h) se numeste diferentiala luif in F si se noteaza df (Po)

L fiind o aplicatie liniara de 4 are forma

L(h)=Dh+ Dyhy +...+D,h, =(D,D, ,...,D,)
hﬂ
Definind derivata functiei / in /) prin f ’(PO):(D1 ,D,,....D, ) diferentiala functiei /'
in F, se scrie d f(R)=1"(2)h.

Teorema 1. Daci f este diferentiabila in h, atunci f este partial derivabila in £, in raport

cu toate variabilele sale si D; :S—f(PO) i=ln.
Xi

Demonstratie. Fie f diferentiabila in £ . in cazul particular cand

h=(0,0.....h;,0.,...,0) avem | h||=| A, | si L(h)=D;h; .

0 0 0 0 0 0
f(xl- e Xp +h X, )—f(xi yeer X; ,...,xn)—Dihi|

Din [lim =0 rezultd
hl,—>0 h;
0 0 0 0 0
Xp e Xp AR X, =X X, —
lim f(’ ) f( )=D,. i=1,n, adica ﬁ(PO)zDi.
h.—0 h; 0x;

Observatia 1. In cazul functiilor de o singura variabila diferentiabilitatea si
derivabilitatea sunt notiuni echivalente.

Intr-adevir, daca feste derivabila in X, , atunci

o +h)=fxo)= /(o)
h
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cand h—0 (vezi §2 cap.V), deci feste diferentiabila in x, si d f(x, )= 1o )h.
Teorema 1 aratd ca diferentiabilitatea in x, implica derivabilitatea in X, sica
Dy =f"(x,), deunde df (xo)=f"(xq ).

Observatia 2. Reciproca teoremei 1 nu este adevarata, adica nu orice functie care admite
derivate partiale este diferentiabila.

Xy

Exemplu. Fie f(x,J’): 1,x2(;'_y2 daca (x;:)::O(;O)‘ Avem
£, (0.0)= tim L0100 - 1(g ) gy S0:2)=70.0)_
x>0 x y—0 y
Pe de alta parte functia f(hl ’hZ)_f(O’O)Z 2}11}12 >~ nu are limitd cand (hl ,hz)—)(O,()),
" h” hy™ +h

dupa cum am vazut in §1, deci fnu este diferentiabila in origine.
Urmatoarea teorema da conditii suficiente ca o functie sa fie diferentiabila.
Teorema 2. Daca functia [ admite derivate partiale in raport cu toate variabilele intr-o

vecindtate a punctului Fyy, continue in Fy, atunci f este diferentiabila in F .

Demonstratie. Aplicand de  ori formula lui Lagrange si tinand cont de continuitatea

derivatelor partiale f;} (izl,n) in F,, rezultd existenta functiilor OLI»(PO ,h) (i:I,_n) cu
proprietatea ca lima; (PO ,h)zO si astfel ca
[n]-0
F(By+1)=£(By)= fx0 4 hy w8ty oox® iy ) £x0 200 )=
Y AL A Wy Y A Y
+f(x10+x3+h2 ..... x,?+h,,)—f(x10,xg ..... x0+h,,)+

:fx'l(gl,x§+h2 ..... X+ by J i+ f el 8y X3 by x2+hn)~h2+...
+fx,n(x10 """ xr?—l’ n)'hn:
=[f§l(Po)+0‘1(P0yh)]h1+[f§2(P0)+0‘2(P0:h)]h2 +-~+[f§n(Po)+0‘n(Po’h)]hn =
=L(h)+a,h +ahy+...+0,h,,
de unde
f(By+h)-f(R)-L(h) i |oclh1+---+ocnhn|§

lim im
e |4 [n]—0 |4

< i oot =0
Hh IT)O(I (X,|1 |(Xn|)
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deci f'este diferentiabild in £, .

Consecinta. Daca f admite derivate partiale continue pe D, atunci f este diferentiabild pe
D, adica diferentiabild in ¥ PeD.
In acest caz

df(P)= f

f of

(P)h2+ +—(P)h VPeD.

Vl

(P)h1+

. . - . . 0 .

In particular, daca f(xl 3 X0 5y X, ):x,- i=1,n, atunci cum 6_f:0 pentru j #1i
X
J

si g—le,rezultd dx;=h;.

X
Astfel df(P)— f(P)d +ﬂ(P)d Xy + - +£(P)dxn
0x, ox ox,
o < df
Aplicatiad fdatide P——=——d f( ) VY PeD
este diferentiala functiei f d f = of ——dx + —fd Xy oot a—fal X,
0x; X, ox,
iar derivata functiei diferentiale feste ['= ﬂﬁ - ﬁ .
Ox; Ox, ox,
Diferentiala lui f'se mai poate pune sub forma
df= —dx+ dx, 4+ + dx, |f in care operatorul
0x, 0x, ox,

d=£dxl +idx2 +...+idxn

x| Xy ox,

care duce /' In d f se numeste operator diferential.
Exemplu. Fie f(x,y,z)=x"y%e” si P,(~12,0). Atunci
df(P):3x3yzez dx+2xyeidy+x*y?e” dz
iar d f(P))=12dx—4dy—4dz sau d f(P))(hy ,hy ,hy)=12hy —4hy —4hs .

Proprietiti ale functiilor diferentiabile:
1.) Daca functiile f'si g au derivate partiale de ordinul intdi continue pe D atunci functiile
L

f+teg f-g.— (g# 0) sunt diferentiabile pe D si
g

d(f+g)=df+dg
d(f-g)=gdf + fig
d(i]:gdf—fdg

g g’
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Diferentiabilitatea rezultd cu teorema precedenta iar formulele reies din calcul direct. De
n

exemplu d(1-g)=" (fe) v = (ars + /&, e, =g fldv, + 1 g, dv, = gdf + filg.
1 1 1 1
2.) Daci feste diferentiabila, atunci f'= const =df =0 pe D. Este clar ca /= const

=df =0. Reciproc , daca

df(P):si(P)hl +---+§l(P)h,, =0 V PeD,

X1 Xn

— 19
atunci pentru hz(0,0,...,hi,O,...,O) cu h;#0 (i=1,n) rezulta ai(P)h-
X

1

=0

1

) -
V PeD, deunde al=0 pe D. Acesta inseamna ca f nu depindede x; (i =1,n) si
Xi
deci f= const.
3.) Dacd f'este diferentiabila, atunci f'este continua.

Intr-adevir, fie Py e D. Din

7(P)= £(B)=L(#)+ (P, 1) cu m(lﬁ)lih)

H p H =0 0 rezulta ca atunci cand

P— P, ,h—0 sicum L este functie liniara de 4, L(h):z D;h; 0 sideci f(P)— f(P)
4.) Variatia functiei Af = f(P)- f(P,)~d f(P,) deoarece aJ(PO , h)—) 0 cand 7 —0.

Aplicatie. iniltimea unui con este 4=30cm, razabazei r =1cm. Si se studieze variatia
volumului conului daca marim % cu 3 mm si micsoram » cu 1 mm.

Solutie. Avem Vzénrzh, dh=0,3cm, dr=-0,1cmsi

ov ov 3
av~d? =2 an+ X gr—nan+ 2 rhdr="r(r dh+2hdr)=
on" o 3 3 3

7

:3£-10(10~0,3—2~30~0,1):—10ncm3.

Volumul scade cu 10 wem?, fapt greu de banuit de la inceput.

Diferentiale de ordin superior.

O functie f:DcR" —R care admite derivate partiale de ordinul p continue pe D se
spune ca este de clasa C? (L) si se scrie feC? (D).

Fie feC? (D) si Py € D. Am vazut cd diferentiala de ordinul intéi a lui fin F, este

aplicatia liniara df (PO ):R" >R df (PO)( h)= Z g(PO )hl-

i=1 i
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Forma pitraticd d f(P,)):R" >R d>f(P,)(h) o0 f (Py)h; I

se numeste diferentiala a II-a a lui fin .

In mod asemanitor, daca feC? (D), se defineste diferentiala de ordinul p a lui fin P,

ca fiind aplicatia d” f(P,): R" — R dati de formula

0 0 0
dpf(Po)(h):(a_}h*‘a—hz*'---*' - hnj(p)f(Po)

X1 X2 Xn
ridicarea la putere fiind simbolica.
Exemplu. Fie f(x,y)ZJCZy3 sL P, (2,1). Avem

fl=2xy’ }:df:f; dx+f) dy=2xy’dx+3x*y*d y

fy':3x2y2 df(2,)=4dx+12dy
fo=2t) = da 2 dedys hdy =
fo=6xp? b= =2y7d +12xy dvdy + 6y dy’

h =62’y d? f(2,1)=2dx* +24dxd y +24d y*

Evident cd putem scrie i d f(2, 1)(h1 ,hy )= 4h) +12h,
d? f(2,1)(hy , hy)=2h{ +24 R hy + 2403 .
Observatia 1. Calculul diferentialelor de ordin superior se poate face si prin diferentieri

succesive folosind regulile de diferentiere. Vom dovedi aceasta pentru p = 2. In acest caz
avem

i=1 i i=1 Jj=1

n P n 6f n n aZf
d(df)=d[z a—){.hiJ=§d[a—xJ.hi=Z [Z Soir thhl:

n 2

=> o/ “hih;=d’f .
e~ Ox;0x; :
i,j=1 i J

Observatia 2. Diferentiala functiei compuse F (x, y)= f(u(x,y),v(x,y)) este
dF = Fldx + F)dy = (f, -u}, + f; v, )dx+ (/) u), + f1v), ) dy =
=f, (u’Y dx+ufv dy) + f (v'Y dx+v'ydy) =fodu+ f, dv.
Proprietateaca dF = idx+ia’y F= idu +idv f=df
ox oy ou ov

se numeste proprietatea de invariantd a formei.
Ea nu se mai pastreaza la diferentiala de ordinul doi, adica

P (2) (2)
d*F =| —dx+—dy| F#|—du+—dv| f
Ox oy ou ov
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deoarece
d’F=d(dF)=d(f,du+ f,dv)=fhdu® +2f,, dudv+ f dv’ +
+fldPu+fldv=d*f+ [ d*u+fld*v.

iar d 2u sid zv fiind diferentialele de ordinul doi ale unor functii (si nu a unor variabile) nu
sunt totdeauna nule. Asadar

() @)
d’F= idx+ialy F= idu+i f+frdPu+f)dy.
ox oy ou ov

3. Formula lui Taylor pentru functii de mai multe variabile
Fie f:DcR"™ - R, D multime deschisa

Teoremai. Daca [ €C ntl (D) atunci oricare ar fi punctelePO , Pe D ,existda un punct
L 1 , .
Re(ry, Pastelincit f(P)=f(R)+—;d f(By)+..cv—d” (R, )

Demonstratia o vom face in cazul particular cind k£ =2 . Fie deci f=f (x, y) si
Py(x, .y, ). Functia compusa F (1)=f (x, +¢ (x—xo ) Yo +t(y— y,)) este evident de
(n+1) ori derivabila pe [0,1] si 7(0)=£(xo,v5).  F(1)=rf(x.).

Sa-i aplicim formula lui MacLaurin Avem

F(t)=F(0)+~ JAF(0)+ 4 d F(0)+< oy d"VF(0) cu 0<0<1.

Dar pentru functia F(t):f(u(t),v(t)) unde u=xy+1(x—xy) si v=y,+t(y—y,) avem
dF =df  (proprietatea de invariantd a formei)
d*F=d*f+f d*u+fd*v=d*f
deoarece in cazul de fatd d’u =d2v=0.Ana10g gisim d"F=d"f.
Facand acum ¢ =1, se obtine

1 1 1 .
f(x,y)=f(x0 ,y0)+1—/df(x0 ,y0)+...+md”f(x0 J’o)*mdn lf(xl ’yl)

unde P (xl V1 ) este un punct ce apartine segmentului (Po , P) deoarece
x;=x0+0(x—x0) si y; =y +0(y—y,) cu 8e(0,1).
Observatii.

1) in cazul particular in care 72 = 0 se obtine formula cresterilor finite a lui Lagrange
pentru functii de mai multe variabile §i anume:

f(P)-f(P)=d f(R)h=f'(R)P-P) P e(P,P)sau

()
. 0 0
Scrierea formulei este simbolica, pentru ca aici d” f(Fy) = |:0 (x xlo )+ +5_(xk - x/? )} f(R)
X X2
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unde &, e(x,-0 ,xl-) i=1,K.
2) Formula Iui Taylor poate fi folositd in calculul aproximativ avand in vedere ca
variatia functiei f

A= f(P)=f ()~ L f(B)+ 5 d (Rt —d" [ (7))

Exemple.
1.) Sa se dezvolte functia f(x , y): xzy -2xy+ 2x? —4x+ ¥+ 2 dupa puterile lui x—1 si
y+2.
Solutie. Vom aplica formula lui Taylor functiei f in P, (1 - 2) . Din
fr=2xy—-2y+4x—4 fx'; =0

fr=x*-2x+1 f2,=2
fh=2y+4 f);;z =0
fh=2x-2 Ih=0
fy”z =0

rezultd ca df(P0)=d2 f(PO)ZO si
d f(Py)=f 15 (Py)dx® +3 175 (Py)dxdy+31 7, (Py)dxdy® +f (P )dy* =3-2dx’dy .

de unde f(x,y)=%d3f(Po):(x_l)2 (y+2)'

2) Sa se calculeze cu aproximatie %/ (l ,02)2 + (O , 05)2 .

Solutie. Vom considera functia f° (x R y)z%lxz + y2 si vom folosi aproximatia
1 1
S(P)=f(Py)xd f(Py)+—;d* [(Py) unde Py (1,0).

Avem

Py (1,0)
)= +52)"

1! =%~2x(x2 +yz)72/3

o W

= df(Po):gdx
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., 2 2/, 4 -5/

2 :E( ) } —EX-ZX( ) ’ —%

, 4 -5/ 0

=ty D e drin)=-Ze el
" 2 — 4 B Py

e =§( )2 —3)"2)’( )3 3

de unde avéand in vedere cd d x =x-x, = 0,02 si dy=0,05 rezultd

3(1,02)> +(0.05)? z1+§-o,oz+%{ —%-(0,02)2 +§-(0,05)2} ~1,0141222 .

4. Extremele functiilor de mai multe variabile

Pentru inceput vom considera functia de doua variabile. Fie asadar D c R 2o multime
deschisisi f: D—>R.

Definitie. Punctul Py e D se numeste punct de maxim pentru f daca existi o

vecindtate V' a lui Py astfel incat f(P)<f(P,) VPeV
Analog se defineste punctul
de minim.

Un punct de maxim sau
de minim se numeste punct
de extrem.

>y Teorema (Fermat).

0|
! Daca f admite derivate

R B

% S~ partiale de ordinul intdi intr-
o vecindtate a punctului de
P, punct de maxim P, punct de minim extrem Py ,atunci aceasta se

anuleazd in Py .
Demonstratie. Daci F, (xo , yO) este punct de extrem pentru f , atunci X, este punct
de extrem pentru functia de o singura variabila (p(x) = f (x, yo) si deci conform teoremei lui
Fermat ¢’ (xO ) =0 adica f’ (Po ) =0 . In mod analog se arati ca fy' (P0)= 0.
Definitie. Un punct Fy in care se anuleaza toate derivatele pariale de ordinul intdi ale
functiei f se numeste punct stationar ( sau punct critic) pentru f .
Punctele stationare sunt deci solutii ale sistemului { f:=0, f,=0

Dupé cum am vazut mai sus orice punct de extrem este punct stationar.
Dar nu orice punct stationar este punct de extrem.
Urmatoarea teorema depisteaza punctele de extrem din cele stationare.

Teoremai. Fie Iy punct stationar pentru functia f € C 2 (D) si numarul
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A(Ry)= [f;y(Po)]z = fh (Po)'fy"z ()
Atunci 1°. daci A(Py)<0 , atunci P, este punct de extrem si anume
maxim daca f (Py)<0

td
punct de {mzmm daca f):z (PO )>0

2°. daca A(P, ) >0, atunci P, nu este punct de extrem.
Demonstratie. Folosind formula lui Taylor, avem

1(P)=1(R)=df(Py)+Sa*f(R)  wnde R (PP .
Cum P, este punct stationar si f.(P,)=f v (Py)=0, rezulta df (Po ) =0. Urmeaza ca
1) (B d (R =2 e (R 215 R o + 77 (R )2

Avand 1n vedere continuitatea derivatelor partiale de ordinul doi in P, rezultd
1 4 " "
7P)= 1) =L () e w2l () o s + (72 () o i -

= %d 2f(p, ) + m(PO ,h)  unde (P, h)ﬁo . Deci semnul diferentei f(P)- f(P,) este
-

2

h h

dat de dzf(P0 )= h% [f) (P0 {h—lJ +2f 0 (F )h—1 + f):'z (P, )] care are semn constant
2 2

Y hy,h,#0 numaidaca A(P,)<0 si anume pozitiv daca fh (Po )> 0, ceea ce implica

f(P)> f(P,) si negativ daca I (Py)<0, ceea ce implica f(P) < f(PO)

Daca A(PO )> 0, atunci d ’f (Po) poate fi atét pozitiv cat

si negativ. Se spune in acest caz cd P, este punct sa.

Exemplu. Sé se determine punctele de extrem ale functiei
f(x,y):x3 +y° —3xy.
Solutie. Punctele stationare ale lui f sunt solutiile sistemului
fi=3x7=3y=0
{fy’ =3y? —3x=0
Obtinem x; =1,y, =1 §i x, =0,y, =0, deci P, (1,1), P, (0,0), Derivatele de ordinul doi ale

lui f calculate in cele doua puncte sunt:

P | Py
fh =6x 6|0
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foy="3 33
fr=6y 6 | 0

Din A(Pl) = (— 3)2 -36<0, f;z (Pl) =6>0 rezulta ca P este punct de minim, din

A(P2 ) = (— 3)2 >0, rezultd ca P, nu este punct de extrem.

Valoarea minimd a functiei este f,;, = f (1, 1) =—1, se deduce de aici ca
x3 +y3 -3xy+120 V x,yeR.

Observatie. In cazul functiilor cu mai mult de doui variabile definitiile si teorema lui
Fermat rimén valabile. Asadar, punctele de extrem ale functiei f° (xl 3 XD ey Xpy ) sunt solutii

(dar nu solutiile) ale sistemului: 6_f =0, of =0,..., of =0.
ox; 0x, ox,

Pentru a afla dacd un punct stationar P, este sau nu punct de extrem proceddm exact ca
si in cazul functiilor de doud variabile. Semnul diferentei f (P) -f (PO) este dat de semnul

n

2
diferentialei de ordinul doialui f in B,  d*f(P))= stf—ﬁy(zao)hi h;
)

ij=1
care este o formd pitratica, si care daci este pozitiv definitd, atunci f(P)> f(P,) si deci B,

este punct de minim, iar dacd este negativ definitd, atunci P, este punct de maxim.

ap ap apy---ay,
yeens 0y = ,

2
Notand  a; :Gxa—@fy(PO) sid =ay, 0=
vl

conform teoremei lui Sylvester, rezultatul este urmatorul:
1°. dacd §,,9,,...,9, > 0= P, punct de minim

dj) dp Apl -+ App

2°. dacd — 9;,0,,—03,..., (— 1)” 0, >0= F, punctde maxim.
Exemplu. Sa se determine extremul functiei
f(x,y,z)zx2 +y2 +z° —xz—yz+2x+2y+2z-2

Solutie. Avem

fl=2x—z+2 fh=2 fn=2
fy=2y-z+2 Sy =0 S =-1
fl=2z-x—y+2 =1 fh=2

Sistemul f; =0, f7 =0, f, =0 dasingurul punct stationar P, (=3,-3,-4) pentru
2 0 -1

>0, 8,=[0 2 -1|>0
-1 -1 2

20

care 0,=2>0, 9,=
0 2

deci P, este punct de minim i valoarea minima a functiei este f (—3, -3,- 4) =-12.
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5. Metoda celor mai mici patrate

Fie f o functie data tabelar. Desi expresia analitica a ei este necunoscutd, se pune
problema afldrii chiar si aproximative a valorii ei intr-un punct arbitrar x. Aceasta este
problema interpolarii.
Metoda celor mai mici patrate constd in determinarea unui
polinom
P, (x)=ay +a,x+...+a,x™ in general de grad m < n
care sa nu treacd neapdrat prin punctele M, (xl- Vi ) dar care

sd aproximeze cel mai bine functia data, in sensul ca suma
y  Ppatratelor erorilor

Rzro2 +r12 +...+r22 :Zriz :Z(Pm(xi)—y[)2
0 0

sa fie minima.

In cazul aproximatiei liniare (m = 1) , P (x) =a, +a;x iar

n
expresia R= Z(ao +ax; —y; )2 fiind o functie In variabilele
0

ag si a;, este minima daca

aR n
6_:22(% +a,x; - y;)=0
a, 5
OR C
a_EZin(ao +ayx;—y;)=0.
ay 0
Se obtine evident sistemul liniar
(” + 1)“0 + alzxi :Zy[
2
aozxi +a zxi = zxiyi
in necunoscutele a si a;, care d solutia in mod unic.
In cazul m =2, aproximatia se numeste pitratica, polinomul
este Pz(x)za0 +a1x+a2x2, v
si expresia °
n
(o]
R= (a +ax; +a,x;” <)|2x ‘x ‘ ‘ |x ‘ °
; 0 1% 2% XY 0 1 n .
este minima daca Y ‘ Yo ‘ 1 ‘ ‘ ‘ Vn ‘ ° )
OR OR OR n .
——=0, —=0, ——=0. Efectuand calculele se obtine 4 <
oa, oa, da,

sistemul
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2
(n+1)a0 +a; Zx[+a2 Zx‘ =Zyi
1
2 3_
ag Y xita Y xPra, Y xi =Y %y,
ag Y x7+a; ) x}+ay Y xt =Y xly,.

care dd In mod unic necunoscutele a; ,a;,a, .

Pentru cazul general se procedeaza analog.
Exemplu. Pentru a scrie aproximatia liniara a functiei date pe coloanele x si y formam coloanele

x? ,Xy §i suma Z

Formam sistemul

X 2 X
L x i 8a, +56a, = 40
1 1 1 1
3 2 9 6 56ay,+524 a; =364
4 4 16 16 6 7
6 4 36 241 care da ag=—, a;=— .
8 5 64 40 11 11
9 7 81 63 Prin urmare functia tabelara datd poate fi
11 8 121 88| aproximati de dreapta
14 9 196] 126 7
> 56 40| 54| 364 YOt

Sa observam ca centrul de greutate al punctelor M ; (x,- Y

apartine dreptei 7x—11y+6=0.

Exercitii

1/2
1.) Sa se verifice teorema lui Euler pentru f(x,y,z) = (x2 —i—y2 +z2 ) In>
y

2,2
X"+ . .
z sicd z(x,y)=siny atuncicand x=1.

. . oz
2.) Sa se determine z =z (x, y) stiind cd —=
Ox X

2
X 2 . 1
R:z=—+y" In x+siny — —
2 Y 7y

2
3.) Care este unghiul dintre curbele plane obtinute prin intersectia suprafetelor z=x? +y? si
2,2
X°+ 4
z= cuplanul y =27 R :arctg 7
0%z

4.) Pornind de la definitie s se calculeze (—2, 2) dacd z =3/x? V.

Ox 0y
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m+n X+
5.) S se calculeze ———— dacd f(x,y)= hard X£y .

n

ox™ oy x-y’
nx+my

R:(-1)"2(m+n-1)
(v

)m+n+l

6.) Sa se arate ca daca

2 2 2 2 2 2
e ,—x2+y2+22, auneg 27,077 @ r:g, 0 (lnr)}@ (11;;’)}6 (lnr):%

ox? oyt 8z r oy 0z
‘(2
5,2 0 0
b.) z:ey(p(yezyz), atunci (xz—yz) —Z+xy—Z:xyz
ox oy

X z . X
c.) u:—ylnx-i—x(p Z,— | atunci xu;+yu’y+zu;:u+—y.

z X X z
7.) Sa se calculeze cu aproximatie

x+3y
y—3x

a.) variatia functiei z = cand x variazd de la x;=21la x,=2,5 siydela y;=4 la

y,=3,5.

b) (0,95)*"
8.) Si se calculeze d 2u daca

a)u =f(t, tz, t3), b)u =f(x +y+z, x2+y2+22) c)u :f(x2+y2, xz—yz, 2xy).
9.) Sé se scrie polinomul lui Taylor de gradul trei pentru functia f (x, y) =4/ x2+ y2 in (l, 1) .
10.) Sa se scrie f(x +h,y+k,z+ Z) in puteri ale lui A, k, ¢ daca
f(x,y, z)= x2+y2+ 2% -2xy - 2xz —2yz.
11.) Cursurile a doud ape sunt reprezentate aproximativ de parabola y = x2 si de dreapta

x —y—2=0. Se cere si se uneasci cele doud cursuri de apa printr-un canal rectiliniu de lungime
minima. Ce puncte leaga ?

2 2
z 2
12.)Sdsearatecd x+—+—+—2=24 Vx,y,z>0.
4 y =z

13.) Sa se determine extremele functiei f(x ,y) =x’+3xp? —15x—12y.
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V. Derivata unei functii vectoriale

1. Diferentiabilitate
Fie f o functie definitd pe o multime deschisi D < R." cu valori in R "

fi>f2s---s f,, componentele sale scalare.
Definitie. Spunem ca f este diferentiabili in punctul P, € D daca existi o
transformare liniara L :R" — R™ astfel incat pentru P +heD saavem
| (Po +)=1 (Ro)-L )] _
im
[#]-0 I 7]
Transformarea liniara L(h) se noteazd df (Po ) si se numeste diferentiala functiei f in P,.

Teorema 1. Functia f este diferentiabild in Py dacd si numai daci componentele ei

scalare f; (i = L_m) sunt diferentiabile in P,. In acest caz
d f1(Ro)
d f>r (R,

df(P0)= f2:( 0)

dfm‘(PO)

Demonstratie. Fie 4 = ( lj) i=1,m, j=1,n matricea transformarii liniare

L:R" — R"™ care apare in definitia diferentiabilitatii functiei f in P,.

—
f(Po+h) = f(R)-4-h=oh) cu H%IHIEOW_

O relatie de forma

este echivalenta cu relatiile de pe componente:

_ o)
fi(B+h)- Zauhl o, ( H%HIEO Al

care exprima diferentiabilitatea functiilor f in Py si faptul ca d f Z aU 1= _m

0
Cu teorema 1.&.2 cap VIavem insa a;; =3 f ( ) Astfel
x;

oh oh ) (n

ox; 0x,  0x, i df1(Po)
YE)=Ah=| e | 2|

moo—m = ' df, (Py)

6x1 6x2 axn » hn m 0

0
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Definind derivata functiei f in P, ca fiind matricea

D)

P,
0x, ox, 0)

f'(P0)=

e
Le(r) o L)

numiti matricea Jacobi  a functiei / in punctul P, putem scrie d f (P0 )= f' (PO )h

Daca functia f este diferentiabild pe D, adica diferentiabild in orice punct P € D, atunci
are loc formula d f(P)=f'(P) VY PeD.

In acest caz aplicatia /" dati de P# f'(P) ¥V Pe D senumeste derivata

functiei diferentiabile f .

oh ok
0x, ox,
Ea este datd de matricea functionald f'=
0 fm 0 fm
ox,  0x,
in cazul in care m = n , determinantul asociat matricei de sus se numeste determinant
functional sau iacobian si se noteaza M .
) D(x,x,,....x,)
Exemple.
Xu
1.) Diferentiala functiei L : R* > R* £ (x, ¥, Z,u) =|zy? |, fiind
yu
xdu+udx u 0 0 x)\(dx
df=|y*dz+2yzdy |=|0 2yz y* 0l||dy]|,
udy+ ydu 0 u 0 y)ldz
u 0 0 x
rezultd ca f'ey,zu)=[0 2yz y* 0
0 u 0 vy

2.) Diferentiala lui rexi+ y ;+ zk este dr =dx i_+dy ;+dz k.
Teorema 2. Fie f:D c R" — R" diferenfiabilain Py si g:R" — R”
diferentiabila in f (Po ) Atunci functia compusa go [ este diferentiabild in B, si

M (gof) B)=g'(f(R))-1'(B).

" C.G. Tacobi ( 1804 — 1851) matematician german.
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Demonstratia o vom face in cazul in care atdt componentele scalare f, (k =1,m ) ale

lui f'cat si componentele scalare g; (i :G ) ale lui g admit derivate partiale continue in
P, respectivin f (Po ) .
glf(P)) (&l (P)nt, (P))
in acest caz deoarece (g of )( P)= : = :
2o (F(P))) \gp(fi(P)o £ (P))

si ca urmare
Olgo f). . . J—
@ (gof) _og oA L. 08 Ofw .

= i=Lp, j=ln,
Ox; ofi Ox; 0fn 0x;

rezultd ca functiile (g of )l. (i = G) au derivate partiale de ordinul intai continue in F, si

deci sunt diferentiabile in £, . Din (2) rezulta

@ eos)| _§hos| Ak
0x; » ko 0 fx () ox; 5
Avand 1n vedere ca (gof)’ (PO):[M] , g'(f(P )):( 0g; j
ox; )y, Sk )sen,)

si f’(Po):[zj;lf

J este evidentca (3)=(1).
7 /R

0
Observatie. Functiile vectoriale de una sau doud variabile au aplicatii in teoria curbelor
si suprafetelor.

Fie C o curbd avand reprezentarea vectoriald
r(t)=x(t)i+y(t)j+z(t)k te|o,p]

Se spune ca ea este netedd, daca functiile x( t ), y( t ) siz (t) admit derivate continue
care nu se anuleaza simultan pe [a, b].

Fie M(t) si M(t+Ar) eC . Se numeste tangentain M la curba C’, pozitia limiti a
coardei MM, cand M, — M . Vectorul

MM, =r(t+At)-r(t)=Ar
este 1nsa coliniar cu ﬂ:ﬂ;+ﬂ;+£% .
At At At At

Trecand la limitd, cind At — 0, se obtine
vectorul ¥ (1)=x ()i + y(t) j+z()k
numit derivata vectorului ;(t) inraportcu ¢.
El da orientarea tangentei MT.
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Fie acum F (x, ¥, z) =0 ecuatia unei suprafete S. Vom presupune ci ea este netedd,

adica F admite derivate partiale de ordinul intai continue care nu se anuleaza simultan.
Se spune ca o dreapta este tangenta la S intr-un punct P al ei, daca ea este tangenta
oricarei curbe ce trece prin P apartindnd suprafetei S.

Daca (C ) r =7(t ) este o astfel de curba,
atunci are loc relatia F ( x(@),y(@),z (t)) =0,
care derivata in raport cu ¢ da
Fl-x +F)-y+F!-2=0, egalitate care aratd ca

vectorul N (F v F) )este perpendicular pe orice
dreapta tangenta la S in P. Acestea apartin deci aceluiasi

plan, numit planul tangent in P la S. Vectorul N di directia normalei la suprafata S in P.

2. Functii implicite
Fie ecuatia(l) F (x, y)=0.
Se numeste solutie a ecuatiei (1) o functiei y=y (x) care o verifica identic, deci pentru

care F (x Y% (x))E 0. Ecuatia (1) poate avea
1.) o singura solutie, de exemplu ecuatia x—y—1=0 = y=1-x

2.) mai multe solutii, de exemplu x? +y* —1=0 = y=+4/1-x> :[a,B]c[-1,1]

3.) nici o solutie, cum este )
Functiile y =y (x) definite cu ajutorul ecuatiilor se numesc functii implicite.
Astfel de ecuatii nu se pot intotdeauna explicita, adica exprima ca functii elementare. Asa
de exemplu este functia y=y (x) definita de ecuatia
siny+xe” =0.
O functie y =y(x1 ,...,X, ) definitd de o ecuatie de forma F (xl yeens X, ,y)=0 este 0

functie implicita de » variabile.
Problema care se pune este in ce conditii o ecuatie defineste o functie implicita.
Vom da fara demonstratie urmatoarele teoreme de existenta.

Teorema 1. Fie F (x . y) o functie reald definitd intr-o vecindtate V a punctului

F, (xo Yo ) pentru care I (P0 )=0.

Daci FeC' (V) si Fy' (Po )i(),atunci existd in YA v
mod unic o functie y= y(x) intr-o anumita vecindtate U a v B, D
Yor——+ o
punctului X si derivabild astfel incdt _ Y=Y (X) _
F(x,y(x)=0 peU L

J/(XO)ZJ/O .
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Teorema 2. Fie F (xl T S y) o functie definita intr-o vecindatate V a punctului

Py (xlo,...,x,(,),yo)cu F( ) 0.
Daca FeCl( )51 F) (PO)?&O atunci existd in mod unic o functie y= y(x1 - ,xn)
0
1

intr-o vecinatate U a punctului (x P e ) cu derivate partiale de ordinul intdi continue

astfel incdt Flx,..ox,,v(x,...,x,))=0 pe U

y(xl ""’xn):yo

Si
Derivarea functiilor implicite.
1.) Daca ecuatia F (x , y) =0 defineste functia y= y(x), atunci derivand egalitatea
’
F(x,y(x))=0 obtinem F} +F-y'=0 deunde y’=—Fx,.
y

2.) Daca ecuatia F' (x Vs z)=0 defineste functia implicitd z=z (x, y), atunci derivand

in raport cu x respectiv cu y egalitatea F (x, v, z(x, y))= 0 avem F/+F)-z,. =0,

. oz ! F ' F):
Fl+F-z,=0,deunde z; =——, z,=——,.
F; F|
3.) In mod analog s obtin derivatele partiale ale functiei implicite y=y (x; ..., x,)

F' —
definite de ecuatia F(x1 N ,y). Ele sunt y! =-— al i=1,n.
! : Jo
¥

Exemple.
1.) Sa se calculeze " dacd functia y este definita implicit de ecuatia sin y +xe” =0.
Solutie. Puniand F (x, v,z )= sin y + xe” ,avem

Fi=e"

F| =cosy+xe’

’

de unde y _—F W

derivaim ' tinand seama ci y =y (x). Astfel

e’

. "
Pentru determinarea lui y",

,,_eyy’(cosy+xey)—ey (—siny-y'+ey + xe” -y')_

BT
cos y+xe
cos y +sin
, 62y+62y Y Y
e —e’ (cosy+siny)y' cos y+xe” 2y 2c0s y+sin y+xe”
= = =e
cos y+xe” | v v
y+xe cos y+xe cos y + xe
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2.) Si se calculeze dz,d’z pentru x =0, y=1, z=0 daci functia implicitd z=2z (x , y) este

definitd de ecuatia x? +y2 +zr=¢%.
V4

Metoda I. Avem F(x,z,y)z X2+ y2 +z2—€°.
F) 2x ,

F!=2x Zl =——E=— ,20(0,1)=0
, F,  2z-¢°

F =2y = j

Fy ) ,__ B 2y ' (0,1)=2
r_ Z—ez z :__,: s z ) =
z g F] 2z7-—¢* g

de unde dz (0 , 1)= 2dy.
Pentru aflarea derivatelor partiale de ordinul doi, se deriveaza cele de ordinul intai avand in vedere
caz=z (x R y)

2z—e" )]—-x(2z. —e. -z)
2( ) X 4 X

Zo =) == . . 26 (0D=2
z—e
=) :2x(2(?_e:)'f'y), £ (0.1)-0
z—e

sii d?z(0,1)=2dx? +6dy*.

Metoda a II-a. Diferentiind de doud ori ecuatia data, aplicand regulile de diferentiere si avand in
vedere ci x si y fiind variabile independente, d lx=d? y=0 avem

2xdx + 2ydy + 2zdz = e*dz
2dx? +2dy2 +2(dz)2 +2zd%z=¢" (dz)2 +e’dz.

In particular pentru x=0,y=1, z=0, obtinem dz=2dy si ca urmare
2dx? +2 % +8dy? =4dy? +d?z deunde d’z=2dx> +6d y>.

Observatie. Metoda a doua (prin diferentiere) poate fi utilizata si pentru calculul
derivatelor partiale, caci o data aflatd diferentiala, acestea (derivatele partiale) rezultd imediat.

Sisteme de functii implicite

In multe probleme, nu numai de geometrie diferentiald intervin functii definite implicit de
sisteme de ecuatii.

F (x Vs z)z 0
G(x,y,2z)=0

Ne intereseaza in ce conditii acest sistem defineste doua functii y = y(x), z= z(x) care
sa verifice In mod identic ecuatiile sistemului, si cum se calculeaza derivatele lor.

Teorema 3. Fie F (x,y,z) Si G(x,y,z) doud functii definite intr-o vecindtate V a
punctului Py (xq,yq,zq) astfel incat F(Fy)=0, G(F))=0.

Cazul cel mai simplu este al sistemului {
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D(F,G)
D(y,z)
lui X functiile y=y (x) siz=z(x) derivabile astfel incdt

F(x,y(x),z(x)):O

G(x,y(x),z(x))EO peU
Derivatele acestor functii se obtin derivand ecuatiile sistemului (2). Astfel avem

Fe+Fp-y'+F]-z2'=0

G, +G, y'+G.-z'=0,

Dacd F,GeC (V) si =0, atunci exista in mod unic intr-o vecindatate U a

i

2) si v (x0)=y0, z(x))=2,.

D(F,G) D(F,G)

. D(x,z) . D(y,x)
de unde y —_m Stz ——m.
D(y.z) D(y,z)

O generalizare a teoremei precedente este

Teorema 4. Fie functiile I (xl seees Xy s V] seens ym) i=1,m definite intr-o vecinatate

g,ylo,...,y,(,)) cu F. (PO)Z() i=1,m.

1

a punctului F, (xlo yeeerX

, D\Fy,.... F, R e
Daci F,eC' (V) si M # 0, atunci existd intr-o anumitd vecindtate U a
D(yl""’ym) P
0
(.0 0 . . .. LT .
punctului (xl seres X, ) un sistem unic de functii y; = y; (xl ,...,xn), i=1,m cuderivate

partiale continue astfel incdt

3 F (xl yeens Xy ,yl(xl ,...,xn),...,ym (xl ,...,xn))EO pe U, i=1,_m
si yi(xlo,...,x,?):y? i=1,m.
Derivatele partiale ale functiilor y; se obtin derivand partial ecuatiile (3). Astfel
D(F,,...,F,,...,F,)

0y, o D(yl,...xj,...,Fm) T jzﬁ
ox, D(F,....F,) 7 '
D(ylﬂ"'aym)

Exemplu. Sa se calculeze derivatele partiale ale functiilor u = u (x R y) si v:v(x, y) in(0,-1),
o . xu—yv=0
definite implicit de sistemul .
yu+xv=1
Metoda I. Derivand in raport cu x ecuatiile sistemului si tindnd seama cd u si v sunt functii de x si y
u+xu, —yv. =0 , ux+vy ,  uy—xv
avem , , de unde Uy =——F 5 Va =5 -
yux+v+xvx:O X" +y X" +y
Analog, derivand sistemul in raport cu y se obtin derivatele partiale
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xv—uy vy + Xu

’
)

’

2

Cxl4 y X+ y2 '
Cand x =0 si y=1, din sistemul dat rezulti u=—1, v=0. Astfel
u, =1, u,=-1, vi =1, v, =0.
Metoda a — II — a. Diferentiind cele doua ecuatii ale sistemului, avem
udx + xdu —vdy — ydv=0
{udy + ydu + vdx + xdv=0.

Ficand x=0, y=—1, u=-1, v=0, obtinem du=—dy, dv =dx,de unde se deduce ca

Wy =0, u),=—1,si v, =1}, =0 i (0,-1).

3. Dependenta functionala

Fie D multime deschisd din R" si sistemul de functii reale

() {fl,fzam,fm} undefiecl(D) i=1,m.
O functie g:D— R spunem ca depinde de functiile f,, f, ,..., f,, pe D, daci existd o

functie diferentiabild ® astfel incit g=® ( S1s25ees fm) adica
gP)=®(/i(P), f(P)..... [y (P)) ¥ PeD.

Exemplu. Daca fl(x,y):x2 +y? o (x,y):x2 —y*si g(x,y):x4 —y*, atunci functia g

depinde de functiile f; §i f, pe R ? deoarece g=fi-f,.

Definitie. Spunem ca sistemul (1) este dependent pe D daca exista cel putin o functie a

sistemului, dependentd de celelalte pe D.

In caz contrar, sistemul este independent pe D.

Independenta functiilor pe D trebuie inteleasa in sensul cé nici o functie a sistemului nu

depinde de celelalte in nici o vecinatate a oricarui punct din D.

Teorema 1. Dacad sistemul (1) este dependent pe D si m < n ,atunci toti minorii de

Oh N
ox; ox,
ordinul m ai matricei lui Jacobi. | ............ sunt identic nuli pe D.
Ofw  Ofm
ox, " 0x

Ofx _0® ofi . 00 Ofk-1 o0® Ofkq 0D 3fpm

Demonstratie. Fie fg ztl)(fl S | ,...,fm)pe D. Atunci din

, J =1,_n, rezult

6)6]-

- + : +ot
ofi ox; Ofk-1 0x;  Ofgy Ox; Ofm 0x;

acdlinia L, a matricei este combinatie liniara de celelalte linii

oD 0o fof ¥

od
. LK—I 'LK+1+...+—'L
oh 0fk-1 "

+ —_—
0fk+ O fm
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si prin urmare minorii de ordinul m sunt toti nuli, ceea ce implica faptul ca rangul matricei este
strict mai mic decéat m.

Teorema 2. Dacd rangul matricei iacobiene in Py este r<m si dacd, fard, restrdnge

D\f.,..., . L . .
generalitatea, M #0, atunci exista o vecinatate V a punctului P, in care
D()c1 ,...,xr) P

sistemul { | ,...,f,.}este independent, in timp ce functiile f,,, ..., f,, depind pe V de functiile
Sioeer [

. : : D(fla"'nfr) : f e

Demonstratie. Determinantul functional ﬁ care este o functie continua pe
Xl seees Xp

D, fiind diferit de zero in Fj , este nenul intr-o intreagd vecinatate a lui £ si conform teoremei

precedente sistemul { Siseen ] } este independent in aceastd vecindtate.

Partea a doua a demonstratiei adica faptul ca celelalte functii depind de primele » o vom
face intr-un caz particular, cazul general tratdindu-se analog.
Fie m = n =3 si r = 2. Functiile sistemului sunt in acest caz y, = f; (x1 Xy, Xy ) ,

Y2 =/ (xl » X7 ,x3), Vi =15 (x1 , Xy ,x3) , matricea iacobiand

ofi 0fi O
0x; 0x, O0x;
0fy 0fy 0/
0x, O0xy, O0xy
0fs 9fs 0fs
0x, O0x, O0Oxy

w2V 15) D7)
D(xl,x2x3) D(xl’xz)
Dezvoltand primul determinant dupa ultima linie putem scrie

2 ofs DWh.f)) ofs DU.fo), 00 D1

ox, D(xz,x3) 0x, D(x3,x1) 0 x3 D(xl’x2)
FIEfl(xl’xz’x3)_y1:0
Fzzfz(xllxz’)%)_yz:o

in necunoscutele x, ,x, , yio =f. (PO) ie {1,2}$i punctul M (xlo x5, x5, ) ,yg).

D(F.F)| _D(fi.15)

Din faptul cda ————= =——F—=| #0 rezultd conform teoremei de
(xl’xz) D(xl)xz) P,

# 0 ntr-o vecinatate a punctului P, (xlo ,x20 ,x30 )

=0.

Fie sistemul de functii implicite {

M,
existenta (teorema 3,§2) ca exista doud functii
X1 =@ (x3 4! J’z)
3)
X2 =9 (x3 V1 J’z)
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f((P1,(P2:x3)Ey1

astfel incat {
£0.9,.%3)=y,

%.a(\ol +5f1 _5(P2 +6f1 -0

. . Oox;, Ox O0x, Ox ox
Derivand partial in raport cu X; , avem ! 3 2 3 3
parat i 3 0fy 001 _0fy 00,  0fs

. ) =0
0x; Ox3; 0Ox, Ox3 0Ox;
D(f.15) D(f.f3)
00, D(xz,x3) 00, D(x3,x1)
de und 4 = = .
cunde @ o, DUh /o) ox, DU S
D(xllxz) D(xl’xz)

Inlocuind functiile (3) in egalitatea y, = f; (x1 , Xy, x3) obtinem
vy =1 ((Pl (x3 »V1,Y2 ):(Pz (x3 N1 ,)’2)”53):‘1)(953 »V1,Y2 ) :

. . S o
Faptul cd y; depinde doar de y, si y, vareiesi din aceea cda ——=0.

X3
Intr-adevar, folosind (2) si (4) avem 0 _0fs 0% + 0fs 09, + 9fs _
Oxy 0@, Ox3 0@, 0x3 O0xy
ofs D(h.f2), 2fs D(Ai.12)
0¢p, Dlx,,x 0p, Dilxy,x 0f .
_9% vz, x3) 2 Dl 1)+ 3.9, Deci y; =®(yy,1,).
D(f1./2) 0x;
D(xl’xz)

Consecinti. [n cazul unui sistem de N functii de cdte n variabile, sunt valabile
afirmatiile:
D( l,...,fn) 0 sistemul {fl,fz,...,f,,}este independent
— | #U=

L) ) : .
D(xl,... ,xn) A intr — o vecinatate a punctului F,.
Dlfi,...,
2.) (fl f”) =0 pe D = sistemul { f.05 fn} este dependent pe D.
D(xl ,...,x,,) """
x z x? 422 4z . .
Exemplu. Functiile fj =—, f, =—, f3 e 0. Avand iacobianul
y y y
1 . 0
y y
D(fl:fZ:f3): 0 _i l =0
D(x,y,z) 32 y
2x—z -2 ( 2 2 ) 2z—-x
5— 3 \X T -z 3
y z y
sunt in dependenta functionald. Din faptul ca % = —i3 este un minor de ordinul doi nenul,
X,y y

rezultd o functie diferentiabila @ astfel incat f3 = (I)(fl R fz). Este evident ca f3 = flz + f22 -N1f>-
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Observatie. In teorema 4. &2 de existentd a functiilor implicite definite de sistemul

D(F,,...,F,)

D(ylﬂ""ym)PO

independenta functionald a functiilor £}, F, ,..., F,, cafunctiide yy,...,V,, .

F; (xl O S ,...,ym)zo i=1,m, conditia # 0 ainsemnat de fapt

4. Transformari punctuale in R”

Fie DcR" o multime deschisi. Se numeste transformare o functie vectorial

f:D—>R" Daci Ac D, atunci f (A) este transformata multimii 4 prin f.

Definitie. Transformarea f :( Lreees fn) se spune ca este regulatd in punctul

PyeD, daca functiile f; i=1,n suntde clasa C Vintr-o vecindtate a punctului Py si

D(fyrefy)

0.
D(xl,...,xn) ”

R

O transformare regulata in orice punct al lui D se spune cd este regulatd pe D.
Observatii.

1.) Daca f'este regulatd in P, atunci f'este regulatd Intr-o intreagd vecindtate a
acestui punct. Aceasta rezulta din continuitatea iacobianului.
2.) Daca f'este regulatd in P, , atunci f'este diferentiabild in P, si

D(fy,efy)
D()c1 bee, X )

s hp

| /'(Ry)|=

#0 Diferentiabilitatea lui frezulta din diferentiabilitatea
B

componentelor sale scalare f; (i =1, n)
3.) O transformare regulatd in P, este evident continua in F,

4.)Daca f = (fl ,...,f,,) este regulatd in F, , atunci sistemul { | fn} este
independent Intr-o vecindtate a lui F .

Exemple.
1.) Transformarea identica /a lui R” , datide I (P)=P PeR", sau
X, b 1, (xl,...,x,,)
i |=| 1= :
X, X, I, (xl,...,xn)
este regulati pe IR, deoarece componentele sale scalare / ; au derivate partiale continue peste tot si
1 0 0... 0
D\/,,....1 0 1 0... 0
|1”(P)|=—(1 ) =120 VPeR".
D(xl,...,xn)
0 0 O 1
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2.) Transformarea polara T care face trecerea de la coordonatele polare (p , O ) la cele
carteziene (x R y) ale unui punct P din plan.

1 P(x.y) T:{x - pc?sq) :[ O,oo) X [O,Zn)—) R? are iacobianul
/ roene
; D cos@—p sin
| 7 . (x—,y) =, PP SING p . Este deci regulatd dacd p#0.
0 x D(p,qo) sin@ p cosQ

Transformata dreptunghiului 4= [ 0, 2]>< [0 ,%} din planul

pOo este sfertul de cerc de raza 2 din primul cadran al
planului xOy .

=l

P . 3.) Transformarea cilindrica leaga coordonatele

cilindrice (p , 0, z) ale unui punct Pe R de cele carteziene (x Vs z).

X =pcose D ( )
/P.{""‘“J T:iy=psine : [O,w)x [0,27c)>< R — R? are iacobianul ﬂzp , este deci
-’ 3 D (p , 0, z)
u< -y z=2z
¢ P o transformare regulata peste tot cu exceptia originii.
X
4.) Transformarea sferica este data de
x =psinBcos @
T:y=psinOsing :[0,00)x[0,27)x[0,7] > R3
Z z=pcos0
P(x.y.2) . D (x, ¥, Z) 5 . oL L .
o p Din —————<=p~ sin 0, rezulta ca transformarea sfericd este regulatd
. D (p , 0, 9)
0 -y acolounde p #0510+#0, 7.

Vom da in continuare doud proprietati importante ale
transformarilor regulate.

Teorema 1 (compunerea transformarilor). Daca f este regulata in Fy si g este regulata in
f (PO), atunci transformarea go f este regulatdin P.

Demonstratie. Daca f=( LseeesSn ),g =(g1 ,...,gn) , atunci

gi(/i(P)) (g(A(P)).....fu(P)
(ger)P)= = :

g, (f(P)) g, (fcP).....[,(P)

Este evident ca dacd f; si g; suntde clasa C !, atunci si componentele scalare ale lui

go f suntde clasi C' intr-o vecinitate a lui P, . Din egalitatea matriceala

(g0 ) (P)=g'(f(Py)) (P ) remilid |(go f)(Py)|=| &' (F (P))|-|f"(Py )|,
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si cum transformarile f si g fiind regulate in P, respectivin f (PO) au iacobienii nenuli in

’
aceste puncte, rezultd ca (go f) (B))# 0 sidecicd go f este o transformare regulati in P,
Teorema 2 (iransformarea inversd). Daca [ este regulatd in Py, atunci existd o

transformare g definitd intr-o vecindtate a punctului f'( P, ), regulatd in acest punct §i

D(gl""’gn)
D Y1r-sVn

1

O
D(xp )

X
Demonstratie. Fie y, = ( ) si M, (xl yeeer X g,y{),...,y,?). Sistemul de functii

E(xl,...,xn,yl,...,yn)Efi(xl,...,xn)—yl- =0 i=Ln
defineste in mod implicit functiile x; = g; (yl,. yn) care verifica in mod identic sistemul.

Intr-adevar, F, (M 0 ) =f; (P0 )— yW=0 VvV i= Ln; functiile F; au derivate partiale

unde y; = fi(xl,...,xn).

P

A - . . D\F},.... F, yenes o o
continue ntr-o vecinatate a lui M, si ( ”) ( teeen S ) #0 din ipoteza.
D(xl,...,x,,) M, (xl, X )Po
Prin urmare existd in mod unic intr-o vecinatate /" a punctului f PO = (y y,? ) functiile
X;=g; (yl y,,) cu derivate partiale continue.

Fie g transformarea avand componentele scalare g; . Din

0 (&l(f(P)
P=| i |= : =g(f(p)) vpev,
x,) L&, (f(P))
rezultd go f=1,deunde | g'(f(P)))|-|f'(Py)|=|I(Py)|=1 sidecirelatia din enunt
1
g (f(P))| =
|k 1" (Ry)]
X=p cos .
Exemplu. Transformarea polara T : { . ,regulatipentru p>0 areinversa
y=psin@
Tt P -« +y2
0= arctgZ
X
iar iacobianul acesteia este (p d (p) = ! = ! daca x? + y2 #0.
() Dl) sy
D(p.o)
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5. Schimbari de variabile

O expresie in care apare o functie impreuna cu derivatele ei poate uneori primi o forma mult
simplificatd daca elementele vechi, functia si (sau) variabilele ei se inlocuiesc cu altele noi.
Vom presupune ca functiile ce intervin indeplinesc conditiile necesare efectudrii calculelor.
Vom pune In evidenta cateva cazuri §i le vom trata practic prin exemple.
1) Intervertirea variabilelor y(x)— x(»)

Exemplu. S3 se transforme ecuatia »'y" -3 (y ")2 =x luand pe y ca noud variabila

independenta.
Solutie. Se vede din ecuatia data ca y este functia si x este variabila sa. Forma noua a ecuatiei va

trebui sd antreneze functia x de variabila y si evident derivatele acesteia
. dx , d 2y
X = , X = —2 gees
dy dy
Folosind formulele de derivare a functiei compuse si a functiei inverse, vom gasi legdtura dintre
derivatele vechi y', ", y" si cele noi.

Astfel avem y'= Z—y = di = L’
X X X
dy

oAy f)_i(ij:i[ij.d_y:_ LA N
Y _dxy Cdx\x') dy\x') dx x')2 X (x’

(
e G

Facand inlocuirile in ecuatia datd obtinem sau x" + (x’)5 x=0.

2) Schimbarea variabilei independente y (x) —()) y().
x=x (¢

Exemplu. Sé se transforme ecuatia (1 —x2 )y" —xy'+a’y=0ficand x = cos?.
Solutie. Avem x = x () =t =t (x) si derivata functiei compuse y (t (x)) este
by _dy dt_dy 1

dc dt dx dt dx —sint
dt

unde cu y; s-anotat derivata lui y in raport cu noua ei variabild .

Ceea ce s-a obtinut este functie de . De aceea in continuare derivarea in raport cu X se face prin
intermediul variabilei f . Avem

y d(,) i[ Vi ].ﬂzy;'sint—y,’cost‘ 1

y = — = - - .
dx dt\ —sint ) dx sin? ¢ sint

Astfel ecuatia devine y!+a’y =0 .

X =
3) Schimbarea functiei si a variabilei y(¢) > u(¢) prin transformarea{
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< o "3 L |x=utt
Exemplu. Si se transforme ecuatia y" + (x + y)(l +y ) =0 daca
)/' =

Solutie. Tinand seama cd u =u (t), x si y devin functii de ¢ si avem

A S )
Cdx o drodx o'+l
dt
y"=di(y/)=i(”:_lj~l—”"(”'“)_”;(”'—1)~ L |
2 de\u'+1) dx (u'+1) w'+l (4 +1)
dt

Ficand inlocuirile, ecuatia devine u" +8uu'=0.
4) Schimbarea variabilelor independente ale unei functii z(x,y)— z(u,v) prin

1 2

u:u(x,y)
transformarea
v=v(x,y)
E - 2 2 X . .
xemplu. Daca u =x" —y~ , v=— , sd se transforme ecuatia
y
X _622+(x2+ 2)—622 622— 2—xg—o
Y 2 7 X0y yayz y@x oy

Solutie. Avem , ,
’ Vo= v =—

x
zy =z, uz+z,v, =z£,(—2y)+z(, [——ZJ
y

In continuare, pentru calculul derivatelor partiale de ordinul doi vom tine seama ¢ si ZL’t si sunt

functii de x si y prin intermediul variabilelor u si v. Astfel
" n " 1 r " " 1
z0 =[zu2 2x+z,, -—J-2x+zu -2+[zuv 2x+z0, -—J-—
y y)r
zh, =] z" ~(—2y)+z,'4'v-_—y (—2x)—22,'4 + zl';v~(—2y)+z:2 SR | +z{,'£
2 y2 y2 y3

Xy u y

Amplificand fiecare derivata cu coeficientii corespunzatori din ecuatia data si adunand pe

verticala, obtinem
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1
-y zio=2x-z, +—-z|,
y
ro_ ' X '
x| %y~ 2y Zu ) Zy
4x 1
" _ " A I '
Xy Z0 =4x o+ ) zuv+y2 z2 + 2z,
2 2
2" + X 1
2 2 zh, =—4xy - z', —J—y)zzv——«z"z -— -z,
X" +y y u 2 3 v 2
y y y
2
2 4x X 2x
xy 2;2 =4y”-z!y +722v — =z 2z, + =1,
y

2 v
y

deci z,, -u —z,, =0 este noua formd a ecuatiei.

0=- z(xz _zyz)z Zpy + 2(x2 _y2)~z'
y

5.) Schimbarea functiei si a variabilelor sale z (x, ) — w(u, V) printr-o transformare

regulata din R,
u=yz—x
Exemplu. Sa se transforme ecuatia (xy + z)%+ (1 —y2 )% =x+yz dacd v=xz—y i
w=xy—z
w=w(u.v).
Solutie. Diferentiind relatiile date, avem
du = zdy + ydz — dx
dv = zdx + xdz — dy
dw=ydx+xdy—dz
care introduse in formula
dw =w, du+w,dv
dau urmatoarea legatura intre dx,dy si dz:

’

: —dx + - “dy.
1+ yw, —xw, L+ yw, +xw,

y+w, —zw, X+w, —zw

dz

Dar cum dz =z dx+ Z'y dy, se deduc imediat derivatele partiale ale lui z care inlocuite
apoi in ecuatia data, dau ecuatia
’ ’ 2 ’ r\_ ’ ’
(or+2) (4wl — 2wl ) (L= 32 oot — 2w )= Gt 2) (1w, -+ )

adica —=0.
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6. Extreme conditionate
Deseori in probleme de extrem apar conditii suplimentare impuse variabilelor.

Cea mai simpl problema de acest fel este determinarea extremelor functiei f* (x , y) cu conditia ca
intre variabilele x §i y sa existe legdtura ¢ (x , y) =0 . Din punct de vedere geometric aceasta
—(xy) inseamna determinarea unui punct £, (xo , Vo ) apartinand curbei
z C:o (x , y) =0 asacain P, functiafsa ia valoare maxima sau
i —| minima in raport cu celelalte puncte de pe curba. Sa vedem cum s-
i i i ar rezolva aceasta problema. Daca ecuatia (p(x, y) defineste in
‘

' % ¥ mod implicit functia y = y(x) (ecuatia curbei C), atunci
problema se reduce la determinarea punctelor de extrem ale

functiei compuse g(x)=f (x, v (x )) si care, dupa cum se stie,

se gasesc printre radacinile ecuatiei g'(x)= 0, deci

(1) fi+ Sy =0,
Derivand egalitatea (p(x Ly (x )) =0,avem si
2 9 +¢), -y =0.

Amplificand ecuatia (2) cu un A real oarecare si adunand-o la (1), obtinem relatia
fingl +f] +20) )y =0,
verificata de punctele de extrem legat.
Determinand A asaca f) + A, =0, rezultasi /) + Ao, =0.

Obtinem astfel trei ecuatii in necunoscutele x, y si A verificate de punctele de extrem

fi+he, =0
legat Sy +rel, =0
¢=0.

Séa observam ca acest sistem este cel care da punctele stationare ale functiei
Flx,y.2)=fx.y)+1o(x,y).

Fie M (x,y,%,) un punct stationar pentru F. Este evident ca Py (x, ,,)e C . Fie de

asemenea P(x,y) € C . Saobservam ca diferenta
J(P)=f(Py)=f(x,2)- flxg,30)=F(x,3)+Ro 0lxg 3o )=
=F(x,y,ko) —F(xo Yo ,7»0).

Prin urmare problema stabilirii daca P, (x,,y,) este punct de extrem legat se reduce la

studiul semnului lui d*F (xo Y0 Mo )
In concluzie, pentru determinarea punctelor de extrem ale functiei f (x, y) cu

legatura (p(x, y) = 0, se formeaza functia auxiliard F =f + Ao, i se determini punctele
stationare iar daca M (x, , v, ,ko) este unul din acestea, atunci se studiazd daca R)(Xo ,yo)

este punct de extrem (liber) pentru F (x V.o )
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Exemplu. Sé se gaseasca punctele de extrem ale functiei [ (x , y) =x+2y stiind ca
x>+ y2 =5.
Solutie. Avem (p(x,y)E x2+ y2 -5,
F(x,y,k):x+ 2y + K(xz +y? —5).

Punctele stationare ale lui F sunt solutiile sistemului:

F; =1+2Ax=0

F y' =2+2y=0

Fy =p=x+y’-5=0

1 1
si anume M, (1,2,—5) si M, (—1,—2,5).

Pentru a stabili daca punctele P, (1,2) si P, (—1,—2) sunt sau nu puncte de extrem legat,

calculdam
M, M,
"= -1 1
! 21
FY'; =0 0 0

Fry=2n |-1 |1
y

Avem
A(P)=-1<0,F", (M,)=-1<0=>P punct de maxim

A(P2 )=—1<O,FX"2 (M2 )=1 > 0= P, punctde minim
Sow =f(B)=5 fon =1(P)==5
Observatia 1. Pentru determinarea extremelor functiei f' (x1 J Xy e X, ) supuse
legaturilor ¢, (xl oo Xy )=O i= m , se construieste functia auxiliard (functia lui
Lagrange) F(xl yeees Xy s Mg ,...,km):f + M@ +...+ 7,0, , isedetermind

m) este un astfel de punct, se studiaza daca

punctele stationare i daca M (xlo Uy S ¥

punctul £, (xlo xg) este punct de extrem liber pentru F(x1 s X, ,klo ,...,kmo).
Aceasta este metoda multiplicatorilor lui Lagrange.
Exemplu. S3 se giseascd punctele de extrem ale functiei f (x , Y, Z) = xyz cu conditiile
X+y+z=5,xyp+yz+zx=8.
Solutie. Avem
(pl(x,y,z)=x+y+z—5
®, (x,y,z)zxy+yz+zx—8
si functia auxiliara
F(x,y,z,k,u)zxyz+k(x+y+z—5)+ ;,L(xy+yz+zx—8).
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F;Eyz+k+p.(y+z)=
F)',Exz+?n+u(x+z):

0
0
Sistemul F! 0

. Exy+7»+u(x+y):
Fl=0=x+y+z-5=0
Fi=0,=xy+yz+zx—8=0
4 7 4 16 -4
ne da punctele stationare ale lui F': M (2,1,2,4, —2) si M, (E,g,g,?,T) .
Vom studia daca P (2, 1, 2) este punct de extrem liber pentru F' (x, v,z,4,— 2). Pentru aceasta
ne intereseaza semnul diferentialei d ’F (M 1 ) Avem

d*F(M,)=—2dxdz .

M, Diferentiind insa legaturile, avem relatiile
F" =0 0 { dx+dy+dz=0
X
Fl=z+u 0 (x+z)dx+(x+z)dy+(x+z)dz:0
" dx+dy+dz=0 |4
Fe=y+p -1 | care pentru P, (2, 1, 2) devin Y de unde dz = —dx ,
" =0 0 3dx+4dy+3dz=0
=
y
F" —x4 0 deci sz(Ml):de2>0. Urmeaza ¢ f(P)—f(P0)>0,deciP1 este
¥ H punct de minim (legat ). Facand un studiu aseménétor pentru punctul
b= 0 4 7 4
z P, (E '3 E) se giseste cd acesta este un punct de maxim (legat ).
Observatia 2. Problema determinarii extremelor functiei f (xl yees Xy ) cu conditii de
forma: o; (x1 e X, ) >0 i =1,m este problema generald a programirii matematice.

Dacid atat functia f  cat si functiile ¢; sunt liniare, atunci problema este de programare

liniara (formulata in 1947 de cétre matematicianul american G. B. Dantzig).

Exercitii
1.) Si se arate cd suprafetele x +2y —Inz+4=0 si x’—xy —8x+ 2z +5=0 sunt tangente una
alteia in punctul (2, -3, 1).
2.) Sa se scrie ecuatia tangentei intr-unul din punctele de abscisd x =1 ale curbei

x2 —2xy+y 2 bxt y—2=0. Si se determine d 2 y in punctul ales.

3.) Sa se calculeze u! ,u! pentru u=""% daci ze*= xe* +ye”
’ ’ y+z
4.) Sa se arate ca daca
. . Oz oz
a.) (y+z) sin z—y (x + z) =0, atunci zsinz— —y2 —=0
Ox oy

0 0
b.) x2+y2+22:yf = , atunci ( 2—)/2—22)—Z+2xy—Z=2xz
y ox oy
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c) f[f

N <

j . 0z 0z
=0,atunci x—+y—=z2
oy 0y
2 — —
d.) f(x+y+z’x2+y2+zz)=()’ atunci 67z =— 4(x Z)(y Z)
oy (fu+22/)

e) uv=3x-2y+z,v’=x>+y*+z%, atunci xuy+yu,+zu;=0

b
5.) Si se calculeze du si d*v pentru valorile x = Ly=1 u=0,v=— daca

- oo 1
¥ cos—=—, e sin = - | R:dzu=abcz,afzv:—(abc—dy)2
v W2 y W2 2
6.) Sa se afle extremele functiilor:

a.) y daca y2+2yx2—4x—3=0 R:ymaxptx:%

b.) z daca x3—y2—3x+4y+22+z—8:0

c) f(x,y):x2 + y? in discul (x—ﬁ)z+(y—\/§)zs9
d) f(x,y, z)=xy +yz + zx cuconditile —x+yz=1Lx—-2z=0
e.) f(x,y,z, t):x+y+z+t stiind ca xyzt:a4,x,y,z,t,a>0

7.) Sé se determine inf f si sup f daca f(x,y) =x%y (4 -X —y) si 4 este domeniul limitat de
A A

dreptele x=0,y=0,x+y =06
2
X
8.) Pe elipsoidul % + y2 +z% =1 sise géseasca punctul cel mai departat si punctul cel mai apropiat

de planul 3x +4y + 12z =288
9.) Sa se calculeze iacobianul transformarii

xX= (OL +pcos 9) cos @,y = (a +p cos 9) sin @,z =psin O R:p (oc +pcose)
10.) Sa se arate cu ajutorul determinantilor functionali ca exista o relatie de dependenta intre functiile
X= (u + v) cosQ, y = (u - v) singQ, z = u?+ v+ 2uv cos 2 si se dea o relatie de legaturd directa.
11.) in ecuatiile urmatoare si se faca schimbirile indicate

a) y"-xy”+cosy-y” =0, x=x(y) R:x"+x—cosy=0
t d?
b) y"+ y'thx+ e =0,x=Intg — R: 2y+m2y:0
ch”x 2 dt
, , \[x=pcoso ,
c) (x2+y2)(X+yy)=(x2+y2+x)(xy—y),{ _Tp=plp) R:p'=p+coso
y=psin @
2 2 2 . 2
. .0 =sinx+x —
d.)£+2003xa z —smsz—smx—Z— , " x. 7Y R:ﬁz
ox? Ox 2 oy v=x-—sinx+y Ou ov
oz 1 0%z 1 X 02w
e-)—+—y—=—,u=—,v=x,w=xz—y,w:w(u,v) : =0
27> x vy ou’
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2 2 2
f.)z—;l+2—?+2—2+u:0, u=@(r),r=x>+y*+z° R:(p"+g(p'+(p20
X )y z r

0%z 0z 0Oz 5
+ a— + b— + ¢z = 0 poate fi redusa la forma

12.) Sa se arate ca orice ecuatie de forma
Ox oy ox 0Oy

o%u
+ c,u =0 prin schimbarea de functie z = ue™ P , U=u (x,y)
Ox 0Oy
R:a=-b,f=—-a,c;=c—ab

0%z 0%z 0%z

13.) Sa se transforme expresia £ = — + 2 + —— facand schimbarea de variabile
Ox xoy oy

u+v u-v . . u?—v?
X=——y= si schimbarea de functie z = —-w.

2
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PARTEA II
CALCUL INTEGRAL

I. INTEGRALA NEDEFINITA

1. Primitiva unei functii

Fie o functie f:/c R > R.

Definitie. Se numeste primitivi a lui f pe I, o functie F definita si derivabild pe I astfel
incat F'=f

Séa observam ca:

1.) daca F este o primitiva a lui £, atunci F' + ¢, unde ¢ este o constanta oarecare, este
primitiva a lui f;

2.) daca F'si G sunt primitive ale lui £; atunci ele difera printr-o constanta aditiva.

Rezultd de aici ¢ daca F este o primitiva a lui £, atunci oricare alta va fi de forma F' + ¢

unde ¢ este o constanta.
Multimea primitivelor functiei /' se numeste, prin abuz de limbaj — integrala nedefiniti a

lui f'si se noteaza J f (x)dx saumai simplu J fdx.

Astfel, prin definitie desz +c & F'=f.

Din punct de vedere geometric, integrala nedefinita
y Fie reprezintd o familie de curbe plane obtinute una din alta printr-o
/\i translatie de-a lungul axei Oy.
F_ i £ - Interpretand semnul dx care apare in notatia integralei
nedefinite ca o diferentiald, avem fdx = F'dx =dF . Astfel se

obtin urmatoarele relatii utile in calcule.
de=F+c si d'[fdxzfdx.

Operatia de determinare a primitivelor unei functii se numeste integrare. Nu toate
functiile admit primitive. Dar orice functie continua pe un interval admite primitiva pe acel
interval (vezi cap X). In acest capitol ne vom ocupa de metode de determinare a primitivelor
unor functii continue. Mai intai insd vom da
Lista integralelor imediate

a+1 dx
jxadx:x +c  (areal,=-1) I—=ln|x|+c (x#0)
a+1 X
X 3. _ X x
Ie dx=e" +c J.axdx:a +c (a>0,a¢1)
Ina
Isinxdx=—cosx+c Icosxdx=sinx+c
1 1
J > dx=tgx+c I > dx=—-ctgx+c
cos” x sin® x
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dx =arcsinx +c dx=arctgx +c

J—= I
1—x2 1+ x?

jshxdx:chx+c Ichxdx=shx+c

J- 12 dx=thx+c I 12 dx=—cthx+c
ch”x sh”x

Proprietitile integralei nedefinite rezulta cu usurinta din regulile de derivare si sunt:

1.)daca f,geC(I), atunci

I(ocf +B g)dx = (XJ- fdx+P J. gdx o, € R (proprietatea de liniaritate) 2.) daca

0:3->1,x=0(),0€ cl(3)), ¢'(¢) # 0 pentru a admite inversa ¢ =\ (x) , iar feste
continua, atunci

J. f(x)dx= .[ f ((p (t )) Q'(t)dt (formula schimbatrii de variabila)

3)dacd f,ge C! (1), atunci
j fgdx=fg- J- gf'dx (formula integrarii prin parti).
Observatia 1. In cazul schimbarii de variabila expresia de sub semnul integrala se

comporta ca o diferentiald; dacd x =@ (¢), atunci f (x)dx= f ((p (Z)) @'(¢)dt . Aceastd

observatie simplifica calculele.
Formula schimbdrii de variabild poate fi privita din ambele sensuri.
Functia x = @ (¢) trebuie aleasa astfel incat sa poata fi calculatd integrala din membrul

drept.
Uneori este preferabild schimbarea de variabila sub forma ¢ =y (x).

Exemple.

8| & _ t—mzzj(l—LJdtzz(t—ln|t+1|)+c=
Jx +1 o ] t+

dx =2tdt
—2x ~n(Vx +1f 4.

1 1 1
2.)stinx2 dx — Ejsintdt:——cost+c:—gcosx2+c.

t=x*=y(x)
dt =2 xdx

Observatia 2. Formula integrarii prin parti pentru functiile # ,v € C ! (1) poate fi scrisa
si sub forma Iu dv=uv-— Ivdu unde du =u'dx ,dv=v'dx.

Ea se foloseste de obicei la calculul integralelor de forma Ix"e”xdx ;
Ix" Inxdx; Ieax sinbx dx; ; J.x"arctg xdx si altele.

Cu ajutorul ei se pot obtine formule de recurenta utile in calculul unor primitive.
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2 2 2

dx 1 (a°+x" —x 1 1 x - xdx
Exemplu. In:I 5 . =—2.[ S 5 dx:—zln,l——zj'—2 5 =...
(x-ﬂ—a}l a x+a)‘ a a (x-i—a)‘
u=x dv = 2de2
x“+a” |
1
du=dv v= =
2(1—n)(x2+a2T
1 1 X 1
=L - ¥ Lol
2 n-1 2 0 n-1
a a | 2(1- n)(xz + azr 2(n-1)
2n-3
Astfel 1, = ol + " 1,4 n>1.
7 —1 2
az(n—l)(x2+a2) 2(n—1)a
Pornind de la I, :J.L:larctg£+c, obtinem succesiv
szra2 a a
1 —j dx = X + ! arctgx+c etc
2= = i — ,
(x2 +a2)2 az(x2+a2) 24° a

2. Integrarea functiilor rationale

S P(x . .
Integrarea functiei rationale ) unde P si O sunt polinoame se face pe etape:

O(x
Daca grP>grQ , atunci facem impartirea cu rest
P R
_(x):C(x)+—(x) grR<grQ.
O(x) O(x)
< . P(x) ..
Daca gr P < grQ,atunci descompunem in fractii simple. Acestea sunt
X
A Bx+C
-, C _ ieN.b? —4ac<0)
(x—a) (ax2 +bx+c)
3x2 +5x—4 4 B c Dx+E Fx+G

De exemplu

= + + + + ,
(x+1)3(x2+2)2 x+1 (x+1)2 (x+1)3 K +2 (x2+2)2
coeficientii urmand a fi determinati prin identificarea numaratorilor dupa ce fractiile a fost
aduse la acelasi numitor sau prin alte metode.
Descompunerea in fractii simple este unica.
Urmeaza apoi integrarea fractiilor simple. Astfel

1.) J. 4 dszln|x—a|+c
x—a

n—1

2.) Ide:AJ‘d—u:L+c, n>1
(x—a)" u"  (x-a)
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Bx+c - PPN . - o . .
3) I dx se calculeaza punand in evidenta la numarator diferentiala
ax? +bx+c

trinomului de la numitor, adicd ~ d (ax2 +bx + c): (2ax + b)dx si se obtin doud integrale de

forma Iﬂ si Id—y,

u R
Bx+c ..
4.) - dx se reduce la calculul a doud integrale de forma
(ax2+bx+c)
d d 9
I—Z i Inzj—yn dupa ce s-a procedat ca la 3.)
u (yz-l-otz)
Exemplu.
= J‘ 3x+2 J‘ 8x+4+4d 3 21 +lll
4x +4x+3)2 4x +4x+3)2 8 4x"+4x+3 2
d(4x +4x+3)=(8x+4)dx
unde
y 1
I, = J. I = { + arctg }4—0:
2
[2x+1 +2] y +2 2 o2 +2) 2242
y=2x+1 1 2x +1 N 1 arctg2x+l+c
dy=2dx 4 43 1 4x+3 82 V2o
Decil:L 2x =3 + ! arctg2x+1+c.

16 4x2 14x+3 1642 V2

Dupa cum s-a putut observa, primitivele functiilor rationale sunt combinatii liniare de
functii rationale, functii logaritmice si functii arctg.

3. Integrale reductibile la integrale din functii rationale

Integralele irationale de forma

ax+b\" ax+b\"
jR x, dx ¢, €Q
cex+d ex+d

unde R este o expresie rationald de variabilele sale, se reduc la integrale din functii rationale

ax+b
facand =t
ex+d
unde N este numitorul comun al fractiilor ¢, ,...,q,.

1+41-x

1-x+3 (1-x)2

Exemplu. Pentru dx avem N =6; facem 1 —x=1° deundex=1-1¢° si

dx =—612dt, deci
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:_6I1+t Sd :_6J't +t :_6_[ _1+t+1 df =
et 241 241
=—2¢>+6t—3In(t*> +1)—6arcigt +c =

=-2,1-x+6% l—x—3ln[3,/1—x +1]—6arctg§ll—6x+c.

Integralele binome au forma
J.xm(ax" +b)pdx m,n,peQ.

. .. A * - . - - * A
Ele se mai numesc si integrale Cebagev dupa numele celui care a ardtat cd numai in
urmatoarele trei cazuri ele pot fi reduse la integrale din functii rationale:

1.) peZ cuschimbarea [Xx= t" | unde N este numitorul comun a lui m sin.

m+1

2) eZ cu ax" +b=t"|unde N este numitorul lui p

n

m+1 . .

3) +peZ cu |ax" +b=t"x"|unde N este numitorul lui p

n

1
3( 3 3 3 3

Exemplu. Fie Izj—zjx 2| x4 +1| dx.Facem x* +1=£>x* siavem

\/x_33\/l+§/x_3
4

;
x= 1) 3 ,de=—4*(> -1) 3dt, x* +1=>*-1)".

1

4/x3
Integralele algebrice au forma

J‘R(x,,/axz +bx+cjdx

unde R este o functie rationala de doua variabile.
Substitutiile indicate mai jos se datoreaza lui Euler:

1.)dacd a>0, \/ax2+bx+c:i ax+t
2)a<0,c>0, qlax2+bx+c:txi\/z
3)a<0, ¢<0, Jax® +bx+c =t(x—x1) unde x, este radicind a

L2 < . Cax .
ecuatiei ax” +b+c=0. Aceasta ecuatie nu poate avea raddcini complexe deoarece trinomul

+1| +c.

Astfel 1=—4jtdt=—2t2+c=—23

ax® +bx+c arfi negativ V x € R si n-ar avea sens radicalul.

“R.L. Cebasev (1829 — 1894), academician rus cu contributii in matematici si mecanica.
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Putem de asemenea remarca faptul ca ultima schimbare de variabila poate fi aplicata nu

numai cand @ <0 cisicand a >0 daci trinomul ax® + bx + ¢ are radacini reale.

d [
Exemplu. Fie / :J-—x. Facand V—3x? +5x+1 =tx+1, avem
xV=3x% +5x+1

2 g, _ 42
:5 Zt’ dx:z(t St 3)dt, /—_3x2+5x+1:t.5 2t+1: t +St+3’

1?43 (t* +3)? 1 +3 1, +3
2dt A=3x2
de unde I= J. —ln|2t—5|+c:ln 2—3x +5x+l_5 +c.
X

Integralele din functii trigonometrice de forma IR (sin x,cos x)dx se transforma in

integrale din functii rationale daca:
1.) functia R este impard in cOSx , adica

R (sin x,— cos x) = —R(sin x,cos x) cu

2.) R este impard in sinx,

R (—sinx,cosx)=—R(sinx,cosx) cu

3.) Restepardin sin xsi COSx
R (—sin x,— cosx) = R(sin x,cos x) cu

x
4.) facem thZI

in primele doua situatii se diferentiaza substitutiile si se pun in evidentd la numaritor
diferentialele lor.

In ultimele doua cazuri se exprimi vechea variabild in functie de cea noua si apoi se
diferentiaza.

Exemple.

1.) Fie I = J‘;m—x dx . Efectuam schimbarea de variabild cosx =t si avem

—sinx=d x=dt,dupa care integrala devine

2_
I J’sm xsinxdx J‘(t l)dt_J‘ fios 3 dt=
2+ cosx 2+t t+2

COS2

:%+2t+3ln|t+2|+ x—2€0sx+3ln(c0sx+2)+c

. 1+ si . 2dt .
2.) Fie 1:j$dx.Facand tgizt,avem x=2arctgt, dx= si cum
sin x + sin x cos x 2 1+¢
2
sinx = ,COS X = , urmeaza cd
1+1¢ 1+1¢
t+1 1 1 1
I = I J‘ t+2+4+- dt:—tgzi-i——ln tgi +c.
t 4 2 2 2
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Alte tipuri de integrale
1.) O integrala de forma IR (e“x )dx

. . ) 1 dr .
se reduce la o integrala rationala daca se face . Atunci x=—1In¢, dx=— siea
a at

devine jR (z)ﬂ = j R (t)dt .

d
Exemplu. /= I —I i :2j dx :2] 1 .ﬁz
shx+1 e*+e 1 e¥—e " +2 t—1+2 t
2

_2J‘ dt ——l t+1- \/_ eX +1- \/_
2421 2 t+l+\/_ e +1+J—

2.) Integrarea unor functii hiperbolice se poate face utilizand formule asemanatoare celor
trigonometrice.

2
1 2
Exemplu. I—J.ch4xdx—.|[$} dx:%I(1+20h2x+ch2 2x)dx=

1
2

=lx+lsh 2x+ljwdx:ix+lsh 2x+ish 4x + c.
4 4 4 2 8 4 32

3.) Integralele de forma [, = '[e“x cosbxdx si [, = Ieax sinbx dx se pot obtine

simultan astfel:

e(a+ib)x

I +il, = Ie“x (cos bx + i sinbx)dx = J.eax e dx = J.e(“”b)xdx = +co=

a+ib
_a+ib
a’ +b?
Separand partea reala de cea imaginara, avem
ax

e™(cosbx +isinbx )+c

acos bx+bsinbx)+c
= )

(asinbx —bcosbx)+c

Calculul unor integrale cu ajutorul unor substitutii trigonometrice si hiperbolice
Uneori substitutiile indicate in dreptul integralelor ce urmeaza pot conduce la integrari
mai rapide:

1.) J.R(x,\/az—xzjdx, cu |X=acost|sau|x=asint
2.) JR(x,Va2+x2jdx, cu‘x=atgt‘sau|x=asht‘

3) J.R(x,\/xz -a? jdx, cu
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Exemplu.

I=J.\/x2 —2x—3dx=J}/(x—1)2 —4dx = 4jsh2zdz=zj(ch2z—1)dt:sh2r—t+c

x—1=2cht
dx =2sht dt

Pentru revenirea la variabila X se au in vedere formulele sh2f =2shzcht, e’ =sht+chr sicidin

chr=>"1 reqits shr=+ch? t—1—2\/x _2-3.

2
Astfel Izé(x—l)\/)c2 -2x-3 +%ln(x—l+\/x2 —2x—3)+c.

Integrale care nu pot fi exprimate prin functii elementare

O diferenta esentiald intre calculul diferential si cel integral este aceea ca derivata unei
functii elementare se exprima totdeauna prin functii elementare, nu acelasi lucru se poate spune
despre primitiva unei functii elementare.

Asa de exemplu sunt functiile:

si(x):J.smx

cos x o
dx (cosinus integral)

dx (sinus integral) ci(x)= J.
li(x)= I l;{—); (logaritm integral) Ie_x dx  (functia de eroare)

X
J' i (exponential integral)
X

Tot din aceasta categorie fac parte in general primitivele de forma IR (x, VP(x) )dx

unde P este polinom de grad n > 2 ca de exemplu J. sau functiile

dx
Vi +1
elipticeJ. 1—k? sin’ x dx

J’ dx
xll—k2 sin® x

Exercitii

Sa se calculeze urmatoarele integrale nedefinite:

Inl{ln x —2x2 42 4
1.)J‘de 12) J‘de 23)J‘COS X +sin X

x x —2x+2) cos® xsin? x

arcsin x/; .

SN 13. 5.3
2.)J. dx ) Ix P 24.) J‘sm x3/cos x dx

sh+/1- x x> dx x? dx
3) [— —d 14.) I(—K—HH T 25) j—xz_az

2
x* dx sec” x dx

4) Ixex cos x dx 15) I 26) ﬁ
g x+4tgx+
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5) jsin 10x sin 15x dx

arcsin x
6) | S

7) jln" x dx
8) Ix”e"‘ dx

XCOS X
9. dx
)J-sm x

In sin x

10)j

sm X

1+x

11)] 21n dx

—X

16 | (x+1)x +x+1)
17) [ x ;“: dx

18.) Ii/?fﬁ
) | e
20)[W

21)[ 1= j:

dx

22, I (2 —sin x)(3 —sin x)
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.2 X
sin® —+1
27) [— 2
cos’ E+sinx

dx

28)

'[ (x2 +1I2x—mj
S5x dx

V1+x*

x dx
v1-2x* —x*
31) jL

2shx+3chx

29) j
30.) j

32) | L R

vVa? +sin? ax



II. INTEGRALA DUBLA

1. Definitia integralei duble

Fie D un compact din R 2 (domeniu inchis si marginit).
Domeniile ce intervin aici, vom presupune ca au arie (vezi Manual cls.a XII-a) si
frontierele lor sunt curbe netede pe portiuni, adica reuniuni finite de curbe netede.
Numim diviziune a lui D, un numar finit de compacte

y
D A= {81- }I’ , fard puncte interioare comune astfel incat
n
p=|Js,.
1
| Norma diviziunii A este prin definitie v(A)= max d (8,)
0 X i=1n

unde d (8;) este diametrul compactului §, adica marginea
superioard a distantelor dintre doud puncte oarecare ale lui 9§, .

Spunem ci diviziunea A’ este mai find decat A (scriem A’ <A )

6. . . o . . .
5 i dacd orice domeniu al diviziunii A este o reuniune finitd de domenii ale
5 diviziunii A" . Evident ci
A'<A=v(A)<v(A)
Fie acum f: D — R o functie (eventual marginitd), A = {5 i }fl 0
diviziune a lui D si punctele intermediare P, (ﬁ, M ) €d; i= L.

z—f(x y) Fie de asemenea suma integrala

S\} GA(f)zzn:f(Pi) aria 5[=Zn:f(§,~,m) aria 8, .
1 1

|
i Geometric, daca f >0, atunci 6 (f) aproximeaza volumul
corpului ¥ delimitat de suprafata S avand ecuatia z = f(x,y),
planul xOy si suprafata cilindrica a carei generatoare este
paralela cu axa Oz si se sprijind pe frontiera domeniului D.
Aceasta aproximatie este cu atat mai buna cu cat
diviziunea A este mai fina.
Definitia 1. Spunem ca functia f este integrabild pe D, daca exista si este finita limita

J(im oa(r)=1

oricare ar fi alegerea punctelor intermediare P, .

Aceastd definitie este evident echivalenta cu
Definitia 2. Functia f este integrabild pe D, daca exista un numar real I, astfel incat

Ve>0,3 n(a) asa ca pentru orice diviziune A a lui D cu V(A) <m, i oricare ar fi alegerea
punctelor intermediare, sa avem
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loa(f)—1]<e.
O definitie echivalenta se poate da si prin siruri ca si la integrala definita.
Numarul / se numeste integrala dubla a lui f pe D si se noteaza

I:.”f(x,y)dxdy sau I:j-[fdxdy.
D D

Daci functia f este marginitd pe D, atunci se pot considera ca si la functiile de o singura

variabild, sumele Darboux ale lui f'corespunzitoare diviziunii A = {8 i }f a domeniului D

sA(f)=Zm,- aria §, SA(f)=ZMi aria 9,
1 1

unde m; = inf f(P), M;=sup f(P).
P e, P ey,
Notéand cu m si M respectiv marginile functiei fpe D, au loc evident urmétoarele
inegalitati: maria DSsy(f)So,(f)SS,(f)<M aria D.

Se pot pune 1n evidentad urmatoarele proprietati ale sumelor Darboux:
L) sp(f)=infon(f), Sa(f)=supon(f)

marginile ludndu-se dupa toate alegerile posibile ale punctelor intermediare
2)Dacd A"<A,atunci  So(f)Ssp(f)SSA(f)SSA(S).

Intr-adevar, daca 5, =6il U8i” si mi’: mff(P) mi" = inf” f(P)
Pes, Pes,
atunci m; aria §; < ml-' aria 6,», + mi” aria Si',.
Deducem de aici ca daca V(A)~L , atunci s, (f)T si Sy (f)i« .
3.) Oricare ar fi diviziunile A, §i A,, maria D< Sa (f)SSA (f)SM ariaD.

Rezulta de aici ca existd integralele Darboux ale lui fpe D:

I=supsy(f). T=inf S\(f)  sica sy,(f)SISISS(f) Y A.
A A

2. Criterii de integrabilitate

Teorema 1 (criteriul lui Darboux). O functie marginita f este integrabila pe D daca si
numai daci V&> 0,3n(e) astfel incit ¥ A cu v(A)<n

Sa(f)=sa(f)<e.
Demonstratie = Functia f'fiind integrabila, V&> 0,3 n(a) astfel incat V A cu
v(A) <m sdavem [ —e<o,(f)<I+eoricare ar fi alegerea punctelor P, .
Dar atunci avemsi [ —e<s,(f)SS\(f)<1+¢.
Prin urmare SA(f)—SA(f)S]+8—([—8)=28 VA cu v(A)<r|.
< Presupunem pentru functia marginita f ca este indeplinitd conditia din enunt. Atunci are

locsi OSI—I<S,(f)—s\(f)<e VA cuv(A)<n.
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Cum ¢ este arbitrar, rezultd / = I=1.
Din SA(f)STESSA(S), SA(f)SoA(f)SSA(f), rezultaca
|GA(f)—[|SSA(f)—SA(f)<8 indiferent de alegerea punctelor P,, daca v(A)<n.

Deci feste integrabila si J' j fdxdy=1.
D
Teorema 2. Dacd f este continud pe D= [ este integrabila pe D.

Demonstratie. Functia f fiind continua pe compactul D, este uniform continua pe D si
deci Ve>0, Eln(a) astfel incat oricare ar fi P', P" e D cu d(P’, P") <71 sd avem

| F(P)- £ (7)<

aria D

Fie A= {51- };1 o diviziune a lui D cu v(A)< nsi m; ,M; marginile luifpe 8, i=1,n.
Dar ffiind continud pe compactul J,, isi atinge marginile pe J,, deci 3 Pl-' , Pl-” €9, asaca,

ml.:f(Pl.’), Mizf(Pi”). Prin urmare

n

S (1) =sal )= (M~ m)arias, <[ (B") = 1B |arias, <
1

1
€ n
<— ~Zaria6i=8.
aria D N

Cu criteriul lui Darboux rezultd acum integrabilitatea functiei continue f.

Definitie. O mulime A —R? se spune cd este de mésurd Lebesgue nuli (sau

neglijabila) daca ¥V e¢>0, 3 un sir {I " }n de intervale deschise bidimensionale care acopera

A (ACU]n) si astfel incat iarial,7 <Eg.
n 1

Teorema 3 (criteriul lui Lebesgue). O functie marginita este integrabild pe
D < multimea punctelor sale de discontinuitate este de masura Lebesgue nuld.

Drept consecinta, dacd multimea punctelor de discontinuitate ale unei functii marginite
este o curba neteda pe portiuni, atunci functia este integrabila.

3. Proprietatile integralei duble
Se pot pune 1n evidentd urmatoarele proprietati:
1.) J.J.dxdy=ariaD
D

2)  f,gintegr.D,a,pe R = of +Bg integr.D si

”(af+ﬁg)dxdy=aﬂfdx+B”gdxdy

(proprietatea de liniaritate)
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3.) fintegr.D, f>0= J-J. S dxdy =0 (proprietatea de pozitivitate)
D

4.)f gintegr. D, f<g= ”f dxdy < ”g dx dy (proprietatea de monotonie)
D D
5.) fintegr. D =|/| integr. D si j fdvdy| < J' J' /] dxdy
D D

6.) fintegr. D si me(P)SM VPeD= mariaDSj'[fdxdySMariaD
D

7.) f continud pe D = 3 P, € D astfel incat

J-J. f(x,y)dxdy = f(P,)aria D (teorema de medie)
D
intr-adevir, daca m si M sunt marginile functiei continue f pe D si ele sunt atinse in
I fdxdy
P, respectiv P, din D, atunci [ (P,)=m < D+:ks M = f(P).
aria D

Dacd C este o curba continutd in D avand capetele F, si P, si
L X=X (t)
reprezentarea parametrica ( ) te [oc,B] s
y=(t)

atunci functia compusd g(¢t)= f (x (t),y(t )) este continud pe

o B] si gla)=m, g(B)=M .
Din proprietatea lui Darboux a functiei g , deoarece

.Pl‘. ‘: ) fpz-

“x

gla)<n<g(B) rezultica 3 ¢, € |o, B]astfel incat % = g(t, )= fuf@ it )sdeet
= (x(to ), y(to )) € D cu proprietatea din enunt.
8.) Dacd f este integrabili pe D=D, U D,

unde D, si D, sunt domenii compacte fara puncte interioare

comune, atunci J. J. fdxdy = J. J fdxdy + _U. fdxdy
D D, D,

( proprietatea de aditivitate fatd de domenii ).

4. Calculul integralei duble
in cele ce urmeaza vom presupune ci f este functie continua pe D.

1) Fie D=[a,b|x[c,d]. Fie

¥l ; A" a=xy<x <..<x,=b
}}j. B D IE-I A" C=y0<y1<---<ym=d
1 ) I .
diviziuni oarecare ale intervalelor [a,b] respectiv [c,d].
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Vom considera pentru D diviziunea A = {60}

unded; = |x;,x;.¢ |X|V;, v | i=0,n=1, j=0,m—1
ij [1 l+l] b/z z+l]

Fie punctele &; e[xl-,xM], i=0,n-1, n; e[yj,yjﬂ],j:O,m —1. Evident ca
P&, )ed; sica v(A)—> 0 v(A) > 0,v(A") 0.

Cum functia f'este integrabila, avem

—

m—1

=

n=1 m-1

on(f)=>. Y f(p;)aria s, Fleim, v, ay, =
i=0 j=0 =0 j=0
n—1( m-1
{ sl Ay,JM
i=0 \ j=0
ciand v(A")—0
cand v(A)—0 \L

F(a,)=jf(ai )y

™
=

i=0
\Lcdnd v(A')—0
.I[If(x’y)dx‘ly jF(x)dxzi{jf(x,y)dx]dx
Deci IJ.f(x,y)dxdy = jidx]i.f(x,y)dy

Analog (sau tindnd seama de teorema de integrare a unei integrale cu parametru)

”‘f(x)y)dxdy=Tdyjf(x,y)dw

2 Fie D { a<x<b unde @ si y sunt functii continue pe [a , b]
(X)L yLy(x) (domeniu simplu in raport cu Oy)
ya 4 In acest caz limitele de integrare la integrala F (&l) nu
| ‘ i—_' i v="Y(X)  mai sunt constante ci dependent de &
= vl
B Fe)= [ 16, s)as
0 a & b olg;)
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b y(x)

Jffxydxdy Idx Ifxy

a  o(x)
. c<y<d )

YN x=0 ) 3)Daca D: cu @,y continue pe [a,b].
— ) o(y)<x<(y)

= . , (domeniu simplu in raport cu Ox) atunci

N N\ | x=V() d w(y)

o7 jjfx v)axdy=[ay [ f(x.v)d

0 ¢ oly)

dxdy daca

Exemplu. Si se calculeze [ = _[ _[
y 2)

D= x,y eRZ‘OSySLnyz,xS(y—2)2}.

Solutie. Domeniul D este simplu in raport cu Ox putand fi scris si astfel:

\/_<x<y2

{ 0<y<l

(/77 -_(_q): Deci
=y x=(y2 1 (-2 1 (-2f 1
2x
I=\dy dx = X y 2 —ypy=
! éb—ﬂz IU 2y ! :
1 P 2 4
= (-2 -—2 ]dy=(y 2) —[ + ]dy:lnﬂ—
” b-2P )7 3 !y—z (r=2F ’

Schimbarea de variabile la integrala dubla
Fie f o functie continud definitd pe compactul D din planul xOy si transformarea

x=x(u,v)
y=y(uv)

(u,v)eD'.

regulata: 7T {

v
VAV /<] Corespondenta domeniilor este
\ A cea din figura.
YT
0 u utra U 0o X

Evident, functia compusa £ (x(x,v), y(,v)) este continui pe D .

Ne intereseaza care este legatura dintre elementul de arie dxdy din planul xOy si dudv

din uOv . Reteaua de curbe coordonate din uOv este u = const si v=const. Avem evident
dx =x,du+x,dv, dy=y,du+ y,dv.
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Cum B'ev=const, C' eu=const ,rezultd ci punctele 4,8 si E au coordonatele
A(x,y),B(x+x.du,y+y.du),C(x+x,dv,y+y.dv), deunde rezultici

x y 1 x y 1
. 1 !’ !’ ’ !’ D(x’y)
dxdy=2arzaAABC=23 X+x,du y+y,du l|=|x,du y,du 0|= 5

x+x,dv y+y,dv 1| |x,dv y,dv 0

deci J;;[f(x,y)dxdy:J;J.f(x(u,v),y(u,v)) l;(();i}))

;dxdy unde

1/x2 +y?

D:{(x,y)eRz‘any2+y2 SZay,)c2 Syz}. o
Solutie.

dudv .(formula schimbarii de variabile).

Exemplu. Sa se calculeze [ = I '[
D

Facand transformarea polard, avem

X =pcosp ) ‘
y=pcoso / \

L <p< 3n - \ 5
D':{y  =®> 74 siiacobianul 0 m m @
asin@<p<2asing 2 4
: Dix,
(x y):p,deci
D(p.,9)
> 3n 3n
pcos @ 1 asne g 4 3a” sin® @ 4
I:” pdpdp = J-COS(Pd(P JPdPZ—ICOS¢-3a2 sin? pdp="—-""—" =0
P J 2 5 3 |x
D i asin@ b3 T
4 4

5. Aplicatii ale integralei duble

Aria unui domeniu plan aria D = J-j dxdy
D

Exemplu. Si se calculeze aria domeniului D definit de inegalititile 1< xy <2, x <y <3x

u=xy
Solutie. Facand transformarea 7 : b= domeniul D se
y
yhN o, isu<2 )
\ ) transforma in dreptunghiul D' : .Avem apoi
>®/ ' 1<v<3
/N \ D y X
‘4/ i (e.v) =l _y 1= 22 de unde
0 X D(x.y) 2 x|
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2
Prin urmare aria D = .”dxdy = ”‘% dudv = lJ‘duJ.ﬂ = %ln 3.
y
D D' 1

Calculul volumelor
Fie un domeniu ¥ = R > definit de inegalitatile
- { (x.y)e D
fley)sz<glxy)
=y unde f si g sunt functii continue pe D .
Cu interpretarea geometrica a integralei duble rezulta ca

d vol V = j j [g(x, )= £ (x,)]dxdy.
D

720 =g(x.y)

Exemplu. Sa se calculeze volumul corpului limitat de suprafetele
2 2
Zze_(x i ), z=3si x*+y*=R%.
Solutie. Avem

volV = ”[3 - e’("zwz)} dxdy = 3”dxdy - ”ef(xzwz)dxdy =...

R R Bl
y=psingQ 0<op<

...=3aria D—.”e_pz pdpdp =
o

2n

R
=3nR> —J‘efp2 pdpjd(p =3nR? +TC(€7R2 —1)
0 0

Masa si centrul de greutate ale unei plici plane
Dacd D este o placa materiala din planul xOy avand densitatea

(2] superficiala p(x, y), functie continud, atunci cum masa placii
este M:Zmi:Zp(P[)ariaESi,

rezulticda M =masaD = ”p( X,y )dxdy .
D
Coordonatele centrului de greutate G(x;, y¢ ) al placii sunt

date evident de formulele
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1 1
Xg =Vﬁxp(x,y)dxdy, Y =ﬁjjyp(x,y)dxdy.
D D

Daca placa este omogena ( p = const ), atunci

1 1
X = xdxdy, :—.” dxdy .
¢ ariaD»g » Y aria D ;s Yy

Presupunand cd domeniul D : { re [a, b] se afld In Intregime de o parte a axei
f(x)<y<g(x)
Ox , sd observam ca ultima formula poate fi scrisa sub forma

YA b g(x) 1 b 1 b

g — ariaD - yg :Idx Iydy :—jgz(x)dx——jfz(x)dx .

/\ D J a f(x) 2 a 2 a

Ff\\u/ \ Amplificand cu 27 se obtine volumul corpului de rotatie a
0 a b x domeniului D in jurul axei Ox si anume

v=ariaD-2nyg
S-a ajuns astfel la a doua teoremd a lui Guldin: daca un domeniu plan se roteste in
Jurul unei axe din planul sau si care nu il intersecteazd, atunci volumul corpului de rotatie
astfel obtinut este egal cu produsul dintre aria domeniului si lungimea cercului descris de
centrul de greutate.
Exemplul 1. Cu ajutorul teoremei lui Guldin putem rapid calcula centrul de greutate al
semicercului de razd R . Astfel

yn 2
4 R
N S L S 2my g
/! \\\1* 3
/ G 4
| .. deunde yg =—R=0,425R .
0 R X 3n

Exemplul 2. Sa se determine coordonatele centrului de greutate al placii plane omogene

2 2
X Y
N2 D:{(x,y) a_2+b_2SL x,yZO}
/ ~ b|D \\\,\ _ Solutie. Elipsa fiind un cerc de raza 1 deformat
\ S
\\ O a ’// X X 2 2
T (—j + (%j =1 vom folosi transformarea polara generalizata:
a
0<p<l
X = ap cos D(x, 5 '
{ P . ® pentru care Dixy) =abp . Inacestcaz D' : can<E-
y=bpsing D(p.9) se=7

T

Astfel aria D = “ dxdy = ” abpdpdo = abj pdsz‘ do = n% ,
D D 0 0
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T

1 2 2
”xdxdy:”apcompabpdpd(p:a2pr2decos¢d¢:aTb si x, ::—:,Avﬁndin vedere
D 0 0

forma domeniului rezultd G ﬂ ﬁ
3n 3n

Momentele de inertie ale unei plici plane
Momentele de inertie ale placii D avand densitatea superficiald p (x, y), fatd de originea

axelor si fatd de axele de coordonate sunt date de formulele:
Ioz'U(xvayz)p(x,y)dxdy, IOX:”yzp(x,y)dxdy, onzﬂxzp(x,y)dxdy.
D D D

Exemplu. Si se calculeze momentul de inertie al discului de razd R in raport cu centrul siu, in
ipoteza ca este omogen.
Solutie. Daci densitatea discului este d , atunci avem

ZTIZ R 4
I, =d”(x2 + 32 hixdy =djjp2pdpd¢:djd¢jp3dp :%d
D D' 0 0

Exercitii
A
1.) Sd se calculeze j dy J. dx schimband ordinea de integrare. R:—-—
0 T
2’
2.) Sa se calculeze
)J.j dx dy , unde D:{(x,y)e]&z‘2|x|—lﬁyﬁx2} R:3In2-2
6x+y+ +9’
b)”xsin (x+y)dxdy,unde D=[0,TC]><|:0,§:| R:m—-2
D
X2y

7+7 2 2

o[ H45———dvdy, daci D= {(x,y)eR2|x—2+y—2£1,x20,y20}
D x +y a

d)” x +y —4x—4y+10)dxdy,unde D= x,y)e]&z‘x2+4y2—2x—16y+13£0}
D

171

R: ——

2

12

e)J;I%unde D= )c,y)eR2|2xSx2+y2 S4x,2y£x2+yzﬁ6y} R:
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2,2
1) J-J.e’(x *y )sin (x2 +y? )dx dy
R2
3.) Sa se calculeze ariile domeniilor limitate de

10m-u=x-2y
li —2y+3) +(Bx+4z+1)* =1 :
a) elipsa (x y 3) (3x z ) 00 y=3x+dy
- 2 2 2 2 . |
b) cercurile x” +y” =2x,x" +y" =4x sidreptele y=x, y=0 R: 3[Z+Ej
¢) parabolele y2 :x,y2 =2x, x* =ay,x2 =2ay,a>0 R: %
4.) Sa se calculeze volumul corpului limitat de suprafetele
a)
x R: —a'
z:x2+y2,xyzaz,xy:2a2,y=5,y:2x 2
2 ra’
b)x2+y2-az=0,(x2+y2) =a2(x2-y2),z=0,a>0 R: s
2 2 2
5.) Si se determine centrul de greutate al plicii omogene limitate de astroida x> + y3 =a? si axele Ox
256 a
si O Rix, =y, =——
Y TR
6.) Sa se calculeze momentele de inertie in raport cu axele de coordonate ale placii omogene marginite de
sra’ ra*
2 2
curba x° + =ay la>0) . R:[.=—d, I, = d
y y (a>0) T 64 Y 64
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III. INTEGRALA TRIPLA

1. Definitia integralei triple

Integrala tripla a unei functii de trei variabile pe un domeniu compact din R? se
introduce absolut analog integralei duble.

Notiunea de integrabilitate, diversele criterii de integrabilitate, proprietatile functiilor
integrabile, se transpun cu usurinta de la functiile de doua la cele de trei variabile.

Pentru a nu relua intreaga teorie i mai ales pentru a simplifica expunerea, ne vom
limita la cazul functiilor continue.

Fie V un compact din R si A= {Vi }f o diviziune a sa, obtinuta prin impartirea lui V'
intr-un numar finit de compacte cu ajutorul unor suprafete, neavand puncte interioare comune.
Norma diviziunii A este v(A)=maxd(v;), d ( ) fiind diametrul multimii v,

i=ln
N Fie f:V = R o functie continua, A ={ ,-}n ,0
T N diviziune a lui ¥, punctele P (ﬁlmn Gi ( E) 51 suma
o S _ integrald oa(f)= Zf Jvolv; _Zf (&mig)votv,

# Daca f >0 reprezinta densitatea unui corp ce ocupa
domeniul ¥, atunci G, ( f ) aproximeazd masa corpului,

aproximatia fiind cu atit mai buna cu cét diviziunea A este mai fina.

Numim integrala tripla a functiei f pe V, numarul I= lim o(f)
v(A)—>0

in cazul functiei continue f', aceasta limita exista, este finita si nu depinde de alegerea

punctelor P.. Integrala tripla se noteaza I J‘J‘ f(x,y,z)dxdydz, J‘J‘J- fdxdydz sau .”J. f do.
v v v

2. Calculul integralei triple
Fie ¥ un domeniu simplu in raport cu axa Oz adica un domeniu definit de inegalitatile
v { (x,y)eD
loxy)<z<y(xy)
unde @ siy sunt functii continue pe D.

Procedand ca in cazul integralei duble se obtine urmatoarea
formula de calcul

.” f(xy, z)dxdydz—”.dxdy J.f(x v,z)dz
o(x.y)
Prin urmare calculul mtegralel triple se reduce la
calculul unei integrale duble si a unei integrale simple.
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dxdy dz 5 . o
————— dacd domeniul V este limitat de planele

Exemplu. Si se calculeze [ = I I j 3
(I+x+y+z)

x=0,y=0,z=0,x+y+z=1.

Solutie.
x,y)eD
Deoarece V : (x,) avem
0<z<1l-x-y
1-x-y
l-x-y 1 1 i
L e ¥ et I
5 o (+x+y+z) 29 (1+x+y+2) .
dx d
M3 e o [
l+x+y 8 (I+x+y)?
y 1 1-x 1 l-x
1 1 dy 1 1 1
T L e S
(I+x+y) 1,
1
B L T PR SN
> X% 16 2 2 1+x 2 16
y=U

Schimbarea de variabile la integrala tripla
Daci domeniul compact V este imaginea domeniului 7" prin transformarea regulati

x=x(u,v,w)
y=y(u,v,w) (u,v,w)eV' iar f(x,y,z) esteo functie continud pe ¥, atunci are loc formula

z=2z(u,v,w)

'” f(x,y,z)dxdydz='”- f(x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w))
P

numita formula schimbarii de variabile la integrarea tripla
Exemplu. Sa se calculeze 7 = ,U,[Z dx dy dz unde
V

du dvdw

D(x,y.z)
D(u,v,w)

:{(x y,z)eR3‘x2+y2+zzSS,x2+y2SZ ,ZSO}

v )
Solutie. Ficand transformarea sferica:
x =psin0cos @ 0<p<2v2
D ()C, Y, Z) A2 s
——————=p°sin0,si V':10<0<2n .

y=psinBOsing, avem
D(p, 0,0

z=pcosH (P ¢.0) 0<9<_

tsin 20

Astfel I:Mpcose-pzsinedpdcpdezsz2dZj j do = 8.
! 0 0 0
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3. Aplicatii ale integralei triple

Calculul volumelor Faptul cavolV = J‘ I J‘dx dy dz rezulta din aceea ca orice suma

5
integrald a functiei f (x, ¥, Z) =1 este egald cu volV .

Exemplu. Si se calculeze volumul din cilindrul x4 y~ =2ax cuprins intre paraboloidul
x? +y? =2az siplanul xOy.

Solutie. Cu transformarea cilindrica:

n_ X
X=pcose Dixyz) —E—(P—E
y=psin@ avem ¢:p,si V' 0<p<2acos@ .Prinurmare
B D(p,9.z) 2 z
=z 0<z<2
2a
x 2
2acos¢ 2a
volV = ”jdxdydz_mpdpdcpdz_jdcp jpd j = v
0
75
n n ¥
2 2acos @ 2 2
1 d
J pdp P __2 I 29 16a* cos* o="a’
n 2a 2a 7 4
2 2

Masa si centrul de greutate ale unui corp

Daca p(x Vs )este densitatea unui corp ce ocupd domeniul V' < R ”, atunci masa

corpului este datd de M = J- j J-(p( X,y,z)dxdydz iar coordonatele centrului de greutate de
v

1 1
=— xplx,y,z)dxdydz , =—J.J. x,y,z)dxdydz, z Z_IIJZ x,v,z)dxdydz
Mj.ypy)y yGMVyp(y)y 6= )]|zp(xy.z)dxdy

Exemplu. Sa se calculeze centrul de greutate al jumatatii superioare a sferei de raza R
cu centrul in origine, dacad densitatea sa este constanta

. 1 .

Solutie. Corpul fiind omogen, z; = —— ” I zdxdydz . Avem apoi volV = el R?
volV ” 3

si

[[[zdxdydz = [[[pcos6-p? sin0dpdedd =
V v

2
= jd(pjp3 dp.[lsin26d6:£R4, de unde z; = 3 R
0 0 02 4

In virtutea simetriei corpului ¥, centrul de greutate este G(0,0 3 RJ
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Momentele de inertie ale unui corp avéand densitatea p(x v, ) si ocupand domeniul

V sunt date de formule ca: 7, =”I(x2 +y2 4 zz)p(x,y,z) dxdydz ,
v

0z =”‘I(x2 +y2)p(x,y,z) dxdydz, Ivoy :JIIZZ p(x,y,z)dxdydz .
Vv
Exemplu. Sa se calculeze momentele de inertie ale piramidei omogene limitate de planele de
coordonate si planul d + 2 + Z_ 1. -
a b c )
Solutie. Avem p = const., deci

) ) |
2 ‘ 2b abc3 0.' I.'
pjjj dxdydz—pjdx Idy Iz dz = p. =

60

0
Prin urmare
3 3
a’bc ab’c . abc( P 2)
1,0, = , = ilg=——>Na"+b"+c)p.
yOz 60 P, L z0x 60 pstiop 60 P
Potentialul newtonian

Pentru un punct material de masé m, potentialul newtonian sau gravitational se
defineste prin formula U=m/r, unde r este distanta punctului material pana la punctul din spatiu
in care se considera potentialul.

In cazul unui corp material care ocupa domeniul ¥ < R3 si are densitatea p(x ¥, )
potentialul newtonian in punctul By (xq,vo.z,) este U(By)= .[ J.J- \/ p(x.y.z) dxdydz

v
(x=xof +(y=30f +(z—2)
Exemplu. Sa se calculeze potentialul newtonian al cilindrului omogen definit de inegalitatile
x2+ y2 <a? , 0 <z < h intr-un punct de pe axa cilindrului

Solutie. Fie ¢ >/ si densitatea |1 . Avem

(0,0.e)
U(0,0.c) = HJ‘J‘J“/ dxdydz _ :

"\\‘ ."‘)
X +y? + z—c)2

—u.[d(pjdzj _2nuH P -|z- c|}

p+zc)2

_ )2 2
:nu[uzln(h c)+ (h c) +a

+(h—c)\/(h—c)2+u2 +cx/a2+c2 +h(h-2c)]e
x/az +c? —c

Exercitii
1.) Sa se calculeze

-1/2
a)”’J‘ [x2+y2+(z—2)2] dx dy dz unde V este cilindrul x” +y~ <1,-1<z<1
V
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b)J.J‘J‘xyz sin (x+y+z)du) unde ¥ este limitat de planele x+y+Z=§, x=0,y=0,z=0
Vv

C)_”I 1/x2 +y2+z2 do unde V={(x,y,z)eR3‘x2+yZ+z2 Sz} R: %
vV

P 2

2x—-x a
8
d)J. dx J. dyJ. z4x* +y? dz trecand la coordonate cilindrice R: 5 a’
0 0 0
o J‘J’J‘ dx dy dz R:%; DJ‘J’J‘ dx dydz R:%
/ 7
Xayliz?zl (xz+y2+zz)3 000 (l+x+y+z)

2.) Sa se calculeze volumul corpului marginit de planele

49
X+y+z=a,x+y+z=2a,x+y=z,x+y=2z,y=x,y=3x R:ﬁa
3
- R 2 2 2 P 3 na
3.) Sa se calculeze volumul corpului marginit de suprafata (x +y +z ) =a’x R: 3
4.) Sa se calculeze volumul corpului limitat de sfera X2+ y2 +z2 =4 si paraboloidul X2+ y2 =3z
197
(interior paraboloidului). R: ?
5.) Sa se determine centrul de greutate al corpului material omogen care ocupa domeniul
2 2 2
x 3 3. 3
V:x,y,zZO,—+y—+Z—Sl. R:G|=a,—b,—c
al p? o2 8 b 8
6.) Sa se calculeze momentele de inertie in raport cu planele de coordonate ale corpului material care
2 2 2
z
ocupd domeniul marginit de suprafetele —-+ Z—z =—F, z=cCc> 0 si avand densitatea d = const.
c
zabc’d ra’bed rab’cd
R: IxOy = 5 >4 y0z = 20 sLx0z = 20

7.) Sa se calculeze masa paralelipipedului a <x<a 0<y<b, 0<z<c daci densitatea in fiecare

punct (x,y,z) este datd de p(x,y,z):x+y+z R: a—lz)c(a+b+c)

8.) Sa se calculeze momentul de inertie in raport cu originea a corpului de densitate p =1 care ocupa

n5-3)

5
domeniul V:{(x,y,z)e]&3‘x2+y2+zz SZaz,)62+y2-4—z2 S3a2,a>0}. R: Tcz
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IV.INTEGRALE CURBILINII

Integralele curbilinii se introduc pentru functii definite pe un arc de curba.

Fie C o curba simpla din R’ , neteda (sau neteda pe portiuni) si orientata, avand
extremitatile 4 si B.

Fie A={M, ), unde A=M,<M,<.<M,=B,0

diviziune a ei prin punctele M, € C.

M B __M'r_u B
R s Norma V(A) a diviziunii A este cea mai mare dintre
0 = X = .X(t)
4 lungimile coardelor M,M,,, . Daci {y=y(t) telap]cu
z=2z(t)

x,y,zeC ! [OL,B] este reprezentarea parametrica a curbei C, atunci evident ca diviziunii A ii
corespunde diviziunea A = {ti }g a segmentului [(x,B] unde o=t <t; <.<t, =B si M;(t=¢,).

Sa observam cd v(A)— 0 < v(A')— 0 . Intr-adevar, cu teorema cresterilor finite avem
|| = et )= (0P + [+ (t0) =201, )F =
e )P +DOF + 06 P (e =)=l -1,)

unde &;,m;,¢; e[ti,t,-“] i=Ln—1.Notandcu m= min A;, M = max A;, avem

i=0,n-1 i=0,n-1
V(A)=maxM;M; 4 SMmax(tHl —t;)=Mv(A') si

v(A") = max (¢, —ti)SimaxMiMiH =iv(A).
m m

1. Integrala curbilinie in raport cu lungimea arcului (de speta I-a)
Fie functia continua F :C —R,A={M|j o diviziune a curbei C, cate un punct P,
M n-1
apartinand arcului M; M, sisuma integrald o, (F )= ZF (P, )!l; unde /; este lungimea
0
arcului M; M, .
in cazul in care F' reprezinti densitatea liniara a firului material avand ca imagine curba
C o, (F ) aproximeaza masa firului.
Prin definitie, integrala curbilinie 1n raport cu lungimea arcului a functiei /' de-a lungul

arcului 4B este IF dl = (lign oA (F). Se foloseste si notatia J.F dl.
v(A)=>0
AB C

Se poate demonstra ca in ipoteza facuta (curba neteda si functia F' continud) limita de sus

existd, este finita si nu depinde de alegerea punctelor intermediare P, .
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Proprietati ale I Fdi.

1.) IF dl nu depinde de sensul de parcurs al curbei, adica IF dl = J.F dl.

4B AB BA
2, j aF +BG)di = .[Fdl +B j Gdl apeR (liniaritatea)
AB AB
)
3.) J.F dl = J.F dl + J-F dl dacd Ce AB (aditivitatea fatd de arce)
AB Ac CB

Calculul dez.
Evident ci daca Pi(t;)e M;M,,,, atunci 1, €[t,,t;,,]. Are loc aproximarea
oa(F)= F(B) I~ 3 F (x (e ()2 a2 (E:)+ 37 (0 )+ 22 (i )ty —11)=
o3 F (e )y (50,2 () £ (1) 452 ()4 2250 (60— 1)

&;M;\G;,T; € [ t; +1] Aceasta rezulta din continuitatea uniforma a functiei

unde

g(u,v,w)=\/)'c (u)+ y*(v)+z*(w) pe compactul [a,B]x[a,B]x[a,B],precum si din

marginirea functiei F (x ®), y(t),z (t)) pe [OL,B]. Intr-adevar, V &>0,31 (8) astfel incat
"| <m sa

oricare ar fi punctele P’ (u', v/, w'), P’ (u "V w") cu
avem

. Atunci, daci v(A")< 1, rezulta

|g(u',v',w')— g(u",v", W"l < B

| 20 [F (e y ez Ermingy )= F (s (e (e () g (51700w:) A ] <
Z|Fx<r>y<r)z<r N | & €imisei)=g (vt (141 1)<

MZ l+1 =Ms.

Functia F' (x, y,zWx% + 3% + 2% fiind continua pe [, B], deci integrabila, observam ca
trecand la limitd o, (F) cand v(A)— 0 (echivalent cu v(A')—0), obtinem formula de calcul

a integralei curbilinii de prima spetd si anume
B
JFdl - '[F(x(t),y(t),z(t))w/icz + 2+ 22dr,
C o

Observatii:
1.) Forma diferentiala d/ = 2+ )'/2 +20de = \/ dx* + a’y2 +dz* se numeste element de

arc al curbei C.
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2.) Formula de calcul trebuie adoptata pentru diferitele reprezentéri ale curbei care poate
fi si plana.

1 t?
Exemplu. Sa se calculeze [ = _[xyzzdl de-a lungul curbei C:x =¢,y =— 8¢°,z=— intre
2 3 2
21
punctele 4(0,0,0) siB|1 .
372
x=1
Solutie. Evident ca ¢ € [0,1]. Avem apoi {7 =21 = di =\1+20+1*dt =|1+1| dr = (1+1)dr
z=t
(o8’ 41 5
si deci I:Jt«t— t—(1+t)d J.té(t+1)dt=—.
o 9 2 90 42

Aplicatii
Lungimea unui arc de curba
Este evident ca lungimea curbei C este data de formula L = I dl .

C
Masa si centrul de greutate ale unui fir material
Daca densitatea p(x, y,z) a firului material, imagine a curbei simple C este functie

continud, atunci masa firului este data de M = J. p(x,y,z)dl, iar centrul de greutate G are
c

coordonatele xg; :% I xdl,yg :% I ydl, zg :%J zdl, unde L este lungimea curbei.

Momentele de inertie ale unui fir material de densitate p (x, ¥, z) se calculeaza cu

formule ca: I, :I(xz +y2 +22)p(x,y,z) dl,
C

Ivoy :Izzp(x,y,Z) i, I, :I(xz +y2)p(x,y,z) dl
c c
Exemple.
2
x
1.) Sa se calculeze masa firului material care are ca imagine arcul de parabola y = 7 ,X€E [0, 1]

si densitatea liniard p (x, y) =l+x.

Solutie. Masa este datd de M = I(1+x) dl, iar dl = \/1+y'2dx = \/1+x2 dx , deci

1 In{14+/2
M:I(l+x) 1+x% dx = (J'(llshu)ch udu_ (1+\/_) 7\/_ 2

2.) Sa se determine centrul de greutate al unei spire a elicei:
X=acost,y=asint,z=>bt, te [O, 27t] stiind ca densitatea sa liniara este constanta:
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Solutie. Din x =—asint,y =acost,z=> rezultd dl = a’ +b>dt . Urmeazi ca

2r
L :J-dlz IVaZ +b2 dt:2n\/a2 +b2
C 0

2n 2n
J-xdl= Iacost-\/az +b%dt=0, J.ydl= J.asint~\ja2+b2dt=0
Yo 0 c 0

e 2n
J-zdl = J-bt-\/az +b%dt =2nb\]a2 +b? ,sideci G(0,0,brt), rezultat evident.
C 0

2. Integrala curbilinie in raport cu coordonatele (de speta a ll-a)
Vom presupune de data aceasta ca pe curba C este definita functia vectoriala continua
F:C—R>unde F(P)=X(P)i+Y(P)j+Z(P)k PeC.
Daci A={M; }3 este o diviziune a curbei Csi P, e M; M, , sé considerdm suma

n—1

GA(F):ZF(P,')'MI'MM =
0

1
(X(P)Ax; +Y(P)Ay; +Z(P)Az;)

n—
0

Daci F este o fortd ce actioneaza de-a lungul curbei C,
. atunci O (F ) reprezinta cu aproximatie lucrul mecanic
efectuat de ea.
Integrala curbilinie a functiei F dea lungul curbei C (integrala de speta a doua) se

introduce ca fiind jX dx+Ydy+Zdz= lim oy (F ) Ea se noteaza si I F -dr avand
e v(A)=0 &

in vedere ci dacd F=xi+yj+zk,atunci dr =dxi +dy j+dzk .

Limita de sus, in conditiile impuse curbei de a fi netedd sau neteda pe portiuni si functiei
F de afi continud, existd, este finitd si nu depinde de punctele intermediare P, .

Observatii

1.) Analog se defineste J.X dx+Y dy unde C este o curba din plan.

C

2.) Integrala curbilinie a functiei vectoriale F dea lungul curbei inchise C se numeste

circulatia vectorului F prin conturul inchis C si se noteaza I' = fl? dr .
C
Proprietati:
1) jF-ﬂ:—jF-d? :
4B BA
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2) .[(aﬂﬁé)-a?:ajﬁdﬂﬁj(?d? wpeR :
AB AB AB

M
3. Iﬁdf: IF-dﬁ-IF-dF v Ce4B.
AB AC CB

Calculul If -dr.
AB

in cazul particular in care F = X i , avem
oa(F)= > X Blcli)-x(i)]= > x()ice i 1) unde & €[r,.1,,,].

Avéand in vedere ca IX dx nu depinde de alegerea punctelor P, vom alege

C
P (%, )eM;M;,,, i vom avea

oa(X7)=D X (x(& )y (8 )2 (&) %(E ) (i1 —1;)
\L V(A)—>0 \L V(A')—>0

B
jX(x,y,z)dx - '[X(x(t),y(t),z(t))ic(t) dt
C o
Ca urmare formula de calcul a integralei curbilinii In raport cu coordonatele este

J.X (x,y,z)dx+Y(x,y,z)dy+Z (x, y,z)dz =
C
B
:J-{X(x(t),y(t),z(t))ic(t)-kY(x(t),y(t),z(t))j/(t)+Z(x(t),y(t),z(t))z'(t)}dt.
o
Aplicatii
M
1.) Si se calculeze lucrul mecanic prestat de forta F (x, y) = 2xi +3yj in deplasare pe arcul 4B

al parabolei : ) = x? delad (l, l) la B (2, 4).
i M

Y
i B Solutie. De-a lungul arcului AB a cérui reprezentare explicita
7 = este y= x2 , X€E [1, 2] avem dy = 2x dx , deci lucrul mecanic va fi
Ny
A i 2
g L =J.P:~dF=JZxdx+3ydy=J.(2x+3x2~2x)dx:25,5
| n N
L X AB AB !

2.) Si se calculeze circulatia vectorului F = x2i + xyj — yzl; in conturul inchis ABCA unde

e M
A(a,0,0),B(0,a,0),C(0,0,b), AB este un arc de cerc, CA este arc de elipsa.
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Solutie. Avem

z A I'= §1?-a’?: J‘xzdx+xydy—yzdz=.[ +I +I .
c| ABCA ABCA aq G G
/b Punand in evidenta reprezentarile parametrice ale celor trei arce
avem :
‘L"iB -y X=acost dx =—asintdt
x"\' - (Cl): y=asint ze[o,ﬂ: dy=acostdt
z=0 dz=0

T
2

si IF-d—:J.(—a3 cos? tsint+a’ sint cos’ t)dtzO,
0

G
x=0 dx=0 _ b b2
) i [Farefaf1-2)ram
y=a|1-=| ze[0,5] =—2dz 6
C, 0
K
x=asint dx=acostdt P 3
(C3):4y=0 te{O,g}z dy=0 si J‘Fd— Ia3sm z‘cosz‘dt—a3 .
z=bcost dz=-bsintdt 0
3 2
Deci r:a__ab
3 6

3. Formula lui Green’

Daci D < R ? este un domeniu compact a cirui frontiera este curba neteda pe portiuni C, atunci
vom considera sens direct sau pozitiv de parcurgere a frontierei, acela in care un observator
deplasandu-se de-a lungul ei lasa interiorul domeniului la stAnga.

Yy Lo y
; /( D X /////:/ A . /
//x c ) VA 7p Y Ambele domenii au
Perara | rrrrd PP ] frontiera orientata
0 X 0 X direct.
Domeniu simplu conex Domeniu dublu conex

(cu o “gaura”)

Teoremi. Fie X si Y doud functii definite si continue pe un domeniu elementar D < R? a

carui frontiera este curba neteda C. Daca 2—)( si Z—Y sunt continue pe D, atunci are loc
X
formula (lui Green) §de +Ydy= J‘J‘[@_Y_&_X]d dy

sensul de parcurs al frontierel fiind cel direct.

* G. Green (1793 - 1841) matematician britanic.
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Demonstratie

e
¥y Daca ecuatia arcului AMB este y =, (x) cuxe [a,b] sia
P N o)
d N arcului ANB:y=0,(x) cu x e [a,b], atunci domeniul D fiind definit
N\ B de inegalitatile:
o M a<x<b
0 al b x O1(x)Sy<@y(x)
avem
ox b 92 (x) aX
I, = ”—dxdy = J.dx dy = J.[X X (pz(x)) (x,(pl(x))]dx =
oy oy
D a <P1( a
= .[X(x,y)dx— .[X(x,y)dx = —ii;X(x,y)dx.
ANB AMB c,

In mod analog, daca ecuatia arcului MAN este x=v,(y) cu yelc,d] si aarcului
N . c<y<d .
MBN,x=vy,(y) cu yelc,d], atunci avem D : () <x si
Vily)=

¥ (x)
=g(’;_§dx‘zy = Idy%{x)g—:dx =T[Y(l//z(y),y)— Y (w, (), »)|dy =

IY(x y)dy - fY(x y)dy = §Y(x y)dy.

MBN MAN

Formula lui Green rezulta acum facand diferenta /7, — 1, .

Observatii D
1.) Formula lui Green ramane valabila si pentru domenii care se

descompun intr-un numar finit de domenii elementare, avand in

vedere ca frontierele interioare sunt parcurse in ambele sensuri. Aici

[ ] e WECE R

2.) In cazurile particulare: Y (x,y)=x, X(x,y)=0 si X(x,y)=y, ¥(x,y)=0, obtinem

formulele J- J. dxdy = J-x dy , .” dxdy = —j ydx de unde rezulta urmatoarea formula de

c
calcul al ariei unui domeniu D cu ajutorul integralei curbilinii pe frontiera sa.

aria D :%§xdy—ydx .
C
Exemple.
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1.) Sa se calculeze [ = j;Z (x2 +y? ) dx + (x + y)2 dy unde C este triunghiul de varfuri
c

A(1,1)B(2,2).C(1,3).
1<x<2

Solutie. Curba C este frontiera domeniului D :
x<y<4-x

.. . oY 0X .
y C y=4-x Aplicand formula lui Green, avem a:Z(xwty), 5:4); si
b\ B 2 4-x 2 A
1=J.J-2(x—y)dxdy=2j-dx j(x—y)dy:—4j (x—2)2dx=—§.
A y=x D 1 x 1
0 1 ) X

. o xX=a cos3 t
2.) Sa se calculeze aria domeniului limitat de curba C : te [0, 2n] .
y=asin’ ¢t
Solutie. Avem

¥ dx = —3acos® tsint dt 3 5 .95
= xdy—-ydx=—a" sin” 2tdt .
dy =3a sin® tcostdt. 4

Aria astroidei va fi

)|
i)
L

T

2
3 2J'1—c0s4t 3

ariaD =4- iazsinz 2tdt =—a dt==ma”.
4 2 2 8

1
2

oo

0
4. Integrale curbilinii care nu depind de drum

Fie D un domeniu din R?, 4 si B doud puncte din D..
Exista functii vectoriale F = X i +Y j peD care integrate pe orice
> curba care leaga cele doua puncte dau un rezultat dependent doar de
( Y punctele 4 si B.
A B Un exemplu din fizica este forta gravitationala al carei lucru mecanic
nu depinde de drumul de-a lungul céruia ea actioneaza. O integrala
curbilinie care nu depinde de druns, adica de arcul de curba ce leaga cele doua puncte se
noteazi | F-dr, | F-dr sau | X dx+Ydy firdaindica drumul care leaga punctele.
In cgle ce urnigazi vom da cynditii necesare si suficiente ca o integrala curbilinie sa nu
depinda de drum. Vom presupune in continuare ca functiile X si ¥ sunt continue pe D..

Teorema 1. Integrala )] '[ Xdx+Ydy

nu depinde de drum in D <> integrala (1) este nuld pe orice curba inchisa din D.
Demonstratie —=> Sa presupunem ca integrala (1) nu depinde de drum.
Fie C o curba inchisa din D , 4 si B doud puncte ale sale. Avem evident

N J'F.d,:: If.df. Rezulti de aici ¢
. B
A N
AMB ANB
C
A M

104



M
AMB  BNA AMB  ANB

jro- (][]
C M
< Fie i‘;ﬁ -dr =0 oricare ar fi curba inchisi C =D . Fie 4 si B doui puncte oarecare din D..
c

Doud curbe C; siC, care le leagd si nu se taie, alcatuiesc impreund o curba inchisa C pe care
integrala (1) este nula, J-I?dF =0 de unde rezulta j - I =0 sideci I = J‘ .
c G G a G
Daci cele doud drumuri se intersecteaza, atunci se alege un al treilea drum C; care nu taie
nici C; nici C, si independenta de drum rezulta atunci din egalitatile I = I = .[ .
Cl C3 C2

Teorema 2. Integrala (1) nu depinde de drum <> existd o functie U diferentiabild pe D
astfel incdt dU = X dx+Y dy . In acest caz

G, B f
i JA&&+Y¢V:U{B)—U(A/
A ' 4
c, Demonstratie = Fie 4 (xo , yo) un punct fixat din D si
M (x, y) un punct oarecare.
‘ . In ipoteza in care integrala (1) nu depinde de drum ci numai de
Mx.y) MY) capete, sd considerdm functia U dati de formula
M (x.y)
_ U(x,y):dex-dey: J.de+Ydy.
Alg%o) A (x0.30)
Vom arata ca U admite derivate partiale de ordinul intai pe D.. Avem
M' X
UQJ%U”J)z'l jXﬁ+Y@=,l IXﬁ:X@Jf—>XMJ)
X =X X —X X —x x'—=x
M x
o . oU . . oUu
deoarece U este continud. Deci — = X . Analog se aratd ca — =Y . Cum a—Usi v sunt
Ox oy ox 0y

continue, rezultd cd U este diferentiabila sicd dU = X dx+ Y dy .

Reciproc, daca dU = X dx + Y dy, atunci Z—U =X si (Z—U =Y . Si ardtam ca integrala
X y

N
(1) nu depinde de drum. Fie de aceea arcul de curba 4B avand reprezentarea parametrica

{x:x(t) tefoBleux,yeC'[ap].  Atunci
y=y(1)
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Ide-i—Ydy J.—dx+ dy j[U’x(t)+U 3 (1)]de =

B
d
- [Sule.y )=Vl )] =U(B)-U (4),
o
de unde se vede ca integrala depinde doar de capetele drumului.
Lema. Daca f este o functie continud pe domeniul simplu conex D i

IIF (x,y)dxdy=0 ~DcD , atunci functia f este identic nuld pe D..
D
Demonstratie. Sa presupunem prin absurd ca ar exista un punct P, eD asa ca

f(Py)#0. Daci se exemplu, f(P,)>0 atunci functia f fiind continua, exista o intreaga

vecinatate V a lui B, pe care f'sa fie pozitiva. Cu formula de medie rezultd atunci existenta

unui punct P, €V asaca I f(x,y)dxdy=f(P )ariaV >0 ceea ce contrazice ipoteza

pentru D=V".
o0X
Teorema 3. Daca M s e sunt continue pe D , atunci integrala (1) nu depinde de
y i
0 oY
drum & —=— peD
oy Ox

Demonstratie = Fie D D oarecare si C =1fr D . Daca integrala (1) nu depinde de

drum, atunci conform teoremei 1, IF -dr =0. Aplicand formula lui Green,
C

Y oX o0X 0Y
avem I J. [8_ - a—Jd dy =0. Cum D este oarecare si functia — — —— este continua,

oy Ox
rezultd cu lema de mai sus ca oX = or peD.
oy Ox
. 0X 0Y . N
< Daca ™ = e pe D, atunci §X dx +Y dy =0 oricare ar fi curba inchisa C
y X

din D, deci integrala (1) nu depinde de drum conform teoremei 1.

Observatii
1.) Functia U (din teorema 2) numita si primitiva a expresiei X dx + Y dy nu este unic3,

deoarece si d(U + ¢)=dU oricare ar fi constanta c, iar V este asa ca dV = X dx + Y dy,
atunci din d(V - U)= 0 peD rezultd V' =U +c. De aceea
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(xy)
V (x,3) =V (59.50)=U (x,0)=U (x0.30)=U (x.3)= | Xads+Ydy.
(x0.70)

2.) Pentru determinarea primitivei U este convenabild alegerea unui drum paralel cu axele:

sau
o Astfel
.;M(\ Y x y N(NU._\' ) —= M(x.y)
Uny)= [ X(xyy)dr+ [3
& . x |
A(X .y ) - N(x ‘-\'n) 0 . A(xﬁ-‘b}

o0
3.) Pentrucao

integrald curbilinie din spatiu IX dx+Y dy+ Z dz sdnu depinda de drum este necesar si

0X oY oY oz oz oY
dy o & oy x oz
in ipoteza ci X,Y,Z e C'(D).

Teorema 1 ramane evident valabila si pentru acestea iar in teorema 2 conditia de

independenta de drum este sa existe o functie diferentiald U astfel Incat
dU=Xdx+Ydy+Zdz.

Spunem in acest caz cd expresia diferentiala de sus este o diferentiala totala.
Calculul primitivei U se poate face fie cu ajutorul integralei curbilinii

suficient ca peDcR?

(x2)
M(x .y .z) U()C,y,Z): Ide-f-Ydy-i—ZdZ
A 1 (x0.70.70)
Alxgyiz ) de-a lungul unui drum convenabil ales, ca cel paralel cu axele pe

portiuni

toate derivatele partiale de ordinul intéi ale lui U sunt cunoscute

UL=X
U, =Y
UL=2Z.

z

4.) Considerand campul vectorial F = Xi + Yi + Zk , conditia ca integrala curbilinie
IIF -dr sanu depinda de drum este ca rot F =0, ceea ce inseamna ci F esteun camp

irotational.
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Totodata se poate observa ca in aceasta situatie, existdnd U astfel incét
U,=X, U,=Y, U.=Z,avem F =gradU .

Un camp vectorial care este gradientul unui camp scalar, se numeste cdmp potential.
Functia U se numeste potentialul scalar al cAmpului F' . Dupa cum am vézut el

P
(potentialul scalar) se poate calcula dupa formula U (P) = IF -dr .

B
Exemple
(3.0
1.) Si se calculeze I = Iy2exdx+ 2ye’dy . .
(0,2)

. 0X oY
Solutie. Integrala nu depinde de drum deoarece — =2ye* = — .
oy Ox
De aceea vom alege drumul indicat in figura aldturata si vom avea

I:j +J. :])-Zyeo dx+j.0-e)r dx=-4.
0

¢ G 2
Y
2.) Sa se calculeze [ = I(a +y)dx+(a+x)dy unde B C o=
x?+ % =2ax=0, y>0 reunit cu semicercul x> + y* +2¢ / \/ Vo
A4(2a,0), a>0. B(-220) 0] AGa0) ¥
. .. 0X 0Y o .
Solutie. Se observa ca — = e =1. Integrala nedepinzand de drum vom alege drumul direct de
y X
la 4 la B pe axa Ox. Astfel
B —2a
I= '[(a+y)dx+(a+x)dy = Jadx =—4q°
A 2a

3.) Sa se calculeze o primitiva a expresiei (2x -3 yz) dx+ (2 y— 3xz)dy + (22 - 3xy)dz .
Solutie. Verificim mai intai daca expresia data este o diferentiala totald, calculand rotorul functiei
F =(2x-3yz)i+(2y—3xz) j+(2z-3xy)k . Avem

i j k
= 0 0 0 - - - _
rot F=| — — — |=i(3x+3x)—j(3y+3y)+k(-3z+3z)=0.
Ox oy 0z

2x-3yz 2y-3xz 2z-3xy

Vom calcula primitivele expresiei date prin ambele metode.
Metoda I. Pornind de la un punct convenabil ales, originea de exemplu, pe drumul

(0,0,0) = (x,0,0) = (x, y,0) = (x, y,2) avem
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(x..2)
U(x,y,z)= J(2x—3yz)dx+(2y—3xz)dy+(2z—3xz)dz=
(0,0,0)
x y z
:J-Zxdx+J-2ydy+J.(22—3xy)dy=x2 +y2 +2°2 —3xyz.
0 0 0

Primitivele expresiei date vor fi de forma X+ y2 +z2 - 3xyz+C cu C oarecare.
Metoda a II-a. Vom determina functia U stiind ca

U, =2x-3yz
U;, =2y-3xz
U, =2z-3xy

Din prima ecuatie rezultd prin integrare c¢d U(x, y,z) = x? - 3xyz+ f(y,2).

Urmeazi si determinim functia [ ( v,z ) tinand cont si de urmatoarele doua ecuatii ale sistemului,
adica de faptul ca

=3x+ f) =2y-3xz fy =2y
=
=3xy+f] =2z-3xy fi =2z

Problema s-a redus astfel la determinarea functiei de doud variabile f(y,z) cunoscandu-i
derivatele partiale.

Din prima ecuatie rezultd ¢ f(y,z)=y* +g(z), iar g(z) se determini stiind ca

g(z)=2z,deci g(z)=z*+C.Astfel U(x,y,z)=x"-3xyz+)y*+z°+C.

Exercitii
1.) Sa se calculeze integralele curbilinii de prima speta:
2
_ In2
a) J-ye *dl unde C:x = ln(l-i-tz) y=2arctgt—t+1,te [0,1]. R: (gj +§—n7
C

b) I (x2 + y2 )dl unde C este un arc al spiralei logaritmice p = ae™® (m > 0) avand capetele
C

4(0,a)si O(~0,0).

a2\/1+m2

R:
Sm
) 2
c) J‘\l2y2 + 22 dl unde C este cercul x> +y2+z2=a% x=y. R: 27a
C
- . R: 0
d) Ixy dl unde C este conturul patratului | x | +| y |: a, a>0
C
2 4
e) Ixy dl unde C este sfertul cercului x2 + y% +z2 =R?, x? +° :RT R : R3;/§
C

din primul octant
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2 3
2.) Sa se calculeze masa firului material avand ca imagine curba 7 =ati +T j+Tk intre

. . / 3
t; =0, t, =1 stiind cd densitatea sa este p = =
X
3.) Sd se determine centrul de greutate al firului material reprezentat de curba: x = 4r°
y= Jisth z=28 te [—1, 1] avand densitatea p = %|z| .

4.) Sa se calculeze integralele curbilinii de speta a doua:
2) Ixy ydx xdx)
x2+y?

2

unde C este bucla din dreapta a lemniscatei p> = a” cos 2¢ parcursi in sensul

acelor de ceasormc
b) J‘ y+z dx+ x+y)dy+dz
2+ y

unde C este segmentul orientat AB, 4 (— L1, 0), B(l, 2, —1) .

5.) Sa se calculeze circulatia cAmpului V=x%+ yzj_' +z°k de-a lungul curbei de intersectie a
suprafetelor X+ y2 +z'=a si x? +y2 —ax =0 (curba lui Viviani).
2=

Si se calculeze circulatia campului ¥ = x27 — xy2]' + y22/;

prin conturul inchis ABCA.

7.) Fie C o curba inchisd care margineste un domeniu de arie 4. Sa se calculeze

I(y+cosxsiny)dx+(1+sinxcosy)dy.
c

8.) S se calculeze j(ex sin y—m y)dx + (ex cosy— m)dy, AMO fiind semicercul
AMO
2, 2 . .
x°+y° =ax parcursdela A(a,O) la O(0,0) in sens direct.

mmna 2

R:

Se completeaza cu segmentul OA4 si se aplica formula lui Green

9.) Sa se calculeze aria buclei curbei (x + y)3 =Xxy

1
R: 5 . Se obtine reprezentarea parametrica facand y = fx .

10.) Sa se determine o primitiva a integrantului si sa se calculeze integrala
(3.0)
I(x4+4xy3>dx+(6x2y2 —5y4>dy R: 62
(-2.-1)
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@-24) zdx+zdy—(x+y)dz R:

o
(=i1s) x’ +y2 +z° +2xy 4

11.) Sa se calculeze

(y2 +2xy+ax2)abc—(x2 +2xy+by2) -

12.) Sé se determine constantele a si b astfel Incat expresia

2
(v +5?)
devina o diferentiald totald si sa i se determine o primitiva.
13.) Sé se determine u daca
y
y y . Yy
= —(x+1 e?(x+1 - - -
du=e? dx+|e? u+zeyz dy+ —¥+yeyz+e “ldz. Reu=e* (x+l)+eyz -e?
z z
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