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PARTEA I 
CALCUL DIFERENŢIAL 

 
I. ŞIRURI ŞI SERII NUMERICE 

 
 1. Şiruri de numere reale 
 

 Fie )( nx  un şir de numere reale. R  având o structură de spaţiu liniar normat în raport 

cu norma xx = , şi prin urmare de spaţiu metric în raport cu distanţa ( ) yxyxd −=, , 
definiţiile ce urmează sunt naturale, iar proprietăţile evidente. 
 Definiţie. Şirul  este mărginit dacă ( nx ) ∃ ∈a b, R  astfel încât 

N∈∀≤≤ nbxna , . 
 Exemple 

1.) Şirul 
2

12
n

xn +=  este mărginit deoarece N∈∀≤≤ nxn   ,  32 . 

2.) Şirul  este nemărginit (superior) deoarece nxn = bnb ∃>∀ 0  astfel încât 

b
bnx > . 

 Definiţie. Şirul  converge către ( )nx ( )00 xxx n→  dacă ( )εε
0

  ,0 n∃>∀  astfel încât 

ε<−>∀ 00 xx,nn n . 
 Un şir care nu este convergent se numeşte divergent. 
 Proprietăţi 1.) Limita unui şir convergent este unică. 

 2.) Orice şir convergent este mărginit. 
 Operaţiile cu şiruri convergente ca şi trecerea la limită în inegalităţi le presupunem 
cunoscute. 
 Definiţie. Fie  un şir de numere reale şi ( )nx ( )nnk  un şir strict crescător de numere 

naturale; atunci şirul ( )
nkn

x se numeşte subşir al şirului ( )nx  şi notăm ( ) ( )nnk xx
n

⊂ . 

 Observaţii: 
1. . nnkn ∀≥   ,  
2. Orice subşir al unui şir convergent este convergent. 

 Teoremă (Cesaró, 1859-1906). Orice şir  mărginit conţine un subşir convergent. 
 Demonstraţie. Dacă şirul (   are un număr finit de valori, de exemplu  )nx

3, 1, 4, 4, 3, 1, 1, 3, 4, 1, ..., 
atunci există un subşir constant al acestuia, care evident este convergent. 
 Să presupunem că  este un şir mărginit având o infinitate de valori. Fie  

astfel încât . 

( )xn R∈ba,

N∈∀≤≤ nbxa n ,  
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 Împărţim intervalul  prin punctul [ b,a ]
2

bac +
= şi notăm cu [ ]11 b ,a  acel subinterval [ ]  

sau [  care conţine o infinitate de termeni ai şirului. 

c ,a

]
)

b ,c
 Repetând, obţinem un şir de intervale având proprietăţile: [ ]( nnn ba  , 

(1) N∈∀≤<≤ ++ nbbaa nnnn ,  11 . 

(2)  conţine o infinitate de termeni ai lui [a bn n, ] ( )nx . 

(3) N∈∀
−

=− nabab nnn ,
2

. 

 Conform lemei intervalelor închise incluse, .  [ ]I
∞

∅≠
1

, nn ba

 Proprietatea (3) face ca această intersecţie să conţină un singur punct . 0x
 Într-adevăr, dacă am avea  N∈∀<′<< nbxxa nn   , 00  atunci din 

0
2

 0 00 →
−

=−<−′<
n
ababxx nn  

ar rezulta . Deci . 00 xx =′ [ ] { }I
∞

=
1

0, xba nn

 Vom arăta că există un subşir ( ) ( )nk xx
n
⊂  cu . 0xx

nk →

 Fie vecinătatea ( 1,1 001 )+−= xxV . Cu proprietatea (3) există un interval din familia 
construită mai sus, [ ] 111

, Vba kk ⊂ . 

 Proprietatea (2) ne permite să alegem un termen  al şirului 
1kx ( )nx  astfel încât 

[ ] 1111
, Vbax kkk ⊂∈ . 

 Procedând analog, pentru fiecare vecinătate de forma ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

n
x,

n
xVn

11
00  vom putea 

alege . nk Vx
n
∈

 Astfel am extras subşirul ( ) ( )nk xx
n
⊂  cu proprietatea N∈∀<− n

n
xx

nk ,1
0 , ceea 

ce înseamnă că . 0xx
nk →

 Teoremă. (Criteriul general al lui Cauchy). Un şir ( )nx  este convergent dacă şi numai 
dacă el este fundamental . 
 Demonstraţie. Este suficient să arătăm dacă ( )nx  este şir fundamental, atunci el este 
convergent. 
 Vom arăta în prima etapă că un şir Cauchy este mărginit. Într-adevăr, fie  oarecare şi 

 astfel încât pentru  să avem 

0>ε
( )ε1n 1, nmn > ε<− mn xx . 
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 Dând lui m o valoare fixă şi anume 11+= nN , din ε<− Nn xx , rezultă că exceptând 

termenii , toţi ceilalţi se află în intervalul 121 ...,,, −Nxxx ( )ε+ε− NN xx , , deci şirul  este 
mărginit. 

( )nx

 În a doua etapă vom  apela la teorema lui Cesaró. Fie ( ) ( )nk xx
n
⊂  cu . 0xx

nk →

 Deoarece  avemnkn≥ ε<− nk xx
n

 dacă . Pe de altă parte, pentru acelaşi  

de la început,  astfel încât 

1nn > 0>ε

( )ε∃ 2n 2nn >∀  să avem ε<− 0xx
nk . 

 Luând ( ) ( )210 ,max nnn =ε , rezultă că pentru  are loc 0nn >

ε=ε+ε<−+−<− 200 xxxxxx
nn kknn , 

deci . 0xxn→
 Exemple.  

 1.) Şirul 
22

1...
2
11

n
xn +++=  este convergent deoarece este fundamental. Într-adevăr,  

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )

ε<<
+

−=
+

−
−+

++
+

−
+

+
+

−=

=
+−+

++
++

+
+

<

<
+

++
+

+
+

=−+

npnnpnpn
...

nnnn

pnpn
...

nnnn

pn
...

nn
xx npn

1111
1

1
2

1
1

1
1

11
1
1

21
1

1
1

1
2

1
1

1
222

 

îndată ce ( )ε> 0nn  şi . N∈∀p

 2.) 
n

...xn
1

3
1

2
11 ++++=  este divergent, deoarece nu este şir Cauchy. Pentru aceasta vom arăta că 

, astfel încât 1ε∃ nnn >∃∈∀ 1,N  şi  cu 01>p 1111
ε≥−+ npn xx . 

 Într-adevăr, luând , avem npn == 11 12 2
1

22
1

2
1

1
1

ε==>++
+

+
+

=−
n

n
n

...
nn

  xx nn . 

 Consecinţă. Spaţiul cu metrica ( ) yxyxd −=,  este un spaţiu metric complet. 

 Definiţie. Şirul  este  monoton dacă este crescător ( nx ) ( )↑nx : N∈∀≤ + nxx nn ,1  sau 
descrescător ( )↓nx : N∈∀≥ + nxx nn , 1 . 
 Teoremă. Orice şir monoton crescător şi mărginit este convergent. 
 Demonstraţie. Fie  şi mărginit. Există atunci ↑nx R∈ba şi  cu N∈∀<≤ nbxa n , . 

Fie ; atunci n
n

xL sup  = εε n ,0 ∃>∀  astfel încât  
ε

<ε− nxL . Dar pentru , 

avem  şi prin urmare 

ε>∀ nn

nn xx ≤
ε

ε+<≤<ε− LLxL n , deci . Lxn→

 Analog se arată că  dacă  şi mărginit, atunci ↓nx n
n

n xx inf=→ l . 
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 Definiţie. Şirul  tinde către ( nx ) ( )∞→∞ nx , dacă bnb ∃>∀ 0  astfel încât  
să avem . 

bnn >∀
bxn>

 Teoremă. Orice şir monoton crescător şi nemărginit tinde către ∞ . 
 Demonstraţie. Şirul  fiind nemărginit (superior), ( )nx bnb ∃>∀ 0  astfel încât . 

Dar cum , pentru  avem 
bnxb <

↑nx bnn>∀ nn xxb
b
<<  deci ∞→nx . 

 Lema lui Stolz. Fie  un şir oarecare, ( nx ) ( )ny  un şir strict crescător şi divergent de 

numere pozitive. Dacă l=
−

−

+

+

nn

nn

yy
xx

1

1lim , atunci l=
n

n

y
x

lim . 

 Exemple. 

 1.) u  
n

u...uu
  u   u n

n →
+++

⇒→ 21 . Aceasta rezultă cu lema lui Stolz considerând şirurile 

şi  , deoarece  nn u...uux +++= 21 nyn = u
nn

u

yy

xx n

nn

nn =
−+

=
−

− +

+

+

1
1

1

1 limlim  

 2.)  şi nu≤0 uu u  
u

u
n

n
n

n →⇒→+1 . Apelând la rezultatul precedent, avem 

ue eeeu un
u
u...

u
ulnu

u
u...

u
uu

nu
nn

n

n

n

n

n
n

=→===
−

−

+++

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅⋅⋅

ln

lnln
lnln 11

2
1

11

21

1
11

. 
 

 2. Şiruri în Rn  
 

 Fie (  un şir de elemente din spaţiul euclidian)nnP kR , unde ( )n
k

nn
n xxxP ...,,, 21=  şi 

( )00
2

0
10 ...,,, kxxxP = . 

 Propoziţie. kixxPP i
n
in ,10

0 =∀→⇔→ . 
 Demonstraţie. Prin definiţie  ( ) 0, 00 →⇔→ PPdPP nn . 
  Dar din dubla inegalitate 

( ) ( ) ∑∑
==

−≤−=≤−
k

i
i

n
i

k

i
i

n
ini

n
i xxxxPPdxx

1

0

1

20
0

0 ,  

valabilă pentru ki ,1=∀ , reiese că ( ) k,i   ,xxP ,Pd i
n
in 100 0

0 =→−⇔→ . 

 Prin urmare convergenţa unui şir din Rn  este echivalentă cu convergenţa pe componente. 
 Exemple. 

 1.) ( )05
2
11115

2
,e,

n
n,

n
,

n
lim  în 

n
=⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+

+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++ 3R . 

 



 

 5

2.) Şirul ( )nP  unde ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= 2

1
n
a,

n
Pn  este un şir de puncte de pe parabola de ecuaţie , şir 

convergent către originea . 

2xay=

( ) 20,0 R∈O
 Propoziţie. ( )nP  şir fundamental ( )nP⇒  şir convergent. 
 Demonstraţie ( )ε∃>ε∀ 00 n  ,  astfel încât pentru  să avem . 0, nmn > ( ) ε<mn PPd ,
 Din inegalităţile ( ) k,i,P ,Pdxx mn

m
i

n
i 1=ε<≤− , rezultă că pentru fiecare ki ,1=  şirul 

( )nn
ix  este fundamental, deci convergent. Fie k,i  ,x x n

ini 10 == lim  şi ( )00
2

0
10 ...,,, kxxxP . 

 Cu propoziţia precedentă avem 

0

0

0
2

0
1

2

1

lim

lim
lim

lim P

x

x
x

x

x
x

P

k
n
k

n

n

n
n

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

= . 

 Consecinţă. Spaţiul euclidian nR  este un spaţiu metric complet, mai precis un spaţiu Hilbert. 
 
 3. Convergenţa unei serii numerice 

 Fie (  un şir de numere reale. Expresia  se numeşte serie. )nnu ...u...uuu nn ++++=∑
∞

21
1

 Deocamdată ea nu are un sens, căci nu ştim să adunăm o infinitate de numere. Putem însă 
calcula sumele finite: 

M

M

nn u...uus

uus
us

+++=

+=
=

21

212

11

 

 Obţinem astfel şirul  al sumelor parţiale. Dacă acest şir este convergent şi , 

atunci spunem că seria  este convergentă (conv.) şi are suma s. 

( )ns ssn→

∑
∞

1
nu

 În caz contrar, seria  este divergentă (div.) şi calculul sumei nu are sens. ∑
∞

1
nu

 Exemple. 

 1.)   (seria geometrică de raţie q) R∈+++++=∑
∞

qqqqq nn KK2

1
1
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 Pentru , 1≠q
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<∞

<
−→

−
−

=++++=
+

1

1
1

1

1
11

1
2

qdacă

qdacă,
q

q
qqqqs

n
n

n K  

 Pentru 1−≤q , şirul  nu are limită. Pentru ( )ns ∞→= nsq ,1 . 

 În concluzie seria geometrică ∑  este conv. 
∞

0

nq 1<⇔ q . 

 2.) KK +++++=∑
∞

nn
1

3
1

2
111

1

 (seria armonică). Avem 

( ) ∞→⋅+>++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++>

>++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=

2
111

8
1

8
1

8
1

8
1

4
1

4
1

2
11

1
8
1

7
1

6
1

5
1

4
1

3
1

2
11

nk
n

n
sn

K

K

 

unde  este un anumit număr natural. ( )nk
Deducem de aici că  şi prin urmare seria armonică este div. ∞→ sn

 3.) 01
2
111

1

>α++++=
αα

∞

α∑ cu...
n

...
n

 (seria lui Riemann*) 

 Dacă , atunci 1>α

( ) ( ) M

n
sn

=
−

+++++=++++<

<++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=<

−α

−α−α−αααα

ααααααα

1

13121

2
11

1
2

1
2

1
2

11
8
8

4
4

2
21

1
7
1

6
1

5
1

4
1

3
1

2
110

KK

K

 

 Şirul (  este crescător şi mărginit, deci convergent. )ns

 Dacă , atunci 1<α ∞→++++≥
n

...sn
1

3
1

2
11  

 În concluzie, seria Riemann (seria armonică generalizată)  
⎩
⎨
⎧

≤α
>α∑

∞

α 1
1dacã1

1
.div

.conv
este

n
. 

 4.) KK ++++++=∑
∞

!n!!!!n
1

3
1

2
1

1
111

1

  (seria numărului "e") 

 Fie 
!n!!

sn
1

3
1

2
11 ++++= K .     Trecând la limită după n în integralitatea 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++>

>⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

n
k

n!kn!!

n
n

n!nnn!n!!n

n

1111111
2
1

1
11

1
11112111

3
111

2
1

1
1111

KK

KK

 

                                                           
* G.F.B. Riemann (1826–1866), distins matematician german. 
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valabilă pentru nk < , obţinem N∈∀≥ kse k  

 Pe de altă parte  n

n
s

n
≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

11  Trecând la limită în cele două inegalităţi, obţinem , deci nse lim=

KK +++++=
!n!!

e 1
2
1

1
11  

 Observaţie. Natura unei serii (faptul că este conv.sau div.) rămâne aceeaşi chiar dacă se 
modifică un  număr finit de termeni ai ei. 

 De exemplu, seria  K++++−++ 7652 2
1

2
1

2
110

2
1

2
13  provenită din seria geometrică cu 

raţia 
2
1

=q , tot conv. este. Evident că suma ei este alta. 

 De asemenea amplificarea termenilor unei serii cu o constantă nenulă nu afectează natura 
seriei. 
 O condiţie necesară de convergenţă a seriei ∑ nu  este . 0→nu

 Într-adevăr, dacă  atunci ssn→ 01 =−→−= − ssssu nnn . 

 Dacă , putem afirma cu certitudine că seria 0 un→/ ∑ nu  este div. Astfel seria  

KK +
+

++++
14

3
3
2

2
1

n
n  este div. deoarece 01

1
≠→

+
=

n
nun . 

 Dacă însă , nu rezultă că seria 0 un→ ∑ nu  este conv. Seria armonică ∑ n
1  este div. 

deşi 01
→

n
. 

 Teoremă. (Criteriul general al lui Cauchy pentru serii) 
 Seria ∑  este convergentă nu ( )ε∃>ε∀⇔ 00 n,  astfel încât 0nn>∀  şi , să avem  1≥p

ε<+++ +++ pnnn uuu K21 . 

 Demonstraţia rezultă din aceea că şirul ( )ns  este conv. ( )ns⇔  este şir Cauchy 

( )ε∃>ε∀⇔ 0,0 n  aşa că  şi , 0nn >∀ 1≥p ε<−+ npn ss  

 
 4. Serii cu termeni pozitivi 
 

 O serie ∑  cu toţi termenii strict pozitivi începând cu un anumit rang se spune că este 
o serie cu termeni pozitivi. 

nu

Pentru o astfel de serie şirul (   al sumelor parţiale este crescător, deci tinde către . )ns ∞

 Prin urmare, o serie cu termenii pozitivi este convergentă dacă şi numai dacă şirul  
este mărginit (criteriul monotoniei). 

( )ns

 Criteriu de comparaţie. Dacă N∈∀≤< nvu nn0  (eventual începând cu un anumit 

rang), atunci 1°. .conv u.convv nn ∑∑ ⇒  
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 2°. .div v   .divu nn ∑∑ ⇒  
Demonstraţie 

 1°. Fie  . Din  rezultă că şirul  este 

mărginit, deci  conv.  

∑
∞

=
1

nvv N∈∀≤≤= ∑∑ nvvus
n

k

n

kn
11

( )ns

∑ nu
 2°  rezultă prin reducere la absurd. 

Consecinţă.  (Criteriu practic de convergenţă). Fie seriile ∑ nu ,  cu termeni 

pozitivi şi 

∑ nv

( ∞≠λλ= ,0lim
n

n

v
u ) .  Atunci seriile  ∑ nu  şi ∑ nv  au aceeaşi natură. 

 Demonstraţie. Având loc dubla inegalitate 11 +λ<<−λ
n

n

v
u  începând cu un anumit rang, 

cum  , rezultă      0>nv ( ) ( ) nnn vuv 11 +λ<<−λ  
 Afirmaţia rezultă acum cu criteriul precedent. 

 Exemplu. Seria ∑ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

n
11ln  este divergentă având aceeaşi natură cu seria armonică ∑ n

1 , 

deoarece 111lnlim
1

11ln
limlim =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
n

n

n
n

 

n

n
v
u

 

 Criteriul lui d'Alembert* (al raportului). Fie  şi 0≥nu
n

n

u
u 1lim +=λ . 

Atunci seria . 
⎩
⎨
⎧

>λ
<λ∑ 1dacă.div

1dacă.conv
esteu n

 
 Demonstraţie. Fie 1<λ . Există 1<q  şi un rang N de la care 

începând ( )  Nn ≥ q
u

u

n

n ≤+1 . 

 Pentru simplificare vom presupune că inegalitatea are loc N∈∀n . Din  

11
2

1 uq...uququ n
nnn ≤≤≤≤ −+ , 

şi deoarece seria  este conv., aplicând criteriul de comparaţie rezultă că  este 
conv. 

∑ nq ∑ nu

 Fie 1>λ  . Există  şi  N  astfel încât dacă , 1>q Nn ≥

11 >≥+ q
u

u

n

n

                                                          

. 

 
* D'Alembert, Jean le Rond (1717–1783), filozof şi matematician francez. 
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 Presupunând ca şi înainte că 1=N , avem  , dar seria  este 

div., deci şi ∑  este div. 

11 uq...uqu n
nn ≥≥≥+ ∑ nq

nu

 Exemplu. Seria ∑ !n

n3  este conv. deoarece 

( ) 10
1

1lim
31

3limlim
11 <=

+
=⋅

+
==λ

++

n
!n

!nu
u

n

n

n

n . 

 Criteriul lui Cauchy (al rădăcinii). Fie  şi 0≥nu n
nu lim=λ . Atunci seria  

⎩
⎨
⎧

>λ
<λ∑ 1

1
dacă.div
dacă.conv

esteun . 

 Demonstraţie. Fie  şi 1<λ 1<q  astfel ca începând cu un 

anumit rang qun
n ≤  adică . n

n qu ≤

 Convergenţa seriei ∑  rezultă cu criteriul de comparaţie nu
 Cazul 1<λ  se tratează analog. 

Exemplu. Seria ∑ n

n2  este div. deoarece 122limlim >===λ
n

n
n

n
u . 

 Observaţii 
 1.) Valoarea λ  ce apare în enunţurile ultimelor două criterii este aceeaşi având în vedere 

că  
n

n

u
u

n
nu 1lim +=lim   alegerea criteriului fiind sugerată de forma lui  nu

 2.) În cazul în care , cele două criterii nu decid natura seriei. De aceea vom utiliza un 
alt criteriu, şi anume: 

1=λ

 Criteriul lui Raabe şi Duhamel (1801–1859). Fie  şi 0≥nu )1(lim
1
−=λ

+n

n

u
u

n . Atunci 

∑
⎩
⎨
⎧

<λ
>λ
1
1

dacădiv.
 dacăconv.

  esteun  

 Demonstraţie. Fie 1>λ . Există 0,1 >αα+=q  şi N (care poate fi luat ) aşa ca pentru 

 să avem  

= 1

Nn≥ α+>−
+

1)1(
1n

n

u
u

n  

 Din inegalităţile , rezultă că şirul  şi cum 

, există . Pe de altă parte, 

( ) 01 11 >α>+− ++ nnn uunun ( )↓nun

10 uun n ≤≤ nunlim=l

( )[ ] ( ) lKK −=++−++−+−=+− +

∞

+∑ 113221
1

1 132211 uu nunuuuuunun nnnn  

 Conform criteriului de comparaţie rezultă că ∑ nu  este conv. 
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 Fie 1<λ  şi N ( ) astfel încât pentru  ,  1= Nn ≥ 1)1(
1

<−
+n

n

u
u

n . 

 Din    ( ) 11 ++< nn unun   rezultă că şirul ( )↑nun , deci  adică nunu <1 nu
n
u

<1 . 

 Dar seria ∑ n
1  este div. deci ∑ nu  este div. 

 Exemplu. Fie seria ( ) ( ) ( ) 0
21

>α
+α+α+α∑ cu

n
!n
K

. 

 Avem 1
1

11 →
++α

+
=+

n
n

u
u

n

n  şi criteriul raportului nu ne poate lămuri. Dar 

α=−
+
++α

=−=λ
+

)1
1

1
(lim)1(lim

1 n
n

n  
u
u

n
n

n . 

 Deci seria dată, . Pentru  se obţine 
⎩
⎨
⎧

<λ
>λ∑ 1

1
.div

dacã.conv
esteun 1=α ∑ +1

1
n

 care este div. 

 Dăm fără demonstraţie 

 Criteriul logaritmic. Dacă  şi 0>nu
n 

u
 n

ln

1ln
lim=λ , atunci seria 

⎩
⎨
⎧

<λ
>λ∑ 1

1
dacădiv.
dacă.conv

esteun . 

 Exemplu. Pentru seria ∑ +
+

dnc
bna

e ln
ln

  avem 

.
dnc
n

ba

dnc
bna

nn
u

n
u nn

+

+
−=

+
+

⋅−=
−

==λ
ln

ln
lim

ln
ln

ln
1lim

ln
ln

lim
ln

1ln
lim  

 Se deduce de aici că seria dată este conv. dacă  şi 0=c 1>−
d
a . 

 
 5. Serii cu termeni oarecare 
 

 Definiţie.  Se numeşte serie alternată o serie de forma  

( ) K+−+−=−∑
∞

−
4321

1

11 uuuuun
n  unde N∈∀≥ nun 0 .  

 Criteriul lui Leibniz* . Dacă ( )00 →↓↓ nnn uuu şi , atunci seria  este 
conv. 

( )∑ −− n
n u11

 Demonstraţie. Să observăm  că şirul  deoarece ↓−12ns

                                                           
* G.W. Leibniz (1646–1716), matematician şi filozof german 



 

 11

( ) 121221212 −+−+ ≤−−= nnnnn suuss . 
 Pe de altă parte el este mărginit: 
 

( ) ( ) ( ) 0122124321121 ≥+−++−+−=≥ +−+ nnnn uuu...uuuusu  

 Fie . Din , rezultă că seria 12lim += nss suss nnn →−= + 2122 ( )∑ −− n
n u11  este conv. 

 

 Exemplu. Seria armonică alternată: ( ) KK +⋅−++−+− −

n
n 11

4
1

2
1

2
11 1  este conv. 

 Observaţie. Criteriul lui Leibniz este un caz particular al criteriului lui Abel: dacă 
 iar şirul sumelor parţiale ale seriei 00  un↓≤ ∑αn  este mărginit, atunci seria  este 

convergentă.  Într-adevăr, în cazul nostru 

∑α nn u

( ) 11 −−=α n
n  şi { }10,sn∈ . 

 Definiţie. O serie  este absolut convergentă dacă seria ∑ nu ∑ nu  este convergentă. 

 Exemplu.  Seria K+−+−−+
!6

1
!5

1
!4

1
!3

1
!2

11  este absolut convergentă deoarece seria modulelor ei  

este convergentă 1
!

1
!3

1
!2

11 −=+++++ e
n

KK . 

 Teoremă.  O serie absolut convergentă este convergentă. 
 Demonstraţie. Seria ∑ nu  fiind convergentă, conform criteriului general al lui Cauchy  

 astfel încât şi  să avem ( )ε∃>ε∀ 0,0 n 0nn >∀ 1≥p
ε<+++ +++ pnnn uuu ...21 . 

 Dar ε<+++≤+++ ++++++ pnnnpnnn uuuuuu KK 2121 , deci ∑ nu  este conv. 

 Exemplu.  Seria R∈α+
α

++
α

+
α

cu
sin

2
2sin

1
sin

222
KK

n
n

 este o serie cu termeni oarecare. 

Seria modulelor ei ∑ α
2

sin

n

n
 este o serie cu termeni pozitivi care, comparată cu seria lui Riemann 

∑ 2
1

n
 rezultă conv. Seria dată fiind absolut conv. este conv. R∈∀α . 

 Fie ∑∑ nn vu ,  două serii. 

 Prin definiţie  seria sumă  este ( )∑ + nn vu  şi  seria produs, seria  

( ) ( ) ...132231122111 ++++++ vuvuvuvuvuvu  

 Propoziţie. Dacă seriile  şi ∑ nu ∑ nv  sunt convergente având sumele u respectiv v, 

atunci R∈∀ βα ,  seria  este convergentă şi are suma (∑ β+α nn vu ) v u β+α . 
 Aceasta rezultă imediat din proprietăţile şirurilor de sume parţiale 
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 Exemplu. Seria ...
3
1

4
1

3
1

4
1

3
1

4
1

])1(7[
2

65432
++++++=

−−∑ n n

n
 este suma a două serii geometrice 

conv.:               
15
4

4
11

41
...

4
1

4
1

4
1

2

53
=

−
=+++=∑ nu   şi  

8
4

9
11

91...
3
1

3
1

3
1

642
=

−
=+++=∑ nv , 

deci ea este convergentă şi are suma 
40
11 . 

 Dăm fără demonstraţie următoarea 
 Teoremă. Dacă seriile  şi ∑ nu ∑ nv  sunt absolut convergente având sumele u 
respectiv v, atunci seria produs este absolut convergentă şi are suma uv. 

Exerciţii 

1.) Pornind de la definiţie să se arate că 
( ) 0

3
22lim =

−+
n

nn
 

2.) Să se determine rangurile )(0 εn  de la care începând toţi termenii şirului 
13
2

2

2

+

+
=

n
nxn  diferă de 

3
1

 

cu mai puţin de
100

1
10
1 , . 

3.) Să se arate că pentru 1<a  şi N∈k   avem . 0lim =nk an
4.) Să se arate că dacă  şi 0→nx ( )ny  este un şir mărginit, atunci . 0→nn yx
5.) Să se calculeze limitele şirurilor: 

( ) ( ) ( )
( )

( ) 3 233 3
2

222

222

11
2

1211
3452

254

1231
242

53
53

5
1390

++−++=
⋅++⋅

++⋅
=

++++

+++
=

+

+
+−+⋅=

++

nnnx.)d
n

nx.)c

n
nx.)bn!nsinn,x.)a

nnn

nn

n

nnn

nn

n
nn

n
K

K

 

nn

n

k
n

nn
n

n

n

n

coscoscosx.)h
n
kx.)g

nn

nnn
x.)f

n
cos

n
sinx.)e

222
11

43

13411

2
1

2

1

2

2

ϕϕϕ
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+=

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

++

+++λ
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

∑
=

++

K

 

6.) Să se determine λ şi μ cu condiţia ca 013 3 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ μ−λ−− nnlim . 

R:  01 =μ−=λ ,
7.) Să se arate că următoarele şiruri sunt convergente şi să li se determine limita; 

a.) 
( )2!n

nx
n

n =  
 

R: 0 

b.) 
( )
( )134

125
10
9

7
7

4
5

−+
−+

⋅⋅=
n
nxn K  

 
R: 0 
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c.) 0>++= aaaxn K  R :
2

411 a++  

8.) Să se calculeze limitele următoarelor şiruri: 

n
!n

x.)a
n

n =  
( )n nnn
nxc

2
1

2

!.)
+

=  

( )
( )

n
n

n !n
!n

x.)b
3

3 33
=  

( )( ) (n
n nnn

n
x.)d 2211

K++=

 
9.) Folosind lema lui Stolz să se calculeze 

( )( )
( ) Np  

p
n

n
nb

nnn
nna

p

p

ppp

n

n

n

∈
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+
−

−+++

++
+++

,
1

21231lim.)

121
221lim.)

22

K

K

 

R:
6
1  

 
R: 0 

10.) Să se studieze natura următoarelor şiruri folosind criteriul general al lui Cauchy 

 
n

x.)a n
1

3
1

2
11 ++++= K  R: div 

 
n
nx.)b n 42

31
10
7

6
4

2
1

+
+

++++= K  R: div 

 
25

1
25

1
25

11
32 +

++
+

+
+

+=
nnx.)c K  R: conv 

 
( )222 12

1
5
1

3
11

−
++++=

n
x.)d n K  R: conv 

11.) Să se calculeze în 3R )
n

n,)
n

(,n(lim nn

n

1
2
1111 2

+++
−

K
. 

12.) Să se calculeze: 

∑
∞

= −3
2 4
1

n n
.)a  R: 

48
25  ∑

∞
−

1 2
12

n
n.)g  

( )( )∑
∞

+−
−

3
32

34
nnn

n.)b  
 ( )∑

∞ +−+

1

1

5
12

n

nn
.)h  

( )∑
∞

++−+
1

122 nnn.)c  
 
R: 21−  ∑

∞ +− ⋅+−⋅
n

nnn
.)i

12
32627 11

 

( )∑
∞

+

−−

1

2

1
1

nn
nn.)d  

 
R: 12 −  ∑

∞
−+

1

2 3
!n
nn.)j  

∑
∞

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

2
2

11
n

ln.)e  
 
R: 2ln−  ∑

∞
++

1

3 1
!n
nn.)k  
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( )∑
∞

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+
1

3
21

nn
ln.)f  

 
R:  3ln ∑

∞

++1
2 1

1
nn

arctg.)l  

13.) Ştiind că ∑
∞

π
=

1

2

2 6
1

n
 să se calculeze 

( )∑
∞

+1
22 1

1
nn

. 

14.)  Care din următoarele serii îndeplinesc condiţia necesară de convergenţă? 

∑ +1
1

n n
.)a ; ∑ ⎟⎟

⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−−

n
en.)b n 11

1
2 ; ( ) ( )

( )∑ +

+
−

n

n
n

eln

eln
.)c

2

3

3

2
1 ; ∑ +

+

1
2

2

2

n
nln.)d . 

15.) Folosind criterii de comparaţie să se studieze natura seriilor: 

∑
∞

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−+

1

4 2 bnnan.)a  ( ) 0
1

1
2

>
++++∑ a

aaan
.)d

nK
 

∑ −−+
pn

nn.)b 22  ∑ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+

+ 1
1

1
2n

nch.)e  

∑ π
n

sin
n

.)c
p

1  ∑ +

+

1
2

2

2

n
nln.)f  

16.) Aplicând criteriul rădăcinii să se stabilească natura seriilor: 

∑ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

+++
n

n
n

n.)a
4

21
3

333 K  ∑ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3n

n
acos.)c  

( )

( )∑ +
++

12 1516

3
n

n

nn

n.)b  ( )∑ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
ο++

+

n

n nn
n

n

!n
e

.)d 121
1

unde ∑
= −

=σ
n

k
n

k1
2 14
1  

17.) Aplicând criteriul raportului să se arate că următoarele serii sunt convergente: 

eacu
n
a!n.)a

n
<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∑  ∑ !n

nlnn.)b
p

 

 

( )
( )∑ n!n

!n
.)c

82

2
 

∑ > 0a,
!n

a.)d
n

 (se deduce de aici că 00
!

lim >= apentru
n
an

) 

18.) Cu criteriul Raabe-Duhamel să se studieze natura seriilor: 
( ) ( )( )
( ) ( )( )∑ >

−++
−++ 0

1
1 d,b,a

dnbdbb
dnadaa.)a

K

K   
( )[ ]
( )[ ]∑ −+⋅⋅
−+⋅⋅

1531383
1521272

n
n

.)b
K

K
 

( )
( ) q

p

nn
n.)c 1
2642

12531
⋅⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅⋅

−⋅⋅∑ K

K    ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )∑ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++λ+λ+λ

+−λ−λλ
+

2

121
11

12
n

n
n.)d

K

K
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II. FUNCŢII CONTINUE 
 
 1. Limita unei funcţii într-un punct 
 

 Fie spaţiile euclidiene  şi funcţia mn RR == YX , YX →⊂Ef : . 
 Noţiunea de limită a funcţiei f într-un punct  este legată de fapt de comportarea lui f  
într-o vecinătate a lui , punctul   putând să nu aparţină lui E. Totuşi este necesar să existe 
puncte din E oricât de apropiate de . 

0P
0P 0P

0P
 După cum am văzut, dacă  este punct de acumulare pentru E, atunci există cel puţin un 
şir  de puncte din E cu , convergent către P . (propoziţia 2.8.3 cap.II) 

0P
( )nP 0PPn ≠ 0

Definiţia 1 („cu şiruri”) Fie .0 EP ′∈  
 Spunem că l  este limita funcţiei f în punctul  0P
(şi scriem ),  dacă oricare ar fi şirul ( )Pf

PP 0

lim
→

=l

( )nP  de puncte  din E cu  şi ,  şirul valorilor funcţiei 0PPn ≠ 0PPn → ( ) l→nPf . 

Y 

 Exemple  
1.) RR == YX ,  

 
 
 
 
 
 
 

( ) ( )0
0

lim xfxf
xx

=
→

 ( ) ( )03lim
0

xfxf
xx

≠=
→

( ) ∞=
→

xf
xx 0

lim  ( )0
0

lim xf
xx→

∃/  

2.) Funcţia ( ){ } ( )
22

2 ,,0,0:
yx

xyyxff
+

=− →RR  nu are limită în origine, deoarece dacă 

( )nP  este un şir de puncte de pe dreapta de ecuaţie ,kxy =  care converge către origine, de exemplu 

,,1
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

n
k

n
Pn atunci şirul de valori ( ) N∈∀

+
=

+

⋅
= n

k
k

n
k

n

n
k

nPf n 2

2

2

2
11

1

 tinde către un număr dependent 

de panta dreptei. 

 

În schimb funcţia f are limită în orice punct  diferit de origine. Într-adevăr, dacă  
este un şir oarecare convergent către , atunci cum 

),( 000 yxP ( )nP
0P ( ) ( )000 ,, yxPyxP nnn →  este echivalent cu  

şi , avem 

0xxn →

0yyn → ( ) ( ) ( ) ( ,,, 00022 Pfyxf
yx

yxyxfPf
nn

nn
nnn =→

+
== )  deci ( ) ( )0

0

lim PfPf
PP

=
→

 pentru 

 .00 ≠P
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Teoremă . ( )⇔=
→

Pf
PP 0

liml  oricare ar fi vecinătatea V a lui l , există o vecinătate U a 

lui  astfel încât  0P { }( ) VP\EUf ⊂0I

Demonstraţie . Fie  Să 

presupunem prin absurd că 
necesitate
⇒ ( ).Pflim

PP 0→
=l

∃  o vecinătate  a 
lui  astfel încât oricare ar fi vecinătatea U a 
lui , există cel puţin un punct din 

1V
l

0P
{ }0PEU −I  a cărui imagine prin f nu este în 

. În particular, pentru orice sferă 1V ( )01 PS
n

există ( ) E { }001 PPSP
n

n −∈ I  aşa ca 

 ( ) .1VPf n ∉
 Am obţinut astfel un şir ( )nP  de elemente din E cu 00 PP,PP nn →≠  (căci 

( )
n

P,Pd n
1

0 < , ), pentru care N∈∀n ( ) l→/nPf , ceea ce contrazice faptul că 

 ( ).Pflim
PP 0→

=l

suficienţu
⇐  Fie V o vecinătate oarecare a lui l  şi U, vecinătate a lui  astfel încât 

 Dacă 

0P

( ) { } .VPEUf ⊂−∩ 0 ,,, 00 PPEPPP nnn ≠∈→  atunci ( )Un0∃  astfel încât  
îndată ce  Din

UPn ∈
.0nn > ( ) { }( ) VPEUfPf n ⊂−∈ 0I  pentru  rezultă că  

în Y, deci  

,0nn > ( ) l→nPf
( ).lim

0

Pf
PP→

=l

 Conform acestei teoreme, limita unei funcţii într-un punct poate fi dată de  
Definiţia 2 („cu vecinătăţi”). ( ),Pflim

PP 0→
=l  dacă oricare ar fi vecinătatea V a lui l , 

există o vecinătate U a lui  astfel încât oricare ar fi 0P EUP ∩∈  cu , să avem 
 

0PP ≠
( ) .VPf ∈

 Având în vedere că în spaţiile metrice nR  şi mR  vecinătăţile pot fi considerate sfere, 
putem lua  resp. ( )lεSV = ( ).0PSV η=  Obţinem astfel o definiţie echivalentă cu celelalte 
două. 

Definiţia 3 („cu ε  şi ”). Spunem că η ( ),lim
0

Pf
PP→

=l  dacă oricare ar fi  

astfel încât 

)(,0 εη∃>ε

0, PP ≠EP∈∀  cu ( ) η<0, PPd ,să avem ( ) .),( ε<lPfd  
În particular, dacă: 
1.) RR == YX ,n , atunci prin definiţie ( ),lim

0

Pf
PP→

=l  dacă ( )εη∃∈>∀     ,0  astfel 

încât ( ) ( ) ( ) .PfPfPP,P,Pd ε<−⇒≠η< 000  
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2.) RR == YX ,2 , atunci ( )yxf
yy
xx

,lim
0
0

→
→

=l , dacă ( )εη∃>ε∀ ,0   astfel 

încât η<−η<− 00 , yyxx  ( ) ε<−⇒ lyxf , . 

3.) , atunci R==YX ( ),lim
0

xf
xx→

=l  dacă )(0 εη∃>ε∀  astfel încât 

( ) .0 ε<−⇒η<− lxfxx  

 Dacă ( )mifi ,1=  sunt componentele scalare ale funcţiei vectoriale  şi 

 atunci are loc 

mnEf RR →⊂:

( ) ,,,, 21
m

m R∈= lKlll

Propoziţia. ( ) ( ) .,1,limlim
00

miPfPf iPPiPP
==⇔=

→→
ll  

Într-adevăr, aceasta rezultă  din aceea că dacă , atunci 0PPn →

( )
( )

( )
( ) miPf

Pf

Pf
Pf ini

mnm

n

n ,1
11

=→⇔
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=→

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
= l

l

M

l

lM . 

Observaţie. Pentru o funcţie reală  noţiunea de limită se poate extinde, 
ca şi la funcţiile de o singură variabilă, la cazul când una din variabile sau chiar toate tind la 
infinit ( , sau când limita este infinită. 

RR →⊂ nEf :

)∞±
De exemplu, ∞==

→
 f(P) l

PP 0

lim , dacă ( )bb η∃>∀ 0  aşa ca 0, PPEP ≠∈  cu  

( ) ( ) ., 0 bPfPPd >⇒η<  
 
 2. Continuitate 
 

Fie  şi YXYX →⊂== Efmn :,, RR .0 EP ∈  
Definiţia 1 („ cu şiruri”). Spunem că funcţia f este continuă în , dacă oricare ar fi şirul 
  de puncte din E cu  şirul valorilor   

0P
( )nP ,0PPn → ( ) ( ).0PfPf n →  
 Exemplu 
  RR == YX ,2

 f este continuă în  0P
Observaţia 1. Dacă ,E0 EP ′∈ I  atunci f cont. 

 ( ) ( ).lim 00
0

PfPfP
PP

=∃⇔
→

În acest caz, definiţia 1 este echivalentă cu: 
Definiţia 2. (“cu vecinătăţi”). Funcţia f este continuă în , dacă oricare ar fi vecinătatea 

V a lui există o vecinătate U a lui  astfel încât 
0P

( )0Pf 0P ( ) .VEUf ⊂I  
Definiţia 3. (“cu ε şi η ”). Funcţia f este continuă în , dacă 0P ( )εηε ∃>∀ 0  astfel 

încât dacă EP∈  şi ,atunci ( )P,Pd η<0 ( ) ( )( ) .Pf,Pfd ε<0   
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Observaţia 2. O funcţie este continuă în orice punct izolat al 
domeniului ei de definiţie.  Într-adevăr, dacă  este punct izolat 0P
( EP,EP )′∉∈ 00 , atunci există o vecinătate U a lui  aşa  ca 

 
0P

{ }.PEU 0=∩
 Fie acum (  un şir oarecare de puncte din E cu   )nP .PPn 0→

Există atunci un rang  astfel încât ( )Un 0 UPn ∈ pentru  ,0nn >

adică  .0PPn =
 Rezultă de aici că ( ) ( )0PfPf n =  îndată ce  prin urmare ,0nn >

( ) ( )0PfPf n →  (ca şir constant) şi f cont . 0P

 După cum se vede, graficul funcţiei   RR →⊂ 2: Ef
este “întrerupt” în dreptul punctului  deşi funcţia este continuă în acest punct izolat. 0P
 Propoziţia 1. Funcţia f este continuă în ⇔0P componentele ei scalare fi ( )m,i 1=  sunt 
continue în . 0P

 Într-adevăr, dacă , deoarece 0PPn → ( )
( )

( )⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

nm

n

n

Pf

Pf
Pf M

1

şi ,  rezultă că ( )
( )

( )Pf

Pf
Pf

m
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

0

01

0 M

( ) ( ) ( ) ( ) .,100 miPfPfPfPf inin =→⇔→  

Propoziţia 2. Fie  Dacă f este continuă în  şi 
g este continuă în  atunci funcţia  este continuă în  

.:,: PZgEf R=→→⊂ YYX 0P
( ),0Pf fg o .0P

 Aceasta rezultă din aceea că 

( ) ( )
( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( .  

..

0

0

0

0

0

0

PfgPfg

PfgPfg
Pfcontg

PfPf
contPf

PP

n

nnn

oo

c

→

→⇒→⇒→

)
 

 Pentru funcţiile reale de mai multe variabile vom menţiona următoarele două proprietăţi 
cunoscute de la funcţiile de o singură variabilă. 

 Propoziţia 3. Fie funcţia  continuă în  Dacă 
atunci există o vecinătate U a lui  în care 

RR →⊂ nEf : .0

o

EP ∈
( ) ,00 ≠Pf 0P ( )Pf  are acelaşi semn cu  ( ).0Pf

 Demonstraţie. Din continuitatea lui f în  rezultă că 0P ( )εη∃>ε∀ ,0  astfel încât dacă 
EP∈  şi ( ) ,, 0 η<PPd atunci ( ) ( ) ( ) .00 ε+<<ε− PfPfPf  

Dacă atunci putem alege ( ) ,00 >Pf ε  aşa ca ( ).0 0Pf<< ε  
 Astfel pentru P ( ) UEPS =∈ I0η Pf avem 0 .)(<  

 Dacă ( ) ,00 <Pf  atunci vom lua ( )0Pf−<ε  şi pentru UP∈  vom avea 
( ) ( ) .00 <+< εPfPf  
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 Propoziţia 4. Dacă funcţiile  sunt continue în atunci funcţiile RR →⊂ nEgf :, ,0P

( )( 0  ,, 0 ≠⋅+ Pg
g
fgfgf ) sunt continue în . 0P

 Definiţie. Funcţia YX →⊂Ef :  se spune că este continuă pe E dacă este continuă 
în orice punct .EP∈  
 Observaţie. Pentru astfel de funcţii are loc proprietatea că dacă o submulţime EA ⊂  
este conexă, atunci  este conexă. )(Af
 
 3. Continuitate uniformă 
 

 Continuitatea uniformă este o proprietate a funcţiilor pe o mulţime. 

 Fie  şi  mn RYRX == , .: YXEf →⊂
 Definiţie. Spunem că funcţia f este uniform continuă pe E, dacă ( )εηε ∃>∀ 0  astfel 
încât EPP ∈′′′∀ , cu ( ) η<′′′ PPd ,  să avem  ( ) ( )( ) .Pf,Pfd ε<′′′  
 Observaţii 
 1.) Dacă f este uniform continuă pe E, atunci f este continuă pe E. 
 Într-adevăr, n-avem decât să punem în definiţia de sus 0, PPPP =′′=′  unde  este un 
punct oarecare din E, şi obţinem continuitatea lui f în . 

0P

0P
 Reciproca nu este adevărată după cum se va vedea din exemplul 2. 
 2.) Se spune că funcţia  f este lipschitziană * pe E, dacă 0>∃ k  astfel încât 

( ) ( )( ) ( ) .,,, EPPPPdkPfPfd ∈′′′∀′′′≤′′′  
 O funcţie lipschitziană pe E este uniform continuă pe E deoarece putem avea 

( ) ( )( ) ε<′′′ PfPfd ,  îndată ce ( ) ., ηε
=<′′′

k
PPd  

 3.) O funcţie nu este uniform continuă pe E dacă 1ε∃  astfel încât 0>∀ η  să existe 
 cu EPP ∈′′′ ηη , ( ) ηηη <′′′ PPd ,  dar pentru care ( ) ., 1εηη ≥′′′ PPd  

 În aplicaţii, luând ,1
n

=η pentru a arăta că f nu este uniform continuă pe E, este suficient a 

arăta că  astfel încât 01 >ε∃ EPPNn nn ∈″′∃∈∀ ,,  cu ( )
n

PPd nn
1, <′′′  şi aşa ca  

( ) .)(,)( 1ε≥′′′ nn PfPfd  
 4.) În cazul în care ,R==YX  definiţia continuităţii uniforme ia forma: funcţia 

 este uniform continuă pe E, dacă RR→⊂Ef : ( )εηε ∃>∀ 0  astfel încât 

 cu Exx ∈′′′∀ , η<′′−′ xx  să avem .)x(f)x(f ε<′′−′  

                                                           
* R.O.S. Lipschitz (1832-1903), matematician german.  
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 Geometric, imaginea oricărui subinterval de lungime mai mică decât 
η  este inclusă într-un interval de lungime mai mică decât .ε  
 
 Exemple 

1.) Funcţia  este uniform continuă pe (0, 2) deoarece pentru 
 

( ) 2xxf =
( ),2,0, ∈′′′ xx  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ε<′′−′≤′′−′′′+′≤′′−′=′′−′ xxxx x x xx  xfxf 422  îndată ce .
4
η

ε
<′′−′ xx  

 2.) Funcţia ( )
x

xf 1
=  nu este uniform continuă pe (0,2) deoarece 

2
1

1 =ε∃  astfel încât pentru 

 există Nn∈∀ ( ),2,0∈′′,′ xx  şi anume 
nn
2

=′′x
n

xn ,1
=′  aşa ca 

n
xx nn

1
<′′−′ . Dar 

2
1

22
)()( ≥=−=′′−′ nnnxfxf nn  

 

 3.) Funcţia ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

y
x

x
yyxf ,,  este uniform continuă pe ( ) ( ) ,3,22,1 2R⊂×  deoarece este 

lipschitziană cu .k  Într-adevăr, dacă 97
4
5

= ( ) ( ) ( ) ( ),3,22,1,,, xyxPyxP ∈′′′′′′′  atunci cum 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

′
′

−=′
y
x

x
yPf ,    şi  ( ) ,, ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′′
′′

′′
′′

−=′′
y
x

x
yPf avem 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ).,97
4
532

4
97

4
97

4
97

, 22
22

PPdzyxx

yyxxxyxyxyxyxy

xxyy
yyxx

yxxy
y
x

y
x

x
y

x
yPfPfd

′′′≤′′−′+′′−′≤

≤′−′′′′−′′−′′′≤′′′−′′′′+′′′′−′′′<

<′′′+′′′
′′′′′′

′′′−′′′
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

−
′′
′′

+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
′
′

−
′′
′′

=′′′

 

 
 Observaţie. O funcţie reală f de două variabile este lipschitziană pe E dacă  

astfel încât 

0, 21 >∃ kk
( )yx ′′∀  şi (, ) Eyx ∈′′′′ ,  să avem 

.),(),( 21 yykxxkyxfyxf ′′−′+′′−′≤′′′′−′′  

 În general o funcţie reală de n variabile este lipschitziană pe E, dacă niki ,10 =>∃  

astfel încât ( ) ( ) ∑
=

′′−′≤′′′′′′−′′′
n

i
iiinn xxk xxxfxxxf

1
2121 .,,,, KK  

 Funcţii lipschitziene în raport cu o parte din variabile apar în teoremele de existentă şi 
unicitate (Cauchy-Lipschitz) din teoria ecuaţiilor diferenţiale. 
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Exerciţii 

 
 

1.) Să se arate că 1sinlim
0

=
→ x

x
x

. Să se calculeze apoi 
x

x

x −π

−

π→

2
sin1

lim . R: 0 

 
2.) Să se calculeze: 

 a) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

∞±
xxx

x
1lim 2  R: ∞- ;

2
1  

 b) 
40

sin1tg1
lim

x

xxxx
x

+−+

→
 R: 

4
1  

 c) 
bx

ax

x sin
4

tgln
lim

0

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
π

→
 R: 

b
a2  

 

3.) Să se arate că 1
1

lnlim
1

=
−→ x
x

x
. Folosind acest rezultat să se calculeze  

 
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

→ 2

22

0 1ln

1ln
lim

xx

xnnx

x
 R: n 

4.) Să se arate că α=
−α

→ x
e x

x

1lim
0

. Folosind aceasta să se calculeze 
20

coslim
2

x
xe x

x

−
→

. R: 
2
3  

5.) Pentru ce valori  funcţia [ π∈α 2,0 ]

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∈
−

=

∈+α−α

=

−

2] ,1( ,                             
1

ln
2
3

1 ,                                     
2
1

1) ,0[ ,
4

sinsin

)(

2

1
2

x
x

x

x

xx

e

x

xf

x

 este continuă în ? 1=x

6.) Să se deseneze graficul funcţiei 0,
2

1lim)(
2

≥⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++=

∞→
xxxxf n

n
n

n
. 

7.) Pe baza definiţiei să se arate că 
2
1lim

2

1
2

=
→
→ y

x

y
x

.  

 R : Se arată că ( )εη∃>ε∀ ,0  astfel încât η<−1x  şi η<− 2y  să implice ε<−
2
12

y
x . 

Avem
3112

11

<<⇒<η<−

η+<⇒η<−

yy

xx
şi îndată ce 

4
16255 ε++−

<η  
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( ) ( )
ε<

η+η+η
<

−++−
≤

+−−
=−

2
12

2
2112

2
222

2
1 22

y
yxx

y
yx

y
x  

8.) Să se calculeze: ( )
( ) 2222

22

0

cos1lim
0

yxyx

yx

y
x +

+−

→
→

. R: ∞ 

9.) Să se arate că dacă ∞→x  şi ∞→y , funcţia ( ) ( )yx
yxf

−+
= 21

1,  nu are limită. 

 R: Se poate alege un şir ( )nP  de puncte de pe prima bisectoare şi un altul (  de pe 

parabola de ecuaţie  

)nP′
2xy =

10.) Să se arate că funcţia ( )
( )222

22
,

yxyx

yxyxf
−+

=  nu are limită în origine deşi limitele ei iterate sunt 

egale . ( ) ( )⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

→→→→
yxfyxf

xyyx
,limlim,limlim

0000

11.)  Să se găsească punctele de discontinuitate ale funcţiilor: 

x
xfa 1tg)(.) =   { } ( ) zkk ∈⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

π+12
20:R U   ( )

1
1,.)

−
+

=
xy
xyyxfb  

 R: Punctele hiperbolei echilatere  1=xy
12.) Să se studieze continuitatea funcţiilor: 

( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

==

≠+
+

−−−
=

00

0dacă
1 1

,.)
22

22

22

yx

yx
yx

yx
yxfa  

 
R :continuă pe { }0,0\2R

( ) ( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

>+= +
01

0,dacă1,.)
1

yx
yxxyyxfb yx  

 
R: continuă pe domeniul de definiţie

 
( )

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==

≠+
+=

00

0dacă,.)
22

22

2

yx

yx
yx

yx
yxfc  R : nu e continuă în )0,0(
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III. DERIVATA UNEI FUNCŢII DE O SINGURĂ 
VARIABILĂ 

 
1. Derivata 
 

 Fie funcţia I fiind un interval deschis (domeniu) din R.  Spunem că  f 

este derivabilă în , dacă există şi este finită limita 

,: RR→⊂If

Ix ∈0 ( ) ( ) ( )
.

xx
xfxf

limxf
xx 0

0

0 −
−

=′
→

 

 Limita de sus se numeşte derivata funcţiei f în şi este un număr. 0x
 Din punct de vedere geometric ( )0xf ′  reprezintă panta 

tangentei  la curba de ecuaţie TM 0 )(xfy =  în 
punctual ( )( ),, 000 xfxM deci ( ) αtgxf =′ 0  
Spunem că funcţia f este derivabilă pe I, dacă f este derivabilă în 
orice punct .Ix∈  În acest caz aplicaţia R→′ If : dată de 

 se numeşte derivata funcţiei f. ( ) Ixxfx f ∈∀′⎯→⎯ ′

 Se defineşte derivata de ordinul n a funcţiei f prin formula ( ) ( )( ) K,,nff nn 211 =
′

= −

 unde  dacă funcţia ( ) ,0 ff = ( )1−nf  este la rândul ei derivabilă pe I. 
 Dacă f admite derivate până la ordinul n continue pe I, atunci spunem că f este de clasă 

 şi scriem  ( )IC n ( ).ICf n∈
 Dacă f şi g sunt de n ori derivabile pe I, atunci funcţiile gfgf ⋅+ ,  sunt de n ori 

derivabile pe I şi   ( )( ) ( ) ( ) 1≥∀+=+ ngfgf nnn  

   ( )  (formula lui Leibniz). ( ) ( ) ( )∑ −=⋅
n

kknk
n

n gfCgf
0

 Exemplu. Să se calculeze  dacă ( )100h ( ) .1)( 3 xchxxxh ++=  

 Soluţie. Notând  avem ,1)(,)( 3 ++== xxxgchxxf
           ( ) shxxf =′  ( ) 23xxg =′  
            ( ) chxxf =′′ ( ) xxg 6=′′  

( ) ( )
⎩
⎨
⎧

=
parpentru
imparpentru

nxch
nxsh

xf n ( ) 6=′′′ xg  
( ) ( ) 0=xg n  pentru  .4≥n

 Aplicând formula lui Leibniz, avem 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ,gfCgfCgfCgfCgfh ′′′+′′+′+=⋅= 973

100
982

100
991

100
1000

100
100100 )  

deci  
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) .chxxchxxx

shxchxxshxxchxxxxh

970300300129701

6
321

9899100
6

21
99100

131001

23

23100

++++=

=⋅
⋅⋅
⋅⋅

+⋅
⋅
⋅

+++++=
 

2. Diferenţiala 
 

 Fie  Se numeşte diferenţă de ordinul I a funcţiei f variaţia .: RIf →
( ) ( ),xfhxff −+=Δ  

h numindu-se pas. Notaţia completă este ( )., hxfΔ  
 Diferenţa de ordinul doi a lui f este diferenţa de ordinul întâi a funcţiei , 

deci 

( ) ( )hxfxg ,Δ=

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).222 xfhxfhxfxghxgff ++−+=−+=ΔΔ=Δ  

 Prin inducţie se defineşte diferenţa de ordinul n ( )ff nn 1−ΔΔ=Δ  

 şi are loc formula . [ ]hknxfCf k
n

n

k

kn )()1(
0

−+−=Δ ∑
=

 Fie funcţia f derivabilă în Ix ∈0  şi .0 hxxx =−=Δ  Din 
( ) ( ) ( )0

00

0
xf

h
xfhxf

lim
h

′=
−+

→
 

rezultă că există o funcţie ( )hx ,α  astfel încât ( ) ( h,xxf
h
f

00 α+′=
Δ )  

cu ( ) 0,0 →hxα  când h  sau o funcţie ,0→ ( )hx ,0ω  aşa ca ( ) ( h,xhxff 00 ω+ )′=Δ  

şi  
( )

0
,0 →

h
hxω

 când   h  .0→

 Deoarece  ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

111 0

00

00
000

=
ω

′
+=

′
ω+′

=
′
Δ

→→ h
h,x

lim
xfhxf

h,xhxf
lim

hxf
flim , 

hh

pentru h suficient de mic are loc aproximarea 
( ) ( ) ( )hxfxfhxf 000 ′≈−+  

care este foarte utilă în calculul creşterii funcţiei f. În loc să calculăm valorile lui f în  şi 
este mai simplu de efectuat produsul 

0x
,0 hx + ( )hxf 0′  care este o funcţie liniară de h. 

 Definiţie. Diferenţiala funcţiei f în este funcţia liniară (de h ) definită pe R 0x
( )hxfh 0′→  

notată cu ( ) ( ) .)(d:)( 000 hxfhxfxfd ′=  

 Graficul funcţiei liniare ( )0xfd  este o dreaptă ce 
trece prin origine de pantă 

 

( )0xftg ′=ϕ  
 Din punct de vedere geometric 

tgNMNT
fMN

0=
= Δ

( ) ( )( )hxfdxfh 00 =′=ϕ
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 Relaţia de aproximaţie 
( ) ( ) ( )( )hxfdxfhxf 000 ≈−+  

exprimă faptul că segmentul TM poate fi făcut oricât de mic dacă se ia creşterea h suficient de 
mică. 
 Exemplu. Cu cât creşte aria unui cerc de rază 98,5 m dacă mărim raza cu  0,1 m? 
 Soluţie. Aria cercului este Avem .2rA π= ,1,0,5,98,2 00 =−==π=′ rrhrrA  deci 

( ) .858.,611,05,9822 2
00 mhrhrAAdA ≈⋅⋅π=π=′=≈Δ  

 Dacă funcţia f este derivabilă pe I, atunci ( )( ) ( ) .Ixhxfhxfd ∈∀′=  
 În cazul aplicaţiei identice ( ) ,xxg ≡ avem ( ) 1=′ xg  şi  

( )( ) ( ) Ixhhxdhxgd ∈∀==    şi .Rh∈∀  
 Astfel formula de sus se obişnuieşte a fi scrisă sub forma ( ) ( ) xdxfxfd ′=  sau omiţând 
a scrie variabilele în primul membru ( ) .xdxffd ′=  

 De aici rezultă notaţia lui Leibniz pentru derivata lui f,  ( ) .
xd
fdxf =′  

 Regulile de diferenţiere decurg din cele de derivare şi sunt: 
     1.) ( ) gdfdgfd +=+  
     2.) ( ) fdggdffgd +=  

     3.) 2g
fdggdf

g
fd −

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

     4.) ( ) ( )dffgfgd ′=o  
 Ultima rezultă din aceea că 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) .Ixxfdfgdxxfxfgdxxfgxfgd ∈∀′=′′=′= oo  
 Ea pune în evidenţă proprietatea diferenţialei de invarianţă a formei diferenţialei şi anume 
faptul că regula de diferenţiere a funcţiei compuse e aceeaşi ca şi când f ar fi variabilă  
independentă. 
 Diferenţiale de ordin superior 
 Diferenţiala de ordinul doi a funcţiei f în Ix ∈0  se defineşte prin formula 

( )( ) ( ) 2
00

2 hxfhxfd ′=  dacă f este de două ori derivabilă în . 0x
 În mod analog, dacă f este de n ori derivabilă în , atunci diferenţiala de ordinul n a lui 

f în  este 

0x

0x ( )( ) ( ) ( ) nnn hxfhxfd 00 =  şi după cum se poate observa este un polinom de 
gradul n în h. 
 Dacă f este de n ori derivabilă pe I, atunci putem scrie ( )( ) nnn xdxffd =  

unde  Reiese de aici notaţia diferenţială pentru derivata ( ) .hxdxd nnn == ( )( ) .
dx

fdxf n

n
n =  

 Observaţii 
 1.) La formulele ce definesc diferenţialele de ordin superior se poate ajunge diferenţiind 
succesiv diferenţiala de ordinul întâi ca funcţie de x . 
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 Într-adevăr, deoarece h fiind independent de x, în procesul de diferenţiere se comportă ca 
o constantă, avem 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) fdhxfhxfdhxfddfd 22 =′′=′=′=    etc. 
 2.) În diverse probleme practice, diferenţiala de ordinul n şi diferenţa de ordinul n se 
aproximează una pe alta. 

 În cazul unei funcţii date tabelar se face aproximarea ( )
n

n
n

x
f)x(f

Δ

Δ
≈  (vezi exemplul de 

la Derivarea numerică.) 
 
3. Formula lui Taylor 
 

 Fiind dat polinomul de gradul n, ( ) ,2
210

n
n xaxaxaaxP ++++= L  ne propunem 

să-l dezvoltăm după puterile lui 0xx−  unde  este o valoare particulară a lui x . 0x

 Aceasta înseamnă să determinăm coeficienţii  iA ni ,0=  astfel ca 

( ) ( ) ( ) .)( 0
2

02010
n

n xxAxxAxxAAxP −++−+−+= L  
 Derivând succesiv avem: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) .1221)(

134232)(

32)(
2

0
2

04032

1
0

2
03021

n
n

n
n

n
n

AnnnxP

xxAnnxxAxxAAxP

xxnAxxAxxAAxP

⋅−−=

−−++−⋅+−⋅+=′′

−++−−−+=′
−

−

K

M

L

L

 

 Făcând ,0xx= obţinem ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) n
n A!nxP,,A!xP,AxP,AxP ==′′=′= 0201000 2 K  

de unde ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0020100
1

2
1

1
1 xP

!n
A,,xP

!
A,xP

!
A,xPA n

n =′′=′== K  

şi ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
0

0

2
0

0
0

0 21
xP

!n
xx

xP
!
xx

xP
!
xx

xP)x(P n
n−

++′′
−

+′
−

+= L  

numită formula lui Taylor* pentru polinoame. 
 Pentru o funcţie oarecare f de n ori derivabilă pe un interval I se poate scrie polinomul 

( ) ( ) ( ) ( )0
0

0
0

0 1
xf

!n
xx

xf
!
xx

xf)x(T n
n

n
−

++′
−

+= L  

numit polinomul lui Taylor de grad n corespunzător funcţiei f  în .0 Ix ∈  

 Este evident că în general ( ) ( ).xTxf n≠  Funcţia ( )xRn  cu proprietatea 

)()()( xRxTxf nn +=  
se numeşte restul de ordinul n al polinomului lui Taylor 
 Se obţine astfel formula 

                                                           
* B. Taylor (1685 – 1731), matematician englez. 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (xRxf
n
xx

xf
xx

xfxf n
n

n
+

−
++′

−
+= 0

0
0

0
0 !!1

L )  

numită formula lui Taylor. 
 Observaţie. Funcţiile f şi  au în un contact de ordinul n, adică atât cele două 

funcţii, cât şi derivatele lor până la ordinul n sunt egale în   
nT 0x

.x0
( ) ( ) ( ) n,kxf)x(T k

n
k

n 00 ==  

 Teorema ce  urmează dă restul  sub forma lui LagrangenR *

 Teorema (Taylor.) Dacă f este de 1+n ori derivabilă pe intervalul I, atunci oricare ar fi 

punctele  există astfel încât ,, 0 Ixx ∈ ( xxc ,0∈ )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) :)(
!1!1

)( 1
1

0
00

0
0 !

0 cf
n

xx
xfxf

xx
xfxf n

n
n

n
xx

n

+
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

+
−

+++′
−

+=
−

L  

 Demonstraţie. Vom determina numărul M astfel încât restul să aibă forma 
( ) ( ) .MxxxR n

n
1

0
+−=  

Formula lui Taylor va deveni atunci 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .Mxxxfxf
!
xx

xf)x(f nn
!n
xx n

1
00

0
0

0
0 1

+−+++′
−

+=
−

L  

 Să considerăm pe I următoarea funcţie derivabilă 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Mtxtf
!n
txtf

!
txtft nn

n
1

1
+−+

−
++′−

+=ϕ L  

şi să observăm că ( ) ( ) ( ) ( ).xfx,xfx =ϕ=ϕ 0  Conform teoremei lui Rolle**

există  astfel încât ( x,xc 0∈ ) ( ) .c 0=ϕ′  Dar 
( ) ( )( ) Mtxn)t(f

!n
tx)t( nn

n

−+−
−

=ϕ′ + 11 , 

prin urmare ( ) ( ) ( ) ( )( ) Mcxncf
!n
cx nn

n
−+=

− + 11  de unde ( )
( ) )c(f

!n
M n 1

1
1 +

+
=  

şi    
( )
( )

( ) .)c(f
!n

xx
)x(R n

n

n
1

1
0

1
+

+

+
−

=  

 Observaţii 

 1.) 
( )

0
0

→
− n
n

xx
)x(R

 când  deoarece 0xx→ ( )
( )

( )
( )

.
xx

Mxx
lim

xx
xR

lim n

n

xxn
n

xx
0

0

1
0

0 00

=
−

−
=

−

+

→→
 

 De aceea făcând aproximarea )x(T)x(f n≈  pe intervalul considerat, eroarea comisă în 
acest caz este mai mică decât .)x(Rsup n

Ix∈
 

 2.) În cazul particular ,se obţine formula lui MacLaurinx 00 =
*

                                                           
*J.L. Lagrange (1736 – 1813), faimos matematician francez  
** M. Rolle(1652 – 1719) matematician francez, a fost primul care şi-a demonstrat teorema dar numai pentru 
polinoame.  
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( )
( )

( ) )c(f
!n

x)(f
!n

x)(f
!
x)(f)x(f n

n
n

n
1

1

1
00

1
0 +

+

+
+++′+= L    cu ( ).x,c 0∈  

 3.) Făcând notaţia  formula lui Taylor poate fi scrisă şi sub forma ,0xxh −=

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )hxf

!n
hxf

!n
hxf

!
hxfhxf n

n
n

n
θ+

+
+++′+=+ +

+

0
1

1

0000 11
L  

                  unde  ,10 <θ<  
sau simbolic, cu ajutorul diferenţialelor 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )cfd
!n

xfd
!n

xfd
!

xfxf nn 1
000 1

11
1
1 +−

+
++++= L  unde ( ).x,xc 0∈  

 
 În particular, formula lui Mac Laurin ia forma 

( ) )c(fd
!n

)(fd
!n

)(fd
!

)(f)x(f nn 1

1
1010

1
10 ++

+
++++= L  cu   ( ).x,c 0∈  

 Exemple 
 1.) Fie  Atunci ( ).1ln)( xxf +=

 0)0( =f  

( )
x

xf
+

=′
1

1
 1)0( =′f  

( )
( )21

1
x

xf
+

−=′′  1)0( −=′′f  
 

M  M  

( ) ( ) ( ) ( )
( )n

nn

x
n

xf
+

−
−= −

1
!1

1 1  ( ) ( ) ( )!11)0( 1 −−= − nf nn  

( ) ( ) ( )
( ) 1

1

1
!

1
+

+

+
−=

n
nn

x

n
xf  ( ) ( ) ( )

( ) 1
1

1
!

1
+

+

+
−=

n
nn

c

n
cf  

 Cu formula lui  Mac Laurin avem 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1

1
143

2

1!1
!

1
!

!1
1

!4
!3

!3
!2

!2!1
1ln

−

+
−

+
⋅

+
−+

−
−++−+−=+

n

n
nnn

c
x

n
n

x
n

n
xxxxx L  

adică 

( ) ( ) ( )
( ) 1

1
1

432

1
1

1
11

432
1ln

+

+
−

+
⋅

+
−+−++−+−=+

n

n
n

n
n

cn
x

n
xxxxxx L  cu ( )xc ,0∈  

 2.) ( )
c

nn
x e

n
x

n
xxxe

!1!!2!1
1

12

+
+++++=

+

L    cu ( )xc ,0∈  

                                                                                                                                                         
*** K.Mac Laurin (1698 – 1746), matematician scoţian. 
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 3.) Mxxxxx
!7!6!4!2

1cos
7642

+−+−=     cu .1≤M  

 4.) Mxxxxxx
!8!7!5!3

sin
8753

+−+−=     cu .1≤M  

 
4. Aplicaţii ale formulei lui Taylor 
 Calculul aproximativ 
 Exemple 

  1.) Să se calculeze cu aproximaţie 3 .30  

 Soluţie. Fie ( ) .327şi 3
0

3 === xxxf  Folosind formula lui Taylor 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (xRxf
xx

xf
xx

xfxf 20

2
0

0
0

0 !2!1
+′′

−
+′

−
+= )   în care 

( ) 3
1

xxf =  
( ) 30 =xf  

( ) 3
2

3
1 −

=′ xxf  ( ) 2
0 3

3
1 −⋅=′ xf  

( ) 3
5

23
2 −

−=′′ xxf  ( ) 5
20 3

3
2 −⋅−=′′ xf  

( ) 3
8

33
10 −

=′′′ xxf  ( ) ,27
3
10 3

8

3
xcccf <<=′′′

−
 

găsim pentru x = 30 , 1071,3
3
1

9
13

3
1

3
2

!2
3

3
1

3
1

!1
3330

552

2

2
3 ≈−+=⋅⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+⋅⋅+≈  

cu eroarea 
( )

.00025,0
3
5

3
1

3
51

3
10

!3
3)(

!3
)(

98
3

83

33
0

2 ==⋅<⋅⋅=′′′
−

=
c

cf
xx

xR  

 2.) Cu ce eroare aproximează polinomul lui Taylor de gradul 3 funcţia 

( ) ?xpexsinxf
2
1

<=  

 Soluţie. Avem 

( )xRxxx 3

3

!3
sin +−=  

!3

3xxx −≈sin cu eroarea 

0026,0
!42

1
4

=
⋅

<sin
!4

)(
4

3 = cxxR  
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( ) ( )
2

1,
!3

2

3

3

3
xxTxxxT −=′−=  

 A se observa cât sunt de apropiate graficele celor două funcţii pe intervalul  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

2
1

2
1 , .În 

particular 446455,0
7

sin ≈
Π  cu eroarea mai mică decât 0,0026. 

Convexitatea şi concavitatea unei funcţii 
 

 O funcţie f derivabilă pe I este convexă sau concavă pe I după cum tangenta în orice 
punct al graficului ei se află sub sau deasupra graficului. 

  
 
Un punct în care funcţia  îşi schimbă concavitatea  se 
numeşte punct de inflexiune. 
 
 
 

Deoarece ecuaţia tangentei  este TM 0

( ) ( )( ),xxxfxfy 000 −′=−  
poziţia tangentei faţă de grafic este dată de semnul expresiei 

( ) ( ) ( ) ( )( )000 xxxfxfxfyxfE −′−−=−=  

într-o vecinătate a lui  şi anume f este convexă dacă  şi  f este concavă dacă 

.  Dacă f este de  ori derivabilă pe I şi  
0x 0>E

0<E 1+n
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,xf,xfxfxf nn 00 00

1
00 ≠===′′′=′′ −L  

 atunci cu formula lui Taylor avem 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

1!
10

0
0

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
−

+
−

= + cf
n

xx
xf

n
xx

E nn
n

 

de unde rezultă că atunci când 
( ) ( )
( ) ( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<

>
=

. inflexiune de punct este x,imparn
xfdacăconcavă

xfdacăconvexă
estefpar,n

n

n

0

0

0

0

0
 

 Condiţii suficiente de extrem 
 Punctul  este punct de maxim 
sau de minim pentru f după cum 
expresia  este < 0 sau 

> 0 într-o vecinătate a lui . 

0x

( ) ( )0xfxfE −=

0x
 Se ştie din teorema lui Fermat* că 

                                                           
*P. Fermat (1601 – 1665) matematician francez.  

x −∞  2−   2   ∞  

3T ′   − 0 + 0 −  

3T  ∞   

3
22−  

3
22

 
  

−∞
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punctele de extrem ale lui f se găsesc printre rădăcinile derivatei. 
 Să presupunem că f este de n + 1 ori derivabilă pe I şi că  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .xf,xf,xfxfxf nnn 000 000
1

00 ≠====′′=′ −L  
 Cu formula lui Taylor E are expresia de sus, expresie care menţine semn constant numai 
pentru n par. 
 În acest caz 

( ) ( )
( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>
<

.xf  daca  minim
xf  daca  maxim de punct estex n

n

0
0

0

0
0  

 Exemplu. Fie  Avem .)( 3 xexxf =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .6189,66,3 2322 xxx ee xxxxfexxxxfxxxf +++=′′′++=′′+=′  

 Rădăcinile ecuaţiei sunt ( ) ,00 ≠′f .3,0 −== xx  Deoarece 0)0(,0)0( ≠′′′=′′ ff , rezultă că 

 este punct de inflexiune. Din 0=x ( ) ( ) ,03,03 >′′=′ ff  rezultă că 3−=x este punct de minim 

Ecuaţia  are şi rădăcinile ( ) 0=′′ xf 3321 ±−=,x  pentru care ( ) ,02,1 ≠′′′ xf deci şi acestea sunt 

puncte de inflexiune. 
 Ridicarea nedeterminărilor 

 Exemplu. Să se calculeze 
( )

3

2

0

22sin21ln
lim

x
xxx

x

+−+
=

→
l  

 Soluţie. Deoarece  ( ) ( ) ( )
1

4
32

3
2

2
2221ln Mxxxxx ++−=+ ,  

( )
,2

4
3

!3
222sin Mxxxx +−=  

avem 
( )

.4
4

lim
3

21
43

0
=

−+
=

→ x
MMxx

x
l  

 Derivarea numerică 
 Fie funcţia  de clasă ( dacă f este dată tabelar, atunci ea poate fi 

aproximată pe  cu un polinom de interpolare). 

[ ] R→baf ,: 3C
[ ba , ]

 Aplicând formula lui Taylor avem 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ξ′′′+′′+′=−+ f
!

hxf
!

hxf
!

hxfhxf
321

32
 

 
( )≈′ xf panta lui AB 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )η′′′−′′+′=−− f
!

hxf
!

hxf
!

hxfhxf
321

32
 

cu  [ ] [ ],x,hx,hx,x −∈η+∈ξ de unde  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]η′′′+ξ′′′−
−−

ffh
h

hxf
122

2
( ) +

=′ hxf
xf

( )

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ].ffh
h

hxfxf
η′′′+ξ′′′−

−+−
6

2
2

hxfxf +
=′′  
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 În ipoteza că ( ) Mxf ≤′′ pentru [ ],b,ax∈  erorile absolute 2şi εε1  care se fac în 

aproximările         ( ) ( ) ( )
h
f

h
hxfhxfxf Δ
=

−−+
≈′

2
 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2

2
2

h
f

h
hxfxfhxfxf Δ

=
−+−+

≈′′  

admit evaluările: .Mh,MhMh
36

2
12 2

22

1 ≤ε=⋅≤ε  

 În acest fel se pot calcula derivatele unei funcţii date tabular în puncte echidistante. 
 Exemplu. Dacă mişcarea unui mobil este dată în primele două coloane ale tabelului alăturat, atunci 

având în vedere că pasul  viteza ,01,0=Δ= th
td
sd

v =  şi acceleraţia 
2

2

td
sda =  pot fi şi ele determinate 

tabelar după cum se observă în ultimele două coloane. 
 

T s s2Δ  
 

s2Δ  
t
sv

Δ
Δ

≈  
2

2

t
sa

Δ

Δ
≈  

0,00 
 

0,01 
 

0,02 
 

0,03 
 

0,04 
 

0,05 
 

0,06 
 

0,07 
 

0,08 

0 
 

2 
 

6 
 

13 
 

23 
 

35 
 

50 
 

66 
 

83 

 
2 
 

4 
 

7 
 

10 
 

12 
 

15 
 

16 
 

17 

 
 

2 
 

3 
 

3 
 

2 
 

3 
 

1 
 

1 

 
200 

 
400 

 
400 

 
1000 

 
1200 

 
1500 

 
1600 

 
1700 

 
 

20.000 
 

30.000 
 

30.000 
 

20.000 
 

30.000 
 

10.000 
 

10.000 

 
Exerciţii 

1.) Pentru a construi tangenta într-un punct M al lănţişorului  

 

α
xay ch=  se foloseşte următoarea metodă: Pe semicercul  

de diametru MN unde N este proiecţia lui M pe axa Ox se duce 
 coarda . Să se demonstreze justeţea ei. aPN=
2.)  Să se calculeze  dacă ( )xf ′

  a.) ( ) pentru a  ,
xxa xax axxxf ++= > 0

  b.) ( ) ( )
( )3 2

4 33

3

)2(1

−

−+
=

x

xx
xf  după ce în prealabil a fost logaritmat 

3.) Să se arate că 
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  a.) dacă ( ) xebxa x
y

=+ , atunci 
2

2

2
3 ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −= y
dx
dyx

dx
ydx ; 

  b.) ( )( )
Nnnxxx nn

∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+ −

2
4cos4cossin 144 π

 

  c.) ( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+ x
fx

dx
d

x
f

x
n

n

n
nn

n
1111 1

1
 

4.) Să se calculeze 
  a.) ( ) ( )hdf 0   dacă ( ) ( ) ( ) ( )1000...21 −−−= xxxxxf        h!1000:R

  b.)       dacă    yd 3 xexy −= 3

  c.) d   dacă   y100

x
x

y
−

+
=

1
1

 

  d.) (   dacă )xfd n ( ) ( ) xexxxf −++= 222  
5.) Folosind diferenţiala să se calculeze cu aproximaţie 

a.) variaţia funcţiei 
x
x

y
cos1
cos1

−
+

=  când x variază de la 
3
π

 la 
100

1
3
+

π
     0693,0:R −

  b.) 
( )
( ) 5037,2

3037,2
2

2

+

−
           355,0:R

6.) Folosind formula lui Taylor să se scrie funcţia ( )32 13)( +−= xxxf  după puterile lui x. 

7.)  Să se scrie primii trei termeni ai dezvoltării funcţiei ( ) 204080 xxxxf +−=  după puterile lui  

şi să se calculeze cu aproximaţie  

1−x
( ).005,1f

8.)  Să se calculeze eroarea în aproximările 

  a.) 2

8
1

2
111 xxx −+≈+   pentru 2,0=x       

3102
1luiinferioarã:R
⋅

 

  b.) 
!4

1
!3

1
!2

12 +++≈e          
40
1

!5
3:R =<  

9.)  Folosind formula lui Taylor 

  a.) să se determine a şi b astfel încât  
( )

5
sincos

0
lim

x
xxbax

x

++

→
 să fie finită. 

  b.) să se calculeze 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

∞→
1

2
lim 6

1
23 xexxx

x
x  

( ) ,xnexxf =   ., NR ∈∈ nx10.)  Să se determine punctele de extrem ale funcţiei  

minim depunct -impar 
maximdepunct
minimdepunct0par:R

nxn
nx

xn

=⇒
−=

=⇒
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IV. DERIVATELE PARŢIALE ALE UNEI FUNCŢII REALE  
DE MAI MULTE VARIABILE 

 
 
1. Continuitate şi derivabilitate parţială 
 

 Fie  D fiind o mulţime deschisă şi RR →⊂ 2: Df ( ) Dy,xP ∈000  
 Fie  

{ }( ) Dy,xxD ∈= 01  
şi  

{ }D( )y,xyD ∈= 02  
 Funcţiile 
 ( ) ( )01 y,xfx,D: =ϕ→ϕ R  
 ( ) ( )y,xfy,RD: 02 =ψ→ψ  

sunt funcţii de o singură variabilă. 
 Definiţie. Spunem că funcţia f este parţial continuă în raport cu variabila x în dacă 

funcţia  este continuă în   
0P

ϕ .0x
Funcţia f este parţial continuă în raport cu y în  
dacă funcţia 

,P0

ψ  este continuă în  .y0

Din punct de vedere geometric, 0yy =  reprezintă un 
plan paralel cu planul xOz. Acesta taie suprafaţa de 
ecuaţie ( )yxfz ,=  după curba  În planul .1C

0yy= ecuaţia curbei este 1C ( ) (xyxfz ϕ= )= 0, . 
Deci continuitatea parţială a lui f în raport cu variabila x 
în  înseamnă continuitatea curbei C  în  0P 1

( )( )00000 y,xf,y,xM . 
 

Propoziţie. Dacă f este continuă în , atunci f este continuă în raport cu toate 
variabilele sale în . 

0P

0P
 Demonstraţie. Continuitatea lui f în  înseamnă 0P ( )εη∃>ε∀ 0  astfel încât 

( ) ( ) ε<−⇒
η<−
η<−

00
0

0 y,xfy,xf
yy
xx

 

 Făcând ,0yy =  observăm că  ( ) ( ) ε<−⇒η<− 0000 y,xfy,xfxx   

             
ε<ϕ−ϕ

 
)x()x( 0

c

 deci continuitatea lui .în 0xϕ  
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 Analog, făcând , obţinem continuitatea lui ψ în . 0xx= 0y
 Reciproca nu este în general adevărată, după cum se va putea vedea din următorul 

 Exemplu. Funcţia  ( ) ( ) (
0

0,0,
dacă

0
, 22

==
≠

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=
yx

yx
yx

xy
yxf

)
 

nu este continuă în origine, neavând limită în acest punct. Dar 

( ) ( ) ( ) (00,00
0

0
0,

2
ϕϕ ===

+

⋅
== f

x
x

xfx )  

( ) ( ) ( ) ( ).00,00
0
0

,0 2 ψψ ===
+
⋅

== f
y
y

yfy  

 Definiţie. Spunem că funcţia f este parţial derivabilă în raport cu variabila x în , 

dacă funcţia ϕ este derivabilă în  
0P

.0x
 Derivata parţială a lui f în raport cu x în  este 0P ( )0xϕ′  şi se notează  sau ( )0Pf x′

( ).P
x
f

0∂
∂  Avem deci ( ) ( ) ( )

.  
xx

y,xfy,xf
limP

x
f

xx 0

000
0

0 −
−

=
∂
∂

→

 În mod analog se defineşte derivata parţială a lui f în 

raport cu y în ( ).  P
y
f,P 00 ∂

∂

Geometric, ( ) ( )00 xPf x ϕ ′=′ reprezintă panta tangentei 

 în 10 TM ( )( )00000 y,xf,y,xM  la curba  din planul 1C
.0yy=  Deci ( ) αtg0 =′ Pf x . Analog .( )′ βtg0 =Pf y  

 Definiţie. Funcţia f este derivabilă parţial în raport 
cu variabila x pe domeniul D, dacă f este derivabilă în 
raport cu x în orice punct .DP∈  

În acest caz aplicaţia  RD:f x →′  dată de   

( )PffP x
x ′⎯⎯→⎯ DP∈∀
′

 
se numeşte derivata parţială a lui f în raport cu x. 
 Analog se defineşte derivata parţială a lui f în raport cu y. 
 Funcţiile yx ff ′′ ,  sunt la rândul lor funcţii de două variabile 

 Exemplu. Funcţia  are derivatele parţiale ( ) xyxyxf sin, = xyxyxyf x cossin +=′ , 

 .cos2 xyxf y =′

 Observaţie. Este evident că derivabilitatea parţială implică continuitatea parţială. 
 Următoarea teoremă dă condiţii suficiente  de continuitate globală. 
 Teoremă. Dacă funcţia  are derivate parţiale mărginite într-o 

vecinătate V a punctului , atunci f este continuă în . 

RR →⊂ 2: Df

0P 0P
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 Demonstraţie. Fie M real astfel încât 
( ) ( ) .DPMPf,Pf yx ∈∀≤′′  

 Aplicând de două ori formula lui Lagrange, rezultă existenţa a două puncte 
( ) ( )yyxx ,,, 00 ∈η∈ξ  astfel încât 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )00000

0000000

yyxxMyy,xfxxy,f

y,xfy,xfy,xfy,xfy,xfy,xfPfPf

yx −−−≤−η′+−ξ′=

=−+−≤−=−
 Este 

evident că atunci când   ( ) ,yy,xxPP 000 →→→ ( ) ( )0PfPf →  şi deci f este continuă în  .0P
 Consecinţă. Dacă funcţiile yx fşif ′′  sunt mărginite pe D, atunci funcţia f este continuă 
pe D. 
 Observaţie. Definiţiile ca şi rezultatele din acest paragraf se extind cu uşurinţă pentru 
funcţii cu mai  mult de două variabile. 
 Derivate parţiale de ordin superior 
 Derivatele parţiale de ordinul doi ale funcţiei f se definesc astfel: 

( ) ( ) ( ) ( ) yyyxyyxyxxyxxx ff,ff,ff,ff ′′=′′′′=′′′′=′′′′=′′ 22  

dacă ele există. 
 Se pot considera şi derivate parţiale de ordin mai mare decât doi. De exemplu 

( ) ′′′=′′′
yxyx ff 22  care se mai poate nota şi .

yx
f
∂∂

∂
2

3
 

 În general derivatele mixte yxxy ff ′′′′ şi  nu sunt egale. 
 Următoarea teoremă dă condiţii suficiente ca ele să fie egale. 
 Teoremă. (H.A.Schwarz). Dacă funcţia f admite într-o vecinătate a punctului  
derivate mixte de ordinul doi continue în atunci 

0P
,P0 ( ) ( ).PfPf yxxy 00 ′′=′′  

 Demonstraţie. Fie expresia 
( ) ( ) ( ) ( )0000 y,xfy,xfy,xfy,xfE +−−=  

şi funcţia auxiliară  ( ) ( ) ( ).y,xfy,xfx 0−=ϕ  
 Avem 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]( )
( )( )( ).,

,,

0011

0011010

yyxxf
xxyfyfxxxxE

xy

xx

−−′′=
=−′−′=−′=−=

ηξ
ξξξϕϕϕ

 

unde  ( ) ( .y,y,x,x 0101 ∈η∈ξ )
 Analog, considerăm funcţia auxiliară  ( ) ( ) ( ).y,xfy,xfy 0−=ψ  
 Avem 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]( )
( )( )( )0022

0202020

yyxx,f

yy,xf,xfyyyyE

yx

yy

−−ηξ′′=

=−η′−η′=−ηψ′=ψ−ψ=
 

unde ( ) ( .,,, 0202 yyxx ∈∈ )ηξ  
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 Rezultă ( ) ( 2211 ,, )ηξ′′=ηξ′′ yxxy ff , de unde prin trecere la limită când   şi 

ţinând seama de continuitatea derivatelor mixte în  obţinem 

0PP→

0P ( ) ( .y,xfy,xf yxxy 0000 ′′ )=′′  
 Consecinţă. Dacă f admite derivate mixte continue pe D, atunci ele sunt egale. 
 
 Derivarea funcţiilor compuse 
 Teoremă. Fie  cu derivate parţiale continue şi funcţiile 

,    definite pe 
( ) RR →⊂ 2:, Dvuf

)(xuu = )(xvv = [ ] R→ba , derivabile. 
 Atunci funcţia compusă ( ) ( ) ( )( )xv,xufxF =  este derivabilă şi  

( ) ( ) ( ).xv
v
fxu

x
fxF ′⋅

∂
∂

+′
∂
∂

=′  

 Demonstraţie. Fie oarecare, [ ]b,ax ∈0 ( ) ( ) .vxv,uxu 0000 ==  Avem 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
.

xx
vv

vv
v,ufv,uf

xx
uu

uu
v,ufv,uf

xx
v,ufv,uf

xx
v,ufv,uf

xx
xfxF

0

0

0

000

0

0

0

0

0

000

0

0

0

0

−
−

⋅
−
−

+
−
−

⋅
−
−

=

=
−
−

+
−
−

=
−
−

 

 Trecând la limită, când  avem  0xx→ .vv,uu 00 →→
 Ţinând seama şi de continuitatea derivatelor parţiale rezultă 

( ) ( ) ( ) ( ) ( .xvv,u
v
fxuv,u

u
f

xx
xF)x(F

xx
lim 000000

0

0

0

′⋅
∂
∂

+′⋅
∂
∂

=
−
−

→
)  

 Exemplu (Identitatea lui Euler*). O funcţie ( )nxxxf ,,, 21 K  se spune că este omogenă de grad 
m  dacă ( Rm∈ )
  (1) ( ) ( ) .0,,,,,, 2121 Rtxxxftxtxtxtf n

m
n ∈≠∀= KK  

 În ipoteza că f admite derivate parţiale de ordinul întâi continue, este valabilă identitatea 
 .

21 21 mffxfxfx
nxnxx =′+′+

 Într-adevăr, notând cu nixtu ii ,1== şi derivând în raport cu t relaţia (1) avem 
ftmxfxfxf m

nuuu n
1

21 ...
21

−=⋅′++⋅′+⋅′  
 Identitatea lui Euler rezultă acum făcând 1=t ; în acest caz .ii xu =  

 Consecinţă. Dacă ( ) ( ) ( ),,,,,, yxvvyxuuvuff ===  atunci derivatele parţiale ale 

funcţiei compuse ( ) ( ) ( )( yxvyxufyxF ,,,, = )  sunt date de formulele 

  (2) .
y
v

v
f

y
u

u
f

y
F,

x
v

v
f

x
u

u
f

x
F

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂  

 Observaţii 

                                                           
* Leonhard Euler (1707 – 1783), elveţian de origine, mare matematician fizician şi mecanician. Membrul al Academiei 
de Ştiinţe din Petersburg.  
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 1) Pentru calculul derivatelor parţiale de ordinul doi ale lui F va trebui să avem în 

vedere că ( ) ( )( .y,xv,y,xu
va
fa,

u
f

∂
∂ )  Aşa de exemplu. 

2

2

2

22

2

222

2

2

2

2
2

x
v

v
f

x
u

u
f

x
v

v
f

x
v

x
u

vu
f

x
u

u
f

x
F

∂

∂
⋅

∂
∂

+
∂

∂
⋅

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⋅
∂

∂
+

∂
∂
⋅

∂
∂
⋅

∂∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⋅
∂

∂
=

∂

∂  

 2.) Formulele (2) se pot generaliza pentru funcţii cu mai mult de două variabile. 
2. Diferenţiabilitate 
 Fie  D mulţime deschisă. ,D:f n RR →⊂
 Definiţie. Funcţia f este diferenţiabilă în punctul ,DP ∈0  dacă există o aplicaţie liniară 

 astfel încât RR →nL :
( ) ( )

000

0
=

−−+
→ h

)h(LPfhPf
lim
h

 unde ( )nh,,h,hh K21=  este 

aşa ca ( ) .Dhx,,hxhP nn ∈++=+ 0
1

0
10 K  

 L (h) se numeşte diferenţiala lui f  în  şi se notează 0P ( ).0Pdf  
 L fiind o aplicaţie liniară de h are forma 

( )
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=+++=

n

nnn

h

h
h

D,,DDhDhDhD)h(L
M

KK 2

1

212211 . 

 Definind derivata funcţiei  f  în  prin 0P ( ) ( ) ,D,,D,DPf nK210 =′  diferenţiala funcţiei f 

în  se scrie  0P ( ) ( ) .hPfPfd 00 ′=

 Teorema 1. Dacă f este diferenţiabilă în h, atunci f este parţial derivabilă în  în raport 

cu toate variabilele sale şi 

0P

( ) .n,iP
x
fD
i

i 10 =
∂
∂

=  

 Demonstraţie. Fie f diferenţiabilă în . În cazul particular când 

 avem 
0P

( )0000 ,,,h,,,h i KK= ( ) .hDhL şihh iii ==  

 Din  
( ) ( )

0
000000

0
=

−−+

→ i

iiniiniii

h
hDx,,x,,xfx,,hx,,xf

h
lim
i

KKKK
 rezultă  

( ) ( )
n,iD

h
x,,x,,xfx,,hx,,xf

lim i
i

niiniii

ih
1

00000

0
==

−+

→

KKKK
, adică     ( ) .DP

x
f

i
i

=
∂
∂

0  

 Observaţia 1. În cazul funcţiilor de o singură variabilă diferenţiabilitatea şi 
derivabilitatea sunt noţiuni echivalente. 
 Într-adevăr, dacă f este derivabilă în , atunci 0x

( ) ( ) ( )
0000 →

′−−+
h

hxfxfhxf
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când  (vezi §2 cap.V), deci f este diferenţiabilă în  şi 0→h 0x ( ) ( ) .hxfxfd 00 ′=  

 Teorema 1 arată că diferenţiabilitatea în  implică derivabilitatea în  şi că 
 de unde  

0x 0x
( ) ,xfD 01 ′= h)x(f)x(df 00 ′= . 

 Observaţia 2. Reciproca teoremei 1 nu este adevărată, adică nu orice funcţie care admite 
derivate parţiale este diferenţiabilă. 

 Exemplu. Fie ( ) ( ) (
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==
≠

+=
0

0

22
yx

,00y,x
dacăyx

xy
y,xf

)
.  Avem 

( ) ( ) ( )
0

0,00,
lim0,0

0
=

−
=′

→ x
fxf

f
xx , ( ) ( ) ( )

0
0,0,0

0
lim0,0 =

−

→
=′

y
fyf

y
f y . 

 Pe de altă parte funcţia  
( ) ( )

2
2

2
1

2121 0,0,

hh

hh
h

fhhf

+
=

−
 nu are limită când ( )  

după cum am văzut în §1, deci f nu este diferenţiabilă în origine. 

( ,0,0, 21 →hh )

 Următoarea teoremă dă condiţii suficiente ca o funcţie să fie diferenţiabilă. 
 Teorema 2. Dacă funcţia f admite derivate parţiale în raport cu toate variabilele într-o 
vecinătate a punctului , continue în , atunci f este diferenţiabilă în . 0P 0P 0P
 Demonstraţie. Aplicând de n ori formula lui Lagrange şi ţinând cont de continuitatea 
derivatelor parţiale  ( ) ,în,1 0Pnif

ix =′  rezultă existenţa funcţiilor ( ) ( )n,ih,Pi 10 =α  cu 

proprietatea că ( ) 00
0

=α
→

h,Plim
h

i  şi astfel ca 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( )
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

,hhh)h(L

hh,PPfhh,PPfhh,PPf

h,x,,xf

hhx,,hx,,xfhhx,,hx,f

x,,x,xfhx,,x,xf

hx,,x,xfhx,,hxxf

hx,,hx,xfhx,,hx,hxf

x,,x,xfhx,,hx,hxfPfhPf

nn

nnxxx

nnnx

nnxnnx

nnn

nnnn

nnnn

nnn

n

n

α++α+α+=

=α+′++α+′+α+′=

=⋅ξ′+

+⋅++ξ′+⋅++ξ′=

=−++

++−++++

+++−+++=

=−+++=−+

−

K

K

K

KKK

KK

KKK

KK

KK

KK

2211

0020201010

0
1

0
1

2
0

3
0
32

0
11

0
2

0
21

00
2

0
1

00
2

0
1

00
2

0
1

0
2

0
2

0
1

0
2

0
2

0
1

0
2

0
21

0
1

00
2

0
1

0
2

0
21

0
100

21

21

 

de unde 
( ) ( )

( ) 01

1100

0

00

=α++α≤

≤
α++α

=
−−+

→

→→

n

nn

h

hh

lim

h
hh

lim
h

)h(LPfhPflim

L

L
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deci f este diferenţiabilă în . 0P
 Consecinţă. Dacă f admite derivate parţiale continue pe D, atunci f  este diferenţiabilă pe 
D, adică diferenţiabilă în  .DP∈∀
 În acest caz 

.DPh)P(
x
fh)P(

x
fh)P(

x
f)P(fd n

n
∈∀

∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂

= K2
2

1
1

 

 În particular, dacă ( ) ,,1,,, 21 nixxxxf in ==K  atunci cum 0=
∂
∂

jx
f  pentru ij ≠  

şi  .hxd rezultă,
x
f

ii
i

==
∂
∂ 1  

 Astfel  .xd)P(
x
f

xd)P(
x
f

xd)P(
x
f

)P(fd n
n∂

∂
++

∂
∂

+
∂
∂

= L2
2

1
1

 

 Aplicaţia d f dată de     ( ) DPPfdfdP ∈∀⎯⎯ →⎯

este diferenţiala funcţiei f   n
n

xd
x
fxd

x
fxd

x
ffd

∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂

= L2
2

1
1

 

iar derivata funcţiei diferenţiale f este   .
x
f,,

x
f,

x
ff

n
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=′ L
21

 

 Diferenţiala  lui f se mai poate pune sub forma   

fdx
x

dx
x

dx
x

fd n
n

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂

= L2
21

 în care operatorul   

n
n

xd
x

...xd
x

xd
x

d
∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂

= 2
2

1
1

 

care duce f  în se numeşte operator diferenţial. fd

 Exemplu. Fie ( ) ( ).,,Pşieyxz,y,xf z 0210
23 −=  Atunci 

( ) dzeyxdyeyxdxeyxPfd zzz 23323 23 ++=  

iar   sau ( ) dzdydxPfd 44120 −−= ( )( ) .hhhh,h,hPfd 3213210 4412 −−=  
 Proprietăţi ale funcţiilor diferenţiabile: 
 1.) Dacă funcţiile f şi g au derivate parţiale de ordinul întâi continue pe D atunci  funcţiile 

f + g, ( 0≠⋅ g
g
f,gf )  sunt diferenţiabile pe D şi  

( )
( )

2g
fdggdf

g
fd

fdggdfgfd
gdfdgfd

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+=⋅
+=+
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 Diferenţiabilitatea rezultă cu teorema precedentă iar formulele reies din calcul direct. De 

exemplu  ( ) ( ) ( ) .fdggdfdxgfdxfgdxgffgfggfd i

n

xi

n

xi

n

xx

n

x
iiiii +=′+′=′+′=′=⋅ ∑∑∑∑

1111

 2.) Dacă f este diferenţiabilă, atunci f = const 0=⇒ df  pe D.  Este clar că f = const 
.  Reciproc , dacă 0=⇒ df

( ) ( ) ( ) ,DPhP
x
fhP

x
fPdf n

n
∈∀=

∂
∂

++
∂
∂

= 01
1

L  

( ) 0=
∂
∂

i
i

hP
x
f( ) ),1(0cu0,,0,,,0,0 nihhh ii =≠= KK  rezultă atunci pentru  

 de unde 0=
∂
∂

ix
f

,DP∈∀  pe D. Acesta înseamnă că  f  nu depinde de    ix ),1( ni =  şi 

deci  f = const. 
 3.) Dacă f este diferenţiabilă, atunci f este continuă. 
 Într-adevăr, fie  Din  .0 DP ∈

( )
0

0
0 ⎯⎯⎯⎯ →⎯

→
ω

hh
h,P( ) ( ) ( ) ( )h,PhLPfPf 00 ω+=−   cu    rezultă că atunci când 

 şi cum L este funcţie liniară de h, ( ) 0→=∑ ii hDhL00 →→ h,PP  şi deci  ( ) ( )0PfPf →

( ) 0,0 →hPω( ) ( ) ( )00 PfdPfPff ≈−=Δ 4.) Variaţia funcţiei  deoarece  când  .0→h
.1cmr =,30 cmh = Aplicaţie. Înălţimea unui con este  raza bazei  Să se studieze variaţia 

volumului conului dacă mărim h cu 3 mm şi micşorăm r cu 1 mm. 

cmrdcmhdhrV 1,0,3,0,
3
1 2 −==π= Soluţie.  Avem şi 

( )

( ) .101,03023,01010
3

2
33

2
3

3

3

cm

rdhhdrrrdrhhdrrd
r
V

hd
h
V

VdV

π−=⋅⋅−⋅⋅
π

=

=+
π

=
π

+π=
∂
∂

+
∂
∂

=≈Δ
 

 Volumul scade cu  fapt greu de bănuit de la început. ,10 3cmπ
 Diferenţiale de ordin superior. 
 O funcţie  care admite derivate parţiale de ordinul p continue pe D se 

spune că este de clasă 

RR →⊂ nDf :

( )LC p ( ).DCf p∈ şi se scrie  

 Fie  Am văzut că diferenţiala de ordinul întâi a lui f în  este 

aplicaţia liniară 

( ) .şi 0
2 DPDCf ∈∈ 0P

( ) ( ) ( )∑
= ∂

∂
=→

n

i
i

i

n hP
x
f

)h(PdfR:Pdf
1

000 R  
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( )( ) ( ) ji
ji

n

j

n

i

hhP
xx
fhPfd 0

11
0

2

∂∂
∂

= ∑∑
==

 Forma pătratică   ( ) R→nR:Pfd 0  

se numeşte diferenţiala a II-a a lui f în  .0P
( )DCf p∈ În mod asemănător, dacă , se defineşte diferenţiala de ordinul p a lui f în  

ca fiind aplicaţia  dată de formula  
0P

( ) R→np R:Pfd 0

( ) ( ) ( )02
2

1
1

0 Pfh
x

h
x

h
x

)h(Pfd p
n

n

p
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂

= K  

ridicarea la putere fiind simbolică. 
( ) ( ).1,2şi, 0

32 Pyxyxf = Exemplu. Fie  Avem 

ydxdfd
ydyxxdxyydfxdffd

yxf
xyf yx

y

x

124)1,2(
32

3
2 223

22

3

+=
+=′+′=

⇒
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

=′
=′

 

( ) 222

22222

222

2

2

2

242421,2
6122

2

6
6

2 22

2

2

ydydxdxdfd
dyyxdxdyxydxy

ydfydxdfxdffd

yxf
xyf

yf
yxyx

y

xy

x

++=
++=

=′′+′′+′′=

⇒

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

=′′
=′′

=′′

 

( )( ) 2121 124,1,2 hhhhfd += Evident că putem scrie şi    

( )( ) .hhhhh,h,fd 2
221

2
121

2 2424212 ++=  

 Observaţia 1. Calculul diferenţialelor de ordin superior se poate face şi prin diferenţieri 
succesive folosind regulile de diferenţiere. Vom dovedi aceasta pentru  2=p . În acest caz 
avem 

( )

.fdhh
xx
f

hh
xx
f

h
x
f

dh
x
f

ddfd

ji
ji

n

j,i

i

n

j
j

ji

n

i

n

i
i

i
i

i

n

i

2
2

1

1

2

1 11

=⋅
∂∂

∂
=

=⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

∂∂
∂

=⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⋅

∂
∂

=

∑

∑∑ ∑∑

=

== ==   

( ) ( ) ( )( )y,xv,y,xufy,xF = Observaţia 2. Diferenţiala funcţiei compuse   este 
( ) ( )

( ) ( ) .dvfdufdyvdxvfdyudxuf

dyvfufdxvfufdyFdxFFd

vuyxvyxu

yvyuxvxuyx

′+′=′+′′+′+′′=

=′⋅′+′⋅′+′⋅′+′⋅′=′+′=
 

dffdv
v

du
u

Fdy
y

dx
x

Fd =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

= Proprietatea că      

se numeşte proprietatea de invarianţă a formei. 
 Ea nu se mai păstrează la diferenţiala de ordinul doi, adică  

fdv
v

du
u

Fdy
y

dx
x

Fd
)()( 22

2
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

≠⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=   
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deoarece  

( ) ( )
.vdfudffdvdfudf

dvfdudvfdufdvfdufddFdFd

vuvu

vuvuvu

22222

222
22 2

′+′+=′+′+

+′′+′′+′′=′+′==
 

iar  şi  fiind diferenţialele de ordinul doi ale unor funcţii (şi nu a unor variabile) nu 
sunt totdeauna nule. Aşadar 

ud 2 vd 2

( ) ( )
.vdfudff

v
du

u
Fdy

y
dx

x
Fd vu

22
22

2 ′+′+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=  

 
3. Formula lui Taylor pentru funcţii de mai multe variabile 
 Fie  D mulţime deschisă ,D:f n RR →⊂

 Teoremă. Dacă , atunci oricare ar fi punctele( )DCf n 1+∈ DP,P ∈0 ,există un punct 

astfel încât ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1

000 1
11

1
1 Pfd

!n
Pfd

!n
Pfd

!
PfPf nn +

+
++++= K( P,PP 01∈ ) *

( )y,xff =2=k Demonstraţia o vom face în cazul particular când . Fie deci  şi 
. Funcţia compusă ( 000 y,xP ) ( ) ( )( )0000 yyty,xxtxf)t(F −+−+=  este evident de 

 ori derivabilă pe  şi ( 1+n ) ][ 1,0 ( ) ( ) ( ) ( ).y,xfF,y,xfF == 10 00  
 Să-i aplicăm formula lui MacLaurin. Avem 

( ) 10
1

1010
2
10 1 <θ<θ

+
++++= + cu)(Fd

!n
)(Fd

!n
)(Fd)(F)t(F nnK . 

( ) ( ) ( )( )tv,tuftF = ( )00 xxtxu −+= ( 00 yytyv − )+= unde  şi   avem  Dar pentru funcţia 
    (proprietatea de invarianţă a formei) dfdF =

         fdvdfudffdFd vu
22222 =′+′+=

deoarece în cazul de faţă  .Analog găsim   .fdFd nn =022 == vdud
 Făcând acum , se obţine 1=t

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11
1

000000 1
11

1
1 y,xfd

!n
y,xfd

!n
y,xfd

!
y,xfy,xf nn +

+
++++= K  

unde   este un punct ce aparţine segmentului ( 111 , yxP ) ( )PP ,0  deoarece 
( )001 xxxx −+= θ ( )001 yyyy −+= θ şi  cu ( ).1,0∈θ                    

 Observaţii. 
0=n 1) În cazul particular în care  se obţine formula creşterilor finite a lui Lagrange 

pentru funcţii de mai multe variabile şi anume: 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )PPPPPPfhPfdPfPf ,010110 ∈−′==−  sau  

                                                           

( ) ( ) )(...)( 0

)(
0

2

0
1

1
0 Pfxx

x
xx

x
Pfd

n

kk
n

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

∂
∂

++−
∂
∂

=* Scrierea formulei este simbolică, pentru că aici  
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( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )0
1

0
221

2

0
111

1

00
11

kkk
k

k

kkk

xx,,
x
fxx,,

x
f

xx,,
x
fx,,xfx,,xf

−ξξ
∂
∂

++−ξξ
∂
∂

+

+−ξξ
∂
∂

=−

KLK

KKK

 

( ) .K,ix,x iii 10 =∈ξ  unde 
  2) Formula lui Taylor poate fi folosită în  calculul aproximativ având  în vedere că 
variaţia funcţiei  f

( ) ( ) ( ) ( )00
2

00
1

2
1

1
1 Pfd

!n
...Pfd

!
Pfd

!
Pf)P(ff n+++≈−=Δ  

 Exemple. 
      1.) Să se dezvolte funcţia după puterile lui  şi 

. 
( ) 2422, 22 ++−+−= yxxxyyxyxf 1−x

2+y
( )210 −P      Soluţie. Vom aplica formula lui Taylor funcţiei  în f .  Din 

03 =′′
x

f4422 −+−=′ xyxyf x   

22 =′′′
yx

f122 +−=′ xxf y
  

02 =′′′
xyf422 +=′′ yf

x
  

22 −=′′ xf xy 03 =′′′yf   

 02 =′′
y

f  

rezultă că şi ( ) ( ) 00
2

0 == PfdPfd

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) dydxdyPfdydxPfdydxPfdxPfPfd
yxyyxx

23
0

2
0

2
0

3
00

3 2333 3223 ⋅=′′′+′′′+′′′+′′′= , 

( ) ( ) ( ) ( ).21
!3

1, 2
0

3 +−== yxPfdyxf  de unde 

( ) ( ) .05,002,13 22 +     2) Să se calculeze cu aproximaţie                 

( ) 3 22, yxyxf += Soluţie. Vom considera funcţia  şi vom folosi aproximaţia 

( ) ( ) ( ) ( 0
2

00 !2
1

!1
1 PfdPfdPfPf +≈− ( ).0,10P)  unde  

  Avem  
( )0,10P                                                              

( ) ( ) 3/122, yxyxf +=
1  

   

3
2( ) 3/2222

3
1 −

+⋅=′ yxxf x
( ) dxPdf

3
2

0 =⇒
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫       
 

( ) 32222
3
1 −

+⋅=′ yxyf y
0 
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( ) ( ) 33
2

/5/2 2
9
4

3
2 −− ⋅−=′′ xxf

x

( ) 3/52
9
4 −⋅−=′′ yf xy ( ) ,

3
2

9
2 22

0
2 dydxPfd +−=⇒

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

9
2

−

0   

3
2

( ) ( ) 33
2

/5/2 2
9
4

3
2 −− ⋅−=′′ yyf

y
  

,020- 0 == xxxd 05,0=dyde unde având în vedere că  şi rezultă 

( ) ( ) ( ) ( ) 0141222,105,0
3
202,0

9
2

!2
102,0

3
2105,002,1 223 22 ≈⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ⋅+⋅−+⋅+≈+ . 

 
4. Extremele funcţiilor de mai multe variabile 
 Pentru început vom considera funcţia de două variabile. Fie aşadar  o mulţime 
deschisă şi   

2R⊂D
.: R→Df

 Definiţie. Punctul  se numeşte punct de maxim pentru  dacă există o 
vecinătate V  a lui  astfel încât 

fDP ∈0

( ) ( ) VPPfPf ∈∀≤ 00P  
 Analog se defineşte punctul 

de minim. 
 Un punct de maxim sau 
de minim se numeşte punct 
de extrem. 
 Teoremă (Fermat). 
Dacă  admite derivate 
parţiale de  ordinul întâi într-
o vecinătate a punctului  de 
extrem ,atunci aceasta se 
anulează în  . 

f

0P

0P
 Demonstraţie. Dacă  este punct de extrem pentru  , atunci  este punct 
de extrem pentru funcţia de o singură variabilă 

( 000 , yxP ) f 0x
( ) ( )0y,xfx =ϕ  şi deci conform teoremei lui 

Fermat  adică ( ) 00 =ϕ′ x ( ) 00 =′ Pf . În mod analog se arată că ( ) 00 =′ Pf y . 

 Definiţie. Un punct  în care se anulează toate derivatele parţiale de ordinul întâi ale 

funcţiei  se numeşte punct staţionar ( sau punct critic) pentru . 
0P

f f
 Punctele staţionare sunt deci soluţii ale sistemului { 0,0 =′=′ yx ff  

 După cum am văzut mai sus orice punct de extrem este punct staţionar. 
 Dar nu orice punct staţionar este punct de extrem. 
 Următoarea teoremă depistează punctele de extrem din cele staţionare. 
 Teoremă. Fie  punct staţionar pentru funcţia 0P ( )DCf 2∈  şi numărul 

 
 
 
 
 
 

 
0P punct de maxim 0P  punct de minim 
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( ) ( )[ ] ( ) ( ).00
2

00 22 PfPfPfP yxxy ′′⋅′′−′′=Δ  

 Atunci  1°. dacă  este punct de extrem şi anume  ( ) 00 0 Patunci,P <Δ

( )
( )⎩

⎨
⎧

>′
<′′

0
0

0

0

2

2

Pfdacăminim
Pfdacămaxim

x

x    punct de  

  2°. dacă  nu este punct de extrem. ( ) 00 ,0 PatunciP >Δ
 Demonstraţie. Folosind formula lui Taylor, avem 

( ) ( ) ( ) ( )1
2

00 2
1 PfdPdfPfPf +=−  unde ( )P,PP 01 ∈  . 

( ) 00 =Pdf( ) ( ) 000 =′=′ PfPf yxCum  este punct staţionar şi 0P , rezultă . Urmează că 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]2
21211

2
111

2
0 22 2

2
1

2
1 hPfhhPfhPfPfdPfPf yxyx

′′+′′+′′==− . 

 Având în vedere continuitatea derivatelor parţiale de ordinul doi în , rezultă 0P

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]=α+′′+α+′′+α+′′=− 2
2302120

2
1100 22 2

2
1 hPfhhPfhPfPfPf yxyx            

( ) ( )h,PPfd 00
2

2
1

ω+= ( ) 0
0

0
→
→ω
h

h,P ( ) ( 0PfPf − )      unde .  Deci semnul diferenţei  este 

dat de  ( ) )]P(f
h
h

)P(f
h
h

Pf[h)P(fd yxyx 0
2

1
0

2

2

1
0

2
20

2
22 2 ′′+′′+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
′′=  care are semn constant 

 numai dacă ( ) 002 >′′ Pf x( ) 00 <Δ P0, 21 ≠∀ hh  şi anume pozitiv dacă , ceea ce implică 

 şi  negativ dacă ( ) ( )0PfPf ≤( ) 002 <′′ Pf x( ) ( )0PfPf ≥ , ceea ce implică . 
 

( )0
2 Pfd( ) 00 >P , atunci ΔDacă  poate fi atât pozitiv cât 

şi negativ. Se spune în acest caz că  este punct şa. 0P
 
 
 Exemplu. Să se determine punctele de extrem ale funcţiei 
( ) xyyxyxf 3, 33 −+= . 

 Soluţie. Punctele staţionare ale lui  sunt soluţiile sistemului f

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−≡′
=−≡′

033
033

2

2

xyf
yxf

y

x  

( ) ( )0,0,1,1 21 PP1,1 11 == yx 0,0 22 == yx Obţinem  şi , deci . Derivatele de ordinul doi ale 

lui  calculate în cele două puncte sunt: f
 

P P 1 2

xf
x

62 =′′  6 0 
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3−=′′xyf  -3 -3 

yf
y

62 =′′  6 0 

 
 Din ( ) ( ) ( ) 060363 1

2
1 2 >=′′<−−=Δ Pf,P x  rezultă că  este punct de minim, din 

, rezultă că  nu este punct de extrem.  

1P

( ) ( ) 03 2
2 >−=Δ P 2P

( ) 11,1min −== ff , se deduce de aici că 

. 
 Valoarea minimă a funcţiei este

R∈∀≥+−+ yxxyyx ,01333

 Observaţie. În cazul funcţiilor cu mai mult de două variabile definiţiile şi teorema lui 
Fermat rămân valabile. Aşadar, punctele de extrem ale funcţiei ( )mxxxf ,...,, 21  sunt soluţii  

(dar nu soluţiile) ale sistemului:    000
21

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

nx
f,...,

x
f,

x
f . 

 Pentru a afla dacă un punct staţionar  este sau nu punct de extrem procedăm exact ca 
şi în cazul funcţiilor de două variabile. Semnul diferenţei 

0P
( ) ( )0PfPf −  este dat de semnul 

diferenţialei de ordinul doi a lui  în       ( ) ( )∑
= ∂∂
∂

=
n

j,i
ji

ji
hhP

yx
fPfd

1
0

2

0
2f 0P  

( ) ( 0PfPf ≥ )care este o formă pătratică, şi care dacă este pozitiv definită, atunci  şi deci  
este punct de minim, iar dacă este negativ definită, atunci  este punct de maxim. 

0P

0P

,,,
1

111

2221

1211
2

nnn

n
n aa

aa
aa
aa

K

K
K == δδ Notând ( )0

2
P

yx
fa

ji
ij ∂∂

∂
= 111 a=δ  şi ,   

conform teoremei lui Sylvester, rezultatul este următorul: 
 1°. dacă  punct de minim  021 0,,, Pn ⇒>δδδ K

 2°. dacă   punct de maxim. ( ) 0321 01,...,,, Pn
n ⇒>−−− δδδδ

 Exemplu. Să se determine extremul funcţiei 
( ) 2222,, 222 −+++−−++= zyxyzxzzyxzyxf  

 Soluţie. Avem 
22 =′′

y
f  22 =′′

x
f  22 +−=′ zxf x  

22 +−=′ zyf y 0=′′xyf 1−=′′yzf   

22 =′′
z

f  22 +−−=′ yxzf z 1−=′′xzf  
 

( )4,3,30 −−−P Sistemul 0,0,0 =′=′=′ zyx fff  dă singurul punct staţionar  pentru 

care    0
211
120
102

,0
20
02

,02 321 >
−−

−
−

=>=>= δδδ  

( ) 124,3,3 −=−−−fdeci  este punct de minim şi valoarea minimă a funcţiei este 0P . 
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5. Metoda celor mai mici pătrate 
 Fie f  o funcţie dată tabelar. Deşi expresia analitică a ei este necunoscută, se pune 
problema aflării chiar şi aproximative a valorii ei într-un punct arbitrar x. Aceasta este 

problema interpolării. 
Metoda celor mai mici pătrate constă în determinarea unui 
polinom  

( ) m
mm xa...xaaxP +++= 10  în general de grad  

care să nu treacă neapărat prin punctele  dar care 
să aproximeze cel mai bine funcţia dată, în sensul că suma 
pătratelor erorilor  

nm ≤
( iii y,xM )

++= ...rrR 2
1

2
0 ( )( )∑ ∑ −==+

n n

iimi yxPrr
0 0

222
2  

 să fie minimă. 
 În cazul aproximaţiei liniare ( )1=m , ( ) xaaxP 101 +=  iar 

expresia    fiind o funcţie în variabilele 

 şi , este minimă dacă 

(∑ −+=
n

ii yxaaR
0

2
10 )

0a 1a

( )

( )=−+

=−+

iii

ii

.yxaa

yxaa

10

10

0

0

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

≡
∂
∂

=
∂
∂

∑

∑
n

n

x
a
R

a
R

01

00

2

2
 

 Se obţine evident sistemul liniar 
( )

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=++

∑∑∑
∑∑

iiii

ii

yxxaxa

yxaan

2
10

101
 

în necunoscutele  şi , care dă soluţia în mod unic. 0a 1a
În cazul , aproximaţia se numeşte pătratică, polinomul 

este , 
2=m

( ) 02 aaxP +=

++=
n

iii yxaxaaR
0

210

2
21 xax +

şi expresia 

 este minimă dacă 

( )∑ −2 2

.
a
R,

a
R,

a
R 000

211
=

∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂ Efectuând calculele se obţine 

sistemul 

x 0x  1x    nx  

y 0y 1y ny     
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( ) ∑∑∑ =+++ iii yxaxaan
2

2101  

iiiii yxxaxaxa ∑∑∑∑ =++ 3
2

2
10  

.yxxaxaxa iiiii∑ ∑∑∑ =++ 24
2

3
1

2
0  

care dă în mod unic necunoscutele  .,, 210 aaa
 Pentru cazul general se procedează analog. 
 Exemplu. Pentru a scrie aproximaţia liniară a funcţiei date pe coloanele x şi y formăm coloanele 

∑sumaşi,2 xyx  

 Formăm sistemul xy x y 2x

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+

36452456

40568

10

10

aa

aa
 1 1 1 1  

care dă     
11
7,

11
6

10 == aa . 

 Prin urmare funcţia tabelară dată poate fi 
aproximată de dreapta 

xy
11
7

11
6
+=  

 

 Să observăm că centrul de greutate al punctelor ( )iii yxM ,  ( )57
88

,G
y

,
x

G
ii

=
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛ ∑∑
 

aparţine dreptei .    06117 =+− yx
 

Exerciţii 
1.) Să se verifice teorema lui Euler pentru ( ) ( )

y
xzyxzyxf ln,,

2/1222 ++=  

2.) Să se determine  ştiind că ( yxzz ,= )
x

yx
x
z 22 +
=

∂
∂

 şi că ( ) yyxz sin, =  atunci când . 1=x

       
2
1sinln

2
: 2

2
−++= yxyxzR  

3.) Care este unghiul dintre curbele plane obţinute prin intersecţia suprafeţelor 
6

2
2 y

xz +=  şi 

3

22 yx
z

+
=  cu planul                   ?2=y

7
4arctg:R  

4.) Pornind de la definiţie să se calculeze ( 2,2
2

−
∂∂

∂
yx

z )  dacă .3 2 yxz =  

3 2 9 6
4 4 16 16
6 4 36 24
8 5 64 40
9 7 81 63

11 8 121 88
14 9 196 126

∑  56 40 524 364
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nm

nm

yx
f

∂∂

∂ +

( ) yx
yx
yx

yxf ≠
−
+

= ,,5.) Să se calculeze  dacă . 

( ) ( )
( ) 1

121:
+++

+
−+⋅−

nm
m

yx
mynx

nmR       

6.) Să se arate că dacă 
 

( ) ( ) ( )
22

2

2

2

2

2 1lnlnln
rz

r
y

r
x

r
=

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
,2

2

2

2

2

2

2

rz
r

y
r

x
r

=
∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂222 zyxr ++= atunci  a.) , 

)(
2

2

2 y

x

y eyez ϕ= ( ) xyz
y
z

xy
x
z

yx =
∂
∂

+
∂
∂

− 22atuncib.) ,   

z
xyuuzuyux zyx +=′+′+′atunci,,ln.) ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛+=
x
z

x
yxx

z
xyuc ϕ .  

7.) Să se calculeze cu aproximaţie 

xy
yx

z
3
3

−
+

= 21=x 5,22 =x a.) variaţia funcţiei   când x variază de la la  şi y de la  la 

.  

41=y

5,32 =y

 b.) (  ) 01,295,0

8.) Să se calculeze dacă ud 2  

( ),,, 32 tttfu = ( ),, 222 zyxzyxfu ++++= ( )xyyxyxfu 2,, 2222 −+= a.)  b.)  c.) . 

 în ( ) . ( ) 22, yxyxf += 1,19.) Să se scrie polinomul lui Taylor de gradul  trei pentru funcţia 

( )l+++ zkyhxf ,,10.) Să se scrie  în puteri ale lui  dacă 

. 

l,, kh

( ) yzzxxyzyxzyxf 222,, 222 −−−++=

11.) Cursurile a două ape sunt reprezentate aproximativ de parabola  şi de dreapta 
 Se cere să se unească cele două cursuri de apă printr-un canal rectiliniu de lungime 

minimă. Ce puncte leagă ? 

2xy =
.02 =−− yx

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−−
8

17
8
1

4
1

2
1

,B,,A:R  

0,,42
4

22
>∀≥+++ zyx

zy
z

x
yx12.) Să se arate că . 

( )f x y x xy x y, = + − −3 23 15 1213.) Să se determine extremele funcţiei . 
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V. Derivata unei funcţii vectoriale 
1 . Diferenţiabilitate 
 Fie f  o funcţie definită pe o mulţime deschisă nD R⊂  cu valori în  şi 

 componentele sale scalare. 

mR

mf,Kff ,, 21

 Definiţie. Spunem că  este diferenţiabilă în punctul f DP ∈0  dacă există o 

transformare liniară mnL RR →:  astfel încât pentru DhPo ∈+  să avem 
( ) ( )

0
)(

lim 00

0
=

−−+

→ h
hLPfhPf

h
 

 Transformarea liniară  se notează ( )hL ( )0Pdf  şi se numeşte diferenţiala funcţiei f  în . 0P
 Teorema 1. Funcţia f este diferenţiabilă în  dacă şi numai dacă componentele ei 

scalare 
0P

( )mifi ,1=  sunt diferenţiabile în . În acest caz 0P

( )

( )
( )

( )⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

0

02

01

0

Pfd

Pfd
Pfd

Pfd

m

M
 

 Demonstraţie. Fie ( )ijaA =  njmi ,1,,1 ==  matricea transformării liniare 
mnL RR →:  care apare în definiţia diferenţiabilităţii funcţiei  în . f 0P

 O relaţie de forma 

( ) ( ) ( )hhAPfhPf ω=⋅−−+ 00     cu 0
)(

lim
0

=
ω

→ h
h

h
 

este echivalentă cu relaţiile de pe componente: 

   cu ( ) ( ) (∑
=

ω=−−+
n

j
ijijii hhaPfhPf

1
00 ) 0

)(
lim

0
=

ω
→ h

hi

h
 

care exprimă diferenţiabilitatea funcţiilor în şi faptul că ,if 0P ( ) ∑
=

=
n

j
jiji haPfd

1
0 .,1 mi =  

 Cu teorema 1.&.2 cap VI avem însă ( 0P
x
f

a
j

i
ij ∂

∂
= )  . Astfel 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=⋅=
)(

)(

...
............

...

)(

0

01
2

1

21

1

2

1

1

1

0

0

Pdf

Pdf

h

h
h

x
f

x
f

x
f

x
f

x
f

x
f

hAPdf

m
n

Pn

mmm

n
M

M
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Definind derivata funcţiei  în  ca fiind matricea  f 0P

( )
( ) ( )

( ) ( ) ⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=′

00
1

0
1

0
1

1

0

P
x
f

P
x
f

P
x
f

P
x
f

Pf

n

mm

n

K

K

K

 

numită matricea Jacobi* a funcţiei în punctul  putem scrie f 0P ( ) ( )hPfPfd 00 ′=  
 Dacă funcţia  este diferenţiabilă pe D, adică diferenţiabilă în orice punct f DP ∈ , atunci 
are loc formula      DP)P(f)P(fd ∈∀′= . 

 În acest caz aplicaţia  dată de  f ′ DP)P(ffP ∈∀′⎯⎯→⎯
′

 se numeşte derivata 
funcţiei diferenţiabile . f

 Ea este dată de matricea funcţională .

x
f

x
f

x
f

x
f

f

n

mm

n

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=′

K

K

K

1

1

1

1

 

 În cazul în care , determinantul asociat matricei de sus se numeşte determinant 

funcţional sau iacobian şi se notează     

nm =
( )
( )n

n

x.,x,xD
f,,f,fD

K

K

21

21  . 

 Exemple. 

 1.) Diferenţiala funcţiei 34 RR →:L   , fiind ( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

uy
yz
ux

uzyxf 2,,,

,  

zd
yd
xd

yu
yyz

xu

ydudyu
yzdydzy
dxudux

fd
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
+
+

=
00

020
00

2 22

rezultă că   ( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=′

yu
yyz

xu
u,z,y,xf

00
020

00
2

 2.) Diferenţiala lui  kzjyixr ++=  este  .kdzjdyidxrd ++=  

 Teorema 2. Fie  diferenţiabilă în  şi  
diferenţiabilă în . Atunci funcţia compusă  este diferenţiabilă în  şi 

mn RRDf →⊂: 0P pm RRg →:
( )0Pf fg o 0P

  (1)    . ( ) ( ) ( )( ) ( 000 PfPfgPfg ′⋅′=′o )

                                                           
* C.G. Iacobi ( 1804 – 1851) matematician german.  
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 Demonstraţia o vom face în cazul în care atât componentele scalare  kf ( )mk ,1=  ale 

lui f cât şi componentele scalare  ig ( )pi ,1=  ale lui  admit derivate parţiale continue în 

 respectiv în 

g

0P ( )0Pf . 

 În acest caz deoarece  ( )
( )

( )

( )

( )⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

)P(f,,)P(fg

)P(f,,)P(fg

)P(fg

)P(fg
)P(fg

mP

m

P K

M

K

Mo

1

111

 

şi ca urmare 

  (2) 
( )

,n,j,p,i
x
f

f
g

x
f

f
g

x
fg

j

m

m

i

j

i

j

i 111

1
==

∂
∂

⋅
∂
∂

++
∂
∂

⋅
∂
∂

=
∂

∂
L

o
 

rezultă  că funcţiile   ( ) ifg o ( )p,i 1=  au derivate parţiale de ordinul întâi continue în  şi 

deci  sunt diferenţiabile în . Din (2) rezultă 
0P

0P

  (3) 
( )

( )
∑

= ∂
∂

⋅
∂
∂

=
∂

∂ m

K Pj

K

PfK

i

Pj

i

x
f

f
g

x
fg

1
00

o
. 

 Având în vedere că     ( ) ( ) ( )

0

0
Pj

i

x
fg

Pfg ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

=′ o
o ,    ( )( )

)P(fK

i

f
g

Pfg
0

0 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=′  

şi ( )
0

0
Pj

K

x
f

Pf ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

=′    este evident că .  )()( 13 ⇒

 Observaţie. Funcţiile vectoriale de una sau două variabile au aplicaţii în teoria curbelor 
şi suprafeţelor. 
 Fie C  o curbă având reprezentarea vectorială 

[ ]βα∈++= ,tk)t(zj)t(yi)t(x)t(r    . 
 Se spune că ea este netedă, dacă funcţiile ( ) ( )tytx ,   şi ( )tz admit derivate continue 
care nu se anulează simultan pe [ ]. ba,
 Fie ( ) şi . Se numeşte tangenta în tM ( ) CttM ∈Δ+ M  la curba C , poziţia limită a 
coardei  când . Vectorul 

′

1MM MM →1

( ) ( ) rtrttrMM Δ=−Δ+=1  

este însă coliniar cu     k
t
zj

t
yi

t
x

t
r

Δ
Δ

+
Δ
Δ

+
Δ
Δ

=
Δ
Δ

. 

 Trecând la limită, când , se obţine  0→Δ t
vectorul ktzjtyitxtr )()()()( &&&& ++=  
numit derivata vectorului ( )tr   în raport cu t . 
El dă orientarea tangentei MT. 
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 Fie acum  ecuaţia unei suprafeţe S. Vom presupune că ea este netedă, 
adică F admite derivate parţiale de ordinul întâi continue care nu se anulează simultan. 

( ) 0,, =zyxF

 Se spune că o dreaptă este tangentă la S într-un punct P al ei, dacă ea este tangentă 
oricărei curbe ce trece prin P aparţinând suprafeţei S. 
 Dacă ( ) ( )trrC =:   este o astfel de curbă, 
atunci are loc relaţia ( ) ,0)(,)(,)( =tztytxF  
care derivată în raport cu  dă t

,0=⋅′+⋅′+⋅′ zFyFxF zyx &&&   egalitate care arată că 

vectorul ( yyx FFFN ′′′ , )este perpendicular pe orice 
dreaptă tangentă la S în P. Acestea aparţin deci aceluiaşi 
plan, numit planul tangent în P la S. Vectorul N  dă direcţia normalei la suprafaţa  în P. S
 
2. Funcţii implicite 
 

 Fie ecuaţia (1) ( ) .0, =yxF  
 Se numeşte soluţie a ecuaţiei (1) o funcţiei )(xyy =  care o verifică identic, deci pentru 
care   Ecuaţia (1) poate avea ( ) .0)(, ≡xyxF

 1.) o singură soluţie, de exemplu ecuaţia xyyx −=⇒=−− 101  

 2.) mai multe soluţii, de exemplu  0122 =−+ yx [ ] [ 111 2 ,,:xy −⊂βα−±=⇒ ]  

 3. ) nici o soluţie, cum este  .0
22

=+ yxe
 Funcţiile )(xyy =  definite cu ajutorul ecuaţiilor se numesc funcţii implicite. 
 Astfel de ecuaţii nu se pot întotdeauna explicita, adică exprima ca funcţii elementare. Aşa 
de exemplu este funcţia  definită de ecuaţia ( )xyy =

.exysin y 0=+  
 O funcţie ( )nxxyy ,,1 K=  definită de o ecuaţie de forma ( ) 0,,,1 =yxxF nK  este o 
funcţie implicită de n variabile. 
 Problema care se pune este în ce condiţii o ecuaţie defineşte o funcţie implicită. 
 Vom da fără demonstraţie următoarele teoreme de existenţă. 
 Teorema 1. Fie ( )yxF ,  o funcţie reală definită într-o vecinătate V a punctului 

( )000 , yxP  pentru care  ( ) .00 =PF

 Dacă  şi ( )VCF 1∈ ( ) ,00 ≠′ PFy atunci există în 

mod unic o funcţie ( )xyy =  într-o anumită vecinătate U a 

punctului  şi derivabilă astfel încât 0x
( ) 0)(, ≡xyxF  pe U 

şi   
                       ( ) .00 yxy =  
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Teorema 2. Fie ( )yxxF n ,,,1 K  o funcţie definită într-o vecinătate V a punctului 

( )0
00

10 ,,, yxxP nK  cu ( ) .00 =PF   

 Dacă  şi ( )VCF 1∈ ( ) ,00 ≠′ PFy atunci există în mod unic o funcţie ( )nxxyy ,,1 K=  

într-o vecinătate U a punctului ( )00
1 ,, nxx K   cu derivate parţiale de ordinul întâi continue 

astfel încât   ( )( ) 011 ≡nn x,,xy,x,,xF KK  pe U 

şi    ( ) 0
00

1 yx,,xy n =K  
 Derivarea funcţiilor implicite. 
 1.) Dacă ecuaţia  defineşte funcţia  ( ) 0, =yxF ,)(xyy =  atunci derivând egalitatea 

( ) 0)(, =xyxF   obţinem 0=′⋅′+′ yFF yx  de unde .
y

x

F
F

y
′
′

−=′  

 2.) Dacă ecuaţia ( ) 0,, =zyxF defineşte funcţia implicită ( ),, yxzz =  atunci derivând 
în raport cu x respectiv cu y egalitatea ( ) 0),(,, =yxzyxF  avem  0=′⋅′+′ xzx zFF ,  

, de unde 0=′⋅′+′ yzy zFF
z

y
y

z

x
x F

F
z

F
F

z
′

′
−=′

′
′

−=′ , . 

 3.) În mod analog se obţin derivatele parţiale ale funcţiei implicite ( )nxxyy ,,1 K=  

definite de ecuaţia ( )yxxF n ,,,1 K . Ele sunt  .,1 ni
F
F

y
y

ix
ix =

′

′
−=′  

 Exemple. 
 1.) Să se calculeze  dacă funcţia y este definită implicit de ecuaţia  y ′′ .xeysin y 0=+

 Soluţie. Punând avem ( ) ,sin,, yxeyzyxF +=

y
y

y
x

xeyF

eF

+=′

=′

cos

`

 

de unde .
cos y

y

y

x

xey
e

F
F

y
+

−=
′
′

−=′  

 Pentru determinarea lui  derivăm ,y ′′ y ′  ţinând seama că .)(xyy =  Astfel 

( ) ( )
( )

V

( )
( ) ( ) ( )

.
xeycos

xeysinycos
e

xeycos

xeycos
ysinycos

ee

xeycos

yysinycosee

xeycos

yxeeyysinexeycosye
y

y

y
y

y

y
yy

y

yy

y

yyyyy

3
2

2

22

2

2

2

2

+

++
=

+

+

+
+

=
+

′+−
=

=
+

′⋅++′⋅−−+′
=′′
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 2.) Să se calculeze  pentru zddz 2, 0,1,0 === zyx  dacă funcţia implicită ( )yxzz ,=  este 

definită de ecuaţia  .222 zezyx =++
 Metoda I. Avem   ( ) .,, 222 zezyxyzxF −++≡

   

( )

( ) 21,0,
2

2

01,0,
2

2

2
2

2

=′
−

=
′

′
−=′

=′
−

−=
′
′

−=′

⇒
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

−=′
=′

=′

yz
z

y
y

xz
z

x
x

z
z

y

x

z
ez

y
F
F

z

z
ez

x
F
F

z

ezF
yF

xF
 

de unde ( ) .21,0 dydz =  
 Pentru aflarea derivatelor parţiale de ordinul doi, se derivează cele de ordinul întâi având în vedere 
ca  ( )yxzz ,=

   
( )

( )
2)1,0(,

2

)2(2
2)( 22 2 =′′

−

′⋅−′−−
−=′′=′′

xz

xzx
z

xxx z
ez

zezxez
zz  

   ( )
( )
( )

,
2

2
2

2z

y
z

y
yxxy

ez

zezx
zz

−

′⋅−′
=′′=′′             ( ) 01,0 =′′xyz  

   ( ) ( )
( )

( ) 61,0,
2

22
2 22 2

=′′
−

′⋅−′−−
−=′′=′′

yz

y
z

y
z

yyy
z

ez

zezyez
zz  

şi   ( ) .dydx,zd 222 6210 +=
 Metoda a II-a. Diferenţiind de două ori ecuaţia dată, aplicând regulile de diferenţiere şi având în 
vedere că x şi y fiind variabile independente,  avem  022 == ydxd

dzezdzydyxdx z=++ 222  

   ( ) ( ) .2222 22222 dzedzezdzdzdydx zz +=+++  

 În particular pentru ,0,1,0 === zyx  obţinem dydz 2=  şi ca urmare 

  de unde  zddydyydx 22222 4822 +=++ .62 222 yddxzd +=
 Observaţie. Metoda a doua (prin diferenţiere) poate fi utilizată şi pentru calculul 
derivatelor parţiale, căci o dată aflată diferenţiala, acestea (derivatele parţiale) rezultă imediat. 
 Sisteme de funcţii implicite 
 În multe probleme, nu numai de geometrie diferenţială intervin funcţii definite implicit de 
sisteme de ecuaţii. 

 Cazul cel mai simplu este al sistemului 
( )
( )⎩

⎨
⎧

=
=

0,,
0,,

zyxG
zyxF

 

 Ne interesează în ce condiţii acest sistem defineşte două funcţii ( ) (xzzxyy = )= ,  care 
să verifice în mod identic ecuaţiile sistemului, şi cum se calculează derivatele lor. 
 Teorema 3. Fie ( )zyxF ,,  şi ( )zyxG ,,  două funcţii definite într-o vecinătate V a 
punctului astfel încât ),,( 0000 zyxP 0)(,0)( 00 == PGPF . 
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 Dacă ,
)z,y(D
)G,F(D

şi)V(CG,F
P

0
0

1 ≠∈  atunci există în mod unic într-o vecinătate U a 

lui  funcţiile  derivabile astfel încât 0x )(şi)( xzzxyy ==

 (2)      şi 
( )
( )⎩

⎨
⎧

≡
=

Upe)x(z,)x(y,xG
)x(z,)x(y,xF

0
0 ( ) ( ) ., 0000 zxzyxy ==  

 Derivatele acestor funcţii se obţin derivând ecuaţiile sistemului (2). Astfel avem 

⎩
⎨
⎧

=′⋅′+′⋅′+′
=′⋅′+′⋅′+′

,zGyGG
zFyFF

zyx

zyx

0
0

 

  de unde                               

( )
( )
( )
( )

( )
( )
( )
( )

.

z,yD
G,FD
x,yD
G,FD

zşi

z,yD
G,FD
z,xD
G,FD

y −=′−=′  

 O generalizare a teoremei precedente este 
 Teorema 4. Fie funcţiile ( ) miyyxxF mni ,1,,,,, 1,1 =KK  definite într-o vecinătate 

a punctului ( )00
1

00
10 nn y,,y,x,,xP KK  cu ( ) .,100 miPFi ==  

 Dacă  şi ( )VCFi
1∈

( )
( ) ,

y,,yD
F,,FD

Pm

m 0
0

1

1 ≠
K

K
atunci există într-o anumită vecinătate U a 

punctului ( )00
1 ,, nxx K  un sistem unic de funcţii ( ) mixxyy nii ,1,,,1 == K  cu derivate 

parţiale continue astfel încât 
 (3)  ( ) ( )( ) miUpexxyxxyxxF nmnni ,1,0,,,,,,,,, 1111 =≡KKKK  

şi ( ) .m,iyx,,xy ini 1000
1 ==K  

 Derivatele parţiale ale funcţiilor se obţin derivând parţial ecuaţiile (3). Astfel iy
( )
( )

( )
( )

.1,,1,

,,
,,

,,,
,,,,

1

1

1

1

njmi

yyD
FFD

FxyD
FFFD

x
y

m

m

mj

mi

j

i ==−=
∂
∂

K

K

KK

KK

 

 Exemplu. Să se calculeze derivatele parţiale ale funcţiilor ( )yxuu ,=  şi ( yxvv , )=  în ( 0 , -1) , 

definite implicit de sistemul . 
⎩
⎨
⎧

=+
=−

1
0

xvyu
yvxu

 Metoda I. Derivând în raport cu x ecuaţiile sistemului şi ţinând seama că u şi v sunt funcţii de x şi y 

avem    de unde 
⎩
⎨
⎧

=′++′
=′−′+

0
0

xx

xx

vxvuy
vyuxu

.,
2222 yx

xvuy
v

yx
vyux

u xx
+

−
=′

+

+
−=′  

 Analog, derivând sistemul în raport cu y se obţin derivatele parţiale 
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.,
2222 yx

xuvy
v

yx
uyxv

u yy
+

+
−=′

+

−
=′  

 Când 0=x  şi din sistemul dat rezultă ,1=y .0,1 =−= vu  Astfel 

.v,v,u,u yxyx 0111 =′=′−=′=′  

 Metoda a – II – a. Diferenţiind cele două ecuaţii ale sistemului, avem 

⎩
⎨
⎧

=+++
=−−+

.0
0

xdvvdxyduudy
ydvvdyxduudx

 

 Făcând ,0,1,1,0 =−=−== vuyx obţinem ,, dxdvdydu =−= de unde se deduce că 
( ).1,0în0;1şi,1,0 −=′=′−=′=′ yxyx vvuu  

 
3. Dependenţă funcţională 
 
 Fie D mulţime deschisă din nR  şi sistemul de funcţii reale 
 (1)  { }mfff ,,, 21 K   unde .,1)(1 miDCfi =∈  
 O funcţie  spunem că depinde de funcţiile  pe D, dacă există o 
funcţie diferenţiabilă astfel încât 

R→Dg : mfff ,,, 21 K

Φ ( )mfffg ,,, 21 KΦ=  adică   
( ) .)(,,)(,)()( 21 DPPfPfPfPg m ∈∀Φ= K  

 Exemplu. Dacă ( ) ( ) ( ) ,,şi,,, 4422
2

22
1 yxyxgyxyxfyxyxf −=−=+=  atunci funcţia g 

depinde de funcţiile  deoarece 2
21 Rpefşif .21 ffg ⋅=  

 Definiţie. Spunem că sistemul (1) este dependent pe D dacă există cel puţin o funcţie a 
sistemului, dependentă de celelalte pe D. 
 În caz contrar, sistemul este independent pe D. 
 Independenţa funcţiilor pe D trebuie înţeleasă în sensul că nici o funcţie a sistemului nu 
depinde de celelalte în nici o vecinătate a oricărui punct din D. 
 Teorema 1. Dacă sistemul (1) este dependent pe D şi ,nm ≤ atunci toţi minorii de 

ordinul m ai matricei lui Jacobi.  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

n

mm

n

x
f

,,
x
f

x
f

,,
x
f

K

KKKK

K

1

1

1

1

  sunt identic nuli pe D. 

 Demonstraţie. Fie ( ) .,,,, 11 Dpeffff mKK KK −Φ=  Atunci din 

,,1,...1

1

1

1

1

1
nj

x
f

fx

f

fx

f

fx
f

fx
f

j

m

mj

K

Kj

K

Kjj

K =
∂
∂

⋅
∂

Φ∂
++

∂

∂
⋅

∂
Φ∂

+
∂

∂
⋅

∂
Φ∂

++
∂
∂

⋅
∂

Φ∂
=

∂
∂ +

+

−

−
K rezult

ă că linia  a matricei este combinaţie liniară de celelalte linii KL

m
m

K
K

K
K

K L
f

L
f

L
f

L
f

L ⋅
∂

Φ∂
++⋅

∂
Φ∂

+
∂

Φ∂
++

∂
Φ∂

= +
+

−
−

KK 1
1

1
1

1
1
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şi prin urmare minorii de ordinul m sunt toţi nuli, ceea ce implică faptul că rangul matricei este 
strict mai mic decât m. 
 Teorema 2. Dacă rangul matricei iacobiene în este 0P mr <  şi dacă, fără, restrânge 

generalitatea,  
( )
( ) 0

0
1

1 ≠
Pr

r

x,,xD
f,,fD

K

K
,  atunci există o vecinătate V a punctului  în care 

sistemul este independent, în timp ce funcţiile depind pe V de funcţiile 

 

0P

{ rf,,f K1 } mr f,,f K1+

.f,,f rK1

 Demonstraţie. Determinantul funcţional 
( )
( )r

r
xxD
ffD

,,
,,

1

1
K

K
 care este o funcţie continuă pe 

D, fiind diferit de zero în  , este nenul într-o întreagă vecinătate a lui  şi conform teoremei 
precedente sistemul {  este independent în această vecinătate. 

0P 0P
}rff ,,1 K

 Partea a doua a demonstraţiei adică faptul că celelalte funcţii depind de primele r o vom 
face într-un caz particular, cazul general tratându-se analog. 
 Fie 3== nm  şi  Funcţiile sistemului sunt în acest caz .2=r ( ) ,, 32111 xxxfy =   

,  ( )32122 ,, xxxfy = ( )32133 ,, xxxfy =  , matricea iacobiană 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

3

3

2

3

1

3

3

2

2

2

1

2

3

1

2

1

1

1

x
f

x
f

x
f

x
f

x
f

x
f

x
f

x
f

x
f

 

are
( )
( ) ,

xx,xD
ff,fD , 0
321

321 =
( )
( ) 0

21

21 ≠
x,xD
f,fD într-o vecinătate a punctului ( ).x,x,xP 0

3
0

2
0

10  

 Dezvoltând primul determinant după ultima linie putem scrie 

(2)  
( )
( )

( )
( )

( )
( ) .

x,xD
f,fD

x
f

x,xD
f,fD

x
f

x,xD
f,fD

x
f

0
21

21

3

3

13

21

2

3

32

21

1

3 =⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

 

 Fie sistemul de funcţii implicite    
( )
( )⎩

⎨
⎧

=−≡
=−≡

0
0

232122

132111

yx,x,xfF
yx,x,xfF

 

în necunoscutele  , 21 , xx ( )0
0 Pfy ii =    { }2,1∈i şi punctul ( )0

2
0
1

0
3

0
2

0
10 y,y,x,x,xM . 

 Din faptul că   
( )
( )

( )
( ) 0

00
21

21

21

21 ≠=
PM x,xD

f,fD
x,xD
F,FD

  rezultă conform teoremei de 

existenţă (teorema 3,§2) că există două funcţii 

 (3)   
( )
( )⎩

⎨
⎧

ϕ=
ϕ=

21322

21311

y,y,xx
y,y,xx
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astfel încât   
( )
( )⎩

⎨
⎧

≡ϕϕ
≡ϕϕ

23212

13211

yx,,f
yx,,f

 

 Derivând parţial în raport cu  , avem  3x

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
∂
∂

+
∂

ϕ∂
⋅

∂
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+
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ϕ∂
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∂

+
∂

ϕ∂
⋅

∂
∂

0
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1

3

2

2

1

3

1

1

1
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f

xx
f

xx
f

x
f

xx
f

xx
f

 

de unde (4)  

( )
( )
( )
( )

( )
( )
( )
( )21

21

13

21

3

2

21

21

32

21

3

1

x,xD
f,fD
x,xD
f,fD

x
,

x,xD
f,fD
x,xD
f,fD

x
=

∂
ϕ∂

=
∂

ϕ∂
. 

 Înlocuind funcţiile (3) în egalitatea ( )32133 x,x,xfy =  obţinem 
( ) ( )( ) ( ) .y,y,xx,y,y,x,y,y,xfy 21332132213133 Φ=ϕϕ=  

 Faptul că  depinde doar de  şi  va reieşi din aceea că 3y 1y 2y .
x

0
3

=
∂

Φ∂   

Într-adevăr, folosind (2) şi (4) avem =
∂
∂

+
∂

ϕ∂
⋅

ϕ∂
∂

+
∂

ϕ∂
⋅

ϕ∂
∂

=
∂

Φ∂

3

3

3

2

2

3

3

1

1

3

3 x
f

x
f

x
f

x
 

 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

0
3

3

21

21

13

21

2

3

32

21

1

3

=
∂
∂

+
⋅

ϕ∂
∂

+⋅
ϕ∂

∂

=
x
f

x,xD
f,fD

x,xD
f,fDf

x,xD
f,fDf

. Deci  ( )213 , yyy Φ= . 

 Consecinţă. În cazul unui sistem de  funcţii de câte n  variabile, sunt valabile 
afirmaţiile: 

n

 1.)  
( )
( )

{ }
.Ppunctuluiavecinatateoîntr

tindependenestef...,,f,fsistemul
x,,xD
f,,fD n

Pn

n

0

21

1

1 0
0

−
⇒≠

K

K
  

 2.) 
( )
( ) ⇒≡ Dpe

x,,xD
f,,fD

n

n 0
1

1

K

K
 sistemul { }n,, ff,f K21  este dependent pe D. 

 Exemplu. Funcţiile  .0,,
2

22

321 ≠
++

=== y
y

xzzx
f

y
zf

y
xf  Având iacobianul 

 
( )

( )
0

222

10

01

),,(
,,

3
22

32

2

2

321 ≡

−
−+

−−

−

−

=

y
xzxzzx

zy
zx

yy
z

y
x

y

zyxD
fffD    

sunt în dependenţă funcţională. Din faptul că 
3

21
),(

),(

y
z

yx
ff

D
D

−=  este un minor de ordinul doi nenul, 

rezultă o funcţie diferenţiabilă  astfel încât Φ ( ) ., 213 fff Φ=  Este evident că . 21
2

2
2

13 fffff −+=
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Observaţie. În teorema 4. &2 de existenţă a funcţiilor implicite definite de sistemul 

( ) ,,10,,,,, 11 miyyxxF mni ==KK  condiţia 
( )
( ) 0

,,
,,

0
1

1 ≠
Pm

m

yyD
FFD

K

K
 a însemnat de fapt 

independenţa funcţională a funcţiilor  ca funcţii de  mFFF ,,, 21 K .,,1 myy K

 
4. Transformări punctuale în  nR
 

 Fie nD R  o mulţime deschisă. Se numeşte transformare o funcţie vectorială 

. Dacă ,  atunci 

⊂
nDf R→: DA⊂ ( )Af  este transformata mulţimii A prin f. 

 Definiţie. Transformarea ( )nf,,ff K1=  se spune că este regulată în punctul 

, dacă funcţiile  DP ∈0 n,if i 1=  sunt de clasă  într-o vecinătate a punctului  şi 1C 0P

( )
( ) 0

0
1

1 ≠
Pn

n

x,,xD
f,,fD

K

K
. 

 O transformare regulată în orice punct al lui D se spune că este regulată pe D. 
 Observaţii. 
 1.) Dacă f este regulată în , atunci f este regulată într-o întreagă vecinătate a 
acestui punct. Aceasta rezultă din continuitatea iacobianului. 

0P

 2.) Dacă f este regulată în , atunci f este diferenţiabilă în  şi 0P 0P

( )
( ) 0

0
1

1
0 ≠=′

Pn

n

x,,xD
f,,fD

)P(f
K

K
   Diferenţiabilitatea lui f rezultă din diferenţiabilitatea  

componentelor sale scalare ( ).,1 nif i =  
 3.) O transformare regulată în  este evident continuă în  0P 0P
 4.) Dacă  este regulată în , atunci sistemul ( nf,,ff K1= ) 0P { }nf,,f K1  este 
independent într-o vecinătate a lui . 0P
 Exemple. 
 1.) Transformarea identică I a lui , dată de , sau nR nPPPI R∈=)(

( )

( )⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

nn

n

nn xxI

xxI

x

x

x

x
I

,,

,,

1

1111

K

M

K

MM  

este regulată pe , deoarece componentele sale scalare  au derivate parţiale continue peste tot şi nR iI

( )
( ) .P

x,,xD
I,,ID

)P(I n

n

n R∈∀≠===′ 01

1000

0010
0001

1

1

K

KKLK

K

K

K

K
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 2.) Transformarea polară T care face trecerea de la coordonatele polare (  la cele 

carteziene (  ale unui punct P din plan. 

)
)

ϕρ ,
yx ,

[ ) [ ) 22,0,0:
sin
cos

: R→π×∞
⎩
⎨
⎧

ϕρ=
ϕρ=

y
x

T  are iacobianul 

( )
( ) .

cossin
sincos

,
,

ρ=
ϕρϕ
ϕρ−ϕ

=
ϕρD
yxD

 Este deci regulată dacă . 0≠ρ

Transformata dreptunghiului  [ ] ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ π

×=
2

,02,0A   din planul 

ρOϕ  este  sfertul de cerc de rază 2 din primul cadran al 
planului . xOy
 
 3.) Transformarea cilindrică leagă coordonatele 

cilindrice  ale unui punct  de cele carteziene ( z,, ϕρ ) 3R∈P ( )zyx ,, . 

[ ) [ ) 32,0,0:sin
cos

: RR
zz

y
x

T →×π×∞
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
ϕρ=
ϕρ=

 are iacobianul 
( )
( ) ρ=

ϕρ zD
zyxD

,,
,,

, este deci 

o transformare regulată peste tot cu excepţia originii. 
  

 
 4.) Transformarea sferică este dată de  

[ ) [ ) [ ] 3,02,0,0:
cos

sinsin
cossin

: R→π×π×∞
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

θρ=
ϕθρ=
ϕθρ=

z
y
x

T  

Din 
( )
( ) θρ=

θϕρ
sin

,,
,, 2

D
zyxD

, rezultă că transformarea sferică este regulată 

acolo unde π≠θ≠ρ ,0şi0 . 
 Vom da în continuare două proprietăţi importante ale 
transformărilor regulate. 

 Teorema 1 (compunerea transformărilor). Dacă f este regulată în  şi g este regulată în 
, atunci transformarea  este regulată în . 

0P

( )0Pf fg o 0P

 Demonstraţie. Dacă ( ) ( )nn gggfff ,,,,, 11 KK == , atunci 

( )( )
( )

( )

( )

( )( )⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
Pf,,)P(fg

)P(f,,)P(fg

)P(fg

)P(fg
Pfg

nn

n

n K

M

K

Mo

1

1111

 

 Este evident că dacă  şi  sunt de clasă , atunci şi componentele scalare ale lui 

 sunt de clasă  într-o vecinătate a lui . Din egalitatea matriceală 

 rezultă 

if ig 1C

fg o 1C 0P

( ) ( ) )P(f)P(fg)P(fg 000 ′⋅′=′o ( ) )P(f)P(fg)P()fg( 000 ′⋅′=o , 
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şi cum transformările  şi f g  fiind regulate în  respectiv în 0P ( )0Pf  au iacobienii nenuli în 

aceste puncte, rezultă că ( )  şi deci că  este o transformare regulată în  ( ) 00 ≠′ Pfg o fg o 0P
 Teorema 2 (transformarea inversă). Dacă  este regulată în , atunci există o 
transformare 

f 0P
g  definită într-o vecinătate a punctului , regulată în acest punct şi )P(f 0

( )
( ) ( )

( )
0

1

101

1 1

Pn

nPfn

n

x,,xD
f,,fDy,,yD

g,,gD

K

KK

K
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

 unde ( )nii xxfy ,,1 K= . 

 Demonstraţie. Fie ( )0
0 Pfy ii =  şi ( )00

1
00

10 nn y,,y,x,,xM KK .  Sistemul de funcţii  

( ) ( ) niyxxfyyxxF ininni ,10,,,,,,, 111 ==−≡ KKK  
defineşte în mod implicit funcţiile  ( )nii y,,ygx K1=  care verifică în mod identic sistemul. 

 Într-adevăr, ( ) ( ) n,iyPfMF iii 100
00 =∀=−= ; funcţiile  au derivate parţiale 

continue într-o vecinătate a lui  şi 

iF

0M
( )
( )

( )
( ) 0

00
1

1

1

1 ≠=
Pn

n

Mn

n

x,,xD
f,,fD

x,,xD
F,,FD

K

K

K

K
 din ipoteză. 

Prin urmare există în mod unic într-o vecinătate V a punctului ( ) ( )00
10 ny,,yPf K=  funcţiile 

 cu derivate parţiale continue. ( nii y,,ygx K1= )
 Fie g transformarea având componentele scalare  Din .ig

( )

( )
( ) ,VP)P(fg

)P(fg

)P(fg

x

x
P

n

i

n

∈∀=
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⎜
⎜
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⎛
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rezultă de unde ,Ifg =o ( ) 1000 ==′⋅′ )P(I)P(f)P(fg  şi deci relaţia din enunţ 

( ) .
)P(f

)P(fg
0

0
1

′
=′  

 Exemplu. Transformarea polară , regulată pentru   
⎩
⎨
⎧

ϕρ=
ϕρ=

sin
cos

:
y
x

T 0>ρ     are inversa 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=ϕ

+=ρ
−

x
y
yx

T
arctg

:
22

1  

iar iacobianul acesteia este 
( )
( ) ( )

( )
22

11

yx
,D
y,xDy,xD

,D

+
=

ϕρ

=
ϕρ

  dacă  .yx 022 ≠+
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 5. Schimbări de variabile 
 

 O expresie în care apare o funcţie împreună cu derivatele ei poate uneori primi o formă  mult 
simplificată dacă elementele vechi, funcţia şi (sau) variabilele ei se înlocuiesc cu altele noi. 
 Vom presupune că funcţiile ce intervin îndeplinesc condiţiile necesare efectuării calculelor. 
 Vom pune în evidenţă câteva cazuri şi le vom trata practic prin exemple. 

1) Intervertirea variabilelor  ( ) ( )yxxy →  

 Exemplu.  Să se transforme ecuaţia  ( ) xyyy =′′−′′′′ 23   luând pe y ca nouă variabilă 
independentă. 
 Soluţie. Se vede din ecuaţia dată că y este funcţia şi x  este variabila sa. Forma nouă a ecuaţiei va 
trebui să antreneze funcţia x de variabilă y şi evident derivatele acesteia 

K,,
2

2

dy
xdx

dy
dxx =′′=′  

 Folosind formulele de derivare a funcţiei compuse şi a funcţiei inverse, vom găsi legătura dintre 
derivatele vechi yyy ′′′′′′ ,,  şi cele noi.  

 Astfel avem  
x

dy
dxdx

dy
y

′
===′ 11
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⎠
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⎜
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⎜
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⎜
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 Făcând înlocuirile în ecuaţia dată obţinem sau  ( ) .05 =′+′′′ xxx  

 2) Schimbarea variabilei independente . )()(
)(

tyxy
txx=

→
 Exemplu. Să se transforme ecuaţia ( ) 01 22 =+′−′′− yayxyx făcând tx cos= . 

 Soluţie. Avem )()( xtttxx =⇒=  şi derivata funcţiei compuse ( ))(xty  este 

t
y

dt
dxdt

dy
dx
dt

dt
dy

dx
dy

y t
sin

1
−

′
=⋅=⋅==′  

unde cu  s-a notat derivata lui  în raport cu noua ei variabilă t . ty ′ y
 Ceea ce s-a obţinut este funcţie de . De aceea în continuare derivarea în raport cu t x  se face prin 
intermediul variabilei t  . Avem 

( )
tt

tyty
xd
td

t
y

td
dy

xd
dy ttt

sin
1

sin

cossin
sin 2

⋅
′−′′

=⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

′
=′=′′  . 

 Astfel ecuaţia devine  . 02 =+′′ yayt

 3) Schimbarea funcţiei şi a variabilei  prin transformarea  . )()( tuty →
( )
( )⎩

⎨
⎧

=
=

tuyy
tuxx

,
,
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 Exemplu. Să se transforme ecuaţia ( )( ) 01 3 =′+++′′ yyxy  dacă  şi  . 
⎩
⎨
⎧

−=
+=

tuy
tux

)(tuu =

 Soluţie. Ţinând seama că  şi  devin funcţii de t  şi avem xtuu ,)(= y

( ) ( ) ( )
( ) ( )

.
1

2
1

1

1

111
1
1

1
11

32 +′

′′
=

+′
⋅

+′

−′′′−+′′′
=⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+′
−′

=′=′′

+′
−′

=⋅==′

u

u
uu

uuuu

dt
dxu

u
dt
dy

dx
dy

u
u

dt
dxdt

dy
dx
dy

y

 

 Făcând înlocuirile, ecuaţia devine 08 =′+′′ uuu . 
 4) Schimbarea variabilelor independente ale unei funcţii ( ) ( )vuzyxz ,, →   prin 

transformarea   . 
( )
( )⎩

⎨
⎧

=
=

yxvv
yxuu

,
,

 Exemplu. Dacă 
y
xvyxu =−= ,22 , să se transforme ecuaţia   

( ) 0
2

22
22

2

2
=

∂
∂

−
∂
∂

−
∂

∂
+

∂∂
∂

++
∂

∂
y
zx

x
zy

y
zxy

yx
zyx

x
zxy . 

 Soluţie. Avem  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=′=′

−=′=′

2
,1

2,2

y
xv

y
v

yuxu

yx

yx
 şi cum ( )),(),,( yxvyxuzz = , 

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⋅′+−′=′⋅′+′⋅′=′

⋅′+⋅′=′⋅′+′⋅′=′

2
2

12

y
xzyzvzuzz

y
zxzvzuzz

vuyvzuy

vuxvxux

 

 În continuare, pentru calculul derivatelor parţiale de ordinul doi vom ţine seama că şi  şi  sunt 
funcţii de x şi y prin intermediul variabilelor u şi v. Astfel 

uz′

( ) ( ) ( )
3222

22222

1122212

22

222

y
xz

y
x

y
xzyzzx

y

yzyzz

yy
zxzzx

y
zxzz

vvuvuuvuxy

vuvuuvux

⋅′+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
⋅′′+−⋅′′+′−−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
⋅′′+−⋅′′=′′

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅′′+⋅′′+⋅′+⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅′′+⋅′′=′′

 

  
  
 Amplificând fiecare derivată cu coeficienţii corespunzători din ecuaţia dată şi adunând pe 
verticală, obţinem 
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-  y vux z

y
zxz ′⋅+′⋅=′ 12  

 
- x vuy z

y
xzyz ′⋅−′⋅−=′
2

2  

 
xy uvuvux zz

y
z

y
xzxz ′+′′⋅+′′⋅+′′=′′ 2144 222 2

2  

 
( )22 yx +  

( )
vvuvuxy z

y
z

y

x
z

y

yx
zxyz ′⋅−′′⋅−′′+

−′′⋅−=′′
232

22 12
4 22  

 
xy vuvuvuy

z
y

xzz
y
xz

y
xzyz ′⋅+′−′′−′′+′′⋅=′′

34

2
2 2244 222  

 ( ) ( )
vuv z

y
yxz

y
yx ′⋅

−
+′′−

−= 2

22

2

222 220  

deci 0=′−⋅′′ vuv zuz  este noua formă a ecuaţiei. 

 5.) Schimbarea funcţiei şi a variabilelor sale printr-o transformare 

regulată din . 

),(),( vuwyxz →
3R

 Exemplu. Să se transforme ecuaţia ( ) ( ) yzx
y

y
x

zxy +=
∂
∂

−+
∂
∂

+ 21  dacă     şi 

. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
−=
−=

zxyw
yxzv
xyzu

).( vuww =
 Soluţie. Diferenţiind relaţiile date, avem 

,dzxdyydxdw
dyxdzzdxdv
dxydzzdydu

−+=
−+=
−+=

 

care introduse în formula 
         dvwduwdw vu ′+′=  

dau următoarea legătură între  şi : dydx, dz

.
11

dy
wxwy
wzwx

dx
wxwy
wzwy

dz
vu

uv

vu

vu

′+′+

′−′+
+

′−′+

′−′+
=  

 Dar cum ,dyzdxzdz yx ′+′=  se deduc imediat derivatele parţiale ale lui z care înlocuite 

apoi în ecuaţia dată, dau ecuaţia 
( )( ) ( )( ) ( )( )vuuvvu wxwyzxywzwxywzwyzxy ′+′++=′−′+−+′−′++ 11 2  

adică 0=
∂
∂

v
w

. 
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6. Extreme condiţionate 
 Deseori în probleme de extrem apar condiţii suplimentare impuse variabilelor. 
Cea mai simplă problemă de acest fel este determinarea extremelor funcţiei ( )yxf ,  cu condiţia ca 
între variabilele x şi y să existe legătura ( ) 0, =ϕ yx . Din punct de vedere geometric aceasta 

înseamnă determinarea unui punct ( )000 , yxP  aparţinând curbei 
( ) 0,: =ϕ yxC  aşa ca în  funcţia f să ia valoare maximă sau 

minimă în raport cu celelalte puncte de pe curbă. Să vedem cum s-
ar rezolva această problemă. Dacă ecuaţia 

0P

( )yx ,ϕ  defineşte în 
mod implicit funcţia )(xyy =   (ecuaţia curbei C), atunci 
problema se reduce la determinarea punctelor de extrem ale 
funcţiei compuse ( ))x(y,xf)x(g =  şi care, după cum se ştie, 

se găsesc printre rădăcinile ecuaţiei ( ) ,xg 0=′ deci 
 (1)  .yff yx 0=′⋅′+′  

 Derivând egalitatea ( ) ,)x(y,x 0=ϕ avem şi 
 (2)  .yyx 0=′⋅ϕ′+ϕ′  

 Amplificând ecuaţia (2) cu un λ  real oarecare şi adunând-o la (1), obţinem relaţia 
( ) ,yff yyxx 0=′⋅ϕ′λ+′+ϕ′λ+′  

verificată de punctele de extrem legat. 
 Determinând λ  aşa ca ,f xx 0=ϕ′λ+′ rezultă şi .f yy 0=ϕ′λ+′  

 Obţinem astfel trei ecuaţii în necunoscutele λşi, yx  verificate de punctele de extrem 

legat      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=ϕ
=ϕ′λ+′
=ϕ′λ+′

.
f
f

yy

xx

0
0
0

 Să observăm că acest sistem este cel care dă punctele staţionare ale funcţiei 
( ) ( ) ( ) .y,xy,xf,y,xF ϕλ+=λ  

 Fie (  un punct staţionar pentru F. Este evident că )00 λ,y,xM ( ) .Cy,xP ∈000  Fie de 
asemenea ( ) .Cy,xP ∈  Să observăm că diferenţa 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( .,y,xF,y,xF

y,xy,xfy,xfy,xfPf)P(f

0000

000000

λ−λ=
=ϕλ+=⋅=−

)  

 Prin urmare problema stabilirii dacă ( )000 y,xP  este punct de extrem legat se reduce la 

studiul semnului lui .  ( ),y,xFd 000
2 λ

)
yx

 În concluzie, pentru determinarea punctelor de extrem ale funcţiei  cu 

legătura ϕ se formează funcţia auxiliară 

( y,xf

( ) ,0, = ,ϕλ+= fF i se determină punctele 

staţionare iar dacă   este unul din acestea, atunci se studiază dacă  
este punct de extrem (liber) pentru 

( 0000 λ,y,xM ) ( )000 y,xP
( ) .,y,xF 0λ  
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 Exemplu. Să se găsească punctele de extrem ale funcţiei ( ) yxyxf 2, +=  ştiind că 

 .522 =+ yx

 Soluţie. Avem , ( ) 522 −+≡ϕ yxy,x

( ) ( )52 22 −+λ++=λ yxyx,y,xF . 
 Punctele staţionare ale lui F sunt soluţiile sistemului: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+=ϕ≡′
=λ+≡′
=λ+≡′

λ 05
022
021

22 yxF
yF
xF

y

x

 

şi anume )
2
1,2,1(1 −M  şi .)

2
1,2,1(2 −−M  

 Pentru a stabili dacă punctele  şi )2,1(1P )2,1(2 −−P  sunt sau nu puncte de extrem legat, 
calculăm 
 1M  2M  

λ=′′ 22x
F  - 1 1 

0=′′xyF    0 0 

λ=′′ 22y
F  - 1 1 

  
Avem 

( ) ( ) 111 01,01 2 PMFP
x

⇒<−=′′<−=Δ   punct de maxim 

( ) ( ) 222 01,01 2 PMFP
x

⇒>=′′<−=Δ    punct de minim 

           ( ) 51max == Pff ( ) 52min −== Pff  

 Observaţia 1.  Pentru determinarea extremelor funcţiei ( )nx,,x,xf K21  supuse 

legăturilor  ( ) m,ix,,x ni 101 ==ϕ K ,  se construieşte funcţia auxiliară (funcţia lui 
Lagrange)   ( ) ,...,,,,, 1111 mmmn fxxF ϕλ++ϕλ+=λλ KK  i se determină 

punctele staţionare şi dacă ( )00
1

00
10 mn ,,,x,,xM λλ KK   este un astfel de punct, se studiază dacă 

punctul ( )00
10 nx,,xP K  este punct de extrem liber pentru ( ) .,,,x,,xF mn

00
11 λλ KK  

 Aceasta este metoda multiplicatorilor lui Lagrange. 
 Exemplu. Să se găsească punctele de extrem ale funcţiei ( ) xyzzyxf =,,   cu condiţiile 

.8,5 =++=++ zxyzxyzyx  
 Soluţie. Avem   

     
( )
( ) 8,,

5,,

2

1

−++=ϕ
−++=ϕ
zxyzxyzyx

zyxzyx

  şi  funcţia auxiliară 
( ) ( ) ( ) .85,,,, −++μ+−++λ+=μλ zxyzxyzyxxyzzyxF  
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 Sistemul  

( )
( )
( )

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=−++≡ϕ≡′
=−++≡ϕ≡′

=+μ+λ+≡′
=+μ+λ+≡′
=+μ+λ+≡′

μ

λ

08
05

0
0
0

2

1

zxyzxyF
zyxF

yxxyF
zxxzF
zyyzF

z

y

x

 

ne dă punctele staţionare ale lui ( )2,4,2,1,2: 1 −MF  şi  .)
3
4

,
3

16,
3
4,

3
7,

3
4(2

−
M  

 Vom studia dacă  este punct de extrem liber pentru ( 2,1,21P ) ( )2,4,,, −zyxF . Pentru aceasta 

ne interesează semnul diferenţialei ( ).1
2 MFd  Avem  

  ( ) dxdzMFd 21
2 −= . 

 1M  

02 =′′
x

F  0 

μ+=′′ zFxy  0 

μ+=′′ yFxz  - 1 
02 =′′

y
F  0 

μ+=′′ xFyz  0 

02 =′′
z

F  0 

Diferenţiind însă legăturile, avem relaţiile  

  ( ) ( ) ( )⎩
⎨
⎧

=+++++
=++

0
0

dzzxdyzxdxzx
dzdydx

care pentru ( )2,1,21P  devin  
4

0343
0 −

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=++
=++

dzdydx
dzdydx

  de unde , 

deci  .  Urmează că 

dxdz −=

( ) 02 2
1

2 >= dxMFd ( ) 00 >− Pf)P(f , deci  este 
punct de minim (legat ). Făcând un studiu asemănător pentru punctul 

1P

)
3
4,

3
7,

3
4(2P  se găseşte că acesta este un punct de maxim (legat ). 

 Observaţia 2. Problema determinării extremelor funcţiei ( )nxxf ,,1 K  cu condiţii de 

forma:  ( )ni x,,x K1ϕ 0≥ mi ,1=  este problema generală a programării matematice. 

 Dacă atât funcţia  cât şi funcţiile f iϕ  sunt liniare, atunci problema este de programare 
liniară (formulată în 1947 de către matematicianul american G. B. Dantzig). 
 

Exerciţii 
1.) Să se arate că suprafeţele 04ln2 =+−+ zyx  şi  sunt tangente una 

alteia în punctul 

0582 =++−− zxxyx
( )1,3,2 − . 

2.) Să se scrie ecuaţia tangentei într-unul din punctele de abscisă 1=x  ale curbei 

 Să se determine  în punctul ales. .022 22 =−+++− yxyxyx yd 2

3.) Să se calculeze  pentru ′ ′u ux , y zy
zx

u
+
+

=  dacă  yxz eyexez +=

4.) Să se arate că dacă 

 a.) ( ) atunci ( ) ,0sin =+−+ zxyzzy 0sin 2 =
∂
∂

−
∂
∂

y
z

y
x
z

zz  

 b.) ,222
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=++

y
zfyzyx  atunci ( ) xz

y
z

xy
x
z

zyx 22222 =
∂
∂

+
∂
∂

−−  



 

 70

 c.) ,0, =⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
z
y

z
xf atunci z

y
z

y
y
z

x =
∂
∂

+
∂
∂

 

 d.) ( ) ,0, 222 =++++ zyxzyxf  atunci 
( ) ( )
( )3

2

2

4

vu fzf

zyzx
yx
z

′+′

−−
−=

∂∂
∂

 

 e.)  atunci ,,23 2222 zyxvzyxuv ++=+−= 0=′+′+′ zyx uzuyux  

5.) Să se calculeze  şi  pentru valorile ud 2 vd 2 1,1 == yx  
4

,0 π
== vu  dacă  

2
sin,

2
cos

y
y
vex

y
ve x

u
x
u

== .       ( )2222

2
1,:R dydxvddxud −==  

6.) Să se afle extremele funcţiilor:  

  a.) y dacă  0342 22 =−−+ xyxy
2
1pt:R max =xy  

 b.) z dacă  0843 223 =−+++−− zzyxyx

 c.)  în discul ( )f x y x y, = +2 2 ( ) ( ) 922
22

≤−+− yx  

 d.) ( )  cu condiţiile zxyzxyzyxf ++=,, 0,1 =−=+− zxzyx  

 e.) ( )  ştiind că  tzyxtzyxf +++=,,, 0,,,,,4 >= atzyxaxyzt

7.) Să se determine ff
AA

supşiinf  dacă ( ) ( )yxyxyxf −−= 4, 2  şi A este domeniul limitat de 

dreptele 6,0,0 =+== yxyx  

8.) Pe elipsoidul 1
96

22
2

=++ zyx
 să se găsească punctul  cel mai depărtat şi punctul cel mai apropiat 

de planul  .2881243 =++ zyx
9.) Să se calculeze iacobianul transformării 

( ) ( ) θρ=ϕθρ+=ϕθρ+α= sin,sincos,coscos zayx ( )θρ+αρ cos:R  
10.) Să se arate cu ajutorul determinanţilor funcţionali că există o relaţie de dependenţă între funcţiile 

 şi se dea o relaţie de legătură directă. ( ) ( ) ϕ++=ϕ−=ϕ+= 2cos2,sin,cos 22 uvvuzvuyvux
11.) În ecuaţiile următoare să se facă schimbările indicate 
 a.)       )(,0cos 33 yxxyyyxy ==′⋅+′−′′ 0cos:R =−+′′ yxx  

 b.) 
2

ln,0
ch

th
2

ttgx
x

mxyy ==+′+′′         0:R 2
2

2
=+ ym

dt
yd

 

 c.) ( )   R      ( ) ( )( ) ( )
⎩
⎨
⎧

ϕρ=ρ
ϕρ=
ϕρ=

−′++=′++ ,
sin
cos

,2222

y
x

yyxxyxyyxyx ϕ+ρ=ρ′ cos:

 d.) 
⎩
⎨
⎧

+−=
−+=

=
∂
∂

−
∂

∂
−

∂∂
∂

+
∂

∂
yxxv
yxxu

y
z

x
y

zx
yx
zx

x
z

sin
sin

,0sinsincos2
2

2
2

2

2

2
     0:R

2
=

∂∂
∂

vu
z

 

 e.) ( )vuwwyxzwxv
y
xu

xy
zy

y
z

,,,,,1
2
1

2

2
=−====

∂

∂
+

∂
∂

           0:R
2

2
=

∂

∂

u
w
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 f.) 222
2

2

2

2

2

2
,)(,0 zyxrruu

z
u

y
u

x
u

++=ϕ==+
∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
      02:R =ϕ+ϕ′+ϕ ′′

r
 

12.) Să se arate că orice ecuaţie de forma 0
2

=+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂∂

∂ cz
y
z

b
x
z

a
yx
z

 poate fi redusă la forma 

01

2
=+

∂∂
∂ uc

yx
u

 prin schimbarea de funcţie  ,yxeuz β+α= ( ).,yxuu =  

      abccab −=−=β−=α 1,,:R  

13.) Să se transforme expresia 
2

22

2

2
2

y
z

yx
z

x
zE

∂

∂
+

∂∂
∂

+
∂

∂
=  făcând schimbarea de variabile 

2
,

2
vu

y
vu

x
−

=
+

=  şi schimbarea de funcţie .
4

22
w

vu
z −

−
=  
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PARTEA II 
CALCUL INTEGRAL 

 
I. INTEGRALA NEDEFINITĂ 

 
1. Primitiva unei funcţii 
 

 Fie o funcţie  .: RR→⊂If
 Definiţie. Se numeşte primitivă a lui f pe I, o funcţie F definită şi derivabilă pe I astfel 
încât   fF =′

Să observăm că: 
 1.) dacă F este o primitivă a lui f, atunci ,cF + unde c este o constantă oarecare, este 
primitivă a lui f, 
 2.) dacă F şi G sunt primitive ale lui f, atunci ele diferă printr-o constantă aditivă. 
 Rezultă de aici că dacă F este o primitivă a lui f, atunci oricare alta va fi de forma  
unde c este o constantă. 

cF +

 Mulţimea primitivelor funcţiei f se numeşte, prin abuz de limbaj – integrala nedefinită a 

lui f şi se notează  sau mai simplu  ∫ dxxf )( ∫ .dxf

 Astfel, prin definiţie  ∫ =′⇔+= .fFcFdxf

  Din punct de vedere geometric, integrala nedefinită 
reprezintă o familie de curbe plane obţinute una din alta printr-o 
translaţie de-a lungul axei Oy. 
 Interpretând semnul dx care apare în notaţia integralei 
nedefinite ca o diferenţială, avem .dFdxFfdx =′=  Astfel se 
obţin următoarele relaţii utile în calcule. 

∫ += FdF ∫ = fdxfdc   şi   .dx

 Operaţia de determinare a primitivelor unei funcţii se numeşte integrare. Nu toate 
funcţiile admit primitive. Dar orice funcţie continuă pe un interval admite primitivă pe acel 
interval (vezi cap X). În acest capitol ne vom ocupa de metode de determinare a primitivelor 
unor funcţii continue. Mai întâi însă vom da 
Lista integralelor imediate 

),real(cxdxx 1
1

1
−≠α+

+α
=∫

+α
α  ∫ ≠+= )x(cxln

x
dx 0  

∫ += cedxe xx  ( )∫ ≠>+= 10 a,ac
aln

adxa
x

x  

∫ +−= cxcosdxxsin  ∫ += cxsindxxcos  

∫ += cxtgdx
xcos 2

1  ∫ +−= cxctgdx
xsin 2

1  
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∫ +=
−

cxarcsindx
x 21

1  ∫ +=
+

cxarctgdx
x 21

1  

∫ += cchxdxshx  ∫ += cshxdxchx  

∫ += cxthdx
xch 2

1  ∫ +−= cxcthdx
xsh 2

1  

 Proprietăţile integralei nedefinite rezultă cu uşurinţă din regulile de derivare şi sunt: 
 1.) dacă , atunci )I(Cg,f ∈

  (proprietatea de liniaritate) 2.) dacă 

 pentru a admite inversa 

( )∫ ∫ ∫ ∈βαβ+α=β+α R,dxgdxfdxgf

0)(,)(,)(,: 1 ≠ϕ′ℑ∈ϕϕ=→ℑϕ tCtxI )(xt ψ= , iar f este 
continuă, atunci 

    (formula schimbării de variabilă) ( )∫ ∫ ϕ′ϕ= dt)t()t(fdx)x(f

 3.) dacă atunci ,)(, 1 ICgf ∈

   (formula integrării prin părţi). ∫ ∫ ′−=′ dxfggfdxgf

 Observaţia 1. În cazul schimbării de variabilă expresia de sub semnul integrală se 
comportă ca o diferenţială; dacă )(tx ϕ= , atunci ( ) .)()()( dtttfdxxf ϕ′ϕ=  Această 
observaţie simplifică calculele. 
 Formula schimbării de variabilă poate fi privită din ambele sensuri. 
 Funcţia )(tx ϕ=  trebuie aleasă astfel încât să poată fi calculată integrala din membrul 
drept. 
 Uneori este preferabilă schimbarea de variabilă sub forma .)(xt ψ=  
 Exemple. 

( )

( ) .c1xlnx2

c1tlnt2dt
1t

t12
1t

dtt
2

1x
dx.)

2

dtt2dx
)t(2tx

++−=

=++−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−=
++ ∫ ∫=∫

=
ϕ==

1
 

.cxcosctcosdttsin

xdxdt
)x(xt

dxxsinx.) +−=+−=

=
ψ==

∫∫ = 2

2

2

2
1

2
1

2
1

2

2  

 Observaţia 2. Formula integrării prin părţi pentru funcţiile  poate fi scrisă 

şi sub forma  unde 

)(, 1 ICvu ∈

∫∫ −= duvvudvu ., dxvdvdxudu ′=′=  

 Ea se foloseşte de obicei la calculul integralelor de forma    

 şi altele. 

∫ ;dxex axn

∫ ∫ ∫ dxxarctgx;;dxbxsine;dxxlnx naxn

 Cu ajutorul ei se pot obţine formule de recurenţă utile în calculul unor primitive. 
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( ) ( ) ( )

( )

( )

( )( ) ( ) .I
naxn

x
a

I
a

...

ax)n(
vdvdu

ax
dxxdvxu

ax

dxxx
a

I
a

dx
ax

xxa
aax

dxI.

nnn

n

n

nnnnn

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−
+

+−
−=

+−
==

+
==

=
+

⋅
−=

+

−+
=

+
=

−−−

−

−∫ ∫ ∫

1122212

122

22

2221222

222

222

12
1

12

11

12

1

111
KExemplu

 

 Astfel 
( )( ) ( )

.nI
an

n

axna

xI nnn 1
12

32

1
121222

>
−

−
+

+−
= −−

 

 Pornind de la ∫ +=
+

= ,c
a
xarctg

aax
dxI 1

221  obţinem succesiv 

( ) ( )∫ ++
+

=
+

= ,c
a
xarctg

aaxa
x

ax

dxI
3222222

2
2

1     etc… 

 
2. Integrarea funcţiilor raţionale 
 

 Integrarea funcţiei raţionale 
)x(Q
)x(P

 unde P şi Q sunt polinoame se face pe etape: 

 Dacă  , atunci facem împărţirea cu rest QgrgrP ≥

QgrRgr
)x(Q
)x(R)x(C

)x(Q
)x(P

<+= . 

 Dacă ,QgrPgr < atunci descompunem 
)x(Q
)x(P  în fracţii simple. Acestea sunt 

   
( ) ( )

( ) .acb,Nn
cbxax

CBx
,

ax
A

nn
042

2
<−∈

++

+

−
 

 De exemplu  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

x

GFx
x

EDx
x

C
x

B
x

A

xx

xx
22232223

2

2211121

453

+

+
+

+

+
+

+
+

+
+

+
=

++

−+  

coeficienţii urmând a fi determinaţi prin identificarea numărătorilor după ce fracţiile a fost 
aduse la acelaşi numitor sau prin alte metode. 
 Descompunerea în fracţii simple este unică. 
 Urmează apoi integrarea fracţiilor simple. Astfel 

 1.) ∫ +−=
−

caxlnAdx
ax

A  

 2.) 
( ) ( )∫ ∫ >+

−
==

− −
1

1
n,c

ax
A

u
duAdx

ax
A

nnn
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 3.) ∫ ++

+
dx

cbxax
cBx

2
 se calculează punând în evidenţă la numărător diferenţiala 

trinomului de la numitor, adică ( ) ( )dxbaxcbxaxd +=++ 22  şi se obţin două integrale de 

forma ∫ ∫ α+ 22y
dyşi

u
du , 

 4.) 
( )∫

++

+
dx

cbxax

cBx
n2

 se reduce la calculul a două integrale de forma  

( )∫ ∫
α+

=
nnn

y

dyIşi
u
du

22
 după ce s-a procedat ca la 3.) 

 Exemplu. 

( )
( )

( )
( ) ( ) dxxxxd

I
xx

dx
xx

xdx
xx

xI

48344

2
1

344
1

8
3

344

4483
8
1

344

23

2

122222

+=++

+
++

−=
++

++
=

++

+
= ∫ ∫  

unde 

( )[ ] ( ) ( )
.c

x
arctg

xx

x
dxdy

xy

c
y

arctg
y

y

y

dy

x

dxI

+
+

+
++

+
=

=
+=

=+
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⋅
+

+
=

+
=

++
= ∫ ∫

2

12

28
1

344

12
4
1

2
12

2222
1

222
1

22
1

212

2

22222
1

 

 Deci .c
x

arctg
xx

x
I +

+
+

++

−
=

2

12

216
1

344

52
16
1

2
 

 După cum s-a putut observa, primitivele funcţiilor raţionale sunt combinaţii liniare de 
funcţii raţionale, funcţii logaritmice şi funcţii arctg. 
 
3. Integrale reductibile la integrale din funcţii raţionale 
 

 Integralele iraţionale de forma  

∫ ∈⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

Qqdx
dcx
bax

,,
dcx
bax

,xR i

qq n

L
1

 

unde R este o expresie raţională de variabilele sale, se reduc la integrale din funcţii raţionale 

făcând Nt
dcx
bax
=

+
+

 

unde N este numitorul comun al fracţiilor . nqq ,,1 K

 Exemplu. Pentru ∫
−+−

−+
dx

xx

x
3 2)1(1

11
 avem 6=N ; facem  de unde  şi 

, deci  

61 tx =− 61 tx −=

dttdx 56−=
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[ ] .cxarctgxlnxx

ctarctg)t(lntt

dt
t
t

tdt
t

tt
tdt

tt
t

I

+−−+−−−+−−=

=+−+−+−=

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

+
+−−=

+

+
−=⋅

+

+
−= ∫ ∫ ∫

636

23

2
2

2

4
5

46

3

6161131612

61362

1
1

16
1

6
1

6

 

 Integralele binome au forma 

( )∫ ∈+ .,, Qpnmdxbaxx
pnm  

 Ele se mai numesc şi integrale Cebâşev* după numele celui care a arătat că numai în 
următoarele trei cazuri ele pot fi reduse la integrale din funcţii raţionale: 

1.)  cu schimbarea  Zp∈ Ntx =  unde N este numitorul comun a lui m şi n . 

2.) Z
n

m
∈

+ 1  cu   Nn tbax =+  unde N este numitorul lui p 

3.) Zp
n

m
∈+

+ 1  cu  nNn xtbax =+  unde N este numitorul lui p 

 Exemplu. Fie ∫ ∫
−

−

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+=

+
= .1

1

3
1

4
3

2
3

3 4 33
dxxx

xx

dxI  Facem 4
3

34
3

1 xtx =+  şi avem 

.)1(1,)1(4,)1( 1234
3

3
7

323
4

3 −−−
−=+−−=−= ttxdtttdxtx  

 Astfel   ∫ +
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+−=+−=−= 3

2

4 3

2 .11224 c
x

ctdttI  

 Integralele algebrice au forma 

∫ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++ dxcbxaxxR 2,  

unde R este o funcţie raţională de două variabile. 
 Substituţiile indicate mai jos se datorează lui Euler: 

 1.) dacă   ,a 0> txacbxax +±=++2  
  

 2.)   ,c,a 00 >< ctxcbxax ±=++2  
  

 3.)   ,c,a 00 << ( 1
2 xxtcbxax −=++ )  unde  este  rădăcină a 

ecuaţiei  Această ecuaţie nu poate avea rădăcini complexe deoarece trinomul 

 ar fi negativ  şi n-ar avea sens radicalul. 

1x

.cbax 02 =++

cbxax ++2 Rx∈∀

                                                           
* R.L. Cebâşev (1829 – 1894), academician rus cu contribuţii în matematică şi mecanică. 
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 Putem de asemenea remarca faptul că ultima  schimbare de variabilă poate fi aplicată nu 
numai când  ci şi când  dacă trinomul  are rădăcini reale. 0<a 0>a cbxax ++2

 Exemplu. Fie ∫
++−

= .
153 2 xxx

dxI  Făcând 1153 2 +=++− txxx , avem 

,
3

351
3

25153,
)3(

)35(2
,

3
25

2

2

2
2

22

2

2 +
++−

=+
+

−
⋅=++−

+

−−
=

+

−
=

t
tt

t
ttxxdt

t
tt

dx
t

tx  

de unde  .c
x

xxlnctln
t

dt
I +−

++−
=+−=

−
= ∫ 5153252

52
2 2

 

 Integralele din funcţii trigonometrice de forma  se transformă în 

integrale din funcţii raţionale dacă: 
∫ dxxxR )cos,(sin

1.) funcţia R este impară în xcos , adică 
)cos,(sin)cos,(sin xxRxxR −=−  cu tx =sin  

2.) R este impară în  ,sin x
)cos,(sin)cos,sin( xxRxxR −=−  cu tx =cos  

3.) R este pară în şi xsin xcos  
)cos,(sin)cos,sin( xxRxxR =−−  cu tx =tg  

4.) facem tx
=

2
tg  

 În primele două situaţii se diferenţiază substituţiile şi se pun în evidenţă la numărător 
diferenţialele lor.  

În ultimele două cazuri se exprimă vechea variabilă în funcţie de cea nouă şi apoi se 
diferenţiază. 
 Exemple.  

 1.) Fie ∫ +
= .dx

cos
xsinI

22

3
 Efectuăm schimbarea de variabilă txcos =  şi avem 

,după care integrala devine  tdxdxsin ==−

( )

( ) .cxcoslnxcosxcosctlntt

td
t

t
t

tdt
xcos
dxxsinxsinI

+++−=++++=

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

++=
+
−

=
+

= ∫ ∫∫
232

2
232

2

2
32

2
1

2
22

22

 

 2.) Fie ∫ +
+

= .dx
xcosxsinxsin

xsin
I

1
Făcând ,txtg =

2
avem ,tarctgx 2=  

21

2

t

dt
dx

+
=  şi cum 

,
t

t
xcos,

t
txsin

2

2

2 1

1

1
2

+

−
=

+
= urmează că  

( )
.cxtglnxtgtd

t
ttd

t
t

I ++=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=

+
= ∫∫ 22

1
24

112
2
1

2
1 2

2
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 Alte tipuri de integrale 

 1.) O integrală de forma             ( )∫ dxeR ax  

se reduce la o integrală raţională dacă se face teax = . Atunci t
a

x ln1
= , 

at
dtdx =  şi ea 

devine ∫ ∫= dttR
at
dttR )()( 1 . 

 

c
e
elnc

t
tln

tt
dt

t
dt

t
tee

dx
ee

xd
xsh
xd

I.

x

x

xxxx

+
++

−+
=+

++

−+
=

−+
=

=⋅
+−

=
+−

=

+
+

=
+

=

∫

∫ ∫ ∫∫ −−

21
21

2
1

21
21

2
1

12
2

21
12

2
2

1
2

1

2

Exemplu

 . 

 2.) Integrarea unor funcţii hiperbolice se poate face utilizând formule asemănătoare celor 
trigonometrice. 

 
( )

.cxshxshx
8
3 xd

xch
xshx

xdxchxchxd
xch

xdxchI.

+++=
+

++=

=++=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
==

∫
∫ ∫ ∫

4
32
12

4
1

2
41

4
12

4
1

4
1

2221
4
1

2
21 2

2
4Exemplu

 

 3.) Integralele de forma  şi  se pot obţine 

simultan astfel: 
∫= dxbxeI ax cos1 ∫= dxbxeI ax sin2

( ) ( ) ( )

( ) cbxsinibxcose
ba
iba

c
iba

edxedxeedxbxsinibxcoseIiI

ax

xiba
xibaibxaxax

++
+

+
=

=+
+

==⋅=+=+ ∫ ∫ ∫
+

+

22

21
  

Separând partea reală de cea imaginară, avem 

( ) cbxsinbbxcosa
ba

eI
ax

++
+

=
221  

( ) cbxcosbbxsina
ba

eI
ax

+−
+

=
222 . 

  
 Calculul unor integrale cu ajutorul unor substituţii trigonometrice şi hiperbolice  
 Uneori substituţiile indicate în dreptul integralelor ce urmează pot conduce la integrări 
mai rapide: 

 ∫ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ − ,dxxa,xR.) 221 cu  tax cos=  sau tax sin=  

 ∫ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ + ,dxxa,xR.) 222 cu tax tg=  sau shtax =  

 ∫ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ − ,dxax,xR.) 223 cu tchax =  
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 Exemplu.  

( ) ( )∫ ∫ ∫ ∫= +−=−=

=
=−

−−=−−= cttshtdtchdttsh

dtshtdx
tchx

dxxdxxxI 21224

2
21

4132 222

Pentru revenirea la variabila x  se au în vedere formulele   şi că din ttettt t chsh,chsh22sh +==

2
1ch −

=
xt  rezultă  32

2
11chsh 22 −−=−= xtt . 

 Astfel ( ) cxxxxxxI +⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−+−+−−−= 321ln

2
1321

2
1 22 . 

 Integrale care nu pot fi exprimate prin funcţii elementare 
 O diferenţă esenţială între calculul diferenţial şi cel integral este aceea că derivata unei 
funcţii elementare se exprimă totdeauna prin funcţii elementare, nu acelaşi lucru se poate spune 
despre primitiva unei funcţii elementare. 
 Aşa de exemplu sunt funcţiile: 

∫= dx
x

xsin)x(si  (sinus integral) ∫= dx
x

xcos)x(ci  (cosinus integral) 

∫= xln
dx)x(li   (logaritm integral)                 (funcţia de eroare) ∫ − dxe x2

          ∫ dx
x

e x
    (exponenţial integral) 

 

 Tot din această categorie fac parte în general primitivele de forma ( )∫ dx)x(P,xR  

unde P  este polinom de grad  ca de exemplu 2>n ∫
+13x

dx  sau funcţiile 

eliptice ∫ − dxxsink 221 , ∫
− xsink

dx
221

.  

 
Exerciţii 

 Să se calculeze următoarele integrale nedefinite: 

1.) ( )
∫ dx

x
xlnln  12.) ( )∫

+−

+− dx
xx

xx
22

24

22

22  23.) ∫
+ dx

xx
xx

22

44

sincos
sincos  

2.) ∫ dx
x

xarcsin  13.) ∫ ++ 124 xx
dx  24.) ∫ dxxx35 cossin  

3.) ∫ −

− dx
x

x
1

1sh  14.) ( )( )∫ ++ 81 33

5

xx
dxx  25.) ∫

− 22

2

ax

dxx
 

4.)  ∫ dxxxe x cos 15.) 
( )∫ − 10

2

1x
dxx  26.) 

1tg4

sec
2

2

++ xxtg

dxx
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5.)  ∫ dxxx 15sin10sin

 

16.) 
( )( )∫

+++
22 11 xxx

dx  27.) ∫
+

+
dx

xx

x

sin
2

cos

1
2

sin

2

2

 

6.) ∫ dx
x

x
2

arcsin  17.) ∫ +
− dx

x
xx

1
1  28.) 

( )∫
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−+ 22 21 xxx

dx  

7.)  ∫ dxxnln 18.) ∫ −+− xx
dx

554
 29.) ∫

+ 41

5

x

dxx
 

8.)  ∫ − dxex xn 19.) ∫ ++ 43 xxx
dx  30.) ∫

−− 4221 xx

dxx
 

9.) ∫ dx
x
xx

2sin
cos  20.) ∫

+ dx
x

x3 41
 31.) ∫ + xx

dx
ch3sh2

 

10.) ∫ dx
x
x

2sin
sinln  21.) dx

x
x

∫ +

−

1
1  32.) ∫

+
dx

axa

ax
22 sin

cos  

11.) ∫ −
+ dx

x
xx

1
1ln2  22.) ( )( )∫ −− xx

dx
sin3sin2
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II. INTEGRALA DUBLĂ 
 

1. Definiţia integralei duble 
 Fie D un compact din  (domeniu închis şi mărginit). 2R
 Domeniile ce intervin aici, vom presupune că au arie (vezi Manual cls.a XII-a) şi 
frontierele lor sunt curbe netede pe porţiuni, adică reuniuni finite de curbe netede. 

 Numim diviziune a lui D, un număr finit de compacte 
{ }n

i 1δ=Δ , fără puncte interioare comune astfel încât

  U
n

i .D
1

δ=

Norma diviziunii Δ  este prin definiţie ( ) ( )id
n,i

max δ
=

=Δν
1

 

unde ( )id δ  este diametrul compactului iδ  adică marginea 
superioară a distanţelor dintre două puncte oarecare ale lui iδ . 

 Spunem că diviziunea Δ′  este mai fină decât Δ  (scriem  ) 
dacă orice domeniu al diviziunii 

ΔΔ′ p
Δ  este o reuniune finită de domenii ale 

diviziunii . Evident că Δ′
( ) ( )Δν≤Δ′ν⇒ΔΔ′ p

:

 . 

 Fie acum Df  o funcţie (eventual mărginită), Δ  o 

diviziune a lui D şi punctele intermediare 

R→ { }n
i 1δ=

( ) .  n,i,P iiii 1=δ∈ηξ

aria,fariaPff
11

 Fie de asemenea suma integrală       

.  ( ) ( ) ( )∑∑ δηξ=δ=σΔ

n

iii

n

ii

Geometric, dacă , atunci 0≥f )( fΔσ  aproximează volumul 
corpului V delimitat de suprafaţa S având ecuaţia , 
planul xOy şi suprafaţa cilindrică a cărei generatoare este 
paralelă cu axa Oz şi se sprijină pe frontiera domeniului D. 

)y,x(fz =

 Această aproximaţie este cu atât mai bună cu cât 
diviziunea  este mai fină. Δ

 

Definiţia 1. Spunem că funcţia f este integrabilă pe D, dacă există şi este finită limita 

( )
( ) Iflim =σΔ

→Δν 0
 

oricare ar fi alegerea punctelor intermediare . iP
 Această definiţie este evident echivalentă cu  
 Definiţia 2. Funcţia f este integrabilă pe D, dacă există un număr real I, astfel încât 

 aşa ca pentru orice diviziune ( )εη∃>ε∀ ,0 Δ  a lui D cu ( ) η<Δν , şi oricare ar fi alegerea 
punctelor intermediare, să avem 



 

 82

.I)f( ε<−σΔ  
 O definiţie echivalentă se poate da şi prin şiruri ca şi la integrala definită. 
 Numărul I se numeşte integrala dublă a lui f pe D şi se notează 

∫∫∫∫ ==
DD

dydxfIsaudydx)y,x(fI . 

 Dacă funcţia f este mărginită pe D, atunci se pot considera ca şi la funcţiile de o singură 

variabilă, sumele Darboux ale lui f corespunzătoare diviziunii { }n
i 1δ=Δ  a domeniului D 

    ∑∑ δ=δ= ΔΔ

n

ii

n

ii ariaM)f(Sariam)f(s
11

unde    ( ) ( ) .PfsupM,Pfinfm
ii P

i
P

i
δ∈δ∈

==  

 Notând cu m şi M respectiv marginile funcţiei f pe D, au loc evident următoarele 
inegalităţi:   .DariaM)f(S)f()f(sDariam ≤≤σ≤≤ ΔΔΔ  
 Se pot pune în evidenţă următoarele proprietăţi ale sumelor Darboux: 
 1.) )f(sup)f(S,)f(inf)f(s ΔΔΔΔ σ=σ=  
marginile luându-se după toate alegerile posibile ale punctelor intermediare 
 2.) Dacă ΔΔ′ p , atunci  .)f(S)f(S)f(s)f(s ΔΔ′Δ′Δ ≤≤≤  

 Într-adevăr, dacă ″δ′δ=δ iii U  şi ( ) ( ) ,Pfinfm,Pfinfm
ii P

i
P

i
″δ∈′δ∈

=″=′  

atunci .ariamariamariam iiiiii
″δ″+′δ′≤δ  

Deducem de aici că dacă , atunci ( )↓Δν ( ) ( ) .↓↑ ΔΔ fSşifs  
 3.) Oricare ar fi diviziunile 21 ΔΔ şi , .DariaM)f(S)f(sDariam ≤≤≤ ΔΔ 21

 
 Rezultă de aici că există integralele Darboux ale lui f pe D: 

)f(SinfI,)f(ssupI Δ
Δ

Δ
Δ

==  şi că  .)f(SII)f(s Δ∀≤≤≤ ΔΔ  

 
2. Criterii de integrabilitate 
 

 Teorema 1 (criteriul lui Darboux). O funcţie mărginită f  este integrabilă pe D dacă  şi 
numai dacă astfel încât ( )εη∃>ε∀ ,0 Δ∀ cu ( ) η<Δv  

.)f(s)f(S ε<− ΔΔ  
 Demonstraţie ⇒  Funcţia f fiind integrabilă, ( )εη∃>ε∀ ,0  astfel încât  cu 

 să avem 
Δ∀

( ) η<Δv ε+≤σ≤ε−I Δ I)f( oricare ar fi alegerea punctelor  .iP
 Dar atunci avem şi .I)f(S)f(sI ε+≤≤≤ε− ΔΔ  
 Prin urmare ( ) ( ) ( ) ε=ε−−ε+≤− ΔΔ 2IIfsfS  ( ) .vcu η<ΔΔ∀  
⇐  Presupunem pentru funcţia mărginită f că este îndeplinită condiţia din enunţ. Atunci are 

loc şi  ε<−≤−≤ ΔΔ )f(s)f(SIIO  Δ∀  cu ( ) .v η<Δ  
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 Cum ε  este arbitrar, rezultă .III ==  
 Din       , )f(SI)f(s ΔΔ ≤≤ ,)f(S)f()f(s ΔΔΔ ≤σ≤    rezultă că 

ε<−≤−σ ΔΔΔ )f(s)f(SI)f(  indiferent de alegerea punctelor , dacă  

 Deci f este integrabilă şi .  

iP ( ) .v η<Δ

Idydxf
D

=∫∫
 Teorema 2. Dacă f este continuă pe  este integrabilă pe D. fD ⇒
 Demonstraţie. Funcţia f fiind continuă pe compactul D, este uniform continuă pe D şi 
deci ( )εη∃>ε∀ ,0  astfel încât oricare ar fi DP,P ∈′′′  cu ( ) η<′′′ P,Pd să avem 

( ) ( ) .
Daria

PfPf ε
<′′−′  

 Fie {  o diviziune a lui D cu }n
i 1δ=Δ ( ) η<Δv şi  marginile lui f pe ii M,m .n,ii 1=δ  

Dar f fiind continuă pe  compactul iδ , îşi atinge marginile pe iδ , deci iii P,P δ∈″′∃  aşa ca, 

.)P(fM,)P(fm iiii
″=′=  Prin urmare 

( )

∑

∑ ∑

ε=δ⋅
ε

≤

≤δ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ′−″≤δ−=− ΔΔ

n

i

n n

iiiiii

.aria
Daria

aria)P(f)P(ariamM)f(s)f(S

1

1 1  

 Cu criteriul lui Darboux rezultă acum integrabilitatea funcţiei continue f. 
 Definiţie. O mulţime  se spune că este de măsură Lebesgue nulă (sau 
neglijabilă) dacă  un şir 

2R⊂A
∃>ε∀ ,0 { }nnI  de intervale deschise bidimensionale care acoperă 

A )(
n

nIA U⊂  şi astfel încât  ∑
∞

ε<
1

.Iaria n

 Teorema 3 (criteriul lui Lebesgue). O funcţie mărginită este integrabilă pe 
mulţimea punctelor sale de discontinuitate este de măsură Lebesgue nulă. ⇔D

 Drept consecinţă, dacă mulţimea punctelor de discontinuitate ale unei funcţii mărginite 
este o curbă netedă pe porţiuni, atunci funcţia este integrabilă. 
  
3. Proprietăţile integralei duble 
 

 Se pot pune în evidenţă următoarele proprietăţi: 

 1.)  Dariadydx
D

=∫∫
 2.) D.integrgf,,D.integrg,f β+α⇒∈βα R  şi 

( )∫∫ ∫∫ ∫∫β+α=β+α
D D D

dydxgdxfdydxgf   
(proprietatea de liniaritate) 
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3.)  f integr.D,  ∫∫ ≥⇒≥
D

dxdyff 00  (proprietatea de pozitivitate) 

4.) f, g integr. D,  ∫∫∫∫ ≤⇒≤
DD

dydxgdydxfgf (proprietatea de monotonie) 

 5.) f integr. fD ⇒  integr. D şi   ∫∫∫∫ ≤
DD

dydxfdydxf  

 6.) f integr. D şi ( ) ⇒∈∀≤≤ DPMPfm   DariaMdydxfDariam
D

≤≤ ∫∫
 7.) f continuă pe DPD ∈∃⇒ 0 astfel încât 

               (teorema de medie) ( ) ( )∫∫ =
D

DariaPfdydxy,xf 0

 Într-adevăr, dacă  şi m M  sunt marginile funcţiei continue  pef D  şi ele sunt atinse în 

 respectiv  din 1P 2P D , atunci    ( ) ( )21 PfM
Daria

dydxf

mPf D =≤λ=≤=
∫∫

. 

Dacă  este o curbă conţinută în C D  având capetele  şi  şi 

reprezentarea parametrică  

1P 2P

( ) ( )
( ) [ ]

⎩
⎨
⎧

βα∈
=
=

,t
tyy
txx

:C , 

atunci funcţia compusă ( ))t(y,)t(xf)t(g =  este continuă pe 
 şi [ βα, ] ( ) mg =α , ( ) Mg =β . 

 Din proprietatea lui Darboux a funcţiei g , deoarece 
 rezultă că ( ) ( )β≤λ≤α gg [ ]βα∈∃ ,0t astfel încât ( ) ( ) ( )( )000 ty,txftg ==λ , deci 

 cu proprietatea din enunţ. ( ) ( )( ) DtytxP ∈∃ 000 ,
 8.) Dacă   este integrabilă pe f 21 DDD U=   
unde  şi  sunt domenii compacte fără puncte interioare  1D 2D

comune, atunci  ∫∫ ∫∫ ∫∫+=
D D D

fdxdyfdxdyfdxdy
1 2

( proprietatea de aditivitate faţă de domenii ). 
 

4. Calculul integralei duble  
 În cele ce urmează vom presupune că  este funcţie continuă pe f D . 

1.) Fie  [ ] [ ]d,cb,aD ×= .  Fie 
 bxxxa: n =<<<=Δ′ K10  

    dyyyc: m =<<<=Δ ′′ K10  
diviziuni oarecare ale intervalelor [ ]ba,  respectiv [ ]dc, . 
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 Vom considera pentru D  diviziunea { }ijδ=Δ  

unde [ ] [ ]11 ++ ×=δ iiiiij y,yx,x 1010 −=−= m,j,n,i  

 Fie punctele  [ ] [ ] 1010 11 −=∈η−=∈ξ ++ m,j,y,y,n,i,x,x jjjiii .  Evident că 

( ) ijjiij ,P δ∈ηξ  şi că ( ) ( ) ( ) 000 →Δ ′′ν→Δ′ν⇔→Δν , . 

 Cum funcţia f este integrabilă, avem 

( )

( )

( ) ( )

( )

∫ ∫ ∫

∑

∫

∑ ∑

∑∑

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

→Δ′ν

Δξ

ξ=ξ

→Δ ′′ν

Δ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
Δηξ=

=ΔΔηξ=

↓

↓

−

=

−

=

−

=

−

=

−

=

b

a

b

a

d

c

i

n

i
i

d

c
i

n

i
i

m

j
jj,i

ji

n

i

m

j
ji

dxdx)y,x(fdx)x(F

)(când

xF

dyy,ifF

)(când

xyf

yx,f

0

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

 

  ( ) ij

n

i

m

j
ij ariaPf)f( δ=σ ∑∑

−

=

−

=
Δ

1

0

1

0

 
 
   
 
 
 0→Δν )(când
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   ∫∫
D

dydx)y,x(f

Deci    ( ) ( )∫∫∫∫ =
d

c

b

aD

.dyy,xfdxdydxy,xf

 Analog (sau ţinând seama de teorema de integrare a unei integrale cu parametru) 

( ) ( )∫∫ ∫∫=
D

b

a

d

c

.dxy,xfdydydxy,xf  

 2.) Fie  
[ ]

⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤

)curaportînsimpludomeniu()()(
,pecontinuesuntşiunde

Oyxyx
babxa

D
ψϕ

ψϕ funcţii

În acest caz limitele de integrare la integrala  nu 
mai sunt constante ci dependent de 

( )iF ξ

iξ  

 

( ) (
( )

( )
)∫

ξψ

ξϕ

ξ=ξ
i

i

i fF i dyy,  
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şi   ( ) ( )∫∫ ∫ ∫
ψ

ϕ

=
D

b

a

)x(

)x(

.dyy,xfdxdydxy,xf

 3.) Dacă  cu ( ) ( )⎩
⎨
⎧

τ≤≤ϕ
≤≤

yxy
dyc

:D ψϕ ,  continue pe .     

(domeniu simplu în raport cu Ox)  atunci 

[ b,a ]

( )∫∫
D

dxy,xf ( )∫ ∫
ψ

ϕ

=
d

c

)y(

)y(

.dxy,xfdydy  

Exemplu. Să se calculeze 
( )∫∫ −

=
D

dxdy
y

xI
22

2
 dacă 

( ) ( ){ }222 210 −≤≤≤≤∈ yx,xy,yR= y,xD .  

Soluţie. Domeniul D  este simplu în raport cu Ox putând fi scris şi astfel:  

( )⎩
⎨
⎧

−≤≤
≤≤

22
10

:
yxy

y
D  

 Deci  

( ) ( )

( )

( )
( )[ ]

( )

∫ ∫ ∫ ∫
− −

=−−
−

=
−

=
−

=
1

0

2 1

0

1

0

4
2

2
2

22

2 2

2
2

1
22

2
y

y

y

y

dyyy
y

x
y

dydx
y

xdyI  

( )
( )

( )
( )∫ ∫ +=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
+

−
−

−
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
−−=

1

0

1

0
2

1

0

3

2
2

3
42

2

2
2

1
3
2

2
2 lndy

yy
ydy

y

yy    

 
 Schimbarea de variabile la integrala dublă 
 Fie f  o funcţie continuă definită pe compactul D  din planul  şi transformarea 

regulată: . 

xOy

⎩
⎨
⎧

′∈
=
=

D)v,u(
)v,u(yy
)v,u(xx

:T

 
 
 
Corespondenţa domeniilor este 
cea din figură. 
  
 
 

 Evident, funcţia compusă ( ) ( )( )v,uy,v,uxf  este continuă pe D . 
 Ne interesează care este legătura dintre elementul de arie  din planul  şi  
din . Reţeaua de curbe coordonate din uOv este u

dxdy xOy dudv
uOv const=  şi v const= . Avem evident

 dvyduydy,dvxduxdx vuvu ′+′=′+′= . 
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 Cum constuC,constvB =∈′=∈′  , rezultă că punctele  şi BA, E  au coordonatele 
( ) ( ) ,dvyy,dvxxC,duyy,duxxB),y,x(A vvuu ′+′+′+′+  de unde rezultă că  

( )
( ) dudv

v,uD
y,xD

dvydvx
duydux
yx

dvyydvxx
duyyduxx

yx
ABCariadydx

vv

uu

vv

uu =
′′
′′=

′+′+

′+′+⋅=Δ=
0
0
1

1
1
1

2
122  , 

deci ( ) ( )
( )∫∫ ∫∫=

D D

dudv
v,uD
y,xD

)v,u(y),v,u(xfdxdy)y,x(f .(formula schimbării de variabile). 

 Exemplu. Să se calculeze ∫∫
+

=
D

dxdy
yx

xI
22

 unde 

( ){ }22222 2 yx,ayyxayy,xD ≤≤+≤∈= R . 

 Soluţie.  
Făcând transformarea polară, avem 

⎩
⎨
⎧

ϕρ=
ϕρ=

cos
cos

y
x

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

ϕ≤ρ≤ϕ

π
≤ϕ≤

π
′

sinasina
:D

2
4

3
4  şi iacobianul 

( )
( ) ρ=

ϕρ,
,

D
yxD

, deci 

∫∫∫ ∫∫

π

π

π

π

ϕ

ϕ

π

π
=

ϕ
⋅=ϕϕ⋅ϕ=ρρϕϕ=ϕρρ

ρ
ϕρ

=
′

4
3

4

4
3

4

sin2

sin

4
3

4

0
3

sin
2

3sin3cos
2
1coscos 32

22 adaddddI
D

a

a
 

 

5. Aplicaţii ale integralei duble 
 

 Aria unui domeniu plan  ∫∫=
D

dxdyDaria

 Exemplu. Să se calculeze aria domeniului D  definit de inegalităţile 1 2≤xy ,  xyx 3≤≤≤

 Soluţie.  Făcând transformarea 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

y
xv

xyu
:T , domeniul D  se 

transformă în dreptunghiul  . Avem apoi

 

⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤

′
31
21

v
u

:D

( )
( ) x

y

xx
y

xy

y,xD
v,uD

21
2

=−= , de unde 
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( )
( ) ( )

( )
vy

x

y,xD
v,uDv,uD

y,xD
2
1

2
1

===  . 

Prin urmare ∫∫ ∫∫∫∫
′

====
DD

ln
v
dvdududv

v
dxdyDaria 3

2
1

2
1

2
1

3

1

2

1

 . 

 
 Calculul volumelor 

 Fie un domeniu 3R⊂V  definit de inegalităţile 
( )

( )≤
∈

y,xgz
D

( )⎩
⎨
⎧

≤y,xf
y,x

:V  

unde  şi f g  sunt funcţii continue pe D . 
 Cu interpretarea geometrică a integralei duble rezultă că 
 [ ]∫∫ −=

D

dxdy)y,x(f)y,x(gVvol . 

 Exemplu. Să se calculeze volumul corpului limitat de suprafeţele 
( )22 yxez +−= , 3=z  şi . 222 Ryx =+

 Soluţie. Avem  
( ) ( )∫∫∫∫∫∫ =−=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −= +−+−

D

yx

DD

yx dxdyedxdydxdyeV K
2222

33vol

 
 

⎩
⎨
⎧

ϕρ=
ϕρ=

sin
cos

:
y
x

T    
⎩
⎨
⎧

π≤ϕ≤
≤ρ≤

′
20

0
:

R
D

∫∫
′

− =ϕρρ−= ρ

D

ddeDaria
2

3K  

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −π+π=ϕρρ−π= −

π
−∫ ∫ρ 133

22 2

0

2

0

2 R
R

eRddeR  

Masa şi centrul de greutate ale unei plăci plane 
Dacă D  este o placă materială din planul  având densitatea 
superficială 

xOy
( )yx,ρ , funcţie continuă, atunci cum masa plăcii 

este  ( )∑ ∑ δρ== iii ariaPmM , 

rezultă că     . ∫∫ρ==
D

dxdy)y,x(DmasaM

 Coordonatele centrului de greutate ( )GG yxG ,  al plăcii sunt 
date evident de formulele 
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∫∫ ∫∫ ρ=ρ=
D D

GG dxdy)y,x(y
M

y,dxdy)y,x(x
M

x 11 . 

 Dacă placa  este omogenă ( )const=ρ , atunci 

∫∫ ∫∫==
D D

GG ydxdy
Daria

y,xdxdy
Daria

x 11 . 

 Presupunând că domeniul 
[ ]

⎩
⎨
⎧

≤≤
∈

)x(gy)x(f
b,ax

:D  se află în întregime de o parte a axei 

, să observăm că ultima formulă poate fi scrisă sub forma Ox

∫ ∫ ∫∫ −==
b

a

b

a

b

a

)x(g

)x(f

dx)x(fdx)x(gydydx 22

2
1

2
1

⋅ GyDaria . 

 Amplificând cu π2  se obţine volumul corpului de rotaţie a 
domeniului D  în jurul axei Ox  şi anume 
    GyDariav π⋅= 2  

 S-a ajuns astfel la a doua teoremă a lui Guldin: dacă  un domeniu plan se roteşte în 
jurul unei axe din planul său şi care nu îl intersectează, atunci volumul corpului de rotaţie 
astfel obţinut este egal cu produsul dintre aria domeniului şi lungimea cercului descris de 
centrul de greutate. 
 Exemplul 1. Cu ajutorul teoremei lui Guldin putem rapid calcula centrul de greutate al 

semicercului de rază . Astfel R

   GyRR π⋅
π

=π 2
23

4 2
3  

de unde  RRyG 425,0
3
4

=
π

= . 

 
 Exemplul 2. Să se determine coordonatele centrului de greutate al plăcii plane omogene 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

≥≤+ 01
2

2

2

2
y,x,

b
y

a
x

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

= )y,x(D . 

 Soluţie.  Elipsa fiind un cerc de rază 1 deformat 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 1

22

b
y

a
x

 vom folosi transformarea polară generalizată: 

 pentru care 
⎩
⎨
⎧

ϕρ=
ϕρ=

sin
cos

by
ax

ρ=
ϕρ

ab
),(D
)y,x(D

. În acest caz 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

π
≤ϕ≤

≤ρ≤
′

2
0

10
:D  .  

 

 Astfel  ∫∫ ∫∫ ∫ ∫
′

π

π=ϕρρ=ϕρρ==
D D

abddabddabdxdyDaria ,  
1

0

2

0
4
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∫ ∫∫∫ ∫∫

π

′

=ϕϕρρ=ϕρρϕρ=
1

0

2

0

2
22

3
coscos baddbaddabaxdxdy

D D

 şi 
π

=
3
4axg . Având în vedere 

forma domeniului rezultă ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ππ 3
4,

3
4 baG . 

Momentele de inerţie ale unei plăci plane 
 Momentele de inerţie ale plăcii D având densitatea superficială ),( yxρ , faţă de originea 
axelor şi faţă de axele de coordonate sunt date de formulele: 

( )∫∫ ρ+=
D

O dxdy)y,x(yxI 22 ,    . ∫∫ ∫∫ ρ=ρ=
D D

OyOx dxdy)y,x(xI,dxdy)y,x(yI 22

 Exemplu. Să se calculeze momentul de inerţie al discului de rază R  în raport cu centrul său, în 
ipoteza că este omogen. 
 Soluţie. Dacă densitatea discului este d , atunci avem 

( )∫∫ ∫∫ ∫ ∫
′

π
π

=ρρϕ=ϕρρρ=+=
D D

R

O dRdddddddxdyyxdI
2

0 0

4
3222

2
 

. 
 
 

Exerciţii 
 

R : 
2

4-2
ππ

 1.) Să se calculeze dx
x

xdy
y

y

∫ ∫
π

π

1

0

2

2

sin
schimbând ordinea de integrare.  

 

2.) Să se calculeze 

 a) ∫∫ ++
D

yx
dydx

96
, unde ( ){ }22 12 xyxy,xD ≤≤−∈= R              R :  22ln3 −

 b) ( ) dydxyxx
D
∫∫ +sin , unde [ ] ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ π
×π=

2
,0,0D        R : 2  −π

 c) ∫∫ +

+

D

dydx
yx
b
y

a
x

22

2

2

2

2

, dacă ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≥≥≤+∈= 0,0,1,
2

2

2

2
2 yx

b
y

a
xRyxD  

 d) , unde ( )∫∫ +−−+
D

dydxyxyx 104422 ( ){ }0131624, 222 ≤+−−+∈= yxyxyxD R

                 R : 
2

17π
 

( ){ }yyxyxyxxRyxD 62,42, 22222 ≤+≤≤+≤∈=
( )∫∫

+D yx

dydx
222 12

1
 unde       R :   e)
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( ) ( ) dydxyxe yx 22sin
2

22
+∫∫ +−

R

 f)   

3.) Să se calculeze ariile domeniilor limitate de  

 a) elipsa ( )                  R :  yxv
yxu

43
210

+=
−=⋅π( ) 10014332 22 =++++− zxyx

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
π

2
1

4
3 b) cercurile  şi dreptele xyxxyx 4,2 2222 =+=+ 0, == yxy   R :  

 c) parabolele        R : 
3
a0,2,,2, 2222 >==== aayxayxxyxy  

4.) Să se calculeze volumul corpului limitat de suprafeţele  
a)

xyxyaxyaxyyx 2,
4

2
9 aR : 

2
 ,2,,z 2222 ====+=

      

 b) ( )
 

( ) 0,0,y-xayx,0az-y 22222222 >==+=+ azx   R   : 
8

3π a
 

5.) Să se determine centrul de greutate al plăcii omogene limitate de astroida 33 a=  şi axele Ox 

 R: 

22
3
2

yx +

şi Oy              
π31566 ==
ayx 256

 

6.) Să  inerţie în raport cu axele de coor  

curba ( )022 >=+ aayyx .              R : 

 se calculeze momentele de donate ale plăcii omogene mărginite de

d
a

Id
a

I yx 64
,

64
5 44 ππ

==  
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III. INTEGRALA TRIPLĂ 

1. Definiţia integralei triple 
 Integrala triplă a unei funcţii de trei variabile pe un domeniu compact din 3R  se 
introduce absolut analog integralei duble. 
 Noţiunea de integrabilitate, diversele criterii de integrabilitate, proprietăţile funcţiilor 
integrabile, se transpun cu uşurinţă de la funcţiile de două la cele de trei variabile. 
 Pentru a nu relua întreaga teorie şi mai ales pentru a simplifica expunerea, ne vom 
limita la cazul funcţiilor continue. 

 Fie V un compact din 3R  şi { }n
iv 1=Δ  o diviziune a sa, obţinută prin împărţirea lui V 

într-un număr finit de compacte cu ajutorul unor suprafeţe, neavând puncte interioare comune. 
Norma diviziunii Δ  este ),v(dmax)( i

n,i 1=
=Δν  ( )ivd  fiind diametrul mulţimii . iv

 Fie  o funcţie continuă, , o 

diviziune a lui V, punctele 

R→Vf : { }n
iv=Δ

( ) ( )nivP iiiii ,1,, =∈ςηξ  şi suma 

integrală  . ( ) ( )∑∑ ςηξ==σ Δ

n

iiii

n

ii vvol,,fvvolPf)f(
11

 Dacă  reprezintă densitatea unui corp ce ocupă 
domeniul V, atunci 

0≥f
( )fΔσ  aproximează masa corpului, 

aproximaţia fiind cu atât mai bună cu cât diviziunea Δ  este mai fină. 

 

 Numim integrala triplă a funcţiei f pe V, numărul  ).f(limI
)(

σ=
→Δν 0

 

 În cazul funcţiei continue f , această limită există, este finită şi nu depinde de alegerea 
punctelor .  Integrala triplă se notează  iP ∫∫∫∫∫∫∫∫∫ ω

VVV

.dfsaudzdydxf,dzdydx)z,y,x(f

2. Calculul integralei triple 
 Fie V un domeniu simplu în raport cu axa Oz adică un domeniu definit de inegalităţile 

⎩
⎨
⎧

ψ≤≤ϕ
∈

)y,x(z)y,x(
D)y,x(

:V  

unde  sunt funcţii continue pe D. ψϕ şi
 Procedând ca în cazul integralei duble se obţine următoarea 
formulă de calcul 

 

∫∫∫ z,y,x(f ∫∫ ∫
ψ

ϕ

=
V D

)y,x(

)y,x(

dz)z,y,x(fdydxdzdydx)  

 Prin urmare calculul integralei triple se reduce la 
calculul unei integrale duble şi a unei integrale simple. 
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 Exemplu. Să se calculeze 
( )∫∫∫ +++

=
V zyx

dzdydx
I

31
 dacă domeniul V este limitat de planele 

. 1,0,0,0 =++=== zyxzyx
 Soluţie.  
 

 

 

Deoarece  avem 
⎩
⎨
⎧

−−≤≤
∈

yxz
Dyx

V
10

),(
:

( ) ( )

( )

.
16
52ln

2
1

1
1

2
1

2
1

16
1

1
1

2
1

16
1

)1(2
1

16
1

)1(2
1

8
1

1
1

4
1

2
1

1
1

2
1

1

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0
2

22

1

0

1

0
23

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−−−=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++

−+−=
++

+−=

=
++

+−=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

++
−−=

=
+++

−=
+++

=

∫

∫∫ ∫

∫∫∫∫

∫ ∫∫∫∫

−−

−−
−−

dx
x

dy
yxyx

dy
dx

yx
dydx

Dariadydx
yx

dydx
zyxzyx

dzdydxI

xx

DD

yx yx

DD

 

 Schimbarea de variabile la integrala triplă. 
 Dacă domeniul compact V este imaginea domeniului V ′  prin transformarea regulată 

 iar  este o funcţie continuă pe V, atunci are loc formula 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
′∈

=
=
=

V)w,v,u(   
)w,v,u(zz
)w,v,u(yy
)w,v,u(xx

:T )z,y,x(f

 ( ) dwdvdu
)w,v,u(D
)z,y,x(D

)w,v,u(z),w,v,u(y),w,v,u(xfdzdydx)z,y,x(f
VV
∫∫∫∫∫∫
′

=   

 numită formula schimbării de variabile la integrarea triplă. 
 Exemplu. Să se calculeze  unde ∫∫∫=

V
dzdydxzI

{ }0,,8),,( 2222223 ≤≤+≤++∈= zzyxzyxRzyxV . 

 Soluţie. Făcând transformarea sferică: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

θρ=
ϕθρ=
ϕθρ=

cos
sinsin
cossin

z
y
x

, avem θρ=
θϕρ

sin
),,(
),,( 2

D
zyxD

, şi 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

π
≤θ≤

π≤ϕ≤
≤ρ≤

′

4
0

20
220

:V . 

 Astfel .8
2
2sinsincos

4

0

2

0

22

0

22 ∫∫∫∫∫∫

π
π

′

π=θ
θ

ϕρρ=θϕρθρ⋅θρ= ddddddI
V
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3. Aplicaţii ale integralei triple 
 Calculul volumelor  Faptul că  rezultă din aceea că orice sumă 

integrală a funcţiei  este egală cu . 

∫∫∫=

V

dzdydxVvol

( ) 1,, ≡zyxf Vvol

 Exemplu. Să se calculeze volumul din cilindrul  cuprins între paraboloidul 

 şi planul . 

axyx 222 =+

azyx 222 =+ xOy
 Soluţie.  Cu transformarea cilindrică: 

  avem 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
ϕρ=
ϕρ=

zz
siny
cosx

ρ=
ϕρ )z,,(D

)z,y,x(D , şi 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

ρ
≤≤

ϕ≤ρ≤

π
≤ϕ≤

π
−

′

a
z

cosa:V

2
0

20
22

2
 . Prin urmare 

.
4

3cos16
42

1
2

vol

344
2

2

2cos2

0

2

2

2

0

cos2

0

2

2

2

aad
aa

dd

dzdddzdddzdydxV

a

aa

VV

π
=ϕ⋅

ϕ
=

ρ
⋅ρρϕ=

=ρρϕ=ϕρρ==

∫∫∫

∫∫∫∫∫∫∫∫∫

π

π

π

π

π

−

ϕ

−

ρ
ϕ

π
−′

 

 Masa şi centrul de greutate ale unui corp 
 Dacă ( )zyx ,,ρ este densitatea unui corp ce ocupă domeniul , atunci masa 

corpului este dată de  iar coordonatele centrului de greutate de: 

3R⊂V

∫∫∫ϕ=
V

dzdydx)z,y,x(M

( )∫∫∫ ρ=
V

G dzdydxz,y,xx
M

x 1 , ( )∫∫∫ ρ=
V

G dzdydxz,y,xy
M

y 1 , ∫∫∫ ρ=
V

G dzdydx)z,y,x(z
M

z 1 . 

 Exemplu. Să se calculeze centrul de greutate al jumătăţii superioare a sferei de rază R 
cu centrul în origine, dacă densitatea sa este constantă. 

 Soluţie. Corpul fiind omogen, ∫∫∫=
V

G dzdydxz
V

z
vol

1 . Avem apoi 3

3
2 RvolV π

=  

şi 
 

.
8
3undede,

4
2sin

2
1

sincos

2

0

4

0

3
2

0

2

RzRddd

ddddzdydxz

G

R

VV

=
π

=θθρρϕ=

=θϕρθρ⋅θρ=

∫∫∫

∫∫∫∫∫∫
π

π

′

 

În virtutea simetriei corpului V, centrul de greutate este ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ R,,G

8
300 . 
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 Momentele de inerţie ale unui corp  având densitatea ( )z,y,xρ  şi ocupând domeniul 

V sunt date de formule ca: ( ) dzdydx)z,y,x(zyxI
V
∫∫∫ ρ++= 222

0 , 

( ) dzdydx)z,y,x(yxI
V

z ∫∫∫ ρ+= 22
0 , . dzdydx)z,y,x(zI

V

yx ∫∫∫ ρ= 2
0

 Exemplu. Să se calculeze momentele de inerţie ale piramidei omogene limitate de planele de 

coordonate şi planul 1=++
c
z

b
y

a
x

. 

 Soluţie. Avem , deci const.=ρ

.abcdzzdydxdzdydxzI
V

b
y

a
xc

a
xb

a

xOy ρ=ρ=ρ= ∫∫∫ ∫∫∫
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −

60

3
1

0

2

1

00

2  

Prin urmare

 ( )ρ++=ρ=ρ= 222
33

606060
cbaabcIşicabI,bcaI OzOxyOz . 

 Potenţialul newtonian 
 Pentru un punct material de masă m, potenţialul newtonian sau gravitaţional se 
defineşte prin formula U=m/r, unde r este distanţa punctului material până la punctul din spaţiu 
în care se consideră potenţialul. 
 În cazul unui corp material care ocupă domeniul 3R⊂V  şi are densitatea , 

potenţialul newtonian în punctul 

( )z,y,xρ

( )0000 z,y,xP  este  ( )
( ) ( ) ( )∫∫∫

−+−+−

ρ
=

V zzyyxx

dzdydx)z,y,x(PU
2

0
2

0
2

0
0  

 Exemplu. Să se calculeze potenţialul newtonian al cilindrului omogen definit de inegalităţile 
 într-un punct de pe axa cilindrului. hzayx ≤≤≤+ 0,222

 Soluţie.  Fie  şi densitatea hc > μ . Avem  

( )

( )
( ) =

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −−−+μπ=

−+ρ

ρρ
ϕμ=

=
−++

μ=

∫∫∫∫

∫∫∫
hahr

V

dzczcza
cz

ddzd

czyx

dzdydx

0

22

0
22

0

2

0

222

2

)c,,(U 00

 

 
 
 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .]2ln[ 2222
22

22
2 chhcacachch

cca

achch
a −++++−−+

−+

+−+−
μπ=

 
Exerciţii 

1.) Să se calculeze 

a)  unde V este cilindrul    ( )[ ] dzdydx
V

zyx
/ 21222 2

−

∫∫∫ −++ 11,122 ≤≤−≤+ zyx



 

 96

b)  unde V este limitat de planele ( ) ω++∫∫∫ d
V

zyxsinxyz 0,0,0,
2

===
π

=++ zyxzyx  

c) ω++∫∫∫ dzyx
V

222  unde ( ){ }zzyxRzy,x,V ≤++∈= 2223    R : 
10
π

 

d) dzyxzdydx
xx a

∫ ∫ ∫
−

+
2

0

22

0 0

22  trecând la coordonate cilindrice              R : 2

9
8 a  

e)
( )∫∫∫

≥++ ++1
3222

222 zyx zyx

dzdydx  R : 
3

4π
;  f)

( )∫ ∫∫
∞∞∞

+++0 0 0
71 zyx

dydzdx   R : 
15
8

 

2.) Să se calculeze volumul corpului mărginit de planele 

  xyxyzyxzyxazyxazyx 3,,2,,2, ===+=+=++=++        R: 3

864
49 a  

3.) Să se calculeze volumul corpului mărginit de suprafaţa ( ) xazyx 32222 =++           R : 
3

3aπ
 

4.) Să se calculeze volumul corpului limitat de sfera  şi paraboloidul  

(interior paraboloidului).                R : 

4222 =++ zyx 3z22 =+ yx

6
19π

 

5.) Să se determine centrul de greutate al corpului material omogen care ocupă domeniul 

1
a

0,:
2

2

2

2

2

2
≤++≥

c
z

b
yxx,y,zV .               R : ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ cb
b

aG
8
3,3,

8
3

 

6.) Să se calculeze momentele de inerţie în raport cu planele de coordonate ale corpului material care 

ocupă domeniul mărginit de suprafeţele 0,
2

2

2

2

2

2

>==+ cz
c
z

b
y

x
a

 şi având densitatea d = const. 

    R : 
20

,
20

,
5

3

0

3

0

3

0
dcab

I
dbca

I
dabc

I zxzyyx
πππ

===  

7.) Să se calculeze masa paralelipipedului czbyxa ≤≤≤≤≤≤ 0,0a dacă densitatea în fiecare 

punct  este dată de ( zyx ,, ) ( ) zyxzyx ++=,,ρ    R : ( )cbaabc
++

2
 

8.) Să se calculeze momentul de inerţie în raport cu originea a corpului de densitate 1=ρ  care ocupă 

domeniul ( ){ }032 22222223 >≤++≤++∈= a,azyx,azzyxz,y,xV R .    R : ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

π
6

97
3

5
318

a
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IV. INTEGRALE CURBILINII 

 Integralele curbilinii se introduc pentru funcţii definite pe un arc de curbă. 
 Fie C o curbă simplă din 3R , netedă (sau netedă pe porţiuni) şi orientată, având 
extremităţile A şi B. 

 Fie { }n
iM 0=Δ , unde BMMMA n =<<<= K10 , o 

diviziune a ei prin punctele CM i ∈ . 

  Norma ( )ν Δ  a diviziunii Δ  este cea mai mare dintre 

lungimile coardelor . Dacă  cu 

 este reprezentarea parametrică a curbei C, atunci evident că diviziunii  îi 

corespunde diviziunea  a segmentului 

1+ii MM [ βα∈
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

,t
)t(zz
)t(yy
)t(xx

]

][ βα∈ ,Cz,y,x 1 Δ

{ }n
it 0=Δ [ ]βα,  unde β=<<<=α nt...t10t  şi . 

Să observăm că 
( )ii ttM =

( ) ( ) 00 →Δ′ν⇔→Δν . Într-adevăr, cu teorema creşterilor finite avem 

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] ( ) ( iiiiiiii

iiiiiii

tttt)(z)(y)(x

)t(z)t(z)t(y)t(x)t(xMM

−λ=−ς+η+ξ=

=−++−=

++

++++

11
222

2
1

2
1

2
11

&&& )
 

unde [ ] 111 −=∈ςηξ + n,it,t,, iiiii . Notând cu  ,maxM,minm i
n,i

i
n,i

λ=λ=
−=−= 1010

 avem  

( ) ( )Δ′ν=−≤=Δν ++ MttmaxMMMmax)( iiii 11  şi 

( ) ( ) )(
m

MMmax
m

ttmax iiii Δν=≤−=Δ′ν ++
11

11 . 

 
1. Integrala curbilinie în raport cu lungimea arcului (de speţa I-a) 
 Fie funcţia continuă { }nM,C:F 0=Δ→R   o diviziune a curbei C , câte un punct  

aparţinând arcului şi suma integrală  unde l  este lungimea 

arcului . 

Pi

M Mi i+

∩
1 ∑

−

Δ =σ
1

0

n

ii l)P(F)F( i

1+ii MM
 În cazul în care F  reprezintă densitatea liniară a firului material având ca imagine curba 
C, σ  aproximează masa firului. ( )Δ F
 Prin definiţie, integrala curbilinie în raport cu lungimea arcului a funcţiei F de-a lungul 
arcului AB este .  Se foloseşte şi notaţia . 

( )
( )FdlF

AB
Δ

→Δν
σ=∫ 0

lim F dl
C
∫

 Se poate demonstra că în ipoteza făcută (curba netedă şi funcţia F continuă) limita de sus 
există, este finită şi nu depinde de alegerea punctelor intermediare . Pi
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 Proprietăţi ale . ∫
C

dlF

            1.)  nu depinde de sensul de parcurs al curbei, adică . ∫
AB

dlF ∫∫ =
BAAB

dlFdlF

2.)  ( ) R∈βαβ+α=β+α ∫∫∫ ,dlGdlFdlGF
ABABAB

 (liniaritatea) 

3.)  dacă ∫∫∫ +=
CBACAB

dlFdlFdlF
∩

∈ ABC  
 

(aditivitatea faţă de arce) 

 Calculul . ∫
C

dlF

 Evident că dacă , atunci ( ) 1+∈τ iiii MMP [ ]1, +∈τ iii tt . Are loc aproximarea 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )iiiiiiii

iiiiiiiiii

ttzyxzyxF

ttzyxzyxFlPFF

−τ+τ+ττττ≈

≈−ς+η+ξτττ≈=σ

+

+Δ

∑
∑ ∑

1
222

1
222

)()()()(),(),(

)(),(),()()(

&&&

&&&
unde 

. Aceasta rezultă din continuitatea uniformă a funcţiei [ 1+∈τςηξ iiiiii t,t,,, ]
)w(z)v(y)u(x)w,v,u(g 222 &&& ++=  pe compactul [ ] [ ] [ ]βα×βα×βα ,,, , precum şi din 

mărginirea funcţiei  pe ( ) [ ])(),(),( tztytxF α β, ε.  Într-adevăr, astfel încât 

oricare ar fi punctele 
( )∀ > ∃ε η0,

( ) ( )wvuPwvuP ′′′′′′′′′′′′ ,,,,,  cu η<′′−′′′−′′′−′ ww,vv,uu  să  
avem 

( ) ( )
α−β

ε
<′′′′′′−′′′ w,v,ugw,v,ug . Atunci, dacă ( ) η<Δ′ν , rezultă 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( )

( )∑
∑

∑

ε=−
α−β

ε
≤

≤−τττ−ςηξτττ≤

≤Δττττττ−ςηξτττ

+

+

.

,,,,)(),(),(

,,)(),(),(,,)(),(),(

1

1

MttM

ttggzyxF

tgzyxFgzyxF

ii

iiiiiiiiiii

iiiiiiiiiiiii

 

 Funcţia ( ) 222 zyxz,y,xF &&& ++  fiind continuă pe [ ]βα, , deci integrabilă, observăm că 
trecând la limită ( )FΔσ  când  (echivalent cu ( ) 0→Δν ( ) 0→Δ′ν ), obţinem formula de calcul 
a integralei curbilinii de prima speţă şi anume 

   ( )∫∫
β

α

++= dtzyx)t(z),t(y),t(xF
C

dlF 222 &&& . 

 Observaţii: 

 1.) Forma diferenţială 222222 dzdydxdtzyxdl ++=++= &&&  se numeşte element de 
arc al curbei C. 
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 2.) Formula de calcul trebuie adoptată pentru diferitele reprezentări ale curbei care poate 
fi şi plană. 

 Exemplu. Să se calculeze  de-a lungul curbei∫=
C

dlzxyI 2

2
,8

3
1,:

2
3 tztytxC ===  între 

punctele ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
1

3
21000 ,,B   ),,(A şi . 

 Soluţie. Evident că . Avem apoi [ 10,t ∈ ] ( )dttdttdtttdl

tz

ty
x

+=+=

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

++=⇒

=

=
=

11212
1

2

&

&

&

 

şi deci  ( ) ( ) .dtttdtttttI
42
51

9
41

29
8

1

0

6
1

0

23
=+=+⋅⋅= ∫∫  

 Aplicaţii 
 Lungimea unui arc de curbă 
 Este evident că lungimea curbei C este dată de formula . ∫=

C

dlL

 Masa şi centrul de greutate ale unui fir material 
 Dacă densitatea  a firului material, imagine a curbei simple C este funcţie 

continuă, atunci masa firului este dată de  ,  iar centrul de greutate G  are 

coordonatele 

),,( zyxρ

∫ρ=

C

dl)z,y,x(M

,dlz
L

z,dly
L

y,dlx
L

x
C

G

C

G

C

G ∫∫∫ ===
111  unde L este lungimea curbei. 

 Momentele de inerţie ale unui fir material de densitate ( )zyx ,,ρ  se calculează  cu 

formule ca: ,  ( )∫ ρ++=

C

dl)z,y,x(zyxI 222
0

( )∫∫ ρ+=ρ=

C

Oz

C

xOy dl)z,y,x(yxI,dl)z,y,x(zI 222  

 Exemple.  

 1.) Să se calculeze masa firului material care are ca  imagine arcul de parabolă [ ]1,0,
2

2
∈= xxy  

şi densitatea liniară . ( ) xyx +=ρ 1,

 Soluţie. Masa este dată de ,  iar ∫ +=
C

dlxM )1( dxxdxydl 22 11 +=′+= , deci 

( ) ( )
( )

( )
6

22721ln
2
1chsh111

21ln

0

2
1

0

2 −
++=+=++= ∫∫

+

duuudxxxM . 

 2.) Să se determine centrul de greutate al unei spire a elicei:  
[ ]π∈=== 2,0,,sin,cos tbtztaytax  ştiind că densitatea sa liniară este constantă: 
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 Soluţie. Din bztaytax ==−= &&& ,cos,sin  rezultă dtbadl 22 += . Urmează că   

 ∫∫
π

+π=+==
2

0

2222 2 badtbadlL
C

 

0
2

0

22 =+⋅= ∫∫
π

dtbatcosadlx
C

, 0
2

0

22 =+⋅= ∫∫
π

dtbatsinadly
C

 

22
2

0

22 2 babdtbabtdlz
C

+π=+⋅= ∫∫
π

, şi deci )b,,(G π00 , rezultat evident. 

 
2. Integrala curbilinie în raport cu coordonatele (de speţa a II-a) 
 

 Vom presupune de data aceasta că pe curba C este definită funcţia vectorială continuă 
3RC:F →  unde CPk)P(Zj)P(Yi)P(X)P(F ∈++= . 

 Dacă  este o diviziune a curbei C şi { }n
iM 0=Δ 1+∈ iii MMP , să considerăm suma 

( )

( )∑

∑
−

−

+Δ

Δ+Δ+Δ=

=⋅=σ

1

0

1

0
1

n

iiiiii

n

iii

z)P(Zy)P(Yx)P(X

MM)P(FF

 

 Dacă F  este o forţă ce acţionează de-a lungul curbei C, 
atunci ( )FΔσ  reprezintă cu aproximaţie lucrul mecanic 
efectuat de ea. 

 Integrala curbilinie a funcţiei F  de-a lungul curbei C (integrala de speţa a doua) se 
introduce ca fiind ( )FdzZdyY

C
dxX Δ

=Δν
σ=++∫ 0)(

lim .  Ea se notează şi ∫ ⋅

C
rdF  având 

în vedere că dacă kzjyixr ++= , atunci kdzjdyidxrd ++= . 
 Limita de sus, în condiţiile impuse curbei de a fi netedă sau netedă pe porţiuni şi funcţiei 
F  de  a fi continuă, există, este finită şi nu depinde de punctele intermediare . iP
 Observaţii 
 1.) Analog se defineşte  unde C este o curbă din plan. dyYdxX

C

+∫
 2.) Integrala curbilinie a funcţiei vectoriale F  de-a lungul curbei închise C se numeşte 
circulaţia vectorului F  prin conturul închis C şi se notează ∫=Γ

C

rdF . 

 Proprietăţi: 
 1.) ∫∫ ⋅−=⋅

BAAB

rdFrdF  ; 
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 2.) ( ) R∈βα⋅β+⋅α=⋅β+α ∫∫ ∫ ,rdGrdFrdGF
ABAB AB

 ; 

 3.) 
∩

∈∀⋅+⋅=⋅ ∫∫∫ ABCrdFrdFrdF
CBACAB

. 

 Calculul ∫ ⋅
AB

rdF . 

 În cazul particular în care iXF = , avem 

( )[ ] ( )iiiiiii tt)(x)P(X)t(xtxPX)F( −ξ=−=σ ++Δ ∑∑ 11 & , unde [ ]1, +∈ξ iii tt . 

 Având în vedere că   nu depinde de alegerea punctelor , vom alege 

, şi vom avea 

∫
C

dxX iP

1+∈ξ iiii MM)(P

   

( ) ( ) ( )

( )∫∫

∑

β

α

+Δ

=

→Δ′ν→Δν

−ξξξξ=σ

↓↓
dt)t(x)t(z),t(y),t(xXdx)z,y,x(X

)()(

tt)(x)(z),(y),(xXiX

C

iiiiii

&

&

00

1

 

 Ca urmare formula de calcul a integralei curbilinii în raport cu coordonatele este 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ){ }∫

∫
β

α

++=

=++

.dt)t(z)t(z),t(y),t(xZ)t(y)t(z),t(y),t(xY)t(x)t(z),t(y),t(xX

dzz,y,xZdyz,y,xYdxz,y,xX
C

&&&

 

 Aplicaţii 

 1.) Să se calculeze lucrul mecanic prestat de forţa jyixyxF 32),( +=  în deplasare pe arcul 
∩

AB  

al parabolei :  de la A2xy = ( ) ( )4,2la1,1 B . 

 Soluţie. De-a lungul arcului 
∩

AB  a cărui reprezentare explicită 
este , 2xy = [ ]2,1∈x  avem dxxdy 2= , deci lucrul mecanic va fi 

 1 2 

( ) 52523232
2

1

2 ,dxxxxdyydxx

AB

=⋅+=+ ∫∫
∩

rdF

AB

=⋅= ∫
∩

L  

 
 2.) Să se calculeze circulaţia vectorului kyzjxyixF −+= 2 în conturul închis ABCA unde 

 este un arc de cerc, ( ) ( ) ( )
∩

AB,b,,C,,a,B,,,aA 000000
∩

CA  este arc de elipsă. 
 



 

 102

 Soluţie. Avem 

.
221

2 ∫∫∫∫∫ ++=−+=⋅=Γ
CCCABCAABCA

dzyzdyxydxxrdF  

 

 Punând în evidenţă reprezentările parametrice ale celor trei arce 
avem : 

 ( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=

−=
⇒⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ π

∈
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

0
2

0
0

1
dz

dttcosady
dttsinadx

,t
z

tsinay
tcosax

:C  

şi ( )∫∫
π

=+−=⋅
2

0

2323 0

1

dttcostsinatsintcosardF
C

, 

( ) [ ] ⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

=
⇒

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

=

dz
b
ady

dx

b,z
b
zay

x
:C

0

01

0

2  şi  
6

1
2

02

abdzz
b
zardF

C

b

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=⋅∫ ∫  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
=
=

⇒⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ π

∈
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

dttsinbdz
dy

dttcosadx
,t

tcosbz
y

tsinax
:)C( 0

2
003  şi ∫ ∫

π

==⋅

3

2

0

3
23

3
C

adttcostsinardF . 

 Deci 
63

23 aba
−=Γ . 

3. Formula lui Green*

 Dacă 2R⊂D  este un domeniu compact a cărui frontieră este curba netedă pe porţiuni C, atunci 
vom considera sens direct sau pozitiv de parcurgere a frontierei, acela în care un observator 
deplasându-se de-a lungul ei lasă interiorul domeniului la stânga. 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

Domeniu simplu conex Domeniu dublu conex 

Ambele domenii au 
frontiera orientată 
direct. 

(cu o “gaură”) 
 Teoremă. Fie X şi Y două funcţii definite şi continue pe un domeniu elementar 2R⊂D a 

cărui frontieră este curba netedă C. Dacă 
x
Yşi

y
X

∂
∂

∂
∂   sunt continue pe D, atunci are loc 

formula (lui Green)   ∫∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=+

DC

dydx
y
X

x
YdyYdxX  

 sensul de parcurs al frontierei fiind cel direct. 
 
                                                           
* G. Green (1793 - 1841) matematician britanic. 
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 Demonstraţie 

 Dacă ecuaţia arcului 
∩

AMB  este ( )xy 1ϕ=   cu  şi a 

arcului 

[ bax ,∈ ]

( )xy:ANB 2ϕ=
∩

 cu [ ]bax ,∈ , atunci domeniul D fiind definit 
de inegalităţile: 

)x(
b

2ϕy)x(
xa

1 ≤≤ϕ
≤≤

 

avem 

( )

( )
( ) ( )[ ]

∫∫∫

∫∫∫∫∫

↵

−=−=

=ϕ−ϕ=
∂
∂

=
∂
∂

=
ϕ

ϕ

CAMBANB

b

a

x

x

b

aD

dxyxXdxyxXdxyxX

dxxxXxxXdy
y
Xdxdydx

y
XI

.),(),(),(

)(,)(, 121

2

1  

 În mod analog, dacă ecuaţia arcului  este MAN ( )yx 1ψ=  cu [ ]d,cy ∈  şi a arcului 

 cu , atunci avem  şi ( )yx,MBN 2ψ=
∩

[ d,cy ∈ ] ( ) ( )⎩
⎨
⎧

ψ≤≤ψ
≤≤

yxy
dyc

:D
21

( ) ( )[ ]

∫∫∫

∫∫∫∫∫

=−=

=−=
∂
∂

=
∂
∂

=

CMANMBN

d

c

x

x

d

cD

dyyxYdyyxYdyyxY

dyyyYyyYdx
x
Ydydydx

x
YI

.),(),(),(

),(),( 12

)(

)(
2

2

1

ψψ
ψ

ψ

 
 Formula lui Green rezultă acum făcând diferenţa 12 II − . 
 Observaţii 
 1.) Formula lui Green rămâne valabilă şi pentru domenii care se 
descompun într-un număr finit de domenii elementare, având în 
vedere că frontierele interioare sunt parcurse în  ambele sensuri. Aici 

 

 

.  dyYdxXdyYdxXdydx
y
X

x
Ydydx

y
X

x
Y

D CCDi i
ii

∫∫ ∑ ∑ ∫∫∫∫
= =

+=+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

3

1

3

1

 2.) În cazurile particulare: 0≡≡ )y,x(X,x)y,x(Y  şi 0≡≡ )y,x(Y,y)y,x(X ,  obţinem 

formulele  , ∫∫  de unde rezultă următoarea formulă de 

calcul al ariei unui domeniu D cu ajutorul integralei curbilinii pe frontiera sa.  

∫∫∫ =
CD

dyxdydx ∫−=
CD

dxydydx

∫ −=
C

dxydyxDaria
2
1 . 

 Exemple. 
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 1.) Să se calculeze ( ) ( )∫ +++=
C

dyyxdxyxI 2222  unde C este triunghiul de vârfuri 

( ) ( ) ( )312211 ,C,,B,,A . 

 Soluţie. Curba C este frontiera domeniului   
⎩
⎨
⎧

−≤≤
≤≤

xyx
x

:D
4

21

   Aplicând formula lui Green, avem y
y
X),yx(

x
Y 42 =

∂
∂

+=
∂
∂   şi  

( ) .
3
424)(2)(2

2

1

2
42

1

−=−−=−=−= ∫∫∫∫∫
−

dxxdyyxdxdydxyxI
x

xD

  

 
 

2.) Să se calculeze aria domeniului limitat de curba . [ ]π∈
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
2,0

sin

cos
:

3

3

t
tay

tax
C

 Soluţie.  Avem 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

−=

.dttcostsinady

dttsintcosadx
2

2

3

3
dttsinadxydyx 2

4
3 22=−⇒ . 

 Aria astroidei va fi  

2
2

0

2
2

0

22
8
3

2
41

2
32

4
3

2
14 adttcosadttsinaDaria π=

−
=⋅= ∫∫

ππ

.  

4. Integrale curbilinii care nu depind de drum 
 

 Fie D  un domeniu din 2R , A şi B două puncte din D.. 
 Există funcţii vectoriale jYiXF +=  pe D  care integrate pe orice 
curbă care leagă cele două puncte dau un rezultat dependent doar de 
punctele A şi B. 

Un exemplu din fizică este forţa gravitaţională al cărei lucru mecanic 
nu depinde de drumul de-a lungul căruia ea acţionează. O integrală 

curbilinie care nu depinde de drum, adică de arcul de curbă ce leagă cele două puncte se 
notează ∫∫∫ +⋅⋅

BB

 fără a indica drumul care leagă punctele. 

 

AAAB În cele ce urmează vom da condiţii necesare şi suficiente ca o integrală curbilinie să nu 
depindă de drum. Vom presupune în continuare că funcţiile X şi Y sunt continue pe D.. 

dyYdxXsaurdF,rdF

 Teorema 1. Integrala   (1)   ∫ + dyYdxX

nu depinde de drum în D  integrala (1) este nulă pe orice curbă închisă din D. ⇔
 Demonstraţie  Să presupunem că integrala (1) nu depinde de drum. ⇒
 Fie C o curbă închisă din D , A şi B două puncte ale sale. Avem evident 

 ∫∫
∩

⋅=

∩

⋅

ANBAMB

rdFrdF .     Rezultă de aici că  
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0=−=
∩

+
∩

=⋅ ∫∫∫∫∫
ANBAMB

BNAAMB
C

rdF . 

⇐  Fie 0=⋅∫
C

rdF  oricare ar fi curba închisă .  Fie A şi B două puncte oarecare din D.. 

Două curbe care le leagă şi nu se taie, alcătuiesc împreună o curbă închisă C pe care 

integrala (1) este nulă, 

D⊂C

  şi 21 CC

0=⋅∫
C

rdF  de unde rezultă  şi deci . 0

21

=− ∫∫
CC

∫∫ =

21 CC

 Dacă cele două drumuri se intersectează, atunci se alege un al treilea drum  care nu taie 

nici  şi independenţa de drum rezultă atunci din egalităţile . 
3C

21  nici CC ∫∫∫ ==
231 CCC

 Teorema 2. Integrala (1) nu depinde de drum ⇔  există o funcţie U diferenţiabilă pe D  
astfel încât dyYdxXdU += . În acest caz 

 . )A(U)B(UdyYdxX
B

A

−=+∫
 Demonstraţie ⇒  Fie ( )00 , yxA  un punct fixat din D şi 

 un punct oarecare. ( yxM , )

∫=
M

A

)y,x(U

 În ipoteza în care integrala (1) nu depinde de drum ci numai de 
capete, să considerăm funcţia U dată de formula 

( )
∫ +=+

)y,x(

y,x

dyYdxXdyYdxX

00

. 

Vom arăta că U admite derivate parţiale de ordinul întâi pe D.. Avem 

( ) )y,x(X)y,(XdxX
xx

dyYdxX
xxxx

)y,x(Uy,xU
xx

x

x

M

M
→′

′′

→∫∫ ξ=
 −′

=+
 −′

=
−′
−′ 11  

 

deoarece U este continuă. Deci X
x
U

=
∂
∂ . Analog se arată că Y

y
U

=
∂
∂ . Cum 

y
U  si

x
U

∂
∂

∂
∂  sunt 

continue, rezultă că U este diferenţiabilă şi că dU dyYdxX += . 

 Reciproc, dacă dyYdxXdU += , atunci X
x
U

=
∂
∂  şi Y

y
U

=
∂
∂ . Să arătăm că integrala 

(1) nu depinde de drum. Fie de aceea arcul de curbă 
∩
AB  având reprezentarea parametrică 

. Atunci [ ] [ βα∈βα∈
⎩
⎨
⎧

=
=

,Cy,xcu  ,t
)t(yy
)t(xx 1 ]
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[ ]

( ) ( ) ),A(U)B(U)t(y),t(xUdt)t(y),t(xU
dt
d

dt)t(yU)t(xUdy
y
Udx

x
UdyYdxX yx

ABAB

−===

=′⋅′+′⋅′=
∂
∂

+
∂
∂

=+

β
α

β

α

β

α

∫

∫∫∫
 

de unde se vede că integrala depinde doar de capetele drumului. 
 Lemă. Dacă f este o funcţie continuă pe domeniul simplu conex D şi 

, atunci funcţia f este identic nulă pe D.. D⊂∀=∫∫ DdydxyxF
D

0),(

 Demonstraţie. Să presupunem prin absurd că ar exista un punct  aşa ca 
. Dacă se exemplu,  atunci funcţia f fiind continuă, există o întreagă 

vecinătate V a lui  pe care f să fie pozitivă. Cu formula de medie rezultă atunci existenţa 

unui punct  aşa ca   ceea ce contrazice ipoteza 

pentru . 

D∈0P
( ) 00 ≠Pf ( ) 00 >Pf

0P

VP ∈1 01 >=∫∫ Varia)P(f
V

dydx)y,x(f

VD =

 Teorema 3. Dacă 
x
Y

    ş 
y
X

∂
∂

∂
∂  sunt continue pe D , atunci integrala (1) nu depinde de 

drum 
x
Y

y
X

∂
∂

=
∂
∂

⇔  pe D. 

 Demonstraţie ⇒  Fie D⊂D  oarecare şi DC fr= . Dacă integrala (1) nu depinde de 

drum, atunci conform teoremei 1, 0=⋅∫
C

rdF . Aplicând formula lui Green, 

avem 0=⎟⎟
⎠

⎞
dydx⎜⎜

⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

∫∫
D

y
X

x
Y . Cum D este oarecare şi funcţia 

x
Y

y
X

∂
∂

−
∂
∂  este continuă, 

rezultă cu lema de mai sus că 
x
Y

y
X

∂
∂

=
∂
∂  pe D .  

  Dacă ⇐
x
Y

y
X

∂
∂

=
∂
∂  pe D , atunci  0=+∫

C
dyYdxX  oricare ar fi curba închisă C 

din D , deci integrala (1) nu depinde de drum conform teoremei 1. 
  
 
Observaţii  
 1.) Funcţia U (din teorema 2) numită şi primitivă a expresiei dyYdxX +  nu este unică, 
deoarece şi ( ) dUcUd =+  oricare ar fi constanta c, iar V este aşa ca dyYdxXdV += , 
atunci din ( ) 0=− UVd  pe D  rezultă cUV += . De aceea 
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( ) ( )
( )
∫ +==−=−

)y,x(

y,x

dyYdxX)y,x(Uy,xU)y,x(Uy,xV)y,x(V
00

0000 . 

 2.) Pentru determinarea primitivei U este convenabilă alegerea unui drum paralel cu axele: 
   
 

sau 
 

  
 

Astfel 

. 

( ) ( ) ∫∫∫∫ +=+=
x

x

y

y

y

y

x

x
dx)y,x(Xdyy,xYdy)y,x(Ydxy,xX)y,x(U

000

00

0

 3.) Pentru ca o 

integrală curbilinie din spaţiu  să nu depindă de drum este necesar şi 

suficient ca   

∫ ++ dzZdyYdxX

3R⊂
∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ D pe

z
Y

x
Z,

y
Z

z
Y,

x
Y

y
X  

  

 în ipoteza că . ( )D1CZ,Y,X ∈
 Teorema 1 rămâne evident valabilă şi pentru acestea iar în teorema 2 condiţia de 
independenţă de drum este să existe o funcţie diferenţială U astfel încât 

dzZdyYdxXdU ++= . 
 Spunem în acest caz că expresia diferenţială de sus este o diferenţială totală. 
 Calculul primitivei U se poate face fie cu ajutorul integralei curbilinii 

( )
( )

( )

∫ ++
z,y,x

z,y,x

dzZdyYdxX
000

=z,y,xU  

de-a lungul unui drum convenabil ales, ca cel paralel cu axele pe 
porţiuni 
 

( ) ( ) ( ) ( )z,y,xz,y,xz,y,xz,y,x →→→ 000000 fie ţinând seama că 
toate derivatele parţiale de ordinul întâi ale lui U sunt cunoscute  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=′

=′
=′

.ZU

YU
XU

z

y

x

 

 4.) Considerând câmpul vectorial kZiYiXF ++= , condiţia ca integrala curbilinie 

∫ ⋅ rdF  să nu depindă de drum este ca 0=Frot , ceea ce înseamnă că F  este un câmp 

irotaţional. 
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 Totodată se poate observa că în această situaţie, existând U astfel încât 
, avem ZU,YU,XU zyx =′=′=′ UgradF = . 

 Un câmp vectorial care este gradientul unui câmp scalar, se numeşte câmp potenţial. 
 Funcţia U se numeşte potenţialul scalar al câmpului F . După cum am văzut el 

(potenţialul scalar) se poate calcula după formula ( ) ∫ ⋅=
P

P

rdFPU
0

. 

 Exemple 

 1.) Să se calculeze . dyyedxeyI xx 2
)0,3(

)2,0(

2 += ∫

 Soluţie. Integrala nu depinde de drum deoarece 
x
Yey

y
X x

∂
∂

==
∂
∂ 2 . 

 De aceea vom alege drumul indicat în figura alăturată şi vom avea 

  . ∫ ∫∫∫ −=⋅+=+=
0

2

3

0

0 402
21

dxedxyeI x

CC

 2.) Să se calculeze  unde  C  are ca imagine semicercul 

 reunit cu semicercul ,  şi extremitatea iniţială în 

. 

dyxadxyaI
C

)()( +++= ∫
0,0222 ≥=−+ yaxyx 0222 =++ axyx 0≥y

0),0,2( >aaA

 Soluţie. Se observă că  1=
∂
∂

=
∂
∂

x
Y

y
X

. Integrala nedepinzând de drum vom alege drumul direct de 

la A la B pe axa Ox. Astfel 
 

( ) ( ) 2
2

2

4adxadyxadxyaI
a

a

B

A

−==+++= ∫∫
−

 

 3.) Să se calculeze o primitivă a expresiei  ( ) ( ) ( )dzxyzdyxzydxyzx 323232 −+−+− . 
 Soluţie. Verificăm mai întâi dacă expresia dată este o diferenţială totală, calculând rotorul funcţiei 

k)xyz(j)xzy(i)yzx(F 323232 −+−+−= .  Avem 

.)zz(k)yy(j)xx(i

xyzxzyyzx
zyx

kji

Frot 0333333

323232

=+−++−−+−=

−−−
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=  

 Vom calcula primitivele expresiei date prin ambele metode. 
 Metoda I. Pornind de la un punct convenabil ales, originea de exemplu, pe drumul 

),,()0,,()0,0,()0,0,0( zyxyxx →→→  avem 
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.xyzzyxdy)xyz(dyydxx

dz)xzz(dy)xzy(dx)yzx()z,y,x(U

zyx

)z,y,x(

),,(

33222

323232

222

000

000

−++=−++=

=−+−+−=

∫∫∫

∫

 Primitivele expresiei date vor fi de forma  cu C oarecare. Cxyzzyx +−++ 3222

 Metoda a II-a. Vom determina funcţia U ştiind că     

xyzU

xzyU

yzxU

z

y

x

32

32

32

−=′

−=′

−=′

 

 Din prima ecuaţie rezultă prin integrare că . ),(3),,( 2 zyfxyzxzyxU +−=

 Urmează să determinăm funcţia ( )zyf ,  ţinând cont şi de următoarele două ecuaţii ale sistemului, 
adică de faptul că 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=′+−

−=′+−

xyzfxy

xzyfx

z

y

323

323
  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=′

=′
⇒

.zf

yf

z

y

2

2

 Problema s-a redus astfel la determinarea funcţiei de două variabile  cunoscându-i 
derivatele parţiale. 

),( zyf

 Din prima ecuaţie rezultă că ,  iar  se determină ştiind că )z(gy)z,y(f += 2 )(zg

z)z(g 2=′ , deci  . Astfel . Cz)z(g += 2 Czyxyzx)z,y,x(U +++−= 222 3
 

Exerciţii 
1.) Să se calculeze integralele curbilinii de prima speţă: 

a) ( ) [ ]1,0,1arctg2,1ln: 2 ∈+−=+=∫ − tttytxC  unde  dlye
C

x .      R: 
2
2ln

42

2

−
π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

 

b) ( )∫ +
C

dlyx 22  unde C este un arc al spiralei logaritmice ( )0>=ρ ϕ maem  având capetele 

( ) ( )00 ,Oşia,A −∞ .                    R: 
m

ma
5
1 22 +

 

c) ∫ +
C

dlzy 222 unde C este cercul . yx,azyx ==++ 2222 R:  22 aπ

d) unde C este conturul pătratului ∫
C

dlxy 0>=+ a,ayx  R :  0 

R  :
32

34R  e)  unde C este sfertul cercului ∫
C

dlxy
4

2
222222 Ryx,Rzyx =+=++  

      din primul octant 
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2.) Să se calculeze masa firului material având ca imagine curba katjatiatr
32

32
++=  între 

 ştiind că densitatea sa este 10 21 == t,t
x
z3

=ρ . 

3.) Să se determine centrul de greutate al firului material reprezentat de curba: ,  54tx =

[ 11215 34 ,t,tz,ty −∈== ]  având densitatea z
2
1

=ρ . 

4.) Să se calculeze integralele curbilinii de speţa a doua: 

 a) ( )
∫ +

−

C yx

dxxdxyxy
22

unde C este bucla din dreapta a lemniscatei  parcursă în sensul 

acelor de ceasornic. 

ϕ=ρ 222 cosa

b) ( ) ( )∫ +

++++

C yx
dzdyyxdxzy

22  unde C este segmentul orientat ( ) ( )121011 −− ,,B,,,A,AB . 

5.) Să se calculeze circulaţia câmpului kzjyixV 222 ++=  de-a lungul curbei de intersecţie a 

suprafeţelor (curba lui Viviani).  0  şi  22222 =−+=++ axyxazyx
6.   

Să se calculeze circulaţia câmpului kyzjxyixV 222 +−=  
prin conturul închis ABCA. 
 
 

7.) Fie C o curbă închisă care mărgineşte un domeniu de arie A. Să se calculeze 

. ( ) (∫ +++
C

dyyxdxyxy cossin1sincos )

8.) Să se calculeze  fiind semicercul 

  parcurs de la 

( ) ( ) AMOdymyedxymye

AMO

xx ,cossin∫
∩

−+−

axyx =+ 22 ( ) ( )0,00, OlaaA  în sens direct.  

R: 
8

2amπ  Se completează cu segmentul OA şi se aplică formula lui Green 

9.) Să se calculeze aria buclei curbei ( ) xyyx =+ 3  

R: 
60
1

. Se obţine reprezentarea parametrică făcând . txy =

10.) Să se determine o primitivă a integrantului şi să se calculeze integrala 

                  R: 62 ( ) (
( )

( )

∫
−−

−++
0,3

1,2

42234 564 dyyyxdxxyx )
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( )
( )

( )

∫
− +++

+−+
4,2,2

5,1,1
222 2xyzyx

dzyxdyzdxz
11.) Să se calculeze .             R: 

4
π

 

( ) ( )
( )222

2222 22

yx

byxyxdxaxxyy

+

++−++
12.) Să se determine constantele a şi b astfel încât expresia  să 

devină o diferenţială totală şi să i se determine o primitivă. 
13.) Să se determine u dacă 

( ) ( )
dzeye

z

yxe
dyze

z
xedxedu zyzz

y

yzz
y

z
y

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

++
+

−+
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
+

+
+= −

2
11 ( ) zyzz

y

eexeu −−++= 1  .  R: 
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