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Testul 36

Subiectul |

1.B={1,2,3,4,6,12} > A-B={5}. 2. Ecuafia fix) = x se scrie |x—2|=x-4. Daci x > 2,

ecuatia devine x — 2 = x — 4, 5i nu are solutii. Daci x < 2, ecuatia devine 2 —x =x — 4 = x = 3. Punctul

este A(3, 3). 3. Avem 3" =3.9" = 3" 4+ 9" =4.9* Ecuatia se scrie 4 - 9 =36 <> 9 =9, deci x =

1.

4. Deoarece Cly —Cy =Cy™', egalitatease scrie ;™' =C] =>n-1=Tsaun-1=2=>n=8saun=3.

5. P“nclml 0(0, ?) apartine dreptei d). Distanta dintre drepte este distanta de la0 lady: x -y + 1 =0,
- 0-0+1] _

'y
JE+C)? V2

6. BC' = AB? 4 AC—24B- AC-cos A =19 => BC =19 = 2R=-BC  p - 319 _ 57
sin 4 3 3

Subiectul Il

2 283 -8 0
1o 4= ; A= =-81,.
? [2J§ —2] (0 —8) *

b) Deoarece A%=64 L, avem 4° é A =1, , deci inversa matricei A este é A.

¢) Avem detX’ = det4 = 4, deci detX = +2. Dac3 detX = 2, atunci X> — (Tr X) - X+ 2 , = 0,. Cum X* = 4,

3 3
B -\3/_} = (TrX)*=6 = ttX= +/6 deunde X=:t—1—(‘/g _1]

V21 3)
. -1 -3
Daci detX =-2, atunci (TrX) - X=X2-2 1, =L/§ . J = (Tr X)* =2, ecuatie fird solutiiin R .

rezults (TrX)X = X? -2, =[

2.a) x1x; + X3x3 + x3%; = 3.

b) Daci + xj, x,, x3, atunci 2x; =x; +x3 = 3x; =x) + X3+ x3= 6 = x, = 2. Atunci A2) = 0, deci 8 — 24
+6+tm=0=>m=10.

o Avem x; = xiq, x3 = xig". Din 6 = xi(l + ¢ + @), 3=x}gll+q+¢"), remlth xg=-. =

Ny

1 .
= x2=E.Atunc1 f(%)=0,deci %—%+-§—+m=0 = m=—%.

Subiectul Iil

Lo f/D)=1+ l >0, Vx >0, deci feste strict crescitoare.

bHA)=1>0, f ( ) = —1<0. Din continuitatea functiei frezulti cerinta.

) SO+ +...+ f(n)= n(n+1) +In n!. Avem limn—(;t—l) 2 inl<n = ogl_nl<ﬂ $i, cum
n—»0 n n n
Inn
11-13,7 =0, rezulti '1'1_1;1; h:l" =0 . Limita este egali cu % . (Alternativ, folosi{i lema Stolz-Cesaro).

1

2.9 fx)=1_ InGe® |‘_l
. SInGe? +1) = S(5in2-n17).

B Notind 1=, dt=2x dr, avem ['x /(%) dr=— [/ &t = 2s5In2-m17).

= e g———. E——_ W - 7

o[ f(t)dt:lntﬂ'—%ln(tz+l)|:=lnx—%ln(xz+1)+—l‘l22=%ln 4102 geci lim ff(t)dt=72.

x*+1 2
Testul 37
Subiectul
1. zz—%-z {— = 2+—\£—ii; E=—;——-‘/2§t = z?+Z=0eR. 2.Este necesar si suficient ca

ASO<:>1—4mSO@me[i—,oo). 3.Fie y € [1, ). ecuatia f{x) = y are solutia x=4/y-1eR, deci

fe surjectivl’i 4.T,.,= C,"oos/gk e Q & ke par, decik € {0, 2,...,, 100}. Sunt 51 de termeni.
L+l =244 o3 a+b=10.
2 2

5.4=——=b=17,

1 1 2
___+__ —
”) tgx+tg7r/6 NE) \/5 NE) =y

6) 1- tgxtglr/6 1 -2_
3

6. tg (x+ 1
3
Subiectul ll
11 2 1 1
1 1|=>det(4-30)={1 -2 1 |=0.
11 1 1 =2
3n—l +l 3n-l 3n—l
BA=34>4"=3"4> L+4"=| 3 341 3
3n—l 3n—l 3n—l +1
3n—l+l 3n-l 3n—l l 0 3n-l
G +D| 37 341 3 =@"+D[0 1 37 [=3"+1=3"+1=82 =n=4.
1 1 1 00 1

tl.a) A=

b

det(l; + A4") =

¢) Cautim x € R astfel incat (I, + A)(I, +x4) =1, & L+ A+ xA+ x4’ =1, & A+xA+3x4=0; , de

__1—-(1,+A)‘.

unde (4x+)A4=0=>x= 1 . Inversa este I, - ——A Alternativ, (I; + A=
4 4 det(l, + A)

, care verificd -5b = -1, a+4b=§ si

2.a) Avem a — 4b =0, 5b = 1 = b= 5

,a=

Wi

1
5
& + 9% = 1, deci matricea apartine lui G.

a-4b  5b
B FieX YeG=3a b c deR astfel incat & + 94 = + 9 = 1si X=[ )

c—4d 5d ac ~9bd - 4(ad + bc)
Y= .Avem XY =
-5d c+4d —5(ad + bc)

(ac— 9bd)* + 9(ad +bc) =(a* + 92)(c* + 9d%) =1.

5(ad + bc)

e G , deoarece
ac —-9bd +4(ad + bc)]

¢) inmultirea este bine definita pe G, este asociativi, are elementul neutru I; & G (pentru a = 1, 5=0),
.. . 4 1 a+4b -5b a+4b =5b
iar inversul elementului Xeste X~ =— 3 = eG

a +9 5b a-4b 5b a-4b

-5b a+4b)’

m MATEMATICA - M1
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X
NPT

1.9 f'(0)=1 X =\/xz+l+x
il @) +\/x2+1 Vx? +1
5 f'(x)——fﬂ:» 1=

x*+1

=ONE +1-x f() = f(x)--

©) lim f(x)=co

hmf() lim

o x4 l+x

2.9) f(x)=

8) Notam = Inx, d =L dx . Atunci Ide=£f(t)dt=21n2-ln3.
pd X

(x+l)(x+2) x+1

x-—Ho

1

x+vxt+1 f®)’

S®

>0, deoarece \/x2+l>\/x—z=|x|2_x'
7 -

2 +1

< P+ ()=

» de unde rezulti cerinta.

[l+1, J hm(f(x) 2x)—11m(\/x +1-x)=

x+2

=0, deci y = 2x este asimptota graficului spre +co.

= [/ dr= (G +D-In(x+2) [} = 2 12— 1n3.

<) Conform teoremei de medie, exista c, € [1, n + 1] astfel ca f = S dx=f(c,).

Dinn<c,<n+lrezulti 1s2<y4+1 »deunde lime, = i lim& <y,
n

Testul 38
Subiectul |

n

n—®o nox pn

c2

i
hmn f(c)—hm— —————=1-1=1.
"-'mc c +3c,+2

1. |AuB|+|AnB|=|A|+|B|:>]AnB|=4

2, xy=—1=—§,decia=2;

Ca urmare,

Yv=l-a+b=b-1=b=2. Atunci2a+b=6.

3. lgzxz—l:>lgz2 =+1. Rezultd x* = 10 sau x? _-6 , de unde xe{—\/_\/_ 1 1

Vio" Vio

4. Sunt C; functii strict crescatoare $i C; functii strict descrescitoare. In total 2 Ci=10.
5. Dreptele d, si d, se intersecteazi in punctul (-1, -1). Atunci-1-a+1=0=g=0.

6. C=180°-30°— 75° = 75°% si smC=sin75°=M:R
4

Subiectul 11

53
1.a) XA:(1 1):BX - b) Demonstrim prin inductie dupi n. Evident, B'=(] 2'1]. Din
0 1

Bn+l=Bn_B=[

1
0

2n
1

J

1 2
01

M

1 2(n+1)

0

1

_2sinC

) ,»n € N*, rezulti cerinta.

=2(V6-2)

=}

©) Avem 4 = X'BX = 4'® = (X"'BX)...(X 'BX)=X"'B'X . Din detX = 2 5i X =( 1 3
‘——q———a -

e 100 ori
1

i L1 ) g gwodf 1 ST)1 2003 1) 1202 200
obfinem X~'=o-| _ |, deci “a2l-1 3o 1 1 1) 2(-203 —201)°
2.0 f=QX-D-(X*-X-1)+4;catul este X*—X -1, iar restul 4.

b) Din f = 2(X - x)(X — XX — x3) deducem f{1) = 2(1 — x;)(1 — x;)(1 — x3). Pe de alti parte
Al)=2-3—-1+5=3, deci (1 -x)(1 —x)(1 -x3) =%.

S 1 1 1 15 1 1 1 _fM_6-6-1__1
¢Din f X- x,-"X—xz"»X—Jc3 rezu x—x,+x—x2+x x, f@O 3 3°
Sul;iedul ]

1. a) f'(x)=1+cosx20, Vx € R. Deoarece multimea zerourilor functiei /' este formati doar din

puncte izolate: f'(x) =0 <> x=(2k + )z, k € Z , rezulti ca functia feste strict crescitoare.
b) Avem x-1< f(x)<x+1,VxeR, de unde rezulti ci HTW =310 . Functia este continui, deci

S(R) =R, adici feste surjectiva.

¢) Cum X=2 f (x) el , Vx> 0, rezultd limM =1. Functia g(x) = Ax) — x = sinx nu are limiti
x e x

la 4o, deoarece x, = nn —— ®, gx,) = 0 —> 0 i y,,=§+mr—T>oo, g(y,,)=1—"—)l.

Rezultd ci f nu are asimptote citre +wo. Analog, se arati ci f nu are asimptote citre —o. Din
continuitate rezultd ci fnu are asimptote verticale.

2.9 15,=[" Ss‘“mz"dx 2 [ cosxdr=2sinx|]

1/2

b) Cum sin(n+2)x —sinnx = 2sin 2% > cos?'"2+2x rezultd [, ,~1, =2 [lz cos(n+1)xdx =

2 sin("+l)”.

2 . x/2
=——sin(n+1 = =
Gt Dy

n+l

¢) Daci n e impar, atunci — > ——e€eZ si sin

(n +21)” =0.Deducemct [, =L, =..=1,, = flzdx =

NN

Testul 39

Subiectul |

1. De exemplu x=—J2 +1, deoarece s/-2-+x=leQ *

2. Functia f este crescitoare pe intervalul [x,, = —%, + oo) . Trebuie ca —% <2,decim=-8.
3. % = arcsin—‘/zi . Functia arcsin : [-1, 1] 5 R este crescitoare, deci x € [4-1, %] .
4, 5! =1205i 6! = 720; rezulti n € {1, 2,3, 4, 5}.

5. Mijlocul segmentului BC este M (3—21,%4) =M (1,%) . Mediana din A are lungimea

AM=J(1-1)1+(2_%)2 =%.




3z : . A ;
6. Avem 72‘<4<7, deci punctul de coordonata 4 pe cercul trigonometric este situat in al treilea

cadran. Rezulta sin4 < 0.

Subiectul 1l
1
1. a) detd = 051(0 =1#0, deci rang4 = 2.
2 0 2 4 0 4
b) £=[0 1 0[; £=[0 1 0|.DinA’=ud’+vd obtinem4=2u+v,1 =u+v,deunde u=3,
2 0 2 4 0 4
v=
1 0 -1
¢ X=4"=| 0 0 0 |,ciciadjuncta matricei 4 verifici relatia A-4"=A4"-A=(det4)-1,=0,.
-1 0 1

2. @) X - 1divide f & f(1) = 0. Deoarece f{1) = 4 + m obtinem m = 4.

) Cum 1 este radicina, avem f= (X -1)(X> - 5X + 4). Obtinemx; =x;=1,x;=4.

¢) Daci r este radicina dubld, atunci Ar) = f'(#) = 0. Din f'(r) = 37 - 12r + 9 = 3(r— 1)(r—-3) se
obtine r = 1, pentru care m = —4, sau r = 3, pentru care din f{3) = 0, rezultd m = 0. Asadar, m € {0, -
4}.

Subiectul lll
1
1. a) 1lrrll / (“‘2 lf O hnx” } +0, deci fnu este derivabili (la dreapta) in x = 1.
X — X x —_—

x>1

i L =D _ L [a1)

=l x—(=1) =1\ (x +1)°

=+, deci fnu este derivabild inx = —1.

2
b fix)= 3x —%x—l __(x-DBx+D) 3x+1
Y-+’ 3Yx-D'x+)? 3Yx-DE+1)?
¢) Derivata se anuleaza in x = —1/3 si are semnul trinomului 3x® — 2x— 1 = (x — 1)(3x + 1). Dupi cum

se vede si din tabloul de variatie, punctul x = 1/3 este punct de maxim local, iar x = 1 este punct de
minim local, deoarece feste continui.

VxeR -{-1,1}.

1
x |- -1 3 1 +00
SEOPF+++ | +++ 0 ——— [ ++++

@] A o/@\o/

2.0 I3,3)=| (-0 dx=[G?-22+xY) dx= 1.2,1_1
‘[: ) ‘c( ) 3 4 5 30
b) Cu substitutia ¢=1-x, avem I(p, q)=—jo A= de= = r -0 dt=1(q, p).

1
- [ Zg-va-nr2na=
p

0

© Integrind prin parfi, avem I (p,q)= i'(l -x)
p

= q—l - -
0+7£ *A-x)"2dx= q—ll(p+l,q—l),deunde rezultd cerinta.
p
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Testul 40

Subiectul |

1. Intersectia este vida daci si numai daci a + 1 <0 saua2 1. Rezultd g € (-1, 1).

2. Cautim g, b, ce R, a# 0, astfel incat flx) =ax’ + bx + ¢, xe R .

Avem fl0)=c=>c =0, j(l) atb+c>a+b=15iflx)=4a+2b+c=2a+b=4 Obfinema=3,
b=-2,c=0si Ax)=3"-2r,xeR.

3. Avem 2 sinx cosx = 2c0s’x <> cosx = 0 sau sinx = cosx <> cosx = 0 sau tgx = |

= xe{%+k7r| k€Z}U{§+k7[| keZ}.
k
4. T, =Ci(x)** (l) =Ct-x'"*  Din 18 — 4k =2 rezulta k = 4; coeficientul lui x* este C; =15
x

5. AB=2 +2j, AB=2J2; AC=-2i+3], AC=13. Avem AB-AC=-4+6=2; pe de alta
1

E )

6. Avem %<2<7r<4<37”,deci0052<O,cos4<0$icos2-cos4>0.

parte, AB-AC =22 -J13 -cos BAC . Rezultd cos BAC =

Subiectul Il
-1 0 1 1 0 -1
1. @) Avemdetd=-1, A£"=| 0 0 -1|,deci 4'=[0 0 1
0 -1 0 01 0
b) Pentru n = 2, egalitatea este evidentd. Pentru n» = 3, ardtim ci A -—A=4-1 Intr-adevir,
111 1 21
A=|01 0|, ££=|0 0 1| si £ -~ 4> -4+ L = 0;. Daca pentru un n > 2 avem
001 010

A" — A™? = 4% _ I, prin inmultire cu 4 rezultd 4™ — 4™ = 4> — A = A* — I, ceea ce probeaza cerinta.
) Avem A'® — AP =42 — I, A - A = A2 — I, ..., A — I = A* — I,. Adunand cele 50 de egalitati

1 50 50
obtinem A4'® — I = 50(4% — I5), de unde 4'® =504 -49L,=[0 1 0
0 0 1

. o a 3 ¢ 3d
2. FieX Ye M= 3a, b, ¢, d e Q astfel incit X = b , Y= d :
a c

a-c 3b-d)
b-d 3a-c¢)
ac+3bd 3(bc+ad)
( bc+ad  ac+3bd
¢) Din punctul a) rezulti c (M, + ) e subgrup al grupului aditiv M, (Q) . inmultirea este bine definitd
pe M, conform punctului 8). in plus, este asociativi, distributiva fati de adunare si admite elementul

1
neutru I, =[0

a) X—Y=[ JeM,deoarecea—c,b—deQ.

b XY= JEM,deoareceac+3bd,bc+adeQ.

0 L 4 1 a =3b
€ M, pentru a = 1, b = 0. Inversa matricei X este X~ =—; 5 care
1 a*-3b*\-b a

apartine lui M deoarece =b 7€ Q; a se tine cont ¢i a, b € Q implicd & - 34” # 0,

—at 208 ;
a* -3 a* -3
deoarece /3 ¢ Q. Cerinta este demonstrati.

35
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Subiectul Il

1.4 }i_{?o(dx‘—12x2+l—x2)=lim —12x +1 = lim X ==12_ 4.

x—»me4_12x2+l+x2_x—-no l—l—%-'i'%-f-% 2
V X x X

b)f'(x)= 4(x* — 6x), x € R . Din tabloul de variatie, —J6,0,/6 sunt punctele de extrem ale functiei f;

x |- /6 0 J6 4o
S @Of-——- 0 +++0-—- 0 ++++
N =35 A 1N -3 /2

o [1(X)=43x"-6)=12(x" -2)=12(x —J2)(x ++/2) . Derivata a doua se anuleazi in —/2 si V2si
schimbi semnul in jurul acestor puncte, deci sunt puncte de inflexiune ale functiei f.

e L@ _LO-70 _2-1_1
2.9 [ fos=D2| S22 0 20

b V=7r£f2(x)dx=7r£(x2+l)dx= . ("éu)

=4
e

¢) Aria este S=_r)f(x)dx=£x'f(x)dx=x-«/x+1l;-ﬁx. : ldx=ﬁ_-c’i;—+z;—l—ldx=
x°+ X+

=J5—S+1n(x+Jx2+1)| , deci S=%(\/E+In(1+\/5)).

1
0

B et
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