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PREFATA

Lucrarea de fatd este dedicatd atat prezentarii
teoriel generale a sirurilor recurente, cat si numeroaselor
exemple din cele mai variate ramuri ale matematicii, care
conduc la siruri recurente, cdt si la necesitatea
determindrii termenului general al acestora in unele
situatii  speciale. Dintre aceste exemple amintesc:
ridicarea la putere a matricelor, calculul  unor
determinanti, rezolvarea ecuatiilor diofantice si a celor
functionale, limita punctelor din plan construite prin
proiectii, numdrarea poligoanelor determinate de o refea
de drepte din plan, calculul derivatelor de ordin superior,
calculul ~ primitivelor si al integralelor, introducerea
recurentd a functiilor elementare de bazd etc. Din pdcate,
datoritd volumului mare, nu am putut sa cuprind detaliat in
aceastd lucrare toate exemplele enumerate mar sus.

Sirurile recurente oferd modalitati de rezolvare a
unor probleme puse nu numai de matematicd, ci si de alte
domenii ale cunoasterii. Dintre acestea amintesc: miscarea
undelor sonore, determinarea numadrului structurilor
Kekule din chimia organica, stabilirea  culturilor
bacteriene, filotaxia si legea cresterii organice,
combinatorica discordantelor, strategiile de invatare in
timp minim etc. Se poate deci conchide, ca sirurile
recurente furnizeazd o veritabild metodd de modelare si
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rezolvare, cu o largd arie de cuprindere, a problemelor de
matematicd aplicatiilor sale.

Bazele teorier sirurilor recurente au fost elaborate
s/ publicate in deceniul al ITI-lea al secolului XVIII de
cdtre matematicianul francez Moivre si de catre
matematicianul elvetian Daniel Bernoulli. O teorie
dezvoltatd a elaborat-o marele matematician al secolulur
XVIIT Leonard Euler, care a consacrat sirurilor recurente
un capitol al lucrdrii sale ., Introducere in analiza infinitilor
mici” (1748).



CAPITOLUL I

SIRURI DE NUMERE REALE



1.1. Notiunea de sir.

Exista multe probleme de algebrd, geometrie, informatica
care utilizeaza sgiruri. Este suficient sa amintim progresiile
aritmetice si geometrice, sirul perimetrelor poligoanelor regulate cu
n laturi inscrise intr-un cerc, sirul rezultatelor intermediare intr-un
proces algoritmic etc.

Fie k un numar natural fixat. Vom nota

N, ={neN/mnx>k}, adica N, ={k,k+1,k+2,...}. Deci
N, =N.

Definitia 1.1.1.
Fie M o multime fixata. Prin sir infinit de elemente ale lui M

vom intelege o functie f : N, — M, unde k este un numar natural
fixat.

Punind f(n)=a,, sirul f se mai noteazd (a,), -
Elementul a se numeste termenul de rangul n al sirului.

Asadar, sirul de numere reale (a,),., este functia
f:N — R definitd prin f(n)=a,,Vn>0.

Doua siruri (a,),5c> (b,),>x sunt egale daca a, =b,
pentru orice n >k .

Exemplul 1.1.1.

Dacd a€ R, atunci se poate considera sirul constant

(a,),50 definit prin @ =a pentru orice intreg n > 0.
Daca b#a este un alt numar real, atunci sirul (C, ),

a, daca n este par

definit prin ¢, = nu mai este constant. Se

b, daca n este impar
observa ca pentru orice n>0 avem
I-(-1)" I+(=1)"
c,=b- D +a- (=D .
2 2

Exemplul 1.1.2.

Sirul (n),., se numeste sirul numerelor naturale, a carui
multime de termeni este N.

Exemplul 1.1.3.

Indicam un exemplu de sir care apare in unele consideratii
economice.

Presupunem costul initial al unei instalatii egal cu C. Dupa
inceperea functiondrii instalatiei, C se micsoreaza treptat. Notez cu

C, costul instalatiei dupd n ani de functionare, n >1. Raportul

n
C - C] . . e e

n= T se numeste coeficient de amortizare al costului initial;
deoarece C, <C, avem O<p<I. Pentru calculul lui C_ se
observd mai Intdi c¢d HUC=C-C,, deci C,=C(1-p),
economistii fac ipoteza ca 1n anii urmatori se respectd aceeasi
reguld, adica C, =C,(1-p)=C(1 - n)?,

C,=C,(0-pw=C1- 1)’ ete. si in general, C,=Cl-w"
pentru orice n >1. Agadar, este definit in mod firesc un sir de

numere reale (C,),s,,unde C, =C.
Exemplul 1.1.4.

Pentru orice numdr real X =m, X, X,,Xj3,...,X, >0,
X X X

am notat cu x ¥ =m,x(1) :m+—1,X(2) =m+—1+—22,---
10 10 10

trunchierile sale succesive. In acest mod, se obtine un sir (X(n) )ns0
asociat lui x.



1.2. Siruri convergente de numere reale.

Definitia 1.2.1.
Fie (a,),50 un sir de numere reale si a € R. Se spune ca

sirul (a,),s, are limita a dac in orice vecinatate a punctului a se
afla toti termenii sirului incepand de la un anumit rang. Se scrie

lima, =a.
n—o

Definitia 1.2.2.

Orice sir de numere reale avand limitd finitd se numeste
convergent. Sirurile care nu au limita si cele care au limita infinita
se numesc divergente.

Teorema 1.2.1. (Teorema de unicitate a limitei).
Daca un sir de numere reale are limita, atunci aceasta este unica.

Exemplul 1.2.1.

Fie a,=—,n2>1. Aratim ca (a,),,, este un sir
n
convergent si lima,  =0. Intr-adevir, fie V o vecinitate oarecare
n—oo

a punctului @ = 0. Atunci existd € > 0, astfel incat (—¢,&) 'V

_ 1 o1 : .
si se observa ca daca n>—, atunci —€(0,3) C V, adica toti
€ n

1
termenii sirului a, =— se afla in V, incepand cu rangul

n
N= [l} +1.
€
Exemplul 1.2.2.

e .1 2 s o .
Aratdim cd llm n” = +oo. Intr-adevir, fie V o vecinitate
n—-oo

oarecare a lui + o0, deci existd € >0, astfel incat (g,0)C V.

Punand conditia n’ > €, rezultd n® e V. Cu alte cuvinte, luand
N = [\/E]—i-l, rezultd ca Vn=>N avem n > \/g, deci n? > g,

.2
adicin” € V.

Demonstratie:
Presupunem ca a, —>a si b, — b si avem de aratat ca

a =b. Daca prin reducere la absurd, avem a # b, atunci alegem
vecinatatile V, si V, ale punctelor a si respectiv b, care s fie

disjuncte. Deoarece a, —> a, atunci in V, se vor afla toti termenii
sirului de la un rang N incolo; in particular, in afara lui V;, deci in
V, se vor afla doar un numar finit (cel mult N +1) de termeni ai

sirului (@), deci b nu poate fi limita sirului (a,,), -

Teorema 1.2.2. (de caracterizare a limitelor de siruri).
Fie (a,),5( un sir de numere reale.

1. Sirul (a,),s, este convergent citre un numir a € R

dacd si numai daca este indeplinita conditia urméatoare: pentru orice
€ >0 existd un numar natural N = N(g), depinzand de €, astfel

incat |aIl — a| < € pentru orice n > N,

2. Sirul (a, ), are limita 400 dacd si numai daca pentru
orice €>0 existd un numir natural N = N(g), astfel incat
a, > & pentru orice n > N.

3. Sirul (a,),s, are limita — oo daca si numai daca: pentru
orice €>0 existdi un numir natural N = N(g), astfel incat

a, <—¢ pentru orice n > N.
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1.3. Convergentd si marginire.

Definitia 1.3.1.
Fie s=(a,),»o un sir de numere reale. Daci

k, <k, <k, <...<k, <... este un sir strict crescitor de numere

naturale, atunci sirul (a, )., se numeste subsir al lui s.

1.4. Criterii suficiente de convergentad.

Dam mai Intdi un criteriu care asigura convergenta unui sir
prin utilizarea unor siruri tip care converg citre zero, + 00 sau
— 00,

Exemplul 1.3.1.
Luand k, =2n se obtine subsirul (a,,),s, al lui s al

termenilor de rang par si pentru k| =2n+1, subsirul (a,,,;),50
al termenilor de rang impar.

Teorema 1.3.1.
Daci sirul (a,),5, are limita 1 (in R), atunci orice subsir

(ag, )nso al sdu are de asemenea limita 1.

Consecinta 1.3.1.

Dacid un sir are un subsir divergent sau are douad subsiruri
convergente catre limite distincte, atunci el este divergent.

Exemplul 1.3.2.

Sirul a, =(=1)",n>1, subsirul (a,,),.; converge citre
1, iar subsirul (a,,,,),>; converge catre —1, deci sirul (a,),s;
este divergent.

Teorema 1.4.1.

Fie (a, ), un sir de numere reale.

1. Presupunem ca 1 este un numar real si ca existd un §ir
(b,,),>0 de numere reale pozitive convergent citre zero astfel incat

la, —1<b, pentru orice n>k (k fiind un rang fixat). Atunci

sirul (a,),5o este convergentsi lima  =1.
n—oo

2. Daca (u,),so este un sir astfel incdt limu =00 si
n—w

dacd a, =2 u, pentru orice n > k (k fixat), atunci lima, =co.
n—oo

3. Dacd (v,),so este un sir astfel incat lim v, =—o0 si
n—oo

a, <v,,pentruorice n >k (k fixat), atunci 21—1330 a, =—00.

Teorema 1.3.2.
Orice sir convergent de numere reale este marginit.

Observatia 1.3.1.
Reciproca este in general falsd. De exemplu sirul

a, =(=1)",n>1 este marginit dar nu este convergent.

Observatia 1.3.2.

Daca I}E?Oan =00, atunci sirul (a,),s, este in mod

necesar nemarginit. Reciproca este in general falsd; de exemplu

sirul a, =(—2)" este nemdrginit dar nu are limitd in R .
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1
Luand cazul particular b, = —, rezulta direct:
n

Corolarul 1.4.1.
1 :
Daca |aIl - 1| <—,Vn21,atunci lima_ =1.
n n—o
In cazul particular cand 1=0 si toate numerele a_ sunt

pozitive, se obtine:
Corolarul 1.4.2.
Daca 0<a, <b, pentru orice n>k (k fixat) si dacd

limb, =0, atunci lima_,A =0.
n—oo n—-oo
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Exemplul 1.4.1.

Pentru orice numar real x, sirul (X(n))nZO al trunchierilor
sale succesive este convergent si are limita x. Intr-adevar stim ca

1 .1
‘X(n) — X‘ < —— pentru orice n >0 si lim —=0.
10" n—o 10"

Exemplul 1.4.2.

.2 1
. in“n )
Fie n:S ,n>1. Avem |an—0|£—, deci
n n
lima, =0.
n—»oo
. sinn . cosn
Analog |im =0, lim =0.
n—wo 1N n—»o N

Exemplul 1.4.3.
Fie a, =%/n-1,n>1. Evident a_ >0 si 1+a, =%n,
. n . 1 2,2 n :
deci n=(1+a,)", adica n=1+C,a, +C a; +...4+a,, deci

nn-1)

n ZCiai. Atunci n > a; si cum a_, >0, se deduce

inegalitatea a < /21 pentru orice n > 2. Sirul b, < N
n_

n-1
converge la zero, deci lima, =0, lim¥n =1.

n—oo n—oo
Exemplul 1.4.4.
Orice numar real x este limita unui sir de numere rationale
(respectiv nerationale).

Exemplul 1.4.6.
_2n-1

n
0<a, <2,Vn2>1 si monoton crescitor, deci el este convergent.

Sirul a, ,N>1 este marginit deoarece

Se verificd imediat ca lima, =2.
n—oo

Exemplul 1.4.7.
1 1
Sirul a, =1+-—+—+..+—,n 21 este crescitor si
2° 3 n
marginit superior, agsadar el este convergent.
Exemplul 1.4.8.

n
Sirul e, = (1 + —) ,N > 1 este strict crescator si marginit.
n

1 n
Limita sirului e, = (l + —j se noteazd cu e:e €(2,3).
n

Exemplul 1.4.9.
Indicdm acum un alt sir convergent catre e, anume sirul:

E, =1+l+i+...+i,n21.
1 2!

n!
Sirurile convergente nu sunt neaparat monotone; astfel, sirul
1
a, =(-1)"-—,n>1 este convergent citre zero si nu este
n

monoton.

Teorema 1.4.2. (Teorema lui Weierstrass).

a) Orice sir monoton crescator §i marginit superior de
numere reale este convergent.

b) Orice sir monoton descrescator i marginit inferior in R
este convergent.

Lema 1.4.1. (Lema lui Cesaro)
Orice sir marginit de numere reale are cel putin un subsir
convergent.

13
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CAPITOLUL II

SIRURI RECURENTE
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2.1. Concepte fundamentale.

Fie E o multime. In majoritatea consideratiilor din lucrare
vom admite ¢ca E C R. Dupd cum se va vedea pe parcurs,
numeroase tehnici din cazul E — R se extind fara dificultate in
situatia cdnd E este inclusd intr-un spatiu vectorial. Asa cu am
aritat in capitolul I, o functie f:N — E defineste un sir

(X, )ps0s Xy =f(n),n>0. Notdim {f:N—E}=E". Studiul lui

EN rezidd in evidentierea unor caracteristici ale sirurilor dintre
care citam: marginirea, monotonia, convergenta, calculabilitatea
unor siruri (finite sau nu) de termeni, periodicitatea.

O modalitate extrem de interesantd si de utild in practica

pentru a determina submultimi S importante ale lui EN , consta in
indicarea unei relatii de recurentd (R) si a unor conditii initiale (1)

O relatie de recurenta poate fi datd ca o egalitate in forma
implicitd, explicita sau ca o inegalitate. Forma generald implicita a
unei relatii de recurenta este:

F(n,x,,X, ;,....Xy)=0,VneN (2.1.1)
unde F:NxE™ — E;E"™ =ExEx...xE, iar forma generald
%/—/
n+l ori
explicitd a unei relatii de recurenta este:
*
x, =fn,x, ;,X, 5,.»Xy), VneN (2.1.1)

unde F:NxE" > E.

Cazul extrem de important este cel al recurentelor de ordin
k,k>1,keN; de aceasti dati in (2.1.1) avem

F:NxE*' 5 E in(2.1.1)avem f : NxE* - E si:
F(n,x,, X, »X,.)=0,VneN,n>2k (2.1.2)
X, =1, X, , X, 9, X, 1), VNEN, N 2k (2.1.2°)

Recurentele de ordinul k in forma implicita si explicitd mai pot fi
scrise si astfel:
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F(n, X, X »X,)=0,YneN (2.1.3)
Xpak = M0, X1 Xpikens - X ), VDEN  (2.1.37)

Intre relatiile de recurenti de ordin I le distingem pe cele
liniare omogene:

n+k—1>**

Xp =4, X,,VneN (2.1.4)
pe cele liniare neomogene:
Xpy =4, X, +b,,VneN (2.1.5)
si pe cele omografice:
XHH:M,VneN (2.1.6)
c-x,+d

Definitia 2.1.1.
Solutia generala a recurentei (2.1.3) este multimea sirurilor

(X, )ys0 din E care verifica (2.1.3).

Daca sirul (X, ), din E verifica (2.1.3) si sunt indeplinite
conditiile initiale:

Xo =Pos>X; =Pr>s X1 =Py (2.1.7)
unde Py, Py, - Pry € E fixate, atunci sirul (X, )5, se numeste
solutie particulard a recurentei (2.1.3).

Siruri recurente definite de o functie.

Definitia 2.1.2.

Fiind data functia f:E —E si x, €E, sirul (X,),50
definit prin: X, =f(x),Vne N (2.1.8)
se numeste sir recurent de ordinul I asociat functiei f si elementului
X, € E. Desigur recurenta definiti de o functie este un caz
particular de recurenta de ordinul I.

Observatia 2.1.1.
Daca notam f, =f,f, =f,of,..,f =f ,of atunci
sirul recurent definit anterior prin (2.1.8) se exprima astfel:
x, =1, (xy),n=1 (2.1.8%)
18




Sirul recurent definit anterior se numeste sirul aproximatiilor

succesive asociate lui fs1 X, .

Multimea sirurilor recurente asociate functiei f : E — E si
lui X, € E, se numeste multimea sirurilor recurente asociate lui f,
1ar elementele multimii se numesc siruri recurente asociate functiei
f sau siruri ale aproximatiilor succesive asociate lui f si X,. Se
pune problema determinarii unor clase de functii f, pentru care sirul
asociat lui f g1 X, este convergent. Daca functia f este discontinua,
atunci, in general sirul (X ), asociat functiei f'si lui X, € E nu

converge.
Un caz particular al relatiei de recurentd (2.1.3”) este acela

in care functia f este liniard §i omogend in X, X, i,y X g §I
atunci (2.1.3”) se scrie:

—a! 2 “ox,k>=1 (219
Xn+k _an 'Xn+k—1 +an 'Xn+k—2 +“'+an 'Xn9 = ( ot )
1=1,k fiind date. Sirul (2.1.9) se numeste sir
recurent liniar si omogen. Un caz particular al relatiei (2.1.9) este

sirurile (aln )

neN»

acela in care coeficientii (a,) sunt numere reale fixate (nu depind
de n) si atunci sirul (2.1.9) devine:

Xn+k:a1'X 1+a2'X 2+...+ak'Xn,k21 (2.1.9’)
numitd relatie de recurentd liniard, omogend, de ordinul k, cu
coeficienti constanti. Daca relatia de recurenta are forma:

n+k— n+k—

Xk =X , t..t+a -x,,a,eRii=1k

n+ pta, X

n+k— n+k—

(2.1.10)
fixate si (b,,),5( sir cunoscut, atunci (2.1.10) se numeste relatie de

recurentd liniara si neomogena de ordinul k.
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2.2. Teoreme de existenta si unicitate.

Scopul acestui paragraf este de a ne asigura in conditii de
mare greutate de existentd a unor siruri definite recursiv. Pentru
majoritatea exemplelor prezentate aici vom reveni ulterior cu
determinarea efectiva a termenului general.

Teorema 2.2.1.
Fie o multime si un sir de functii (f,),.y,f, :E" > E

: 0 1 o . .
(facem conventia E° =E =E); atunci existdi un singur sir

(X, )pens X, € E, Vn € N astfel incat: X, =p (2.2.1)
X, =1, (X, X s X1, Xo) VD EN (2.2.2)
Teorema 2.2.2.

Fie o multime si un sir (f,),.y de functii f :E—E.

Existd un singur sir (X,) X, €E,VneN care satisface

neN>»
conditiile: X, =p (2.2.3)
X, =1,(x,),neN (2.2.9)
Exemplul 2.2.1.
Fie sirul (X, ),y astfel incat: X, =p (2.2.1.1)
X, =X, tr,neN (2.2.1.2)

Se observa ca X, ., =X, +TI. Tindnd seama de teorema 2.2.2,
rezultd ca sirul exista si este unic. Sirul poartd numele de progresie
aritmetica si este datde X, =p+n-r,Vne N.
Exemplul 2.2.2.
Fie sirul (X, ),y astfel incat: x, =p (2.2.2.1)
Xp =9-X,,0eN,q#0 (2.2.2.2)
Se observa ca f (x,)=q-X,. Sirul (X,),cy S¢ numeste

progresie geometricd si este datde X, =p-q".
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Prin criteriul majorarii obtinem a, — 0,b, — 0.
Metoda 2.

a
Orice matrice A = (
C

b

d € M, (R) verifica o ecuatie de
forma A>—(TrA)-A+detA-I,=0, (numiti eccuatic
caracteristicd asociati matricei A) unde TrA=a+d (urma
matricei) si det A =a-d—b-c. Se demonstreazi prin inductie ci

existd doua siruri reale (X,) ., (¥,) astfel incat

neN’
An:Xn-A+yn-12,n€N* unde
x,=1,y,=0,x,=TrA,y, =—detA. Pentru a evidentia
relatiile de recurentd constatam:
A=A A=(x,-A+y,-L)-A=x_-A’+y, -A=
=X, (X A+y, L) +y, - A=(X, X, +Y,) A+y, X,
Deci: Xnt1 = X2 "Xy +yn’ Yor1 = Y2 'Xn’\vn eN

Exemplul 3.1.2.

1 1 .
Fie A = (O J. Sa se calculeze A", ne N .

Solutie:
A,—(TrA)-A+(detA)-1,=0,,x,=TrA=2,y,=—det A =-1
x,=1,y,=0;A" =x,-A+y,-I,,n>2, deci, conform cu
(3.10.1) rezulta:

Xpi1 =2 Xy Yoo = X5 Xpyy =2°X, =X, D=2, Ecuatia
caracteristicd a relatiei de recurentd liniard de ordinul doi va fi:

2 : .
r’'=2-r-1,=1,=1, deci X, =n; urmeaza

o earn (U1 A0 (1 n
LIt P e PN B B

Rezultatul se poate verifica usor prin inductie matematica.
53
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Metoda3.  Pentru a calcula A"; A eM,(C) se calculeazi
A%, A’ A*,.... pana se observi o reguld de obtinere a matricei

A", prin inductie completi se demonstreazi apoi aceasti regula.
Exemplul 3.1.3.

2 0 .
Fie matricea A = (O 3}. Si se calculeze A", ne N .

Solutie:
2? 2’
A? :( 0 302} Al = [ 0 303} deci presupunem ca:

0o 3"

usor corectitudinea presupunerii facute.

2" 0 x
A" =( ,n €N . Prin inductie matematicd se verifica

Exemplul 3.1.4.

. 1 -1
Sa se calculeze A", ne N, daca A =( { J.

Solutie:

0
A*=A"A*=2"1,, A>=A"-A=2"-A. Se observd ci
AT 2%.1,,n=2-k

2. A,n=2-k+1

vom aplica o inductie matematica speciala.
0

P(1):A'=22-A=2°-A=A, P(1) adevirats;

2 2 O 3 2
A=l |F2 L AT=AT A= A=A,

,k € N. La verificarea acestui rezultat
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2

P(2):A*=22.1,=2-1,, P(2) adevirata.
Presupunem cd P(m) adevarata.

2%.1,,m=2-k

P(m):A™ =
2. A,m=2-k+1

,meN,m=>2 si

demonstram ca:

2, m=2-k+2
2T A, m=2-k+3
m+1=2-k+2, atunci

A =A™ A=(2"-A)-A=2"2.1,=2""1,.  Daca
m+1=2-k+3, atunci

A™ =A™ A=(2"" 1) A=2"""" A, deci P(m+1)

adevirata. Deci P(m)= P(m+1), Vm € N". Prin urmare P(n)

P(m+1):A™! =

este adevarata. Daca

. *
este adevarata pentru orice n € N .

Metoda 4.
Scriind A" _ o Yo | atunci An*'Z AT A = oo Y| (2 b =
z, t, z, t,)\c d

. +cC- b- +d-
A" = A Xa TC Yy % Yo | [ Xnet Yt ) ge unde se
a-z,+c-t, b-z +d-t, z t

n+l n+l

obtin relatiile de recurenta:

Xn+1:a'xrl—i_C'leaynH:b'Xn'i_d'Yn *
,Vne N
z,, ,=a-z,+c-t t ., =b-z +d-t,
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3.2. Aplicatii in geometrie.

Ne propunem aici sd rezolvim cateva probleme de
geometrie combinatorica in care apar siruri recurente.

Exemplul 3.2.1.

Care este numarul de regiuni in care este impartita o dreapta
prin n puncte distincte?

Solutie:

Fie p, acest numar. Desigur p; = 2. Pentru a calcula p,
fie cele p, regiuni in care este impartita dreapta de primele n
puncte. Cel de-al (n+1)-lea va fi situat in una dintre aceste p,
regiuni pe care o imparte in doud. Deci p,,; =p, +1. Rezultd
imediat p, =n+1.

Exemplul 3.2.2.

Care este numdrul maxim d, in care n drepte pot imparti
planul?

Solutie:

Avem desigur d, =2. Este clar cd n drepte vor imparti
planul in cel mai mare numar de parti, daca toate aceste drepte se
intersecteaza (adica nici o pereche nu este paraleld) si daca nici un
grup de trei dintre ele nu sunt concurente. Deci ramane sa
determindm 1n cate parti este impartit planul prin n drepte
neparalele doud cate doua si astfel incat nici un grup de trei dintre
ele s nu fie concurente. S-ar putea crede ca desi se respecta toate
aceste conditii, numarul partilor Incd mai depinde de configuratia
dreptelor. Insa, din solutie va rezulta ca acest numér este determinat
in mod unic de valoarea lui n si deci nu depinde de configuratia
dreptelor.

Presupunem ca au fost duse in plan k drepte; ducem dreapta
a (k+1)-a si vom vedea cu cit a crescut numarul de parti in care
dreptele mpart planul.
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Dreapta a (k +1)-ase intersecteaza cu cele k drepte in k
puncte, care o impart (k +1) parti. Deci dreapta a (k+1)-a va
tdia exact (k+1) parti din toate partile existente ale planului.

Deoarece fiecare din aceste parti este impartitd in doud, dupa ce am
pus cea de-a (k +1)-a dreaptd, numirul total de parti a crescut cu

(k+1)=p,.
Avem deci relatia de recurentd d,,, =d, +(k+1). Din

. o : 1
aceasta i relatia initiald obtinem d , = E(H2 +n+2).

Exemplul 3.2.3.

Care este numdrul maxim S, in care n plane pot imparti
spatiul treidimensional?

Solutie:

Rationind ca in problema precedentd vom avea S, =2 si

Sn+1 :Sn +dn =

n’+n+2 _ oo .
=S, + T Pentru determinarea sirului recursiv S,
cautam coeficientii A, B, C, D astfel incat

s, =A- n’+B-n*+C-n+D sa satisfaci cele doud conditii.
Efectuand calculele se obtine

sn:%-(n3+5-n+6)'(n2—n+6).

Observatia 3.2.1.
Rationamentele de mai sus pun in evidenta o problema mai
generala, cu o solutie ce obligd la o dubla recurentd: Care este

~ . m A . A .
numdrul maxim I, in care n hiperplane Impart spatiul de
dimensiune m?
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Exemplul 3.2.4
Care este numdrul C, in care poate fi impartit planul prin n

cercuri?
Solutie:
Avem desigur ¢, =2. Cele n cercuri vor imparti planul in

cel mai mare numar de parti, daca toate cercurile se intersecteaza
(adicd nici o pereche nu sunt tangente si nici unul nu este situat in
intregime in interiorul altuia) si nici un grup de trei cercuri nu trec
prin acelasi punct.

Rationand ca in exemplul 3.11.2, vom arata ca cercul al
(k +1)-lea mareste numarul de parti ale planului cu 2-k (al

(k +1)-lea cerc se intersecteazd cum cele k cercuri anterioare in
2-k puncte). Avem deci relatia de recurenta c,,, =c, +2-k,
care impreund cu conditia initiald conduce la rezultatul
c,=n"-n+2.

Exemplul 3.2.5

Care este numdrul maxim €, in care in care poate fi

impartitd suprafata S a unei sfere de n cercuri de pe sfera?

Solutie:

Alegéand pe S un punct P nesituat pe nici unul dintre cele n
cercuri, printr-o inversiune de pol P transformam S intr-un plan si

problema revine la exemplul 3.11.4, adica ¢, = n—n+2.
Exemplul 3.2.6
Car este numarul maxim U, in care pot imparti n sfere in
spatiul tridimensional?
Solutie:
Gasim usor u; =2 si

u,.,, =u,+e, =u, + (n2 +1n+ 2) care conduc la

u, :%-(n2—3-n+8).
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3.3. Test de aptitudini.

Problema 1:
Se considera sirul (a ), definit prin relatia de recurenta:

1
a, :E(an-Z +a,,),n>3,a,=0,a,=1.

2 1— (_l)n

Sad se demonstreze cd: a, = —

3 2n—1

studieze convergenta sirului (@, ),

,N>72 sisdse

Problema 2:
Se considera sirul (X, ), definit prin relatia de recurenta:

-1 c
X =€ ",n>1,x,=a,a>1 este monoton crescitor si si
se calculeze limita sa.

Problema 3:
Se considera sirul (X, ), definit prin relatia de recurenta:

X
— n
Xppyy =——,n21,%x,>0.
l+n-x;
Sa se studieze convergenta sirurilor (X, ), si (X, )5

si in caz de convergenta sa se calculeze limitele lor.

Réspunsuri:
Problema 1:

n-1 n
an=2_2(—lj _2 1+(-1.)1
3 30 2 3 2"

Deci sirul este convergent. lima =—
n—ow 3
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Problema 2:

Deci lim x,, =+o0.
n—oo

Problema 3:
(X, ),> este strict descrescator si marginit inferior rezultd ca este

convergentsi limx, =0.
n—o

Fie y, =n-x,

Obtinem y, <1 si (y,),>, este crescator.

Deci limy, =0.

n—®
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