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3. Sa se demonstrcze urmatoarele egaliEit i :

a) A". B = A n B' ;b) .1!J. B = (A U B) ". (An B)=(.1n B'llJ(.1'n B).
RezolfJa,;. a) Fie 't;f x E A" B. Deci x E A ~i x $. B, prill UrInare x E A. ~i x E Bn, adic;\

%" e A n Bn. Aceasta aratii ca A" BCA nBc. Fie acum x E A n B-, adicA x E A $i xE Be.
Prill urmare, x E A $i x ¢ B, adica. x E A "B. Deci A n B-CA ,B. Cele donA incluziuni de
monstreaz.1 egalitatea.

b) SA arAtAm mai lntii egalitatea A L\ B = (.4 U B)" (A nil). Fie x EA Ll B, astfel c~
.t' E A ,B sau J& E B, A. Sa consideriim mai lutii ca x E .4 ,B. Aceasta. inseamnA cA x e A
~i x 1= B. deci x E A U B ~i x ¢ B·nA. Prin unnare,;r E (A U il)" (A nB). DacA x E B ,A.
atuJlci x E B $i x ¢ A $i deci x E B U A $i x ¢ A n B, adicit x E (A U BJ "(A n B). Aceasta
aratil cit A 6. B C (A U B) "(A n B). In-,,-ers, sa consideram x E (.4 U B) \- (A nIl). Deci
x EA U B $i x ¢ A n B, adica (x E A sau x E B) ~i x ¢ A n R. lJaca x E A $i x ¢ A n B.
rezulta ci'i. x E A $i x·¢ B, adica x E A, fl. Daci'i. x E B ~i x ¢ A n B, atunci xEB $i x¢A,

astfel ineit x E B " A. Deci x E A "B sall x E B" A. Prin urmare, (A U B) "(A n B) C
CA Ll B .Aceasta demonstreaza egalitatea mu1timilor. Cealaltii egatitate se demonstreazA similar.

4. Sa se.demonstreze c,l (A X C) U (8 x D) C (A U B) X (C U D), inclu
ziunea puUnd fi stricta.

Rezolvare. -Fie (x, yJ e (A X C) U (B x D). (x, y) oarecare. Atunci (zo. y) E A X C sau (x, yJ E

E B x D. Daca. (x, y) E A XC. atunci x E ~ {Oi Y E C :ji deci x E A U B ~i y E CUD. adica.
(x. y) E (A U B) X (C U D). Daca (x, y) E B )(l D, atunci x E B ~i Y E D .,i cIeci x E B U A

~i y E: D U C \ti din nOll (x. y) E: (A U B) " (C U D). Deci· (A " C) U (B :it D) C (A U B) "
S (C U D). CA inc1uziunea poate Ii stricta se poate vedea din contraexemplut urma.t()f. Se ia.

A = {I, 2}, B - {2, 3}, C = fa, b}, D = {b, c}. Este u~or de v,1zut eli. elementul (3, a) E
E: U U B) " (OU D). dO<' (3. a) ¢ (A X C) U (8 X lJ).

1.1.2. Probleme propuse spre rezolvare

5. Sa se precizeze in ce relatie de inc!uziune se aWi urmatoarele multimi de
~iruri de numere reale :

a) b = {(au) J (au) ~ir melrginil} ! d) c = {(a,) I (a,) "ir convergent};
b) m = {(au) I (au) ~ir monoton} ; e) f = {(au) I(an) ~irfundamental} i
c) Co = {(an) I (au) ~ir convergent la zew}; f) s = {(an) J (au) ~ir arbitrar}.

6. Sa se demonstreze urmatoarele proprieta!i ale operatiilor de reuniune ~iintersectie:

a) A U 0 = A; b) A U E = E; c) A U (B n C) = (A U B) n (A U C) ;
d) A C B = A U B = B; e) A C C §i Be C = A U B C C I
a') An 0 = 0 ; b') An E = A; c') An (B U C) = (A n B) U (A n C);
d') A C B = A n B = A; e') C C A ~i C C B = C CAn B. .

7. Sa se verifice urmcltoarele proprietati ale opera!ici de trccerc la comple-men tara :

a) E' = 0 ~i 0' = E ;b) (A')' = A ; c) A U A '~E. A n .1'=0; d) (A U B)' ~
= A' n B', (A n B)' = A' U B' (regulile De .'Horgan).

8. Sa se verifice ca diferenta a doua mullimi are urmatoarele proprietat i i
a) A".B=A".(AnB)c=(.1UB)".B; b) A".(BUC)=(A"B)n(.1".C);
c)A".(BnGJ=~".mU0".C);00".mn C=(.1nC)".(BnGJ=

= (A n C) " {l ;
f) (A nBJ".c = (..1".C)n (B".C)! g) (A U B) ". C = (A '"C) UI8"..,C).,
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a) (AnB)n(AUB')'=0; b) (AUB)nA'=Bn A'.

15. Sa se dernonstrrze ca :
a) (U Ai) X B = U (Ai X B), (n A,J X B = n (Ai X B) ;

iel ieT iel iel

b) (U Ai X B,) e (U A,) X (U B i), n (Ai X B l ) = (n AI) x.( n B l
).

iel iel iel iel ieI ieI

16. sf.. se scrie elernentelc muljimii A X B X C, in cazurile:
a) A = {I, 2), B = {a. b, c}, C = {x, y}; b) A = {I. 2}, B = C = {a, b. cj.

,9. So. se verifice urmatoarele proprietati ale 'diferentei simetrice a doua mul-

1in1i :
a) A A 0 = A. A A E = A'; b) A A A = 0. A A A' = E;
c) A A B = B A A ; d) A A (B A C) = (A A B) A C ;
f) A n (B AC) = (A n B) A (A n C).

10. Sa se demonstreze di:
a) Ax B i' 0 ¢> A i' 0 ~i B i' 0;
b) A x B = B X A ¢> A = B; c) (A X C) n (B X D) = (A n B) X (C n D).

11. Daca A n C = B n C ~i AU C = B U C, sa se arate ca A = B.
12. Se dau multimile A = {a. b, c, d, e,j} ~i B = {d, e, j, g, h, k}. Sa se deter-

mine muljimea ,X asHel inci! A A X = B.
13. So. se determine muljimile A, B, E (A, Be E) ~tiind dc
AU B = {c, d, e}. A' = {a, b. e, j, g. h}, B' = {a, b, c, j, g. h).

14. Srt Se arate d :similar.

1.2. Relatii

reuniune ~l

o rclatie p in multimea .M este. 0 suhmultime a produsului cartezian M i8 M. Faptul ert.

(•• y) E p, se mai noteaza. xpy. 0 rclatie in ]1,[ este:
a) reflexiva., daea pentru orice x E M. avcm xpx I

b) simetrica. dad xpy => ypx ;
.) antisimetrica.. da.cli. -"py l}i ,ypx => x - " I
d) tranzitiva, daca xpy ~i ypz => xpz.
o relatie p ca.re este reflexivA, simetrica. ~i tranzitiva se nume~te relatie de echivalenta.· Fie p

o rela-pe de echivalenta pe M. Mulpmea [x] K: {YIY E M, YFx} se llume~te elasa de echi·laleata. in

raport cu p.o rela~ie p in M, care este reflexiva. antisimetrica. !}i tranzitiva, se nume~te relatic de ordino
pe M, iar.perechea (M, p) se nume~te multime ordonata. Dadi (M, p) este 0 multime ordonat~
~i pentru oriee x, y E Mare loc xpy sau ypx, atunci (M, p) se nume~te total ordonata.

la comple-
1.2.1. Probleme rezolvate

" proprietati l

OW" C);
0-(BnC)~

-~',\ ~;
) U (B""- C).

1. Fie M = R X R. Srt se arate ca relajia p in M. definita prin (a" b, )p(a2 , /)2) ...

... a
j

= a
2

• este 0 relajie de echivalenta.
Rezolvare. Evident relatia F este reflexiva, deoarece (a l, bl)p(al , b j ); este simetricA, deoarece

C... b
l
)p{a

2
• b

2
) =- (all' b,l)p(al , bl ); in s1ir~it, este tranzitivl. deoarece (al • hl)p(a2. h2), adicli a l = a.

~i (all' bll)p(aa. ha). adidi. a
2

= as' implidi. (ai' bl)p(aa' h.), adica a1 - as· Deci peste 0 rempe de

echivalen1A.
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2. In mulfimea numerelor complexe C se define~te relafia P prin ZIPZ. -lz.1 ~
= lz~ I. Sa se arate di peste 0 rela.tie de echivalent5. ~i sa se precizeze clasele de
echivalenpi.

Rezolvare. Se vecifica ll!ilor cit relatia peste reflexiv.1, simetrica .jii tranzitiva. Prill' unnaTe,
peste 0 eelatie de echivalenti't.. Fiind dat 2"1 e C. cJasa de echivalentii C?lJ este mu1timea (:1] =
- {z EClizl = )zll}; Daca. se pnn z = x + iy .jii Iz11 = r, atunci [zl] = {(r, yJlxl + y! = r2}. adicA
o d.asa de echivalenta. oarecare reprezint.1 fn plan un cere eu c~ntrul in ocigine.

3. Fie M = fa. b, e} ~i relalia P = (ta, a), Ib, b), (e, C), (a, bj, (b, eJ, (I<: c)}.
Sa se arate ca peste 0 relalie de ordine totala pe M.

Rezolvare. S.1 aratAm mai tutti ca relatia peste 0 eetatie de ardine. In baza defiaitiei rela.
tiei p se vede eft aceasta este reflexiva. deoarece (x, xl E p pentru orice x E M. Helatia peste

antisirnetrica deOarece, dacl1. (x. y) E P ~i (Y. x) E p, atunci x = y. Se verifidl. u~or ca. p este ~i
tranziti'Ea. Prin unnare, peste a relatie de ardine. Apoi se observa. cA oricare doua. dintre eIemen
tele -, b. c se aWl in rela~ja ~ .;;i deci peste a ordine totala. pe M.

1.2.2. Probleme propuse spre rezolvare
I

4. Se considera multimea M = {I, 2, 3, 4} ~i relalia pin M. definita prin p =
- {(I, ll, (I, 2), (2, 1), (2, 2), (3, 3)}. Sa se vcrificc ci'i. relatia peste simetrica
~i tranzitiva, dar nu este refIexiva. .

5. In multimea numerelor intregi Z definim rdalia de congruenla modulo
m(m EN)... =mod m", prin a = b (mod m) 0» a - b : m, Sa se arate ca aceasta
relalie este 0 relalie de echivalenlii ~i sa se precizeze clasele de echivalenla.

6. Fie p 0 relalie in mullimea M, simetrica ~i tranzitiva. Sa se arate ca dacii
pentru orice a E M existii a' E M astfel incH a' pa, atunci peste 0 relalie de echi
valenta,

7. Fie p, 0 relalie in mullimea X" i = I, 2, .. " n, ~i p 0 relalie in multimea
prodns cartezian X = XI X X 2 X '" X X n dcfinita prin

(x" x2 ' ... , xn)ply,. Y2' .. " )'n) 0» -",p,y ,. i = I; 2, .... n.
Sa sc arate ca p are una din proprietiilile ; reflexivii, simetrica, antisimetrica. tranzi
tiv;l, daca ~i numai dacii relatiilc Pi, i = 1, 2, .,., n, au aceea~i proprietate.

8. In mullimea M = fa, b, c, d} se define~te relatia p = {(a. a). (b, b), Ie, C),
Id, d.l. la, b), Ib, e), Ie, d), (d, a)}. Este .aceasta 0 relatie de ordine ?

9. In mullimea numerelor naturale N se considera re!atia .. definita prin x ..
" y 0» 3 ZEN astfel ca y = x + z. Sa se arate ca .. este 0 relafie de ordine totala
peN, .

1.3, Structuri

Se nnme$te grup 0 mu1time ne'rid.1 G, inzestrata. en a operatie binadi. intern.1 0; G XG _ G.
satisfAcind axiomeIe:

I) (xoy)oz "'" xo(yoz). 'Vx, y, z E G (asociativitate);
2) 3~ E GJxoe = eox = x. 'Vx E G (e - element neutrn) ;

3) 'rIx E G, 3x' E Glxox' = x'ox = e (x' - element simetric pentru x).
Daca tn grupuI G are loe $i axioma

1} xoy = yox, "Ix, y E G (comutativitate).
atunci grupnl G se nume~te eomutativ san abelian.

o mulpme ;;J. pe care sint definite doua. operatii binare interne, una aditivl e; ;;'j§~_;}.
fatA de care ;) eite grup abelian $i una de inmultire 0 : :J x;;; _ d. astfcl ce1 :

8

;,
5) ('01)(
6) '0(;e

se nume$te ~

Dacl f~
"Un cOt]> ~

se nume{lte COl

1. Se eo
ralia o,deli
timea G lot'!

RezQlvare, A

-= (x1Y1Zl' .%"'!
+ )'2z1 +"';.. 4

EJem~~
V(x1, Xl!) e G.)
0) E G. Acesf:

E1emeJlj

se{lte pentru e1el
~"4i.

Se obsef'il1
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tiile obi~nuifl

rie'zolwwe. 11
+ (y+z): ~}"~

~OEd: 3) V..j
~). + y -.., ~

It::
z1Ylzl + u1Y~

-('l+J~j
+ X2Z1) .... .%',,·H

Se observi ,j
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definita prin ~
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Se observ~ d'i. (;' nu este cornutativ.

~) (xOyJOz ~ xO(YOz). Vx, y,' E d,
6) xO(yEllz) ~ xOYEIlxO', (y6)'JOx ~ YOx@,Ox, Vx, y, ZEd,

se nume~te inel.

Daca inmu1tirea este cOTllutativa, inclul se nume$te COlIlutativ.

Un corp l( cste un inel in care elementele nenule formcaza un grup pentcll inmultire. Corpul K
se nume~te comutativ daca el estc il1el comutati....

1.3,1. Probleme rewlvatc

1. Sc consider{t rnultirnea C = {(Xl' x2 ) I Xl E R" -fO}. X
2

E R} ~1 Ope
ralia 0, dcfinita astfel; (X" x2 )o(Yi, ),) = (X,'y" X 2y, + Y2)' S'i SC arate ca mul
(imea G formeaza grup fap. de operatia definita.

ReZQlvarc. As 0 cia t i v ita t e. Avern [(Xl> X2)O(Yl' Y2)]0(21, .o~) = (Xl)']' X2}'1 + )'2)0(2"1' .os) =

-= (.~lYIZ1> XV'l Zl + )/2"'1 + 2'2) ~i (Xl' X2)O[(YI' Y~.)O(Zl> 22)J = (Xt , Xt )O(Yl'cI' )/2:1 +. 2"2) = (XI)'l;;!' X2}'tZl +
+ )'221 + Z2)' Comparind cele dona rezultatc. obtinem asociativitatca.

E 1e men t n e u t TU. Gi.uHlm e = (c1.- e2 ) E Gl(el • e2 )o(x1• x2 ) = (Xl' X 2 )O(C], e;) = (Xl> %2) ..

V(X1, x 2) E G. Obtinem (x1c1, x 2el ,+ c2) = (Xl. %2)' de unde deducem f 1 = I, c2 = 0 ~i deci e>= (1.
()) E G. Acest element satisface egalita1:ea cerntA.

E 1e men t si ill e t ric. Procedind in mod asemanAtor ca in cazul elementului ncutru, se ga

se~te pentru elementul (Xl' x!!.) E G elernentul simetric (_I . _..:2-) E G.
Xl Xl_

2, Multimea d = {x = X J + J'ix2 I X J , X 2 E Z} formeaz;\ inel faFt de opera
tiile obi~nuite de' adunare ~i inrnultire ale numerelor reale.

Re:olvare. Se verifica. axiomcle: 1) (x + y) +- Z = Xl +- Yl + :1 -+- ·./2"(-'-2 +)'2 -!- Z2) = x 4

+ (y + :); 2) x + e = e +- x =·x.- Xl +- t't +- )2(.1'2 +- t'2) = Xl +-J2~2 =~. t'1 =- 0 ~i C
2

= 0 ==:> e """

"""OEd; 3) Vx ed, 3x'Ed'lxl +- x~ +- J2{x2 +- x;) = o;;=;;> x; = -Xl' x; '= ~X2' cIcci x' = -xE:;J.

.<f) x +- Y - Xl +- Y1 +J2(xz +- Y2) = y+-x; 5) (x'y)"Z = [X1Yl +2X2Y2 + ,,/2(""2.>'1+ X1Y2)] .(21+J~I) """
C:

X1YIZl +- 2xtY2Z2 + 2xV'r2 +- 2XaYI22,+-J2Z'YIYIZ2 +- XI )!2:j + .':!YIZt+2X2)"222) =x .(y ·z) , (i)' x "(Y+2)=

c: (Xl +- J"hpJ '((Yl +- ZI) +J2fY2 +- Z2)J = X:t.i'l +- X1Z1 +- 2X2Y2 +- 2X~:2 +- ,,/2(.1'1.1'2 + .1'12'2 + X2Y! +
+X2Z1)-X·y+-x·z. Similar (y+z)·x=y·x+-z-x. Prin urmare.;) cstC' illt'!.

Se observ~ cii d' este inel comutativ, deoarece x'y = Y -x.

1.3.2. Probleme propuse spre rezolvare

3. Sa se ':Cerceteze dadi multimea numere10r reale R, 111zcstra t5. ell operatia 0-.

definita prin xoy - x + y + xy, formeaza grup. Dar multimca R ". {-I} ?

4. Fie d = {x + i ylx, y E Z}. Sa se amte ca, ill raport eu operatiilc de adu
nare ~i Inmultfre a numerelor complexe, ;]. este un inel comutativ.

5. Sa se arate ca multimea J( = {x + i yJx, y E Q}, inzestrata eu operatiiIe
de adunare ~i inmultire a numerelor complext', este un corp ccmutati\'.

6. In multimea numerelor reale R se definesc 0l'eratiile interne; x (j) y =

= x -fC y - 2 ~i x 0) = '!"x'Y _.!. x - .!.. y + 3, operatiile +~i . fiind operatiiIe
4 2 2

de adunare ~i inmultire a numerelor reale. Sa se arate ca R inzestrah en cele doua
operatii este corp comutativ,

9
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2.1. Determinanti
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principale egall

1. Sa se;

Rezolvare. J

Prio unnare. ~

2. In deJl
aUaZla3Jaa of:

Rezolt'ar~:'~

cAut.1m in 1J.-~

nuntai pennu~

(-1)' = -I, III
. !

b) Pehlru ~

~i k pot lua IlU4
+ "18 a. Gat .,d

3. Plec!n~
(1)

(2)

n\

i.)

i = 1. 2,. ~ .• n,

, to, i # i,DS/ j , il/ j c::II

1, i = j.

n

La h C(lI; =
/;=1

"::E au:ta: = D,
k=1

D = ~ e(P)

l'E. 'Pn

"
~ a;~"o:",( = D,

k'"""1

"
~ an-tJ.lel = DS ji ,

/.. =1

Pcntrll i = j obtillcm

Dnua clemente inir-a pCfmutare fonneazl 0 i 11'fcrsiulle claci sint a.;;ezate in ordinea invecsA

aceleia din pennutarea priucipala U = (12. II). Fiilld rlat<'\. pennutarea. P E 'i)".(uu m pria
1 2.. n

tT(P) n11mitrul tuturo'r inversiunilor lui P. S!~ nllllll"~t_e signatura lui P nurn.Arul e(P) "'" (_1)0'(').
s(~ nllme~te determinant de ordinul n 11llm,lrul notat rrin D = det(a

ij
), i, j _ I, 2, .. '0 n. de

fini t prin

Prin transpusul dctNminantullli D se lntclege detcfmillantu! obthlut Jin D prin schimbarea
liniilor _,;;i coloanelor Jut!"e I'll'.

Prill minorul complementar al elementulni ail se intelege detenninantul de ordiRul n _ 1,

notat D)j, o"bt11lut din D prill suprimarea liniei i ~i a coloanei j. Complementul algeudfl al lui a"
d;te n\ll113,rul tJ.iI = (- Ij'-rJ D jj . A'rem

Fie A .... {I, 2, .. '. 1t}. \Tom nota prin IlJ" mulpmea _tnturor grupurilor Qare se pot fonna eu
cefe n elemente, dona ';fupllri oarccare diferind intre ele prin ordinea elementelor. Un elemen'
P E (/)" se nume~te perillutare ;;i se l1Gtcazi asHel :

frmnulfl de rlez-roltare a determinantului d1.1Pa. elementele liniei (respectiv coloanei) i.

Fie r <l Jr. Se nume~te minor til! "din r in J) un determinant Al format ,eu r linll ¢ r coloa.ne
din D . .:'Jurnilll minor compZementQr minorului Jf de ordin r, minorul N obtinut din 8J prill SQ

primarea eclor r linii ~i r coloane ale l:1i .lJ,{. ComplementuJ atgebrio a1 minorului M este n...wi.rul

M' = (_1)81"1 1.\', s(.'\1") fiind suma indicilor linulor .~i coloQl1elor care deter!Ilin3. /l.t.

Teorema lui Laplace. Determilb<mtul D = det(5jJ) e.te dgal au suma produselor mirrorllor de pe
l' linii fixate prin complerne»!ii lor algebrici.

Fie determinant" D 1 = det("d .,i Da = det{b,,,), i, J =- I, 2, .. ". n. NumArul P _ .D1·D. este
n

dat de P = det (Clj), unde CfI = L -It b#,.
!;=l

2. ELEMENTE DE ALGEBRA LINIARA

:';.L





'!
J
1
J,
l
,~

j

.J
~
...~

'~

~
I RuollJij

punere I~.~

J
'~

9. F~

Complement

Ruol"
de ordinul,

apoi, fnmultim linia
-a1 ~ G adunAm In.

",

1 2 3 4

D= -2 I -4 3
3 -4 -I 2
4 3 -2 -I

1 2 3 4 I 2 3 4 1 2 3 4
D_ -2 I -4 3 0 .5 2 II 0 .5 2 Il

3 _4 -I 2 0 -10 -10 -10 () 0 -6 12
4 3 -2 -1 0 -.5 ~H -17 0 0 -12 -6

1 2 3 4
0 5 2 11

,= 1,5'(-6) '(-30, ~ 900,
0 0 -6 12
0 0 0 -30

................................

Rezolvare. Folesind prbprietAtile determinantilor, obtinem succesiv

v.(.... 0,., ". -.) ~ Co, - ',)(.. - ...l", Co, - ...) X

X Co, - ..I", (0, - -,) l<

, I

12

n
K C.. - .....J - n (n, - n,).

'.i-t
i ;:.. j

5. Folosind reducerea la forma triunghiulara. sa se calculeze dete.minantul

6. Sa se ca1culeze detenninantul Vandermonde.

Prio urmare,

1

8

Similar obt1llem

V!(an_1 , Q~) = (4" - -.-l)'

tnmuttind rneDlbru elI membru aceste rela.tii, olJtinem

tn penllitima egalitate s-a, CalasH faptll ca valoarca. unui determinant de forma triunghiularA. es tc
eg..li1 eu prodllsul elementelor de pe diagonala principala.

Rezolviltre. tnmultim linia n - 1 eu -at $i adun.1m aceasta la lini~ n I

n - 2 eu -a1 ~i 0 adun.1im la !ioia n - 1; ~.a.1U.d. Jnmultim linia intii eu
Huia a dona. Obtinem apm, prin dez'Joltare dupa elementelc coloanei intii,



-7. Fie D. = det (a,,) ~i n. = det pc-'a,,), A E R'" (O}. Sli se arate ca D. = J).i

V), E R'" (O}. .
Rezolvare. Scoatem fadar farfat de pe coloana i (i = 1, 2•.. o, K) pe ,,,a-C. astfe) di obtiaem

),-1012 ••. ).,1-11'°111

all:! .).,~"aZIl

).,Il-lad ),"-2°"2'" au

),1-"011 )..1- 11°12 ", ).,1-"011l

= )!'-IAIl- I , .. ),1),0 ".-IIa21 ).,2-n022 •• ,)..2-lIa2"

a., a"z" . a'Il"

= ).,(n_l)+(n_2J+ ... +l+(1_1l)+(2_nH···+(_l)D", = D".

8. Sa se demonstreze identitatea

b +'
q + y

y+z

a + b

P + q
x+y

a b ,

= 2 P q y

x y z

, Rezolval'e. Deoarece determinantul este fuoetie aditivl1 de elementele unei coloane. prin dcseom

punere in sume de determinanti. obtinem

b +' ,+a a+b b ,+a a + b
l , ,+a a+b

q+y y+p P+q q y+p P + ql +
y y+p p+q """ ...

y+z z+x x+y Y z+x x+y , z+x x+y

b , a b ,
~I + .. ~+

, a b a h

~1.....- q y p + q y y p q =2 P q ,

y z X y , z x y x y ,I

9. Folosind teorema lui Laplace, sa se calculeze determinantul

1 o· 0 0 2

0 1 0 0 3 ~

D5 = x 0 1 0 4
x x 0 1 ,
x x x 0 6

Rezolvare. Yom dezvolta detenninantul D6 dupl1 primete doua Hnll. Se pot fonna c~ - 10 mit ori

de ordinul doi, eu elementele celor doua. linii. Dileriti- de zero stnt Duma.i minorii

<:om.plementii algebrici ai acestora slnt I

1 0 ~ 0 1 01
M;. = (- I)' 0 1 , = 6 - 4>, M;. = (-1)' x 0 01 -

~ 0.6 x %

% 1· 0
= _ x, M~ = (_1)10 % 0 1 = x _ %3.

X X 0

Prin urmare, D, _ 1·(6 _ ~x) + 3'( -xl + (-2) '(x - x') = 2>' - 9x, "

13



10. Fie determinantul
13. Fol", 0 0, 0 0

-1 ", 1 0, 0 0
(aJ , a•. .. " a,J = 0 -1 G, I. 0 0 a, i

0 0 0 0, -·1 ""Sa se arate ca 14. Fol

19. Sa

D,

20. S~

18. Fi,

15, Sa,
de ordintt!

16. Sa>
tarea dele

17. Fol

Sa se '
;;1 sa se ,

Ielementel~

21. sa

o

a,
-1

(I
,

" 4 5

~)
L

C) \r. 3 I /, :\

7\
f)

L '1 5 (j ?
~) ;2) " '~ ) .' i

", 0 OJ
M,,, ~ I ~,

0

~I.JI13~ = -1 1
~! = qI'

1 ... J.
0 ", 1-1 a:j 11

., 0 ", 0
M1J8 = -1 a, 1 ~ [a l • a:!, Q:.J, 111'12~ = -1 ", 0 ~ [aI' a"J,

0 -1 a:l 0 -1 1

1- 1),,,1
-1", 0 .. ,0

0
M;~. (_I)" -1 (/5 I., ,0

[114, a~~, ]\[;24 co", 0~
~ (/5' . "

I
0 0 0, "" I 0

5 0 0 0

N.ezolva"e. Avem D: = 0 5 0 0
= 5'.

0 0 5 0
0 0 0 5

14

i -)2 -)3

J
- I

)' )3' -y/£D, ~., -
2 - 3 1 -I

)3 )2 I

11. Sa se ca1culeze valoarea patratului determinantului:

2.1.2. Problerne propuse spre rew/vare

12. Cite inversiuni prezinta fiecare din pcnnut:llile;

a) (1 2545) ; b) (1 2345);
5 1 423 2 3 541

d) (1 2 3 4 5 6 7 8 9); e) (1 23456
927 1 8 5 4 3 6 3 1 756 4

)
(

I 2 3 4 5 6
1
) ?

g 24365

[U J , as·' . '. an] = [a» a2 • a3 ]· raJ' a,') • .... au] -+ [a j , a~J' [ai;,' au' ... , a,J.
Re2rJh'are. Varn folosi teorema lui Laplace, dezvoltind determinantul dupti primele trei linii.

Singurii minori de ordinul trei diferiti de Zero formnti din primcle trci lillii sint:

Ccmrleillentii algebrici ai acestor rninori sill1 :

Prill urmare. dupa. teorema lui Laplace obtinem iucntitatea cerut~.



13. Folosind definitia. sa se dezvolte urmatorii determinanti :

-5 2
2 3

1-3

1

-4
4

a)

14. Foloslnd definitia, s;i se calculeze urnlatorii detelfllinanti :
2 1 -2 7 3 5 4 V

bJ 8 3 5 4 cJ 1 11 10 8
632100 02

10 2 2. 6 0 -5 0 V I

15. Sa SC scrie tennenii de forma a tta3 ja::n din dezvoltarea detenninantului
de ordinnl 3, preeizinclu-se semnul ficdtruia.

16. Sa se scric termenii de fonna al/a21 a3 J:.l.j,!'. avind semnul plus, din dezvol
~area Jcterminantului de ordinul 4.

17. Folosind definitia, sa se aratc crt
all au a13 a,. a" I
an a" a" a" a"
a" a" 0 0 0 ~o.

,aH au 0 0 0

au a62 0 0 0

18. Fie

4 .5 31
2 1 -2 :1

1 2 3 i

DJ
8 2 I~ [.

D,= 8 3 5 D3 = -2 1 -4 3
- 6 3 2 1 • 3 -4 -I 2

12 3 6[10 2 2 4 3 -2 -I

Sa se calculcze complementii algebrici at elementelor fiedlrui determinant

~l sa sc verif ice formulele (2).

19. Sa

5 a 2

se dezvolte determinantul 2
4

b 4
• 3

4 d 5

-1

:::~ dupa elementele colo..nei a dona.

-4

1

2 -3 4 1

20. Sa so arate ca 4 -2 3 2 = 8a+ 15b+ 12c - 19d.dezvoltindu-ldupii

I
abo d
3 -I 4 3

,elementele liniei a treia.

21. Sa se' calculeze determinantii :

0 1 -i 0 1 4 3 2 1 2 -I -6

a) -1 0 1 -i b) 2 1 4 3 c) 2 -I -5 -13

-I 0 1 3 2 1 I -3 3 -2 1

0 -I 0 4 3 1 2 5 -4 3 1

3 6 4 -2 21 x a b 0 0

6 5 4 1 0 0 y 0 0 d

d) 1 5 3 2 1 e) 0 e z 0 t
12 9 6 -3 3 g h k -" 1

7 3 4 1 0 0 0 0 0 •
15



unde.:,.V.(a" a., .... a.) este determinantuI Vandermondc.

27. Sa se dezvoite dupa regula lui Laplace urmatorii dctl'rt1 ' an\i: 32. Sa se •

j
30. Dadll

-~
.)4

28. Sa se~
I'czultatul pJ.'l

j,
. ~j

;~
I

c) ._~
Q

29. Sa se.:

d)

~i sa se calC!

31. Sa so ~

minanti :

2 - Problerne de-;

,.

1 - .. 1 Iall ••. a..

- - . = (a,
a~-2 a:-2

a: a:

a,

16

1

1 2

a) - 0 1
2 0
I) 2

a ll - 2
1

a'1

/"-6 ct-;::' p-q I I) a b

fI= If

I
C) b-< [1-y q-r = 0-; d) a () e ()

" b'
r-Pj b e I) (2 Il a'e-a y-.

e b a b2 (12 I)

I) 1 I) 1 1 1
e) I -a b e 1 a+A b+), e+A I-•I a, b, e, I at+A t b1+At Cr+')'l i '

1 a, b, e, 1 all + All 62 +:1.2 C2 +)'21

f) Ii a' a' be a a'
b' b' ca b b'
e' e' ab e e'

Sa se calculeze I: 1 N
24_ N N' . w fiind radacina cubic5. complexa a uniL\tii.II '0' ,"
25. Fara a se dCLvolta, S:t Sf' dernonstrezc egalit'l\ilc:

I:, b 'I i a
-b _; I. a b 'I I L

a1bY I;a) b, (1 _ .0.=) -fJ1 h, " . Il) p q r I~c b,!. acga, b, <, I ", -0, <,I a. o~ cy I 0: -~ Y I

22. Folosind reducerea la forma triunghi ulara. sa se calculeze determinantii

2 2 :< 1 1 I 1 2 I) I 1 32 1 -2 7
-I -1 -3 () 2 -I -I () 2 -1 -2

a) R 3 5 4
lJ) 1 2 I I I c) I) I -I 2 2 -26 3 2 1

3 1 2 -2 -I 2 3 I -- I 2 I10 2 2 61 4 --2 -2 -6 () -I -3 I -I 2 ()

3 I -I 1 I)

26. Sa se arate ca

23. Un deternlinant in care aij = -aJ'i ~i au = 0 se numt'::;te detern1inant strimb
simetric san antisimetric. Sa se calculeze valoarea determinantului strimb simetric
de ordinul 3.

Generalizare. Grice determinant stdmb simetric de ordin impar este egal eu zero.

V~(a" a•• ...• a.) =

~.-
,~I. ,.,



3
-2
-2

1
o
o

I' I 0 0

~I I~
3 0 0 1

-~ I2 3 , 0 0 , 0 0 3

C)
,. 6 '0 0 0 0, d) , 5 1 -1 2 'I4 9 I'

, 1 1 3 8 3 7 6 l5 15 24 I .\ 9 1 -1 0 0 0
~9 24 38 1 25 81 3 7 0 0 0

28. Sr, se electuez" urmrltoarele produse de determinanji ~i apoi sa se verifice:-
rezultatul pnn calcul direct:

5 3 "1 I 2
-3 0 ". b. '. ~ta) 3 2 1. 35 -51 -2 ; b) b, 'I~'", " ~, ~, .

6 i 31 -19 28 1 ", 6, ", ,
1 0 1 0 1 -1 -9 -2 3 1 0 0 0

"c) 0 1 0 1 1 d) -5 5 3 -2 -2 1 0 0a
1 1 1 0 -12 -6 I 1 3 2 1 01 1 "0 1 1 1 9 0 -2 I -3 i 2 2

sin a. sin x -1 sin 0: sin IX

e) sin IX -1 sin IX sin IX sin (l

-'1 sin 0: sin IX sin lX sin Cot

29. Sa se calculczc pHratul dcterminantilor :

a) I~
61 1 1 1 1 a 6 , d,

0 "I· b) 1 1 -1 -1 C) -6 a -d ,
01 . 1 -1 1 -1 -, d a -6a

1 -1 -1 1 -d -c 6 a

30. Dadi '" este 0 rfldicina cubidi. complexa a unitaiii, sa so aratc di

w w' w' 2 'I 1 -2 1

'" w' w' 1 1 1 -2
w' (o):J w -2 1 1 1
w' w w' 1 -2 1 1

A E R.

) I 0 0 I

I
2 1 0 ;

-3 2 11

I 1 1 1 )1"
1 1 A
1 All •

All

a n_1 all_II" .ao J

x 0 ... 0
- 1 x .•. 0

minanti :

I~
-5 OJ !()

2 1
a) 3 -11; b) 1 3 c)

2 -11 11 J 2

I 2 1 3 -l j2 4 3i
tI) I-~

1 -3 ej 1
7 4 -9

l f)
5 0 o . I' S -3 7 '

, 1 5 0 11 is 5 -5 j

32. Sa se calculeze valorile detcrminantilor :
1 1 1... I 1

-1 2 0 ... 0 0
an

-1
a) 0 -1 2 ..• 0 0 b) 0

0 0 -1. .. 0 0

~i 5,'i se caIculeze valoarea determinantului initial.

31. sr, se cereeteze depcndenta liniara a Hniilor (coloanelor) urmr,torilor dete"-

o o 0 ... -1 2
o o ... x

17
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1. S{l SL' rezolve sistemul

11

Ur20!vwrf. ,

formari elernenl

a~a leI incit

3. Fie m~,

4. S" se
deduta rangl

este echivalentl

-32'+4t=5.
afirmativ ?i

Rezolvare. I

a) A

ceea ee demonsl

a) VOn} pu

mari elementa~

I

Dar

varata.

-~) + (:

2.2. Matrice

51 _113
oj - 15

: ~l S" so calculeze A" A".
o 1.

-6) (1tJ
J + 15

i 3
X~ 10

Ri'Zolvare. Avem

A, ~A'A ~(~
1

l(~
1 :) ~ (~

2
;). A,~A-A.=(:

3

~) ...1 1 1 1
.0 0 1 () 0 0 1.. ,

(;
k

hl,1 -

"JA to = A ..4 k-l =
2

1 k

0 1

1ll

(~
l

2. Fie matricea A

o rnatrice de tipul (m, n) pe un corp K este un tablau dreptllughiular ell In !inii ~i 11 colmme.

format eu elemente din K. Noti'iIn prin i\:I m," multimea acestor matrice. Daca 1Il = n, Sf: spune eft.
matricea este patrata.

Un minor de ordill p at matricei A este un determinant de oedin p obriunt din A prin sllpri.

marea a m - P linH :?i n· - p eoloone. Se nume~te rangul matricei A E M m, II llUllIarul rang
A ~ r ~ min (nt, n) astfeI incit .eel putin un minor de ordin r al matricei A este diferit de zero
~i toti minorli de ordin p ~ r + 1 sint egali en zero.

;'\umaru! maxim de HuH liniar independente ale nnei matrice est~ egal ell numarlll maxim de
coloane hniar indcpendente ~i egal en rangul 1l1;:~tricei.

Se numesc transformari CIcmentare asupra lui A E ,:\,{ m, n urlilatoarele operatii:
a) schimbarea a doua linii (eoloane) intre ele:

b) inmultirea elementeloi unei linii (cwloane) ell un scalar nl"nll! ;

t.:) adtlt13rea la elemcntele unei linii (eoloane) a elementclor aItei linii (coloo.ne) inmultite en
un scalar nenul.

Toate matricele obtinute din A prin transfonna.r:i elementare asupra sistemulni de veetori linii
(coloane) all aeela~i rang. Prin transformtiri elementare orice m::ttrice A pilate fi adllsa la forma

c:w0niC;"t diagou:dfJ., adica a matrice avind toate elementele zero eu exceptia prime/of r elemente
de pe diagon:da principala c::tre Slnt eg:ale eu I; l' cste rangul matricei A"

Fie A f::: M,,;, fl' Alt'f{lnd p «m) linii ~i q «n) coloane, eu ajlltofTll lor.o;c poateforrna 0 rna.
tric~~ de tiplll (p. q). numita 0 submatrice a matrieei A. Daci ]jniile ~i coloa!Htl~ alese sint adia

cente, ~e srune Ci-t submatrieca cste un bloc de clemente din A. frnpartirea. unci m:\trice in edule

dreptung-hilllare formind submatrir:e ale sale se nume.;;te partitional"e. Egalitarea. ~i opera1iile dC'
la matrice pot fi extinse la matrice partitionate in blocuri.

2.2.1. Probleme rezolvate

2X-SY=A} A =(01 -2
1
), B~(23

-X + 3Y = B .

Rezolva1'e. Din a doua ecuatie avem X = 3Y - B, astfel ~a, tnlocuind i. prima ccuatje. obii
"'J.em Y = A + 2B. Deci X = 3.4 + JB. Inlocuind A ~i B, rezulta

,.



Demonstdim aceasta llltimil formula prrn inductie. Evident, pentru k = 2 aceasta esle,ade··
vArata. l'rt-'supun('m A ~ dill de fl)~JlJlllii de lilai sus. Trebuie sa. arilt-1m ca

Da,

.-f, 1 I
I I, +

o I

o 0

~f-!l-J
k + 1

1

maxim de Of k
k(k - I)

)- (~
k + 1

k(k + I)

I(I I

A':+ l =.4. 'A k = l:; I U0

2 2

0 1 k 1 kl

,0 0 I 0 I /

ceea ce demonstreaz;\ formula.

3. Fie matricele A ( 1
2 -;) B~g 7 - 13) . Exist" matrice in,=" 2 )'1 0

-I 0 5
a~a fel incH B ~ CA

Rezolvare. Deoarece A E AlZ,:l' ·jar n E ,112 3' diu tArn C in M z z' Fie C = loX Y ·1. Helat:ia B = CA, , z I,

este eehivaJenta ell slstemul x + 2y = t, 2.1' -, Y = 7, -3x + 4y = - 13, z + 21 = 5, 2z - t = 0,

-3:: + "It = 5. Rezohrind acest ;:;istem, nbtinclll ~ = 3, Y = - t, : = 1, , = 2. Ded raspunsul este
afirmativ .)i

4. S;'i sc aduc:i matriccle urmatoare la forma canonidt diagonala ~i apol sa se
deduCi. rangd. Sa se puna in evidenta liniile sau coloanele liniar indcpendcnte:

0 4 10 1

(-j
-I 2 1

~) .ll~
S IS

IJbl
I -I 2

,,) "),= IS 40 A, = 2 1 I

7 17 .I -8 -) -12.,
-7 S " 13

f(r-Zr,-!r',F"'. Vom nota Captul ca doua mll.trice A ~i B stnt ohtinute una din alta prin trans.
formari elenrentale aslfel : A __ B.

a) \'om plllle III t'videnra cuJoanelc i:{J;ar indepcwlente: din a~easta calldi vom face- transfor"

maTi eltllllenl<lre aSllpra. liniiloT. A'Iem:

e, c~ Col '. e, (c~ C:l ("4 C, ,,~ c, c.
n 4 10 1 ~I I I

7 17 " -10

(,~
t7

-~)7 i,
,

.-:1 1
4 S 18

17)I-~[{)
,", IS 7' -70 -- 50

:0 IS 40 I' -j() 17j Il -130 -I~ -, -.')2

7 17 3 _ 0 4 10 0 4 10

" e, ,- c. " ';'j ca "

- (~
7 17 3 ,I 7 t7

~\4 10 :) I 0 4 10
4 10 \ 0 0 0 0 1 Ii,

4 10 I 0 0 0 0)

19



Prin urmare, rang At = 2. Din matricea B1 se vede ca pot Ii luate ca lilliar iodependente

de exemplu coloanele '1 ~i -s'
b) Vom pune in evidenta,1iniile liniar independente. Vorn face mai iotH trans(orm~ri elementare

..supra coloaneloc. Avern

"•..~

·i
1

8, 0 mal
Matricea Aj
orice matrid
una simetru,

So. se ~
,

;

7. So. Sf!
., .~

9. Sa~;
I=2P-J, . ,>

b) Daca:
potenta, '

c) So.

d) So. !II

10. Se.~
l

6. Uti'
(Yl' y,) di

:.~

1
- '~

,.~

:l
R"DI..,,,JJ

,j

Bl~m, B.~

Inmullim ~
,,;, B 1 ':-A1A

-3)
-1 '

-3
-1

-8

0
1

, 1
-I' 2

_3)'1 11 + 5·2 ~ 6,; . O·

16) .
-I~ ,

20

-1)' + ( 2), (5. 0) _ ( 13
3 -I -9

01 ,(1) + ( 2
J
'.2 _( 16)

-I, 0 -I - -10 •

1 -11 5
-3)'/2- 31+ 5 '( O)~(18 -8).

(

13
A·B ~ -9

18

A l1 B ll +A 12 B:n=( 3
-2

A l1B u + 412B a2 = j-~

1

+i
0 0 0

}(-j
0 0 0 · r0 n 0

!)
I 0 0 1 0 0

~) - ~
I 0 0

-I -2 1 -I I 0 0 I 0

2 0 0 2 0 0 0 0 0

0 2 -1 0 -I 0 o 0 0 n 0

-I 1

(
3 0: 2 (I -I: 1)

A' :-:~ .. :-: ~ ,:.:-: 1) ~i B = 2.. 3.:.0 ,
-1 -3: 5, 5 0 : 2

Rezolvat'e. Fie-At} ~i Bo submatricele corespund,toare partiponarii tn cele doua matrice. Avem

A .B = (An Au). (Bu B n ) ~ (AllBn + AlIBn A u BlI + AuBas ) ,
A a1 A 22 Bat Baz AIlBn + A 2il B:n A2tBlI + A:uBss

Facem acurn transformlri elementare asupra coloanelor. Avem

-7, -17, -3 1/1 IjlO -I, -I

B, _ (~
7 J7

~) -(~
0 0

i) - (~
0 0

i) -(~
0

~. ~)1 10 1 10 I I I

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 o 0

j I

T
-I 2 3 :)+ 0 0 0

" (' 0 0 9

"J
I -I 2 3 -5 -1 -~)- - ~ I -5 3 -8

lA 2 = 13 - I 2 I I 1 3 1 -I 3 I 7 -
I, I 5 -8 -5 -12 I 6 -10 -8 -16 I 2 -10 6 -I~

,Ii 3-7 8 9 13 3 -1 2 0 1 3 0 2 -1

I, -2,-3,-1 I 5, -3, 8

Deci rang A 2 = 3. Din penultima matrice se vede cli. pot Ii luate C& liniar independente Ii

niile II' la ~i la.

5, Utilizind submatricele indicate punctat, so. se calculeze produsul A 'B,
pentru

.Dar

..astfel ea

•





unde

Un sis~

19: S~
pentru

51

Sistemul d
sisternul eii
rnatriee ell

j.,
• 0 SOI~~

euite in ~

1.1 -2 a -I

e) I ~
2 2 1

-2 -3 - 2
\ 0 2

(
10 2)

B = ,-I I 1;
o 1 -.1

3 -5 --I -2"
I (l -- 2 2

8 -2(J 3 =l)'.
-1 W _7 -5

1 -5 2 1"

~ ~:)' ;
c c'

-2
-I

5

o
-1

4 6) (1
2 8 ; d) 1
3 j 1

~ -l): h) (/_~
-I -I 6

a -8 _I

a -3) (_ I 1 I)
1 a 9i 13 ~ 2 _ 3 _I
2 1 1 _I a

22

~); c) (~
-I 1

, 2) =(-2
-3 3

a) e 1\ (COs x -SIn x'
I: b) I:,0 1) SIn X cos x}

c) (~
a

D: d) U
1

iJ: e) (~ . : :.: :) .a 1
a I

o 0 ... 1

A = (-~

(

2 3
a 1
2 2

11. Se dau rnatricele

13. Sa se calculeze inversele rnatricelor:

14. Sa se rezolve ecuatiile:

a)AX=B 9i YA=B,undeA=( ~
-I

9' se cer rnatrieele C = A'B - B'A 9i D = B·A _ A.B.

12. Sa se calculeze puterea de ordin p a rnatricelor urm,ttoarc :

15. Sa se adu'ca matricele urmatoare la forma canonidi diagonal:l )1 S;} Sl' dedllc'i

rangul. Sa se puna in evidenta liniilc san colo3.nele liniar indepcndentc :

a) ( -~
0 D; U

-1

n= (-~
7 2 -3 :j:a b) 0 c) 1 -I 2

-4 0 -2 8 I -I ".

(f
1 .1

=i): (~
0 " 1 4

(-i
3, 2 -I 2 0

1 a 2 5 4 1 " -- 3 ,-1 2
6! .d)

J 4 e) 0 L J , , f) 2 -I -2
1I-3 1 2 .1 14 32 i J 1 -9 -I,L

'4 5 6 32 77 -7 .1 -1 ~,5 7 2

16. Care cste, dllpa valoarca pararnetrullli A E R. ran~ul fiecarcia (tn ma-triede:

(;
1 ).

~) . b (i
I -1 2\ ( J -I 2 -I)a) 2 -1 1 I

-~) :
c)

( -I~
-2 4 -I

-~
.1 -2 o ' ) -1 3 -I ). 2 •
(I ~_. i 3. 2 a -I -3 6 -I

•

l
",,:·,

.,'.

_' :l

'~~;L
.~. 1



17. Folosind partitionarea indicat;" sa se calculeze produsul

(
. 3.. ():.,z). (1 ...-:-: 1.:4)
-2 -1:-1 2 3:0'

.--1 -3: 5 5 0:2

18. Folosincl partitionarea matricelof, Srl se calculeze inversele rnatricelor :

a) ( 1
1 0 0) (_1 1 ° () 1 1 1

1~) .2 0 _! :0) -~
i 0 -~) : c) U2 3

2 3 3 1 3 6

-1 -5 1 -2 i 10 20
19. Se consider;, polinomul P(X) = X3 - 7X' + 13X - 5. Sa se calculeze P(A),

'pentrll

(52-3)
.1=13-1.

2 2 -1

20. Fie matricea A = (a,,) co 1"1•.•, unde II" = 8" + p,p" I.} = I, 2, .• ", n.
n

S.1 se arate ca det A ~= 1 + L Pi. Sa se determine A -'.
i=l

21. Sc considera matricea C = (aij), a" = x8;, + y ; £, j = I, 2•••.• n.
a) ::OCt sc ante cii det C = x··'(x + ny).
b) In ipoteza det C =ft 0, Sri. se verifice ca C-l are elementele

h" = [- y + 8,,(.< + ny)]· --
x(. + ny)

2.3. Sisteme de ecuatii algebrice liniare

Un sistem de ecuatii algebrice liniare are forma

r.
L a"x, = b.. i = I, 2, ... , m, sau AX = B,
j=l

unde

(I)

Sistemul este dreptunghiular dad. m # n, pHratic dad;' m = n. Dad!. B ;1= 0,
sistemul este neomogen : este omogen dad. B = ~. Matricea A: = (A. B) se nume~te
Inatriee extinsa.

o solutio a sistemului (I) eota un sistem ..rdonat de .. numere lI: ). care, inlo

cnite in sistemul (1). 11 trallSforma illtr.. i<ientitata.



2.3.1. Probleme rezolvate

Re::olf:are. Metoda eliminilrii a lui Gauss constA itl a aduce sistemul initial 1a un ~jstern echi
valent de forma. triunghiularu.

.,
(

I 2
3\ 2

. 2 3

2 2
5 5

t
f
f
r
t

"

(2)
n

Di = ~ aiJ b"
i'= 1

X, + 21', + 3x, - x, ~ 1.

3x, + 2x, + x, - x, ~ I,

2x, + 3x2 + x, + x, ~ "
2x, + 2x, + 2x, -- x, I,
5xJ -]- 5x2 --+- 2x:J 2 ;

b)6.
8,
4,

-8 ;

cJ x, + .1:2 + x, , x - I,T "2xJ x2 + x 3 - x, - 2,-.
x, - 2x, - 2x<j - --I.

D,
Xi = --. i o~ 1, 2, .. " 11, D ~ det A,

D

X, + 2x, + 3x, - 2x, =
2%1 - x2 - 2x3 - 3.1:" =
5x] + 2x, - x, + 2x, =
2x, - 3x, + 2x, + x, =

1. Sa se rezolve prIn metoda eliminarii (Gauss) urmrltoarele sistemc :

24

Sistemul (1) este compatibil determinat daca are 0 singura solutie ~i compatibil
nedetenninat dadi are mai finite solutii. Dadi nu are nid 0 soIutie, sistemul cste
incompatibil.

Dona sisteme de ecuatii c~ acela:;;i numar de necnnoscute se numesc ('chi\'a
lente dadi au acelea~i salutii. Se obtin sistcme echivalente prin transform,hi elc
mentaTe.: 1) schimbarea ordinii ccuatiilor ; 2) inrnultirea unci ceuarii ell un scalar
neoul; 3) adunarea la 0 ecuatie a aItei ecuatii inUlultitc ell un scalar nenul.

Un sistem patrat pcntru care rang A = n se numc~te sistcm Cramer. Orice
sistem Cralner este compatibil determinat ell solutia

IT." fiind complementul algebric al lui ali'

Teorema Kronecker-Capelli. 0 conditie neccsara ~i suficienta ca un siqcm'
de ecuatii algebrice sa fie compatibil este ca rang A = rang .1.

Un sistem ollagen de cenatii admite $1 saIn!ii nebanale dae{l ~l numai (bci
rang A < n.

a) Pentru prescurtare vom folosi scrierea sct-.ematicA a sistemului sllb forma

(i
2 3 -2

j)~(~
2 3 -2

6) r 2 3 -2 Ii ,-I 2 -.1 -5 -8 I -1 0 -5 -8 I -I)2 -I 2 ,-4 -10 8
=~~ ~~-~

() -IS 36 -54 ----3 2 -7 4 5 (/ 36 18 -'12

(~
2 3 -2

-~) - (i
2 3 -2

-~l~
Xl + 2xz + 3x3 - 2x4 = Ii,-5 -K I -5 -8 1 - 5x2 - 8xa + x4 = -4,- 0 0 t -2 0 1 -2 3 xa - 2x4 = 3.0 0 2 I -4. 0 0 0 5 -10 , 5x4 = -10.

a)

Din ultima f'cuatie scoatem x4 ' inlocuim apoi in a treia ~i deducem x
3

~.a.m.d. Obtinem soJutia
Xl = J. ~·2 = 2, Xli = - 1. x

4
_ -2.

•



b) Procedind similar, obtincm

r 3

-, ') (' 2 3 -Ii 1\ 'I
2 3 -I

+(i
2 3 -I

-j). 3~ 2 1 -I 1 0 -4 -8 ; ::~ -(:: 2 4 -I 2 4 -1
2 J I 1 I ~ 0 -I -5 () -6 -' 0 -6 -'
2 2 2 -I I 0 -2 -4 1 -1/ () () 0 0 o 0 0 0 0
5 ,'5 2 0.2/ 0 -5 -lJ 5 -3 '0 0 6 -5 1 0 0 0 0

(I + 5,,) (1 - 7a)
A'J('lll xl = . 'Xl! =

6 6
este si1l1pJu nedetenninat.

c) A'1em

(I + 5a)
x:J = -----, x4 = a, a E H. Prin urmare. sistemul

(,

esc ccillva
Qrm;lri dc

~ Ull scalar
·'enul.

er. Orice

(~
1 1

-I 1

-2 0
-: I ~) -(~
-2 -1 0

I

-3 -1
-3 -I

-~ I ~) ~ (~ ~ : ~ I ~).
-3 -2· 0 0 0 0 -2

(2} ,Ultima ecuatie araUi ci'i. 0 = - 2, ceea ce nTl sc poale, Prill urman', sistemul este incompatibil.

2. S;l se rezolve, prill, regula lui Cramer, sistemul

sistcm' 2x: + 2x, - x3 ~ 4,
2

Rez ;/mre. Deoan.'ce !J = 3

2
-I

1

3x1 - X 2 - 3x3 = 7,

-II-~ z:IO -20 =f- a.. a·.,rem

XI + X 2 + 2x3 = 3,

un sistem Cramer.

13
Cilklllele arata ca DI =- -52. Da = 8, D3 = -8, ast{e·l ca Xl = -, x~ =0

5

3. S" se studieze compatibilitatea sistemului AX = l~, unde

2 2
XI --.

5 5

B = (I~).
17 '

25

~:)
1 '

3

-3
1

o
o

= (~ ~
1 2

c) A

-:r B =(l b) A
2 2.

(~ =~), B = ( I~).
2 -9 -2

11 -3 16

-2
aJ A = n

Re::dmre. Folosim teorema K ronecker.Capelli.

a) rang A = 2, rang ;j = 2. Sistemul este compatibil simplu nedeterminat. Solutia· sa este

echi- (8 - 4a)
xI~---'

7

(-3+5a)
xI = , xa =- a. a E R.

9

0) rang A = 4, rang Ii "'" 'i. Sistemul este compatibil detennioat. Rezolvtndu·l pria regula
I:ui (ramer obtinem Xl = 2, X t = 'i, x, = 1, x.. => 5.

'c) ral!g A = 2. rang A = 3. Sistemul este incompatibil. ....

6,
-1,

4. S,l so determine parametrul mER, astfel ca 'urmatorul sistem sa admitll
~~l solutii diferite de zero ~i. in acest caz, sa se rezolve:

XI + X2 + tIIX, - x, = 0,
2xJ. + Xz - X::s + x 4 = 0,
3Xi ~ Xz - X 3 - x4 = 0;

mXI -- 2x2 - 2x, = O.

25
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11.

sa fie sjm
cJ Sa ."

sa fie dllb1

12. Sa
nebanale'

I,
1

f.r·
I
r

3')- 3
-10,

'5

- 6
10

= 0, dcci m= I.

d)

5
x3 = - a, x4 = a, a E R.

i

-~), B = ( ~).
-1 -4

eliminarii, urmatoarcle sisteme:

3
x= - -a,

i

se rezolve ecuatia matriceala AX ~ E, ~tiind eft :

-I 3)' (I) (22 -I • B = 2; b) A = i
1 -2 - II 6

(

1 1

c) A = 3 2
1 -1

A =( ~
-2

R_xoll1tJ1"e. Sistemw lund patrat, pentru a admite ~j soIutii nebanale este nec\":~ar -\'ii suficient ta...

1 1 In -1
2 1 -1 1
3 -1 -1 -I

m -2 0 -2

5. Sa se rezolve, prin metoda

:t, + x. + x. = 2,
lxl - Bx. + x. = 11,
4x, - x. +·3x. = 10;

b) x, + 2x. + 3x, + 4x, = 5:
2x, + x. + lx, -I- 3x, = ' 1,
3x, + 2x, + x, + 2x, ~ I.
4x, + 3x. + 2x, + x, ~ -5 ;

2x1 - x3 - x:J -+ 3x!1 + 2xa= 6,
6x j - 2x2 -t- x3 - Xii = -3,

-4x, + lx, + 3x, -' 4x, - lx, ~ -5,

2x1 + 4x3 - 7x4 - 3x" = -8,
x 2 + 8xJ - 5x40 - x;, ==: -3,

e) 2x, + 3x. - x, _ 20,

-6x, - 5x. + 2x, = -45.
2x, + 7x2 + 4x, - 4x, ~ 5,
4x, + 6:.:. + lx, - 3x. = 58.

6. Sa se rezolve prin regula lui Cramer sistemele :

a) Xl - x. + x. = - 4, b) Xl + X 2 + X, c= 4.
5x1 - 4x. + 3x. = -12. 2x, + 3x2 + x, ~ 9.
2x, + x. + x. = 11 ; x, - x, - x. ~ -2.

7. Sa

1
Pentru __ t aoluPa este Xl = - a.

2

a)

c) 2x, - 2x. + x. - x, + .15 = J,

"I + 2x. - x, + x, - 2x, = 1,
4x,-lOx,+5x.-5x,+ 7x; ~ 1.
!Zx,-14x.+7x.-7x,+ 1lx, = -I;

2.3.2. Probleme propuse spre rezolvarc

8. Sa se detennine valorile lui x, $i x, din sistemul

lxl - x. - x, + 3x, + 2x, = 6,
6x, - 2x. + ax. - x, = -3.

-4x, + 2x. + 3x. - 3x, - 2x, = -5,
2xl + 4x. - 7x, - ax, = -8,

x, + 8x, - 5x, - x, = -3,

folosind 0 parti!ie convenabWL

•





13, Sa se arate ca daca x"j = 1.2. "', n, este 0 solutie a sistemului neomogenn

:E au
x

, = b" i = I, 2, ",.111, iar x1, j = 1,2. ','. n este solutie a sistemului omo1-1
- n

gen ata~at ~ adx, = 0, i = I. 2, ,,_.111. atunci X J = x, + x~, j = J, 2, ,_ '. I'.j-I

reprezinta de asemenea 0 solulie a s\stemului neomogen,

Cum "A, I.f.&
vectorial.

cj flieA
= (M + lUI

1. $a
vectoriale;_

a) p.tt
c) {jJ,

"Rezolw., ":,_
Avem ).x +{
,i /-t. Deci P

b) Fie.l""
Rezulta

2. Fie

multim~

Daca A =,
solutii Iilliatj
Iiniar,e ale a

Decarece

Obtinem

"r
1r

o rnu1time V. inzcstrat;\ eu doua operatii: una internrl, adunarca, ~i una extern! (ala de-
corpul K, tnmnltirea ell scalari din K, formeaza un spatin vectorial peste K, dacA:

I) (x + y) + z = _< + (y + r), Vx, y, ZE V;
2) 30 E V I x + 0 = 0 + x = x, V x E V ;

3) V x E V, 3 - X E V I x + (- x) = (_ x) + x = 0;
4)x+y=y+x, 't/x,yEV;

~) A(~X) = (A~)X. VxE V. VA, ~E](;

6) (A + ~Jx = AX + ~x. V A. ~ E](, Vx E V;

V) A(X + y) = Ax + Ay, V A E K, V x, Y E V;
8) 1·%=x, 'r/xeV. lex.

Exemple. i) ...IItm," - multimea matricelor de tipuI (m, tI) ell l'lemcntele din R;
b) pet) - mu1timea poIinoamelor in I, en coeficienti reali;

c) P,,(J). nEN - mulpmea polinoamelor de grad mai mic san egal ell n;
d) R"= {x, x={x1• Xli •••• , z.), x,ER, i= I, 2•.... n};

e) C - mu1timea numerelor complexe este spatin vectorial peste R J
Ij F = If: [0. IJ - R. f continua pe [0.1 l}.

Se nume$te subspatiu vectorial al unui spatiu vectorial V orice parte V' a sa care este ea
Jn~i un spatiu vectorial pe acela$i corp.:. 0 submultime V' C V este subspatiu vectorial aJ.
lui V. dac3. (?i nurnai dadi AX+~yEV', 'rIx, yEV' ~i VA, p.EK.

Fie u l ' u!, ...• U ... E V .un sistem dat de vectod. Mu1timea V' = {u = "1141 + )'21(2 + ... +
+ "'_u•• A, E K. i = 1. 2" •. , m} formeaza un subspatiu vecrori.aJ al lui V. Multimea V' sc nu
lIIe$tc spatiugenerat de sistemul de vectod ut, 142 , ••• , 14 m , iar Ul• til!••••• U", se num(;~tc sistem
de generatori pentru V',

Un sistem de vectori u l • 141" ••• u .. E V este liniar dependent daca exist~ sca)arii )'1' "2' ... ' A.. E K",n

1; IA, II oF O. astfel incH
;=1

2.4. Spatii vectoriale

28

AlUl + )'aull + ...+ A..U n = O.

DatA aceast<l relatie are loe numai daca Al = A2 = ... = An = 0, sistemul este liniar ill(}ependellt..
Un sistem de vectod din V constituie 0 baza a spatiului vectorial V, daca: a) sist~llllll de \'l~C

tori este liniar independent; b) arlee alt vector did V"este 0 combinatie liniara de "lcc/orii sl<;(e

moluL Douel baze oarecare in V au ace1a$i numar de vectori. Nurnaru1 vectorilor unei biW'c repre
zintl dimensiunea spatiului vectorial.

Fie (Jl "'" {el • "e2 ; •• " e.} 0 baza In V. Orice vector x E V se descompune in'mod unic ~ub
forma

x - x 1e1 + x2;e2 +, .. + xile••

ScaJarti Xl' %"11 " •• , X" se numesc coordonate1e vectorului x in baza (J].

.F1e V. un spap.a vectorial real. Se nume.','ite produsul scalar a1 vectori1or .Y. y E V", numft.rul real.<., ,,> satisiAdnd proprietAtile:

a,) (x. y) ~ (Y. x). V". yEV.: a,) (Ax, y) _ A(X, y), VAElI, '0'_<. yEV.,
"oJ (x+z. y)=«. y)+(z. y). Vx. y. rEV.;

.-





peade,,14.
100 .... -l.'~.

4. Sase"
{t" - 1 +l[

ReulVM,~"j

biD&ti~ u"iaIi:
- t~"

Rezo/ool'e;

liniar independ

Deoarec~ orice

.nltl ca ace~tia<':.

II i --4}1I1 + XllVll -

'~. 7. Se dati.<

= -Sa, + 4~
= aJ - a2 +.

Rezolvat'e.,

matricei fonnate';~
natele vectorulu..•. '·
temul de vect ...
aceastA. bazl. Fi ~

-8ojl

5. In R4i
-I, I), v. =;"

tele vecf0rul.
Rezolval'e.

Rangula

4- "'aVa + X,II,

+ x. + x.::= I,
I

este Xl =-,,

pendenfi. Con'

in ])4 '., ,

in 1'2(1)

in AI2•2 ;

2. I, 5, -3),
in Rj.

f

f,i

ale sistemu!ui,omogen.
matricei solutiilor este t,

I·
t

(IJ ,

I).

1 + t - (!.

b";1' 1, 0, .. " 0),

hUH' 0, I, ,", 0),

1, 0, -I, 1), "'J
-3, 2, 9, --5)v, ~ (',

= (b••+1•• •

= (b tr+2 ••• 0'

C'+l
b2r+1 ·.> .b· rt1 o .0)

b1r+2 62r+2 • •. brrt 2 0 1. ..0

h" b2 /1 .. . b"l 0 0... I

x'

x'

CD S:t se studieze' dependenta liniar[t pentrll sistcmelc de Yectori;

a) v,=(2, 1,3,1), "2=(1, 2, 0, 1), v3~(-I, 1, -3,0)

b) v, = S - 1 + 71', v2 = 2 - 1 + 31', v3

2 -2)c) Al = l
- 4 -6

d) v, (2,0, 1,3, -1), "2 ~ (I,

observa ca solutia gellcrali a sistemului omogen se serie sub forma

n n
x = ( L bHx., .. _, ~ b..:<., x'+I"'" X/I)'

3=r+l s=/,+ 1
-"'+1" ..• XII rarninind arbitrari. ObservAm cil liniile matricci

·astfel cil solutia generalfi a sistemului omogen cste

"ohtinute dind valori necunoscutelor secundare x.+1> •. " x". reprezint.1 solutii
Acestea sint in numal" de n - Y; sint liniar illdependentc\ deoarece rangul

'11 - r. DacA notam liiniile matricei prin

Se poate spune cil cele n - r solutii Xl, x 2, •• 0' x"- r {Ol'illcaza 0 l,azi'! a subspatiului S. Un t
·3,semenea sistem den - r solutii se nume.:;te sistem fundamcnta.1 de solutii pcntru sistemul omogen. l

t
}
~,
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Re::ulvare: a) Consideram rclatia "lV.l + A2V2 + "avs = O. Prin inl:)(;uirea 'Jt~cturilor VI' Va, v~, r.

·acea~t<'""t relatie este echivalent.1 eu sistemul ol1lugen 2A1 + )'2 -'~)'3 = (1, )'1 +' 2).2 + )'a = 0, 3).1 - J
- 31'8 = 0, Al + ~ = o. _./ f

Hangul matticei aeestui sistem cste doL Prin urmare, sistemuJ admite ~i solutii nebanaJe P't
cIeci :-istemul de veetori este liniar dependent. Un sistem fuudamC!ltaJ de svlutii pentru sistemut,l

·olllogcn este Al = I, "2 = - I, 1'3 = I, astfel di. 0 relatie de dependenta. este VI - Vz + Va = O. ~.

b) }{elatia A.lVl + A;avl!; + AaV~ = 0 este echivalenta. cu sistemnl omogcll 81.
1

+ 2~ + A
3

= o.~:
- AI - 1'2 + Aa = 0, ?AI + 3)'2 - A3 = O. Rangul matricei sistemului este doi $i un sistem fnnda- j'
mental de solutii este format dintr-o singuri'l., sclutie liniar independenta: )'1 = I, Ali ~ - 3, As = -2. ~

A'iem cicci Ull sistem de vectori liniar dependent ~i 0 relarie de dependenta. 1..'1 _ 31..'2 _ 2t.'3 = O. '.;

c) Helatia AlA} + ~All + )':lA 3 = 0 este echivalent,l\ cu 2A I + All = 0, -2)'1 _ 4~ - 4As = 0, }
4A} + 5All + 4Aa = 0, -6 Al + 3)'2 .t- 8/'3 = O. Hangul acestui sistem este dni, ded sistemul de rna- r
trice este liniar dependent. A'l"em 0 relatie de dependentd. -2A

I
---J- 4.4

2
_ JA s = O. I

d) Relatia A1v1 + havl) +- "31..'3 + "41..'4 = 0 este echi'lalenta eu sistemul omogen 2A} +- 1..2 + A
4

=e 0 f
A;a - 2~ - 3"-4 """ 0, A} + A3 + 2),,1 = 0, 3).1 - )'2 + 51·s + 9)'4 = 0, - A} + A

2
- 3Aa - 5).4 = O. t

Rangul acestui sistem este doi, deei sistemul de vectori cste liniar dependent. Dcoareee un ~istelll '

fundamental de solutii este format din dou~ solutii liniar inGependente, avem doua relatii de I..b.

,



peDdentA. Sistemul fundamental de solutii este Al = 1, f,z = - 2, ''8 = - 1, A, = 0 ;;i A} _ 0,
At E:::> -I, Aa = -2, Ac = 1. astfel ca. avem relatiile VI - 2vll - va = 0 ;;i -VI - 2va + (I, _O.

4. Sa se determine care din polinoamele t2 ~i t - I apar(in spa(iului generat de
{t" - t + I, Bt" + 2t. t3}. .

Rezolvare. Pentru ca. cele dOlla polinoame sA apar-pnA spatiuJui. trebuie ca aCestea sa. fie com
binatie linia.ra de elementele sistemului de generatori. Deci

Aceste relatii sint echivalente cu sisternele:

vectori sint liniar inde-·

(~
1 2

)-I 0

0 -1
2 2

Yl + Ys = O.
3Y2 t= O.

-YI + 2Yll "'" I,
Yl ... -1.

~iXl + x3 = O.
3x2 = 1.

-Xl + 2%2 = O.

XI = 0

pendenti. Considertndll~i ca vectori linie intr-o mattice. obtinem matricea

Se observA cA primu] sistem este incornpatibil ~i ded t'll nu apartine spatiului,. in timp ce a1
doilea sistem ete eompatibil (Y1 = -I, Y2 =- O. YI = 1). ceea ce arata ca t - I apartine acestui
spajiu.

5. In R' se dau vectorii "1= (1,1.2.1). v2 = (I. -1,0,1). "3= (0, o.
-1. 1). v, = (I. 2, 2, 0). Sa se arate ca ace~tia forrncaza 0 baza,· Se cer coordona

.' tele vectorului "= (1, 1, 1. 1) in aceasta baza.
Rezolvare. Deoarece dim Rl = 4 este sufident ~ aratAm cil cci patru

S. Un

'" einului,omogen.
rieei solutiilor este

f"
I
:;r
'~:,,:,

RanguI acestei matrice esic patrn.deci vectorii slut liniar independenti. Scriem apoi V = X1VJ ~

+XaVi + XSVs + X 4V4 • Pentru detcrminarea coordonatelor Xl' x" Xa :?i x, obtinem sistcmul Xl +
+- "'I + X, = I, Xl - X2 + 2x" = 1. 2x1 - XI + 2x. c= 1. Xl + x 2 + x 3 E:: 1. Solutia acestui sisteffi'

I I 1 ~

este Xl = -, X 2 = -, Xs = -. x, = - .
.. ":I 2 2

6. In Ril sa se dcterminezc 0 bazrt, a subspatiului gcncrat de vectorii V J = (1, 2,
-4.3,1), "2 = (2,5, -3,4.8). V3 = (6.17. -7,10.22), v, = (1,3, -3,2.0).

a=
b3 =

VI' VI' v~1

,,+ A, = O. 3~, -

,,' .Itii nebanale fi I,;'

";pentru sistemul

;~I-V2 +Va = O.
'+ 2", + )., ~ O.
::Un sistem funda-

"" -3. A, ~ -2.;
,.,- Jv, - Zt'a = O.
'- h, - 4)., _ O.

hsistemul de ma·

'9.
+ A, + A,=.O
3)., - 5~. ~ O.

Rezolvare. Se verifica. faptul eil VI' v2 , Vs' v" sint liniar dependenti. dar trei dintre vectori sint
Iiniar independenti (de exemplu VI' <"2' v3 ), Prin urmare, v, este 0 cornbinatie liniarii de vI> v~ ~i (13

Deoa.rece orice combinatie liniara. de veetorii VI' v2• va ~i fJ. este 0 combinatie de VI' Vl! ~i VOl' re·
lultl eA ace~tia formeaza 0 baza a suhspatiulni. Descompunerea vectorului v, fatA de aceastii bazfi

3 1
v~_ K1Vl + X2,'2 + x 3t'a conduce la coordonatele Xl = 1. %'2 = - -, %'3 ""'" - •

2 2

7. Se dau vectorii a, = (1. o. 0). a2 = (2, I, 0). a3 = (-3, 2, 1) ~i

= -8a] + 4a2'- a3 ~i vectorii hi = a l + az + a3 • bz = a}'+ az - a3 •

= aJ - az + a3 • Sri se calculezc coordonatele vectorului a in baza b], h2 • b".

Rezotvare. SA obscrvArn mai IntH Crt vectorii aI' (12' a 3 e RS sint liniar independenti (rangul
matricei formate cu cei trei vectori ea linii este ega] eu 3) ~i deci formeaza 0 baza in RI. Coordo
natele vectorului In baza A = {at, a2 , aa} sint a = (-8. "l, - I)". Se poate verifica faptul cA sis
temul de vectori B = {bl' bz• ba} formeaA.i,l 0 bazA In 1\3. Se cer coordonatele vectorului a in

aceasf;t bazA. Fie a = x1bl + X 2')2 + x3 ba.adic.i

-Sal + 4a2 - aa = x](a l + az + a3 ) + xll(a1 + G 2 - a3 ) + Xa(lh - a2 + a3 ),
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sa fie Iiniat.

14: Sa $/1,
_. .,1~'

a) V,.= '
172 = t2 + t.

15. Sa: se'
vectorii{1" "

a) 513 +..,
16. aHa'

se ara te ca ... '.'
rilor X = (S,:

, b) In RO'
'v, = (0, I,
vectorului ~_I

11. In R'~
a) 1I11=D}
h) VI =tt.
c) VI = Hi
d) Vl = f.
Sa se stu

qependen!a..

. .. ' 18, In~"
-3,7), ':J .

-generat de ak'.
la haza al~a

"

,.,

~.

\
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Similar, inlocuind vectorii VI' i = 1, 2, J, 4, prin descompunerile lur in hazil E, obtinem

DupA teorema descOinpunerii uuke a tluui vector intr-o baza, rczulUi

UItimcle reJatii se pot obtine $i prin imrersarea relatiilor anterioart.:.

Rezolvare. Sa determinam mai intii relatiile de trecere de la 0 taxa la alta. ,Se verifica laptnl cA.
B ~i B' formeaza haze in R·. Determinam apoi descompunerea fiecaruia din vectorii til. i = 1. 2,

3, -4, dupA. baza B' ~i descompunerea fiecaruia din vectorii VI> i = 1, 2, 3. -1, dupa baza B. Obtil:lem

Fie x E n un vector oarecare .<;i fie descompunerile sale dupa ccle dona baze:

x = xtu1 + %2112 + xaua + x.u. ~i x = YtVl + Y2Vg + Ya'/l3 + Y~f1~.

Sii determinam legll.tura dintre coordonatcle x, $i Y,. i = 1, 2, J, 4, in cele dOlla baze. Inlocuind vee-
~torii U j , i = I, 2, J, 4, cu descompunerile lor in baza B', olJtinern

x = Ytv1 + Y2
va + Y3'/13 + Y4V4 = x1( -Va + v,,) + x 2(v J + v2 - v4) + X3( -VI + v~) + X4(V

1
+ Va _ V,},

U I = - Va

U z = VI + VI!

ua = -VI

U, = VI.

DupA. teorema descompunerii ~nice intr~o baza rezultA. -""1 + -!2 + XI = -8, XI + X
a

_ %3 "::::I ...

... - X. + XI = - 1. Rezolvind ac~st sistem de ecuatii, obtinelO peateu coordonatele lui a to baza B

valorile Xl=~' XI =_2., xa = -6. astfel Ca a =(2. _!-, -6)
2 2 . 2 2 H

8. Sa se stabileasca formulele de transformare ale coordonatdor cind se
de la baza B la ba7.a B', dad

B= (UI 0,2, -1,0). u2 = 0, -I, I. I), u,= (-1,2, I. I),
u, = (-1, -1,0, I)},

B'= {VI = (2, 1,0, I), V 2 = (0, I, 2,2). v,= (-2, I, 1,2),
v, = (1, 3, I, 2)} in R'.

9, Sa se arate ca func!ia <, ) definita pe R2 prin <x, v) ~ 3",)\ - X
U2

_

- x,Y, + 2X2Y2' X = (Xl' X2), Y = (Y1' )2) E R', este un produs scalar.
Rezot'/lare. Trebuie sA. verificam conditiile a l ) - as) din definitia pro([usillui scalar. Se ohserva ca.

(:c, y) = (y, :c). Daca consideri1m Z = (zl' Zg) E RZ, x + Z = (Xl .;- =1' X
2
+ zJ asHel ca (x +

+ z, y) = 3(xl + zl)Yl - (Xl + zl)Yg - (xg + Z2)Yl + 2(x3 + 2'2)Y2 = (x, )') + (-C', J').

Apci (x, x) = 3xf -x1xa -X2xl + 2xi = 2x~ + (Xl - X 2 )2 + x~ > 0, I:/x ¥- 0, ~i (.1", x) = 0 numai . 'j

daliil x = O. Prin urmare. conditiile a1 ) -aa) sint verificate ~i avem Ull produs ;,calar.

10, Sa se detennine veetorul normat v din R', ortogonal vcctorilor VI = (I, I,
1, I), v2 =(1, -1, -1, 1) ~i v3 =(2, 1, l. 3),

Rezolvare. Fie f1 = (Xl' %"2' X:J> x t )· Pentru determinarea veetol"ulni '/I U'1em conditiile: lit'il = 1,
(fJ. VI) = 0, (v, '/Ill) '=. 0 ~i (v, va) = O. Aceste cotlrhtii sint echinlenle ell sistemul :

xf + x: + x: + x: = 1, x. + xa + %3 + x4 = 0, xl"';'" x~ - Xa + X 4 = 0, 2xl + Xa ...._ xa + ]X
4

= O.
Din ultimele trei ecuatli obtinem Xl =='== 0, X 3 = -XS' X 4 = O. asHe! ca, inlocuind in prima. obtinem

_, - -x3 = ± _1_. Deci 1I = (0, 'F _1_, ± -.Ii . 0).
~2 ,\/2:!



2.4.2. Probleme propuse spre rezolvare

11. Sa: se arate dl urmatoarele m;'ltimi sint subspatii vectoriale ale spaiiilor
vectoriale indicate:

a) {(a,. a" .0), "" a, E R} C R'; b) {at' + bl, a, b E R} C P(t)]
c) I(x,. x" .<,) I XI = 3x" X, + x, = x,} C R'; d) D = If E F If este diferen
tiabila ~i l' = j} C F.

12. Sa se studieze dependenta liniara pentru sistemele de vectori :
a) v

1
=(2, I. 3. -1). v,=(-I. I. -3.1), v,=(4. 5.0, 0). v. = (1.5,0,1) lnR';

b) l'
J

= (-5. 2. 8, '-.v), v, = (-5, 3. 17, -14). v, = (I. I, II, 6) In R'j
c) VI = (0. 1.2, -I). v, = (I, 2, -I. 0). v, = (0. 2, -1, I), v. = (4, 6. I, 3)

In R';
<.1) VI = sin x, v2 -= cos x in F:
e) v, = 1. v, = I, .... v. = 1'-'• ... In P(I);

f) AJ=(I~ -:). A'=G =l A,=(_~ _~)lnM" •.

13. Sa se determine )., fJ. E R astiel ca matricele

A 1 =G ~).A,=G -~)$iA3=(-I~~)

sa lie liniar dependentc.

14. Sa se cerceteze dependenta liniara a vectorilor:

a) v, = 2 -3i, v, = 1 + i in C; b) VI = e, v, = e'x. v, = e'x In F j c) v, = 41,

v, = t2 + t. v, = 31' - / in Pit) : d) V, = cos' x. v, = 17, v, = sin' X In F.

15. Sa se determine care din vectorii urmatori apartin spaliului generat de
vectorii {t' - t + I, 31' + 2t. t'} :

a) 51' + 64' + 4; b) t' + t' -I- t + I ; c) t' + 31' + 3/ - I.

16. a) 1n R' se dau vectorii VI = (I, I. I). V2 = (1, I, 2), v, = (1, 2, 5). sa
se aratc di ace,:;;tia formcaza 0 baz5. ~i apoi sa se determine coordonatele vecto
rilar X = (5. -1. 3) $i y = (2, 3, -1) In aceasta baza.

oj 1n R' se dau vectorii v, = (1, 0, 0, I). v, = (2, I, 3, I). v,o= (I, L O. 0),
v. = (0, l. -I, I). Sa se arate ca ace~tia formeaza o· baza. Se cer coordonatele
vectorului v = (0, 0, O. 1) In aceasta haza.

17. In Rl se considcra urmatoarele slsteme de vcctori:
a) i'. CC (I, 2. 2, 1), v, = (5, 6, 6, 5),", = (- I, -3.4, O\, v. = (0, 4, -3, -I))
t,) ", = (2, --5, 3, 10), v, = (1, -1. 1,3). v, = (3, 3. 1, 1) i
c) v, = (1,2,5, --I), "2 = ,(3,6.5, -6), ", = (2, <1.0, -2);
d: VI'" (2, 0. 4, 2), v, = (I, 2,-2, -3), ", = (3, 1, 3. 4), v. ~- (2, 4, 9. 5).
S', so studiczc dependenta liniara a vectorilor ~i sa se determine relaliile de

depcnJc'nFl. Sa so pnna In evidenta 0 baza in liecare db subspaliile generate.

18. 1n spatiul R' se dau vectorii VI = (2.4, 1,3), v, o~ (7, 4, -9, 5). ", = (4. 8,
~3, 7), ;II "~ (5.5,-5,5), ", = (8. 4, -14.6). Care este dimensiunea" subspaliului
g{'ncrat de 3.cc~tia ? Alegind 0 baza in subspati1.1, sa se raporteze toti ceilalti vectori
la bazaalras:'\.

33
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12 1)
o 1 -2 alto dona Iinii ortogonalc

-I ° 2

. 19, Care din unnatoarele multimi de vectori:
a) v, = (I, 1, 0); ", =. (0, I, i,), v, = (1, I, I) in R':
bJ v, = (1, 0, 0), v, .= (4, 2, 0). v, = (0, I, 0), ", = (0, 0, 0),

tn R':
c) v,=(I, I, I), v,=(1,2, 3) inR':
d) v, = (I, 1,0,0). v, = (1,0, 1,0). v, = (1,0,0, I). ", ~~ (I, I, 1, I) In R4

genereaza spatiul la care apartin !

20, Sa se detennine eoordonatde veetorului v =, (2, -3, 5) in raport en Laza:
a) v, = (I, 0, 0), v, = (I, 1,0), "3 = (1,1,1);
b) v, = (I, -1, 0), v2 = (-4, 6, -10), ", =. (-1, 3, -9);
ej v, = (1,1,0). v2 = (0,1,1), va = (I, 0, 1):
d) v, = (I, 0, 0), v2 = (0, 1, 0). ", = (0, -5, 5).

21. Sa se determine eoordonatcle veetorilor:
a) u1 = t

2 + 1 U 2 ;:::.,., 1
3

'll:J = 4 1t4 = t2 U" :.::"" f3 _ 12 si 'lf
6

= [2 _ t in baza.v, = t', v2 = t' -/- 't, v, =. ti -/- 1, v:= t -/- 1 'di,;' ]>,(1); "

b) u, = 3 - i, U 2 = i, ua = -5, ", = 1 -/- 3i, "5 = 3 -/- 4i in Laza v, = 1 _ U.", = i - 3 din C,

22. 'Completati unnatoarele multimi de vectori ea sa fie, Laze in spatiilc consi~derate:

a) v, = (4, -7) E R2: b) v, = (2, :-1, 3). v
2

= (4, I, I) E R':
c) v, = t, v, = /2 -/- 4 E p.(t) ; d) v, - t _ I, v. = t' -/- 5 E P,(t),

23. Sa se determine matricea treecrii de la baza B la baza B' in urmatoardecazuri :

a) B C7 {(2, 3), (0, I)}, B' = {(6, 4). (4, 8)} in R';
b) B = {(5, I), (I, 2)}, B' = HI, 0), (0, I)} in R2:
e) B -c: {(I, 1, I), (I, 1,0), (1,0, OJ}, B' = {(2, 0, 3), (-1, 4,1), (3,2, 5)}in R':
d) B = {t, r, t'}, B' = {3 -/- 2t -/- t2, t' _ 4, 2 -/- t} In P,(t) :
e) B' = {t, t' -/- 1, t' -/- t}, B' = {t' -/- 3t - 3, 4t' -/- t -/- 2, /' _ 2t -/- I} Inp.(t) , r

24. Sa se stabileasea formulclc de transform arc ale eoordonatelor c1nd sc trceede la baza B la baza B' :

B = {(I, 0, 0, 0), (0, 1,0,0) (0, 0, 1,0), (0,0,0, I)},
B' = {(I, 1,0,0), (1, 0, 1,0), (1,0,0, I), (1,1, I, I)} In R4.

25. Sa se ealculeze produsul scalar al vcetorilor :
a) v, = (I, -1,2,3,0), ", =.. (1, 2, -1,4, I) In R5:
b) v, = (I, -I, -1, ~-I, 1,2), v, = (2, -2, --3, 3, 2, J) in RO,
26. Sa se normeze vectorii
", = (3, 1,2, 1), v, = (2, I, -1,2). va = (--2,3, -5, _I) ill R',

27. Sii se oonstruiasca 0 baza ortononnata a spatinlui R', admitilld e{l dei

vectori ai bazei sint v, = (--!., --!., --!., --!.) si v
2

= (--!., --!., --!., _ ~) ,
2 2 2 2' 662 6

28. Adiiuga(i la matrieea (l ~

ele §i ortogonale la primele trei.



-~),(0'J2'J2)\

-~n,

a) {( )2 ,0, - J2)' (0, I, O)}; b) l(- ~ , ~

c){(~, ~, ~),(~, ~,
32. Fie B cO {I, I + I, 1 + I + 12 } 0 baza a spa(iului 1',(1). Definim produsul

scalar (x, y) r. ~,....: XLV] -1- .':2)'2 + xsYa,unde Xi, )'i. i =' 1, 2, 3, sint coordonate1e
vectorilor x ~i )' in baza B. S£l.. se calculcze produscle scalare :

a) <1+1, 1+I)B; Ii) <I, 1+t+12)B; c) <21-1
2

, 4+1-3t')nl

d) <3 _12, 2 + 41 + 61")n,

29. Sa se dea .0 interprctare sisternului de ('cuatii algebricE', liniar ~i anlogen•

•~ iliJXJ =o"OC 0, i :0:0::: 1,2, "', nt, ~i sistC'mului Srlll fundamcnt3.1 de solutii, consiu
1
':r1nd

j=1di. coeficientii fiedirci ccnatii Slut coordoD2telc nuni \Tctor din RU.

30. srl sc determine sistcnlul fundamental ortonormat al soIutiilaI' sisL~mului
BX

1
+ x~ - X

3
+ X4 =' 0, 2x1 + x2 -- X:3 - X I :;:::~ O.

31. Aratati crl fiecarc din urmatoarcle multirni estc ortollormata in R:1 ~i pentro
fiecare mu1timc ga5iti 0 baZrl ortonormata pentru R3, care sa cantina eei dei vectori :

(0, 0, I)

,-I in baza

2.5. Operatori liniari

in

do;

1n1.re

Fie F .'j'i v' dona spatii ·/cdoriale peste ar,da~i corp K. Aplicatia f; V - V' se nume~te operata.,

linia r daca ftAx + tLy) = ).{(xl + pj(y), \Ix, )' EO V .,;,i V)" '!J. G 1<.
ProprieHit

i
. 1) Dad. f: V ---> V' 1jd g : V' --> V" sl:nt opcmlori liniari, <'l.tunci apHcatia go!: V -+ V'"

este tDt IIll operator liniar.
2) Fief: V -+ V' un operalorliniar ~i fie Ov EO V)i 0" E [1"' -/cctorii lllili in cele doua spatii. Atunol

f(O,1 co 0,,; f( -x) ~ -fix), v. E V.
1) Daci'i f: V -+ V' este operator hniar:;;1 li C V este Ull :subspatiu vectorial a.llui V, atunal

!(H) C V' este subsp3.tiu vectorial 0.1 lui V'.
"I} Daca f: V -+ V' estc opcrator Iiniar .~i {Ill' u2' .•• J ttk) C V este un sistcm dc vectori Hniar de-

pemlcIlt, ;\tunci sistcl11ul ({(n
t

), l(u2 ), •• " I(lttl} C V' este liniar depenuent.
Dou{t spatii vectoriale V ~i V', peste acela:;;i corp K. se nutnesc izomorfe ~i. se noteaza V ~ V',

dac;i existfi un operator tiniar f: V --> V' bijectiv. In acest caz, f se numc.c,;te izomodism.
ProJ!rictiiti ale spatiilof vectoriale izomorfe. 1. V ~ V, 2. V ~ V' ~i V' ~ V" => V S V".

3. V ~ V' 0=> V' ~ V (daca f: V -I' V' cste izomodism, atunci 1-1 : V'.....-+ V este tot izomodismt·

1. J)aC:~1 ,V ~ V' U hind il.O\llodiSlTIul) ~J. {ul ' ua' .•., u ..} C V estc un sistem de vcctori liniar inde·

pendl:llt,lltuncisistemul U(ul),f(u~), ... , ((u II )} C V'este tot !iniar independent. Dow\ spatH veotl)

ri.:dc iJ.d:n· lr£e (1.11 aceea.;;i dituensinIlI'.
l..:n opera.tor !iniar T: V -+ V se nllme~te transCormare liniara. Daca B = {et , ea, ...• e.} este 0

bad! in 'V, a cIa trCl.l1'ifor:nvca T l:nseamn:1 a. specifica 'relatii1e .de transformare a tazei B, Te, -

"= ,~ aU,'j, i = I, 2, ... , n. '\1 Llricca A = \f1'iJ) Sf'. llllme:;;te matricea trandormarii liniaTe. Daca x ..

.1=1n n n
= ,~ .1:/:1' Y =.~ Yiej :;;iy = Tx, atnnet Yi =.~ (~JixJ, i ::::1'1, '2••. , ff. La 0 schVnbare a bazei in V.

10-=1 [=1 J=l
matricea uud transform5r,i l-iniare se scbimha dupa Iegca B = SA S-1, S fHng matricea schimbAril

baz(~i .
Vcctorul tt -=F 0, tt E V, l>e nU11lc.;;te vflcblr prnprin pcntru transformarea. liniara T: V -+ V, da.oi

exi,.;t.i A E X, a~a ta. Tu = AU. Scala.ru1 A E K sc n\lme~te valoarc proprie.
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o coa.dipe nece3&r§. ~i suficientil ca matricea transformarii liniare T : VII _ V
n
~ poata. fi adusi

1a forma diaronala este ca ea sa admiti1 n vectori proprii liniar independenp.. Daca u
l

' tll!, •.. , u" :>int
vectorii proprii, liniar iDdependenti, core.spunzatori valorUor proprii )'1> 1"2, •.• , A~, atuHci matl'icea
transiormarii este

(O
A,, 0 .. ,0)

)'2 ... 0

o o~,·.),~

Valorile proprii se determinli din ecuapa. caracteristicA det (au _ A8
1
/) = 0, A = (au) fiind matricea

transfonnlrii liniare. Vectorii proprii se determina ea solutli ale sistelllului

:;

'!-(+. ;,oJ!,
o 5. Fi~ tta. (7_ IZ
A = to _I!'
, 12 _ -21,

transfonnarii:
Ruolvare.

,!U1m 'mai rDtfi·~'

.re rldAc;inile ji .,
{7 - ~}Xl+ I

»elltru Al = - 1

. ~~'. HXa := O. REiD
• -2, -*'3 = 1.

,~- Aa = 1 sist~~

,
... ..; (-~. 0,1).

'. ''l'afA de·acea.tA
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n

.1: (au - A8/1).l'J = 0, i = 1, 2, .•. , n.]=1

o transfolnlare liniarcl T: V-V. y = T:r se nume.;>te transformare ortogonaJi'i daca pilstreazl
lungimile vectorilor, adicil IJ:r II = fly II.

1. Sa se arate ca urmatoarele aplicatii sint operatori liniari:
a) f: R3 -+ R2, f(x,. x 2 ' x:J = (2x, + x2. 4x3) 1
b}f:R2-+R3. }(x,. x2 ) = (x" 3x

J
-x2. 2x,);

c) }: R2 -> R2, }(x,. x
2

) = (0. 0) ; ,

d) j: Pit) ... P(t)'/(ao+ alt + ... + a.t') = a, + 2a
2
1+ '" + na.t'-~.

Rezo]vare. a) Fie x=(xl ' x~, ,t'3}' Y = (Yl' Yz, Y3) E R3 $i i" p. E R. Avem 'oX + flY = (Ax
l

-+
+ ~y,. Ax, + ~y,. Ax, + ~y,) • • stlcl cil flAx + ~y) = (2(Ax, + ~y,) + i,x, + !'y,. ii.x, + i~y,) _
- (A(2x, + x,) + ~(2y, + y,). ii.x, + 4~y,) = A/(x) + ~f(y),
Aceasta aratA cil f este operator liniar.

b) Fie x = (Xl' x2J. Y = (Yl' Y2) E R2. Atune) )oX + flY = (i,xI + ~YI' Ax.:! + fLY,) $i I(M +
"" ~y) = (Ax, + ~y,. 3(M, + ~y,) - (i.x, + ~y,), 2(i.x, + ~)',) = I,f(x) + ~/(y) ~i deci f este operatorliniar. _

c) Evident. flAx + ~y) ~ i,f(x) + vf()') ~ 0,

d) Fie :r = ao + all +... + air, y = bo + bIt + ...+ bnl" EP(t) ;;i A, fL E; R. D~oarece Ax +
+ ~y = P.ao + !Lbo) + (I-.a l + /J.blJt + .. .-f-(i.a" + p.b"W\ rezultil!p.x + I-LY) = (/.a). -/- (-tb

1
) + 2(j,a

t
+'

... Jtbz)t + ... + n(i.aQ + flb"W-I = ).J(x) + vI(y) ~i cieci f este operator liniar.

2. Fie ap1icatiile}: 'R' ->- R2, f(x,. x,) = (2x, - x
2

, 3x
2

) ~i g: R' _+ R2, g(x) =
= (x2

- Xl .. 4xJ ). Sa se arate ca acestea slnt operatori liniari. Sa sc detennine fog
~i goj §i sa, se verifice eCt sint operatori liniari.

Rezolvare. Fie x = (Xl' ,t'2)' Y = (YI' )-'2) ~ RZ !}i A, flE R Deoarece

JIM + IXY) = (2(i.x, + ~y,) - (h, + ~y,). 3(J.,·, + ~y,)) ~ )J(x) + l'f(Y) §i g(i,x + ~y) = ((h, +
'" !'y,) - (Ax, + V·Y,). 4(h, + (')',)) ~ I.g(x) + !'g(y).
rezultcl c~ f ~ g sint operatori Jiniari.

----- Apoi (fog) (x) =J(g(x)-) =1(:>2 - Xl_ "tx1) = ,(2"2 - 6xl , 12xl ) $i (go}) (:r) = g(J(x) = g(2,t'1 _ ,t'2' .3x
2

} ",,-'

----------l~xll - 2xl , 8%1 _. ":l:Z;l)' Sa verific:1rn di acestc aplicatii sint operatori liniari. Avel1l (fog) C'.x +
.. ~Y)'''''(~(Ax,+ ~)',) - 6(M, + ~YI)' I2(i,x, + ~y,) = I,{fog) (x) + ~(fog) (Y). (gof) (i,x + ~y) =
- (i(Ax, + ~Y')~ .2(i.x1_+ ~)',). 8(i.x, + ~y,) - i(i,x, + ~y,J) = A(gof) (x) + ~(gof) (yJ,

3. Fie operatorullinlar f; R" ->- IP.j(x" x•• x,,) = (Xl - 2x, + x
3
. 2x, + '~2 "- X••

Ie. - Bx.). Sii se arate ca operatorulliniar} este inversabil ;;i sCt se determine im'crsul
siu j-' : R' -+ R'. Sa se verifice cCt f-' este tot un operator liniar.

Rezolvare. J.~ie x = (Xl' :r2, .1'a), Y = (Yl> Y2' Y3) E R3, :r '# y. Sa presupUllcm cii f(x) =., f(y),
iLdicolj(x) - fey) = j(x - y) = 0, deoarecl' j cste operator Iiuiar. Prill unnare, pelltru a al',H,:. c,'i. UD

2,5.1. Probleme rezolvate



Tator finiar este injectiv trebuie aratat eA ecuatiaf(z) = 0 are numai soluria banalA-. Eeuatia /(2") ..., U

e echivalentA eu sisterhul omogen Zl - 2z! + Za = 0, 221 + Z2 - za = 0, z2 - 3za >= O. Se vet;l! en.
"fOr ca acest sistem are nurnai solutia banala. Prin urmare, f este 0 aplicatie biunivoca. ~ deci aJr;!ite
aplicatia inversa.

- Fie Y = fYI. Y2' Ya) E H.3, fixat. Ecuatia y 0== 1(x) este echivalenHi eu sistemul Xl - 2xz + .\3 _

- Yl' 2x1 + x3 - .1'3 = y!. X,l - 3x3 -= Ya' Solutia acestui sistem este Xl ICII 12-1(2Yl + 5Yl! _ Y,,)
'--I = 12-1( -'-6Yl + 3yz - 3Y3)' 'Xa 0:::= 12-)( -2Yl + )-'z - 5Ya}. Prin urmaTe, aplicatia inversA este
'1-1

: Ra ..... R3 oefinita prin f-l(x) = 12-1(2x 1 + 5xz - xa' -'fixl + 3x2 - 3xa• -2x
1
+ XI - 5x

3
). Se

verifica u~or cil aceasta aplicatie este tot un operator liniar.

matricea

matricea

4. Fie operatorulliniar J: R' -.;. R' definit prin f(x I , x" x,) = (-Xl + x, + 2x"
. IxI + 3x2 + 4x" 2x! + x2 + 2x,).

Sa se arate ca J estc un izomorfism. Sa se determine r'(O. 0; 0), 1-'(0, 1, 2) ~i
)'(1, 5, 2).

Rezoll'Qre. Sa aditam ca f cste 0 bijeetie. Pentru a an'ita eA f este injeetie, deoarece f cste
~,Gperator linial', este ue ajuns S<l adtam e<i ecuatiaf(x) = 0 are numai solutia x""" O. Ecuapaf(x) = 0

'este eehivalenta. eu sistemul omogen -Xl + X z + 2xa = O. 3x1 + 3x2 + 4xs = 0, 2x
l
+ x

2
+ 2xs = o.

Singura so1u1 ie a acestui sistem cste Xl = x2 0:::= xa = O. S::i. aratiim ca. f(R3) = R3. Fie y.= (-"1' )'2'

'".)E R~ ; sa araUim cii ,exista x == (Xl' x 2 • Xs) E Ra asHel inch y = f(x). Aceastil ecuatie este {:chi

:valenta ell siskmul -XI -I- "2 + 2%a = Yr, 3x1 + 3x2 + 4xa = Yz, 2.1'1 + x2 + 2x" = YS' care rc;l.o]-
vat conuuce la Xl = (~Yl + Ya)/3, x2 = (-Yl + 3Y2 - 5y"J/3, %3 = (Yl - Yt + 2Y3)/2. Prin urmare.,
J este izuIllorfism. Operatorulliniar invers estef-l (xv x 2 ' Xa).,. ((-Xl + %3)/3, (-Xl + 3Xa - 5%3)/3.

(2 7· 3)'I -', + 2',1/2). Deci ;-'(0, O. 0) - (0, 0, 0): ;-'(0, 1, 2) ~ -. - -, - : ;-'(1, ~" 21_
3 3 2

~ (~. -"-, 0).
. 3 3

5., };ic ~~~nSf~r)malea liniara T : R' -> R' definita intr-o baza B prin

A = (10 -19 10 . Sa se alate ca exista 0 baza B' in R' faFl de care
12 ~24 13

transformarii T are forma diagonala.
Rezolvare. Arat;1m ca transfonnarea T admite trei veetori propdi liniar independenti. Determi

~m 'mai intii valoriJe pTOprii. Ecuatia caracteristica

7- A
10

12

-12
-19 -).
-24

6

10 _ 0 ,au p, + I) (A - I)' = 0
13 - A

. ;

are mda.einile ),1 - -I, "'-:J ::.~ Aa = 1. Veetorii pl'oprii sint soll1tii ale sistemuJui

(7 - :1.);(1 + lOx2 + 12.,-" = 0, -12%1 - {19 + ),)x2 - 2".lx" 0::::: 0, 6x1 + lOx\! + (13 - A)X" = O.

'entru i'l = - 1 sistemul devine SX1 + lOxz + 12xa = 0, - 12xl "- l8xI - 2'fx3 = 0, 6x1 + lOx! +
' .. Hx" = O. Hangul sistemului este doi, astfel di un sistem fundamental de solutii este Xl = 1, x, _
- -2, x 3 = L Deci vectorul propriu corcspunzator lui Al "'" - J este "1"'" (I, -2, 1). Pentru '" _

- Aa = I sistemul deviIJe 6;r l + lOx2 + 12x" =: 0, -12xl - 20xz - 24%a -= 0, 6x1 + lOXll + 12%3 = o.

Rangul sislemului «te unu J un sislem hmdamental de solulii este fonnat diu u, ~ (~ _}, 1. 0) ,i

.. """ (-2, 0, J). Vectorii proprii til' "2' i'3 sint llniar independenti ~i deci fonneaza 0 bazA in R'•
fatA de'fLceasta baza matricea transformarii liniare este

fi ! ~).
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1..

18. Fie
SA se arate

. forma diago·.
tricea tran

a] A =if

2.5.2. Probleme propuse spre rezolvare

38

Ii. Fie transformaroa liniaril T: R3 -+ R' definita intr-o baza B prin matric
'I 2 ")~,)f '= l-l 2 -1 . Srl sc aratc ca nu exista 11ici 0 baza in R3 fapa de care matric

1 -I 2

transformarii T sa aib:i form:\, diagonal:l.

1 - A 2 1 I .
Rezolvare. Ecuatia caractcrishca este - 1 2 - ;. _ 1 1_ O. Valarile

1 - 1 2 - A
A) .... I, ~ = Aa = 2. Sa determinaru ,,",CUill vectorii proprii. Pentru Al _ 1 cooMJonatele vectoruJ

propriu ttl satisfac sistemul -X2 + X 3 = O. 2x1 + %2 - X
3

= 0, Xl _ ~'a + x." _ O. Prin urma
vectel'ul propriu coreSpUDzator estc u t = (0, I, l). Pentru As. =- Aa _ 2 obtinem si.ste

-Xl - xll + %3 = 0, 2x1 - xa = 0, Xl - %2 = O. Rangui acestui sistem este dei, astle! eli sist
fundamental de solutii este format nUlllai dintr-un vector, <1l1ume Us _ f I, 1. 2). Vactorii proprii

~"I sint liniar independenti. dar Ull formeaza. baz<1 in R3. Din aceastA cauz4 re-zuUa ca nu exista: o 1M.
fata de care matricea transformarii sa aiba. forma diagonala.

A ~.;(e_~onstt), ti::,:::o::;~:~e:atl~n:ras:'s~R:
e
:

fi
::, C:e:::fo:::re~;r::t

7 2 6 3

ortogonaHi. '

Rezo[va,.e. Fie x =- (Xl' x2 , %3) E [(3 ~i Y "'" (Yl' Y;l' Ya) =- Tx, astfel zj Yl _ (-3*1 + 6>t::.&' + b.ll
Y. = (-2x1 - 3x:a + 6:1:3 )/7. Ya "- (6x1 + 2x2 -to Jxa)f7. Verificam ca ~j ~ II _ 1/" II. 'Va:E Rl. Av
IJY!II ,,-yi + y~ + y~ = 49-1(9x~ + 36x~ + 'lx~ - 3Gx1xZ - 12x1:1:, -+ 24x.x, -+ ~ + ~i + 36.¥:
+ 12xl x2 - 24x1x3 - 36x2.t"a + 36xf + 4x~ + 9..¥~ + 24x1x2 + 36x

1
.... -;. 12....x.) _ ~ ~ -*'~ + xi _ II

x
lJ

Frin Urlm,re, rlYIJ - Ilxll ~i deci F este 0 transformare ortogonala...

8. Sa SC detennine carc: din urnlatoarcle aplicatii slnt operatori liniari :
a) f: R2 --.. R'. j(x,. x,) C~ (3x) ~ x,. x;) :
b) f: R3 -+ R'. f(x,. x,. x,) = (3xl + 2x". x,) :
c) j: P3 (t) .• P,(t). frau + a)t + a,t') ~ (au - al)t' + 4a.1 - a, J
d) j: R3 -+ R'. j(x). x,. x3 ) C~ (Xl - 5x,. 7. x,. 0);
e) f: C --.. R, j(x, + ix,) ~ Xl + X,.

9. Sa so arate cii urmatoarelc aplicatii slnt operatori liniari. Care dintre aces!
sint izomorfisme ?

a) f: M 2., -+ M,." j (a, a, a3 ) = ( a,
a4 a~ aa a4 - a;;

b) j: C -+ C. j(x, + Ix,) = 0 :
c) j: R' -+ R3. f(x" x2) = (2x) + X" 3x" x, ~ h)) ;
d) f: P2(1) -+ P,(t). j(ao + alt + a,t') = aD + a, + (a, + a

2
)1 + (ao + a,lt';

e) j: R' -~ R'. f(x,. X,. X,) = (2x, + 4x,. 2xl + 3x,. 4x, _ Bx3) ;
'- 1 1

f) f: Pit) -+ Pit), f(ao + a,l + ... + antn) ~ aDt + - alt' -{; '" + __ a.t'.
2 "+ 1 _

10. Sa se determine fog ~i (sau) goj,i sa se vcrifice cd acestea sint operata
liniari, daC{l : .

a) f: R' -+ R'. fix). x,. x3 ) = (x, - x, + x3 • x, + x3 ), g: R' -+ RO. g(y" Yi)
= (y). Y, .- )'2' )',);



e.care matrice&.'

proprii ".41
tele vectorul1lt

: O. Prin urmaN

)btinem sistemul
&Stlel cl sistem

'Vectorii proprii
CI. nu 6%iSta. 0 ba

+ 6_, + lx,)/'
'9'>1'EW. Ave

+ 9-xi + 36x: -io-
.~ .. -g _ IIxll'

b) f: R' -+ R'. jP". x,) = (x" 3x, + x,. 2x, - x,. x,). g: R' -+ R', g(y, . .1'••
,J = (2)'" .1',);

c) f: I',(t) -+ P,(l). I(ao + ali) = 2ao - a,t'. g : P,(I) -,. [',(i). g(bo + b,t + b,t") =
_ b, + bIt' - 3bot'.

11. Fie transformarea liniara l' : R' -+ R'. 1'(x" x,) = (x,. 3x, - x,).
Sil. se arate eil. T' = I. I fiind aplieatia identitate.

12. Sa se eereeteze daea operatoml liniar:
a) f: R' -+ R'. fix,. x2 ) = (x, - 2x,. x, - x,);
b) f: R' -+ I',(i). f(x]. x2 • x,) = x, + x, + x,t - (x, + x, )t' ;
c) f: I'2(i) --;. R'. f(ao + a,t) = (2ao + a,. 3ao + a,) ;
4) f: [',(i) -+ I',(i). f(ao+ a,i) = ao + 3aot + a,t';
e) f: R' --;. R', fix"~ x2• x:J = (x, - 2x,. 2x, + x2 • X 2 + 3x,).

ate· inversabil ~i sa se determine inversul sau. Sa se verifice d'i. inversul este tot un
'Operator liniar.

13 0 translatic In plan este data de f(x,. x,) = (x, -+ h,~:X2 -+ k), h. " E R.
Este translatia un izomorfism?

14. Sasearateciiaplieatiaf:R2--;.R3.j(x,.x,) ~ (3x,- 2x,.2x, - x2,-x, + x,)
est.. un operator liniar. In R2 se dau vectorii u, = (I, -2). Hz ~= (-I, I) Iiniar
independenti, Cum slnt imaginile lor. f(u,) ~i f(u,) ?

15. Fie operatorul liniar f: R' -+ R', fix"~ x" x,) :~ (-2x, -+ 3x, - x" 3x, ~
_ 2x, -+ 5x,) , Sa se eerceteze dependenta Iiniara a vectorilor '" = (1, --I. 0);
".= (1,2,3). u, = (0, I, 1) In R3 ~i a veetorilor imaginef(u,), flu,), flu,) In R'.

16. Se consider" transformarea liniar" 1': R' -+ R' definitrt Intr-o 'baza prin
matricea A. Sa sc verifice ca Teste o· transforrnare ortogonaHi ~i di. A -~ = At
(A' este transpusa matrieei A) :

a) A = .!-(~-~ -~)"; b) A = .!- (~-~ ~),
~ 3 1 _ 2 2, ~1 2 1-2

(22) (4 -3 -3)c) A = 1 1 ; d) A = 6 -5._6 .
,0 0 1

2-3)
4 _4 ;
5 _-4

17. Sa fe determine care din urmr\toarele transformrlri liniare sint ortogonale I

a) T :R' --;. R', Y = T(x,. x,. x3 ) ~ (j~ + j~, j~ ~ j~. -x+

b) 1': R'-)o R', Y = 1'(x,. x,_ '3) = (jf-+ j;-, x" j~ + j~);

c) 1': R' -> R', Y = 1'(x" x,. x,) ~ (j~ - j~' j~ -+ j'z' -X,);
d) 1': R' -+ R'. y = 1'(x" x2 • x,) ~ (ji - j~' X,. j~ + j~):

. ( Xl X a Xl'. Xa Xl Xa )
e) 1 : R' -+ R'. Y= 1'('" x" x,) = J2 + J2' J2 - J2' J2 -+ )2; ,

18. Fie transformarea liniar" l' : R' -> R', definita Inlr-o baza B prin matricea A.
51. se arate di. exista 0 baza B' in R3 fata de care matricea transformarii liniart' are
forma diagonala, Sa se serie matrieea treeerii de la baza initiaUi B la baza B', Ma
tricea translormarii este data de

( 1-1 2) . (5
aj A = -1 1 -2 ; b) A'~ 6

2 -_2 0 4

acestea

1+-- a.l<+t
,. + 1 I

',~Int operatorl

39



:~
~';

."
DacA puaem':rfl

l(Yl = yl - 3yt~
:~
'j

}l

,

:;;i sa se stabileasc5. rela

- 5
J

-13

(2." -, f. este liniac depende

2

-I
j

= (.~
3

nllme.;;te matricea formei patratice.

m

i'm, ~ A7 oF 0, asifel Inch
i=l

i·til + f,.·.d2 + ... + '.,af", = o.

c) A=O ~) ;c_(x,)
! '

L -- 0

X 2
. 2 3

40

2.6.1. Probleme rezolvate

" n
x n) = 2.: L aljx;x j , ail = ali' i, j = I, 2, .. o. n.

i~l j=l

::::) sc

.ann

dad1 exista. constantele ~'l' )"!"

f "'" AX, ur,..le

Dadl. aeeasta relatie are loe Ilumai cinu Al = 1..2 = ... = ),,,, = 0, gistemul de forme este liniar ind
pendent. :: .

Daca rang A = r, atunci Y forme sint liniar illdcrclldeJ1te, cclelalte hilld combinat-ii liniare
acestea.

Forme p:itratice. Se nurnc.'?te form'l. patratica pe spatiul vectorial R~ 0 aplicape : f: Rn X Rn
_ R de forma

1. Sa se studieze natura sistemului de forme f"" AX
tiile de dependenta, dnd este ·cazul, pentru:

a) A = n-: ~ -n. X ~ C} b) A

2.6. Forme Iiniare. Forme patratice

Forme liniare. Se Ilume:jlte forma liniara pe spatiul ·..ectorial R" 9peratorul linia. f: R" ...... R, f{~
KS'" -. x,,) """ a1x1 + aax2 + ... + a"x". unde a,E R, i = I, 2, .. " tI.

n

Fie sistemul de forme liniare 11 , 12" . -,1m. unde Ii = ~ a'j''r:,. i = 1,2•.. '. m. Mahieea. A
j=l

- (au) E M "'.11 se nume:;ote matricea sistemului de tonne. Put-em serie matriceale si~temul de forma

lriind data forma pAhatic.l I . .c:c pune problerna.ca aceasta, printr-o transronnare Iin.iar~ nedeg
neraM x ... Ty, sa fie adusA la. forma canonica

1= bV'r + b2Y~ + + opY~ - bpHY~+l - .. 0 - bry;, ,. t:;;; n,

unde T =- rang A ~i 0, > 0, S = I, 2, , r ; peste imlicclc pozitiv de inerp.e. PI "'" T _ peste indi
cele negativ de inertie ~i C1 = P - Pt se nurne.;;te signatura fonnei patratice.

Forma f este : a) pozitiv definita daea este neJ.cgeneratil (rang A = n) :;;i p _ PI: h) neg-ati'" defi
nita. daca este nedegenerat<l. .;;i p = 0; c) pozitiv semidefil1ita daca este degeneratA (rang .1 < n)

p"", ,. 1 d) negativ semidefinWl daca. este degenerata ';)i p = 0; e) nedeiiniti. daca. P > 0 .;;i PI ~ 0,



pc care 0 adlleem.
I,)I,
I,
I,

2
• ,2

'cj Pentm acest exemplu vom peo",]. astleL AI,,>,un mal,ice. U

Rezolvare. a) Calculind rang,,;} matriceisistemului de forme, obtinemnumarul de forme epl au

~g A = ~. Prio urmare~ sistemul de forme este liniar independent.

. b) Obtinem rang A = 2 ~i cIeci sistemul de forme este liniar dependent. Observam ca /1 ~ 1" !lint
1iniu independente ~i dcci /3 '----= ))1 + tp.fl.. Inlocuind aici formele Jr. i = 1, 2. 3 obtinem pentru dcter

,:minarea coeficientilor ). ~i!-t urmatorul sistem: 3)" -+ 3tp. = 3, 2A - fL = 5, ~jA + 3!J. - -13,
4). _ 3y. = 11. Acest sistell1 este compatibil determinat cu solutia ), = 2, j.L = - 1. Prin urmare, rela-

''>1ia- de dependenta este fa = 2fl - J2· .

.1& fOlma triunghiulari1 prin translormari elemcntare asupra liniilor. Ob1 inem succesi'l :

l1
1 II, r ]

I, ) r 1
I, )

2 I, U -1 11 - 2/a ,...." () -I /1 - 2Ia
1 I') ~ tJ -I I, - 3I, 0 0 It, -.I, - f~ .

3 II, 0 1 .14 - 2ja 0 tJ j~ +14 ~ 5/3
\

Cum se vede din ultima mat rice. rangul mahicei A este ega] eu doi. Deci numai dOlla dintre forme sint

/liHiar indepcndente ;;i avem doua rclatii de dependenta: 12 - 11 - fl = 0 ~i /2 + /4' - 5/a IC: o.

2. Sa se aduca la forma canonidl, prin TI1ctoda lui Gauss, fonnelc patratice
care urmeaza. Perltru fiecarc fonna in parte sa se prccizcze ,indicele pozitiv. signa
tufa ~i natura.

a) f(x) = xi + x~ + X3 - 2x~ - 2x Jx2 + 2X1 X3 -- 2x1x_1 + 2x2xJ - 4X2X4 ;

b) fi,.) = X,,,, + x,"', + x,xJ ; c) fix) = xl + x~ + x§ + xi + XIX, + x,x,.+

. \
Rezolvtlre. a) Tn acc."It exemplu a'Jem coeficicntul unuia din pKtrat~ dilcrit de zero. Ne fixam asupra

aonia din pAtrate. de exemplu xi, ;:;i alcgem toti termenii care cantin pc Xl' Iormind un piUrat ell acc;:;tia.·

!loci•

re lioiar~ nedeglt-- >

f _ (x~ _ 2x
1
x

ll
-+ 2s

1
%s - 2Xl..t~) + x~ + ,y~ - 2x~ + 2x~x:; --- ";x~X4 = ::x j - XC' .;- X,j .- .1"4

12 - x~ -

_ xi _ ...: + 2XllK8 - 2x
2
x, + 2x

3
""4 + x~ + x~ - 2x~ + L_\~A3 - 'b~,14 = \;1;1 X 2 -t :la- x.)2 

- 3x~ + "!X~Xa - 6x2x. + 2xax.,

.ft: b) t1egati'I defi·
- 'rtA (rang A < n) ,i

I P ?> 0 ~i P1 v o.

In continuare procedAm similar pentru forma. patraticA 11 = -3x~ + 4x2xa - 6x:l;x4 + 2xax.. :

/ = (Xl _ XI ...... - X.)1 - 3 (X~ + 2x2x. - .:.. XaX 4 ) + 4x2xS - (Xl - x2 + x3 - X..)I -
3 ,

-3[(~. ""'1 - ~x,r-x~ - ; x: + ~ x,x,] + ix,x, ~ (x, - x, + x, - x,l' -

-3(X' _~XI +x.y + 3 (x: + ~ x,x.) + : x:~ (x,-x, + x, -x,I'-

_+._ >,+x.)' +3(X'+ >,)'
1

Dacli punem Y1 _ "'1 - __I + xa - "'''J )'2 = Xs - - X. + X". Ys = X2 + - Xa• )'4 =" x ... putem serle
3 3

1{Y) c::Yi _ 3y~ + 3y~. In aceasU formA canolliel se vede cA indicele pozitiv este p = 2, indicele Ilcj{a-
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RezolVQ1'e.
tioe ti'i .se ruol

, l. ElK. Se ,rezo{~
, \~

aOlWl:la1:i 14. - t~

- vJ +..,,1 ~1

&~ Ma.trioer.-~

:1
,1

Taloril. proprii oIIj
-2X, -~. _ o}
l, _. -3, din ~

(
' 2 1,1- ---'-'.~

B 3" ,I
1

0 "-3., - 11'. - ~,
Prin urmare:-l

;. ~

(T)' .,""l
lonna fest. 'rod1lj

"1
~

,;~
j

b) M..t~icea f~

,A

admit. 'AdA<:~

/'

sa

1
Ya - '*'1 + - xa• JI, - x••

3

1
z~ =- - (Xl - x2 ).

2

I
(TJ : 21 - _. (Xl + X 2 ) + t"a.

2

I 1)2 1:1: 2, 1 3 2 ,) I
-+-h+-Y, --(YS+Y4+ 2YtJ'J +-(J'a+Yi)+-,.y,.

') 3, , 4 2

I
T : Yl = Xl - x2 + x3 - x4• Ya = x2 - - xa + x

4
•

3

c\ Procedind en. la exercit:illl a), obtinem

f =:I (xi + X I X 2 -+ xIX.~ +- xIX~) + x~ -+ xi +- xi + X!Xa ...,. Z
a
.t'4 ... X

a
X

4
_

'. 1 (. 2 2 'I
f = 1'j -+ --lY:; + - Y2Ys -+ - )'zy. -t

• ~ ¥ 1 3)

(T,) ,

Facem transformarf'a

tiv este Pl= 1. signatura es'fe 0" =,). Deoarece t' """ 3 <t i, fO.lIla este degenerat1i ~i este
Transformarea Iiniara care ne conduce fa forma canonica este

b) In acest caz toti coeficientii patratelor siut egalj cu zero $I nu mai pm-em aplica procedeuJ ( 4IODonica. este
mai S\1S. Vom face tnsa 0 tcansformare liniar;l astfel incH probletna sa se reduc1i 1a cea. de tipul do ..
Inainte. Faccm deei transformarea Iiniara. CT): III '-.rt.

astfel dl forma dc,... ine

In continuare proccdii.rn ca in exemplul al. A·...em

Facenl transformarea liuiara

astfel c<1 f - z~ - ':2 :::3· C()~npllnil1d transform:1rile T
t

.;>i T~, obtinem transforDlarea

prin car~ f s~a redus In. form], canonica. Se ohser·'.1 c<'i r = 3. deci forma este nedegeaeratL Deo&..
indiceJe pozitlv este p =::II' 1 ',ii indicele neg-ati·... estc PI = 1, forma este nedefinita,

Fa.cem transfOTnlart'~c

&stlel <:ii

dooi



Facem otiI<tima. transformarc

1: z 5 "
-u8 + - u~.
6 ,

Transformar('d, liniar1i. care ne-a cUIldus la aCE'astli. f<trma

4OnoDlcA. este
1 1 I

'T); "1 - *"1 ~ - Xa + - Xa + - xf '
222

I I
u 2 = x! + - x3 + - .1.'4'

J .,

_"erma pMraticl. este nedegenerata. ~i pozitiv ddiniUi deoarece p = 4.

3. UtililJilld metoda transformttrilor ortogonale (sau metoda valorilor propriih
.sa se adudi la forma canonica urmatoarde forme patraticc:

a) f(x) = xl- ;r, + 4XI X2 - 4x l x, : b) fix) = xl + x~ + xi + XIX, +XIX, + X,X3"

Rezolt'CJ1'e. Metoda transformarii ortugonaJe consta in urmatoarele. Se ~:cric matricea formei patru.·
Me ~i .se re2:o1vA. ecuatia caracteristid'i. det(fljJ - 1..80 ) '= 0, obtinirjd\l-~e valori1e proprii AI' i'2, .•. ,

n
1,E'R. SerezoI'Itl. .pol aistemul L (ao - A!3 tj}Xj '= 0, i '= 1, 2, ° 0 0' 'I, obtinindu-sf' vectorii proprii

j=l
. aorma.tiuj _ («'I' «tt•..•• II••). i -== 1, 2, ... , ft. Forma patratica estf' rc-dusa Ja forma canonidi I

n

_ 1d-'1 + ALv~ + ... + ).oY:, prin transformarea ortogonal5. (T): x, '= ~ iXjtYj
.i.= 1

..~ MaMicea fOl'lll'6i pltratice este A "'" ( ~ ~
-:I. 0

- ~), iar ecuatia caracteristica se scrie

-I)

\

-;
-2

2

1 - A
o

-2
o = 0";=»o(~A2 -+ q} = O.

-I-A

Valorile proprii slnt Aa _ 6, "8 ... - 3, A.J '= 3. Pentru Al = 0, din SiSlf'ffiul 2x2 -- 2x:,\ = 0, 2Xl -+- X;j =

-2%"1 _ A"a -. 0 determUJlm vectorul pFopriu nonnat. °adidi 11 1 = (-:., ~ ~ , - -=-). Pcntru
J 3 .1

le:- -3. din siBteizul BXl + 2"2 - 2.1'8 -== 0, 2x1 + 4x2 = 0, - 2x l + 2x3 tc: 0, (Jbtinem "2 """

• (_::-. 1 _~). In sfir~t. pentr~ As '= 3, din sistemul - 3x1 + 2x2 - 1.1"8 -= 0, 1X1 - 2x2 = 0,

o 3 0

-2., - ix, - 0 oblinem ... - (- ~ • -,- ~. ~).
Prin urmare, CU tralulformarea ortogonalA

(T): ,xl _ ('I - ~ll - ZY3)/3. x2 = (-ZYI + ;"ll - 2Y~)/J, x3 "" (-~lYl - 1Y2 + Y3)!J.

lonna J este .redo. I. unn1toarea formi1 canonic~ ;

f ~ -3y~ + Jy;.

1 1 I 1
1 1- ), -"

2 2 2 2

1 1 1

hi Matricea fonnei patratice e~te A~ 1 Ecuatia caraeteristica I-A - _0
2 2 2 2

1
A2 = As = -. Pentru Al = 2, din sistcrPul

2
Admite rAdacimie ).1 = 2,

1 1

2 2
1

1 1
i-A

2 2
1 1

-Xl + -%2: + -x3
2 2
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e) fix)

7. APJ
unnatoarel~

a) fix} ~
b} fIx) ~

eJ !fx)"
ell i(x).,j

. e) fix) -\
f} i(x) ~
g) f(x) .~

h) f(x) '1
il f(x}.~

i) fi(x).~

/

f
!
r
f

t
;

I
indi- &

-i "~ _~ ~), y=(::).
3 . -"! 5 'JJ X,

x,

44

/

2 1" 1"
j = 2)'1 + - y~ + -- Y5"

2 2

2.6.2. Probleme proptlse spre rezolvare .

I I I I I 1

x, F< ft 1', - J'i y, + Ji5 Y,. x, - J i Y, + J'X y, + Ji;- Yo.

1 2
x3 = J::;"" )'1 - J: Y3

.> 6

(1') ,

2 -3

c~ C
3 -4 -;) x=(~}A = (' - 5 \ ' (") -2 1a)

~Y = :2 : b) A
X '

" 4 2 -- 1 ,
) -3 -Iq 0 " ,
3 S -9 -5- "

1 1 I I ' (I \'."2 x, - x, + "2 x, ~ 0, "2 X, + "2 x, - ", = 0, obf'nern veetomI pcopTiu no,rn.t ", = Ji' "
I I) I I I I I I "

-----=-::-. J- . Pentru "2=)'3=-, se ohtine sistemuI -Xl+~X2+-X:t<=lO. -Xl+-X~-f-. /J3 3 2 2 2 2 2 2 :
I I 1 I

+ -.'r
3 = O. -.xl + - X

f + - -"3 = O. Sistemul fundamental de solutii al acestui sis-tern de222 2

ecuatii este format din vI = (-I, J, 0) (>i v2 = (- I, 0, 1), solutia generala. a sistemului fiiud 0' _

= cWI + ~v,. Deoarece vectorii vI ~i v2 nil sint ortogonali. se procedeaza astfel: se ia U, = --2.- f.
IIv,1I ,

Ii so c",utA U, - v uocmat li o,togonal lui ",. Deoa,e,e v ~ (-~ -~, ~, ~) li ", = ( - )'i' )2-" 0). I
din conditia de ortogon~1it7tea ac~stora Obti;em)~ ~ -2~, astfel cA v _ (a, a, -2.). Nonnlnd acest f
vecto" obtinem ", ~ I jt' Jii' - Jr; . ~

Cu aceasta vectorii Itt' 1t2 , Ua iorllleaza 0 ~aza. orlonormata $i eu tran~formarea ortogonaJi r
,
f
I
~

I.
f'

!

forma patratica estt" redusa Ja forma canonica

t '
~r

4. S;'i se determine "At-::: R astfel ca intre formcle liniare 1, = Xl + 2x
2
+ 3x

3
+ Xj.i l

f, ,C~ 2x, + 3x, + Xx + 2x,> J3 = 3x, + x, + lx, + i,x,. I. = 4x, + 2x. + 5x, s:l Ih,
ail", Joe rcla\ia f, + .I, - 13 - f, = O.

5. S!l sc cercctcze natura sistCITIului de forme f = A); ~i sa se stauileasca rela- f
liilc de dependent.", cind este eawl: J'

,

6. S} ~e adud. la forma canonica prin lUCtOda lui Gauss ~i sa se precizeze
eele poziti\", signatura ~i natura pentru fiecare din fonnele patratice:

a) i(x) ~~ xi + 2x; + 5xi + 2x,x. + 4x,x. j

L) fix) = xi + 4xi + :4 - 4x, %, + 2x,x. i

c) j(x) = xi + x,x, + x.x. ;
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3. ALGEBRA VECTORIALA

Produslll mixt a tl
<:ci troi v'ectori c,a

Proprietati. a~

-c) (AVI , vi, v3) =A

Fiind dati vel'
~xpresia analitica

Volumul p3mlelipi

tn particular. r

5. Produsul ve'

tnati in aceastU ordi
miuat de veetoriivI

luiv l X v2esteastfe
pe planul determina
acelar de ceasornic,

cnlni vz). Dadi v1'

Mi'trimca prodll
'o'cr:tori ca. laturi.

6, Produsul m:
ordine, sC inte1ege

Proprietati. a)
= ).(v 1 X v2); e} v

Dad 03 = {i,
expresia analitic4 a

-0 conditie ne

Fie rJ3 = {i. i, J

lit icl. a produsului &

.•

v
Versorul unui vector v =f. 0 este dat de VO =

Doi vectori sint coHniari daca au accea.;;i directie: VI = k"2' Doi veetori sint Huiar dl'pcl1fk1Jt~

daca !ili numai daca sillt coHniari.

Trei san mai multi vee tori sint coplanari daca reprezentan tii lor printr~un aeela$i punct dill spatiu

sint situati in acela~iplan. 0 conditienecesara ~i suficienHi. ca trei vectori vI' "2' V3 E 9ll sa fie COplallo.ri

este co. eisl fieliniar tiependenti. Conditio. de coplanaritate a trei vectori vI_ v2• V3 se scrie v3 = I. vI + !J.Vt ..

'i. Produsul scalar a doi vectori. Se nume-l'te produsul scalar a d()i vec1.ori nenuJi v p \.~ e ':fll

scalarul real VI ,v2 dat de

Daca v1 = 0 sau v2 = 0, atunsi V1 'V2 = 0,

Proprietafi. a v'v = v2 > O. Vv E 0fl, V =f. 0 ~i v·v = 0 ~ v = 0; b) \'1 '''2 = "2 ·vI.;

a) V1 '(V3 + v 3 ) = v1'V2 + VI ·v3 ; d) ().v1 ) '''2 = ).(v1 'v2); e) v t 'v2 = 0 ¢? VI 1. V2 ; • f) pr VI V2 =

v1 'Vii • VI + 0; g) prV~\72 = va·v:. Dadi 'vectorii unci ba~e (lin 'I/{. sint demarime unitatc ~.;i ort()~
VI

gonali doi dte doi, acea ba1:<'I. se va~numi ortonormatiL

---+
1. Vectori. Un segment orientat AB, A i= fl, este nracteriza(prin notiuniIe geomctrictt:

~ ~ ~ -..
directie, sens, marime (lun::;inw). Dona scgmentc orientale A B si CD sint cchipolentc (A B P C fJ) dac2,;

au aceea~idirectie, ncel<t,o;;i sens 9i aceeu:;;i lun::;im(·. Xumim vector v caracterizat de un segment oriellta~

- ~ ..,-+~~
AB mu1timea scgmentelor oril'ntate cchipolentc ell flR: v = (cn i AB P CO}. Doi vedari sin! eg-ali

dadi au aceea9i directic', aC(~:a:;>i sClls;>i accea~i lungimr.
Un vector de lUllJinlc UllII sc nume~le vcrs,.lr sau vector unital'. 1::11 vector de lungimc cgnU cu

zero se numc9t.r ·"ecfor nul. Upusul unui "ICcUJr v este un ";ector, -v, care arc aceea9i dirf'ctic ~i [un·

gime en v, dar sensu 1 cste ojl'lS acelllia al1ui v.
Notam prin)/[ mu;~irlla '1cetnril(jr din spatiu.

---+ ---+
2, Adunarea Ve(;/()J'i!lI~'. ric "I = AS ~i "2 = BC. Se nume.;;te Sllma vector-ilor "I $i "2 veciorul

---+ ---+ ---+
notat prin VI + Vii eu reprl:zcntantul "I + v2 = All + BC = AC. Prin difcrcllta veetorilor VI .;;i v::-
in aceasta ordine se intelege 'lcctoru] vI - "2 = VI + (-v2).

3. inmultirea unui vector eu un scalar. Se nume~teprojusul ?cctorului v E em, V=f: 0, Cll sca1aru~

). e R, A #= 0, vectorul notat ), v care are aceea~idirectie eu v, arc acela.;;i sens eu V dad. A > 0 ~i seus

opus daca A < 0 !ili IUTlgimca i AV I = I A ! ·v. Dacl A = 0 sau v = 0, atnnei Av = 0,
:!Ifi.lltimea c:rrr. formeaz,1 spatiu veetorial in raport ell eete doua operatii definite mai inainte.





,
V. Produsul dUblu vectorial a trei v~ctori. Fie vI' V!. v3 E em. ProdusuI clul>lu vectorial aJ

vectorilor VI' Va. Va' Juati in aceastJ. ardine, este lICctorul \'1 x (v~ x vs)' Are lue forlllula

8. Repere carteziene ortonormate. Un reper cartezian ortonormat in spal-iu este figura formata.
dinte-un punet 0 din spatiu, origine,.;;i 0 baza ortonormaUi. Se noteazii (R, = {O, i, j, k}.

Fie (12 = {O, i, j, k} un reper cartezian. Vectoml de pozitie al unui punet ill dill spatiu, fat,i de
->

reperul r/2, eRte vedarul r", = OJ!. loordonatele '.'cctorului de pozitic r.lf iata de baza i, j, k se

llum86C coordonatele punctului M. Dadi TM = xi + yj + zk, atunci scriem J\f{x, y, z).

Fie -m ""'" {a, i, j, k} ~i (12.' = {O', i', j', k'} dOLla l"cpere ortonormate ~i fie O'(xo, Yo' zo) fafi de
:repend rid... Da.cd x, y, r.)i x', y', z' sint coordonntc1e aceluia~i punet fap de cde d(ma. reperc ~i <laca.
leg,Uura dintre bazele {i, j, k} ~i {i', j', k'} este

atund

Daci! 0 =:; 0', atullci xjl = Yo = 1'0 = a ~i relatiile de mai sus exprima schimbarea coordon<1telOF

la 0 rotatio a repcrului. lhca ~il = Cij, i,.i = 1, 2, 3, atul1ci aoelea~i rclatii exprima schimb.area
coordo!latelor la 0 tran:Ja!ie.

In particular, Ia 0 trallc;lalie In plan avem x = Xo + x', y = Yo + y', iar Ia 0 rotafie de IJllgbi or.
a. axelor unui reper plan avcm

d)

1. Sa se arate c
neccsar ~i suficient

RezolvQu. Fiind c
Invers, dad\. vectorii a

relatia anterioa.r~ obtirl

triunr:hi.

2. Fie a, b, C ,

ajutorul lor vector:
pot forma un trim

Raolvare. Ipoteza

detecminarea vectorilor

exerci~ul precedent.-A

x ~." x' cos a - y' sin a, y = x' sin C1. + J" cos ex.
~ -> ~

CC" ~ CA + AC' ~ b

-> ~

lie + CD' =a
~

Sf]'

~ -> ~

AA' ~ AB + BA'~,

-> ~

Dcoarcce :lA' + BB~

zuittt di vcctorii medii

Prin llrmare, pentl

punerii lor dupa trei

4. Sc cunoa,te
nan a, b, c: VI:

cerccteze coplauaJ
Rczolvare. Trebui

+ Aa"a ;= 0 este ech
Deoarece a, b ~ c sin

Deoarece a', h, c sint

4 - Probleme de mat

3. Fie vectorii
~i c sint necoplana
descompunerii ast

Rezdvare. a) Rela

Deoarece vcctcirii a, ~

"1 = nil' PI = P2'
b) Helatia de c

v,Xl

X,

",

I
= -lit, - tli X (t, - t,l 1=

2

z,

X, Y, Z,

"I Y, Z,
~ o.

", J', "
", Y. " 1

z,

1-01 ~ -1 MIM,XM,M,I
2

b) V iUvfflul tetraedrului de virfuri ·M,{x j , y" z,), i_ I, 2, 3, 'I, este dat de

I"' Y, " 11
1 - - --. 1 x! J', 11

V~ ± -(M1 M 2 , M]MIP MIM,I ~ 1,

61"
- I,

6 )'3 " :II"' 1', ~·4
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9. A.pli-.tii. a.) Aria triunRhir{lui de virfuri M,(x" y" z.}, i = 1, 2, 3, cste data de

x =.Yo "';- x' cosa - y' sino:, y =)'0 + x' since: + y'cosa.

o $chimbare gel1eraltl de reper in plan cste caracteri7AL1.a prin

c) Condi/ia necesara {i sujicient-i. ca patru puncte AfJx" Yf' Z;), 1 = I, 2, 3, 4, sJ ju r-oplana~.

Mte ca





E:> 5b·a sin i: (n,

Rezo{varc. A..,

Rezolvare. Di:

10, Cunosdr- , -.
Be~, 1 -I- fj.

Rc,;ulvare. Fo

o

~i v, = a - 3b

..../40J ii,
1

= ate cos Jj
11. S,t se (

15. SA St.' (

h) v1 ,(vJ X v:

c) al = I "1 )<

a·
cos -i: a. h =-, "

Rez(J!varc. a)

Rezolvare. Dec

13. Sa so c:t

12. Sa so c,
este pcrpendici

- a+- 3b,

14. Fie vee
dusul ]01' \'l~ctC

~i V,: c) arta

R/;zolvarr. Ot

zinta lungimile di
aria parCllclogrn.mt:
lelogramulni.

5
~~-.

2

3a - b,

31

.)5'8

~tiind Cd VI

b)=.!'_.
3

Vl'SPrin urmare, pr
ll

"1 = _
,

v1!I'd
prdv.z = -- =

d

Similar

vI·d 27.
prttVl = - = ---=- ~1

, d ./58

51l

"2 'S J
pr!Jvll = -- = -.:=-.

, y'2

-AI - A
2 + 2

A3 = O. Acest sistem OmogeA art un si~tetu fundaIll;elltal de s~lutii format 11l1mai ciintr-o
'>iuguca ,0Iu(ie (mngul sistemului e"e dai), anumo A, = A, ~ A, .0 1. Deci 'Fecto,ii ,iul copfauari ~
relatia de coplanaritate este vI + VJ + v~ = 0 sau v, = _ VI __ "~.

5. Sii se descompunii veetorul v = a +- b +- c dupa trei vectori necoplanari
--v1'o",;=;: a + b ~ 2c, v2 = a ~ D, v3 =.; 2b + 3c, ~tiind ca vectorii a, b, C slnt neco-:planari,

I1""v",,. lbt.... 'a rel"tia Aiv, + A,v, + A,v, "" 0 sa aiba loe cu ....cae unuI, din A" A" A,
ncnul, trcbuie ca. sistclllul 2111 + \ 0"" 0, (A + 2)\ + AA.'.l + 41., =-0 9, 31.

1
__ "'2 + 2

A3

= 0 sa a.iba.
,,'>lutii Ileba~l:de. Pent"rn acea~ta este neeesar ~i suficient c.a. determinaatttl sisl'emului omogen sa fie

egal eu zero. Diu aceast:i eonditie obtineru A c= -8. Scriem aellm ....1 = IXV.'.! -I- I3v
3

, relatic echiva_

6. Sii se detcmline ), ERin a~a fel' ca vectorii v, = 2i +- (A +- 2)j +- 3k,
", = i + Aj - k, v, ~. 4j +- 2k sa fie coplanari, Pentru ). asUel dcterrninat sa se
'descompuna 'vcctol"llI vr dupa directiiIe vectorilor V

2
~i v

3
•

lenta eu sistemltl 0; -= 2, -80: + .t3= -~6, -0: + 2;'3= 3. S;:,lutia acestui ,iSICIU estc Y. = 2,

astfcl

7. Sa sc calculeze scalarul VI 'V2 + 2v
2

·V;l + 3v
3

.V
I

,

'V2 = a +- 3b ~i V3 Cc a-b. iar ~2 = 9, b' = 3 ~1 ,,(a,

RezolmJ'e. Proeedilld ea La exoreitiul prcctxfent, so poate verifica fa.l"tul ci1 VI' "2' "3 SlIlt linial'
,jndepcndenti. Trebuie sA avern v = ).,I Vl+ A~"', + AaV,. lnlocuinct eX~neiile vectorilo

r
ill aceastil

,0Ia(io si (iniud seama C{C a, b, c siut Iiniar indopendeup, ob(inem pentm d.te'minan" codicien(ilor

AI, A:, A
a

urm{l.torul sistem; )'1 + A~ = L Al - Aa + 2A~ "= I, --2A
1

+- 3A
a

= 1. So]utia aeestui sis-
23 3

tern este Al = -. A2 '= -. 1.3 = _, asHel col v = (2v
1
+ 3v

2
+ JV~)15.

5 5 j

J- 1Rezolvare. A'iem a·b = a'b cos 1:: (a, b) = 3,3._

2
-+ 3b) = 3a

2 + Sa·b - 3h2 = 27 + 12)3_ 9 = IS + lz.Ji

v
a
'v1 = 30 - 6}"3, asHe! en. V1 'v2 + 2"2'V

3
-+:- 3v~'vl = lOS,

R",l".", Condi(ia de or>OgonaJitate v,'v, ~ 0 core ca 1,(.1- A) + 21"1_ (A _ 1)'3 ~ O.de llnde y = 3.

8. Sa se determine A ERin a~a fel incH vectorii v, = i +- 2Aj _ (A _ l)k
~i v2 "" (3 - ),)i +- j +- 3k '" fie perpendiculari.

9. S, Sr' n!caL:zc proiectiil" vectorilor v, c= 2i _ 3j ~i v" = -i C 4j pe \'cctoriireprezcntlnd .c;uma ~i difcrenta lor.





--.

srl se n~ri{i(!

a) Vj 'vj = a
Sa se calcul

V 3 = 9i + 4j -f'
Rezl)llJar~, :\) S

celt'lalte valon. Av

V;

26. Fie \'Ccl~

Rl'Zolvare. Tre
x (\'~ - v3) = [(VI'

aCf'a'.ta estc egaJ:l. c

"Ku e.... te ...-eriIicaw"

("IX":!) X '"3 = I
2

25. Se dan
E,tc verificata

= (Jlaxb-

I j

~ 1-: -~
-('·I·V2)\'~ + {v 1'Y3:

~ ('·I·\·3)v~ - (VI''':

24. In ce caz

23. S;; se ''''
vectorii "1 = i +

Dar (a. b, c) = ~b.

Yectorii b ~i c a

c = I, i: (b, c) ~

n z 1...1rf:. Trl'!

mixt, ot'~inem

- -.111~l1CI

..L 5j ale unui triungh i •

-I

I =- 11
2

1

-2 = ± (10 + 5).).
o

2 1
V = ± 3 2

o -I

2 -3
V ~ ± 1 1

). 2

- -17. Cunosc1nd doua laturi AS = 3i - 4j ~l BC =-.
sa se calculeze lungimea lnaltimii sale CD.

I ---+ ---.,. I ---+ --+ -+
RezQil;ar Aria .:iABC -=- -I ..lEx Be I = -lAB ,-I CD . a,.tfel cil ,CD I =

2 !

5

18. DaC:;. a, b. c coincid cu laturile unui triunghi. s:l se arate ca a X b = b X c =
= cxa.

!It':;aIVMt. Deoo.rece a, b, c coincid ell laturile unui triulIghi, aVC:T1 a + b + c = o. lnmultind
rectorial ac:easm rclatie ell a obtinem bx a + ex a _ 0, Ol.dicii ax b = ex 3. imnultitt<l vectorial ell b,
Telulth. a x b = b x c.

Ru)J1J'''~' Pu oem concli tia ell. V J X "l! = 0 astlel cl (3 + 2).)b X a = O. Deoarece a ~i b !'lll t IlC 'oliniarl
3

t'czulla. c\ a X b 1:- O. Prin urmarc. 3 + 2). = 0 ~i deci A = - -.
2

y 7
h~-~--

d. J35'
21. Sa se cercetezecoplanaritatea vectorilor Vi = i + 2j - k, V2 = 2i - 2j+5k,

v. = i - 4j + 6 . Sa se determi,lJ r 'latia de copbnaritate dad e,te caznl.

22. S5. se determine volumul l.lraJdipipedlllui construit pe vectorii VI =

= a - 2b + c, v, = 3a + 5b - 2c. V, = Za + 7b - 4c, )tiind c:l a = 3. b = J2'.

19. S, se determine>. e R, astfe! ca volumul paralelipipedulni con,truit po
vectoril v, = 2i - 3j + k, v, = i + j - 2k oi V3 = >.; + 2j sa fie egaJ cn 5,

RcrAvaTe. Valumul paralelipipedului construit pe cd trd '/cctori estc \

Eountia (10 + 5),) = ±5 are solu~iile Al = -1 ~i ),~ = -3,

20. S" se calculeze In5.l(imea paralelipipedului construit pe vectorii ",. v,. v3J
iulnd ca baza paralelogramul cQ.nslmit pc vectorii"1 oi v2 • ~tii d ca V1 = 2i + j -k.
"'2 = 3i + 2j + k, V3 = -j + 2k.

Rczolvare. Volumul paralelipipedului este

16. P~ntru ce valori ale parametrului A e R, vectorii v, = >.a -J. 31> 7i v, =

= a - 2b slnt coliniari. a ~i 1> fiind necoliniari?

R""lva.., Deoa'Oce (v,. '" v,J ~ I~ :::~ -i = o. voclo";; s;nl copl~nari. Deoarece v.

~ v. nu ~int coliniari. putem serle \'3 ~ X"I + fh! relape ce este ech.ivalent~ eu ~istemut

"X+2~=1.2x-2'3=--l. -:x+53=ti ....olu;i;l. i ... t·rnuluieste .:x.=-l,~=l !jideciva =
= - VI '"t "'2'

.aria bazci este d = I \"1 X v! I = Ji5. Pon urtna.re. indltimea. este





42. Sa
VI =a+~

43. S1
dea 0 int

un

37. FIe-A'
cere de cent

+ iD =2/.
38, Sa"ei

~

a) VI';" Ii
b) VI = i

39, Sa

a) M,(L.,
b) MI(I,
c) M I (....;

40, Cun
n'ari a,· b J ei;
sa se scrie J.

a) VI =
b) VI =
c) VI =,j';;'

36. Se dai,
, '

este centrul

•

6.1

2

v =Deci

1 ~ ~...... I I 3 -1 --I
Rezolvart'. V = ± - (AB, AC, AD) = ± -;- _2 5-9

6 G 1 -7 0

54

±I ~ ~ _~) .
\. - 2:2 1

31. Sa sc determine aria triunghiului ABC, ~tiinc1 cii A,l, ~!, 2). D( -~~3, 0,5)
~i C(2, 1,2).

32. SCi SC calenlcz" volumul tetraedrului dt' viduri A(O, 6, 4), B (3, 5, 3),
C(-2, II, ~5), D(I, ~1, 4).

28. Sa se rczolve ecuatia vectoriaHi v x (v X a) :::::: b, unde a ~i b sint nccolini<ui,

Rezolvare. EcU<.'1ia se serie (v ·a)v - (V .v)a = b, r('latie ec aratu ca vedorii a, b ~i \' sint c '1'1:.:.
nad. Prin urmare. v = ).a +- llb. In10cuind aceasta rcla~ie ill ecuaiia de maisus, ob1jllcm pentru J.f:~er-

mlnarea c~ficientilorA ~i II urm:1torul sistem :

ReglJlvare. Legatura dintre coonlonatele nnni pUllet bVi de cdc doua repnc t's1c x = --l ;2;
.. y' _ 2z '}/J, y = 3 + (x' -I- 2y' + 2:/)/3, z = 1 -I- (2x' - 2)" -i- ::')/3. InloclIilld or,)', Z plill CU\Jrd,;·

, 4 14 16 '.
aatele pUllctului A, ohtinem x'= _ -:::-' y' = - --, ::' =0 ~-:.-. Deci fatii u~, Hfpnul if/ 'lil."ll

oJ J .\

(
~ 14 16) ,,' ..'A __ , _ -, -,- . SInular outlllcm B(-l, 6, 2) ~l ((0, ~2, -":I).

3 J 1

30. Ce devine ccuatia x 2 - y2 - 2x -- 2y - I =, 0 cind S',' uaIE,port~l axde
In punctul 0:(1, -I), iar axa O'x' face cu Ox un unghi de 45"?

1_---71 3
Regol1}(/re. d.-lIJc = -I ABx~qC I = -1- 6i +3j - ~k I = - 14

22 2

Regolvare. Legatnra iutre coordonatele rata de cdc doua repere cstr~ :t' = 1 -I- (x' - 1")/",/2',
, _ -I + (x' + y')/,J2. Iulocuind acestea in ecuatia daHi., obtinpm 2x'y' t- 1 = 0.

Rezolvare. C:1uti"i.m v = xi +- yj ..;- zk. Din conJitiile v X a -= b ~i v·c --, 0 o]rJ;:illl'!l1 pl'lltrll (kit'r-

minarea nccunoscutelor x, y, z sistemul _. y - 2:: = 2,.x :: = 1, 2x - Y "I, x -I- y -I- :: c. n.

i,l" ~ b'/(a X bl'.~'" -(a,b)/(a x b)'.

, 29. Se considera punetele A, 13, C, 0' ale caror coordonatc [aF' de n pcru!
(112 = {O, i, j, k} sint A(-2, 3, 5), 13(4, 8, -3), C(6, -~I, 1), 0'(4,3, I). Sa "d,'~
termine coordonatele punetclor A, 13 ~i C fata de reperul (I!.' ,cc {O', I'. j', k'}
~tiind cii matricca trccerii de Ia baza {I, j, k} la lJaza {i', j', k'} es1 e

S I
.. I ' 3 1 1o ut1a. slstemu UI csle x = -, y = - ,z = - -.

2 2

b) In baza rezultalclor de la pUllctul a) ,nem

(VI -I- \'2 -I- V3 ) '(\'~ + \'~ vi) = '-I 'v; -I- "j."; + \'3 ·vi = 3.

In sfiqiit, prin calcul obt"incm (V1' "2' V:;I = 2..jll, astfel cit v~ = (-·12i -I- 7lj -I- 47k)f·>-EI,

v; = (6i - 22j + 17klf249, v: = (l5i -I- 2Sj + k)/249.

Se verificii u.;;or relat"iile a) .;;i b).

27. Sa sc rczolvc ccuatia vcdoriaHi v x a ~~'''' b, ~tiind di a ~c i + 2.1 - k ~i
b = 2i + j + 4k, iar v este perpendicular pc \'(~ctorul c =: i -1- j -~. k.



b) In Daza rezultatclor de 1a punctlll a} '1'/C'1l\

un

a)
b)
e)

41. Sa
-fl. Aj + k;
vectorul VI

42. Sa ~

v, = a +-!!l
43. S1

dea 0 int

39. Sa ~

a) MlL)
b) M,(I,
c) M,H.
40, Cun

n·ari a,b, c,~'
sa se scrie

31, F,e-A:
cere de cent

34. Seda
v,~i~j.f,
= 4v, + 3"0

35. Ce I
,S = VI + Vz

36. Se <Ui
este centrul'

2

14

63

2

3

~i-j--.!...k.
2 2

-1

-9
o

,,=

-I

5

-7

3
_2

I --Jo --? -+ 1
Rezolvare. I" =-' ± -lAB, AC, AD) = ±.,-

6 6

54

1 ------> -+ 1
Rezolvare. ot.HJC = - \ A fJx AC I = -1- 6i +3j - 9k I

2 2

,Rezolvare. Legntura intre coordonatele fata de cdc dona repere cste x = 1 + (x' - >i/)/..J[
7 _ -1 + (x' + y')/.ji. 1nlocuind acestea in eeuatia data, obtincm 2x'y' --I- 1 == O.

~-l' ~ ~3
-2 2

30. Ce devine ccuatia x 2 - y2 - 2x - 2y - I :--=: 0 cind St' tLUbport:t ;lxf'le
In punetul 0:(1, -1), iar axa O'x' face eu Ox un unghi de 45°?

)'1" ~ b'j(a X bl', ,,' 0 - (a,b)/(a x hi'·

, 29. Se considera punetele A, B, C, 0' ale earor eoordonate [aF' de J'I wrul

(t7l = {O, i, j, k} sint A(-2, 3,5), B(4, 8, --3), C(6, --1,1), (J'(4, 3, I). Sa" ,1<-
tennine eoordonate1e punetclor A, B ~i C faja de reperul (t!.' =- {O', i', j'. k':
~tiind co. matrieea treeerii de la baza {i, j, k} la baza {i', j', k'} estt'

28. Sa se rczolve ccuatia vectoriaHi v x (v X a) = b, unde a;;i b sint Ilccohni<:ni.

Rezolvare. Ecu"'tia se scrie (v ·a)v _ (v ·v)a = b, rclaiie ce arata ca 'Iectorii a, b ~i v sint c, 'pb
nad. Prin urmare. v = Aa + [Lb. Inlocuind aceasHi relatie ill ecnatia de mai sus, obtillcm pcntru dc·', t'l"

m.lnarea c?eficientilor A ~i [L urm:itorul sistem:

32, Sa SC' c:llcnlczc volumul tetracdrulni de virfllri A(n, 6, 4), B (3, 5, 3),
C(-2, Jl, -:1), Dil, -1,4).

27. Sa se Tezolvc ccuatia vcdoriaHi v X a .---= h, ~tiilld c;)_ a i + 2.1 - Ii: ~i
b = 2i + j + 4k, iar v cstc pcrpl·ndicular pc vcctor~ll c :::0 i -I- j + k.

31. So. se determine aria triunghiului ABC, ~tiind ,a A,l, -1,2), B( -~~3, n, 5)
~i C(2, 1,2).

RezfJlvare. Legatura dintrc coordonatclc unui pllUct rata tie cele doua Fl'I,el"t' C'ilc x 0.: -l (2
.. y __ 2z')/3, Y = 3 + (x' + 2y' + 2::')/3, ;; = lj- (2x' ~ 2y' + ;:')/3. Inlocnind ,t:, y, Z prill ~uurd,;· I

, '4 14 16 '.
Batele pUJJ.ctului A, outincm x' = _ -, .1" = - -, z' = ---. Veci fala d~' rt'perul (l/ ;~i';n

3 .\ .1

(
4 14 It; ) .' '. ..'A __ , __,_' ---::.- . Sundar obrJIlCm B(-1, 6, 2) :;>lClO, -2, -'1).
3 ..}.)

Rezolvare. Ci'iutam " = xi +- yj + zk. Din conJitiilc v X a = b ~i v·c = 0 obtinem pentrll (kl('r·

minarea neculloscutclor x, y, z sistemul - y - 2;:: = 2, ~'( :- Z -= I, 2x ~ y ,,-- 4, x + y + :: o.

I
. I . 3 1 ISo utla sistemu Ul este x = -, .1' = - ,z = ~ -.

2 2

(VI + '"'2 + Va) ·(v; --i- v; v;) = '1 .,,~ -I- "2 .\"; +"3 ·V~ = 3.

tn sfir~it, prin calcHl obtincm (Vl' "2' ":;) = 249, <lstre1 cit v~ = (-"l2i -r i1j + 47k)/249,

v; ~ (61 - 22j + 17k)j219, v; ~ (15i -:- lSj -c klj2i9. '

Se verifica u('or rclatii1c a) :?i b).



71j + ':I7k)j:2"!9,

"1~ta de rl'jwful
'3, -I). S'a ", (1<'
.{D', i', j' I,}

5, 3),

3.l. Param~trii direetori ai un~i direetii fiind (2, I, 2), sa se gaseascii cosinu
surile directoarc ale ac~stei directii.

2 2 1 2
Rrtd7Mre. cosoc = -----y===~ = ± -. CO.S ~ = tb: -; cosy <= d3-1

!-J4+1+i J J J

Probleme propuse spre rezolvare

34. Sedau vectorii V, = i + 3j + 9k, v, = -3i + 2j + 7k, v, = 2i - 3j + 9k.
v, ~ i - j + 31<. Sa sc determine ~ectorii u = VI + 2v, + 3v, + 4v. ~i v ~
~ 4v I + 3v, + 2v, + v,.

35. Ce legrltur{l trebuie S(l existe intrc vectorii VI ~i V2, pentru COl vectorul
S = VI + V z Srt fie situat pe bisectoarea unghiului format de ei?

36. Se dc, triunghiul A BC ~i un punet oarecare M in planul sau. Dacl G
\. -+ --"+ --"+ -+

este ccutrul de grcutatc al triunghiului, atunci MA + M B + Me = BMG•
.-

37. ficAB ~i CD vectorii ce coincid eu dOlla eoarde perpendieulare intr-1Ul
-+ -+ ;:t

cere d" CGntru () s1 fie f punetullor de interseetie. Sa se arate ea fA + IB + If.; -/;0
~ ~

+ 1]) ~o lIO.

)8. Srl se detenninc A, !J. E R asHel cc(vectorii VI ~i V2 sa fie coliniari:

aj VI ~ i + (A -1L)j + k. v, = -i + j + Ak;
L) v, = i + I.j + k, v, ~ .ui + 3j + k.

39. Sa sc ccrccteze coliniaritatea punctelor

a) 1\11(2. 4, 1). M,(3, 7, 5), M,(4, 10, 9);
hi "11(1, 2, 3), M,(2, 5, 8). M,(3. 8. 13). M,(4, 11, 18);
c) M ,(-I, 2. 0), M,(l, I. 1), M,(2. 3, 4).

40. CllIlosciad descompllncrca vectorilor v,. v.' v, dupa trei veetori neoopla
nari a, b, c, Srt se cerceteze coplanaritatea vectorilor Vb V2, Vs ~i in caa afinnativ
s{t se scrie ~i rebtia liniar;t care leaga ace~ti veetori :

aOl V1 = C, v~ = a - b - c. v~ = a - b + c ;
hi v, = a -+- b + e, v, = b + c; v, = -a +e;,
C) v, = - 2a - b + 3e, v2 ° 3a - 2b -- e, '" ~ a + 3b - 2e.

41. Sa se detenninc )\ E 1{ in a~a tel ca vectorii VI = Ai + j + 11:, VB =t i +
+ I.j + k, v, = i + j + Ak sa fie coplanari ~i in acest eaz sa se deseompuna
veetorul VI dupa directiile vedorilor V<t ;;i Va.

42. Sa se deseompuna vectorul v = a - b + e dupa veetoru necoplanari
v, = a + b, V2 = b + e/2, v, 0= b - e, >tiind ca a. b, e slnt neeoplanari.

43. Sa sc verifice identitatea (VI + v,l' + (VI - v.)' = 2(v: + ~) ~i sa i 56
dea 0 interpretare geometrica.

44. Fie vectorii v, = alb 'e) - It(a -cj ~l v, = e. Sa se arate ca ..Int pcrpm>diculari.

45. Sa ge ealculeze sealamI a·1> + 1J·e -& e',••tiind c8. vectorii a. 11, etncbid
un triunghi.

55



46. Se dau vectorii v, ' 3a c- 2b"i v, = a + 2b; un de a = I, b CCc 2:
7r

~i ~ (a, bJ = -. Se cer:
3

a) lungimea diagonalelor paraldogramulai construit pc vectorii VI ~i v:! ;
bJ unghiul dintre diagonale.

47. Se dau vectorii VI = 2i - 3j + 4k "i v, o,~ 4i -I- 2j -I- k. :,,, cer:
a) proiectia vectorului 2v1 - V2 pc \Tcctorul VI - 2v

2
;

b) unghiurile dintrc vectorul \'2 ~i axc1e de coordonate.

48~ Dou;1. forte F1 ~i F 2 au acela~i punet de aplicatic :;;i au m{lrimilc F
1

~--":: 3 ~i<
\ ~ .

F 2 = 4, iar '1: (FlJ F2) = -~. Sa se determine InarimcCl fortl'l rczultantc H =::::
3

= F, + F2 •

49. Ce unghi fonneaza llltre ci vectorii unitari a ~i b, dac:'t sc $tic crt v('ct(jrii~
V, = a -I- 2b "i v, = 5a - 4b sint perpendiculari?

50. Cunosci:nd vectorii a, b, c care fonneaza laturilc unui triunghi, Srt sc deter
mine vectorii Ge coincid cu inaltimile triunghiului. AjJlicalie: a~, 5i+2j, II ~
= 2i - 4j, c = - 7i + 2j.

51. Se dau vectorii v, = i + (), + l)j - (A - I)k,i v,,~ (2 _ ),)i -I- k -I- j.
Se cer:

a) valoarea lui A pentru care VI ~i v2 slut ortogonali_:
b) proiectia vectorului VI pe vectorul VI + V2> j, fiind detcnninat m;,j ~llS;
cJ expresia analitica a versorului perpendicular simultan pe v, ~i v

2
•

52. Se considera tdunghiul ABC pentru care vcclorii de pozi!ie ai virfurilor
-+ -+ -+

slnt OA = 2i + 6j + 7k, OB = - 3i - 2j "i DC = i -I- j -I- 2k .. So cer: a) l1l:l

sura ungbiului ABC; b) perimetrul triunghiul'ui ABC; c) lungimca inal!imi: leW;
Ii) ada triunghiului ABC.

53. Sa se calculeze aria paralelograrnului din ~patiu construit pe t"C'c t()ri~:
a) v, = i -I- 2j - k, V2 = 2i - j -I- 31, ;
bJ v, = 2i - j -I- 2k, V2 = -i -I- 3j + k ;
cJ V, = 2i - 3j + 4k, v, = i + 2j - 3k ;

dJ v, = a + 3b, v, = 2a - b, unde a = 3, b = 4 ", 1; (a, b) = 7; .

J

54. Sa se calculeze proiectia vectorului v, = 2i - 3j + 4k pe directia vcctorului
". = (i -I- j + 2kJ X (i - 2j + 5k).

55. Se dan vectorii VI' V2 ~i vs--cu marirnile VI =~ 1/3, 'V~::..---;: 2, 1,.'3 = I, iar
i: (VI> v2) = itf6, 1:: (v2• V;l) = nl2 ~i -f: (v;.l' VI) = "'/4. Sa se calcull'ze ariile para.
lelogramelor construite pe cite doi vectori.

56. Se dau vectorii v, = 2i + 3j + 5k, V2 = 4; -I- 6j - k ~i "3 = 6i + 9j -I- 2k.,
Sa se arate ca vectorii VI X V2J VI X V3 ~i V2 x V3 sint coli~iari.

57. Sa sc determine aria triunghiului ABC, cunoscind vectorii de pozitic '"
-+ -+ -+

virfurilor OA = 2i + 3j - k, OB = i - 2j + 2k "i OC = 3i + j -I- k.

SIl. Sa se calculezc lungimile diagonalelor "i aria paralelogramului consllruit
pe vectorii V, = 5a - 3b ~i v2 = a + 2b, "tiind ca a = 3, b = 2, iar 1; la, b) = ,,/6.,

56

r

:~ ;

c)

tI)
ej

. f)

63. Sa,
= i + id

64. Sa
a) (v" .

v, +
VI """7;:

(~e devf

~I planui

{;G. Sa ~

a) v J .=;
b) v,=,
67. Sa, S

aJ v, X (1
b) (v, x.
c) (v, x
dJ v, x r
eJ (v, "'C/.

f)



Vl'cturii;

vectorului

59'. Sa se calculeze produsul mixt (v, x v,) ·v" ~tiind ca v, = -a -t b + c.
v" cc a ~ b + e si v, = a + b - e.- , ,

(10. Sri -se calculeze volumul pa.ralelipipcdlllui construit pc vectorii:
a) v, = ·-2i + j + k, v, = i + 2J -- k, v, = i - j + 2k ;
h) v, ~ i - 3j + k, v2 = 2i + j - 31<, . v, = i + 2j + k ;
e) v, = i + j + k; v, = i + j - k, v, = i __ j + k.

61. srt se calculcze inaltimea paralc.'lipipcdlllui construit pc vcetorii VI' V
z
) v"

llllild ca baza paralelogramul construit pc vcctorii VI :;oi V
2

:

a) v, ~ i + j - k, v, = i - j + k, v, .~ -i + j + k ;
lJ) v, = i-- j, v2 = j - k, . v, = -i + k.

62. Sa se cerceteze coplanaritatca vectorilor VI. Vz. v
3

:;;i sa se determine relatia
.de coplanaritatc dnd cste cazul:

a) v, = i + 2j + 3k, v, = 2i + 3j + 4k, v" = 3i + 4j + 5k ;
1)) v, ~ 3i + (3 + "'lj + (3 + 7",)k, v, ~ 2i + (2 +- ~)j + (2 + 7~)k,

v, -= 5i +- (5 + y)j + (5 + }y)k ;
c) v, = --",i ~ ~j + ('" + ,3)k, v, ~ -,3i + ('" + ,3)j ~ ",k,

v3 = ('" +- ~)i - ",j - ~k;

ell v, ~ i - 2j + k, v, = 3i + j - 2k, v, = 7i + 14j _ 13k;
C) v, = 2i + j -- 3k; v, ~" i - 4j + k, v, = 3i -- 2j + 2k;
f) v,.~ 3a -- 2b, v, ~ a -- b, Vo = 3a + b.

63. Stt se determine A ERin a~a fd ca vcctorii VI = 2i _ 3j + 4k, VI =
c= i +- ),j -- 2k ~i v" = 3i -- j + 5k sr, fie eoplanari.

64. S;:i Se calculczc produsele mixte :

a) (v j , v, -I- v" VI + v, + v,); h) (VI> v j + v" VI + v, + v,); c) (VI + V,.

v, + v" v, + VI); d) ( Y,: ~, Y,: Y, ": v', ); e) (VI + v, ~ v,.

Vl ~ V~ -+ V3 • VI + Vz - v3 )"

(-"(, devin accste produse daca,vectorii VI. Vz. V
3

coincid ell i; j, k?

6.=i" S;\ se determine volumul paralclipipedului construit pe vectorii;
a) v, = a + 2b -I- e, v2 = a + 5b + 3c; v, = a + 2b _ 3c;
I,) VI = a -- 2b + C, v2 o~ 3a + 5b - 2e; v

3
= 2a + 7b _ 3c,

'tiind e:t a C~ 6, b -= Ji, c ~ 2, -l: (b, c) = ..::, jar uughiul format de vectorul a
' 6

~J pL11lul dcterminat de vcctorii b ~i care masura .~.
4

6(,. Sr, sc "erifice formula de dezvoltare a dublului produs vectorial, pel1tna :
;1) vI=i~-j, v,=j -k; v,.c~ -i+k;
1,) v, CO" i + j- k, Y, c= 2i - 3j - k, v, = i + 2j + 3k.

(17. Sri se vcrifice identitAtilc
a) v,x(v,xv3 ) + v,x(v3 xv,) + v,X(v,xv

2
) = OJ

b) (vIXV,),[vlx(v,xv,)] = -(vl'v,)(v" v,. v,);
c) (v, X v" v2 X v,. v, X v,) = (VI. v2 ' v,)';
eI) Vjx[v2 x(v,xv,)J ~ (v,'v,)(VI XV3 ) ~ (v,'v,)(vlxv,);
c) (v, - v,)x(v2 - v,) + (v, - v,)x(v3 - VI) + (v

3
~ v,) Xi (VI - vJ

= 2(v,xv, + V3 XV, + v3 X v.) j
f) (VI X v.) X (v, X v,) = V3 (VI, v.' v,) ....: v,(vl, v

2
' v,) =

= v.(vl , v" v,) - VI(V•• v,. v,).

/
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83. Tn
un~hilll q
_C~y -4

84. S;iI
a dXclor II

85. Ce
Etrut:l de l

(bcl s(' tre

obtinuta d

4), B(O, -3, I),

68. Fj" v;, v;. v~ reciprocii vectorilor VI, V2 , V,. Sa se verifice identiiatile:
a) VIXV; + V.Xv; + V,X V; = 0 >
b)( ··", ') 1V1 XV2• VZXV3, VaX VI = - _

72. Sil. se determine Inal!imile triunghiului ABC, ~tiind ci,
a) A(3, J. 0). B(O. 7, 2). C(4, I, 5); b) A(I, -J. 1), B(I, 3.3), Cf4, 0, -3);

c) A (I, -1,1), B(o, 2, 4), C( - I, -1, -1).

73. Sa se calculeze volumul tetraedrului de vlrfuri
a) AI-I, 1, 0). B(2, -1, 3). C(3. 3, 1), D(4, 2, 2) I
b) A(I, I, -3), B(2, -I, -1). C(3, 3, I), D(-I, 4, 2).

(v), \'2. \'3)'

(v;. v., \'3) + (V), v;, v3J + {VlJ vz, V~) '<;Z + v;Z -+- v~2
~ (~, ~, ~~(V

h v~, v~) + (v2• v;. V~) + (Va. v{. V~) vi + v~ + vi,
sa se verifice identitatile pentru vectorii

VI = i - j + k, V2 = i + 2j + 2k. V
2

= i + j.

69. Se dau vectorii VI = 2i + j - k, v2 = 3i + 2j + k. "3 = _j + 2k. Se eer:
a) volumul paralelipipedului construit pe vcct..rii V,. v" v

3
;

b) expresia analitidi a vcctorilor reciproci ;
c) volumul paraklipipedului construit pc vectorii rcciproci ; "
d) sil. se arate cil. v,X(v,XV3 ) ¥ (vI XV,)XV

3
.

70. Sil. se determine V astiel ca v'a = 18, v X a = b, ~tijnd cr, a = i _ j + k,ar b = i + 2j + k.

71. Sa se determine aria triunghil1lui A BC, ~tiind ca :
a) A(-1, -1,0). 13(0,2.3), C(l. I, 1); b) A(I, 2, 3). B(-5. I. -3),C(-2, I, 1).

74. Sa se calculeze iniil!imile tctraedrului de v!rfuri A(l, _j,
CC-Z, -4, 3). D(4, 4, -2).

75. Se dau punctele A(-2, 3. 1) ~i B(2, 4, I). Sa se determine punctde care
Impart segmentul A B In raportul: )'1 = 3 ~i )" = -2.

76. Sa se gaseasca cosinusurile directoare ale directiei din spa!iu ce face eu Ox
unghiul '" = 60° ~i cu axa Oy unghiul ~ = 300.

77. Sil. se calculeze parametrii directori ai unci diree!ii, care este simultan pcr
pendicnIara pe direc!iile (2. -I, 3) ~i 1-3. 4, 2).

78. Sa se afIe cosinusurile directoare ale vectorului director v, ~tiind c;l este
perpendicular pe vectorii uI(2, -3, -11) ~i u,(2, I, 0).

79. Se dau doua dirac!ii de parametri directori, respectiv, (2, I, 2) "i (I, III, 0).
Sli se determine mER astiel ci'i directiile date: a) sa formeze un unghi de ~Y;
b) sli fie perpendiculare Intre ele.

80. TransJ1nd axele paralel cu ele Insele, sa se determine translatia sistcmului
de axe as tiel ca ecuatia x

2
- y2 + 2xy - xz _ 6y -'- z + 1 = 0 sa se transforme

Intr-o ecuajie ce nu mai contine tenneni liniari.

81. Se consideril. punctele M din plan ale ciiror coordonate relativ fl r"jlcrul
C'iIl = {O, i, j} verificii ecuatia 3x' - 4xy + By' _ 2x _ 2y + 1 = O. Ce rdatie
satisfac coordonatele acelora"i puncte faF' de repernl ortonormal, avlnd originca
0'(1, 1) ~i axele de coordonate rotite direct cu unghiul 45" fatil. de axel" reperului 'R.?



82. (e devine ccuatia .v' - y' + 4.< - 6y - 9 = 0 fapi de nou! reper orto~ .'
ilor""", lit Cu originea 0' ( ~2, --3) ~i axele de coordonate ratite direct eu lInghiul 45"
tartl de axde vl'chiullli reper?

83. Trans] iild axele para!el eu ele lnsclc in punetu! 0' (I, ]), sa so determine
tlll,~'hlnl ell care trdHlie ratite llOile axe pentru ca ccuatia x 2 + 2xy + )'2 - 4x _
_.. -!y ._- 4 C_"CC () <l Sl' transforme in alta cafC sa nu mai contina termen tn x .y.

•
84. Stl se ar~ttc Crt cxprcsia E = XIY~ - X.?'\'l cste un invariant fata de 0 rotatie

a ~l:\d('r in plan.

8~. Cc dn'ine ccuatia x2 + ),2 + 4z~ + 2x~v + 4xz + 4yz - 6.1' + 1 = 0 satis
{[lcut;-!. dl' coon!ollatele unar puncte rdativ la reperul ortonormat (Q = {OJ i, j. k}.

,Ltc', S,' tnn la H'peru! ortonormat ell originea 0' (0, .~ ,+) ~i ell baza {i', j'. k'}.

obtinuta din baza {i, j, k} prin matricca

I I I

jr: jr: jr:
1, -3). I

- j3 - j3 j"3 ?

1

j"2 --j"2 0

pcr-

este

'C·Ja reperu!
. Ce relatie

orig-inea
ernlu; I'll?
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2. Deeapta'
itnt

In ipotez6 cA;.
?reapta datA sa'

Unghiul a douA~

b)

x-x.. y-
(d.) -'", ,

12 ~~I;

acela~i plan este::

~~

Dad vectorii di

rentfi a dreptel ..
Ecuatia pta

fi v.dJ2' ma,' n,)

,Ecuatia planul~~~

J

(3)

(<) •

(5)

x y z
x, y, z,

_0
x, y, z,
", )', x,

x y z
-+- + -- 1_ O.
abc

Ax + By + Cz + D ~ o. (21

A(x - x,) + B(y'_ Yo) + Ciz - ',) ~ o. (II

XCOSot + ycosJ~ + zcosy - p = O.

b) Ecuajia generalil a planului este

c) Ecuafia planuJui deterrnil1at de trei puncte lJecoliniare ')'II/(x;, Yi' 2
1
), i = 1, 2, 3, este

d) Ecuatia planului prin Hiieturi este

4, b. (; fiiud segmenteIe determinate de plan pe axele de coordonate.

e) Ecuapa DormalA a planului este

4. PLANUL ~I DREAPTA IN SPATIU

60

1. Planul. Acesta pO<:'ite Ii ·dat sub urrnf'itoarele fornie I

a) Ecuajia planului printr·un punet Mo(xo> Yo. ':0) ~i p('rpclldicular pe un vector dat N(A. B. C~
[vectO~l normaI~) este

Ax+ By + Cz+ D

J ~O,

cl: All + Ell + ell

•

50S e. 1tOS~. cosy iiind t.osinusurile direc10are ale normalei la phn. iar peste distanta de lao origine
13 plan

Ecuatia planului sub forma generalA (2) se poate serie sub forma normala

scmuuI .tl aIegindu·se astfel ca tennenUl liber sa fie negativ.

~nta de Ia punctul .llfo{xO' yO' 30} Ia un plan Peste date! de

JAxo+ Byo + CZo + DJ
d(M•• P) = sau deMo. P) _ I X ocos ce. + Yo cos r:. + Zv cos y - P I. (7rJA'+ B'+ C'

dupA. cum planuI Peste dat prin ecu8fia (2) sau' (5).

~ Unghiul fonnat de doua plane eate unghiul format de directiile Dormalelor eelot douA plane,



COllditia llecesara ~ suIicicnta ca patru punctc IH ;(x" )'j, 2.), i = 1, 2, 3, 4, sl fie cClplanarc est\....

x, J', "x, " ", , = O. 18)
;\3 Y, "x, J', '.

2. Drcnp'-a in spafiu. a) Eeuatiile dreptei priu punctul Mo(xo• Yo' 20 ) ~i eu vectorul director \'(1, m, II)

flint

x - x ll ' = J' - Yo = z - 20

m n
(ecuatine canonice) : (9)

x = X o + ),1, )' = Yo + ).m, :: = 2 0 + ),n, A E R (ecuatiile rararnetrice) I

x = exz + p, y = ~2 + '1 (ecuatiile reduse).

[10

, [111

(2)

X-Xl ,)!~~Yl 2-Zl___ = . = --- (ecuatiile canonice) ;
X~-Xl )'2-)'1 2 2 -21

_ Xl + /,(Xz - Xl)' )' = )'1 + A(Y2 - ,J'lL z = Zl~ + /,(z:!. ~ 21', ). E R (lcua1iik' 1 Dnn-.( t11(e).

[ c) ECllutii1c dreptci sl1btforma generala sint

LfjX + BJY + CI 2 + Dl = 0, A2,x + Bzy + C22 + D2~= 0,

(12)

(13)

13)
tn ipoteza c50 vectorii Nl(A I• R I , C1 ) ~i N2 (A 2 • B z' C2) sint necoliniari. Vcctorul dtI'ec~ur pcntru

dreapta dati'l. sub forma gerH'raJ5. (H) cstc dat de

\'=N1 XNS"

•
Unghiul a doua dreple ill ~r;11in f'~1e ('f"d eu uDghiul vectorilor lor directod.

[I'~

( ') 3. Dreup,ta :;;i planuI. Fie drC"ptele date prin ecuatiile
X - Xl Y - Yl 2 - 2 1

Id,) -- - --'---,
II nil til

X-X 2 Y -:-':; z ~ 2'2
(dll} __ =--~---'iCOHditia necesara ~i suficiellti'i ca cele doua drepte sa fie con1in!lt~ tn,

1:; 1nz 11 2

&cela~i plan este

(5) X~~ Xl Y2 ~)'l

/1 1n1

,12 111 2

" - " \"I 1:5 o.
n,

116)

Dad vcdorii djrectori ai eelor l!oua dreple IlU ~ilJt coliniari, re1atia (16) reprezintii cOlldi1ia de COl1CU

renta a dreptelor.
Ecuatia planului ue1enninat de un punet Mo(xo, )'0> 20) ~i dOUd dircctii necoliniare "'1(11, m1, rtJ~

~ VZlo'2' Hf2 • 11 2 ) e<;tc

(18), ,

{l7}

Y - )'1 2 - ZI_____ --- este

m n

z - %0 I
" - '. = 0,

n

)' ~ Yo

x - X o y - Yo
Xl - XII )'1 - ,:Vo

m

I
I X - Xo

/,

I I,
'~"I ~ '0,

n,
x - Xl

ECllatia planului 'dctl'fminat de UIl pUllet Uo(xo, Yo, zo) ~i drcapta-
/(7)

61



->
pe A B, ~tiirid

9.

a) M o(3, 1/,
b) Mo(4, 3,

8.Sa.~r

sau

Rezolvare. No
6(K - 1) - 7(y -

"7, Un plan-

sa se calculeze

3
"eel N_-,

22

(19)

D, ~ 0,

i .2 = O.

'-'-212· = 0 S<lU x .i- Jy = O.
. 1

Z-+-2/
~ =0 san -i)Y-i

,I 1 I~ 0 ,,'u -3x + y - 2, ,- G ~ o.

'\' - 1
- - I

o

.v
1
o

y .,- 1
3
4

x y , 1
3 I 0 1

~O 3Dx + 17y - 6~· 107 ~= O.sau -0 7 2 1
; j 1

I
x -~ 3

•>

o

I
x - I

-1
o

IP,)

-ahwci ecuatia faseiculului de plane este

h) Putem folosi C'cilatia (IS). Ecua\iile axei Oz slut ~= -.1'- =-'-' ....!..- , astfel d (,c\latia (18) se scrie
o (I 1

1. Sa Sl.' scric ccuatia ul1ui plan, care:

a) este paraleI eu piamii xOy ~i treee prin punetul M o(2, -5,3);
b) treee prin Ch ~i prin punetul M o( -3, 1, -2) ;

e) estc paralel en axa Ox ~i trcee prin puncteIe M,(4, 0, -2) ~i :11,(5, 1, 7).

Probleme rezolvate

c) Dc/)ar('ce planul estc par-aIel ell Ox, putem spuue ell ('st{~ determinat Je pUHctele All ~;i Mi "
)Ii directia lui ~x, adica i( t, 0, OJ. Folosind ecuatia (18), Qbtitlem ccuatia plallului

RczolvGre. Scricrn eCLlatia planu 1ui prin puuctcle .Ul' .lf~, J[:J

RI':;fJh,'are, Folosim eeuatia {3}, astfe! cil ohtincm

Se llU1ne~te ung-hilll unci drepte ell un plan ullghiul format de drcaplil ~i proicqia sa in plan.

!HuItimea tutuTOr pIaacIor care trece prin dreapta de intl'rsectie a dOlU'i plane date, 'nurnite plane
'de haza, fanneala un fascicuI de plane, avind ca axil aCl~a dreaptii. Daca planele huza sint

62

2. Sa se sene ccuatia planului detcrminat de. punctde U,13, I, 0), k1
2

(0, 7,2)
;;, "112(4, 1, 5).

3. S;t se verifice dac;t urulatoareIe patru punctc St<: afEl in accla~i plan:
M,(I, --1,1), M,(O, 2,4), 2H 3(1, 3, 3), M,(4,'O, -3).

Rczolvare. a) Estc COll'lenabil si\, folosim ecuatia (I). Deoarecc planul ('stc ramIe I eu pIanut xOy,
<rezulh'i eu are acela5"i vector normal ea xOy, adica k (O, 0, I}. Prin unnarc, ecuatia plauului este
'0 ·(x - 2) +- 0 .(y + 5) -+- l·(z - 3) = 0, sau z - 3 = O.

Verifici'l.m dad J.f4, apartine acestui Flail. A-,rl'1ll -3·-1 + 0 - .2.( -3) + 6 = O. J)ed cde patru
~puncte se afla in acela::;i plan: -3x + y - 2z + 6 -= O. l'ukm utiliza direct comlitia (8).





h) [) iroc tia dreJ
x~2 r+.5 A
--- ~ ---="!

i -6

c) Directia d~

eli reetia. drcptei C!U'

Ii

1;, S,sesql
Id:, cu planeJel

.\0

R,uoh·are. Fie j
en planul PI' rez~

U II Ie SJ( l. I, 2). 9
,I,,
I

!'<;n n,,,,,,,,, """1
16, Sii se ~

x - 1 ,.;
a\ -- =4

i 1
Ren1:Jll't. a) '\Il

surile directoare 1

13. Siise '

"13 (I. ~, 3)'~
3 j

Rtzoluart. Scrit
acea!'>t1 drelptl. Fdl

I,
x-1 r z~

--=3~2 -1
14. Sl se sc~

a) este par~

b) este parllj
,

c) cslc para!
,

Rnnluar~. a) ~

J,
II) Vectorul d~

i
j

:;.i (led cos x = ~

,
1
,j

.:, - Probleme de 'J
,

I

I

2

z ~ J

64

\

.../26 1
x ± -6- y + 2" :: -- -T =--' O.

c:l _%_-__1 = :v + 5
t-.j2- ~

2 2

t

6

N1 'N~ 21 7co> ;: Nl , N,) "-= -- - sau >. (N 1 , :':! _. a:-; cosJ.V1 ·1.V2 .jsO.j18 10 Iii

Rezolvare. Se cunoa~te doci vcctorul director 3.1 dC;jptei, (cos ni)"" e'h -f:p. ',:os 120"), Fo!osim ecua-

II. Sii se ealeulezl' unghiul urmiilaarelar plan" :

(PJ4x -5y +32 -I ~~O ~i (P,) x -4y-? -iD ~,I),

Rezolvare. Unghiul cclor dou!t plane estc nnghiul nonnaJciur 1;1. d'!(~ d')\!:l plalle

Rezoh'a1'e. a) Planul cautat are aceca..5i l\ormd1 en plaunl x _ -ty + j.!_ 1,= 0, adica ?cctorul

'N( 1, - 4. 5). Prill urmare, ecuat:ia planului este I'Cr + 2) - 'fry _ 7) + 5(z _ 3) = () san x _ 4.1' +
'" 5,+ 15 ~ o.

b) Fie N(A, n, C) normala planului cautat 1", Deoa.rcc~ Peste perpendicular P(~ PI .~i pc P:a

rczultii N oNt = 0 $i N ·N2 ~ 0, unde Ntf2, - 1, 5), N2(1. 3, - !) Sillt ?cctori i nO[Jl\,tl i ]a cele donA
plane. Ded 2.-1 - B + 5C = 0, A + 3.lJ - C = O. Solutia acestui sistcm (~.~tl'

A Jl C
---:-: 0--,= = --__ . a.jU'e'] cA N(- I~, 7, 7).

I -~ 5/ -/2 51 /2-_!!
" - I I - I 1 J .'

e) trece prin punclele MI(O, 0, I) ~i M,(3, 0, 0) ~i formeazii Un unghi de 60'
eu planul xOy.

h) !reee pnn arigine ~i este perpendicular pc planele

(P1 )2x-y -I-5z -1-3 =0 ~i (P,) x -I-3y -2 -7 =0

10. Sii se serie eeuatia lInui plan, care:

a) !rece prin punctul Mo( -2, 7, 3) ~i es!e paraleJ cu planul

x -4Y-I-5z -1°"0;

\Priu llfmare ecuatia. p!anului cste _ 14x + 7.1' + 7z = O.

cJ Cauwm ecuatia planului sub forma. norma.Ia. x cos:x + V cos (3, +- x ,;,):~ y_ p =- O. Punlnd
cOIH..1it

i
a ca planuJ sa. trenca. prin )\.11 ~i .lf2• obtinem CO,~ y 00= P L·'h;t.. = prj. DeOM~ce cos2 0:: ~

..+ cos~~ + co~Zy = I, dcrluccltl cos~ =::bV1- :0 p2. De(la.n~<·e 'lrlt;11111 1 fOrnlL! C\I planul xOy

este de 60°, rezlllt<1, ca. unghilll dintre vectorii nonnali !'i{cnsO'. c()s~, cosy) si N,UJ, 0, I) t'l6te de 60-.

Ded cos 60° = cos y, de uncle cos y '-'-= ~, Cum cos y = p, rc,:;ul t:l P = ,...2..:;-;1 de<.,j ecuatia. ptanului este
2 2

Oed

12. Sii se scrie ecua(iile dreplei care treee prin punctuJ i11,JI. -3, 3) ~i formeaza
eu axele de coardana!e unghiurile IX = GO°, {3 = 43° ~i '( _~ 12[j".

,tiile dreptei sub forma (9), astfeI





cdc dou~ c.
eMe v(- 149
Dreapta d .

RezolviJ
pcrpendicul
directori ai "

asHe! !ncit ~

10\

Fig. 2

j k

- I 2 Ji + 3j.
-'1 -1

{
-J31 + 21m - 6n = 0

"II + 8m. - 6n = O.

1:: (v,. vz)=~·
3

, ",,,
(PI ",'

D este interseetia a dnu:t plane ~ planul })

al doilea face parte din fasdeuIul de plane

x y-2 z+1
'il (d.l - = -- = -_.

5 -1 '2

o 0 ~-1 2 =o<=>
m n
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Z - 17/5/
-~ = 0 sau 3.t" + 2y + z - i = O.

dropte care treee prin punetul M,(4. O. -- I) ~i

-4
5
I

y - 6/5
I

-6

v} • "2 1
cos i: (v» va) = -_ = _.

Vl ·v! 2

x + 3/5
2
3

-3 6/'4 3 = 0 ~i

m "

j j k

"t = I 2 I ~ ;1 - 'k. v, ~
1 -2 I

,x-J y+J z-5(d" -- = __ ~ __
2 1 J

serie ecuatiiIe unci
dreptele

LTllghiul celo,f d·:)U.'l. drcpte este dat de

Re:(ll-.J.)r~. Cum se vede in fig. 2, dreapla d'tutatA

~i ,planul perpendicular pe P ~i contine dreapta d. Planul
ce cuntine drcapta d. Ecuafia fasciculului de plane
ce are drept ax1\. pe d e."tc x - "ly + 2z _ j +
+ )"(3x + y - z + 2) = O. Punind conditia ea acest
ltltim . plan sa fie perpendic!.llar pe P, l btinem

(I + 3A) ·2 + (- i + A) • 3 + (2 _ AI . I ~ O. adicA
A =- I. Deci dreapta Dare ecuatiile genera Ie
2x + 3y + z - .'i = 0, '4x - 3y + r _ J = o.

19. Sa se verifiee ca dreptele (dll 4x +
+:-1 =0, x-2y+3=0 ~i (d,l 3'<+
+ y-:+ 4 =0. y+ 2: - 8 = 0 slnt eaneu
rente ~i sa se serie eeuatia planului determi
nat de aeestea.

18. Sa se serie eeualiiIe proieetiei dreptei (d) x - 4y + 2: _ 5 = O.
3.< + y - : + 2 = 0 pe planu! (Pl 2.< + 3y + : ~ 5 = O.

17. Sa se ealeulezeunghiul dreptelar (dll x+ 2y + : - 1 = 0, x _ 2y +
-t • + 1 = 0 ~i (d.) x - Y + 2r + 1 = O. x - y - : _ I = O.

Rezolvare. Pentru ea eele douA drepte s."i. fie

concurente, trehuie ea sistemul format eu ccuatiile

eelor drlDa drepte sa He compati::il determinat. Apliciml metoda eliminarii a lui Gauss, ClLtinem ca

sistemul este compatihil determin8t eu solutia x = -3/5, Y = 6/~ : z = 17/5. Deci punctnl de intersectie

este M(-J/5, 6/5, 17/5). DirectiiIe eelor dou~ drepte sint caracterizate de vectori~ dir('r:tori VI =

= 2i + j - 8k ~i "2 = 3i - 6j + 3k. Fo1osind ecuatia (17), obtinem pentru plannl deterllliuat de
cele doua 'drepte

RezolvaTt. YeGtorii directriri ai 'celor d'>ua dn"pte sint

20. Sa se
intersecteaza

Rezolvare. Fie d dreapta cautata ~;i \'(1, tn, u) vectoruI sliu director. Din eonditiile de inter.
secpe a dreptei d Cll dreptele d t ~i dz obtinem, foJosind eonditia (16),





I
1
I
1
I
I
I

N

Fig. S'

M,

b) Tinind scama;

dreaptA este neeesarl~

sirnplu' nedeterminat:;

e:Xlinse ~i ega! eu d~

deei sistemul de. ecu4

M,

O'(x', y', z'), din rela'

26. Sa se detej
(P2) x + 2)' - ',~

a) sa aiM in I

b) 5;\ trcacaJll
c) sa se inter~

Rezolt-arB. a) Pen

ca sistemul format cu.

necesar ~i sufident ell;

Deci

25. Sa se calct
6x + 21 - 9, + Ii

Rezolvare. Vom iJ'l
paraleta ell Ilonnala q
astfel eoordollatele pUI

lui 0'. IncRllll de(at~

c:onstruit

dreaptala

v,

2)'

Fig. 4

-I,

M,

111,(3,

d" avem 11-12 (-5,5, 5) ~i ,'~(4, --J, -5).

punctul

~1_3j+3k'
-I
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j
-I

1

de la
1=0.

y - i
-1

-3

-x + 2y - 2z - Ii = o.sau

de uude se poate veuea un punet prin care trece ~i vectorul director at fiedirei dreptc. Aslft:l penlnl
d1 avem M1(-'f, 4, -I) ~i. vd2, - I, -2), iar pentru

Lungimea perpendieularei eomune (fig. -1) este
egala ell di5tanta de la punetnI A!2 la planul care
treee prin M 1 ~i este paralel cu vectorii VI :;oi v

2
.

Ecuatia aeestui plan este

x+i y--1 z+l x+5 )'-5 z-5
(d,1 --. - -- = -_ ,i (d,) __ = __ ~ __

2 -I -2 1 -3 -5

~i d1 ~i planu! PI determinat de df'eptele d ~i i._ Planu! PI face patte din fasciculul de plal1e 8',illd

axa d1- Eeuatia acestui fascieul este x + y - 3z + J + ),(x -" + 2.8) = O. Punind eonditia en acest

plan ~ fie paralel eu v (adicA produsul !>calar a1 lui v eu normala la plan sa fie zcro), oJ,!inem

- H9:(1 + ),) - 11'(1 - ),} + 102 -( - 3 + 2),) = 0, deci ). ~233/33_ Deci ecuatia planului PI est~
266x - 200y + 36 7z + 33 = O. Similar se obtine pentru P a ecuatia 949x + 5 561y + 19862 +
+ 9 930 = O. Deci (d) 266x - 200y + 367" + 33 = 0, 9i9x + 5 561y + 1986" -I- 9930 = o.

23. Sa sc calculeze lungimea pcrpendicularei comune a dreptelor (ti,) x = 21-4,
Y = -I + ~. z = -21 - I ~i ("2) x = ~I - 5, Y = -31 + 5, Z = -51 + 5,

Rezolvare. Cele dou[ drepte pot fi scrise sul>forma canonic.1, e1iminind parametrul l:

Distanta de la punetul Af~ la acest plan este
15+ 10-10- Iii

d{1l/" P) =.j . = 3. Prin ur-
1+1+1

mare, lungimea perpendicularei eomune este 3. -Se poate observa cu lungimea perpendicularei comune este egalA eu 1M".!.\' J ~i ac<:asta r<:rrczillt<'i.-infi.ltimea paralelipipcdului construit pe vectorii MIMs , VI ~ v" Deci putem oLtillC 111ngi!ll('.'l perpc/ldi.
eularei comune ~i dupa formula

24. Sa se calculeze distanla
(d) 2x - y + Z = 0, x + y - Z +

Rezolvare. Mai lotH vom pune in cvident<'\. un punet a1 dreptei d !)ii vom calcula direcpa aCt'slcia.

Luind z ~ 0, diu ecuatHle dreptei dobt!ne," x ~ - +, y ~ _ : : Fie M{_+, _:'0)'

Direcpa dreptei d este
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34. Sa se c ..
a) 3x - y + ~

bi 6x +2),":']

35. Sa se stud
1

a) M I (2, 6, I~

b) MI(I, I, 3~,
c) MI(I, -I, i,
36. S:I se dete~,

X\ y-7"~

a) - =--.
12 9-:

j

b) 5x - 6)' +J
.j

37. S" se c~lq

~x - I Y+
a) -- ~---1

3 6;

b) n~+4~,~
38. S" se st~

M o(2, 3, -5) ~~)

. +3 =0. '

39. Sa se stal
.~

a) g~ ~ ~~l
40. Sa se sef!l. ,
a) trece pnn

v = i + 2j+ 3k"
b) trece prin;

v. = 3i + 2j + ~

c) treee prin i
(P) x + y - z =.'

d) trece prinl
-y+z-I=~

41. Sa se scril
perpendicularei ~

42. Sa se scrHI
M z(3, 0, 5), Ma~

43, Sa se det,
+ z - 6 = 0, 2~

44. Sa se deg
2x-y-z=O',

Id"

Fig. 7

N

/

I
I

L

j

1

-I

28. 5:1 sc serie ccuatia planului detcrmillat de punctcle ,'fl' ,U2 ~1 ivls' ~tiind ca:

29. S~l se ccrcctezc coplanaritatca urmatOCt,re!or puncte :

Probleme propuse spre rezolvare

a) MI(O. 0, 0), M,(,3, --2. I), M,,(I, 4, 0);

b) ,111(1, ~ I. I). M,(I, 3. 3), M 3(4, 0. -3).

JI, (-I, 0. 0), M,(O, 2. 0) ~i M,(O. 0, 3).

Iktcfminam lllaj intii ullghilll rlintrc d ~i N. N

fiind vectorlll norlllal la planul P (fig. 7). lJeo<.

n'el: N( I, - 1, -, I), ohtincm ens 1:= (v, N) co=
v ·N

Oo~ -- = O. Prill urmure. df' aici tragelll COfl-

i/"iV

clui..in cA v estc perpendicular pc N ~i deci ell.

dreapta d cste paralel<'l ell plunul P. Namine de

sl lIdiat dacA dreapta apartinc sau on planului.

Estc de ajuns a 'Fcdea dadl un pUtlct al dreptei d apartine planului P. Un punct al dreptei, se

'{('de u~or. este originea x = 0, y = 0, Z = O. Acesta nu verifidi ecuatia plamdui ~i oed dccapta
JIll ('sle continuta ill plan.

JI,(3, I. OJ, .113(0. 7, 2). M,(-I, 0, -5\, M,(-I, I, -2),

30. Si se serle ccnatia unui plan care b.il' axcle de coordonate in punctele

a) 2x - 9 Y + 6, - 22 = 0; b) 6x - 6Y - 70 + 33 = O.

33, 5" so calculcze tlistanla de Ia punctul Mo la planul P ~tiintl di :

27. S,'i se calculcze un::biul dintrc dreapta (d) X + y + 3= = 0, X _ Y _ z = 0
~I planul (P) X - Y - z + I = 0.

Rezolvare. Ycctorul director al drcptei d esle

a) Mo(2, 0, - ~), (I') 4x~4)'+2z+ 17=0;

b) JIo(O, 0, 0), (P) 15x - lOy + 6, - 190 = 0.

c) Tn aces't caz trebuie ca rangu! sistemului P j = O. p. = 0, PI = 0 sd fie dol, "inr rangu! matricei
eXlinsc a sistemului s.'i fie trei. AsHel lieenre dou~ dintre plane sc intersceteaza. dupa 0 dreapta care

1< 1 'I 1 0' ", ',' -2}, )106este parale ~ ell a trci ea pall. !Il aCcste condltu outmcm In = n + 1 si: Jl # .
. , 2

31.5:1 se scric ccuatia unui plan care trcce prin punctul A(I, -I, 0) ~l este

p''1pendicular pc vectorul is, ~tiind ca B(2, 0, 3).

32. S.'i se rcune;! la forma norm~1:1 ecuatiile urmatoarelor plane:





:; -2

a)
x +- 1 y z - 2

M o(2, 3, 1) ~l (d)
2 -1 J

(J)
x - 1 Y -I 1 z + 2

b) M o(-2, 3, I) ~l --=--=:::;:--
2 -3 4

S;-i SC scric ccuatia planulai dcternlinat de acestea.

53. Sa se seric eCllatiilc perpendicularei coborite din punctul ,110 pc dreapta (d).
~t imu Crt:

b) (d,) Ix +2y
lx - y.

63. Sa se scrie
dreapta (d) 2x - ~

64. Sa se seri,
+ 2y - z - 1=(

J'o

(d,l i ,
, ;

'i
57. Sa se demon!

= 21 + 2. z = -21 i
58. Sa se veriliq

• x + 7 Y - 5 :',O!
~I __ "= -- c:: -":

3 -I 11
scrie ecuatia plamill

59. Sa se scric eo
4x--.v + 3; - 1 =

a) trece prin oril
c) est e paralel e:
d) este perpcnd~

60. Sa se scrie e
nelar x + 5y + z ==
" - 4y - 8; + 12,

61. Sa se scrie.,
este perpendicularl

62. Sa se scrie
paralel cu dreptele

x + 1
a) (d,) -=

2

x+3 y~
a) (d,) -4-=~

1
b) (d,) x = y = tj

>+ 7 yJ
c) (d,) -3- =-~

d) (d,) t2::~j
i

56. S;, se ca!cule.

55
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(d,) J2x + I = 0
\y + 5z = O.

x-5 y-2 :+1
(d)-=-=-·

i J -2

ecualiile perpendicularci comune la drepte!e:

y-J 2-9 x~3 )'-1 z-l
,I (110) --=--=--;

2 -I - -7 2 3

x - 7

b) (tI,) !x + z '- 2 = 0 ~i
\x + y - z - 3 = 0

54. Sa se sene

e) .110 (0, o. 0) ~,

50. Sa se scrie ecuatiilc dreptci care trece prin punctul M o( - I. - 2. I) >' este
paralela cu dreapta x +)' - 2z - 1 = 0, x + 2) - z + I = O.

. x-t y-2 z-J
51. Sa se scrie eCllatiile proiectiei dreptci (d)-- = --- ~ -- pe _ plant.!

2 J 1
(I') x + y + z -- 3 = O.

52. Sa se vcrifi'.;e crt drcptcle urmatoare sint COIlcurentc :

x-I y-7 .>-5 x-6 .1'+1
~l

2 .; J -2

a) 5x - : + 3 ~ 0, .Jy + 2, - I ~ 0, 2x - Y - 4: + 5 = O. 3x + 4y +
+ 5z - 3 ~ 0;

h) 5x + 2y - 6 = 0, x +y - 3z "" O. 2x - 3y + z + 8 = O. 3x + 2: - 1 = O.

48. Sri se anc ecuatia planului care trccc prin axa Oz ~i formcaza eu planul
2x + y - J5~ - 7 = 0 unghiul ~ = 60°.

49. S;, se scrie ccuatiile drcptei care sc afla in planu! xOz. trece prin origine ~i

este perpcndiculara pc drl'apta

x-2 .1'+1 z-5

45. Sa se determine AER, asHei ca planele x - y + z = O. 3x - y - z + 2 = 0
>i h - Y - 2: + A = 0 sa se intersecteze dupa 0 dreapta.

46. Sa se studiezc pozitia rclativa a planc10r

a) Sx + 8y - z - 7 = -0. x + 2y + 3: - I ~ O. 2x - 3y + 2: - 9 = 0 ;

b) x - 4y - 2: + 3 ~ 0, 3x + y + z - 5 ~ O. -3x + 12)' + 6: - 7 = 0)

c) 2x - Y + Sz - 4 ~ 0, 5x + 2y -- 13z + 23 = O. 3x - z + 5 = O.

47. Sa se studicze pozitia rclativa a planelor



este

plant.!

55. Sa se calculeze lungimea perpendicularei comune a drepte!or d, ~i d2• ~tiind e,,;

a) (d,) > + J = Y - 6 = z - J ~i (d
2

) > - ~ = Y~ = z + 7 :
i -3 2 8 -3 J

L) (d,) x = y = z ~i (d2 ) x ~ I = O. Y - 2 = 0 :

x+7 y+" z+J. x-21 y_Lj ::~2
e) (d,) -- = - = -- ~, (.I,) -- =-~ = -

3 ~ -2 6 -~ -1

d) (d,) I x + y - z - 1 = 0 ~i (d2) {X + 2) - z - 2 = 0
\2x + y - z -' 2 = 0 x + 2)' + 2: + .'1 = o.

56. S" se ealculeze distan\a dintre drcptele

x-7 "._1 z-J x-2 y+l 2

(.I,) _ - ~o -- = --' ~i (d.) -- = -- = - .
3 i 2 J 1 2

\ x-I. '\'+2 z-5
57. Sa se demanstreze ca drcptele-- = '-- = -- ~, x = 3/ + 7. Y =

2 -J ~

= 2/ + 2. z = - 2/ + 1 deterrnina un plan. S'l. se seric ecuatia aeestuia.

58. Sa sc verifice d, dreptele 2x + 2)' - z - 10 ~~ O. x - y - z - 22 = 0
x+7 y-5 "-9

~i __ = --' = '-- sint paralcle. S" se calcnle?c distant a dintre ele. Sa se
J -1 ~ .

scrie ecualia planului deterrninat de acestea.

59. Sa se scrie ecua(ia unui plan carc trece prin dreapta de interscetie a planclor
'1x·- y + 3z ~ I = 0 ~i x + S;' - z + 2 = () ~i carc:

a) trece prin originc; b) trece prin pnnctlll M(I. I. 1);
c) este paralcJ cn axa 0.1 :
d) este perpendicular pc planul 2x - y + Sz - 3 = O.
60. Sa se scrie ecuapa unui plan. care trece prin dreapta de interseclie a pla

nelar x + Sy + z = 0 ~i x - z + 4 = 0 ~i care f"rmeaza un nnghi de 'ISO en plan,,1
x - '1y - 8z + 12 = O.

61. Sa se scrie ecnalia unui plan care trece prin punctul M o(2. 2. \) ~i care
este perpendicular pe dreapta x + 2y - z + 1 = O. 2x +) - z = O.

62. Sa se serie ecualia unni plan care trece prin punctul MoP. I. 2) ~i esle
paralel cu dreptele;

a) (d,)
x -+ 1 y+l .+1

~i (d,)
>+1 y-I ,+ 1

=--=_._~
.-- =:-:--

2 2

L) (d,)r+ 2) - z + J = 0 ~, (d,)
{2X-) +z=O

x-y+z-l=O x - Y + z = O.

63. Sa sc serie ecualia nnui plan care trece prin pnnctul M o(2. I, I) ~i pnn
dreapta (d) 2x - Y + z - I = O. x + y - z = O.

64. Sa se scrie ecnalia unni plan care contine dreapta x-I = O. x +
+ 2y - z - I = 0 ~i este perpendicular pe plannl x + y + z = o.

73



65. Sa se studieze pozilia dreptei d fatade planul P. ~tiind cit:

x-12 y-9 z-t '
a) (d) -- = - = - ~i (1') 3x + 5y - z - 2 = 0 ;

i 3 1

x+l y-J z
1» (d) -- = -- = - ~i (I') 3x - 3y + 2z - 5 = 0 ;

2 i 3

x-13 y-l z-4
c) (d) --' ~ - = - ~i (1') x + 2y - 4z + I = O.

823

66. Sa se gaseasd\ prcieetia punetului M o(4. -3. I) pe planul x + 2)'- z --:. 3 = O.

67. Sa se serie eeuatiile dreptei ee treee prin pun~te1e de interseetie ale planului
2x + Y - 3z + I = 0 eu drepte1e

x-3 y-5 z-l .x-5 y-3 z+4
-- = -- = -- ~1 -- = -- "., -- .

1 -5 2 2 -4 -6

68. Sa se ealculeze eoordonatele simetrieului punetului M o(4, 3. 10\ fata de
x-I y-2 z-3

dreapta -- = -- = --.
I 2 4 5

69. Sa se serie ecualia planCllui determinat de perpendieulare1e eob')rite din
punetul M,{-3. 2, 5) pe planele 4x + y - 3z + 13 = 0 ~i x - 2y + z - II = O.

70. Sa se serie eeuatia planului care treee prin punetul M~. simetrieul pune
tului M o(1, 5. ~ 1) fata de planul (1') x - 4y + 5z + 48 = 0 ~i este paralel eu
drcapta (dl ) 2x - Y - z + 1 = 0, 3x + 2y + 6z - 6 = 0 ~i (d,) x + y = 0,
x -y - z = O.

71. Sa se serie eeuatia planului paralel eu planul x + y + 2z = 0 ~i care treee
prin punetul de interseetie a plane10r 2x + y - z - 2 = O. x - 3y + z + I = 0
"i .~ + y + z - 3 = O.

72. Sa se determine A E R asHel ineil dreptele

( )
x-1_,,+2_Z '(d)x+l_,,-J Zd

l
-- - - ~I ,-- --- =-

J -2 1 i 1 A

S'l fie coneurente. Sa se aUe eoordonatele punetului lor de interseelie.

73. Sa se determine taieturile pe axel" de eoordonate ale planului 3x - 4y f
+ 6z - 24 = O.

-I';
·1
1

Se Jlume~te ¥r dciI
prin j(n) = a~, one'

Un ~ir (a.) este Oi
lJn ~ir (a.) este~.

daca a1 ;<l: Q 2 ~ ••• ;:.",1
Situl (a.) este ~

.~,
Scriem in ace,1 ca~ :1·.••

Spunem cA- lira
n ~:

spuuem c~ Iii;: a. -1
1
:1

Dad'!. Iimita prul~

Proprieti~i. a) ,~
b) Orlee ,ir c~

c.) Orice ,ir .coni.
d) Orice subfir1
e) DacA a. -+ (6

f) DacA a., "'d,:

g) Dacli. Ia• ....~

h) Dadl.0ll 

CtHeriul gen

~
.1

Limitele ~iruri"

Orice ~ir mon0

3superior, el coover.,:,
nor, el este conv",

Criteriul lui S
j
i

.1
In ipotcza cA Iimita;

'~
.'





Probleme rezolvate

3. Sa se l

lim Q.=-rJi
n •

5; Sa 51

nit ~1 nu tin!
Hau!vore. 1

.,
cto+-+~. .

,t

Dacil p~
j

>
Rezolvart.

'In E N. Dar, 0

a HtI = (ik+ ~

Sa. aratllrt{-:

pentru 'V, > 0.;
atutlci a2 /11 = 0.:

Dacl. p ....

:~

;i
2. SCl se ~

.~

Rc=ol~aTe . .~
d()l1~ ~mb~rUri d
~irtlri {at termeut
limitciunui ~irt

2" + ( - 2)"
------ <I <,

3"

I
E ~ -, atuuci n._

100

j .5 - 3'3n + 1 > sall It > .
3£ 9£

<

(
2)n Inz

2· - < e, rezuWt n > --. Luind n. =
3 lll~

3

Prin urmare, !1irul converge Ia zero. Am Colosi.

. 2"+(-2)"
b) lIm = o.

n 3"

j I
. ---< <,

3 3n + 1

~i dacli impunem ca.

/

2"-
12 1--- -- < E,

In + 1 3

2" + (-2)" 2"
Dar < 2.-
- 3q 3Q

a) lim 2» - 1 = 2. ;
n 3n + 1 3

b) f'iind dat E;'> 0, va trebui sA determinam un fang nil: E N. asHe! incH

2 1
= 55 .:;i deci termenii au. a o7" .. difer3 de limita - eu mai purio de _.

3 100

Notind ", ~ E C~, 3<) • re'uIta eli pentcu oeice " > ", nvem I." - • I < < ~i deci relalia (I)

2 I
este verificaU. Aceasta stabi1e~te convergenta ~irului cAtre -. Dac.l luam e: = -, atuud nil: .... ,

3 10
2 I

~i deci tcrmenii all' a" . .. diferi1 de limita - ell mai putio de -. Dad\. luam
3 10

Puncte limitl1 ale noni ~ir. Prin punet limita. al nnui ~ir se inteJege un nnm:lr a e R, care are
proprietatea cA orlce vecinlHate a sa contine 0 infinitate de termeni ai :,;irului.

Pie (a~) un ~ir oarccare :;;i A mu1tirileA. punctelor sale limitlL Numilll limita superioara lim a.
A. ~irullli (an) eel mai mare punet limita. din A. Numim limWi. infel'ioadi lim u" a ~irului (a,,) eel mal

mic punet limitA din A.

Un ~ir (all) are Iimita dacli ~i numai dacA lim all = lim all'

1. Folosind Jefinitia limitei, Sa se verifice ca

Rezolvare. a) Vom folosi definitia (1). Va trebui sa an'Wim ell pentru arice numa.r pozitiv e, pu.
tClll determina un rang Us E N astfel iocit 511. avem, pentru arice n > nc'

~;cul e" ~ ( 1 + +.reste monoton crescAtor ~; m~rginit superior: limita sa "te

lim(I+~)n~e.
n "

(
,n =-)2 2" + (-2)"

= E - ,avem <I <, pentru n > n,.
In:'·. ]"

3
aiei noti\!i<l E(x) pen/rn parten intreaga a lui x .

•
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c) Dac1 tinem ~

Rezolvare. a) D~

u) Deoarece I il F

Ii
lim .~

11 (Il + 2) ... (2n) \
~~

b) Deoarece 01

. ,
limita. in aceastA inegl

" "deci 0 < - < -,i'
2l> C:

+ t-)n= l+cip+

< 2 .Darl~
(IL - 1)p1 JI;i

implicA a,. _ a), re~l

c) Sa notam «. 4
.5<.... aratam ca. IX.~ o~

+ cnoc n > C2a:2 . .pJ

S"::::"~m C:,;;d~
"Ue! cO 0<., <1
cgaJitate..1. cste eVideD~

1
prima parte a dern~

i
8. Folosind ttt

~iruri : \l

II + ~
a) a. = --ci

J,
. 1· 3· 'l

c) aQ.=~
2;~

'In> 2.

I I
~<-- .;;i
2~ c;

ill - a)

I
aA+l_ 1 ...

a. = -a-_-.-1 • ",(-:;-:)"'.7<>:-_-1

3
rezultA. ca lim alJ

"

c) lim ':)n =
n

a-I
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2 2 (-1)'
an =-+---. V,. ~ 2,

3 J 211 - 1

d) lim 1:1 = 1. a> O.
A

Deoarecc 21i = (I + l)n = 1 + c~ + c; +. .+ c: > C;. I"t'zulit

2RezolvaTt. Aplicam metoda induc*iei. Re]atiQ este verificata. pentru n = 2, deoarece u
a

= _ +
3

Rezolvar('. a)

a) Iim:'-- = 0'· b) lim Ita' ~ 0.1 a I < I
n 211 ' n

Deoar~ce lim all+1 = 0 pentru I a I <
n

6. Sc considedi .irul (a.) dcfinit prin a, = O. a, = I,

Sli se arate di

Ia, - ~I~ I~ .(- 1)'/ = _1_ < 10-', adic~ 2'-' > 1000
.3 J 211 - 1 3.2"-3 .3

,i deci ,,> 2 + (In 10
3
00 )tIn 2. Deci ", ~ E (2 + (In 1:00) lin 2 ).

7. Sii se arate dl ;

~i sa se calculeze lim a•. Sli se ane rangul de la care Inceplnd termenii ~irului apro
ximeaZrl limita cu trei zecimale exacte.

2 2 (- 1)'+1
a"+l = - + - .--- .

3 .3 2 11

2 1
+ - . - = 1. Presupunem adeva.ratA. relatia pentru n lji ~ arAtAm ell

3 2

Dar

Conform principiului inductiei, relatia este adevarata pentru orice n e N, n ~ 2. Deoarece

lim (_I}/J = 0, rezulta eel lim all ""',.:.. . Tinind seama de relaJia (f), va trebui sa determinAm on rang
n 2"-1 n.3

", e N, astlel c~Ia, - ~ I< 10-', V.. > ",.

Dar

•
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9. Sa se caJculeze lim a•. pentru:

SI obser...dm cd bl < 1, bll < I, b~ < I. Presupunfnd pdQ inductie cA b"_1 < I, din relatia demai $ll!l

deducem

sau

-

6 - Probl.... ,

I
Trecind, Ia ~

;1
l!

b) Avem !j
"j

N "l"In e . ApOIt,1

2
4.=1+-

G.';'1

b)

astfel ~ 11m a-1
n :',

10. Sa ~~

a) a. = 1
I

RezolWltt. ~

•
deducem cA ,i1

..-~
/l .• =I-I~i
posibUa.. -,~

SA art.tAm, ,~
I

de/inilio; dot .~.'

sl avem ja. -.1
la, - ll~

~
aid am folosit4

Dadi. notl1
atunci b,. < K ':1

1
.~

(7)

2

J'

obtinem

2n

z.. + I

6,

b. > 0, V. > I.

22 + 43 + ... + (2n)2• > 0; b) a, _ ---'-_-'-_---'----'-_
12 + 32 + ... + (2n _ 1)2

n
611_ 1 +--- $i

(n + I)'

3 , 2n-
R,. = _ . _ ... • _.

212n-22ft

I I • 1
- ,- <4. <l---'
22n 2n+1

n - Ib
ll
=-__

(n + I)'

2 1 2n - 2 2 1_0_._ .... <.,,<_ 0_
2 3 , 2n - I 3'

Presupunind priD induclie clllJa_1 < O. din relatia de defiWtie rezultA cd a" < 0 ~i
31

Prill urmare.

d) Scriind cftiva termeni ai ~iruJui. observlm cI aceftla siut negativi: 4
1

_ O. ~ =

a"a) a, = -----:- _
(I + a)(1 + a') .. . (1 + a')

"

de aDde ,riB InmuJ1irea cu ttrmenul

Trednd la limit! In ineraJitatn (7), deducem cAtlw 4. = O.
n

3"1'
deci in baza principiuJui inducfiei Q p < 0, VI e N. Notfnd pMn b

ll
= -a., rezultA

". -

(2n - 1)
PriD uemare. 0 < b,. < 1 !)Ii 0 < h,. < --,-__--,-

(n + I)'
astfe! cA, prill. trecere la limita. in ultima relatte, rozultA lim h,. = 0 ~i lim a. = O.

" n

n(fl+ II
«II 11- -2-

O<a,,< =a.
«.0:2 ... 0:/1

n-l n 2n-1
b, < --- + --- = < I.

(n + 1)' (n + 1)' (n + I)'

Re:o/va,~. a) Daca. a < I, atunci prin neglijarea puterilor lui 0: din parantczele de lu numitor

obtinem 0 <: a" <<<" ~i cum lim 0:" = 0 pentru a. < I, rezulta. lim Q" = O. Dad\. a = I, atunci (." =
II n

I" .
-= - ~i deci lim Q" = O. til Sfiqiit. da.ca IX > 1. atunci. ncglijind pe I in ficcare paranteza de la

2' n

lJumitor, obtinem

-ol+n
--2- ~

Deoarcce lim Cl = 0, prin trecere la limit! obtinem lim a" = O. Deci lim a/l = 0, 'Vii. > o.
n n n -
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Trccind In. Iimita in act

. Aeeste relatii ara~

$iruri siut mArginite, _~

de delinitic scri~ ~

~i deci $irul (a.) este !

Fie 1 = 11 = 12 = lim ~
n .

~i dcci 1 = - t +j~

stabile$te u$or c~ 0 < "'l

cele doua ecuatii ol1tinl

= Ja + I, deunde..l~

c) Deoarece ao > g
Qvem a;_1 - 2an a....l1

Aceastel reIafi,e'&.n!

ca aeeasta sa aiM rid

I 2 0'= - o~ > $1 at - ..
2

eel 0U_l -au+! > 0 p~

tntr-adc·!i'i.r, a'lem all~

~i deci $irul

~i deci este convergent

d) Sa. observ~m ~

j
Deoarece ~irl;lI(~J

,_ •. J

,; ~ < 1(J; < I ~
an a" '

Din relatia de mat;
$i deci este convergent.:_,

I 3
Vn.EN. Prin urmare, - < -, ast

an j

2 51+- ~_,
3 3

a a;_1
d) a. = - - -, a. = 0, °< a < 1 ;

2 2
c) a.=~(a'_l+~)' a.> 0;

2 a"_1

ej a•• I = a.(2 - a.), 0< a. < 1.

2
Dcoareee 4 n_1 < 3, rezulta ca a" = I + -- >

a"_1
lei ca.

,,' Ja) a. ~ --; b) a. = a + a._ J , a> 0, a. = °'
("i)'

a a ll _ 1
an = -+--.

a" an

a"., ~ a.' _1_ ,(1 + ~)n.
n + 1 n

Re:wlvare. a) Compadim doi termeni eonsecutivi pentru a stabili monotonia !;irului. Avem

a"+1 (n + l)n'+ 1 (n!):! (n + l)n 1 ( l)n e
, -- ~ -- , ---'-----'-- ~ --' 1 + - < -- < I, V" > 2.

a/l [(n + 1)IJ2 n lJ n + 1 nn n + 1 n n + I

I 2 I la" 1 - 21la. - /1 = 1 + -- - 2 ~ - -,
4"_1 0"_1

Proeedind ca la exercipul a), presupunem eli. ~irul (.n) ar fi convergent dHre I. Trecind la
1imita. in relatia de definitie a' ~irului ~i tinind seama c.1 Ie (I, 3), obtinem 1= 2. Pentru a arata
-ea 1 = 2 este intr-adevelr Jiinita !;irului folosim proprietatea gJ. Avem

Deoa~ece 1:( ~r= 0, dupa pcopcietatea g) cezulta I';:' a. =.2.

11. Folosind-teorema de convergent"- a ~irurilor monotone ~i marginite, sa se
.cerceteze convergenta urmatoarelor ~iruri:

rezultA 1 = 1·0 ·e. astfcl ea 1 = O. Ded lim a/l = O.
n

b) Putemscrie'ao=O. a1 =V;;: as=Ja+,.,;;; .... an=Ja+Ja+ ... + .../a.... Prin De

glijarea ultimului ,J;; ain expresia lui an, obtinem

-deoaccce ,icul cu teemenul general ( 1 + ~resle eceseMoc II tinde catce e. Deci ,iml (a,,) este des'

·crescator §i, cum an> 0, rezuWi. caeste ~i m1l.rginit inferior. prin urmare, este convergent. Daea.
.uotam 1 = Jim an, atunci, trecind Ia JimitA in relatia

"

.astfel ca rczulta a n_1 < an' Vn e N. ~i deci $irul (an) este ereseator.

Din relatia an = Ja + a n_1 rezulHi. a; = a+ an_I' de unde







,
J

asHel cl at

b) A '1cm la~+;-"

Daca p este pa~, a~

----,
k - 1 k

Dacl pest!' impar',\

-I

c) Putem 9Crie',~
;

la••• - a,l=I(-IIi

1"'n l>-,
e

DacA impunem"
')

In fund n. ~ E(J
, 111

gent.

Ded

avem

(8)

1
1+-;

n

1
b) a. = I + - + ,., +

22 uS

cos nx+--:
3'

+ (_1)·+1.~.
n

este de,crescator, Tinlnd seam. cA a, = ( 1 + ~r
1

1+ -;
n

( I)' n 11+-- :> 1+--> 1+-;
nt _ 1 n2 - 1 n

cos x cos 2x
a) a.---+--+

3 3'

1 l-
e) a. = 1 - - + - +

2 3

( 1)" 11 +-- > 2 + --, Vn E N,
n-l n-l

(l + a)" ~ 1 + an, Vn E N.

( n)'(")'~ ~+1 l>

obtinem lim all = e.

"

de uude Qn-l > an' Deci "irul (all)

~i deci (I + ~)""> 2 + .~ > 2, V" E N. Aceasta arata ca ¢;UI (a,) est<: mArginit inferior.

1
Daca lui1m acum a = --- in inegalitatea (8), obtinem consecuth,:

(,~I - 1)

1
Luind a = --- in inegalitatea (8), obtinem

(" - I)

e) Relatia de definitie a !jirului se scrle a~ - 2a 1l + antl = O. Aceasta aratl1 c~ ecuatia

Xl _ 2x + a"+l = 0 are radacini rea Ie !}i deci L\ = 1 - a,,+1 ~ O. Prin urmare, an+l ~ 1, VneN.

De asemellea din relatia a,,+l = a,.(2 - a,,} rezulta Q"+l ~ a.(2 - I} = an'

Aceasta arata ca .,irul (a.. ) este crescator ~i, deoareCl? a .. ~ I, Vn E N, rezulta ca !jirul (a .. )

~ste convergent. Fie 1 = lim a
A

; prin trecere la limita in relatia de definitie obtinem ecnapa 1=1(2-1)

"ell solutiile I = 0 ~i 1 = 1. Deoarece (a,,) este cresc.1tor .,i a" > 0, rezult:1 ca all nu tinde catre 0

~i deei I = 1.

12. Sa se arate c5. .irul ell termenul general an = ( I + ~)n+1 cslc monoton

descrcsditgJ" ~i marginit inferior.
Rezolvare. Fie a > o. Dupa formula binomului lui Newton a'lem (I + a)" = 1 + C~a +C;a 2 + ...

+ C:a" ~ 1 + an .,i deci

Rezolvare. Vom l&losi conditia neecsara "i suficientA. sub forma (-l:).

84

13. Folosind criteriul general al lui Cauchy, sa se demons!reze eonvergenta

urmatoarelor ~iruri:
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lim 6_n_+_6 = lim c6"n""+-:=1::.2_----=6'::n---=-_6 ~ __6_ lim ~ = 0
11 an n a"(a - 1) a -I n an

~i deci, inlocuind mai sus, gasim lim UtI = O.
n

Deci 14.+7 - a.1 < ~ . Vpe N, ;Ii daca alegem n> E (~J ~i"e = E (;'). rezulta ca. la"u -a,.'1 < c.

"In 1> ne• Vp e N. Conditia (4) este fndeplinita $i deci ~rul (a.) este convergent.

14. Folosind oriteriul general al lui Cauchy, sa se demonstreze divergenla ~I_
mrilor:

) 1 I I b) .a a. = 1 + - + - + ... + - ; a. = SIn n.
2 3 n

lim I
n -j

(a.) un.:

In ipot~

•

•
a arata cl~

,\

I
, ..,

Iimv~ = 1m ~
n n

Pentru

17. Fie

I , a"+11m--
II an

de uude deducem egalid

18. Folosind rez>

Rezolvare. a) lim ~

n

~ra) u. = V"; b)

c) lim 1'n = lim.!3l
n n] ~

'j

I·
In.!

lim u" = lim :
II 11

Rezolvare. Fie u. =-t

n - I
+--In~

2

bnH - b" = ("j
+(I~-l)i

ultima egalitate ami
i

16. Sa se arate I
InediiIor aritmeticeJ

Heciproca aceste;'''
Re::olvare. Ap1iclw:l,~

'i
~

Evident, exista. lim v. --:
n

Din ultima relatie se ved

.; 1c) Scriemull = - ':
b.l

+ (n - l)1n3 +, ..+ I:
I

~ n+ I ban+1-a" I

I
. (m + 6
lIJl --_.

a - I" a"

- n 3 1. 311 2 + 311 +
~ --- hm ---'--__

a-I n a"

. . a H1 - an . »3 + 3»2. + 3n + IJIm u,. = lim = lim __'---_--'-_--,~

11 n bn +1 - bn n all (a - 1)

. 3n2 + 3n + 1 . 3(n2. + 2n + I) + 3(n + 1) + 1 _ 311 2 _ 3n _ 1
lim = hm ---''-----'-...:;'---'---'"-_-'----'--:-:'-----'-~_--__-_~

II a" n an(a _ 1)

Aplicind inc:!. 0 datA acela$i criteriu, ebp.nem

Pentru caIcuJul ultimei limite vom aplica incA 0 daHl. critcriul lui Stolz, dcci

RezollJQre. a) Avem u. = a•• unde a. = an ~i btl = n, Evident, bn este cresciltor ~i are ]i.
b.

a - a an-+ 1 - a~mit;). + 00. astfcl incit putem aplico. criteriul lui Stolz, Deoarece lim"+1 n =. lim _--,__
n b'l'+l - bn 11 11 -+- 1 - /I

-= (a - l)1im all, rezuIUI. ca. lim un = O. daca a ~ I. 9i lim Ull = 00, dacil a > 1.
1I n 11

b) In acest caz Un = an cu all = n3 9i bll = a". Deoarece a > 1, r{'zult:\ col (b,.) este cr('~cil(Jr
b.

;Ii tinde ciltre + 00, Aplicfnd criteriul lui Stolz, rezutHl.

Rezolvare. Trehnie ~ arAtlim ca. rela~ia (<I) nu este indeplinWi. Va treblli sa ar1itam ('.;1 nista
,> 0 ~i pEN, astfel ca Jall+S' - alll > E, "tn e N. I

I I I P
a) Avem JalHP - alll = --- +--- + ... +--- > . de unde se vcde ca, dac{~

n+l n+2 n+p n+p
, I d I I p'luam p = n ;;1 e: = -. educem la211 - a,. > -' nn urmare, rezult:1 ca $irul este divergent.

2 2
~irul (G.) fiiud crescator, rezuWI. ea lim a. = 00.

n

b) Presupunem ca ~rul (a,.) este convergent ~i fie I = lim sin n. RezuWi. ca lim[sin{n + 1) _
n n

- sin(n - 1)] = 0, adicA lim 2 sin 1 cos n = 0 ;;i deci Jim cos n = O. Dar lim sin 211 = I, caci
n n n

(sin 2n) este un sub$ir allui (a lll ). Pe de alta parte lim sin 2» = lim 2 sin n cos n = 21 lim cos Jl ;, o.
, 11 n n

Prin urmare. 1 = lim sin n = O. Deoarece sin! n + cos! n = 1 ~i deoarece am gilsit cillim (sin2 u +
n n

:+ cost n) = 0 ajungem Ia 0 contradictie. Deci nn existi. limita. Prului· (a~).

15. Folosind criteriul lui Stolz, sa se calculeze Iimita ~irului (Un), ~tiind r;i:
a- n3

a) u. = -. a> 0; b) u. = -. a> I :
n an .

n n - 1 1
-ln2+--lnj+ ...+-In(n+ I)

I 2 n
c) u. =

n In 2 + (n - I) In 3 + ... + J.1n (n + I)





Pentru a < 1,;1
i

1'+1
c) ad =----;-

Silllibr se aratJ!

aslf('1 c1 at:> 2 - I

I:) Sl' ohservA~

Prill !1J"lUarC, inl a. ~

26. Sa se call

1+1
a) (l~ =--

21. S'I se del
inf aft + inf b.,,~

N,'zIJharc. D~,
'r/1lE:::'ol. !Jed sup (_,

"22. Sa se gill
!

(l > O. S,i i se:~

Rezolvare. Putea!

',dllt Il .o;;i -.!....: A = j
a 1

<1) il" ~ (I +

Jar peutrll a avemf

n. Folosind i
!

. n2'~

<1) ilm -,'u 3nll 1-
;

24. S:l se ara,

h)

23. Sa se ara:

tluti nde catre!

.'1 = 1. d'/em lim a~

I+-
nl

c) a, = 2 +(-2)'.

"+ I

general a. = 1 + ...!- + ...!- +
11 21

marginea inferioara ~i marginea superioar;l pcntru Ufma-

I + C~ 2. + ... + C: ..!.. Putem serie
n n'

"

'.
I I

41-+. - 4. = - + -:-_-:::- +... + __-,-:
(n + 1)1 (n + 2)1 (. + P)I

- _1_[1 + __1_ + ... + _-:-:-I-,---:-J < "!"[l + _1_ + ... + I J""
(.+ IJI n + 2 (n + 2) ...(. + P) • • + I I' + 1)"-'

I
I--:--~

I ("+1)" I I "+12-- ._-~~:---<- '--=--- <-.
1 n n n8 n1--_

n+1

19. Sa se arate ca ~irul cu termenul

este convergent ~i are limita e.

R.~alvare. Pentru stabilirea convergentei yom aplica criteriut general al lui Cauchy. In aC(~:;t

DaeA aJegem It.... E ( ~ J. attJuci pentru orlce n > "c' avem 102... , - aDI <,' E, 'rt/p E N, dccj (a.)

ate UD ~irconvergent.

;
Deoarece 1 - - <l: t, Vi = I, 2, .• ,. n - I, rezultl u e. < all' 'In, ~i lim ell 'iE: lim a••

n 11 n
deci e lilIllim a•. Apoi, pentru k :Ei n. avem

n

88

'. ;. I + I + 2~ (1 - .;) + ... + k~ (1 - f.-) ,,.(1 - k ~ I). Vn E N.

20. So. se determine
toarele ,iruri :

1a) a. = 1--;
•

I I
lim ttl ~ 1 + 1 + - + ... + -, Vk E N.

n 21 kl

I( I) ( _-I)... + nl 1 - -; ... J - --n- .

Prin urmare, e ~ at. VA E N. ~i deci e ~ Hm a._ Rezu1t1i ColI. Jim all = C'.

n n ~

astfel cA. prin trecere la limit.ll.. obtinem

Rezolvare. a) $irul este cresciUor .,i convergent c,tre '1. Marginea inferioarA a ¢'rului este d("ci

primul termen a1 = O. Intr-ade....a.r, avem all ;;;>- 0, Vn E N, ~i pentru orice e > 0 exist.1'i. a) = 0

astfel cl'i. a 1 < e. Apoi, sup all = 1, deoarece all " I, 'fin E N, ~i pentru orice £ i> 0 exist! 'I. E Nl
1 - ~ > 1 - t, "In > ..!., deci na = E (...!-) .- . .





k) a, =

a) a.,

<I) a, ~

i) a.=

36. Fie (

'>7. So Sl

a) a" ='

c) all = .

g) a" =-1
38. Sa se

atunei ,: ~

35. Fie'
<{lad.

<::1

este convergl

cazurilepcntru

n'b) a" =-; c)
n'

I
b) a" =_+

I· -4

I I 1c) a" =_ +_+ ... +__,--__
2·5 3·6 ("+1)(,,+;)

0; h) a" = (I + ~ +~ +... + 2.-). 3 '2' + (- I)' ;
2 22 2" 2"

a"
a" = -, a > 0: d)

11!

) n. (I)' n'a an=--·sIDn. + I
. 11

2 + 1 (n2 + 1)(311 + I)

28. Sa se ealeuleze lim an. ptntru:

"

a"g) a. = , ~ >
1 + ~21t

2" + 2·]" + 6"

3"+3'4"+2'611

i) a" =

29. S5 se cereeteze natura ~'rului dat prin a" = .,-
1

a"_l +
n

) sin x -I sin 2x + + sin nx .a an = - . . . . __ .
2 22 2"

a. = 0 >i a. = I.

30. Utilizind teorema de eonvergenla a ~irurilor monotone .i miirginite, s5 se
terceteze convergen ta urma toarelor ~iruri :

a) a. = a" , a > 0: b) a" = ~ . 2 . .2. ... 5 + 2(n - 1);
II! i 7 10 i + 3(n _ 1)

2 I I Ic) a" = 1+ - , a. = I; d) a" = __ + __ +... + __ ;
a n_1

Jl + 1 " + 2 II + 11

27. Utilizind treeerea la Iimita in inegalitati, sa se ealeuleze limita pentru urmii
toarele~iruri:

90

1 I+-+...+------
-4·7 [1+3("-I)](1+3n)

31. Utilizlnd criteriul general aI lui Cauchy, Sa sc demonstreze convergcllta
.irurilor :

I I
d) a,,=-+_+ ... + _

1·2 2·3 n(n + I)

32. Folosind criteriul general al Ini Cauchy, sa se demonstreze divergenl"
~irurilor :

a) -~+-'.2+ +~. b) I 1 + 1
a. - I 3 . .. 2n + 1 • a" = ./i + /2: ... + J;;'
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00

seria ~ a" este di~
11=1

Criteriul generat.

1. Serii. Fie (a~);

~ Critl'riul I at COl

astfel de serii, ~irul Mi
daci'\. ·~i numai dacA ,

eu termeni po%.ithi I

2. SerB eu terml

nccesara de cOll"lergt
unei scrii nu est~ c~

Dad.

00

DacA. seria !: 41

11-1

Dat" 1a 0 serie •.~
B.ceea~i natudt .

00

Scria L a.. este,
11=1 .1

00;

su ma seriei. Seria ~
11-'

A determina natura~

00

prin L 4 R = S.
11=1

DacA.

urmtl-

cos n ~.
2

+
2

b) a,

c) a .. = 1+ (-I)' ,"....:::...-1.
2 "

33 ~ I 113 - I
'--- ---'

33 + 1'" JI:! + 1 '

92

n-l
c) au = --- COS H~ ;

II + I

23
- 1d) a. = ---

23 + 1

L) a.. =-;;-n_;
w+l

n ~ 1) (1 - n : 1) ,.,(I - n : J; f) a,

+...!.+, .. +(_I)·<t..!....
3· n

1 + (- 1)" + (_I)" _'_'_;
2 2n + I

n

c) a. = ~~=--.l ;
h!

"=1

0) a,=(1

d) a, =

a) a,,= __n_;
Il + 1

1. Toc) a13 = - n(-J) + sin 2 u"":"';
11 1

a.. =

41. Fie a ~i b dou" numere rcale, a < b. Se consider" ~irurile (a.) ~i (0 .. ) definite'
astlcl :

39. Sa se calculeze lim a., ~tiind ca

"

1 1
l+-t ...+~-lnn

2 n

40. Sa se calculeze limita pcntru urmatoarc!c ~iruri :

43, Din ,irul (a.) se extrage subsirul (a,) C (a .. ). Sa se arate err sup a
"
• ,;; sup a...

inf a/(lI ~ iut an'

44. Sa se gaseasca punctele limiUi ale sirurilor:

a) a• = (I + CO',,"")", 0) 1 (1)' , ".. a.=-'n- +smn-,
" 2

45. Sa se determine limitele inferioar5. ;;i superioara pentru urm:itoarek ~trUfl :

a) a.~ 1+{-l)" + (~I),_n_'_; 11) a.= "'{~'J' ;
2 2n + 1 n

a + b at + hi
a l =.--. a2 = --- ," .. , a"

2 2 2

bJ = Ja,b, b, = Ja,o" , .. , b, = Ja.b.._I , •• ,

Sa se arate di celc doua .}iruri sint cOl1vergente ~i au accca~i limit<'i.

42. S5. se determine marginea inferioar;t ~i rnarginea superioara pentru
toarele ~iruri :



6. SERB NUMERICE

1. Serii. Fie (an) lIll ~ir de numere f('ilk. Introducem ~irul (S~) al sumelor parfaJe prin .<.,',.

DacA exista. 5 = lim SII' atunci putem dcfini expresia (numita seric)

"
at + a 2 +... + all + ...

~

prin ~ an = S.
11=1

~

Scria L all cslc coo'lcrgenta. dac{t ~irul (5 11 ) eslc converg{'nl; limita S a ,;>irnlui (S,,) se nllllle('te'
11=1

~

!iuma seriei. Seria 2; all cslc dhrergenH'\.. dad !;>irul (5,,) nu are limita sau daca Iimita sa eslc infilliUi.~

11=1
A determina natura unci serii inseamnii a stabili daeA seria eslc con.,rergenlli. sau divergentA.

~

Criteriul general al lui 'Cauchy. Scria L au eslc comrergcntii dacA ~i nUll1ai dadi
'1~1

III

Dad\. 101 0 serie sc adauga sall se scoatc un uumar (init de termcni, se obtine 0 HouA S<'ri~ de

&ccca~i na t 1I riL

~

Dac:" seria L all eslc con'/cl'gcnla.. ~irul sumelor salc partiale cstc mi'lrginit.
11=1
~

DacA scria ~ a~ este con'/ergenti1, ~irul (au) cste convergent dltre zero, Aceasta cste c()l1rli~i..'1,

11=1
necesanl de eOll'tergellt;:'i a lind serii. Ea mai poate Ii enul1tata sub forma: dadi ~irul tel"llH... uilor

unei scrii IlU este cOll/ergent di.tre zero, scria este dbergcnta.
~

2. SerH cu tcrmeni pozitivi. 0 serie L a" este eu tcnneni pozitivi dadi an > 0, \hl E N. Pentru
11=1

astfel de scrii, :;;irul sumc10r partiale estc strict cresdi.tor. 0 serie eu temleni pozitivi este con.,"crgcllHi

daci'l.'!;,t numai daca ~irul sumelor partiale estc marginit superior. Pentru stnLilirea natum··unei serii'

eu termeni poziti"J i se folosesc u rmatoarele criterii.

\ (ritedlll I at comparatiei.
~ ~

Fie L an ~i L b,. <.laua. serii
n=1 11=1

eu tcrmcni pozitivi, astfc1 ca. a" :::;; b",

~

Vn.~ Ito' a) Daca scria ~ b. cstc
n=l

~

seria L ". cste dj'/ergenta., atunci
11=1

coU'.rcrgent1'i, atunci seria ~ Q" este cOIl'Icrgcnt:1. L) Dac&
11=1

~

seria L b" este divergcnta..
u=1

93



3. SerH alternate. Se Il\lme~tc serie alternat~ 0 serie de forma ~ (_1)n+1 an' an> 0, "{nEN,
n=1

00

~ a. cste conv~

n-I

monoton ~i m1t1l!

4. SerH abso~

1. so. Se';

~tl.·
a ·1

1
~

este absolut c

Teorema I

5. Operatll ~.,
.j

unde c~ "'" alb. it
00 CIl ~
::E •• ~i ::E b,:;

n-=1 n-1 '~:

atund seria ~.~
n~l~

Teorema luq
respectiv. suin~

Teorema 1°1
absolut con'/cr&1

.1

Criteriullulj

,j

~ir monoton tilll

genta, dad se~

Orlee serie ati
Se nume~t-e Sl!

divergentli.
Studiul conV1

Criteriul lui l

(XI "J
Fie ~ (-I)~

/I-I

52" ::;;;; S " S2~+t'
aM este coo"lergentA.

••

estc cOinergenta pentrll p >

94

dona. sent eu termeni pozitivi, asUel cl~~
••

00::E •• e,te co,,",",genta. c) Dad\. /( ~ + 00, iac seda
n-l

00 00

al coeparatiei. Fie ~ a. !ii ~ b,.
n-l n-1

Vn ;<:!: no' a) Dadl. seeia L bra este con·/crgenUi., atunci seria L
0_1 0=1

Criteriul lui Raabe ~i Duhamel. Fie -i: an 0 serie Cll tcrmeni pOliti'lL a) DaelL n (~ ~ I) ~
n=1 a n+1

~ k ~i k.> 1, 'r;JH > 11
0

, atllnci serb. este COIl'lergentiL b) Dac<\ Jl (~- 1) :::;;. I, \Ill> 11 0 , atunci
r1 n +1

seria este di ....ergenta.' c) Daca hm n (~ - 1) = A, atuoci: 1) pentru ). > 1 seria este conver·

n a"+l

,gentA; 2) pentru A < 1 scria estc divergcnt~.

scria cstc di'lcrgenta.

00

Criteriulraportului(alluid'Alembert).Fie ~ an 0 serie eu tcrmeni poziti·/i. a) Dadi a~+l ::;;;; k
n= 1 an

!?l 0 < k < I, "In> »0' atunci scria este coo'/ergenta. b} Dadi a
n
+

1
;;::. I, "lit > no' atllnci scria este

.divergenta. c) Dad\ lim an+! = A, atunci: 1) pentru A < 1 seria estc cOIl"...ergenta; 2) pentru A > 1

II an

~ Criteriul lui Leibniz. Fie L (- I)n +Ja n 0 seric alternata. Dad. ~irlll (a~) este descrcsditor !,ii

Tl=l

COIl"...erge clUre zero, atunci scria este con·/crgeota..

pentru p ~ 1.

pl'ntru Iql ~ 1. Selia armonidi. genera1izat~ ~
n=1

if Criterial n

L b
ll

este divergentA.. atunci sena L all estc divergcntli.
'1=1 n_l

Criteciilc de mai inainte ne dau posibilitatea de a stabili natura unci serii, comparind-o eu 0

.alta serle a di.rei naturl:l 0 cunoa~tem. De obicei, pcntru campUTare, se foloscsc scria gf'ometric~ !jli
00

seria. armonicli generalizata. Serm geometricli ~ q" estc COIl'/crgenta pentru Iql < 1 !,ii divergent~
n~l

1

-seria 1: b. estc con"/ergenUi., atunei seria
11-1

00

~ Criteriul rildilcinii <al lui Cauchy). Fie ::E •• 0 sedc cu tenneni pOlitivi. a) Daca '1-;;;' <; k ~i
n=1

() < k < 1, "In> "0' atund serio. este convergenta-. b) Daca I:ja" ;;=: 1. "/It> "0' atunci seria ~ste
.di'lcrgenH'i. c) Dadi lim ::Jan = A, atund: 1) pentru A < 1 seria estc eOTl"IergentA; 2} pentru A > 1

n
serio. estc divergenta.

h) DacA seria L a" este divergenta., atunci seria ~ b" cstc di·f~:zenta.
0=1 0=1

00 00

V ..- Criteriul III al comparafiei. Fie ~ all :;;i L bra doua. seeH ell termeni poziti'll, a;;~!~l iudt
'.t 11-1 n- 1

Jim ~ = K. a} Daca 0 < K < + CO, atunci cele dou;i. serii all aceea!1i natura. h) Dadi. J( = 0, iar

n b.



L an cstc convergentA.
n-l

00

;dr monoton tinzind catre zero, iar scria\ L vn are ~irul sumelor partiaIe m;hginit, atunci seria:
11=1

c.

00

(orma L U"V", in care (un) cste
11=1

95

comrcrgentA ~i C = A ,n.,

(ace eu ajutorul criteriilor de la seriiIe eu termeni pozitivi.
00

suu forma ~ U nt;/I' in care ~irul (un) este
11=1

CriteduI lui Dirichlet. Daca seria L all se peate scrie sub
11= 1

Probleme rezolvate

00 00 00

Teorema lui Cauchy. Daca scriile L all' L 6. sint absolut eonvergente. atunci scria L
11=1 11'=1 n=)

00

gentA, dacA seria valorilor absolute L lanl este convergenta.
0=1

Orice serie ausolut con'TergenHi este convergentA. Alirmatia reciproca. in general nu este valabiIA.
Se numc~tc serie scmiconvergentA orice scrie convergentA pentru care seria valorilor absolute este

divergenHL

Studiul con'lergentei absolute se

CrHeriu) lui Abel. DacA seria L a~ se po..1.te scrie
11=1

00

monoton ~i m.irginit, iar serm L VII este fOllvcrgentA, atunci aceasta. serie estc convergentA.
11= 1

I. Sa se arate ca urmatoarele serii sint convergente ~i sa se stabileasc5. suma lor:

a) ~_~+_I__I + ... + (_1)"+1 _1 +
3 9 27 81 3'

b) ~ + 2 + + ~ + "', I a I > I
a a 2 a"

00 00 00

TeoTema lui Abel. Daca. senile Lan, L bR • L c" sint convergente ~i daca. A. B, c" sint.
11=1 n=1' 11-1

respectiv, sumele lor, atund A ·B = C.
00 00

Teorema lui Mertens. DacA scriile Lan, L bll sint convcrgente ~i cel putin una dintre ele este-
0=1 II-I

5. Operafii ell serH. Fie ~ an ~i L b" dOlla. serii. Seriile L (all + bIll, L (an _ bIll ~i ~ en~
11=1 n=l 11=1 11-1 n~ 1

00

Fie L (_1)11+1
all a serie alternata satisUicind criteriuJ lui Leibniz ~i fie :5 suma sa. Atunci

11=1

S211 ~ S ~ S2~+I' VI1EN.

nodc ell = alb" + a2b"_1 + ... + anbl , se numesc, respectiv, suma, diferenta ~i produsul scriBor
00 cr:> 00 00

L a" ~i ~ b". Dadi seriiIe L all ~i L bl! sint convergente ~i au sumele A ~i B, respectb,
11=1 11=1 n=1 n=1

00

atunci seria L (an ± bn) este convergenta ~i are suma A ± B.
"=1

01. Serii absolut convergente. Serii semicon\·ergellte. 0 serie I: a~ se Ilume~te nusolut COllver-
" II-I

00

nbsolut con'/ergcnta, atunri seria I: c
n

este
11=1

este nbsolnt con'/crgenta..

00, iar seria

~i divergenta.

a.

seria este

$i di'lcrgentA

pcntru A > 1

este conver-

cste coo"'ergeotA.

atunci seria este

descrescAtor ~i

b) DacA I( = 0, iar

", comparind-o Cll a

serm geometricA §i



"\ _ -;-

2. SCl se arate c,
a)

5. Folosind cd
00 1

seriei "" -. lJ. ~
n::-l 11:1-

Re:o!1Jare. L)eoare(

Deoarece I - lX ;::. 0, J

vcrgellL\. J)ac{t Iql < -l,

astfcl ca, luind p = n,

rJ: ~ 1.
Re::olvQH'. Pentru a

3. SCl so stabil'

+ .... q e R.
He:-ll1'aI't'. Se abser

.'l" =-=--

yom aplica criteriul ge

verge-nUl ~i arc suma

7 - Probleme de mati

4. Folosind critt

N~~,,)ll'{lrf:. a) Ca1cul~,

spu ne !limic despre na,

2
I.,: = In-+

1
l;'i dcci sena este diverg

vergcnt:'t, seria cste dive

c) Sc obSCCla di a l

Oeci seria E''ite divergent!.

de;;i <,;('I"ia e:'itt- di'/ergen't

b) SC" Obsf.'r"la ca a~

'" I

1
5 ~-.

4

a

(I - al s

considen\m

'-.a'

n

n
.+~

a'

x - a

, 2
SrI =-+-+.

a a'

2'
-=',--~ 3.

2

2

parl inle

obscrdl cA SrI = 1'( I). Dar

2'

Ded seria. cste convergenta ~i are SUOla

. J)eoan'ce ial > I, rezultc1 cA lim S" =

(
; )'_'] ~ ; 1 - ( ; r

1-~
a

»

5.=~- ;'+'+(_')'+1 3" =~[I+{-~)++{-+r]=

n - (It + l)a + a'Ht

(1 - a)2a"

II + 1
--- +,;2

2" 2"~1S. ~ 2 -=__"--,--,-__
(' - 2)'

asHe! ca lim
n

+ J a + » + I - J::+;. ~ J;; - J;;+t + r=c==c=oi-I--;--i==c=
,Ja -+- n -+- I-+- •./a -+- n

are surna S = J;; - Ja + 1.

I-(-+)"
,- (- ~)

Rerolvare. a) Avcm

b) Pentru calclllul Iimitei ~irului sumclor

/

c) ~+-' + + + ... ; d) ~ + .2- +
5 45 16n2 - 81~ - 3 2 22

e) ~ (In + a + 1 - lJn + a + In + a - I). a> O.
n-I

I

3

Prin urman', scria estc con'/ergcnta. .'?i are ~uma S = _---'a'--_
(1 - a)'

'fllncti~f(X)=:+(:r+ ... +(;)", xER. Se

96

,,,tiel ca 5, =1'(1) =

'1 I ,
c) A'/em SrI = -- + -- + ... + .Tininrl seallla cii ~, -'- _

15 59 (4)> -3) ·(4)> + ') (1k - 3J11k + I)

= -'- (-'- - ' ). oblinem 5. ~ -'- (-'- - -'- + -'- - .-'- +.. + I 1 1) =
4 . -ik ~ .1 ~k + t 4 1 5 5 9 4/t _ 3 111 +

= ..!.- ( 1 - --'-). Deo..'lrece lim .)" =...!.. seria este COtncrgenHi ~i arc suma 5 = ~.
'I 'tIt + 1 11 4 'I

II) Putem sene S" = _ + -2.. + ... + 2» - I = (.2- _-!.) + (~ _ ~) +... + ( 2 'n
2 22 2" 2 2 22 2:1 2"

- i,-) =lH + :' + + ~: ) - (+ + 2" + + 2~' ) = 25. - .~.
- 1 2 n

f'C'ntru calculul tcrmenului Sn = - -+- ~ -+- ... + putcm Colosi excrcitiul bJ, unde a = 2
2 2'

Pdt! UrInare, scria estc cOinergentA :;>i are suma J.
eJA'rem

S. ~ Ja + 2 - 2J,;-:;:-; + J;; +J~ - 2Ja + 2 + J;;-:;:I + Ja+i - 2J~ +
-+- Ja -I- 2 + _.. +Ja + II - 1 - 2 Ja -+- n- 2 + Ja -+- n- 3 + Ja -+- ,~ - 2Ja -+- u _ 1+

-t Ja+n-2+Ja+lt+ l-ZJa+n+Ja-t-n-1=J;-Ja+ 1+

neci s.. -- J~ - Ja -+- 1, astfe1 ell. seria cste con·..ergenta ~i

...
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3. Se, so stabileasdi natura serici geometrice ~ g" ~ I + g + ... + g" +
n=O

... +

"" 1
seriei ~ - •... ,,"n-1·

17i deci seria este' CODe

deci seria este divergentA..

n + 1
-- ~ In (n + 1) ~ 00

n

00

3

P+ ... + ---'-- ;> --"--. VP E II.
In + P)" In + P)"

q(l. - 1 1... + q"-1 = _
q-l l-q

2. Sa se arate ca urmatoarele serii sint divergente:
1 1 1 J--

a) ~:.-- + . I + ... + I r + ... ; b) 0.D7 + 0,07 +
\'2 + 1 .../3 + ",2 'VHT 1+ ,m

"/--7 ')~ln+l+.,;0,0 + .... c ... n--.
11=1 n

l\'i!~ ,rl'(lre. a) Calcul.lm termenul general al {'irului sumelor partiale

s,,~~~-+ .1 + ... + . 1 ~(J2-1)+(J3-J2)+
\2+ ..}3-r"./Z .In-t-1+.Jn

+(Ji-J3)+ ... +(Jn+ I-J;)-Jn+ 1-1~00.
1

vcrgenUl. Dac:l lif, < -1, atunei S" = I + q +
. 1

vt:rgC'"llt{l ~l arc suma ---.
1 - q

4. Folosind criteriul general al lui Cauchy, sa sc stuclicze natura

lX ~ I.
Rc::o!l'aJ'f'. Pentru r:L. ::;;:; 0 se obser'la c<l lim a" ¥= a ~i deci seria este di?ergenbl. Pentru 0 < IX ~ 1

n

-"0111 aplica criteriul gencral al lui Cauchy. Avem

+ .... gccH.
UC>'!l'Ol"/'. Sc obsena di lim an f::. 0 pentru Iq! ;;;:: 1. Prio urmare, in acest caz, sena este di..

"

, 1 1
lan+l + a"~2 + ... + a,,+p: = + __C-_

(n + l}<X (n + 2)et:

astfel ca, luind p = n, obtinem
, . n 1

ja,,+! + a n+2 + .. ,+ allnl ~ --- ~ - n'-fX.
2et: n<X 2<X

Deoarece 1 - r.x ~ 0, rezulta ca cOllditia ,(1) on poate Ii indeplinita !?i

5. Folosind criterial general -al lui Cauchy, sa se dernonstreze convergenta
00 1

senCl v -. ~ ~ 2.
1l~1 'lel

Re!Ol~are. Deoarcce (X ~ 2, rezulta

. 1 1 1
[an+1 + u";2 + ... + a"+PI = + __,-_ + ... + --'-- .. __C-_ +

In + I)" (n + 2)' (n + P)" ('! -+- I)'

V('rgcnFl, seria este divergenta.
It + 1c) Se oLserva ca a" = In -- --> 0 -\ii deci, dupa conditia necesara de convergenta. un putem

n
5pune nimic despre natura seriei. Dar

J 3 n+ 1 2
"":/i = 111 -=- + In -- + ... + In _._- = In - .

1 2 n 1
{OJ dcci sena cstc di?ergentiL

1+

a

1
S~-.

i

(I - a)'

consider<'im

- 31110 + 1);, 1

.-~)-
• 1
,5=-.

1

...+(~-
2'



98

Deci, fiiud dat IE: J> 0, ~utem determina nit EN, anume ttc = E (+), astfel ci'i ja"-,-I + a"_2 +. .+

• QIIHI -e E. 'tin J> n
t

• VI' E N. Cesditia (1) este fndepliniHi ~i deci seria este cOllvergt'lltJ.

6. Criteriul de con-densare allui Caur;hy. Fie aJ -~ a2 ~ ~ at, ~ "', all > 0,

V. EN. Sa se arate ea seriile ~ a. ~i 'i: 2 ka2{· au aceea~i natura. A pI i cat i e.
n=1 k-l

Sa se cerceteze natura seriei armonice generalizate.

acat~ cAl
!

e~te COll"lergentA,,"
00

"\'
~ ",

11=1

ltwgalita.te care

S('fi:l eslc di'fergentiL Pel1

eaz aft = I ,z! + n + 1 J
,,'

eon7ergenFt nu este lad

b) Z/~ = a(n + 1:
n J

scri,l este divergentA-. Pell

n/
Rezolvare. a) V an ~

cnteriul 1 al cOlllparatiei.'~

;

{leutrll 0 < a ::>; 2, seria'~

•

"ergetlL~t, aslfel ca inegall

Fif' a < O. Hidicind inegal
,j

,
I \

l
2 j

lim a~ =f. 0 .:;i seria este di,
n

Fit: aC\ltn a > o. In ~

~

8. Utilizind crite!

a) ~ (a'
Il=l

Prin illllln1\irca aceslei itl

c) Luind a,,::'"
n r ·.1.nV n!~

i
\~ar::ttici, deoarcce S<"ria a~
'j

1
ell \fai intii sii ohse~

In + P - l)(n + p)

1 1
<~. vpe N.

n+ {.I nn

1·3·5 ... (2n - 1) I"
. a E H.

2·4·6 ... (21r)d) "~I [nrnvn

sa se stabi1casca natura urm;'itoardor st'rii

c) ~
n=l

00 til

I: ~;
11=1 "

7. Utilizilld criteriile de comparalie.
termenii pozitivi :

00 .J~

a) ~ n' + 3n + 5 ; b)
n-I

1.. +- ... + _..:...._ <l _...0.._ + __...0..__ + ... +
(n + 2)' (n + t)' n(n + I) (n + l)(n + 2)

-c -n~I)+(n~I-"~2)+"'+{n+; n~p)

ell

Fie seria armoniea generalizata I:
n=l

divergenta. Pentru ex i> 0, an = n-a ~ 0

./f;; 1
Rezolvare. a) Pentru n sufieient de mare, an = II se comporta ea ",,2' astfel ca

n + 3n + 5

Yom campara seria datA. eu seria armonica generalizata £ _1_ care es1e con·Jcrgenta. Avem
. 11=1 n:112

.j'in J;;-t 11" ..._. _ I 3 5 <! ~. ---ai" ast e ca dupA cntenul I al eomparatlel Sl'flU es1e COll'!f'fgent<'i
ft. + n+ n J '

12 nI2 1. ~1
it) tn acest caz, a.. -= - • - ••. - <I - • - .... 2 . - ~l deoarece SCI la L - este conver-

n n n n n 112 11= 1 n 2

gent! (este seria armonic! generalizata eu ex a= 2 ~ I), dupa. eriteriul I al comparaliei.. scria dat~ csie

convergenta..

l" U 1
Pentrn n ~ 2 , S" ~ S2l" = a1 + all + (a. + Q4) + ... + (a2t~l-i-l + ... + au) ;::,. 2 + (J2 + 20. +

2 k - 1 1 T 1..... + aak = - 1" ~1 deCI Sn ~ - T k•
2 2

Aeeasta arata ca cele dona $iruri de sume partiale slnt in acela~i 1imp margini1e san nemdrginite.
Cum cele doua serii au terri-tenii pozitivi, aceasta arata. ca cele dOlia serii considerate sint hi aceJa$i

timp convergente sau divergente.

Rezolvare. Fie S", _ a1 + a2 + ... + a'n ~i T k - a1 + 2a2 + .... + 2"a2 1" su]]w]e j'aqi.l]e cures

punzatoare eelor donA. serii. Deoarece anI> 0, "in E N, rezuWi cit ~irllfile (S,,) ~i 0" ..,) c,int Cfl2'scA·

teare.
Pentru n <! 2k , avem Sn IS;; S2l:+1_1- a l + (a2 + 03) + ... + (a2t -l- ••• ...p a~'-'Ll) ~ a1 +

• 2a. + ... +2.1:a2 /r = T i: ;ii deci S" =s;; T l"'

IX E R. Pentru a::S; O. lim an =f. 0 ~i deci seria este
n« • n

este descresditor, astfel di, dupa crHerinl de· C()ll(if'nsare
00 00

al lui Cauchy, seria armonica. generalizata are aceea:;;i natura eu seria ~ 2 k '(2k)~« = ~ (2 11
-

1X ))k.
k=l '.=1

Dar aceasta ultima serie este a serle geametrica eu ratia 21-
1X

• Prin urmare, pentru 21
-

1X ~ I(a -,s;; I)

8eria armonidi generalizata este divergenta. iar pentru 21~a< I(a> 1) seria armonicfl. generaliL<:l.ta
ute convergenta. Deci seria armonica generalizata este divergenla pentru ex ::s; 1 ~i c,m'/erglnta

pelLtru ex ~ 1.



./"

1-- « all rezultoli. dupl
nil/I

1. Dupa. criteriul III al com-

obtinem

6

7

2n - 2 2n

2» - 15

4

00

Srt se stabileasdi. natura seriilor

.1/ > 0: b) ~ (n +, ' )"2 1/". a > 0 I
n=1 n

I , . a, ,. I
relU Hi 1m - ""'" 1m: --.- -

n b,. n V;

3
b"=2

L: ", e,te di·,ergent•. Pentru a > 2. seria 1: est. 00II-
11= I n-1 n·/

a

, I
< __ . __ implidi, prin criteriul I al eomparatiei. cA serla

2",/2 n·/2

1 1 2 1 1
.-<;:; b,. < ---<-.

22» 2»+12»

2n - 2
. .. ---<;

2» - I

4

53

2

1
~i b" -

n

2

"r»...,; n

a) ll~ 1 (a. ~'':'''--'+-n.:.,;--,+--,l-r

b.
__ 1·3·5 ... (2n - ')

illt ii sa. obscr'/arn eel - , satisface inega1itat~a
2·4 ·6 ... 12nl

e'itc con-,ergenUi.

Fie acum a > o. In acest caz avem

00

ell \'ai

8. Utilizind criteriul rrld~icinii,

c) Lllind aD =

"

00

"~ a.
rl= I

Pelltru 0 < a ~ 2, seria ~ -'- este di·/ergcnta $i din inegalitatea
/1=1 n"12 2"

vergent;-t, aslfel ca inegalitatea all

99

c) 1: ,,1/", 1/ > O.
11=1

11/- n 2 +n + 1 . 1 . . > IRez()lvare. a) Vall = a· ...... a. Decl, peutru a <t serLa este convergenta ~1 pentru a
n'

serb. este di'/crgent<1. Pcntru a = 1 criterinl rada-dnH nn se p~te aplica, dar se observA cA in aGeSt

caz all = I 'I! + H -1- I )' ~ (1 + n + 1)" ...... e 1;1i deci seria este divergenta (conditia neoesarA. do
112 n2

eOU"1ergenta nn este indeplinita).

b) ~/~ = a (n ~~ If ...... ae. Prin urmare, pentfll a<! e-1 seria este convergenta ~i pentrn a" 0-1

:scria coite di"lergenta. Pcntru a = e-1 se observa eli all IC:lI (1 + ~rl

• e~ • :IDeoarece ( 1-+ ~ri1
>- e,

\negalitate care arata ca. lima" #- 0 ~i deci seria este di.,ergentA in acest caz. Daca. (J - O,'atuud

"lim all =F 0 ~i seria este di'"ergenta.

Prin illlll1l1tirea aceslei inC'galitati eu

cnleritJll al cOlllparatiei, ca seria

/

Fir- a < O. l{i(licind inegalitatca la puterea all ~i a\rind in vedere Ca alJ =- b:. rezulta.

pantici, ncnarece s('ria armonica 1: este di"/ergentc1, rezultA ca. seria data este diverg~tl.
11=1 n

+

.. +

scrii

Avcnl

vp EN.

1/ E H.

data esie

asHe] di.

este convergt'1J1A.

00

1%= 1: (2(l-a))k.
1;=1

21- IX ~ 1((:( ~ I)

ita gellf'raliz<l.ta

1 '~i cOlnergcnla



10. Sa se stabileasca, eu ajutorul eriteriului Raabe-Duhamel, natura urm"toa
relor serii:

•

astfel cA ,,(~

x>-l2teria

=lim (1
X~O

cl

d) Avem

b) .(~...!
I1 v+l

ConsiderludN

Deci, pentru G c::;

lim a• .; 0 fi ~

< 1. Oeci seria ;

Prin urmare, 1..
if

carea teoremei ta

determina intii lis

a t> 1 seria es1e

a> 0;

a> O•
00

~ a1n n.

11=1 I

este di'lergellHi, 'astfcl ca, dupa criteriul I.

(z-1e)a', a> O.

~

b) '\' (ani' ,

~ ttl
11=1

00

comparatiei , deoarece scria annonica~ _1__
~n-l
11=2

•
(

I )"H - 1Deoarece e < 1 + - . rczulLl e"+l < 1+ -
n n

100

00

L aYn , a> 0
1l~1

acoR;e\. -;y'

Deci, pentru a < 1 seria este con"lergenta, iar pentru

rezulta lim an -=F 0 ~i_ deci seria este divergenta.
n>.>

'an ~l n + I
urmare, -- ;;, --- ~i

a. 1

n

00

~
a'

a) -, a > 0, P co R ;
n'

1I=1

1·3·5 (2n - 1) ]"

2·4·6 (2n)

00 00

a) '\'~; b) '\' .2.(.'.'..)": e)L.J 411 (n!)2 LJ n! e
n-1 11=1

d)

(
1 )'.'< 1 + -; . Prin

rezultacA ( 1 + ~ )"1" ~ e" §i deci all ~ (1 + ~f"' Aceasta inseamna ca J~m an~ e-1,deci li;;l au ¥= () ,

~i seria este divergentA.

C)A J;;: >= a:Y;- a.
divergenta-. Pentru a 0= 1

if,
9. Folosind criteriul raportului, sa se studiezc natura urmatoarclor serii :

Relolvart. a) an+} = a (_"_)" _ a. Dupa criteriul raportuJui, pcntni a < 1 seria este con-
an n + 1

vergentii., iar pentru a l> 1 seria este divergenta. Pentru a = 1 se obtine seria armonic[i generali-

00

mtAo "_1_, astfel ca pentru p I> 1 seria este convergenta, jar pentru p ~ 1 este di'n·rgeI~tfb.
L..J ,,'
n-1

b) an+} 0= a (1 + ..!-)'" _ a ·e. Pentru a < e-1 seria este convergcnta :;;i pt~ntrn a> e-1 seria este
an n

divergenta. Pentru a 0= e-1avelll a:+n1- = ~ (1 + ~r~ {I + ~ f"-l (1+ -;r. deoarece e <

1

00

al comparatiei, seria ~ an este divergent,a.
11=1

c) all '1-1 = a (2 _ 1l+~~) -+ a. Pentru a <: 1 seria este con·.rergcutii ~i pentru a> 1 seria C'ste
a,

;;i deci l
In . .__ ~ __ • Dupa cntenul II al
n I

n - 1

este divergentll., rezulta ca seria este divergenta..

•
divergentiL Pentru a = I, avem a

n+1 = 2 _ en
+

1
•

a,





f'el1!fllJ > e-1
(- III rl < I) seria este dhPr!Z{'IlI<'i. ;-;i peutru a < e-1 seria este convergenti. Pentru

a = ~~I <\"fern (J" = e I" N = J)eci p('lllru a = {"-I seria coincide ell seria armonica. ,i deei este

RezolfXJt'e. a) Seria

14. Care este ~

divergen\a din crill
. '.~

liezolvan. Dad ~

tului, atunci lasul ;air; ,I
1'.1 '

(ltI.l) este monoton~

•
seria ~ a. este diTeJ1'll

n-l 1
Dacll~ .. I, atj

este divergentli..

15. Sa se studi~

serli vom folosi orited

linlnd .... de

t
Impunlnd 18. -- .. 0,..+ I ...
-erla ..rmooicl aJ.ternatl·

13. Sa se stabil
«I "1

a) ~ (-1)0+\1

Rezolvat'e. a) VOlD ~

cAtre Eero. tntr-adevlr. ']

~
~
'j

'~
se vede cl a... l .. a.fll

:1

1» Se observii "'1
1· ~ 0 Ded conA:lll::n a.7'". < 1
divergentA,

denareee

Prin urmarc,

"
"

I ( I J-.·In 1 + -;; _ - Ina.

DupA criteriul I al comparatiei,
2n + t 1cau

lI
> >_.

n' "

102

~
1 1 115:u= --dx=ln(l+~) _ln2.
U 1 + x 0

I( I I I)=- --+--+...+-- .
n I 2 n1+- 1+- 1+_
un"

n

Jim

III I I 11111 "1- - + - - - + ... + -- - - ~ 1+ - + - +- +... + - + -- +... '/i
2 3 4 2» - 1 2» 2 3.of n,. + 1

I (I I I) 1 I 1+--2 -+-+ ...+_ ~ __ + __ +... + _
2n 2 -4 2n n + 1 n + 2 n + "

- -h, (1+ 2.) -h, (I + '-)
'a )U n_la 11_\

e) tl l a":1 - I = 1 = I )

n -IntI --'-;;

St.. """

~. I d. .
s'_'n" -0 - este l"Icrgentit, rezultA cit sena daM este di"/ergentA pPlltru a = _ 2.

,..~In'

(""llfortll eu ex. 7, dl), astfel

00

11. Fie seria alternattl L (_l)/-'lall" an > O,~i fie (a,,) sir descresditorconver-
11=1

cent c;ltre zero. Sa se arate ca dadl inlocuim SUlna seriei cu suma partial~ S.J
facem 0 eroare mai Inica dedt primul termen neglijat, a,..J. Eroarea este prin !ipsa
dad" cste par ~i prin adaos dad It este impar.

Re;olval'e. Trebuie aratat eel 15 - 5",1 < an+!, unde 5 este suma seriei. 5 ""'" lim S •• Tinind seama

de laptul ca $irul sU~lor partiale de ordin par, (52")' este monoton crescAtor
n

cAtre 5 ~i iJirul su
melor partiale de ordin impar, (53..... d, este monoton descresceltor catre S, inegalitatea. de mai sus este

echiva.Ienta. cu 5 - 5 211 < a!lI+1 ~i 5 311+1 - 5 < a 2n +2. Pentru a demonstra aceste inegalitati yom
folosi inegalitatea 5 211 :E; 5 :E; 5 U +1' Vn E N. Deoarece 5 :E; 5211+1 = 5111 + al"+I' rezultA 5 - 5 2a ..

::s;: a2n +1• Apoi din inegalitatea 5 3"+3 ::s:;; 5, deoarece 5 2_+2 = Sa"'H - a."+I' rezulta 5 1"+1 - S '" 02A+_'

Aceasta justifica afirmatia din enunt.

12. Sa se calculeze suma seriei armonice' alternate £ (-I)"+1.!.. .Citi termeni
, 11=1 ...

trebuie insumati pentru a obtine suma serie1 cu cinci zecimale exacte t
Rezo!val'e. Pentru acea.sta. serle alternata. ~irul (a,,) cu an """ l/n este un fir descrescAtor care

tinde catre zero. DupA criteriul lui Leibniz rezulta cel seria armonica. alternatil. este convergentA.

Deoarece 5 = lim 52_ = lim 5 3"+1' rezuIta ca pentru determinarea sumei 5 a seriei este de ajuns
n n

51 calcuUim limita ~irului (52'1). A'/em

lui (0, 11 ~i punctelor intermediare ;. = -.!.. ;1 = ~ •...• ;,.-1'"
" "

Se obsena cA scrierea lui 52" sub ultima. formA arata. cit S2lll reprezinU. suma integralA a fulMfie
1 . 1 2 »-1 It

f(x) = -- • ~ E (0, 1). core~unzatoare diviziunii 0 ~ - <I - <I •.. <I -- <t - a itltervaJ.u-
(l-i-x) »n n It



TinlbMl ..... de e:z:ercipul precedent. deoarece IS. - SJ < "11+1'
1

rezuItA ca IS. - 51 <! -- •
n+1

( + I)'"general a" -.= n este desereseator ~i tinde
n ll+2

1
Impunlnd ea -- .c( 0,0000 I, obtinem II » 99999. Decl, trebuie sa insumam 99 999 termeni din

,,+1
lerla armooicl alternaU. pentru a obtine suma ei Cll dod lecimale exacte.

13. Sa se stabileasca natura seriilor alternate:
m 00

a) ~ (-1)"+\ In ~",Ir+': b) ~ (_1)'+1 ~1:.:.O_'-_'::a_+:....:I:.:.O_'-_'a::IO_;,-,-·:..:··:.:.+:....:I::.:oa,-,+-,,-a• a> O.

n-l n=1

RlJzollltJrlJ. a) Vom arata eli. ~irul eu termenul

cltre lEero. Intr-adev.ll.r.

all+I = (n + 2)"-:-1 »,,-,-2 (n2 + 2n )"U
all (t~ + 1)"+3 (n + 1)"+1 112 + 2n + 1 < I.

In + 1)"+1 I 1( I)'"all Ie:: • - = - 1 + ~ _ 0,
n"+1 n n n

se vede cA a•• l .... all ~i lim ~a" IC: O. Dupa eriteriul lui Leibniz rezulta ea seria este eonvergentli.. '
1» Se

lim a. #:= O.
•

divergentc1.

10"-1 + 10"-2 + ...+ 10 + 1 lOll - 1 a
observa c.ll. all = a • = a· "":'---"":'" - - astfel

lOll 9·10" 9'
Deci .conditia neeesara de eonvergenta a unei serii nu este indeplinitc1 ~i seria

ell

cste

14. Care es~ natura seriei n~1 an. dadi

divergenta din criteriul raportului sau din

00

scria ~ I a. I satisface con~itia de
n=1

criteriul radacinii?
00

lilJzolvare. Dac.ll. pentru seria ~ lalljeste indeplinitii condifia de divergenta din criteriul rapor
n=1

tului, atunci lani! 1 ;;i!= I. Vn;;i!= no. Lasind la 0 parte primii "0 termeni ai ~irului, rezulta cA. ~irul
la.l

(10.1) este monoton crescAtor ~i deci lim jail I ¥- o. Aceasta implica. faptul ca lim a" oF 0 ~i de.ci
• a

m

seria ~ a. este divergenta.
n~1

Dad ~;;i!= I, atunci lanl ;;i!=

este divergenta.
I ~ deci lim ia.1 #. 0, astfel ea lim a. ~ O. Aceasta arata c:\ seria

n n

15. Sa se studieze convergenta absolutii ~i semieonvergenta seriilor:
00 00

~
2· sinl. x

~
I

a) (_1)0+'
n+

• X E R; b) (-1)"+'
n~l n=1

..jnln + I)

00 00

c) ~ (_1)0+' . a E R; d) ~
a(a - I) ... Ia - n + 1) • a E R".N.,

nl.-. n
10+ • n=1

m

Rezolvare. a) Seria valoriIor absolute este~
11=1

• Pentru studierea naturii acestei

serti yom folosi oriteriul raportului:

la +11 . n + 1 .--'- _ 2 S10I X'--- _ 2 sln!x.

ja"l n + 2

103



astfel cA 5,. = (II +~

~-'-[1- eosin +12 . ,

17, Sa se ani
o serie divergen~

Rezolvare. a) FiI
1

3r fj con'/ergentl, ~

i
1

convergentA. Dar 1
divergenUi.

melor partia1e peak

IS, Sa se efec

Re~oIvare. Seria

lim ail. =F 0

mare, pentm - 1 ~

cnteriul lui Leibnii~
RezultA cA pea4

este semiconvergen~
-~..,

16, Sa se stJ

Rezolvare. A"',~
1 ..

-('. = --=-. Se obsel
,In ;

,...
b) Fie seriile I:

n"1vergenta., deoarece.

~l sa se deduea l

n -1> 1

x = k~ :b

00

se o!ltine seria L

n~1

4

pelltru

Comparam aceRstA serie eu seria ·armo-

" aceastA serie este convergent.§. ~i pentru
4

Deoarece b"+1 =~ rezulta cAo peutru
bn n + 1

Aceasta arati'l. ca. pentru a.::s;; - 1 avem

prec{"df'utj :

(_I),(-·)ll-.) ... ln-.- I) = (-I)'b.
1l!

(in

1l!

4

(- t)"+1 c,lre ,este CUIJ/erLCenl;1 dupa criteriul lui Leihniz, dec( seria este semioon-
n -:- 1

3:: .;-< r < k:: --'- seria este di"lergenta, Pelltru r =:II k:: ±

all =

2 "in! x < 1, cos 2x > 0, k:: _ ...::.:... < r < k" +
4

00

c) Sa c(jnsider':nTI seria valorilor absolute L
"- 1

Pent!11

+

Ci'll' (,,,Ie sena armonica :,i deei este di'"crgenta,

Seri,l datii penlrll k;: - ..:::. < x < k;: + -.::: este absolut cOloergeulA, pentru k;-;; +
4 4

vergl'Ilt;'i.

seriaL

lI~j

ba,. cdte';ului lui Leibni', ia' ,iml ( J,~)e,le monote"l ccc,c,Hoc ,i ma'·ginit le,te conve'gent

la 1). Dupa criteriul lui Abel rezultii c;i. pentru 0 < a :0::;; 1 seria este coo'.rergenta.

Prill urmare, pentru a > 1 seria este ahsolut con'lergcnti'i, relltru 0 < a ::s;; 1 seria este semi
convergenta., iar pentru a :0::;; 0 seria este di'/erge';ta.

d) Pentru sttldiul naturii serie'j valorilor ahsolute folosim critcrilll H.aabe-Duhamel. Avem

L ,,'nieA generalizatl ' Deoarccelim - __ = I, dup':\. criterilll III al comparatiei rezultA ell
n G

II lil-
lI-I nGVn

seria valorilor absolute este con'/ergent;1 pClltru a > 1 ~i dbcrg-{'tlUi pentru a ~ I.

Sa. considl'ram acum seria datiL Pentrll a > 1 aceasla' estl' absolut cOlrreq,{fltlta. Pentru

a ~ 0 scria este di'lergcnta, deoareee lim aN i=- O. Pentrll 0 < a ::s;; 1 apJicam criterilll lui Abel

"

b) Sel"la '/alorilor ahsolute estc di'lcrgcnt.i deoarrcc I ,> Dar sl'ria datA este 0 lerie
,in(n : 1) n

altl'mata .:;i, dupa criteriul lui Leilmiz, Rccasta esll' COl0crgr'nta. Prill ,urrnare, seria ('ste semioon.
vergenta..

serie

lim n(~ _ 1) = lim n ( n + 1 - In - (/' ) = a + 1,
rI la"-i-11 II In - al

astfel Ca pentru a > 0 seria este con'/ergenta, pcnlrua = 0 seria estc c0I1·.rergenta, iar pentru a < 0
sena este divergenta.

Putem afirma cil pentru a;:J= 0 seria initiaJa este absolut cOIl'J'ergentA. Pentru a < 0 putcm

104

~i b,,!> 0, "In E S, astfel cil a'/cm 0 serie alternatiL

a :E; - 1 ~irul (bill este crescator ~i deci lim b" =F O.

"

/ 00
00

·1

~L
I ( _1}N~l

L
L

(-I)"+> -- Seria ( _l)N+l este con'lergentA in,
'J-;; ,,' n'11=1 n

a+,.
11=1 1l=1





..
c) ~~

11=1..
d) ~l

11-1

23. Sa 50 ~

26. ~a se

21. Sa s.e
I 0

a) ---1
.."} - 1

00

a) ~i
n~1 '

-+1
+~•

00

g)~ •• ;
1/=1

00

j)~
n=1

i

22. Utili~
OOj

senei ~;p;
Il=::!

00

.~sena --
.(Ig

R-q
urice pEN.:;

24. Utilizli
pozitivi;

25. Sa se d

Jltt = {In' + II-

... I

fie 0 serie absolut conver-

I of.
1)(2n + I)(Zn + 3)

00

1 + '" I 3)'-1[2' + _1).L....J ! 2 2"Tl

n=l

(1 '-I ( I)b, ~ -0-1 z' +-- _ 00.
2 2 n -'1

00

1-L; fff
f/=l

106

I 1 [ n n(n _ 1)
+ nlOr = -;- 1 - l! + 21

I 1
a) -+-+ '" + + ...

1-4 2·5 n(n + 3)

b) _1_+_,,---+ +
1.·3·5 3·5·7 (2n-

00

deci ambele serii sint absolut convergente. Atunci sena produs ~ 6", este absolut conversentA,
11=0

dupl teorema lui Cauchy $i C::::s A . B. Dar

. (-II' (_1)'-1 (-1)'-' -1
ell = aob", + a1bn _ 1 + ... + allbo = --- + -:7:--::7' + +...+ ---=--_ -f>

OJ n! 1!(n - 1)1 2!{n - 2)! (n _ 1)111

+ ... +<-1)'!'!.] ~ -.!. (I _ I)" _ Q.
n! nl

00

seriei ,,(~ I)'" ~ este B = o.
L...J n!
fl=tJ

19. Sc poatc ca produsul a dOU{l serii divergente 5;}

gent,,? Sa se efcctueze produsul seriilor

Probleme propuse spre rezolvare

Rezolvare. lUspunsul este afirmativ", cum se v"a vedea din exemplul indicat. Arnbele serii sint
divergente. deoarece

(3)"-' ( 1) (3 )'-1 ( 1) (3)"-1 ( I) (3)'-1 ( 1)= - 2
11 + -- - - 211

-
1 + - - - 211 - 2 + -- - ... - - . 2 + - _

2 2" 1 2 2" 2 2"-1 2 22

astfel cA suma seriei ~ c,. este C =0 O. Cum A:::::II e. din relatia e'B _ 0 rezultl ca. suma.
ll=O

00

( 3)" (3)H [ (1 I 1) I] (3)' =- - ~ - -(2+22 + ... +2"-1}+2"_ -+-+ ...+- +-- --
2 2 22 23 211 211+1 2

~ (ir I,· -, '~'-,' + '"~, - ;. 1';- -, -:)- r~r
00 00

asf!ei-'eA seria L; c" ~L; (ff cste eonomgen'A(seCia geometrica eu catia f).
lI=U Il=U

20. Sa se arate ci urmatoarele serii sint convergente ~i sa se stabileasca surna
acestora:



26. Sa se stahileasdi natura urmatoardor serii. folosind criteriul rad;"I('iLii:

2+ 2 + ... +
2

(Inn)" •

e) '\' _1_.
L.J ..rw;.
11=1
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-"-; d)
n -+- 1

" + 1+ --+ ... ; 0)
"

m ~

C) L . a"" R"'- Z_ ; e) L In( 1- l.):(a + n){a + n "7 1)
1/=1 11=;2- ~

,/2n -;- 1-~d) L f) L'in 2 _ .,./"fn2 - 1
11=1 11=1

21. S;l s.e arate ea urmatoarele serii sint divergente:
1 1 1

a) -._- +, . + ... +~ , + ... ; b)
,'3 ~ 1 ,;5 - ,./3 \i2» + 1 -,/2u - 1

~. 00 ~ - 00

a) L b) L 0) L i.!·....:.·~-=_<II . <1) L.Jn3 + n r;;-2" - 1 n
In"1/=1 II=~ 1 1l~1 U= "1

1 I
00 1 + ~ + t- oo

l: 2 n
f) L 1 o ;e) a ;;,

" 1/(1 -+- a + ... +a")
1I~1 1l=1

00 00 ~

)~~-:".
- l:

(If{

L n'ln ( I + :. J;g) a ;;, o· h)
V~~

a ;;, 0; i)
/I ,,-I 1l=1 II -1

.I
.

00 00

j) L k)L 2" sin.!!.- 0 3" ; I) L a
0, ~

"
~ SIn ~ a ~ ".," y.

""=1 1l=1 1l~1

~

a) '\' 16'" + 7. + .5 n.

L...J \2...1 + 5n + 9J •
11=1

22. Utilizind criteriul de condensare allui Cauchy, stl se studieze cOl1vt'rgcnt,-t
00

senei '\' __1_ . pER.
L.J n(lnn}JI

11=';1;

23. Sa se arate ca claca Iogaritm111 este luat intr-o baZ,~l mai mare ca doi, atund
00

seria )~ , unde 19O') It = 19 19 ... lg n, este divergenta pentru
n(lg n)(lg(2) n) .. . (lg{P) n) ,

n=(/

urice pEN. Aici q E Neste ales astfcl incit 19(P)n > o.
24. Utilizind critaii1c de comparatie, sa se stahileasc:t natura seriiIor eu terml'ni

pozitivi:

25. Sa se determine parametrii a, b E 1\, astfel incit seria eu termenul general

41. = {I n3 + n Z + n+ j - vn~-:;T + a --+- !?.- , Srt fie cOHvergenta.
n

sint

cA suma

COfiver-

cODversentA,

.(2+"'!")-
~i_. 2'

-H-r=



00

h' ~ (a+ ,1,
1l=1 .'

00 I
~ 1+._+,

j) a 2 ,

n=1

1) ~ P'3"'1
2·4.,

II-I
00

() ~ a(a+ II
/1=1

. b(b+ II

00

C) ~(__ I)"

11=1

1

0) JZ-I-~

32. Sa se stud:
oarccare :

33. S" se sl:l

J) ')-'(-1)"'
'---' .
1/=1

0'

p) ~ lhA
11=1

30. S:, se .rat;
l~_ze citi tcrmeni t~

._;.saL oo:~

a) 1 +~ (1
n-2 i

31. S" se stab!
00 .!

a) '\' (-1)·1
L.; ·1
I1=1

0'

. ~ sin.ltX
a) --

3'
II'~ j

a ~ 0 I

a ,;3: O.

a, b. c. d> 0 I

00

f) '\' (a,,)' ,

L..J nl
n=1

a> 0 I

I)'+ - , a ~ O.
" .

"

(
an + b)',
en + d

00

g) '\' a"L.J ~'1~-! •
a-I

I:
11=1

~ 0;

a> 0, "E R'..{a};

108

a ;> 0; g)

00

I: a"
- a
n! '.

fl=l

00

In(n + 1) ; eJ '\'
n 3 LJ

n-=1

00

e) '\' 1,3 (2" - 1) ; d)
L..J 2·5 (3n - I)
ll~i

.. _")' • 00 (31 M )'- e) iL: V n' + n2 + 1- V'" - fl' -j, 1 1
4' ,,~1

("'1' .
(2,,):

nl

=

I: a'
g) -,,,'

fl=l

00

; b) I:
/1=1

a(a + 1) •. . (a + n - 1)

2'7 [2 + 5(n - I)J ; b)
J -8 [3 + 5(12 - l)J

(2." + 1) [ ala - 1) .. . (a -" + I) J2. a E R'..Z;
(a + l)(a + 2) .. . (a + n)

, 00

I: 2·,,'"
f) :

(3" + 7)'
11=1

00 00

a) I:~; b) I:
H=U. ((=1

00

I) '\' [1'3 (2n -1)]'. a E R.
L..J 2·4 (2,,)
//=1

00

h) I: [.a:o:(a'---...::_')...:..:..:.....:(a_+'--...:n'_-_')'--]" bOO R- , a> 0, > . r> ." E J
b(b + r) .•. (b"';-- HY - r}

n=l

29. Sa se ccrcctczc qatura urmatoarelor serii ell termeni pozitivi:

00

e) '\' (n' + l)a'. a '" 0; f)
L-i (1$ + I)!
1l=1

00

c) I: J~~ ; f)
n=l

27. Utilizind criteriul f3.portlllui, Sri se studieze natura urmatoarelor serii I.

00

g)~
Il=l

00 00

e) I: a,,,q >- O· I) I: nl. a ~ . ( •
nn a(a + 1) .• •(a + n - 1)

1/=1 Il~'" 1

28. Sa sc stabilcase:', ell ajutorul eriteriului Raabe-Dlihamel, natura urmll toa
relor scri~:





Ddinitii similare pc

Daca Ifix) -1

Criteriul CauchY:
Iimita finila in puncti

ceo x.', x" -== VnA.

a) Functii de 0,
tim ':l A Dcfinitii1t"

Daca Xo .o;;i 1 slot

~i lim h(x) = +00, i

'rfe > 0, 3't, >

the::! Xo= 00 ,

r·... x"
Dac' I fix) I ..

Nurnaxul la ,.. j

,
l):.t.c;l ."1'0 este fini

Cri+eriul Caueh

t;\ PUlIctU! Xo este

1 = limf(x).

Fie f: A CR',,;
infinitl este limitaf~

(depinzind de V) a l~

1= limf(x). Daca, pej

d) L nan, :" ~ < J.
11'-'1

_ In ,,+,1);
"

00

c) L(~
1l=1

00

f) '" f 2 + I ]L.J n(n + IJ:'.. n.2 (n + 1}2 "'
n=l

x"
- este absolut convergenttl pcntru orice
H!

(n + l)a', I a I < I.

1-111

00

L
11=0

1l-"/~

,In(H 1)

2n(4.n2 - 1)

00

L
H=~

'" '"
d) ~(l +..!..+ ... +~) sin nx

e) L (-1)' lu(2 + e'") ;
2 " In(3 + e2")

11-1 11=1

'" '" 00 I

(-I)" 'I;; J h)
sin n sin-

f) L cos n2 ; g) L L "In n ' ,jn3
n=1 II=:! " ... 1

7.00 I

L
cos n cos-

i) n

n
11=1

35. Sa se demonstreze ca sena

00 00 00

a) '" 1 : b) '" (_1)0+1_1 ; c) '"L.-J n(n + 1) L.J 2" L..J n(2n + 1)
n=1 11-'-'1 11=1

00 00 00 00

a) ('" ...!...)2 ~ '" 2:.: b) I'" ...!..J ('" (-1)' +) - e(2 - Ii).L..; nl Lt 'Ill L..J nl L...t (,,2)"
U=U fl=U II-U IL~U

37. Sa se dcmonstreze urmatoarele cgalit'lt i :

00

a) '" 2" + 3""' - 6
H

; b)
L.J 12"

11=1

34. Se poate ca produsul a doua serii semiconvergente S'l fie oserie divergent" ?
Dar ca produsul a doua serii semiconvergente sa fie 0 serie' cOl1vcrgenUi ? S:l sc
calculeze patratul seriilor.

" e R. Daca Sex) este suma acestei serii, S'l se stabileasea relatia Sex + y) ~ Six).
'S(y), 'Ix, y E R.

36. Sa se demonstreze egalitatea

38. Sa sc ridice la patrat seriilc urmrltoare, apoi 5{1. se arate crt scriile obtlliute
stnt convergcnte ~i sa se calculeze surna lor:

39. Sa se demonstieze di urmatoarele serii si:nt convergente ~i sa se calculcze
suma lor:



1 = lim fix).

Ve > 0, 33e. > 0 j 0 < x-x. < as => I f(x) ~ I~ I < 1;;.

"

(1 )

(2)

x-.xo

111

x-x.
!Kl enunta.: couditia necesar.1 $i suficicnti't ca functia f &\ aiba limitA

v, >. 0 38, >. 0 I x >. 8, => Ifix) - /1 <l e.

v, >. O.-3~, >. 0 I I x-x. I <l 8, => If(x) - /1 <l e.

l):.lCJ, ,~o e.ste finit ~i 1 = +':10, atunci lim /(x) = +~ daca ~i Dumai daca.
x-x,

lhea Xu = 00 ~i l este finit, atunci lim j(x) =0 I, daci ~ numai daca.

X~.t'" x·...x. x ..... ,'te
Dad! f(x) I ~11 ~i lim g(x) = O. atunci lim f(x)g(x) = o.

Criteriul Cau('hy~Bo1zano. Conditia necesara ~ suficieata ca functia j definWl pe A sa aibA
limita fiuitd. in punetul X o este ca pentru orice I;; > • sa existe 0 vecinatate V a lui "0. asHel ca, indati
ce x', x".=. Vn.4., x' =F xO' X"::F "0, sa avem I/(x') -1(x") 1< 1;;.

a) Functii de 0 variabillf reala. Fie [:.A C R _ 11 ~i fie Xo ua punet de acumulare pentru mul
tim·~· I A Dcfinitiile de mai sus ale limitei sillt echivale.te cu urmatoarele :

Daca X o ~i l slnt finite, atullci l::::l lim f(x) dacit $i .umai daca
x-x.

Vc> 0, 3Jo: > 0 I "Ix1 .x2 E .l eu I Xl - x.1 <:I'ls_ i %2 - Xo I <! So:=> l/(.oc1 ) - /(x 2 ) I <! 1;;. (4)

Numa.rul lu ::::I /(xo + 0) = lim f(x) este limita la dreapt3. a functici f in punctul Xo (xl,l finit) daol
x .... xo

;:(---Xn x-~xu

~i lim h{x) = +00, a.tunci limf(x) = +eo. Dacaf(x) ~ h(K) :;;i lim hex) = -00, atunci lim /(x) =0 -00.

? LIMITE [;JI CONTINUITATE PENTRU FUNCTU

7.1. Limite pentru fUDctii

Definitii similare pot fi formulate pentru celelalte oazuri.

Dac{t :!(x) - l: ~ .'I(r). "Ix E A, $i daeA. lim g(x) = 0, atunci lim f(x) ==0 l. Daca. /(x) ;;;, hex)

x-x.
Criter: lit Caucny- Bolt:a.no

!1l PUllctU[ Xo cste ca

Fie /: A C RP ---- R 5i fie Xo un punet de acumulare peatru multimea A. Num~rul real 1 (Unit san
infinitl estc limita funetiei in punet~l x" daca. peatru orice veci.~tateV a lui I exista 0 vecinltate 11

(rlepinzind rlc V) a lui xo: astfel incit, ericare ar fi :It E .4. n u, x "fi "0, ~ a ....em /(x) E V. Se noteazA

1= limf(x). Daca pentru orice ~ir de puncte (XII)' "" E A, x" "fi Xo. x" - "0, a'Tern limj(x.) = I, atunet
1( ;(. n

<1.

calculcze



8 - Probleme dl

3. Folosind!
~

a) lim" sij
x.....u .~

;::,

Rezolvaye. ar:
0t > 0 in a~ f~l~

fix,) - fix,) I =j
I q'

deoarece rin -;b
verificata.. Prin ~

2. Folosind ,~

I
, 1.'

a) lm-sm:
J'-->H x

a) ('ollsidednd. I

obtillt"1ll jl:r~') =.~

hl ..\ 1eg"em m~l
obtincill l(x~') =.~

c) Cu aleg'erd

b) If"'" lim.
.,0

RezvlvaYe. a)

fapt ce arata. cl..

4. Sa se ~

i
a) fix) ="'

b) Alegind '!'

Rt::l!lt'are. E~t<

funqii intr-un pu~

evidcn~:l. ~irnri CU'1

c) Folosim ~
81S > astfe} ca l~~

~ 1 1
--"--> , "
(x-l) oe:

satiSf{tClltll. .i

/ (7)

lim a:J = {oo. a > 1.
x ..... co 0, 0 < a ....:::;: II

1; c) lim - + C/;.
x ..... 1 (x - 1)2 ~

definitia este verificata.

112

21xl 21xl 2 2
~---<--'~-<-.

x 2 + 1 x 2 Ixl oe

a~ - 1
lim --- = In a.
:l· ..... O x '

- 1

2
- <I E:, adicli.a,

-!... I '''',lim (l+x)X =lim(l+-J =el
x-.O x ..... co x

I
Ix + 1)'

x 2 + 1

1 ;

"rfE > O. 30e > 0 I I x - X oI < Os l;'i J Y - Yo I < 0e => IJ(x, y) - 1 I < ~.

sin x
lim
x~O

a) lim (x2 - 3x + 3) ~ I ; b) lim
x .....2 :1' ..... -CO

1. Folosind .definilia Iimitei nnei funetii Intr-un punet. Srt se demonstrczc c', :

Ix + 1)'

x ll + 1

7.1.1. Probleme rezolvate

lim f(x,y) ~i dadt exista limitele lim f(x,y) ~i lim !(x.y). atunei exista,limitele iterate ~i sint
(.r.lO ....(Xoo lin) x .....x. y ..... y.

egale eu limita globala 1. Daca limitele iterate nu sint egale, limita globala nu exista. Se poaie in

tfmpla ea limitele iterate sa fie egale, fara. ea limita globala. sa existe. Rezultatele de mai sus pot Ii
enuntate similar pentru funetii de p variabile.

Numarul I, = f(xo - 0) = lim f(x) este limita la stinga a functiei f in punctn! X 1 daca
x 'x.

Limita functiei f in X o exista daca ~i numai daca exista limitele laterale (In stfnga ~i Ja dreapta)
,i stnt egale.

tn aplicatii sint folosite des urmatoarele limite:

Pentru funetia de doua variabile f(x, yJ se pot considera limitele iterate: lim lim f(x, y) ~i

,1:->.1'" .!I ..... y.
lim lim f(x, y}, care, daca exista, nn sint totdeauna ~egale. Daca exista limita globald. 1 ==

b) Functii de mai multe variabile. Fief: A C R2 - R ~i fie xe = (xo' )'0) un punet de aeumuJare
pentru multimea A. tn acest caz 1 = lim f(x. y) daca. :;;i numai daca

(:r;y~..... (x", 11.)

'rfE> 0, 381. t> 0 i 0 < xo - x -< ae => If(x) -1.) < E. (6)

Ix' - 3x + 2 I ~ I (x - 2) + (x - 2)' ( '" ( x - 2 I + Ix - 2 (' '" ~, + s;.

Rf!Zolvare. a) Folosim definitia sub forma eehi·"alenta. (1). Fiind dat E > 0, va trebui sa deter
minam un 8£ t> 0 astfellncit I x - 2 I < 8e sa implice 'xl! - 3x + 3 - 1 I < e. Putcm scrie x 2 - Jx +
+ 2 = A (x - 2) + B(x - 2)2, asHe! ca prin identificare deducem A = 1 ~i B = 1. Prin urmare~

Deoareee cautam un 8£ > 0, putem sii-l eautam.astlel ca 0 < Be: :::::; 1. deei 8: :::::; 0e' eu aceasta SP,

obtine J xl - 3x + 2 I < 8e + 8; ~ 28£. asHel cit daeil impunem ea 2oe: < E', adica 0 < 0e; < -=-~
2

relatia (1) este satisfaeuta.

b} Va trebui sa aratam cii Ve> 0, 30e: > 0 I x < -8£ => 11(x) - 11 < E. Deoarece x < -or
rezulta. I x I > 0e ~i

astfel ca. dad impunem ea





8. Folosind de

a) lim (x'
(x, y) ..... (1.:3)

Rezolvare. a) Tre1

Ix-I I < 8, Ii Iy 
_ ,(x - 1) + (y - J)

+ Ix - II' + I x - I

1i deoi If(x, y) - i I

b) Fiind dat t ::

11 t> a-1 sA. implice I·
" I

!
Xy-t 31.
Y+1- I'

·lim-,

c) lim
x ......a x - tJ

Deei dau impunem I

I
lini .....
y ....u

7, Sa se determ

a) f(x. » = J1
cj f(x.;) =J1,
e) f(x,. x,. , ...~

Rezolvaye. a) Este'

reprezinta interiorul ~

b) Condit1a if - .r
rioare cercului eu cenU;

c) Multimea de d4l

dJ Multimea de 0

e) Multimea de dt

%2 + x~ +...+ x~_ ~ 1
I " "cu centrul tn engme,

cu ceo t rul in eriginel

. (y +,0)'_ t
... aa lun

y ..... o y

Am folosit faptul ca

I

•

("os'~;

I
---x".
(2n)2"

lim x sin -.!. =- o.
x ......o x

xl: all
c) lim - i a> O.

x ...... a x - a

n EN; c) lim x sin ~.
x .....o x

. 2 x x (2) 2obtillem - - - <% - E - ~ -. pentru _ ... O. astfel
). .3 .3 x .3

ca lim~ = O.
x-co X"

x"
n

In xD,, __ ~

x"

e"+00. din inegalitatea de mai sus rezulta lim _ ... +00.
X-.OO Z"

I , l-cos3x . l-cosx I" (1 ~')
1m =hm ~--- 1m +cosx ... cos x =

x ......O x sin x x-ou X sin x x-oo

2 Sill~'::-
" 7 3= 3lim __ • "_ =_,

x-oosinx ('·I~ 2
" 2-/

5, Sa se calculeze limitele:

) I " In x N b) I" ,"a lIn --. n E; lID-.
x ..... CO x" .1:-'00 x"

b) Putcm scrie

c) Deoarece lim x = 0 ~i Isin -2.1 ~ I, rezulU'i
x-.o x

Rezolflare. a}

114

lim cos x - cos 2:r
x......u Xl

e =el/l.

I
a) lim 1 - ~OS3 ,¥ ; b) lim (~)XT:

x ...... O x SIll X ;t ......O cos 2x

6. Sa se calculeze limitcle:

') l'09x-eos2x

b) lim (~):J = lim[(t + cos x - cns 2x )-c-o~,"",:"O"''=;'':-'~2X-J x'
x .....o cos 2x x---.o cos 2x

c) A'/em y - 1 <:( E(y) ~ Y. astfel Q ~ - I < E ~).:s;; 2 . Fie mai i'ntfi x <I O. fnniultind
x x x

". . . x" 0 • 2 x x (2) 2 ,4.negahtatea antenoara prIll - <l • rezdlta. - - - > - E - ~ _. Trecind la limItA, rezulsA
3 .3.3.3 x 3

. x' (2) 2 "I 2hm-E - =_. Decl ,=_.
x)'O 3 f x 3 3

Fie acurn x > O. Procedind similar,

-cft ld ..... lim.!.... E (~) = ~.
x..... o 3 z .3

Rezolvare. a) Sa arata-m mai intii cil pentru x;::. 1 a",ern In x < x. Sa presupunem ca
lin <i x ~ In + I, mEN. AtuDci em <1 eol", rnsa e > 2 .o;;i dcci em> (I + 1)'" = 1 + C;, + C~ + ...
... + 1 > 1 + C:n =:II 1 + m. Prin urmare, e.l' > e'" > 1 + m ~ x, adic.1 e~ .. x, "Ix;<: 1. Deaj
x ;> In x, 'Vx ~ 1.

Presupunind x ~ I, a'''em

--.;-
asHel di deoarece lim x - = 0, rezulta

x~oo

Dcoarece lim Zll =0





til
(x.u~

11. Sa se cal~

15. Sa se cal

a) lim -.!
(x, yj ..... (O; ll) v~

,:~

1m.
a) f(x) = -

It

12. Folosidd d

1uind 8! <f 10':, definl~

c) Limitcle itera~

a) lim (x3 - ~
x-.1

13. F~losind(

, . 1
a) hmsm-i

x .....O :f

Rezolvare, a) ;
(%,~

.1

b) lim ~
(x. y)-+(O, 2) .~

.j
c) Pentru :f !> ~l

(
1 1

Jim -+-:
<x./j)'" (00J. 00) X ;~

14. Folosind
, 1

a) lim cos-;
x ..... ij X

.!ji cst~ egalil en zero.

b) tn acest caJ ·4
•,.exist!. Totu~i limita •

DeOarCCl:! sin ..!-I ~ I
y "

y' - 2x 01 O.

""" - 1,

2m

I + JIl~

=)'2 + 2x

)'~ - 2x

~--.

1 + m

1- m

b) t(x, y)

x- mx+ x Z + m2x2

x+ mx
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x +y 01 0; b) t(x, y) =xsin YolO;
y

,,2;y" (x, y) 01 (0, 0);

lim f(x,. y) = lim
x_o X~O
y=m~

x+x" Ii' i' f( ) " -y+y'lim lim f(x, y) = lim --- = , li11 III] X, Y _ 1m _-,---,_
x.....o U.....O x--.o x .- !I~II ,1.'-.(1 y .....O Y

a) t(x, y)

Rezolvare. a) ~mitele iterate sint

a) t(x, y)

_~m_"~x_'-,+--:2,,-'lim f(x, y) = lill! = _ 1.
(x.!UJ ..... (O. 0) x ..... o m~x2 _ 2,1'

!J=11lX

'2x'(mx)
lim J(x, .r) = lim

(x. y) ..... (O. 0) .l' ..... O %~ + .t211J~
y=mx

ACest fapt arata. 11lS{i ca. functia flU are limita, pcntru ca daca ar a·i(~a limit{t, ;lccasta TlU ar trebui sA.
<leplnfLl de ;;irul folosit (in caml de fata nu ar trcbui ;;tl depillrlA de In, panta dl"l'ptci folosite).

Il) Pro~edind en. la exercitiul i1Jltcrior, gasim ea dad. limit.'l. at' exista, atum::i

Rezolvare, a) Vom folosi defillitia Cll .<,>irud, pUIl/nd in e-ridcJllrL "iruri ue punde, cowrerg-enfe
catre (0, 0). situate pc drepte oareeare prill origine. Ecuatia unci a,stfll! ue dr-ep. ~ este y = nU", DacA.
fuuqia ar admite limitu. in origine, M treblli ea

)t( ) ( ) ' 1, I 0 ac x, y = z.±,J' sm -sm -, x;6 ,y 01 .
x y

px + 2·x = P+ 2
px- 2x P _ 2

9. Sa se arate, folosind defini(ia, ca urmatciarele func(ii nu au Jimita in ori.gine;

c) s~ scri~, X

Z

+ y2 = (ixl + iy:l2 - 2l yllyj. d,..;tf~l Crt. pre;;~punlIld lxl < [) E' Iyl < 8
3

, se obtine

x' + y' = I x 1;+ Iy 1- 2!xllyl <; 1xl + IYI < 28, ;
Ixl + Iy I Ixl + Iyl

·daca se impune ea 26~ < e, rezulta ca exista (~~, 0 < oe < ~. asHel c:1 I xJ <:;;~e: {ii IY I <r 8.
2

Sa irnpJice If(x. y) I < 10':. ceca ce arata di dcfinitia este verificata.

De aid nu putcm trage condu1.ia c;11imita exista, deoarece daca facelu ca (x, y) _ (0, 0) pe paraboJe
ce tr(~C prill origine. y2 = px. pER", {2}, rezulta ca

Prio unUare. p'~lltru .;;iruri Jiferite obtincm limite diferite.;;i dec! funqia nu are limit-a. in origine.

10. Sa s~ cerceteze limitele iterate ,)i limita globaIa in origine pentru urma.
toarele func(ii ;

~. deoarece a.cestea slut diferite, tragem cOldu:ia crt iimita globaIa. n\J. exist!1, lutr-adevA.r,. a.!l"m

ceoa. ce arata Ca limita globaUi. nu cxista.





22. Sa se cerceteze limitcle iterate ~i limita global;l in originc pentru :

I Pie functia f: A C
es~e ~ntinua in leo ~

lzolat &11ui A. funcPa'j
se pot da definWi ec,

Functia f este .t4
:~

DacA functiilel~
-1

sint coatinue in Xo- ~

a) Functii de 0':1
Xo e t. Funetia f ~

dreaptJ. in x~EI da~

continua lao stinga 'Ill
j

Punetu! XI} se n~

limite laterale finite~j

de speta a. dona pe~

- 0 funetie f: tA
care ar fi. ), cuprins~

Orice fllncpe~,
nu este ade·rarat1..:

o fuaetie f: t:~
i

23. Si se calc~

a) lim (x! ~
(x, 1/1-->(0,0) ,

(J ~
d) lim -"

(x, yt .... (H. 0)

()rice lu""t"!,.
niU ~ lncbid (4

--.: Orlce fnnqio UJ
ratli. 0 funetie c~

b) Fuuctii de_~

_ lunctia. fix. ~
Od variabila x. rni
raport ell y.

COIltinuitatea

uu est6 adevlratl

Fuaetia. f e~

V.. >1

a ~> O.

7

-'

. . (1' -I- J :leII) 11m ---- i ;
x-->oo xl - 1 )

in origInL':

c) lim
x-->O

rr
x -

4

c) lim x'y,~ 0 ;
(x, )iJ-.(n, 0) x 2 + y2

"x --
;

cos x - sin x

2,·[-.:·r _ .2

sin -l"

f) limf SlllX)X=-~.
x_tJ l x

"1- ~ --_,

t') tim

"x-';'--t

h) 1"'1

b) f(x, ))

" x
tg- "2

x 2 - J'z
b) fix, )') = --:.~-o ' (x. )) of (0, 0).

x- + ;-

Sill X

"

\~

I - -- -

1'(0.0);

. aU" _ a"a a".t _ a~"
k) hm -----. " > 0: II lim - __

l'--->(j X - a .1---->'1 x - a

b) lim
x_o

limitele

3cx + 2('1

lim rJn9x::''-----''-ZA4x:73''---'+-Z6":7x'"+ 5 - (XXV + ,3.0 + y)]

16. Sa se calculeze

a) lim "'I""+X - I
%_0 X

I

d) lim (i + x2j"""; :e) lim (I + tg' jxF';
:r-O x-.lJ

17. Sa se determine ex, (3, y ~i peR asHel ca

a) lim sin x + sin 2x + ... + sin nx

%_u %

c) r lnll + hz) d) lim
e xl _ cos x1m ;

._u x x ..... lJ x'

• a:f -XII

f) 11m -,--, a> 0; g) lim
z .....u x - a X--->1t

18. Sa se calculeze :

j) lim (In. x) x'
X-H'

19. Sa sc detennine multimca de dl'Lnitit> IW:llrll functiilC':

{
~-- (x. v) or (0. 0)

a) f(x, y) ~ I""r )") , h\ f(x. y) _~ In (I _ x' _ \ 'I

o ,(x,))~(O.()1

c) fix. y) = x + arccos) d) fix. v) ~ J(2 - 4 +)4 _)':

J ' r Je)f(x,y.z)= x+ v )+ z;

20. Folosind definit·ia, ~<l Soc Jemonstreze Crt:

a) lim (x)' + 2) = 8; b) lim x 1
(x, Y)-(2, :Jj (.1', yJ'-'(l, 2) Y 2

d) lim ~' .~ ", ~ 0: e) lim ~ = O.
(x, U)-(o. 0) x 2 + y2 (:r. U)->(U, 0) x4 + yf

21. Sa se arate e,1 urm\toarelc functii nu au limita

a) f(x. y) = x + y • x - Y l' 0 ;
x-y

118

a) f(x, y) =~, (x, y)
x2 + y2

. 1
X Sln- + y

c) fix. y) = _--,,-x__ , X + y i' O.
x+y

,.
/



7.2. Functii continue

(2)

(1)

x

119

. x2y ll

e) hm --'
(.1:, y)--->(O, 0) x· + y'

b) lim
(x, Yl--->tO, 0) x + y

(x + y) tg(x' + y')

,lx2 + y2

"is> 0, 3~<: > 0 I 'v'(X1' Y1)' (xll , Y2) E A, IX2 - x1l « SI:' j "I - Y11 <C 31: ::::>

~ I f(x•• Y.) - fIx"~ yo) I < E_

d) lim
(x, y)--->(O, 0)

23. Sa se calculeze :

) I - (0 0) - 1a 1m x· +)- sm-:
(x, !/J-'(O, 0) "y

Once functie uniform continua. pe A este coatinua pe A.·O functie ooatiuu.1 pe Q mU1pme mUll·

nit! ~i incbisa. (compacta) A este uniform continua. pe A. •

Orlce functie uniform continua. pe I este cantin uA pe I, fArA ca afirmatia. reciproca. sa. fie adeY&

raU. 0 funcp.e continua pe un interval marginit ~i inchis I este uniform coo.tinu~ pe acel internal.

b) Funct
ii

de mai muUe variabile. Fie j: A C R'J -+ R 0 functi~ de dona varia-bile. j(x, ,.t·
Daoo. funct ia {(x, Yo) este continua in punetul xo• (XI)' Yo) E A, atnncif este continua. partial in rap"
Od variabila x. Daca functia f(xl)' y) este continu11. in punetul Yo' &tunci f este continua. partial In

raport eu y.
COiltinuitatea functiei 1 implidl. conbnuitatca partiala. in rapert en fieGare vari&bili.. Reoipl'oca.

DU este ade'FArata,
FURctia f este ullifo:4.u continua pe A, dad

bolat &llui A, functia f este continua iq. X:o' Tinind seama de definitia limitei unei fUlilctii lutr-un punet,

sc pot da. definitii echi'Falente pentro continuitatca funct iei intr-ul! punct.

Fuuctia f este continua pc A, dad'i este continua in fiecare punet din A,

Daca fuuctiilef~i g sint continue in "0 E A, atuud ~i funetiile j ± g, f'g ~i L, daca g(Xo) ~ 0,
g

sint coatiollc in xo' De asemenea, compunerea a dou[t funetii continue este tot 0 funcpe continuA..

a) Funct ii de 0 variabiHi reali. Fie j: Ie R -+ R 0 functic definita pe intervalul I Ji fie
X

o
E E, Funqia j estc continuii la stillga in Xo E I dad lim f(x) = I(X'o) ; fURct ia 1 este continulLl.

:t' 'xu
dreaptJ. in xoE I daca lim f(z) = I(xo)' Functia j este continua in punctul Xo dac~ ~i numai daca este

X""X o

continu.1 Ia stinga ~i 180 dreapt80 in punetul .'to·

Punctul X
o

se nume~te pUllet de di.scontinuitate de speta intii pentru funetia j, d<>.ca in x. e][ist~
limite lateralefinite, dar funetia nu este continua. in Zoo Punctul Xo se nume~te punet de disconHnuitate
de speta. a doua pentru J. dad eel pU1in un:t din limitele lateralc nu exi.sta. sau este infinita..

o (nnetie J: I --+ Rare proprietatca lui D:trbollx, dac.1. orieare ar fi a, bEl, a .,p. b, ~i ori

care ar fi A cuprins intre f(a) 9i f(b), exista. un numilr c"A cuprins intre a :;;i b astfel iudt I(c).,) - A.

Once fuuctie continua. j: I --+ Rare proprietatea lui Darb?ux, insa. reciproca acestei afirmatu

uu este ade',ilrata.,
o fnoctic f: [ -+ R este uniform coabuua. pe I, dac.1

/ Fie functia f: A C RP -+ R ~i fie Xo EA. Dadi Xo este un punet de acumulare allui A, a.tune' 1
este .cntinua in "0 daca ~i numai daca fare limiUi. in Xo :;;i lim f(x) = f(xo)' Dac~ I. este un punet

a > 0.



7.2.1. Probleme rezolvate

If(x.:

;utfel cl d.l.ca. illlpllat

Rezolvare. De0ar4

Rezo!vare. Deoareo
Darboux. Deoarece f(~

Rezolvare. a) Van!

poat~ determina 3~:

1fl'l) - f(x,11 <l ,. r.

Apoi lfog)(.) - f(I(>)) ~

5. Sa se arate c
1

discontinue In oriel
Hum_.. Este dq

nu enstA. Intr-ade',rii.r, ~

ceea ce arata. ca lim f(~
:r ..... ;r,.. '

j(x) este discontinuA iii:'

Deoacece If + g)(.o],
pe R.

6,. Folosind pr~
fune\la j{x) = x·2

Deoarece (gof)(x) .,

7. 5" so arate'i

dar nu este cotin~

Rezolvare. DeoarM
in x c::I O. Functia cOrlsi~

acea;;ta ~unctie trece P~

8, Sa so studil

a) J(x) ~ aret!

rest {iind continua.. FUJI,

Cum se vede din
aceasta observam 'd

f( .. - 0) = limf(.) ~
x In J

Prin urmare, func-pa. estAl
x =n, 1/ E N sint P~

4. Sa se studiezl
~i g(x)~L + x', x ~

7t"<x<o.
2

x ~c 0,

x> 0;

X E [0, 1),

x E LI, 2),

X E [n, n + 1)

1. k/em 1(1 - 0) 1:11

1

+ (;l: - l)Jx=t = e. Acestea.

/

0,
x,

f(.) = .E(.) ~ I.
nx,

b) fix)

O f . f . sin xx = . A'/Clll (0 - 0) = Inn (x) = hm =
:r/o Xl'O-X

120

ded

punctul

[0, 1),
[I, 2),

[n, n + 1),

/

0, • E

1 • E

E(x) = I '
1l, x E

{

. 1
XSIn-,X>O.

a) j(x) = •

_x2 + X, X.( 0 ;

1. S~'t se studieze continuitatea fllnctiilor;

d) Studiem continuitatea in

{

e'
,
+x-l,X";I, {"HX x",O,

ej fix) x.- I x> I' <I) J(t) ~ -I-'i-: x = o.

Rezolvare. a) Se obser?a ca functia esle Continua in orice punet x =I: O. In punctu] 'x = 0 avem.

/(0 + 0) = lim f(x) = lim x sin -.!.. = 0, deoarcce sin...!.- este marginira; arai 1(0 _ 0) = lim f(.~) =
X",o x...,.fJ x x r '0

= lim (_x
2 + x) = 0 $1 j(O) = O. Prill urmare, fUllqia este cUIltinua ~i in punctul x = (l,",0

b) Deoarece functia este ContillUa in orice pUllet x ¥- 0, 0 vom studia numai in origine. A.'/en},

. 1 _.2.. I
1(0 - '0) 2: lim tgx SIn - = 0, f(O -+ 0) = Jim e ,r <:os- = 0 {Ii 1(0) = 0, ceea ce arata Ca funqja

:rIO x X"o x
este continua in punctul x = O. Deci fix) eslc continua in (-:r::'2, 00).

e) Deoarece funeria este continua in rest, vorn stlldia continuitatea in x =
I

f(1 + 0) = lim x·I
·- 1 = lim [1

:r'" 1 x.." 1

= lim (e~ + x-I) = e, I( 1) = e ~i
Xli

arata ca functia. 1 este continua pc R.

/(0) = 1 ~i 1(0 + 0) = lim~ = 1. In acest caz funqia C'stc continua in R",,{O}. Funqia estL':
X",o x

continua. Ia dreapta in x == O. Punctul x = 0 este un punet de discontinuitate de speta INtii.

2. Sa se determine a, b E R asHe! ea funetia

{

X' - X + I, x < O.
1(.1')= .

a SIl1 x + beDs x, 0

sa fie continua pe (- co, ~J.

Rezolv/ilre. Punind conditia ca functia Sri fie continua in punctul x = 0, obtinem i(O _ 0) = Ill) =0

-1(0 + 0), adica. 1 = b. Prin nrmare, pentru a E R ~i b = I, hlnqia j este continua pe interva]ul

(-oo, ~J-

3, Sa se studieze eontinuitatea funetiei J(x) = xE{x). x E [0, 00). unde E(x) est",
partea intreaga a lui x.

Rezolvare. Conform definitiei functiei E(x), a'/em



,
j
I

1

Cum se vede din expresia funcpei, problema continuit~tii se pune in punctele x = n, n E N. Pentru

aceasta observlm ,ca
f(n - 0) -limf(x) _lim (n - I)x _ n(n - I). fin) ~ n', /In + OJ ~ lim/(x) - lim nx "" ,,'.

xln ~rn x~n x~n

Prio urmare, functia este continuA. pe [0, 00) ,N; este continua la dre-apta in x = n, nEN. Punctele
x =n, II E N sint puncte de discontinuitate, de speta intii.

4, Sa sc studieze continuitatea functiilor j. g, fog ~i gof pentru f(x) = sign x
~i g(x) = L + x', x e R.

{

I, x> 0,

Rezolvare. Deoarece f(x) = 0, x = 0,' se vede ca functia / este discontinua in x = 0, la

-I, x < 0,

l'CSt fiind continua. Functia g este continua pe R.

De~rece (go")(') __ g(f(.») __ I +4''''"(o,"gn xl' __ ! 2, x # 0,va. 'J '" ",., rezulta ca gof este continua pe R,{O}.
\ I, x ~ 0,

ApGi ffog)(x} -f(g(x» 0= sign(1 + x2 } = I, 'r/x E R, este continua pe R.

5 S• t' f "I f() { 1 x E' Q, " () { ~ I, x e Q, •• "se ara e ca unetll C X -- " '" ~ smt--- -I, xel.' b' - L xel,

discontinue tnoriee punet x E R. Sri se arate cAf + g ~if'g siut continue pe R.

RenIN'•• Este de ajuns sa >;ludiem nll111ai hmclia /(x). Fie xoE R Sa observant'di lim f(x)
x-ox.

nu exista.. Intr-ad~'J[J,r, dl,c[J, Xo E Q, atunci, alegiud x E [ell: x - xI) I < 3, ohtinem I f(x) - f(xo) I :=II 2•
.ceea ce arata cil lim ((x) nu existiL Sl' rationcaza analog in cazlll cind xoE I. Prin urmare, func1:ia

.1'---":1'"

J{:rJ este discontinua in oriel' punet x E R.
Deoareee U + g)(x) = 0 ~i U .g)(x) = -I, 'r/xE R, H'wl [a ca functiill' / + g ~i f·g sint continue

pe R.

6. Folosind proprietatea lui D..uboux pcntru fUl1ctii continue, S{l se arate di.
functiaf(x) = x-2'- I, x e R, so anuIell:, intr-un punet ~ E (0, 1).

Rezo!vare. Deoarcel' functia ((x) = x ·2'" - 1 este continua pc R, rczultii ea fare proprietatea.lul
Darboux. Deoareee f(O) = - 1 ~i /( 1) = I, rczuWi eli existfL '; E (0, 1) astIel ca f(;} = o.

7 S t • f t' f() { 2x, X ~ 0, ' t 1 . D b. [1 se ara e ca une, la X = . are propne atea til ar aux.
x-I, x> 0,

dar nu este cotinu:l. in x =:C.
Rezo!vare. Deoa,rece /(0 - 0) = ((0) = 0 :;;i 1(0 + 0) = -I, rezulta cfL funetia. f nn este continua.

iu x """" O. Funetia eonsiderata. are pruprietatea lui DarbcHlx, demreee in oriee inter·,ra.l (oc, ~) cu((oc) :F f(~.

,aeeaita ;unctie treee prin tpate valorile euprin,~e intre [(.7.) ~i f(~).

8. Sa se stuJicze eontinuitateaJuniformr1 a functiilor:

a) f(x) ~~ aretg 11+
x .!x e (1,00); b)f(xl:~ X2COS~. x e (0,00).

-x., x
Rezolvare. a) Vom folosi definitia sub forma ~onditiei (1). Sa aratam ca pentru oriee E: l> O. se

poat~ determina 8s: > 0 asHeI incit pentru oriee Xl' Xli E (I, 00) eu IX I - Xli I <3: 8s sa impliee
~-~

I!(x
l

) - !(x
2

) I <:l 1;:. Tillind seama de identitatea: arctga - aretg f3 = arctg • deduoem
I + ~~

I Xl - X2 I IXI - Xlii I·I/{X'l) - /(x2 ) I = arctg < <:i I Xl - Xli <:{ OS'

," ...~ ~ 1 + X I X 2 1 + XIX2

a.idel cl d:t.c:l illlpuaern 0 « ae « e. definitia. este verificatl ~i deci ((x) este uniform oontinui.
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lapt ce arata eli r1(>;2) - f(x1) I nn poote Ii faeut oricit de mie. Deci functiaj(x) nn este uniform con
tinuA pe (0, 00). Datorita. continuitatii, funqia este uniform continua pe orice interval filompact
caprins In (0, OG).

11. Sa se arate}

13. Sa se stud;

astfel eli pentru 0 < 3~:

b) Deoarece {unctia
ftlzulU. eli f este uniform

l.tr-ade.....!r. presupun~

•••• , •• '.) E [0, 1] X (

+e" I 1 - e"-'] I + I'

+21 sill ~l ~ Z2 \ ~ 23.

Rl'Zo{tlare. a) Utilizlil

in~'it lJ'~-utm orice (Xl' '<
\f(x" vol - f(x,. y,) I <'

! I(x,. y,)- f(x"

.continua partial In

'~
Rezolvare. Functia!~

'\

=lim sin Xl .x = o.~
.....0 Xl J

uu este continua in Ori"
l,
,~

l<j
\1

_ lim j
:1'-+0.;
y'-ptl

12. Sa se studi~

a) f(x. yl =';-', i
b) J(x, y, z) = ~

_ 0 5~

X E [0, 00),

(x. ») '" (0. 0);
este con-

(x, y) ~ (0, 0).

() x+2 2"gx =---C05 xw,
x + 1

f(x) =~sin2x2, x E [0, 00),
x+l

9. Sa se studicze continuitatea uniforma a functiilor

{

sin (x' + y")

10. Sa se arate ca functia f(x, y) = x' ~ y'

tinua in origine.

I x, - x, 1~ ::.- • -----'---' -,-::_ _ O.
2 (1t' 113

(2n;:)l Z + 2n T; + 2"J

~i Six) --/(x) + g(x).

Rezo/vare. Procedlnd ca In exereillu! 8, b) vorn alege x, ~ (2nrr)'/' ~i x, ~ (2~rr + ~rl'
astt.l cA

Dar If{x!) - f(xs) J .... 1 + > I, asHel ca relatia (I) nu este verificat! ti decl

(zn1r+ if l

2 +
lanetia f nu este uniform continua pe [0, oc). Similar se procedeaza pentru a arata eli fUDetia g
DO este uniform continua pe [0, co).

Funcfia Sex) = x + 2 • X E [0, co), verifidi conditia (1). Intr-adevar, dadi Xv x
a

e rO, GO}
x + 1 /

1%2 - XII ~ ,,I I-I - X, I < 8&. atunci I S(x1) - S(xs) I = < Ix
1
-x

2
1< o~. DacA luam O....'£<E

t(I + x,)( I + x,)
definitia (1) este verificata ~i deci Sex) este uniform continua.

b) Functia este continuA pe (0, oo). dar nn este .JlifMm continuA.. Ca sA. vedem aceasta, vom

alege XJ-J~·;;i x, =In + 1 in (0,00). Se observa eli pentTu nsuficient de mare puncteJe *1 ti x.
pot (i luate crich de apropiate" deoarece I Xl - Xl I = J~_J;;= 1 _ O. Dal'

.jn + 1 +,;n
I f(x,) - f(x,).1 ~ In (cos ~ .cos 1'-) + cos I I~

"In + 1 yIJ .,/n + 1

I I . .j:;;+ .jn + 1 I I
0=:: 2n sin --==~'-------,~8m + cos_~~~ _ I

2(n •./n + 1 + (Il + l)Jn) 2 ,/n{n + 1) .../n + 1 '

sin(x3 + yS) • x3 + y3Rezolvare. Deoarece lim f(x, y) = lim ---,---,--,-_ E: 0 $i j(O, 0) =0,
(x, u) .... (O. 0) (x, y)--->(O, 0) x 3 + y3 x2 + yl~

remIt§. dL fUDelia f(x, y} este continua in origine. Pentru a arata cA lim

(x, Y) ....{O. 0)
folOlqte delinitia. Avem penhu I x) < a~. I y I < a

c
'

Ix· + Y'I = Ix + YI I.' - xy + y'l .;; (I x I + IYI) (1 +~) < 28,. 2.
Xll+y' Xll+y' Xll+yll 2

deoarece 2)x I Jy J ~ x' + y'. DacA lu~m 0 -< 811: < -=-. definitia este verificata.
3
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17. Se define~te lunctia f prin fIx) = lim eO> - ,-" • Este continua In x = O?
ll->QQ en", + e-n",

21. Folosind proprietatea lui Darboux pentru lunctii continue, sa se arate di
functia fix) = x5

- 8x - I, x E R, se anuleaza intr-un punet ~ E (I. 2).

.'e) j(x) =~
1 + J

24. Sa se stud
nite pc R, ~tiin~

ej fIx, Yl=1

'.1

j

.25. Sa sc st~
)

>,
26. S" se ara!~

dar nu este con tIl

a)f(X . .')=~

27. ~;\ f.estw

aj fix, Y) =,1
"

c) f(x. y) = ~

ell fIX. y) = 1

22. Fiind da.l
nuitate unilorrn~

a) fix) = Ju
•

c)f(x) = x' +3

23. S'1 se st~

a) fIX) = In xi
,

c) fix) = sin xi

XE[-l~O),.

x = 0,
3+ -;-, X E (0, I] ;

a

5.

sin "t~

. . d) J(x) = { (x + e') ~, x # O.

X E [0, 10]; I , x = 0•.

I) J(x) = {X-' (X2 + sin x5) %-. x # O.

• 0 , x = o.

x = 0,

X E (0. 00).2

J
2 tg x arctg-, x E [-I. 0),

•

0) fIx) = { ~~~. 1 • x # 10/2.

I • x = 10/2.

e) J(x) = (X(I + e1l '·)-1. x # O.

o . x= 0 j

a) fix) = [ x + 1', X E [0, I].. b) f(x) = I
3ax + 3, x E (I, 2J ii,

xl! + 2x

,tg 5(.' + 2.)

c) fix) =

20. Sa se studieze continnita tea lunctiilor

- {O x E Qa) (XoX)(x), x E R, unde Xix) =' ,
, 1,.xE!;

b) g(x) = { x. X E Q, c) fix) = sign fg(x)], x E R.
.-x, X E I;

14. Se da lunctia f('x) = 1 - x sin..!-, x # O. Cum trebuie alcs frO) pentru ca
•

functia fix) Sa lie continua in punctul x = 0 ?

15. Se considera functiaJ(x) = .J~•• X E (0, 1) U (I. 00). Sa sc arate d\ se
x 2 _ 1

poate alege frO) ~i f(l) convenahil astfel ca lunctia J(x) este continua pe [0, ",),

16. Sa se determine a E R astlel ca lunctia fix) sa lie continua pe multim"",
de definitie

18. Sa se studieze continuitatea lunctiei fIx) = x2 - E(x 2), X E [0, 00), unde
E(x) este partea Intreaga a lui x.

{
I Ixl '"', h19. Sa se studieze conthllli!a tea lunctiilor j, gJog ~i go! pentruf(x) = .

. 0, Ix] > Ii
~i g(x) = II. Ixl ... I,

o. Ixl > 1.



a) fix) ~ In x, x E [s, eJ, E> 0; b) i(x) = In x, x E (0. oJ;

e) I(x) = sin x', x E R; d) f(x! = -.'-'- + x, X E (0, (0);
l+x

x •
e) j(x) = --+ x, x E (-1, co): f) I(x) = eXecs-'-, x E (0, I).

1 + x :x

26. S;l sc aratl' dl fiecare din functiile urm;ltoare este continua partial in onginl~.
dar nu cste cmitinll:t 111 Taport ell ambele variabile in acest punet :

r~, (;; \),;,. (0, 0), {~' (x, y) ,;, (0, 0),
a) fiX, ,\) = 1x' ..,.y' > b) f(x, y) = x' +y'

l () ,(x, y\ = (0, 0) ; 0 ,(x,)) = (0, 0);

{

XC y . •
____ , (x, I') # (0,0), , ,0 2 -L 2

oj Ilx, y)= x'+}"" JI)!(X,))=IJI-x -)", x . Yo';; I,
o ( )= (0 0)' 0, x' + Y" > I ;.,

• x, y "

{

x'v'-.-'- (x, y) ,;, (0, 0),
e) fix, y\ = x' + y' • '__ .

o ,(x, y) - (0, 0) ,

.)

(x, y) of (0, 0),

(x, y) = (0, 0).

125

(x, y) "~ (0. 0) :

{

xy + x2ylnlx + Y!.. 'c\ /(x,))= x +y"

o ,

{

1 _ COS(x.' -+- y'l ,
= x2 + y2

o ,

27. ~;¥I ~l' stlldi('zc ccntlIlUltatca functiilor:

e) /(x, y)

el) f(x.

24. Sa se studiczc ecntinuitatea nnifcrma a functiilor fl' i2' f, + f2 ~i fr/2 defi
nite pe R, ~tiind d

f,(x) = x sin' x2, fAx) = x ccs2 x2, X E R.

.ti25. Sa 51: studiezc continuitatea in origine a funct iei

. {J.:.l .e-1xl!J-': Y ,;, 0,
f(x, )) = y'

° ,y = 0.

22. Fiind dat E> 0, s" se determine un S,> 0 satisfacind ecnditia de ecnti
nuitate uniformrl pt'ntrn unnfltuarele fUllet il :

a) fix) = J2x + 3.' x E ro, 2J; \1) fx) = sinx + ccsx, x E R 1

e)f(x)=-X_, x E.fl, ocC-).
x 2 + 2

/

23. Sri sc stuuieze continullat(';'l uniform;l a fnnctiilor:

x of 0,

x of o.
x = 0•.

x = o.

=(1, [xl .;;, h..
0, Ixl> Ii

. X E [- r, 0),

e [0, co), unde

• X E (0, 1] ;

;tinua pe [0, 00),

>\i~ pe mu1timea



28. Sri se stuJieze uniforma con1 i-Iluita tt' a fUllctiei

lx, r) (0, 01,

tiv, derivata la·

in x, dacA. ~i ~

I ..J
DacA funct!

Daea (tinct_
compusa fou : ['

•h) Tt'ort'm~

continuA. pI" [a.j

a"tfel ineil f'(ci

Teorema Is:
vilbilfl pe (a: 6-,

TeClrt'ma hi

pt' [0, I)), sint

c E (a, b). asd

/1') -

Formula Iu:

T,

c) Formula:
P(.linomul lui T.

X E I. sint de~
,

a) Derlvata

Li mita f'(x,J .. 1

"'f'(xol este finitl,;

Daca / este~

. F1IHctia f ~

Limitele 1;i

'repreziotl restll

(x, y) E (I, 2) X (1. 2).

(r, y) = 10, OJ;

x> 0 ~i Y > 0,

x = 0 S~lll)" =-=0;

Cr, y) '" (0, 01,

(x, .I) r (0, 0),

,,+ Y

x-y

() fix, y)

o

~If(x,y) {II+XYI:';;VU

n) fix, .I) ~ f".\' :'~,' - "
i 0





, -

COSii

, ( r. ) I' ,f, - = 1m ~
2 .:r '",.12 ~

(
x'e,

a) fix) = '~,'
e'
I

h) fix) ~'arc&\

':~
j (x i

c) fix) = \ 'j

>:

0) Unnfnd 0 cdi
j

" 1;(1) = - I. F.~,
3, Sa se ce"!
a) fix) = ma~

>,
/~( I) = lim ;\rd'{K'~

Rezolvare. a) J;t~
:~

, (x' ~ 1)<1
=l/ill . ,~
.r",-! I.

i
Simila.r se obfinti

j
A

L) f;IO) - lim :d
rfO;~

•
f~IO) ~ ~i~o "com ~

;
rn calculul celor doUli1

.,i laptul cA lim~
y ....O ~

c) 1;(1) _Ii.. ~,'Z1'11

(.1)

(5)

Ii)

10, I),

o E Ill, I);

x - it/4

3

2 •

2 sin

X~"+2 Sill [ox -+- (2n -+- 2}..::::.1,
(2/1 ----:- 2) ! 2

= lim

128

, 3

_ .J2lim SI~ 2}'
y ..... o :"!-y

2

lim J' I.
lj---->(J sin y

x - -;;/4

" ,3,
Sln J.t' - sln-

4

x~,,· I
(-1)"- -r

(2/1 ---:- I)!

x2 x n 1"Ij-- I
e Z = 1 -+- ;r -+- - -+- ... -+- _ -+- _'__ (,f),c, 0 E (0, 1);

2! II! (/1 -+- 1\ I ,

= lim

;,n. xn+1
fix) ~ 1(0) +.::. /,(0) +", + - f""(Il) + - __ i"HU (0,<), e E

1 ! III (n -+- 11 ~

l' ( ~)

= lim arcsin {x - I}

x_1 x-I

'Se vor Colosi mai ales urmatoarelt· c\<'z'foIUiri dura fOrllllda lui :\Iac Laurin:

·Dacii -in formula lui Taylor sc ia Xu = 0. se ohtine formula lui Mac Laurin

R/!::dvare. a) Derbata fUllC1iei este data de

'h) !'( I)

x'
-5in,x-= x - - ---+- ••• +

3'

8,1.1. Probleme rczolvate

x' ,'" ", .. " r -]cos x = 1 - - ~- ... - (- !)"-- _ cos Ox -+- (2n -+- 1)"':':. ,0 E (0, I); (6)
21 (2n)1 (2/1,I)! ..2

x 2 1"h l X",2
In(l-+-x)=x-----:,- ... +{_IV..:.....- --+-(-ljrlt l --(1-+-0xl-"-2, 0 E (0.1); (7)

2 lJ+I n-~2

(1 -+- i)k = t -+- clx -+- CZx:! -+- ... -+- Crx" -+- C~tlx"+l(l -+- OX)"'-"-1. 0 E (O, 1). (8)

k,,('--k_-_-'.l),;,'.;.'-'.'I_k_-_"_+,--,I)uncle Ct = -
u!

d) Extreme locale. Fie f: J -. n ~i X o E I. Ptinctlll X o este un pUtlct de maxim l(){~al pentrll
-fllnctia f daea exista 0 veeiriatate V(;ro) a punetului xO' astfel inch fix) ~ /(.XO). 'v'xEV(xO) n 1.

Daea exista. 0 vecinatate V(xo)' astfel incH fix) ;;ll: f(xo). atunei Xo se nume~te pUllet de Illil1im local.
Un punet de maxim local sau de minim local se mai ntlme.;;te punct de ext rem lucal.

Daca functia f admite deri'.fate pina In ordillul n, inclusi·.... f(JI) estc continua in xl) .o;;i !'(x
o
) ==

= /"(xo) = ... =J!"-lJ(xo) = 0 ';;i !<Ij)(xo) '# 0, atunei; daca n = 2k + 1 ;-;i Xo ('sle pUllct interior.

pllllctul X o tste un punet lie infiexiune al functiei; daca n = 2k, punetul X o este lin pUllet de ext rem
local ~i anume, pentru P")(xol < O. Xo este punet de maxim lucal, iar pelltru P")(xol > 0, X

o
('ste un

pUllet de minim locaL

c) Difercnpala unei functii. Pic f: I -> R ~i X o E I. Functia f este diferentialJilft in pUllctul .1'0

daca variatia sa, t:::.!(xo, h) = f(x o + h} - f(xo), se poute ..-crie sub forma ::::"/(xo• it) = A (xolh + a(x
o
• h) 11.

unde A (xol este un nllm{lf, iar o(xo' h) satisface conditi.:1. lim <1'(:1'0' h) = O. Expresia A (xo)h se nume$te..-.
'diferentiala funetieif .;;i.se noteazi'i d/(xo' h). Diferentiala ullci fUlletii j estC' dabl (]{' H'btia df = f'rlx

\:)f'ntru variatii Illici ale argumenttl!lli se poute aproxima '...ariatia functipi prill dih'rentiaJa sa.

1. Sa se calculczl:. folosind dcfillitia. d.:rivata !'(xo), pentru :

a) j(x) ~c sin 3x, Xo ~ -"-: b) j(x) ~ arcsin (x ,- I), x, ~ I.
, i





Rezotf)a,.~. Deoarece

b) Deoareoo
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a) f(x) = I x - ~1

392 ' ,m+-.m--I.:+<i:
27 .J ~ •

b) In .cest ca'. 1(".

8. Sa se discute
(iei x" + 2x' - 7",

Rezoloore. Ecuafia,

pe [0. 2) ~ derivobil1 ~

teorema nu 58 aplicll..

Rezolvare. a)~

'1abila. pe (- .::. • .!) d
2 2 .

_ I (; ) = l. Prio urm

Prin urmare, f'(x) = 111-~

7. Sa se studieze1

/'(x) ,

sa fie paraleIa eu dr!

Rezolv"n. Deoarece ~

.r:

b) 10 .cest ca,. l'(~
+ x')-'g"(h(x») + (2<' - )

,"j

6. Sa se determUj

Astlel cA /"(x)'= gU(l(x))&!

0) Deoar~ h'(x2 ~ ~

cA f"(x) = ~ [g'(h(x))]'l'l,
dx :.,~

II. functiilor compuse:

• 2 • '"
_ (n + 1) lim 5111 it.\' - Sln~ mr =

xf-n x + n

Apoi limf'(x) _ lim-I- _ L
x--)l x-.t1 + Xl 2

I
f'(x) ~ --. VXER,,-{I}.

1 + Xl

f;' -n) _ lim -(n + 1) sin
2

1u

xf-n x+1$

/(1-0) _ lim orctg~_!:-. /(1 + 0) _ lim orctg 1 + x ~ - 2. ~if(l) = O.
1I:J'1 1 - x 2 x ..... l 1 - z 2

( 1) lun" sin 7tX + sin n1t (' ') 0_ - n + sm 1tX - sm n1t =
:t!J-n x + n

rezulta c.1 flinctiaJ fill este continua In punctul x c:: 1. Prin urmarc, fUDelia f nn este nid deri'l<l.bilc\

%n punctul x _ 1. Fe de alta parle, ~ vede d\ funcpa f este derivabi.lA tn orlce punet x '" 1 ;;i
derivata. sa, este

Din ..eest exemplu se observ~ d\ dam limita derivatei Intr·un punet, exista. nu rezultA d. funqia

c.te d1erivabilli. In acest punet.

5. Sa se ealculezef"(x) dac<~ f(x) = g(h(x)), g fiind 0 funefje definiU pe R. care
admite derivata de ordinul al doilea. iar h este una din funetiile

I
a) "(x) = e" I b) h(x) = ~

",xl + 1

rezultti. ell functia este derivabiHi pc fiecare interval deschis. Trchnic ~ studiem derivabiIitate-a in
pundele x ... k, A E Z. Avem

-n sin! r.x. x E [-n, -H + 1),

-sin2 nz x E [-1, 0).

fIx) _ 0 X E [0. 1).

sin2 'itX x E [1, 2),

n 5in2 r.x • x E [n, n + 1),

, ,
,I limilar obtinem J~( -n} co lim - n sm nx """ O. Prin urmarc, funelia este derivabil:i. in pllilctul

x .....-o 11 + n
• _ -no n E N. Analog re araU cl\ fUDelia este dcrivabil:i. In punctele Xc:::: 0 ;;i x = "'. J1 E N.
Deoi funcp.a f este derivabiHi pe R.

{

aretg I + x , X 1" 1,

4. Sa se arate ca funetia f(x) = I - x ._
0, x-I.

este derivabiIa pe R".,{I}. exista lim!, (x), dar funetia nu este derivabila In PUl1ctuJ
, :1:_1



Re:olvare. Folosindregula de derivare a fune1illor compuse, a....em f'(x) - t(h(x)) h'(x), e.stfel

ell. !,,(.) = .::.. (g'(h(.))]· h'(') + g'(h(.»)6"(.). Pentru calcul lolosim din nou regula de deriv.,.
d>

a func1:iilor compuse:

ii[g'(h(.))] - g" (h(.))h'(.), 1
dx]

.,tlel c~ !,,(.):_ g"(h(.))h·'(.) + g'(h(.))h"(.).

a) Deoaroce k'(x) = 2e'" !}i h"(x) = 4ef.:ll, inlocuind mai sus, obp.nem

!,,(.) = 4e"[g"(h(.»)e'· + g'(h(.))].

b) In ace,t caz, h'(.) = -.(1 + .'j-.I', h"(.) = (2.' - [)(I + .')-<1.• ~i deoi !,,(.) - .'(1+

+ .')-'g"(h(.)) + (2.' - I){ 1 + .')-·/'g'(6(.)).

(.' I)
6. Sa se determine un punct pe curba Y = --- , x oF -I, in care tangenta

• (x + I)

sa fie paraleIa cu dreapta de ecuatie y = .!- .2 . I
Rezolvarl. Deoarece tangenta este paralel~ en dreapta Y = x /2, rezulta clio panta tangentei este - •2

Prio urm~re,J'(.t') = 1/2. Aceasta implicll."xl = I, Y1 = 0 ;ri XI = -3, Yll = 2.

7. Sa se studieze aplicabiiitatea tearemei lui Rolle l'entru functiile :.

a) J(x) = I x-II, x E [0. 2]; b) f(x) = I sin' x I. x E [- ~, ~] .

•
{

-x + I, • E [0, IJ.
Rezolvare. a) Deoo.rece f(x)=. rezultA. u!}or cl funcpa J este continul

• _ I, • E (1. 2J.
pe [0, 2] fi derlvabill pe (0, I) U (I, 2), dar nu este derivabill h1 punctul :tI - 1. Prin urmare.

teorema on se aplidL.

1-sin'., • E [- ~ , 0l . "
b) to acest caz, J(x) =:.\ Fuuctia estc continul pc { - 2"' ~] fi derl-

sin1x, x e (0, -i}'
vabiHL pe (_ '::'2 ' '::'2) deoarece /;(0) = lim~ = 0 ~i fti(O) = lim sin' x - O. Apoi f (- "2')=

x,o x ~~O •

_ f ( ~ ) = 1. Prin urmare teorema se aplicl !}i, deoarece

•

J -3 cos>

f'(.) = \ 3 cos>

sin1x, xe (-~'ol'
rezultA cl. • _ o.

8. Sa se discute, dupa valarile parametrului mER, radacinile reale ale ecua

liei x' + 2x' - 7x + m = O.
Rezolmre. Ecuatia. !'(xl "'" 0 are r1d~cini1e Xl - - J... ~i XI" l !?irul lui Rolle oste - 00,

3

392m+-,
27

m"- 4,~+ CX). Pentru"'m e (- ro,
"~ ~

392\
-27')

131

ecuatia a.re 0 si.ia.gura d.dAci.nA reall.. situatA.

, -



""l
/j

:'1
Adunind acosUJ:

gf'llta.

;;1 (k--ci lim S.+I
/1-"::0

a) Trecind

rezulta lim S._

Fie acumg

trecere la limi~

n·~oo

b) Se obser

.... I) -Inn _,1

Raolt'are. 1

rezult:,. a.+I =="
Acr-<l5fa arat! C

uode

Fie 0 < CIt •

12, Utilii

gaJitate pentru ;

( I)'+'
l" < 1+:- '~

marginit, rezultl

Dcoa~ece .~

55 se stabile~

.A " E (0, I) Ll
rewltt\. eA exisdbl,

pe inter\'alul f1, 3J,
x E (2. 3],

X E [I, 2].

132

I 1 I 1
- < In J - In 2 < -, ... , -- < Io(n + 1) - In 11 < -.
3 2 »+1 n

I
rczultA --- < In(n +

"+1
n, rezultA

1
- < In 2 - III 1 <i: 1,
2

•
10, Pe curba care are ecuatiaJ(x) =..!. ,x > 0, sa se determine un punct P(a,

x

In care tangenta sa fie paraleHI ~u coarda ce unqte punctele A (J, J) ~i B (?, +) .

Rezolvare. Funetia f este continul1 pe intervalul (I, 3J, deoarece /(2 - 0) = /(2) = 1(2 + 0) = 2.
Apoi a'~emf;(2) = 1 ~i 1,(2) = 1, astfel cll funetia este derivabill1 pe intervalul (I, 3). Tcorcma este
deci apIica.1J.i~. Du~ teorema lui Lagrange rezultl1 eli exista eel putin un pUllct c E (1, J)-astfeJ ea

{

I, X E (1, 2J,

j(3) - /( 1) =2f'(c) dt:ci/'(c) = ..2.. Cum f'(x) = oX ' relatia de mai inainte implica
8 2' x E (2, 3)

, 9
c _ - E (2, 3).

4

In intervaluJ (1, + 00) ; pentrn m "'= - 392 ecuatia are 0 rl1dAcinl1 dubl.1 Xl = .%2 = ._ ~~i una simplA
27 3

In intervalul (1, + 00); pentru ,-It E (.:.... _~72, -4) ecuatia are !rei rl1dAcini T{'ale situate in inler'/a-

lele ( - CO, - :), (- :' 1) ~i (I, + co) ; penteu m ~ 4 ecuatia ..e 0 rAdAcinA In [ _ CO, _ ~)

~i una dubil\ egal.1 eu 1; pentru m e ("1, + 00) ecuatia admite 0 singur.1 rl1dlicin.1 real.i in

intefValul ( - 00, - f).
9, Sa se studieze aplicabilitatea teoremei lui Lagrange in cazul functiei

Reznlvare. Panta dreptei ce trece prill punctelc A ~i B' esfc /(2) -.l( t) = _ -.!... Dcoa.rec('
2 - 1 2

tangenta- in punctul PIa graficul functiei este paralelA cu accasta dreaptA. rezultA eli are acee.."\..5i pantA

. . f'l ) 1 P' bl' '1' I 1. d' )2- r I '~l decl a == - -. nn urmare, 0 mem ecua In - - = - _ ~l eCI a = ,asl e c.

2 2 ~

P(J2~ J~J. Exercitiul arata ~ interpretarl: gcornetricl. a teorcrnci lui Lagrang(·.

11. Utilizlnd teorema cre~terilor finite, sa se arate cit: a) ~irul (5.), eu 5. =

1 + ..!. + .. ,+ ..!., este divergent; b) ~irnl (a.l. cn a.= 1+ ..!. + ... +..!....~ In fI,
2 n , 2 n

este convergent' ~i limit a sa C este cuprins~ intre 0 ~i 1 (C se' nume~te constanta
lui Euler).

Rezolvare. Fie funcpa f(:x) = In x, x e (n, n + 1J, n E N. Prin aplicarea teorcrnci lui Lagrange
Iacestei functii rezultA cA. existl1 eel putin un punet c E (n, n + 1) astfel Incit Ill(n + 1) - In n = _.
o

I) - In n < 2.., V'nEN. SeFiind aceastA ultimA

"

I I 1
Deoarecc -- < _ < _

n + 1 c n
lnegalitate pentru I, 2, ... ,
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13. Sa se demon5trezc urmatoarele inegalitati:

17. Set se denj,,
n = O. 1, ... ;

a) verifieil eeUl
L) au toate rl

Dcrivfnd acenst:i. ultui

"tiel c~ I"(x) - f'~

/"Ix) - H

Obsecv~m cit j<l"J(#l:;

I • h I {( ,= (- ) -. x--.
' ? 2

Se poatc demonstra a~
verificaOi. Presupunerq
pentruk+l: 1

1('+"(·,) = (f{~
~j

'<i

~

6eea ce demonstreaz,l
'~

b) Deaareee lis) i·
general Pfl}(X) = 2{-,','

c) 10 acest caz v~

utilizind metoda ind~

(h~X
1

Putelll scrieJ(x) -= h"i
u~or <;A h(l:)(x) -= ate~

= z!'cosJcos3(J+l

Procedind simil~

demonstra prin meto
=, (I + ~.2)-1/11, obt~

(I + y)ln(1 + y) 1+ lnll + 0)
arctg y ... ----;:-- •

b) In (1 + x) > a""g ' •.~ > o.
I + x

I(Y) - liD) f'le)
~--¢;,

g(y) - g(O) g'(c)

•a) -- < arctg x. x> 0 :
1 + x·

A B
Rezalvare. a) Scricmf(x) S:lb forma/(x) = UII -- + -_-, Obtinem A _

. (Z. - ')(~ + I) Z.T - , • + I
Z I I {( , -1 }

~= -, B = - -. a:;tIel cii f(;r) = - l:r - -I - fx + 1)-J . Considccind f sub ncoasta forilla.
7 7 7 \ 2

re<nItA 1'(x) ~+ {-I (x - ~r-(-I)(x + W'rrex) ~ +{(-IH-Z) (. - ~r -(-Ij.

·(-Z)(x + 1)-'}'

RlJZolfJ4l'~. a) Consideram fUllCtia f(x) ::::::I -'- - arotg .., .~o. Caloultnd derivata sa. obtinem
1 + x·

!,(x) - -2r( 1 + x!)-a ~ 0, "'Ix > 0, fapt ce aratA 01 functia .f(x) este deseresaltoare po (0, 00 t
Prin urmare. I(x) <! l(O), Vx ;> 0 .:;i cum/CO) """ O. rezult<l c~f(x) .... 0, 't/jf .. O. ceca ce demonstrca.zA
laeplitatea.

b) Deoarece x > 0, rezult.'1. ci'i. 1 + x !> 0 .:>i deci inegalitatea este echivalontli. eu urmAtoarea
lnGsalitate: (1 + x)lu(1 + x) - arctg x 5> 0, 'fiJi J> O. Pentru a. demonstra. aoea.stl1 din UTWa inega.+
litate introducem functia f(x) = (1 + x)In( 1 + x) - aretg ... II ~ O. Deoareoe 1'(r) _ In( 1 + x) +

1 Xl
+ 1 - -- = In(1 + x) + -- > 0, "Ix 1> O. functia f{x) este oresdi.toare pe rO, 00) .:>i deet

l+r· l+xz

f(x) :> 1(0), "Ix > O. Cum frO) = 0, rezult.'1. f(x) ". O. V. a:-- O. ceen. oe demonstreazl inegalitatea.

14. Utilizind tearema lui Cauchy, sa se demanstreze inegalitatea In (1 +
+ x) > a",tg x .' x > O.

1 + x

Rezolvrtre. Con~ided.m fUllctiile fix) = (l + x) In(1 + x) ~i g(x) _ arctg%, z E (~. Y], Y > O.
care !'l&tisfao conditiile teoremei lui Cauchy pc intervalul (0, yJ. Prin nrmare. existA eel putin ua
punet , e (0, y). astfel Inch

galitatea..

15. Sa 5e arate cii:

a) fix) = (a + bx)e-t ' verifica ecua(ia y" + 2ky' + k'y = 0 I

b) fix) = a e05(ln xl + b sin (In x) verifica ecuatia x2y" + xy' + y = O.
Rezoluare. a) A'rern l'(x) = (-kbx + b - ka)e-h fi iN(z) _ (klb... - 2kb + kJa}e-h asHel c<"l.

rex) + Zkf'(x) + k'/(x) _ o.

b} tn acest caz f'(x) = - ~ sin(ln x) + ~co, (In s) §.i j"(z) _~ sin (In x) _ a + b cos (In '"I
x z .... X",i ded x'!"(.) + 4'(x) + I(x) ~ o.

16. Sa se caleuleze derivatele de ardinul n ale urmatoarelar funclii :
1 2..

a) f(xJ = ; \») j(x) = --- i c) fix) = ca. cas (bx + c) i
2%1I_3x-5 1+;,

d) r(xJ = arctg x.



obtinem'

U"

Ob,e,vAm ca 1"'(.) - : t( - 1)(-2) ... (-k)(x - ff'-' -(- 1) (-2) ... ( - k)(. + I)-H)_

= (-I)'~.{(. - fr' -(x + I)-'-'}-
Se poatc demonstra aceasHi. formuUi. prin inductie. Intr-adev~r, se vede ca pentru k o:::::z 1 formula este
verificatli. Presupuncm aceasti1 formulA. adevArati1 pelltru k ~i sil ar~tA.m CA. ea este adevi1rata. p
pt'Iitru k + I:

k' { (5)-'-' }f"+"(.,) ~ (j")(»)' - (-I)' -i (-k - 1) • - "2 - I-k - l)(x + 1)-1-1 _

,. (k+l)'{( 5)·-'-'- (-1) +1 -7- x -"2 - Ix +
~ea ce demonstreazi'i. formula.

b) Deaa'ece fix) ~ 2 - 211 + x)-'. rezultl 1'(x) = 2( 1 + xt'. j"lx) = 2( -1)2 I (I + x)-' ~i In
general flTJ)(:J.) = 2( _1)'1+1 n 1(1 + X)-1I-1. Ulti.ma fOrIuuHi sc 'poatcdemonstra prin inducpe ca mai IiUS.

c) 10 aeest cal. vom folosi regula !ui Leibniz de derivare a. prodllsnJui (carc se poate demoilstra
utilizlnd metoda inductiei)

, 111
Putf'IlJ scriel(.l") = h(x}g(z). nnde h(x) =: c-· ~j g(x) _ co,'; (bx .+- C). eu Trieloda illductiei se poote ar4.ta

u$or e.1 h(li)(x) = aie"':'- ~i g(k)(X) "'" hI> cos (b; + ~ + II ~.-)- Fol0sind aceste rczultate in fonnula.(l1),

obtinem

f
l
"'(.) ~ eax {a" co, (ox i~ c) + C;a"-l b co, (0' + C + ~J + 0' co, (ox + c + n ~)}.

d) DaCil I(x} = arctg x, rezulta. X _ tgf. Prio derivare,

1'(x) = __1_ = 1 .", cos! f sau l'(x) "'= cosl sin (f + "2 J' .
1 + Z2 1 + tgS f

Apui prin deri·/area ultimei relapi obtinem

1"'(.) = [ -,inf sin (1+ f) + cosfcos (f+ ;)] 1'(.) - ('(.) co, (2f+ f).
asUel di j"(..1') '"'" /,(..1') sin (2l + .:::.. + .::..) _ I'(x) sin 2 (J + IT) = cos:!1 sin 2 (1 + To).

l 2 2 2j " 2

Derivfnd acenst~ llltirnA rclatic obtinemjll)(x) - -21' (':osl sinl sin 2(1 -; ~)+21' cos21 coo 2(f+ ~) ...
== 2/,cOs1COS3{1 + ;) "'= 2 cos3 lcos 3(1+ ~~).

l'rocedind similar, uLtinem fC"){x) -= (n - 1)[1 cos" f ."ir; 11(/ + 71./2), formula. care se poate
rlernonstra prin metoda induqiei. DacA inlocuirn tn ar:castfi fCl"nH,lii pc j(x) "'= arctgx ~ cosI_
:;0" (I + .1"2)-1/2, obtinem

p")(X) "'" (n - I) 1 (1 + ..1")-"/2 sin n (arct g x + ;:-).
21

17. S{, se demonstreze ca polinoamele lui Legendre p .. (x) = _1_ [(x2 _ 1)'J1o"
2nnl

n=O.l.·.· i

a) verifica ecuatia (I - X2)P~(X) - 2xP~(x) + fI(" + UP,(x) = 0;
L) au toate raclacinile reale cuprinse in intervalul (--I. I),

135
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Facind x = 260, ob!

rezuWI. t" <: 2. (-1~)":
2

24. Sa sc Ca:

,,--<
Prin nrmo,re, V 26~

.-
fix) ~ " + --'-'

11

Rezolvare. Puteq

f onnula lui Taylor!

.,
Dadi impunern ~J.
• E [-,yO,2-i, +~-~

23. Sa se calcl
comisrt.

IR.(,) 11

n ;, ~aca ,mpunem-i

22, Sc ia II =..1
Sa sc det,etmine ~.'..
en 0 precizie· di

Rezolvare. Tre~

'x E (-P, Pl. Deooi

llstfd cii, deoarece ~

·tiei. Prin urmare.

21. Sa se !let
asoeiat functici f(
de~ in interval

':fZolvare, tn ~'oJ
inch If(x) - T.(.r) r~l

~tlccesi·r f(x) ... (t +J

o E (0, I)xl'" [( ')1R~(x) = --- (I + 6!X·)-~-1 sin (2n + 2) arct~ OJ: +_ ,
2n+2 , 2~

unde

[(.t'. - 1)f'Ct'lJ(lO+l) "'" 2n~x (x»)'ll+l) ¢;It (x' - l).f<"Hl{t')+

+ 2C~~1x/(lttl)(K) + 2C;+1jC")(X} ". 2n[xf"+tl(x) ~ C~'lf·)(x)J.

~ cae este echi·....alent eu relatia (x2
- l)P~(x) + 2xP~(.t') - 15(11"'" I)P~(x) _ O.

b} FuD.oPa f(x) =- (x· - 1)00 ~tisface oonditlile teoremei lui R'_lIle pe intervalul C- J, lJ. Pdn
llrm&re......emU cel putin un punet Co E (-1, I), astfeI IncH ('(o.) _ o. Dar f'(x) .. 2,. x(x· _ 1)"-.

fi deoij'(-l) =/,(0) -/,(1) = 0, astfeI eA funotiaj'(x) satisface oonditiile teoremei lui RoUe pentrn
fieoan din intervaJele (- I, 0] ~i [0, IJ. ApIiclnd aoea....U. teoreml, rezuIti'1 di existA C

1
E (_ I, 0)

~I .. e (0, I) "tfel lucit ric,) - 0 ~; ric,) - O. Deoarece 1"( - I) - 1"(0.) _ ric,) ~ r( I) _ 0,
-.e p_te apliea. teorema lui Rolle pentru functia f"(..-) pe fjecare dill iutervalele [-1. ell. [el' Ol.
[0, c:a]. ra:a, I]. Cont:~nnit;lrl rationamentul, deduccm Mt<"-t)(~) ge anu]eazA to punctde ;1> ;., :.. , ;~-l E
e (-1, 1). Deoarece /("-1)( - 1) - /(00-11(;1) ". ... -f ("-1) (;"_1) _ ((II-1) ( I) "'"' 0, ~ poatel aplica

teorcma lui Rolle functiei r lt
-

1J (.t') pe fiecare din intervaleIe [- I, ;1" [~I' ~J, .... [~. -1' I]. Prin
DonAro. cristA eel putin cito un pUllet Xl E (-I, ~l)' x, E (;., ;.J. ... , x" E (;"-1' 1) astlel C'.A.

I
fC·)(#j)'".. 0, i = I, 2, .. ", n. Cum p.(x) = -- fClS}(X), rezu1t.i ca. Xl E ~_I, t). i =- 1, 2, "', N.

• 2~1

alnt rldIcini ale polinOluului P,,(x). Dcoarece grad P,,(x) _ n. rf:zultA ca aceste rArI.icini stut singurele.

ll"olva,~. a) Fie f(x) _ (x· - 1)". x E [-1, IJ. Astfel oA fl")(x) _ 2",., P,,(x). Deoaroce I'(x) _

== 2ft ...(~ - 1)-1. rezulta. (x· - I)f'(x) =- 2,. ... f(~). DerivAm. aoeastA ultima. rola-tie prn! la ordinul
... 11

19. Sa se dezvolte fnnc(ia fix) = e', x E R. dup1 puterile binornului x + I.
R.,olrJ(J,"~. Pentru a ohtine denoltarea. fUQctiei dtfpa. puterile bmo:nlllui yom folo."; formula lui

Taylor pentru x. =0 -I. Deo..rece jik")(x) =;0 e, 'tilt e ~. "i j(IJJ( - 1) _ e- l , dup,,\ formulele (1) ~i (2)
obtinem

e- _ e-1 [1 +~ -;-. ix + 1)1 + ... + lot' + 1)-] + (x -+- .1)>HI e~-l+O(.-1-l'J. 0 e (0, I).
I' 2! "I (11 + 1) I

20. Sa se evalueze eroarea cornisa .in aproxhnarca

1 I 1 Iez 1+-+-+_+ __ .
II 21 31 "I

~8. Sa se serie formula lui \lac Laurin de ordinul 2" + I, pcntru funetia!(x) =
= aretg x, x E R.

Re:oJV4'~. Deoarece p-)(.r) = (" - I)! (I + %1)-..1. sin n (arctgx + i) [ex. 16. d)J, rezult.1 c.1

P-l(O) =- (,. - 1) I sin n!: $i deci, dupA (3). a·....em
2

% xl %6 x'. ;tlll<-'
arctgx = -.- - - + - - -- + .. ,+(-1)" --_ ~" R.(",'),

1 .3 j V 2» + I

ReJ~var~. Scriind reJatia (4) pentru " .,. -'4 $i .t' =0 I. obtbem

• t 3 I
obpnem It <z. -_. e < - = -- . Oed eroarea este mai midi decft 0,02-'_

51 5! "0

e = t + _1_ i. ~ + -..!. + -..!. + ..!... e6, e E (0, f).
11 2 J 3 r i l 51

I
Jhin unnare, eroarea comisA p!"in aproxima.rea fa.cutA eRte f: _ - e6 :;;i deOil.-Tc('e 6 E (0, .1) ~j e <c J.

51
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razel R este d

30. Cn ci
volumul ei 1,

Rezolvare.'

~~3dR
\. R

31. Porr

a) j(x) =

c) Jfx) =

c) fix) ,

32. Sa s

a) j(x) =

28. Sa ~

= f(xo+ hl;
t, = 1 ~l ali

Rezolva".:~

"fll. h) ~ i +i
- 0,131 ~ d/(l

se observA ci l
tiala sa. ,

29. Prin]
eroarea maJl
aproximativl

dA .,
tiva A~11

Rezolvarl. ~

varial;' ariel ~

Eroarea relati"

v
_ 2r.x' +- .

•
A "(x,) ~ 12< ~

stn t : raza cutD

27. Cum'
<:apacitate d

RezolfJll1'e. '

toarea sa, ata~

. 4· ') ... (511 - 1)

3";""4 (tl + 1) r

< 1· 4.. ~1 ... (:ill --- 2J_ .
2 11+1 • 3411 3(lt 1_ I) (

b) lim In(! +- 2x) - sin 2x + 2xll

X-,f) xl

[<)).

7'+1 1·4· 9 (5,. 1) - "':' .' (_7)'"'" - 13' .. V6) ~
(n-j--l)! 5"~1 5,

I 11,(250) I < (!-)'" 1· 4· 9 ... (5)> - I)
15 J41l+3(n + 1) I

i R.(250) I ~

c) lim [x - X'lll (1
x~w

adica

. 1· 4· 9 ... (5,. - 1) 1
Daca unpunem ca .::;;; 0-5, rezulta ca pelltru !J ~ 2 <lJ~:1tl eroarCil CcrutA.2n

+!. 3ill+3(1t + I)!

. 5/- - 7 98 ".
Pnn-urmare, V 250 z T:(250) = 3 -/- -- - -- eu 0 eroare mal 1l1lC;) dCClt 1l)--'.

. .5·3' 51. 3'

25. Sa se ealculeze eu ajutorul formulei lui Taylor unlliloarele limite:

Rezolvare. a) Folosilld formula lui Mao Laurin, obtincIlI

unde Rll{x) -. 0 dud x __ O. Prill nrmare•.'
. ,I 1 + x' - 1 . [1 R,(x) ] 1lUll =llm _+ __ = __ .

x o x 2 x o 2 I x2 2

Rezolvan. ConsidedLm fUllCtia f(x) = X
1

/
5 .;ti folositn formula lui Taylor in pnnttul X

o
= Jl = 243 I

I/(X) ..,. Tn(x) + Ra(x). Pentru a a',ea 0 eroaTe ami IniaL decft 10-5 trebuie sA a'/em IR
n
(250)j !C:[ to-',

"-I
" 1'4'9 ... (5,. - 6) --.-Deoa.rece J ,n)(x) = (_1)11-1 Jr

5'

b} Dupa formula lui ;\lac Laurin a'Fern In(! + 2-,,) =0 2% _ 2xs + __'~ .. );3 i- Ra(x} .;,j sin 2x _

.1
1 _ Rs(x} R~(.r)= 2x - - x

3 + R;(.~}. Tinind seama dL lim -_._ = lim _._._ = 0,
3 x ...... o x 3 ' x---->O x3

1· In(1+2x) -sin 2,. +- 2x.rezulta 1m = 4.
x o x.

o} Deoarece lim [x - x! In ( I + -.!..)] = lim [~ - -..!. In(l + Y)] $i ill acnrd eu (onlll:b lui
3'---->00 t· X 0---->0 Y y. _

1 "II . 1" 1Mae Laurio, In( 1 + y) = Y - - r + 2(Y), obtlllem dL Imlta este _.
. 2 2

26. Sa se determine pUllete!e de extrem pentru urmatoarde fUllctii :

a) fix) = 2x' - x
3 + 3,~x E f- +. +] i b) fix) = 2 cos x + x', X E R.

Rezolvare. a) D~rivab:t /'(.1:) = 12.. ' - 3x ll se anuleaza pentru x = 0 :;;i x = 4-1,.':1. S(~ oiJscna

cJ!. f"(O) = 0 .o;;i j(3)(O) = -6 ::j:. 0 ~i deei x = 0 nu este punet de cxtrcil'. DeOiH('ce x_

- i-I/' ¢ [- ~ , +J. "'ulta eil funelia nu ace n;d nn punet de exteem. O,ig;nea c.<te 1''' u,t

de inflexiune. . . _._~

b) Avem /'(x) = -2 sin x + 2x ~i deci f'(x) = 0 pentru x._ O. Apoi 1"(0) = O. ji3J(O) <::II a $1

p'J(O) - 2, eeea ee implidl fa.ptul cJ. x = 0 este un punet de minim penuu fUJlctia data.



Rezolvare. Deoarece Id. I~ 0,o, em este mi. in compar~q:ie en x, rezulta ea putem a;lroxima.

v.,.ialia ariei 6,1 prin dilerenti• l• dA. Deoarece .1- "X', "emlt:, dA ~:::: ,jx ,i ded IdA! <;0,41 em'
"l 2

Eronrca relativ~ este~ _ ~ dx _ 0,019-4, ia.r eroarea proccnhw,la esll' 1,9-1%.

A •
30. en cc eroare rdativa se poate masura raza R a unci ::Jere, dac;l se cere ca

volUlTIul ei sa fie dcterminat eu exactitate de 1~!~l ?
Rezolvare. Volumul sferei este V _ -4'JtJlS/3, asHe1 ca dV = 47tR

2
dR. Eroarea relativ<\ este

d V dR. dR I dV 1 I I_ = 3 _. Pnn urman,,-, . - - -. Dcci l'roarca relativa in m1'isurarea.

,'R II 3 V 3 \00 300

27. Cum trebuie dimensionata 0 cutie cilindridi de conserve pentru ca la 0

<:apacitate data sa se Intrebuinteze minimum de material pentru construct
ia

ei 1·
Rezclvaf'e. Fie V _ oonst volumul 8utiei. Dacl1 noti\m prin x ram cutiei cilindrice ~i prin y genem...

. Vtoarea sa, atunel V _ 'Ex'y. de uode , _ __ Aria. total:\. a cilindrului este A (x) = 21tx
l

+ 'ltxy_
('It'X1j

_ 2r.:x
2
+ .!.:... Avem A'(x) _ (1'1t

S
' _ V)/x' ~i aceasta sc antllcaza pcntru X o = l~)l/a. Deoarece

x . 41t

A"(,,) _ 12"» 0, <exult!>. cA _, este un punet de minim pcntru A (x). Prin ",m"C, dimeosiuoile cutiei

slnt : raza. cutiei Jr. -l~)l/l ¢Ii tnli.1timea ,...... ~.
-tTI TtXu

28, Sa se calculeze pentru functia f(x) = ,,' - 2x + 1 varia\ia Af(xo' h) =
= f(x

o
+ h) _ f(x

o
) ~i diferentiala df(xn, h) ~i se, so compare aceste valori dadi

" = 1 ~i a) h = I i b) h = 0, I I c) II = 0, 01. •
Rezolt:a

re
. Avem llf(x.,") _ t3x~ _ 2)b + 3x,h1 + 11 3 ~i dj(xo• 11) = (3x~ - 2)h, astfel cl

M(I,h)~h+3h'+h' ~ dj(I,.)_A.Apoi: _16f([; l)~~~idf(l; l)~I;L)6f(liO.[)
_ 0,131 ~i df(li 0,1) _ 0,11 0) 6f(11 0,01) - 0,01030 I ~i df( I; 0,0 1) ~ 0,0 l. Compariod rexnltatele,
se observa cA pentru vrinaiii mid ale argumentului se poate aprpxim<L variat

ia
funct

iei
prin diferen-

~iala sa.29. Prin masurarea directa s-a gasit ca diamctrul unui cere estc x = 5,2 cm,
eroarea maxima fiind mai mica declt 0,05 em. Sa se gaseaseit eroarca maxima
aproximativa comisa In evaluarea ariei A a aeestui cere. Set se anc eroarca rcla-

. "d.4 . I" dA' 10tt va __ ~1 cea procentua a --' O.
A A

razei R este dfC':
I

300

8.1.2. Problerwe propuse sprc rezol\'are

31. Pornincl de Ia definitie, si, se calcukze dcrinta r (.\0) pentl'u :

a) fix) = VSx + I. Xo = :>; b) f(x) = In (x' + 5x), Xc = 1

c) ffx) = sin (lx':t- I), Xo = 2 I d) [(x) = tg x, x, cO : •

32. Sa se calculeze derivatele laterale ale funct ici .f(x) in punetul X
o pentru:

a) f(x) = e1x-ll, Xo = lIb) f(x) = I x I, Xo = 0 ;

IX2COS!.., x> O. \Sin x:" x < o. l
c) .f(x) = I' d) ffx) =, . X

o
= 0, '

l -x, x .; 0, "0 = 0 I arc\b .', x ;;, 0, 't
139 i$

\x
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33. Sa se cercetezc elerivabititatea functiilar:

43. Sa se arat

c) arcsin ,+

38. sa se dete
(x) = yx + 1. x;>:
.x = a ~i x = 3.,~

39. Utilizind t"4

a) I sin b - sin a.1
-:1

40. Sa se de~
x

. • t
a) tg x > x +:1

.,

i
a) fIx) = In x, 'j

b) I(x) = Il~"
-.~

42. So. se deni

a) arcsin VI"

c) arcsin x > x'~

e) sin.' > x-l
~~

41. Sa se dete1
functiilor :

(
1)", g(x) , 1 +-;'

tincte ~atre inlin

44. Aplicind I
pentru functia II
pendent de val~

45. Sa se cak
care admite deri

a) h(x) = xs

b) arctgx+a:

"-I
4

pe [a, 2].

3")1 1 IT,-- • X I >-,
4 1

1 x0) f(.x) = ~ etg--
2 2

I) ((x) = 2z" I

ISin3 x sibn x.
el) jlx) =

, l "[ (3X sign x +

{

In IX2 + 3x). a < x < I
a) fix) = 5

4" Ix -- I) + 2 In 2, x ;> I

c) fix) = lin x - I Lx> a ;

e) fix) = J cos' x I, a < x <: 1t ; f) fix) = max [I 1 - x I, 3 I x I], x eo R ;

f2T~' X < I,

h) f(') = I 0, x = I,

In (x' - 2x+2)" > 1,

g) fix) = min (x' + 3x, x), X eo R ;

35. Folasinel regulilc eleeleri\'arc, sa se calculeze derintele urm"toarelar func!!i :

a)!lx)=V,'-l; b) f(x) =VI +Vx'; c)f(x)=e'i"~;
*' + 1

d) fix) ~ 2'''"'; e) j(x) ~ ,x' - lIn ~-=-.I; f) jlx) = arccos :-- I
x Xl + 1 yx

) x a - 2xg fix) = arctg , ; h) j(x) = arcctg , , a > a I
1+v 1 - xll 2 yax-xS

34. Sa se determine caeficientii a, b eo R. astfel incH functia

fl~) _- (In' x. a < x <;; e, "f' ,. . b'l" ,
oN sa Ie uenva 1 a pcntru Orlce x> o.

ax + b, x> c.

i) j(x) = x'; j) fix) = x"; k) fix) = x'" ;

m) fix) = arctg (tg'x); n) fIx) = (I + x./x;

1 x 2 1 + 2 tJ{~--ctg'-; p)f(x)=x-rarctg , .
6 2 ,,3 ,rJ

36. Sa se studieze aplicabilitatea tearemei lui Rolle pentru urmiitaarelc funqll :

Jcasx, x eo [0,.2:.] ,
a) fIx) = I' ' ", 4", pe [0, ~ ] ; b) fIx) = J x - I is.

SIn x~ x E (-:;-, "2]
37. Sa se discute, dup" valarile parametrulni In. raelacinile reale ale ecuatiilar:

a) x· - x - In x + In = 0, x> 0; b) 2mx' + x. - '1m = 0, x eo R.





[0, 1].

·46. Sa se arate di:

a) f(x) = (x + yx2
- I)" vetrfica ecuatia (x2 - Ily" + xy' _ ,,2 Y = 0 j

b) f(xl =.j Cl~ verifica ecuatia y" +)' = 3)5 ;
cos 2x .

c) f(x) = e-' cos x verifica ecuatia ;(4) + 4y = 0;

d) f(x) = C,e-' + C,e-", C, ~i C, fiind constante arbitrare, verifica ecuatia
J''' + 3y' + 2y = O.

e) Se poate determina a ~i b astfel ca functiaf(x) = (ax + b)e2' Sa verifice ecu
atia y(4) ~ 2y l31 + 2y' _ Y = 9x e2z ?

47. Sa se demon~trezedipolinoameleluiCebl~evp.(x) = _1_ COS (,.,arccos x).
a--I

" E N, verifid ecuatia (I - x 2)P;(x) - xP~(x) + ,,'p.(x) = O.

48. Sa se ,cillculeze derivatele de ordinul n pentm unnatoarele functii :

a) f(x) = eoxe" I b) f(x) = In (ax + b); c) f(x) - (x' _ 3x + 2) -1 ;

d) f(x) = cos' x; e) f(x) =[ tn x i f) f(x) = -11 ,; g) f(x) = x.e-2 ' ;
x -x

h) f(x) = sin' x + cos' x.

49. Sa s~ scrie formula lui Mac Laurin de ordinul" pentm functia j(x) = J a + x.
x> -a, a> O.

50. Sa se dezvolte polinomul f(x) = x' - 2x2 + 3x + 5 dupa puterile intregi
binomului x - 2.

51. 0 coarda grea, suspendata, sub acjiunea greutatii sale ia forma lanti~o
mluiy -ach':'. Sa s~arate ca, pentru Ix) mic, forma acestci coarde este dataa

aproximativ prin ecuatia parabolei y ~_ a + : .
52. Sa se evalueze eroarea comiSrl in urmatoarele aproximari :

.' 1 J-- xx'a) sin x "'·,·x - -, i x J < -; b) I + x '" I + , X E
6 ~ 2 8

53. Sa se determine" E N, astiel ca polinomul Taylor Ta(x). In Xo = 0, asocia t
functieif(x) = e", x E R. sa 0 aproximezc In intervalul [-I, IJ cn trei zecimale
exacte.

54. Se presupune ca In formula lui .\lac Laurin pentm functia f(x) = cos x,
X E R, ,,= 5. Sa se detennine un interval de forma [-P, Pl, pe care T,(x) Sa
aproximeze functia cu 0 precizie de 0,00005.

55. Sa se calculeze cu aproximatie ~i sa se evalueze apoi eroarea comisa, pentm

a) ':130; b) ~;e; c) Je; d) In (1,2); e) J250; f) arcsin 0,45.

56. Sa se arate ca in dezvoltarea lui Mac Laurin a functiei j(x) = e", x E R.
restul R a ('>:) este inferior lui x0+

1

., ,pentm x> o. Sa se deducii apoi valoarea lui e2
(n + 1) I .

ell trei zecimale exacte.
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57. Sa se a

= In (I + x) ~

sa se calculeze
58. Sa se ca1i

sin x""';;
a) lim----,

x-+a x -

d) lim co,"
x-+O i:

59. Sa se del
"

a) j(x):= {~

c) j(x) = ClIj
60. Sa se !oJ
61. Sa se ci
62. lntr-o ej

avind baza un"
63. Sa se CI

. de grosime da~

minimum de n:
64. Cu cltCl

65. Un reze
8,2 m. Ce volu!
15 em?

66. Sa se al

diametrul extl

67. lntr-un
Cu cit varia~

a) raza R,J
b) unghiul

Derivate patj
fie (x~, Yo) Ull p!
in raport cn~



57. Sa se arate ca restul R.(x) In formula lui Mac Laurin pentru functia fix) =

)
, d 1 . f' l' l.j'+1 1= In (1 + x este, m mo u . m enor UI i pentru - < x < o.(" + 1)( 1 + .)'+1

Sa se calculeze In (0, 9) cu cinci zecimale exacte.
"58. Sa se caleuleze, cu ajutorul formulei lui Taylor, urmatoarele limite:

c) lim _t."g.c'_---,-=,..:in:...:..
x ......o x'

f) lim~-I.
x.....o ~

b) lim e"sin.-.(I+.)

x ......o X
S

{

IO •

a) f(x):= "3 .' + I'

In (x + e - 3),

59. Sa sedetermine punetele de extrem pentru urmatoarele fnnetii :

II sin x I. " e [0. 32~] i

x ~ 3,
b) fix) = l~ (x - 2,,)'. '" e {~; 2,,];

. cosx-e-""jl
d) hm • ;

x....o x

a) lim siitz - sin a ;
x_a x - a

c) fix) = cos x e"n", x e R.
60. Sa se lnserie lntr-o sfera de raza R un con. avlnd aria laterala maxima.

61. Sa se eireumserie unei sfere un con. avind volumul minim.
62. lntr-o emisfera de raza R sa se inserie un paralelipiped de volum maxim,

avind baza un patrat.
63. Sa se eonstruiasca un vas eilindric deschis deasupra. cu peretii ~i fundul

de grosime data l ,i de capacitate data V = "a', astfe! incit sa so intrebuinteze

minimum de materiaL
64. Cu elt ere,te aria unui cere eu raza R = 98,5 m. daca raza sa cr~te cu 0.1 m ?
65. Un rezervor cilindric eu raza de 2,7 m contine lichid plna la inaltimea de

8,2 m. Ce volum de liehid trebuie seos pentru ea nivelul liehidului sa coboare eu

15 em?

66. Sa se ane volumul unei sfere, al earei perete are grosimea de ~ em; avind

diametrul exterior de 10 em.
67. lntr-un sector circular avem R = 100 em ,i unghiul la eentru '" = 60'.

eu cit variaza aria acestui sector, dadi :

a) raza R se mare,te cu 1 em ?
b) unghiul '" se miqoreaza eu 30'?

8.2. Functii de mai multe variabile reale

D,erivate parliate. Diferentia1e. Fie}: A C R3 -+ R 0 func-tie rea.l1 de douli. vambile reale ~
fie (xl» Yo) U'R punet interior multiInii A. Functia f(x, y) are in punctul (o~•• J.) derivatd partialA.

in report eu variabila x (respectiv Y), daca. exisia :

e' lim fl', Y.) - f(••. Y.) • (lim fl'" y) - f(·•. Yo) )

x-+x, x-~ y-~ Y-h



E:xtr~mc loc21e;

Xo = (x~, "';' " xi
veciniHate V a luq
este pu nct de maxiij

Dae! functia.~
punctului statiooa"
pA.tratica in cre~erD

negati'l defiJlitA (ca~
poziti'/_e !?i ·talon rMJ

Daca. se not~,

Se nume~te roto~

10

• ~ I, 2 , p,o'
D, > 0, , D,,~

D1 > 0, ])3 < O. ~

In ca.l'.ul uncifi

doi continue in ~
to = t;. (Zo) Yo), ~&~I
~ f;(x" y,) ~ 0 ~

c) dad 1;(xo. Y'~
pentru J. ~

Fie func~ia Ij
gmd f ~ U;, f~ r~

Sa considetlJi

functii1e salam'~

dbergenta vect~

i

atunci aceasta. se m
Daci exist! del:

Derivata dupll 01

~i I (cos IX, OOS~) COS'
~ are vectorul directl

A
Teorema Jui EPl

neee98.r~ ~i sufieieJltl.

(I)

(2)

(3)

(i)

"" x~) + ... +

(dX)"-ldy +

1 0+ - df(x,.
1 !

.. , X~)

.•, irf
-"-.- dx(dy)II-1+ c: - (dy)" .
(}xoyll-l oy"

(
.. a )'"' o"f o"fd'f ~ .!... dx + - dy f = - (dx)" + c~ _~_

ex cy axil ax~-lcy

(rite-riul lui Schwarz. Daca functia f are derivate partiale mixte de onlinul al doilea f;;' ~if;i

Intr-o veciniHate a punctului (xu, Yo) E A ~i dadi.!;; ~;iJ;; sint continue in (.1'0' Yo), atunei f~;(xo, Yo)-=
- 1;;(..1'0' Yo)'

Diferentiala de otdinul n a (unetiei J este
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,i aoeasta este Cinitii; limita fusl~ se nunle~te derivata partialA. in rapart ell x (respectiv y) a funetic.

lex, y) In pUDctul (xo• Yo) ~i se noteazi\ f;{xo• Yo) sau ~f (xo• Yo) [respectiv f~(xo. Yo) san af (,¥"o. Yo) I.
ox oy

Functia f(x, y) este diferentiabilA in punctul (xo• Yo) E A, daca variatia sa D"J(xo' Yo; h, k) =

- /(xo + h, Yo + k) - l(xo' Yo) poate fi sensA. sub forma 6.1(xo, Yo; h, k) = (At(xo• y,) -+ 01(X
O

' yo;

II. kJ]h + [Aa{xo• Yo) + G 3 (.1"O' yo; h, k)]k, unde Aa(xO' Yo). (L = 1, 2, slot dona numere reale, iar
o«(xo• Yll; h, k) satisface conditia lim O"a{xO' Yo; h, k) = 0, Ct: = 1, 2.

(fl, k) ..... (O. 0)
Diferentiala functiei fare expresia df = f;dx + f;dy.

Derivate par:tiale ~i diferentiale de ordin superior. Daca existA. dt?rivatele partiale ale functiiJor
f; ~i J;, ele ,e nurne,c deci".!e pacliale de ""linul al doilea ,i ,e notea,ii .,tlel ,

f .. - (f')·-.'!... (af) _ iNx· - ,. x- . -,
dX ,ax oxS

.. .. +c:-J
\

Functii compuse. Derivate partiale ~i diferenfiale. Fie A C RP ~i Be R"'. DacA 11
1

(Xl' :rz' . X /,), ••• ,

•••• um(x1• X! • •• ". x,,) sint m functii reale de p 'jariabile, definite pc multimca A, diferentiatJile in

punetul xo(xf, x~, "" x~) asHel inch (u~. u~, ... , u~) E lJ, u~=udx~, xg . ... , x~), i = 1, 2, ... , ».!,

$i dacii functia 9 : B - R, <p(~, us' .. '. u l7l ) este ofunqie rea Hi de tn variaLile, difcfcntiabila in

punctul (u~. ui, .. '. !t~), atunci functia compusa 1(.1't , x2 ' , x p ) = ?(Ut(Xt , .1'2' •• ", X
p

).

U2(Xv X a• ... , ..1' p ), ,. '. Um(X l • X 2, •.• , X p )) este difercntiabila in (:~i, xg, ."., x~J E ,4 ~i deri·,atele
sale partiale in raport en variabiIele x J, j i= I, 2, ... ) p, se calculcazc1 dupa legea

Formula lui Taylor. Presupunem ci'i. functia f; A C RP __ R are derivate partiale continue
pin! la ordinul 11+ 1 inclusiv, in domeniul A C RP. Dad'i. (xr, .1'~, , .. , x~) ~i (xr +- ht, xg + !If/.'

....• x~ + lip) s1nt doua puncte din A, ce pot fi unite printr-un segment de dreaptii complet incius
In A. atunci are toe formula lui Taylor

unde toote diferentialele slut calculate pentru cre~teri1e ht, h2 , ••• , h p ale variabilelor indepcndente.
FUDctii omogene. Futlctia f: A CRP --+ R se nume~te omogena de graduI n, daea pentru orice

t 1!: Rare Ioc relatia



eondi.~iile

conditiile

,

i
i

Teorema lui Euler. Dad functia f admite derivate partiale continue in A, atunei 0 conditie

neeesam ~i sufioienti pentrD ca f sa. fie oml!lgena de gradul 1l este ca

Xl' f; + %2 I; + ... + X p ' h = nf. (5)., .
Del'ivata dupa 0 direcfie. Fie functiaJ: A C R3 ........ R, fie Mo(xo' Yo- to) un pund interior multimil A

~i I (cos Qt, oos 13, cosy) 0 directie d...tA. Fie M(x, y, z) nn punet oareC<1,re al dreptei (d) care trcce prin M r,

l'i are vectornl director 1. DacA exist1\ ~i e5te fiuita limita

df (Mol = lim fix. y. z~o, Yo. zo)

dl .11 ...... ;\18 IMoM I

atunc.i aceasta. se ol1me.c;.te derivata funetiei f dup1\, directia I.

Dncl exist~ derivatele f;, J; .,i f; .,i ac:estea sint continue, atund

(6)

Extrc-mc localt' pentru fUllcfii de mai multe variabile reale. Fie fuperia f: A C RJI' - R ~i

X
o

= {;t;~, ;rg, .. , xZl un punet di.A. Functiajaee minim local in punctnl xodadi exist~ 0 intreag~

vecinatate F a lui Xo astfel indt f(x) ~ /(xo) pentru Deice x = (Xl' x 2 , ."., X p ) E F" Pnnctnl x"

("sit" PU[)ct de maxim local pentru functia. f rlaea fix) ~ f(xo) pentru orice x E V.

DacA functia j art." derivate partiale continue pinA la ordinul doi inclusiv, intr-o vecill[ilate a

punetului stationar' Xo = (xt x~, .. ". x;l. atunci a) dac~ d2j(xO) este pozitiv dcfinita. (en forma

patraticA in cre~terile argumentelor), punctul Xo este UI1 punet de minim pentru j; b) dacii d2
j(xO) este

negatb defillitA (ea forma patratic~), Xe esfe un punet de maxim pentru j; c) daca d~f("o) iii. l;'i valori

poziti""c $i ',alori negative, Xo nu este punet de extrcm.

k = I, 2, .. " p, atunci conditia. ca XI sa. fie punet de minim este echivalenta eu
D

t
> O. "J D..,,> 0,; conditia ca Xo sA. fie punet de maxim este eeliivalenHi ell

D 1 > 0, ])a < 0, 1)4 > 0, .. ,
In cazul llnei fUlIctiij = !(x, y) de dOlla variabile, presupuse a avea derivatele partiale de ordinu1

doi continue in A C R'I, a) daca j~(xo' )'0) = J~(xo, Yo) = 0 !,'ii "1 = l;.{xo, Yo) > 0, rolo - s5 > 0,

to = /~. (Xl'!' )'0)' So = j;~(xo' Yo), punctul (xo• Yo) realizeazA un minim pentru j; b) dad J;(xo, Yo) =

= j~(xo, Yo) = 0 ;;i 1"0 < 0, roto - s~ > 0, pUIlftul (xo' Yo) realizeazA un maxim p€'!Jtru J:
c) dac~ f;(xo• )'0) = j~(xo' )'0) = 0 ~i roto - s~ < 0, pnnctu1 (xo, Yo) nn este punet de extrem

pentru j. .
Fie functia f: A C R3 --+ R presupusa difercntiabilA in A. AsocieOl funqiei scalare j "Jcctorul

grad j = U;, j~. j;l numit gradicn{ul fnuetiei j in punctul (x, y, z).

Sa considerflm acum fUIlctia vectoriaJa v(x, y, z) = (vt(.x, y, z), v2 (x, y. z), va(x, y, z)), unde.

funqiile scalare ".(x, y, z), i = 1, 2, 3: sint presupuse diferentiabile pe multimea A. Se nume~fe,

di-tergenta vectorului v scalarul

cv, CV~ cv,
di", v = -- "j- -- + - .

Ex cy CZ

Se numef,'ite rotol"ul vectorului v vcctorul

I

l k \a .l!... a = l eVa _ i't'z ) i + ( OV\ eva) • (CV, _ ~;) k.rot \'
ay az ay " J

-- H·
a. az a. } a.
", IJ: IJ~
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;(0. 0)1
Acest exemplu ne' 'J
ordinul nun in raPt
• 3. I>ornind ~
diferentiabila I~

Rezolvare. Calt1,
M(I, I,'

~i, evident, lim:i
(h.k) ...(~

rentiabiU\ in pun~

~
4. Sa se a1

~..'~

tuua ~i admitej
punet. 1

ReZt91vare·1

este continu1l. In _~

/1
,j
~

Presupun~m :~

,~

nnde lim aJ
(11, k)...{O, 0) ,

'Jj

Deoarece

Apoi

2. Sa se arat,

In origine. dar'~
•

Rezolvare. c4
.~,

I

" - I

sin 2:.. x - 1
2

I

2

. ."sm x - stn -
lim -I {2n---"-- - 2" J

x- 4 x - 4"

sin..2. x - 1
2

y -
4

elim
.~I

I I

.fl+ii--"$ I
y - 1 - - 2,/£ •

eO ..,... eO
/;(1. 0) ~ lim -- ~ O.

u.....o y

n
y-

4

• . T.
smy - 5111-

~ ../2 lim -I

2 n
Y-'4

f;'l11{ 1, I} = lim
u~1

sin 2. x - sin ..:: sin':::" (x - 1) cos 2:.. (x + I).
2 2 = 2elim __4.:- ..,.-..:.4 0 J

x-I ~1 x-I
= elim

x-I

Sill~X

/;(1,2'-)= lim e -e
2 x-+l x-I

•

,.(" n) I'I, - - = 1m
II 4 • 4 1t

u~
·1

b) Procedind ca mai sus, obtinem

8.2.1. Probleme rezolvate

1. Pornind cie la definitie, sa se cakuleze:

U)!;(;. 0) ~if;(:, :). dadi/(x, -:')= jsin2x+sin2y;

blj;(J, ~) ~if;(1. 0), dadj(x,)) = e"""';

c) j;.(l. I), dad f(x. J) = j x' + J 2 ;

d) j;~(I. 1) ,i;;~(I. 1), dad\j(x. y) = xy In x. x # O.

Rezolvare. a) In baza definitiei avem

J(x. 0) - J (.2:. 0)
/;(~: 0)= lim ' -I

i" l't" 7':
%-+- x--

4 oj

c) Avent /;~(I. 1)= (f;)~(I. I) = lim /;(1. y) - /;(1. I) . Dar
y_l y - 1

. . ";x' +Y' - VI +y'. x' - I
fAI,y) =hm = hm

x_I x - I HI (x - IH';" + y' + ';1 + y')

I
;;i similar f~( I, 1) = .../f . Prio urmare,





ega.litatea precedenta prin trecere 1a limitA., sA avem lim ~ = 0, ceea. ce nu se poate.
(h, k)_(O, 0) hi + Je8

hk m
ueoareCc lim --~ ~ --- =1= 0 pentru In =F o.

11 ..... 0 h 2 + k~ I + m2

k-mli

5. Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul unu pentru urmHoarele functii I

a) f(x. y) = ~E-"'; b) fix, y) = (x' +)') arctg ~, y '" I) :
y

c) fix, y, zJ = ex.... sin' z; aJ fix, y, z) = In xVy'z', x> 0, y> 0, z> 0.

Rezolvare. a) PAstrind y fixat. obpnem f; ""'" e%-'~; p.1strfnd ;f tixat) obtinem f; = -1.yo--.I.

b) Procedind similar, obpnem

j
' x • x
z = 2x arc tg- + Y .:si /., = 2y arctg- - x.

y y

c) f; = 2x sin' z e·2H2 ; .t; = 2y sin' z e.:l'IH~ ; f; = 2 ilin z COli z e-'H"\

d) Putem sene f{x. y. z) = y In x + z lny + x In z, astfel cl

,y f.' z., ;Itlz=-+lnz. .• =lnx+-!pfz=lny+-.
x y ,

6, Sa se calculeze variatia totaHl ~i diferentiala totala in p'unctal (l, 2) a func
tiei j(x, 'y) = x'y. Sa se compare acestea pentru; a) h = I, It, = 2; b) h = 0,1,
II = 0,2 ; c) h ~ 0,01, k = 0,01.

Rezolvare. Variatia totala a funcp.ei este df(I, 2·; la, k) "'"" -1h + Ie + 2h l + 2hk + h!k, iar dife-.
,cntiaia sa este dj(l, Z; h, k) - 4h + k, Apoi: a) t.j = Ii ~i dj = 6; b) 1>.j _ O,66Z ~i dj ~ ~,6J

c) t!J.f = 0,050101 .:si df = 0,05. Se observa. ca pentru variatii mici ale argomentelor se poate
&proxima variatia functiei prin diferenpala sa totata.

7. Sa se calculeze valoarea aproximotiva pentru 1,023 ,01,

Re:lolvare. Consideram functia f(x, y) c:;~' ~ aleg&a1 ;r .. 1, y""" 3 P h = 8,02, Ie := a.el. D&
oarece variatii1e argumentelor slnt miti. putem aproxima varia-pa. fUDCpei f prin d.iferell:~i&la sa I

M(I, 3 ; O,OZ ; 0,01) '" dj( 1,3 ; O,OZ ; 0,01) = yx'-lh + x' In x 'k = 3·1, O,OZ + Hn 1·0,01 _ 0,06.

Prin unnare, f( I + 0.02; 3 + 0.0 I) = 1,028 ,0l ~ 1 + 0,06 = 1,06.

8. Sa se arate ca derivatele partiale de ordinal doi mixte ale f\luctici fix, y) ~

- {Y'ln(l + y'x'),y ,.0, • t t' ... - t 'f" (0 0) j,"( )=, _ uu sm con mue m ongme ~l to U~l x, , =,. 0, 0 .

o ,y - 0,

, V----;; V----;;Rezolvare. Deoarece In ex < ex pentru r;t >' I, rezulti ca () <l 2yt In 1 + r ~ 2yl 1 + r
.:si deoarece lim 2yJx3 + y. ::= O. rezultlL c.1 lil1ll f(x, y) t<af(xO' 0) "i dMi. fuuc:tia. estc

(r, y)-o.(x,,, 0) (x. y)-(x..O) ,

continua In tot plannI. Funcpa admite derivatele partia.le

, { Zy"x , y l' 0, /Z,.ln (I + ... ) _ _U'y , y,.O,
j;(., y) ~ x' + y' ~ f.(x, y) = 1 y" • xl + ,.

o " y _ 0, 8 y _ 0,

$i acestea, se observa., ca slnt continue t. tot plannl.
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•

l){"ri"tatele pal:

J~

f~'T(X, y) =f~~(x.Yiv,
oOarccc lim --,

x.... u (x
t +'

u=mr

9. Sa se call

a) j(x, y) ~,

Rezolvarl. a) ~
ea admite diferenfij

- 5in ydy). i AplJi~

i! ....., (2) ",i

+ -" dy ) J=~
CY ..

b) Avem f; ....
c= I~: = 0 ~i /~~ ~

+ Z.dydz +ZyctJ

10, Sa se c~

fix, y) = e'''~

Rezolul;rl. P~

~ a"b ll -
k/. kEN:

dOf = [.

1!.sase4
~~ c'J +~

~ ex2 a;
HezolvaTt. /~~

$e vede a8~le~ ;~
"J

I,)f~--;
~ -.¥:

I'rill urmare, u~

.~

12. Sa se~

(iile;

a) j(u, v)"j

Rezoloarf. F'~

serle sub fon:aa.;:;



Deri"/atclc partiale mixtc siut

{

ix'y
y "" O. y. "" O.

~i f~~(x. y) = (X
2 + yll)~

Y = 0, ao . y = 0,

.f~~(x, y) = f~~{x) y). Se obsem c11. aceste derivate Pa.rt:ia1e mixte nu sint continue in origine. do-

4x3y 1m
oarccc lim = =f. ° pentru m =1= O.

:t"--IJ (x' -+- yfl)l!: (1 -+- m2ra •
!/=mx

9, S:' se calculeze diferentlalde de ordinul Intli ~i al doilea pentru (unctiile :

a) j(x, ») = eX COS); b) j(x. ), z) = ,~yz.

d
' 'd' 'j" 2(,' - y')
m motive e slml'ltne w~ =

(Xi + y2)3
, 2, ,,2(Y' -x'j ,

Rezolvarr. a) A'/<,m fx = ---, Ix. = ~1
x2 + ).2 (x2 + y2)2

5e verle astfe} c;\ i::::.j = O.

RezolvQt'e. a) Deoarece functia admite derivate partiaJ,e de orlce ardin. contillue' In tot planul.

ea ad mite diferentia.le de oriee ordin. Dar f~ = e:Z eosy !pif; :0= _.s sin ". a-tfel cA. dJ = eS(cos y dx -

_ siny.dy). j ApGi f~: = e'1' cosy. (~= _e1" sin y $i J;; -= -e;l cosy. astfcl ca. ct-f = ( :x dx +

+ ..i'- d;J(') j ~ j~;(dx)' + 2r:, dxdy + j~~(dy)' - eX [cos y(dx)' - 2 siA y dxdy - cos y(dy)'J,
cy

b) Avern f; = yz, J; =:n $i J; = xy, astfel cA. df """ yzdJt + x"dy + Jtydr. Deoare8e f;; = I~: -

0= I;; = 0 ~i I~~ = z,' I;;' = x. I;~ = y. rezult~ dfl.j = I~ dx + _.!.. dy + ..!- dI}(~ Is::> 2z dxdy +,ox oy ,1
+ 2x dydz + 2y dxdz.

10, Sa se calculeze derivatde partiale ~i diferentiala de ordinul n pentru functia

!(,Y. y) = ellZ+
OU •

a'j ../
Rezolvare. Putem !;crie f(x. ,,) = euxe/Jy. astfel ell. -- _aJ:eS%e&' fi .kbn-l"eU.lebJ' "'"ox. ax·o,-·

c= aTcbll-kj, k E s. Inlocuind in formula (1). avem

d 41 ~.:: [an(dx)/l. + C~an-lb '(dx)n-1dy + ... + C;bn(dy)"]J = e/lrUW(a dx + b dy)n.

11. Sa se arate ca functia J(x. )) verifica ecuatia lui Laplace !¥ = O. unde

:v'~ 0'/ + c'/ , ~tiind ca: a) j(x, ») = In(x' + )'); b) fix. y) = aretg2'-,
ex2 iJyS . x

j
' y /' x_, 1 j" 2xy j" 2xy

IJ.) = _ --~,- , asHe di ;1:" = 111 1/' = -
X x:! ...1_)'2 - 11 x2 + ).2 (x2 + .yll)2 (xll --r y2}2

!'rin urman:. ~j = o.

12. S1l se calculeze .'!!.- . stiind d f = J(u. v) ~i u = U(X), V = v(xl. pentru fune-
dx •

tiile:
a) f('" v) = ,,' ; b) .i(". v) = Ju' + v'; c) j(u, v) = arctg ~ .•
RezoJooye. Folosim regula de derivare a fUllctiilor compuse (2). care pe.trw OlUUl d.e fatll se

serle sub forma
dj OJ dx Of d.
-~---+--,
dx au dx av dx



astfel eli

-=. ~
-1,
il
-j

16. Sa se 1
~ ~i Yadmit d!

Rezolvare. I~i
_ ~(u(" y)) +~

J

,
Folosind aceste re~,

j;.-y (,j~

Similar obtini
,

tnlocuind aceste ~
-"j

J~
'll
1

j " - ~r.'.i
z, - v~:.~

Procediod ~

1
li'entru caiculul ~
.,i t;, ~stfel cA, ~

deci

Pcntru calculu1;
pure sub forma (8),;

!
!

tiilor compuse sub J

(S)

se calculeze f; ~i j~ pentru functiile:
v) = In (u2 + v), unde u = eH

" ~i v = x2 + Y J

v) = arctg'!: .runde u = x sin) ~i v = x cosy.
v -

Rezolvare. In acest caz regula (2) de derivare a funcliilor cOlllpuse se scrie

aj aj au aj av oj oj au oj oV-=--+--, -~--+--.ox 014 ax av ax oy au oy ow oy
, 214 t' 1 .' + I ,

a) Deoareee f. - --, J(J = --- ~l U x = eX " Vx = 2x, dupi1 (8) rezultl
ul+v ull+v

01 ::=:,~ c"'+lI' + __1_ 2x = __2_ (ul + z).
i;x u 2 + V u 2 + V u ll + II •

Rezolvare. a) Pentru calculul derivateloT partiale f; ~i f; introduccm· functia u(x, y) .= Z ~i
,

.. UI)-l/l{UU' 4- vu').

c) dj _ (u' + v')-'(vu' _ uv').
<Ix

13. Sa
a) j(II,

b) j(II,

a) Deoarece f~ - pull-I ¢ f; - u" In u, rezulta eli df = vu.-1U' + u.ln 14 ·v'. Se redescopera a,.tfel
<Ix

'.rmula de derivate 'a expresiei (u(x»t'{e) de la functii de 0 variabill realA.

b) In acest eaz f~ - u(ull + VIl)-I/Il ~i f; .", v(u8 + v'l)-I/z, astfe} cA dupA (V) objinem :}L = (ul +
• <Ix

i1 v. u 1 ( . . ) 0 aj I- ~ --- smy - --- cosy = - cosy smy _ smy cosy s::::I , __ •

ox ul+VI U ll +V2 x ay

14. S" sc arate di functiile urmatoare verifidi ecuatiile indicate:

a) j(x, y) = 'P(~) verifica ecua(ia xj; + )j~ = 0 ;

b) fix. y, z) = <pixy. x2+ y2 - Z2) vcrifidi ecuatiaxzj; - yzf~ + (x2 _ y2)j; O.

xzl; - yzj; + (Xl - yt)f; = xz{yq:;~ + 2xq:;~) - yz(x<p~ + 2ylp;) _ 2z(xl _ yJ)lp; = o.

15. Fiej =j(II, v), unde II = xy ~i v =..::.. Sa se calculezeJ~;,j~~~ij~;.
y

Apoi u~ = 2ye"'H" = 2yu ~i v; = 1, astfel cfi, dupa (8),

01 2u } 1
- ~-- ·2yu +-- ~ -- (4u'y + I).
oy u2 + V 1-(2 + V u 2 + V

, V " U • •• • . •
b) A'Tem II' = --. J(J = - ---, U z = Sln y, Vz = cosy. 11

11
= X cosr ~1 till = - X Sltl y.

·u2
+VS u2 +V2
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folosim legca de derivare a functiilor campuse. AsHe] I(x, y) = ll(u(x, y») ~i

j~ _ d~ . ~u ~ ~' (_ ~) . j~ ~ d\' . ou ~ ...1- '!".
du (IX x~ du by x

.,' 1.' y. y , 0Prin urmare, XJ z + Y If = - - q:; + - q:; = .
x x

b) Daca introdueem functiile u{x, y, z) = xy ~i vex, y, z) = Xl + yl, _ Zl, atunci f{x, j', <:) ...

"'" ip(u(;, ,y, z): ~(x, y, z)) ,~i deci I; = tp~u~ + .tp~v~ = ytp~ + 2xq:>;. f~ = lp~u~+ q>~v; = xq>~ + 2)'<;,;,
1. = t;:'"lI z + rf'!"vz = - 2zlp".
Astfel



l.

(8)

- X SJrl Y.

o.

- j

, ,1., ' x
Rezolvarc. Deo&rece u z = y, vz = - ~l u

ll
='X, v" = - -, dupa. regula. de derivare a func-

y y'

t iilor compuse sub forma (8), avem

, " " , 1" " f" • x,
Ix =Iu'ux +- IfJ'vz = ylu + -fv' i" = Iv'u" +- v·v" = xi. - -Iv'

y y'

" , , ( j' 1 f'J' ,,If' ,f x' ~ (fxlx ~ y. +-, ~ y'U.l x + - ( ,Ix'
y x )'

Pentru c'tlculul deriYatdor U~)~ -?i (/;)~ vom folosi din nOli legea de derivarc a funr..ti.ilot com·

puse sub forma (8), inlocuind in aceast:1 formula functia I, pe rind, prin f~ ~i I; :

(/~)~ = (/~)~ u~ +- U~)~ v~, U:,)~ = (/;)~ u~ +- (f:,)~ v:.

ded

(1.')' j" 1 f"U:t=YVI+- UV'
y

tnlocuind aceste expresii in f;:, se deduce

f " ( j" 1 f" ) 1 r ,,, 1 f") ''1'' 21." 1 f"
_ Xl = Y Y Vi +- -y uv +- - YJuv +- - Vi = Y .' + "'II + - v'

y ,Y )'1

" u f " " vf"sali I X1 = - U1 +- 21"v + - va". "
Procediad similar, obtinem

c' f" ( j' 1 f')' f' ,If' ' c 1 f'}XfJ=( ;r)1I~ Yu+ - v -=y( .)11+ -( v)II'+Ju - - o'
Y. Y y'

I?entru calculul derivatelor (f~)~ ~i (/;)~ folosim formula (8)•• in care inlocuim pe rind pe I prinI~

,i f;. astfel ell

Folosind aeeste rczultate, obtincrn

" (f" x f") , 1 (" .x"1 ' 1, f" .'" ' "fxlJ=Y .'\:" u'-- ltV 1-- xluv --" Iv", +1u --1v =u UI--f.l+-f.--fw•
y2 y T y2 f4 U

Similar obtillcm

(f" x" ) x (." x ") 2x, _ ,,, lx'"" IX. II' - ---:;-fut' - -~ ,t)I<1-' - -, lv, +- -Iv - x I •. - --1.'0 +
, y y~ y~ )13 I y2

x2 " , 2x ", " 2+" '1)3" 2v2
,+ -i",. -,-- -/-, =:.: uvfu' - 2v:J'U'P +- -Ivl + --f,.

)'4 y:~ ·u u

16. 51 se aratc cd funelia f(x, y) = tp(x - ay) + tiJ(x + ay), unde func(.iile
~ ~i Yadmit derivate de onlinul doi, satisface ecuajia coardei vibrante I;; = a:f~:.

Rezolvarc. Introducem funcliile u(x. y) = x - ay ~i v(x, y) = x_+ ay. astfel ca I(x, y) ..

_ <p(u(x. y)) + ~(v(x. y)). Deoa.r~ce u~ = 1, v~ = 1, u~ = - a ~i v~ = a. rezulta dupi1 (8)

f; = ep;ui~+ o/~tI~ =01 ({I~ + o/~, f; = ep~u~ + tY~v~ =0 - a<p~ + ~~
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+ _1_ [J;~( I,
21

•12 'f'12 (= _. Ap01 ~.~

13
df 68
-=-,
dl 13

, )

25. Sa se ~

jutr-un punel I
~
',~

RU01",,·4
Deoarece igrad lij

'1

--H- ~~
25. Fie fu~

<Iiv [J(r)r] ~i ~
.~..

/luoJuatl. A'i
~

21. sr, se art,
,gradul n. atun~

'Traoul H-l. i
::> Rrzolvart. Ia bI4
eu x. nbtinem 'f;(txl'~

olUogpni"l de gradu.' '.~

22. Sa se ara:i
.~ste omogena d~..

"

J
\

1
ntz~lJQ,re. DeoU!

Derivind a.cea!lU/~
1

xl;', + yr;. +'f.1
1nllluitind a,ce!lte 1

x·f.; +y·r~.~

23. Sa se tl
in punctul M (~
unghi de 30·.':\

I
Re;oIVQrI. c~

DeoaTt'ce ~(2, 2) ":'1
df t

ot,1 inem dT - ti '1
24. Sa se •• ~

.If (2, I, 3)A~

Rnolvan. ~

152

I)h' + 2(;,1 I, I)M + f;;(I, I)"J + R, ~ 1 + _1_ (LO,03 - ~. om) +
l! 2 3

+ _1_ (_ ~ '0,0009 _ ~ '0,0006 _ ~ 'O,OOOi)+ R.,
Z! i 6 9

.,tlel ca J 1.03 V0,98 :::: 1,0081.

19. Considerind J x I, IY I ~i I z I suficienl de filel, sa se aproximeze fUllctia
f('>:, y, z) = (I + X)I/2(1 + y)-1/2(1 + z)-l/2.

RezolfHJre, Folosim formula lui Taylor de ordin nou In pundul (0, 0, 0).' Deoa.rece f;'O, 0, O} = ~ ,
2

1;(0, 0, 0,) ~ - ~ ,i r. (0, 0, 0) ~ - ~, rezult. f(x, y, z) ::::1 + (x -' y - ')12.
22.

20. Folosind definitia ~i teorema lui Euler, sa se ara!e ca functia fix, y, 2)
=- JL '-:"

(x + y)e" + (y + z)e' + (z + x)e x este omogena.

Rezolva.re. Folosim mai intii definitia sub forma (4). Deo..1.rece f(tx, ty, tz) "'" tf(x, y, z). rt>l,dta
ca functia f este omogetiA de gradul 1.

Apliclnd teorema Euler, avem

17. Sa se serie formula lui Taylor pentru funetia fix, y) = e'+' in punetul (1, - 1).

R _. A" il"1 .+, k I 2 ti I '-f I 1Urn'fHIre. VelD -= e , =, ,... , n, as e cA ( , - ) = 1. I'rio
is&ay"-& e:Jr~~Y'-.

Ufm&re, <1'"/(1, -1) - (AI + ")- ,i d"+lf(l + all, - 1 + 6k) = (h + k)lHl el(h+k), Tinilld SeiHtla de
formula (3), ol>tinem pentrn 8 E (0, 1)

I( I + h, - I '" k) _ 1 + _1_ (h + k) + _1_ (h + k)' + ... + _1_ (h + ')' +
11 21 nl

1+ (h + k}"+1 eO(h+.t).
(n + 1)1

18. Folosind formula lui Taylor de ordinul doi, sa !Ie calculeze valoarea aplOX1
mativa pentru JI,03.yO,98.

RezolfJd,re. Se considet:l fl."i""nctia. f(x, y) = x1/2yl/a, pe care 0 dezvolti.m. dupa formula lui Taylor
tn puoctul (1,1), peutru 11 0= 0,03 $i k = - 0,02:

J 1,03· VO,98 - 1(1 + h, I + .) ~ f(l, I) + _1- U;(I, I)h + (,,(J, l)kJ +
I!

f; -(f;>~ - (tp~)~ + (tp;)~ = (,~)~u~ + (~;)~~ = .~. + o/~:.

.r,,: - (f;';'- o[-(<p~);u~ + (0/;);.;] = 0'('1';;+ 0/-;;),

Prin urmare.

I; = [I + ; (x + y) le. I ' + [I - ;, (, + x) ] e'/',

f~ ~ [ I- ; (x + y) Ie'" + [I ++(y + X)] e'/'.
I; = 11 - :. (y + x)Ic,/· + 11 + ~ (x + X)] e'/',

&~l ~ sf; + y!; + xl; = f IIi deci functia f este omogenA de gr~ul L



!'rin

21. S" se arate ca. daea j(x, y, z) admite derivate parpale ~i este omogena de
,gradul n. atunci derivatele partiale de ordinul unu slnt funetii omogene de

graJul n-l,
Rezolvare. In ba.za definitiei f(tx, ty, tz) """ t-f(x, y, .f). Derivtnd aeea.stA idelltitate la raport

'Oll x, <)b~inem tf~{tx, ty, IX) """ t-f~(x, y, z) sau f;(tx, ty, tz) '"'" ,--11;(x, y, z), fapt ce araU ci. ~ este
omogl>na. de gradul n _ 1. Similar ~ aratA cA ::;i f; ;;i f; slnt omogene de gradul n - 1.

22. Sa se arate ca, daea J(x, y, z) admite derivate parpale de ordinul doi ~i
,este omogena de gradul n. atunci

(
a • a )(')x - + y- + z - j = n(ft - 1)f.

ax ay (}z

neJ.~vare. Deoarocef este omogenli de gradul n, dupli teorema.lui Euler. aVeal x~ + yf; +zf; """ '1/.
Derivind acea.stA relatie hi raport Cll x, apoi cu Y $i z, obtinem

xJ~~ + Yf;~ + zh~ ~ (n - l)f~, xf~~ + Yf~~ + zl~~ = (n - Ill;. xh~ + yf';' + zr.: =0 ('I - 1).t;.

tnrnilltind a,cegte relatii prin x, y ::;i respectiv z ~i tintnd seama de re1atia uten.oarl., obiium

x'f.; + Y'I;: +"f.; + 2xyl';. + 2n/~~ + 2Y'I;; = (n - I)(xf" + YI, + ,r.) - (n - 1)"/.

23. Sa se ealculeze derivata funetiei f(x, y) = x' - y' + xy. (x, y) e R'.
ill pUlletul .II (2, 2). dupa directia I, care face eu directia pozitiva a axei 0 .. un
unghi de 30<1,

Re:zolvare, C~inusuri1e directoare ale directiei 1 sint cos IX = cos 30-..,. ~ fi cos f3, "'" cos 60° .... f .
Deoan-ce h(2, 2) """ 6 !Jif:!Z, 2) = -2, dupA formula (6) (adaptat1 peatru fORetH de doal varia.bi.le),

ol,1 inem dJ = 6'~ - 2.J!. =- 3 - Ji
dl 2 2

24. Set sc calculeze dcrivata funetiei J(X, , Z) = xy + yt + zx. in punetul-.If (2, I. 3), dupa direetia 2\,IN, unde N (5, 5, 15).
---. 3 -1.

Rezolvare. Cosinusuri1e 'directoare ale directiei MN slot cos·a; =- -. COfJ 13 = - 'I cos Y -13 13 .

f~(2. I, 3) _ i, 1;(2. 1. 3) _ '. 1~(2, I, 3) - 3. ast!el cA. dupA !ormula (~), oblinem12 .
~-, Apm

IJ
df 68
-~-.

<II 13

25. Set se calculc~e derivata functieij(x, y. z) = ~, r # O. r = xi + yj + zk.•
illtr-un pUllet ;1[(x. y, z), dupa directia gradientului sau.

I
-2 . r.' 1

R.zolvare, Putem sene f(x, y, z) = (Xli + y! + .fll) • astfelcl pad f =- (fll' f' f.) = - - Co

"
I x Y z. df

Oeoaroce jg-rad II = _, rezultA co~ IX = - -, cos ~ .... - -, COli Y ""'" - -. Pnn unna.re, - =
,.s r r r dI'

- -~.(- ~)-~.(- ;)-~.(-:,)~ :: ~ ,~.
26. Fie fUl1ctiag(x. y. z) =j(r). r = xi +yj + zk. So. se ealculeze grad g.

div [f(r)r] oi rot [fir)r] .
• df ,r r

l
. ,Y I , ' z/.

Rnol1lare. A'fern '::r= _._=_. (r), gll=-' (f"},.K.=-· (r). utfel c1 g~ g=
dr ax r r ,.

= ~f'(1') or. l)llcA notAm v = (PI' V
It

, us) Slf(,.)r, rezultli. 111 =- !,ff(r), v. =- )'f(t') ~i u:a = ./(r). ast,f"l ..::.1
,

z)

153
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f; = eosx siny s1n(~ + y) + sin x siny eos(x + y) = siny sin (2x + y) = 0

f; =: sin x cos y sin(x + y) + sin x sin y cos'(x + y) = sin x sis (x + 2y) """ O.

sa fle miiJ
admite Sl

mativ'.·l.·•.VOIli'
ecua\ii,

'1,\'

rn cazull
siderclm in f~

tinelll d3f(MJj
unnarr, pu~

28. S(~
a) f(;.;~
0) ./(..:;1

X (;,,:~~.
t_2,-6':i
;'/(M) = 2i~~

b)S~
J' _"Cos~_:t
JI;

Se obscrvl ~
de defini-pe. ~

_o,deu~

"doi in M, ~
"

+ !:.. I'} esJ
J i
29. ,\{~

de prelu3.';
Presupn
o mul\iui..
gasim tr1,

,
In ge~

nu are sol
+ C,' - 4

1

Rezohind aeesl

f~~ =- sin 2(# ..

Ml~

= (': f' - :z I'j; _(': f' - :z 1'Ji + (y: f' _ x: f') k ~ O.
ii

k

cz
rot(/(')'J = 2 2

i:Jx (-y

xl yl

I ;

- ev
div u(,)'! = -' +
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M,( 1+ )2. 2), M,(l +)2. 2 + )3), M,(l + )2. 2 - )3), M.(l - )2, 2),

M.(t -)2. 2+ )3), M.(I-)2. 2 - )3),
. Deoarecc f;: = 6.1' - 6, f~; = ° ~;i f;~ = 12)'2 - 4Sy + 36 = 12Cr _ -fy + 3), avem:

M1(1 + J2. 2) =:>Yrio - s~ = - 72J2 < 0, nu este pUllet de e:xtremJ

1I1 2 ( 1 + J2. 2 + )j) ~ Yolo - s~ = 144)2> 0, Yo = 6)2 I> 0, cste punet de minim f

}\I~( 1 -+ J2. 2 - )3) =:> t'ofo - s~ = 144)2'> 0, r ll = 6J2.t> 0, este punet de minim J

M c{ 1 - )2". 2) =:>Yntn - 5~ = 72)2: >- 0, Yo = - 6J2 < 0, este punet de ma::o.:im J

M i ( 1 - )2, 2 + J3) =:> '-oto - s~ = - H4Ji < 0, BU este punet de extrem I

l\..fd ( 1 - J2. 2 - vG) ::::> '-oto - s~ 0:>:: - H,,!.J2 < 0, nu este punet de ~:xtrem.

I d) tn acest caz. punetele stationare satisfac sistemul

z(

27. Sa se gaseasca punetelc de cxtrcm local pentru functiilc:

a) fix, y) = x3 +)'3 - 3xy, (x, ) EO R2: b) fix, .1) = 3X)2 _ x3 _ 15x _ 36) + 9,
(x, y) EO R2; "

c) fix, ) = y' - 8y 3 + 18)2 ~ 8y + x 3 - 3x' - 3x, (x, y) E R' :
d) fix, y) = sin x siny sin (x +), [) < x < 211:, 0 < y'< z".

Re:olvaye, a) DeterminAm mai intii plJlJctcle stalionare ca solutii ale sistcInullli !.~_

- 3x
2

- 3y= 0, f; = 3y 2 - 3x = 0, Obtinem M 1 (O, 0) "i I"'J~( 1, 1). Apoi f;; = 6x, f;~ = _ 3 jii f~;-
- 6y. DiseutAm pentru fiecare punet in parte;

,"lh(O, O):::>'-otu - s~ = - 9 < 0, nlJ cste punet de extrcm:

.M2 (1, 1)':::;:'1'0/0 - 55 = 27 > 0, 70 = 6> 0, cstc pUllet de minim I

b) Punetele stationare satisfae sistcmul f; = 3y 2 - 3x :l - 15 = 0, f; <:::: 6xy _ 36 = O. Prin

umIare, obtinem punctele stationare J\.{1(2, 3) ~i }\(~( -2, -3). Deoareee f;: = _ 6x, f;; = 6y ~i
:/;: '""" fix. rezuI Hi discutia :

lvf1(2, 3) =:> 1'0/0 - 56 = - 468 < 0, nu cste punet de extrem J

J\.!2(-2. -3) =:> yot/} - s~ = - 468 < 0, nu estc pUllet de extrcm.

Frin urmare, funetia nu admite extreme.

eJ Punctele stationare sint date de sollltiiJe sistemului f; = 3x2 - 6x _ 3 -= 0, f; -= 4)" _
- 24y' + 3Gy - 8 ~ O.

Frin rozolvarea acestui sistem obtinem urmatoarcle punete:



Rezobind acest sistem. obtinem punctele M 1 ('I't', 1t'), M z (2:. ~). Deoareee r.: - 2 sin y oos(2x + 1) •
. 3 3

f~~ =- sin 2(x + y) ~ I.; - 2 sin x cos (x + 2y). rezul~

M 1(1t, 1t} =- ret, - s~ E:I O. ". = O. ou ~ poate spune nimic J

M.(~. ~)~,.t.-s:=!.>o. "0= -J3<fO. este punet de maxim.
3 3 i

Tn cazul punctului MI' deoarece dileren~ialele de ordio unu ~i doi stnt onIe, teebnie sa con·
siderll.m in formula lui Taylor termenii de ordio superior. -CalcuHnd diferentiaIa. de ordin trei, ob
tinem d3f(."\11) = 6hk(h + k) ¥ O. 5e observa ca. aceasta ia ~i valori pozitive ~i valori negative I pria

urman', punetul M 1 ou este punet de extrem.

28. Sa se determine punetele de extrem ale funetiilor :
a) fix, y, z) = x' + y' + z' + 2x + 4y - 6z, (x, y, z) e R' J
0) fix, y, z) = sin x + siny + sin z - sin (x + y + z), (x, y, z) e (0, 7t) X

X (0, 7t) X (0, 7t),
Rnolvare. a.) Pnnctele statio-nare !s!nt solutii ale sistemului h = 2.1' + 2' = O. J; = 2,. + .. - O.

t; = 2;: _ 6 = O. Obpnem un- singur punet stationar JYI( -I, -2, 3); Diferentiala de ordin dOl

dJJ(M) = 2(hll + k'l + I'l) este pozitiv definita Iioi deci punetul M este un punet de minim.

h) Sistemul care determin11 punetele stationare este

J~ """ cos x _ eos{x.+ y + z) = 0, J~ = cos y - eos(x + y + z) = 0, J; = cos z -cos(x + y + z) =- O.

5e obscrvA cA avem 005 % ""'" COS Y = cos z = cos(", + y + z). Aceasta implicll x <::10 y ... z in inter"alul
de definitie. !nlocuind aceasta relatie in una din ecuatii, obtinem eosx ... cos 3% sau -2 sin %sin 2", """

_ O. de unde % ... ~ I deci avem un singur punet sta.tionar M (.::.. ~. ~). Diferentiala de ocdinul
2 2 2 2

do; in M, d'f(M)- _2(h·+k·+I'+"+hl+kl)~-2{(h+fk+ ~Ir+~(k+~lr-l>

+ 2. I!} este aegativ definitA Iioi deci punctul Meste un punet de maxim.
3 . .

29, JIetoda etlor mat mid piitrate. Se nume~te astfel 0 metoda foarte raspindita
de prelucrare a nnor masurari. Vom expune aceasta metoda pe urmatorul model.
l'rcsupunem ea prin anumite experiente se determina pentru marimile a, b,'c ~i d

elO 0 multime de date {(a" b•• Ct. d,), t = I. 2, ... , n}, n> 3, n fiind fixat. Se cere sa
gasilll trei Inarimi x, y, z asHel incH

a,x + b.y + c,z = d" i = I, 2, "', n. (9)

! n general sistemul de eeuatii (9) este ineompatibil ~i deci problema astfel pusa
nu are solutie. Se modifica problema in felul urmator. eu notatia 3, = a,x + b,y +
+ C,2 - d, eerem sa se determine (x, y, z) astfel inelt functia eroare

n n
f(x, y, z) = L 31 = L (a,x + b,y + c,z - d,)'

i=l i_I .
( 10)

SZl fie minima. De aid ~i denumirea metodei. Vom arata ulterior ca ultima problema
admitc solutie. Aceasta solutie va satisfaee sistemul de ecuatii (9) numai aproxi

mati\'.
Vam presupune ca datele experimentale sint astfe! inclt rangul sistcmului de

ecuatii (9) este egal eu trei.
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8.2.2. Probleme propuse spre rezolvare

41. 0 eutie'
y = 8 em ~i. =;

ma~~. ~oi~u::~a
partiale de orc1

43. So. se ca~

= (x' +y') e"'~

X;-I,YofG~

44, Dad, A:~
a) j(x, y) 4

- y cos y), (",:~
45. Sa se v~

"

face ecu.p, 11
'l

46. Sa se4

a) ?(u, ~) .J
b) 'I'(u, v)~
c) 'l'(", v) ~

.:~

~i y4: :~x;~,
.,

35. Se defin~

(x. y) of (0, 0), 51
In orice punet der!
tinuc in origine.·~

36, Sa se ca1rJ
•

37, Sa se eal~
a) j(x, y, z) =j
38, Inloeuind:

cu aproxima\ie ::

a) J1.02' +~
39, Cu' cit v

eilindrica, de di
reaz{l x ell 5 m

•

y
z) = arctg-;_.:

'+yd) j(x, y) = arctg --; e) J(x, y) = arctg (x») :
1- ~y

f) J(x, y) = In (x +y'); g) f(x). z) =)"; h) j(x, y,

311. Pornind de la defini(ie, sa se calculcze:
a) f:(1, I) ~i f;(I, 1), daca J(x, y) ~ In(l -+- x-+-) ') ;

3'-b)j:(-2, 2), j;(-2, 2) ~i J;~(-2, 2), <lata fix, y) .~ ':;;x');

c) j~ (~, 0). daca fix, y) = x sin (x -+- )),

31. sii se arale ca func\iaj(x, )) = 2xy , (x,») '1(0, 0) ~i liO, OJ ~ 0,
- ~+~ . -

admite derivatele partialeJ; f?ij~ in origine. dar cstc discontinua ill acel pUllC1

• 32, So. so calculeze derivatele par\iale de or<linul Intii ~i at doilea pen tru urm:,
loarele func\ii :

a) fix, y) = x' sin' y; b) J(x, y) = x" ; c) J(x, y)
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[a, aJ. + (a, bJy + [a, cJz - [a, dJ ~ 0, [a, bJx 1- [b, bJy + [b, cJz - [b, dJ ~ 0, (II)

[a. c)x + [b, cJy + [c, cJt - [c, d] = O.

Deoareee f;~ = 2[a, a). J;; = 2[b, b). f;: = 2[c, c], ix'lI = 2[{I, b], f; = 2[6, c] ~i f;~ = 2[a. e],

"rezulta d2j = 2{[a, _]h l + [b. b]k2 + [e; e]12 + 2[a. bJhk + 2[b, c]kl + 2[a, cJM} = 2 ~ (o.ll +ork +
'=1+ C/)I, Aeeasta. ultimA expresie aral.c1 ca d 2J> 0 pentru (Ii, k, 1) =F (O, 0, 0) ~i dJI = 0 IlUm<l1

daec1 (h, k. l) = (0, 0, 0), Pein urmare, dY cstc\ 0 forma patmEd pozitiv definita. CUIlI disuillll

nannll formei patratice dll coincide eu determinantul sistemuJui (tI) ;;i do/ estc pozitiv ddillilti,

rezultA ca sistemul (11) eite un sistem Cramer. Ded sistemul (11) admite 0 y)lutie unica (Xli' Yo. !o).

Deoarece d
2
f(xg• Yo. zo) este pozitiy definita, rezu1t~ eli. (xo' Yo. zQ) f'slc llll punet de minim 1,,'nfrll

func~a fix, y, z) datA de (10).

n

f; == 2 L cf(ajx + bly + Cft - d f) = O.
i=l

n . n
Folosind notatiile lui Gauss L ar = ra, a), L alb. = ~a, b] etc., sistemu! se serie

i-I i=l

n

f; == 2 L bj(a,x + b/y + Clz - d l ) = 0,
i=1

n

I; :==2 L aj(alx + bjy + cfz - il) = 0,
i=1

Sistemul de ecuatii ee determina punctele stalionare ale functiei J(x. y, z) esle

i) fix, y, z) = e" sin z,

33. I'ornind de la defini\ie. so. se arate ca funC\ia j(x,}) ~ 27x' ._ 5; \')'
+ 36x)' - 8;' este diferen(iabilii pe R'.

34. Sii se calculeze df(l. 1) ~i d2J(I. 1) pen1m urmatoarele funclii :

a) J(x. y) = xl - "y + 2)1+ 3x-5y+ 7; b) fix, ;)=e"; c)j(x,») =In xy_



(II»

• .
35. Se define~te 0 aplieatie j : R' ~ R prin j(O. 0) = 0, j(x, y) = xy::' - y' •

xt + "f
(x. y) ¥ (0,0). Sa se arate caj este diferentiabila pe R'. Sa se arate caj admite
In oriee punet derivate partiale de ordinul doi. Sa se arate caj;~ ~ij~~ nu sint con-

tinue in origine.

36. S" se ealculeze dj(3, 4, 5), daC;l j(x, y, z) = I" ' .,.\:- + y2

37. Sa se caleuleze ,1'1, daca ;

a) j(x. y. z) = x)%; b) j(x, J. z) = Jx' + y' + z'.

38. fnlocuind variatia unei functii prin diferenliala acesteia, sa se caleuleze

ell aproximatic:
1-a) v' 1,02' + 1,973 : b) 1.002'2.003"3.004'; c) sin29o·tg~6°.

39. Cu- cit Yariaza volumul ~i ana totaIa a unri cutii de conserve, de formtl
cilindriea. de dimensiuni; raza x = 12 em ~i inaltirnea y = 6 em, daca se mic~o
reaZrl x ell 5 nun. iar :y se mruc;;te ell· 2 mm ?

40. Masurindraza bazeix;;i inaltinlcRy a unuicilindru. s-aobtinut; x = 2,5 III ±
± 0,\ m, y ~ 4,0 m ± 0.2 m. eu cc eroare absoluta:;i cu ce eroa~e relativapoatc fi
ca1culat volumul acestui cilindru ?

41. 0 cutic paralelipipedic{t inchisa are dimensiunile exterioare x = 10 em,
y ~ 8 em :;i z = 6 em ~i grosimea peretelui este de 2 mm. Sa se determine aproxi

mativ volumul materialului necesar construirii acestei cutJi.

42. Fie functiaj(x. y, z) = e",+b''''. (x, y. z) E R'. Sa se ea\rulezc dcri\'atele

partiale de ordinul .. ~i diferentiala de ordinul n.

43. Sa se caleuleze derivatele partia1c de ordinul " pentru funcliile : a) f(x, y) =

= (x'+ ~2) e"'. (x. y) ER'; b)j(x. ;) = x e"''', (x, y) ER'; c) j(x, y) = __1_., • y(l+x)

xp -1. Y ¥ 0 ; d) j(x, y) = In (x + y), x + y > o.
. if' if'44. Daca .cl '= _ +- este operatoruJ,lui Laplace, sa se ca\ruleze IV. pentm

ilx' cy.
a) fIx. y) = in .j t __ • (x,y) I(a, b); b) j(x, y)=_I-c'(xsiny.-

(~ _ a)lt + LY - b)! x2. + y2.

_ yeas)). ('" y) ¥ (0, 0); c) fIx, y) = e'[(x' - y') COS~ - 2x)' siny].

45. S" se verifice di functia j(x, y. z) = '. I , (x. y. z) 1(0, 0, 0) satis-
_..,'x" + ).2 + z!

face ecuatia lui Laplace A} '= f~; + j~; + j;: = o.

46. S" se calculeze df , dad\. j(x) = :;>(u(x) ,v(x)), pentlll:
. dx

a) '{(ft. v) = U + uv. 'u(x) = 'cos x. v(x) = sin.< ;
b) 1'(ff, v) = e"-20, u(x) = x', v(x) =x' - 2 ;
c) ",(", v)= u', u(x) = sin x, v(x) = cos x.

47. Sa secaleuleze!L,i df , dad a) j(x. y) =arctg!- :;iy=x'; b)j(x,y)=x'
ax dx x

~i y = ,,(x).

1~7



48. Sa se ealeuleze .:!L. daca fix) = <j>(u(x). v(x), w(x»), pe'ntru
<Ix I

a) <p(u, v, w) = uvw, u(x) = x· + I, v(x) _ In x, w(x) = tg x 1

b) 9(U, v, w) = ~ ; u(x) = R cos x, v(x) = R sin x, w(x) = II.
! uS +v2

49. S1 5'0 calculole I; ~i I~ POtltru I(x, y) = 'jl(u(x, y). v(x, y)), utlde
,

a) f = 9(U, v), u(x, y) = x + y. v(x, y) = x' + y' I !l
b) f = <p(u, v), u(x. y) = x· - y',1v(x, » = e".

50. S1 se caleuleze df~i d'f, daea: a)f(x, y) = 9(;, xy ); b) fix, y)=<p(x+y,

x - y) ; c) j(x, y, z) = <p(x + y + z, x' +)' + z').

0/( 51. Sa se arate ea:

a) fix, » = nix' - y') verifidi eeua!ia"':' f; +...:.f~ = _I f;
.x y y2

b) j(x, yl = xy + X<j> (-;) verifiea ecuatia xf; + )1~ = xy +A

c) j(x, y) =e'9Iy e;;') verifiea eeuatia (x' -y')j; + xYf~ = xyfl '

d)l(x,») = 9(X'y) + JXY<l-(:) verifica eeuatia x'1;: -Y':l;: = 01

e) fix, y) = xy:p(x' - y') verifiea eeuatia xY'1; + X')f~ = (x' + Y')J. '

52. :e devine eeuatia x'1;,;' - y2/~: = 0, daeaj(x, y) = :p(xy , :)?
53. Sa se ealculeze expresia E = j;: + I::" +f;:. daea j(u. v) = In (u' + v').

unde u(x, y) = xy ~i v(x, y) = x. _ y'.

54. Sa se ealeuleze d
f

, dacii 1= <pix, u, v), unde u = <l-l(X), V = <I-.(x, u).
<Ix .

55. Sa se ealeuleze J;:. j;~ ~i j;;', tiaea j = :p(u, v). unde u(x, y) = x. + y' ~i
v(x, » = xy.

56. Sa se scrie formula lui Taylor, pentru:

a) fix. y) = -x' + 2xy + 3y' - 6x - 2y - 4, in punetul (-2, 1);

b) f(x, y, z) = x' + y2 + Z2 + 2xy - yz - 4x - 3y - z + 4, in punctul (i, I, I).

57. Sa se dezvolte fix + II, y + k, z + I) dupa puterile intregi ale ltti ii, k ~i I,
dad j(x, y, z) = x2 + y' + Z2 - 2xy _ 2xz _ 2;z.

58. Folosind formula lui Taylor de ordinul doi, sa se ealeuleze valoarea aproxi.
mati"" pentru a) (0,95)'.01; b) 1,02 '2.01 2 '3.03'.

59. Sa se serie formula lui Taylor de ordinul trei pentru funetia/(x, y) = e'siny,
in origine.

60. Considerlnd ea I x /. i y I ~i I z I sint suficient de mici asHel illCit puterile
Je~ordin superior lui unu sa poata fi neglijate, sa se aproximeze funetiaf(.', jo, z) =
= (I + x)l"(1 + y + .)-1/2.
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61. Folosin,~
"slnt omogene :,i

a) j(x. y. z}J

(x, y, Z)1
b) j(x, y, z)l

e) j(x, y) ='

62. Se dii
variabilele x ~i

= ",u'P~ + flV ,

63. Dadi f ,
oarecare) sa ~
= 'I'(x<v~ +Y<!l;',A.·'

64. Dadi~
sa se arate eafW!

65. so. se .:l
J

M(2, 1), dupal

of 66. so. se 9
M(I, i,O), d
N(4, -2,5).

67. so. se

M(x, y, z), d"

68. Saseg

(x, y, z) '" (0/

69. S(se

MP, 1, i);

70. so. sci,
M(1. 1, 1), d,

71. so. se'
"

(1 I) .
..M2'4~1·

72. Dadi

a) grad (i..
grad r 2 ~i gra

73. Daea

tlitile : ~;'
a) div (
c) div (ro,



61. Folosind definitia ~i teorema lui Euler, sa se arate cii unnatoarelefunct
ii

stnt omogene:
a) fIx, y. z) = (x' + y2) aretg~ + (y' + z') aretg 1:. + (z' + x') aretg':- ,

, ' x

(x,y,z)ef-(O,O,O); -
(ax + by + GZ)b) j(x, y, z) = ,J -, (x, y, z) ef- (0, 0. 0) ;

X2 +y2+.::2

c) f(x, y) = x" 'I' (: ) + y"<jJ (~), x ef- 0, n EO Z.

62. Se da functia compusa j(x. y) = '1'('" v, w), unde It, v, w sint funct
ii

de
variabilele x ~i y, omogene de gradul m, 11 ~i p, respectiv. Sa sc arate ca xj; + yj~ 7'

= mu'l'~ + nv:p~ + pwq>~.
63. Dacr, funct ia q>(x. y) estc omogen;, de gradul n, iar <jJ(x, y) este a funct

ie

oarecarc, sa se arate ca functiaj(x. y) = <p(x, y)tji(x, y) verifica relatia xf; + yj; =

= q>(x<jJ~ + yh + n9)·
64. Dad q>(x, ») "i 9(x, y) sint functii omogcnc de gradcle tit ~i n . respecllv.

sa se aratc cafunctia}(;",») = ?(x. ») eO{x. u) verifid relatia xf; + yj~ = 'l'e"(m +"'f)·
65. Sa se caleuleze dcrivata functiei j(x, y) = 5x' - 3x - Y - 1 in punetul

-+
M(2, 1), dupa directia MN, unde S(5, 5).

* 66. Sa se caleulcze dcrivata functiei fIx. y, z) = 2x' - 3y' + 6xyz in punetnl-+

M(I, I, 0), dura dirccliile axelor de coordouate, apoi dupa direct
ia

MN.

N(4, -2, 3).
67. Sa se ca!culcze derivata functiei fIx. y, z) = ~ + .t.- +~' in punetnlall bll ell

M(x. y, z), dupa directia veetorului de pozitie r al acestui punct.
68. Sa se gaseasca conditia ca derivata funcliei )(x,), z) = 2.. r = J x' +y' + z',•

(x. y, z) ,e (0, 0. 0), dupa directia l(cos a, cos [3, cos y). sa fie cgala eu zero.

69. Sa se ca!culcze derivata funcl;ci j(x, y. z) = arcsin R . in punetnl
~ Xll+~

-+
M(1, 1, 1). dupa directia MN, ~llind ca N (2, 3, -2).

70. Sa se caleuleze derivata functiei )(x. y. z) = x' + y' + ", in punetnl
M(1, l, I). dupa directia 1 (I, 1. I).

71. Sa se caleuleze unghiul gradientilor functiei j(x. y) = In 1:. in punetclcx

M (2., 2.)' ~i N(1, 1).
. 2 4

72. Dad r = xi + yj + zk, sa se ca!culcze;

a) grad (i.r) 1 b) divr ~i div(';): c) rotr, rot (ixr) ~i rot(f(r)~l; d) gradr,

grad r' ~i grad.!..,
y

73. Dad f, g ~i v sint funclii dc variabilele x, ), Z, sa so demonstreze identi-

tatile :a) div (gradj) = Aj; b) A(jg) = gAj+ JAg + 2gradj·gradg;
c) div (rot v) = 0: d) rot (gradj) = G, A fiind operatorul lui Laplace.
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74. Sa se determine punctele de extrem local pentru fu"cpile:
a) fix, y) = _2x2 + 2xy - 5y 2 + 6x + liy, (x, y) E R2 ;
b) J(x. y) = (x + l)i> + I)(x + yJ. (x. y) E R2;
c) f(x.) = x' + y' ~ 2x2+ 4x)' - 2)2. (x. y) E R2;
d) fix, y) = x' + 3X)2 - 15x - I~). (x, y) E R2;
e) fix. ) = ax2 + 2bxy + C) 2 - ex - h, (x, ) E R';
() f(x, y) = x'y2(a - x - y). x> 0, y> O. a> 0;
g) J(x. y) = xy 2e-V , x < 0;

(
x. yl )lI! r \I'"

h) fix. y) = xy I - -;.- - b' ,a > O. ; > o. -;.- + b' <; I;

i) fix. y) = e2X +2V (x2 + y2). X ;. 0, )' ;. 0 ;

'J J() 50 20 ,J x, y = xy +- +-, x> O. y> 0;
x y

k) fix. y) = xy In (x' + y2). (x, y) E R''''- fro, Ill) :

I) J(x.y)~~sinx+sin)+sin(x+y),x E[O, ~], YE[O'~J'

75. Sa se determine punctele de extrem pentru funcliile:
a) J(x. y. z) = x 2 +)' + Z2 - xy + x - 2z. (x, ,. z) E R' ;

yll 21 2
b) J(x. y. z) = x + - +- +-. x> O. Y> O. z> ll;

1% Y z

c) f(x.)'. 2) =x2+ (x- 1)2 + (x+ 1)'+ y2 + () - 2)2+(y+2)'+Z2+ (z _ 3)'+
+ (. + 3)2, (x. y, z) E R' ;

I x y z
el) fix. y. z) = - + - + - +-. x> o. y > O. ,z > 0 :

. x y z 16

e) J(x, v. z) = ax' - b,<y + ,~z + yr. (x. Y. z) E R' .•
•76. Fiind dat{, capacitatea V = -'=- pentru un bazin paralelipipedic, sa se de.

2
tcrmint.: dimensiunile sale asHel incH sa se intrebuinteze minim de material (supra
fa!;, minima) pentru constructia sa.

77. Sc, se inscrie intr-un can circular drept un paralelipiped dreptTmghic de
,·olum maxim.

78. Sa se determine un punet M (x, Y. z) pentm care suma pitratelor distan
telor sale la " puncte fixe ].f,(a,. b,. c,). i = I, 2, . '" fl. este minima.

79. Sa se detennine extremele funcliei a) j(.<. y. z) = X)'z"(7 - x - 2y _ 3:),
Xl"~ '10; b)J(x, y. 2) = x' +)0' + z' + 12:<y + 2,. (x, y. z) E R'; c)flx. y. ,) =
~~ (x + Z2) e()'I+Z'+li, (;r, y. z) E RS.

8.3. Functii definite implicit.
Schimbiiri de val'iabilii

FunctJi definite implicit. Teorema 1. Fie tlll1ctia F; Dena _ R, und~ D este dreptulll'hiul

,1'0 - ~ < ,:r < %"0 + II, Yo - b < y < Yo + b, astfe! eli F(xl).' Yo) = O. Presapuuem eft. fl1netia F(x, y)
:ldmite derivate partiale continue in D ~i c.4 F~(xo. Yo) '# o. In scMte oonditii exi:rtA. UQ interva.l
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i,
J

;f

)
J
f

(x, - n, _,I
continuA ht'l
tervalul (...~

']

Teor~
i = I, 2, ..
%"2"'·' %.. ;,'

conditii e

f'~CR' "
b) F(x" x
partiate de.,

Teo'
k = 1.2,.(

Y1- b <i'
k _ 1, 2,. ~

par~iale de ~

in puoctul,

<tXf<!"~
avindp~
~i sh~t Coati

F.(_,),

c)~uculeaz~ p .
de m .

Dep
defiaite Ii '••
intr·o sub~

. "
,.tisf!.cutA ~
valorile lor~

Rel.\ia (1)~

a lui D nui
Pentru'J

lui Jacobi':,



/

(i)

ill

(2)i """ I, 2•• 0 •• ;.

"'Ix E (.1'0 - It, .1'0 + k).

(Yl)~1 .. '(Yl)~,

(Y.)~• .. '(Y.)~.
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(

(Y1)','
(Y2):,

(Y.)~I

F;(x, f(x))

F;(x, f(x))

Y1 = !P(Yl' >'2" .•• YJ_l' y,+1"··' Y ...),

1'(x) -

D(F1 , F", ... ,-Fm)"
(Fl)~, (F1);,· , .(Fl)~1tI

J'-
,.0

• D(y). Yll.' •••' Y.) (Fm);, (Fm)~,·· .(F.);m

in punctul (.x?' x~" . .• x:; y~, )'~"'" y~). In aeeste conditii existll un paralelipiped r. :X? - 11 <%
<1. x, <! x~ + h, i-I, 2, ... , p. :;;i un sistem de m functii f~ :1tC R" -- R, If:::;g I. 2, ...• m, unie,
avind proprietAtUe: a) functiile impliciteJ.t satisfac conditiileJk(z~, x~•.. 0' x~) = y:, Ie = 1,2.... , m,

~i sint continue in paralelipipedul 1t"; b) fUDctiile implicite satis[a,c condi~iil6

c) funetiile implicite admit derivate partiale de ordinul intii continue in j":' ~i aeestea se ca.1
culeazA prin derivarea in raport eu xl> i = 1,2, ... , P. a identiUtilor (3). 5e obtine astfel un sistem
de m ecuatii liniare i~ necnnoscutele (fJ)~ • j == I, 2, ... , m. al carui determinant este J.,

Depcntlenta runc~ionala. SA consider~tn sistemul de functiiy.t = f.t(XI' '¥j, •• '. x 1' )' k """ 1,2, ....• m,
definite ~i continue Impreuna cn derivatele lor in multimea deschisa D C R". Dacii in D sau

intr-o submu1time a sa are loe 0 relatie de forma

11 - Probleme de ma\ematlcl lIuper4.oare - cd. 222

Teorema 3. Pre!!lupunem ca este dat sistemul de functH F~ = F~(xl' %'a'···. XIt;]I" }'I'···· 'Y.),

k = 1, 2., ..• m. definite tn paralelipipedul DCRP+11i, x~ - a <,Xl < x~ + a. i = I, 2, ...•" P.
y~ _ b < y} <! y~ + b, j = I, 2•.•. , m, astfel C~ F t(x~. x~, . . '. x:; Y~, y~, . •. , ,..~) 0= 0.
k '""" 1. 2•••• , m. Presupunem de asemenea ca functiile F~, Ie = 1. 2, ••. , m, au toate derivatele

par~iale de ordinul IntH continue 10 D ~i ca determinantul func~ional (ja.cobianul)

satisfa.cuta. identic relativ la (Xl' X 2 , ••• , X,p) atuud dud functiile )'1' i = I, 2, ... , tn, se inlocuie~c prin
valorile lor. spunem ca. functiile Yl sint functional dependente in LUultimea in care relatia. (4) are lac.

Relatia (4) peate fi mai generala, de forma (I>(Yl' y" .•.• Ym)=O' In cazul ciud in nici osubmu1time .
a lui D nu avelU 0 asHel de relatie, cele m funcjii se numesc functional independente.

Pcntru studiut dependentei functionale a sistemului de functii considerat S6 introduce matricea

lui Jacobi

(x
o

_ h• .1'"0 + h) ~i 0 func~ie unic1 J: (%0 - h, Xo+ h) -+ R ell proprie~tile: a) J(xol = Yo ~i J este
continu~ rn (xo _ h, X o + h); b) F(lf, f(x)) = 0, VXE(xo - h• .1'0 + k): c) J este derivabiHi in in

tervalul (.1'0 - h, .1'0 + h) ~i

Teare-rna 2. Fie functia F: DCRP-r l -+ R, unde D este paralelipipedul x1- a <! Xl < .1'~ + a,
i = I, 2, ..•• P. Yo - b < y « Yo + b ~i fie F(x?, xg, ... , x~; Yo) = O. Presupunem Ca functia F(XI'
.1'2" ••• .1'1'; y) admite derivate partiaJe continue tn D :;;i Ca F~(x~, .1'~, •••• .1'~; Yo) =1= O. rn aceste
conditii exista. un paralelipiped n: x~ - h < x, < x? + h, i = t. 2, ... , P. ~i 0 fuuctie \luica
l: rrC W' -. R. avind proprietatile: a) J(x?, xg, ... , x~) = Yo ~i 1 este continua In paralelipipedul 7t J

b) F{x
1

, .1'"2' ••• ' x,,; 1(%1' %2" •• , x p )) = 0, \f{Xl , x 2, •••• x,,) E r.; c) functia f admite derivate

partiale de ordinul lotH continue in 1t (Ii



x

y

y - xy'

y'

6x(x2 + y2)2 _ 6x

6y(x:t + y2}2 - 6y

x + af(x)

ax + fix)
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F(x) =

8.3.1. Prob/eme rezo/vate

unde )'1' ).2.···. Ao sint multiplieatorii lui Lagrange.. Se formeaza apoi sLstemul de p + q ecuatii

f . ( 1 ( x \, x) ~ - - y + x . -, ~
y2 Y

Da'~.1 rangul matricei lui ]acobi este r ~ 1 in punetul A'o{xt xg"". J x~), atunci eXi~ta 0 vecinA.
tate V a punctului Mo astfel focit r fUDctii din cele m sint independente ,functional in V. eele
lalte fdnd dcpendente de acestea.

Extreme cu Icgaturi. Daca. se cere sA. se determine extrcmele funqiei y = 1(x1• x 2' ..•
J

%1'), in
care vadabilcle Xl' x 2 , ••• , x" siut supuse uoor leg1'i.turi de forma

q < p, se~onstrllie~te fUllctia.Iui Lagrange

1. Stl se ealculezc.f'(I) ~il"(I) pentru fune(ia impliclta y =l(x). dcfiniUl prin
eeua!;a (x 2+ y')3 - 3(x' +)') - 2 = 0, satisfacind conditia 1(1) = I.

Re::olva,·e. COllditiile teoremei 1 sint indeplinite. Aplicind aceasta. teorema,. dupa. fGrllluJa (I)
obtiuem

cu P -I. q nceunoscute Xl' x2 , ••• , x p' AI' ~J"" A,.

o conditie suficienta de extrem este ca d2L(x1, %2' ••• ' x ,,) sa pa)itreze semn Constant. DacA d~L

este po/iHv liefillita. atunei functia 1 are un punet de minim, iar dadl d 2I. este negativ defilJita,
functia f are un punet de maxim conditionat.

lniocui'ld aid, pe y' obtinut anterior, ga.sim

astfel ca t'(t)..., - 1. Pentru determinarea lui /"(1) derivam rclatia de Illai inaillte inca a dat{l i"
raport eu x, considcrind ca y = /(x). Obtinem

asUd ctl /"( I) = -2.

Re20h'are. Pentru calculul IuiJ'(x) se peate aplica formula (I). Aid vom aptiea iusA altA me·
todA. Deoareee y =f(x) trebuie sa. verifiee relatia x:il +y2 + 2axy ='0, rezultil d. x 2 +f'(x) +
+ 2axf(x) = O. Derivind aceastA ultima identitate, obtinem 2x + 2f(x)f'(x) + 2af{x) + 2axf'(x) = 0,
de uude deducem

'~ 2. Sl' eonsider5.fune(iay = fix)' definita implicit prin relatia x' + .1' + 2ax) ~ 0:
a> I, Srl se arate ca j"(x) ~ 0 ~i sa se justifiee rezultatul.

,



Dcoareee .1" ( ; ) = 1 1> 0

_ l..~;.rx, y; z)
F;(x, y; .:)

cos I

I , [1 + .['(xl][ax + ((x)] - [. + ['(,'IJ[x + ai(x)]'(x) ~ - ~-~~~-~~-:"-7~~~-~"-'-
. [ax +f(x)]2

""" (a
2

- J). lex) - xf'(x) = a
2

- 1 (x2 + F(x) -I- 2ax/(x)J.
[ax + I(x)]' ['LY + i(x)]'

cosy - z"lnx r.' -xsiny--LcoszI;(x. y) ~ - . _, .(x, y) = _
- Y SIn Z + cos x _ Y Sill :: + cos .\'

linind seama de idcl1titatea x
2 + (2(%) + 2a-tj(x) = 0, rezuIUi f"(x) = o. Sa jns1ificd1l1 Oleum acest

'''''iL't. Rozolm1d ,eJa(ia de defini(ie in pei,in(a Ini y, ob(inem solntia y ~ x(--a '" Ja' _ I),
r('C;\ ce ar~lt.i di y" = O.

rczlIlta c.1 f"( 1) = - 1< 0 ~i d~ci punctul x = 1 cste un punet de maxim.

I
n'7:ulUi {;a x = - este un pUllet de minim.

2
3xll _ 6xy

hi In acest c".F(x) ~ - 0 • "tfd cA puncte!e sta(ion..e ,"fisfae eeua)iile -lx' _ uxy _ 0
.1r - 3x2

~i :r

3

+ J,,1 -- 3.1'
2
y - 3 = 0. SolutiiIe acestui sistem sint x = 0, y{O) = Y3 §i x z= _ 2, y( -2) = _ 1.

Calculind f"(x), obtinem

3. Si so determine puncteJe de extrem ale functiei implicitc y = f(x) , dcfinit;l- prill :

a) x' -. 2.') + 5)' - 2x + 4y + 1= 0; b) XX -+-)3 _ 3x2y _ 3 = O.

P' 2x - 2y - 2
Reza!!'{lYe. a) Deoarcce ('(x) = - _'" = (. _ rezuWl ca pllnctcle stationare ale

F; -2t' lOy + '4 •
fllllqie,i f(x) sint solutii ale sistemului 2x - 2y - 2 = 0, x~ _ 2xy + 5)'2 _ 2x + 4y + I = O. Re~
70bind accst sistem, obtinem x = J, Y ~= 0 ~j x = l, y = _ ~. Dcoarece

2 2
/"(x) ~ (f'(x)), ~ _ [! - ['(xl][ - x + 5((z) + 2] - [x - ((xl IJ rOo' + jf'lxYJ

(- x + 5/(x) + 2}'

f)~rbind aceast~ ultim.1i {eJatie incA. 0 data~;i inlocuind ./'(x}, obtinem

2y' + 2 r2y - ? ,),2 + 2x(xy _ .,.-2 _ '),2\101'[,,(x) ~ . -- "
(.1'2 _ y2)2

''''''",cee ("(0) ~ 21'13~ O. 'e'uWi ea puuetul x = 0 e<te un punet de min'm. Apoi ["(--2) _2
-- < n, aslfel eli x = - 2 este un PUtlct de maxim..l

163

4. S'l sc ca!culeze(;(I. 0) ~i/~(I. 0) pcntru functia" .= f(.r, y). definiti"l implicit
I"in :r cosy + y cos 0 + 0 cos x -- 1 c~ 0, s,'tisfilcind eonditia f(i, 0) ~= O.

R::ZC{;_',lre. Sint indepJinitc conditiilc teoremei 2. In acest cnz relatiile (2) se scriu

a3tfcl c:i J~( 1, 0; = - --'_ • I~(1, 0) =
cos 1

5. Si se "rate c;'i (hci functia;: = ((''', y) este defilliti implicit prill (1 + z) "" z _
- ) (x + 0) = 0, atunci este "ltisfaeute, ecuatia z sin Z '0; _ y' 'z; ."" 0,

-

=

se d.,.

r distan-
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J

- ,

,
4

~il
cal

OM
de j

du.

ind

, '

(6)

(2z -'- 8x - I)'

J6z + i - (56x + 8)z;

(2z - 8x - I)'

32y(7x + I)

, Y , x + z - s,in zzz~ .~=
(y + z) cos z + sin z - y (y + z) cos z + sin z _ y

i(dx)' + i(dy)' + 2(dz)' + 2.d'. - 8dxdz _ 8.d'z _ 8d,dx _ d', _ O.

. , " y[z ~in z - y(x + z - sin z)J y[(y + z) sin z - y(x + zlJ __ 0
Z SIn Z -z - y 'z = = ~~,-~__~~_~

Z II (y + z) cos z + sin z - y (y + z) cos z + sin z _ y

Z~II 0= _-eSY,-,-(z,,;_-_i,,)-:
(Zz - 8x - I)'

astfel col

in baza relati~i de definitie a fUllqiei z =J(x, y).

112(z2 + 2x2 - 8xz - z) _ '1

(2, - 8x - I)'

n (-8z + 32x + i)(2z - 8x _ I) _ 32y'z II" = -'---'-_-'---'-'-__-,-_'-_--'--
(2: - 8.¥ - 1)3

Dcoarece z;(M., = z;(M.) = 0, reznlta d.z(Mo} = O. Apoi, Z;;(i110) = _'!..-. Z;~C.\fo) "'" 0, 2;:(M
o
) =-=

IJi i
=-, astfel <lll ,1'-z(M.) - - [(d,)' + (dY)'J,

15 15

Problema paate ti reEdTvatl m&i simpIu astleJ. Considerind cil z -. J(x, y), prin difercntierea
rela tiei de defi.i'tie eotinem

Deriviud aceste reIatii in rapl'>rt CU x §i y §i tinind seama cA z = J(:r, Y), deducem

, 8z - ix , -iy
z:r. = -:--c-;:---.,. • zJJ = -:-_-::~-.,.

2z"':'8x_ 2z-8x_

6, Sa se calculeze dz ~i d'z in punctul M, (2, 0, J) pentru funclia z = fix, Y),
definita implicit prin 2x' + 2)' + z' - 8xz _ z + 8 = O.

RuolVtD'e. Tinind seama c:{ dz = z;dx + z;dy ~i d:2z = z~.(dX)2 + 2z~lIdx dy + z;.(d},)2, rczultii
ca este suficient ~ caJcuHim derivateJe partiale de ordinuJ unu ~i doi ale funetiei. 1n })aza r~la
tiei (5), o"iiaem

d'z - (16 dxdz - 4(d.)' - i(dy)' _ 2(dz)'].2':-8x-l

Rezolvdn: iroiesind re1atiiJe (51. obtinem

ixdx + 4ydy + 2zdz - 8xdz _ 8zdx _ dz = 0,

.u = (8. - ix)dx - 4ydy •

2z-8x~1

10 punctuJ Me a.vem dz(M,> = O. Diferentiind re1atia (6) fDCa 0 datA, observind eli. dx ;;i dy
sillt constante $i dz este 0 functie. obtinem

DiD. aceasta relatie deducem

iastfel eli. in punetuI :Af. avem dtz(M.) = _ [{dx)3 + (d)!)2].
. 15

7. Funcliile u = 'P(x, »). V = ojJ(x. y) sint definite impticit prin relaliile u + v =
x + y. xu + yv = L Sa se caIculeze u;. u;. v; ~i v;,

Rezolvarf. Derivbtd ceJe dou~ relatii in raport CU x, obtinem sisternuJ u; + v~ _ I, .tu~ +
• , . , , u+y , u+x' 'f- Y"a- =- - 1«, Cll necuJloscuteJe Us- ~J vz . RezoJvind acest sistem, obtinem u

lr

= __ v:r = __

- y-x x-y





hi 1aj
Jiniir ind~

functia f~

14. 51,
{fa = Xl~

pendent,
Rezotr,

Jacobi,sa.)
'I

·l
'~

\l
." 'U1i'l]hma a t

LegA.tura.

15.

fiin:,:~~
_ (2X-"

2y - 1 +1
'.~

:::, (f~"~~
16. ~

pentrUj'
R"

~ ea .'~i:,'I apOi e

, SA ~
f -2Y-i-
'-~

cului (4'1
pe fronH~

cu conditil
+y'-lil

:~~~~
De""1

Pcntru 1J
l

,.j
de maxim;"

x eX +)i c". Sri se cal-

(v -+- .::)dx - (x -+- z)dy
+

(y + z)'

v (' I)asHel ca dz = - - dx + - rly +
z(x Y

21x + Y + Z))
-2 ,

-12x - 18y

", ~ --'-- [-IX + z) +
Iy + 'I'

(y _ x) x + t e.r-<:,] d.t' +
z + I

2x ~ 18.:

2(.r Y -I::),

yl.. 1 ] }zJ + (y - x) --'- c" dy ,
z + ,

x+ 1 r z]{y - x} -_. C - , '

:: + 1

, {[IY")
()' , 'I'

(1.:: =

+ [-IX-I

(

21-' -e Y + 'J
, z

6x -i- 2)' - 12.:

)' - x

IY + 'J'

flezulvnre. :\Iatricea funclionalil a lui Jacobi

( ( '

~: ) ('
,
J' ,

. g'l" " o , -,, ,
h~ h' h~ 4)' 4(x -I-::}V

Rc::oluare. ~Iatricca lui Jacohi 0ste

-== -.!- ely. Deci nt/ = .!-{..!.- dx +- -.!.-dY) •.. dl' = .-!-(J.. ii,'.· _ ..!...;y)
}' zlx y 2 x y

" ( , I l' ,-t ~ - dx - - dy = - (v + IIJdx -+- - (v - It)!l),.
2 x y} 2x ,_ 2y

11. Fie functia z == f(x, J) cldinittl implicit prin z e
, , '1 ~ Ix I 'Jcukzc H,T ~1 1111 (aea 1t = --,-,

Iy -,- ,)

D('oar('ce d!l =;= tl~ dx -+ II~ dy. prill idf'lItificare ohtllwm

16(j

Rezolvare. Diferelltiind rl'latia dc ddinitic a fllflqici ill1plicite z = f(x, y) obtinern (.: + I)etdz _

I x -]- I ,'_z l' -+- 1 11 z= (x -+- I)e"dx 1- (y -+ l)c lJ d,v, de undc (:: = --- C' dx +-'-- e - dy. Apoi, folosind aceastA
:+1 2+1

v + , ]+ (y _ xl _-__ (,II- Z •

. z + 1

12. Fie functiile f(x, ), 0) _0" x + y + z, g(x, y. z) = x - y + z ~i h(x, y, z) =

4(xy + yo) definite pc R'. Sri se cercelcze dcpendenta functianalri a acestar
functii.

nf" rallgul egal ell doi. Prill urmare, cele lTd f\llletii sillt depeudente functioIlal in R3. Daua dintre

fllilqii sint iadepenclente functional, f ~i {:. a tn'la, h, (iilld dependenta functional de acestea. Se
\f('rifica u~or eft h(x, y, ::) = P(x, )', :) _ gZ(x, y, ::).

13. Fie functiile f(x,v. z) ~ (x + V + oj'. g(x . .\. z) = 2x, + y - b ~I

lr(x, )I, ::-) = 3x 2 + 2xy - 12xz - IR-:;,). definite pc R3. S{t se arate c;''i: a) func.
tiik i, g, h nu sint indepcndl'nte in origine: b) cxisUt 0 vecinatatc a punctului
M J ( -1, 0, I) pc car" / dcpinde de g ,i h.

a} In OrigillC rang-ul acestei matrice este unll. Deoarece functiile f. {( ~i h admit oeri-rate

paqiule continue, rezulta cil. t:;xistJ. 0 vccillatate a. originii. in care functiile j .'}i h sint dependente
de g. Dcci functiilc j, g, h sint dependente in origille.



sintllinii all' lllatricei

punctului l\;/o' ill

fUllqional, 1 rC'I)uic ca Illatric("~\ lui)'~ ~i Y:l sa fie dl'])(,lldcllte

In'i, :\latricea lui Jacobi

h) In pUllctul lvlo rangul matricei lni Jacobi este doi. l.:ltilllelc doua

liniar indepelldente in acest pUllet. Aceasta araU'L ca exi~<;ta 0 vecinatate a

funetia f depinde de g :;;i h.

14. Stl sc arate Crt functii1c Yl = XI +- X z + .. + X p , Yz == x~ + x~ + + ,'."71'
Ya = XIX~ + XIX:

l
+ ... + XIX» +- :l:2X3 -+- + XII_IX,I> definite pc RP, sint ck-

pendente functional pe Rl'.
Reznlvare. Pentru ca. fnnetiile )'1'

Jacobi sil aiba ranglll mai mie dedt

Deoare (~

yarlahikle

_ I) $i df

2x-- I+i. ().

x, ,

2

ddinitl, H'/ult.'\ c{t P\lllltul (+, +) rcalizeazrl'mini·

este punet de minim .... oll(h\ionat pcntrll functia f(x, y)~

. 1 1 )dlL 1-, - = 2(dx)~"; 2(dy)' <:~te poziti"
I 2 2 .

. . (1 11Ol\l] fUlletlCI L(x, .r)· Ded punctul "2':;

15. S:l sc determine extrcmek functi ei j(x, J)
hind legate prin conditia x+-)' -'_--: 1.

Rezolvare. Functia lui Lagrange estc /.(x, y) = .\2 + y~ -- )' - x + i.(x 1- y

11:= (2x _ I + ),)t1x + (2y _ 1 -+ I.)d)'. Allut'i.m difercntiala ~i tincllI st'all1a de legZ\tlll';t .

2y _ I + 'A = 0, x -I- Y _ 1 = O. Hczobind acest sistem, obtillclll t. = 0 ~i x = Y =

are liniill' liniar dc-pendente (linia illtii eslc pfllpoqiullal:l C\I sUlna llilltre ~ dinlillia it dou;t ';ii
2

linia a trei<J). D('ci rallgul uu poate fi trei, aslfl'1 eft cell' lrei funqii sint depcndentc fUl\qK'lIotl.

LeglHura (Entre funqii estc Yil = Y~ - 2),;;.

16. S~l se determine valoarea maxima, sup/Cr. J)' ~i valoarea minim;I, inf /(x, \'),
}) u

pentru func\ia fix, y) ~ x' + )" - 3x - 2) + I, untie l!: x' + ,v' ,;; I-

Rezulvare. Funetia f(x, y) fiiml continua })(;' llluitillwa tnchisa _<;>i IlIZLrgirlilii. x
2

..;- y2 ~ I, n'z;;]L\

cA ea i$i atitlge Illargillile. Vom deterl1lina extrcmele ftlllqiei situate in interiorul cercului x
2

-I- )-'2 ~ I

~i apoi extremclc fUllctiei situate pc fl"Ontiera cercuilli .;;i '10m cOlnpara 'nlorile extreme ale funet
wi

•

Sa dderlllinalll t'xtreOlele fUllCliei situate in intcriorul CcrClIllli. Deoan'ee f~, = 2x - J "', 0,

f~ = 2y
3

_ 2 = 0 illlplidi X o = - , )'0 = 1,
2

se vede eli extrelllt'le fUllqi{'i nu pot fi in illteriorul Ct'r-

So
cului (x~ + y~ = ~f > 1)' Prio urman:, ell sigurantA punctele de extrem ;lie fnllct iei se VOl g>;:i

pe fruntiera x2 +- )'2 = 1. Avem dcei de calcuIat extremele fUllctit'i f{x. y) = x~ + )'~ - 3x - 2y -+- I

cu condilia x2 -1-)'2 _ 1 = O. F~~ctia lui Lagrange cste L(x, y) = x
2 !- y2 - 3x - 2y -+- 1+ ),(_\2 +

+ )-,2 I) ~i ded avem de rezolvat sistemul dL = (2x ~ J -+ 2),x)dx -+ (2)' - 2 -I- 2Ay)(ly = 0, x
2

+
+ "I 1 = O. Sulutii1e sistemnlui 2x( I -I- I,) ~ 3 = 0, 2)'( 1 -+ ),) 2 = 0, x

2 -+ y2 = 1 sint 'I =

VI) 3 2 . VI) J 2
1 _ _. x} = - ~ • "I ~"-'" - --:=-:;;1 i'2 = -1 -+- -, x~ ~.C ----r ' Y2 = --;--=- .

4 "V 13 \jIJ 'l ....,13 ,:1.\
Deoarece r]2L = 2(1 + 'A)[(<lX)2 -+ (d)-'fl], se velie ca aceasta esle a forma patratiea ddillit{l.

Pt'ntru A} = _ 1 _ V.!.:?, d2[. esle oegati'l dt'fillit?-l. ~i deci punctul (- .~-, - I~) este un P\llll:t
'l \' 1J \" 1.1

de maxim pentru fumtia dat~, Pentru )" ~ - I +V¥, d'1. e,te' po>itiv delinit. ~i ded pundul

(
3 2 1
r
~-. -=- estr- un pUllet dc minim

,U ,j13
pcntru f.
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lal

aotfel

b

~
.,tlel!

- c
In
ill

\

2.). M,(~, .2, ~I' M,(.2. i
3 3 33 .J 3

b) (I - x
2
)y" - xy' + w'y = 0, X:= cos t I

d'L ~ 2(z + ),I<lx dy + 2(x + )",)dy dz + 2(y + A,)dx d,.

d2L(M~) = -2ux dy ~i dx + dy + dz = O. 3dx + 3dy + idz = O.

II 1I 8d!L(·l[tl = 2dx dy $i dx + fly + dz = O. _ elx + _ dy + _ dz = O.

3 3 J,

16
1..1=-

9

18. Ce cIevin ccuatiile urm:ltoare, cIaca se fae schimbari!e de variabila indicate I

Hl'I"f)bind acest sistcrn, g.'1sim solutii!e

In aecasta expresie v>riatiile dx. dy ,i ;j, nu slnt independente. Diferentiind legaturi!e, ohtine," ,a
av~stea slut legate prill dx + dy + dz = 0, (y + z)dx + (z + x)dy + (x + y)dz = O.

16 4
Pentru Al = - ).~ = $i JlUllctul lU" a'fern

9 J

xy +- yz -+- zx - 8 :=! O.

17. Sa se determine extreme!e functiei ((x, y, z) cu !egaturi!e indicate:
a) f(x, y, z) = x

3 + y3 + t
3

, variabilde fiind legate prin conditia x 2 + y2 + Z2 =
,c 3, x> 0, y > 0, z> 0; il) ((x, y, z) = X)Z, variabi!e!e fiind legate prin condi
bilex + y + z - 5 = O~ixy + yo + ox _ 8 = O.

Rezolvare. a) FUl1qia lui Lagrange esfe I.(x, y. z) = .1'3 -+- y3 -+- Z3 -+- ),(.1'2 -+- y2 -+- z2 _ 3) .:;i deci

dL = (Jx' + 2Ax)dx + ()y' + 2).y)dy + (3:' + 2")dz ~ 0, x' + y' + z' _ 3 ~ 0 implieA x(3x +
-+- ZA) = 0, y(Jy -+- 21.) = 0, z(Jz -+- 2).) = () ~i xl! + y3 -+- Z3 _ J = 0, x> 0, y> 0, Z> O. Hezol

3
vind aeest sistem, g,bim ). = - - ,i MI I. 1, 1). lleoMeee d'L = (6x + 2A)(dx)' + (6y +

2

+ 2A)(dy)2 -+- (6:: -+- 2A)(dz)3 .o;;i d
2
!.(:U) = 3[(11-1.")2 -+- (Jy)2 + (dZ)2] este poziti'J' definit<1, rezult<1 cAi"l C!'ite un pUllet de miIlilll pentr? funetia f.

b) Construim funetia lui Lagmnge Llx. y, :) ~ .')"z + A,(x + y + z _ 5) + A,lx)" + )"z + zx _ 8).

Apoi dL = yz dx + xz dy + xv dz + A,(d., + d)" + dZ) + ),,[Iy + z)dx + (x + z)dy + (x + y)dz! ~
= ~yz + Al -+- A:,(Y -+- z)]dx + [xz -+- Al -+- A2(.1' +z)]dy -+- [xy -+- Al -+- A

2
(X -+- y)]dz.

COllditiile necesare de extrern sint

168

CalcuUim (12L ca .o;;i Cum '/ariabilele ar fi independente:

YZ + A, + A,(y + z) ~ 0, ,., + A, + ).,(x + ,) = 0, xy + A, + )",(x + y) ~ 0, x + y + , _ 5 = O.

D", ultime1e do." ee,,",Ltii obt;"cm dy = -,I., ,i dz = 0, astlel eli d'L(M,} = -2(dx)' < 0 ,1 ded
1""Let.,1 "I, este on p"net de max;m. Similar se 'rata ea punetele "I, ,i M, sint ponete de maxim pen'rufUflctia f.

'Pcntru Al = 4'. )~ = -2 _~i pUllch:1 A[~(2, 2, 1), avcm

Ihn ultimele doua ecoa,ii gelsim d)" = -dx, dz= 0, astlel eli d'L(M,) = 2(dx)' > D. Prin urmare.
plHlctul,'II, este un pUllet de minim pentru Cunctiaj. Similar. punctele Mij $i Me sint puncte de minim.





20. Sa sO' transforml' ccuatia y" - xy'3 + e' y' = 0, considerind y ca yariabila
fndl'jJendcnUi ~i x ca fUllctie' de }.'.

Uaolvare . .-\ '/em

y' = ely = _.!.- = __1 ~i y" = ~ y' = ~ (_1_) = ~ (--'-) ~~ = ~ (_~) = _ ~.
dx dx x' - dx dx x' fly x' <Ix x' X,2 x,a

dy

8 ..1.2. Probleme propuse spre rezolvare

21. Fentru functia y ~ (x), sa se caleuleze:
a) 1'(1) ~i 1"(1), dad (I) ~ 1 ~I x'·~ h) + .\" + X + y _ 2 = 0;
b) ['(0) ~i /"(0), dac" (0) .~ I ~I .1'.~ ry + 2)' + x _ y _ 1 = 0;

c) 1'(1) ~i 1"(1), dac:' j(I).~ I 01 x3 +)"~ x + y _ 2 ~ O.

22. S:, se caleuleLe y ~I y" pentru funcliile V = f(x) , definite implicit pnn
ulIn,-ttoarcle ecuatii:

a).',~. x+ Inv; b) v'~ I +y'; c) 1 2 +.",_ 2axy+ 1= 0; d) InJx' + y2=
Y

~ 'I,'dg -; e) cY
'. e + XI' ,'~ 0; f) 1+.1'.1 -In (e TV + c'TV) ~ O..,

23. S:1 se ddermilw t:'xtrcmclc fnl1ctici implicite .Y c-= /(r), definite prin:
a! y' + 2y.>;' , .. 4x ., .., C',' 0 ; b) .',3 + x 2 - X) .~ .1x _,) + 4 = 0 ;
c) (x' + .' ')' .,. (l2(X' ~. ) ').

24. Sa se caIculezc ::'~ ~i :;~ pentru:

a) x·= y = 2 ~i ,= 0, dac:' z = (x. y) cslc ddiniUl prin (x + y) e' _ xy _ z = 0 I
b) x = Y = 0 )i z ~ O,dad z = fix, y) salisface eeualia z' _ xeY _ )e' _ ,e% = O.

25. Sa sc caleulcLe ;~ ~i7~ pentru funclia z ~ fix, y), delinita implicit prin:
al x'·~ 2)' + .1z' .- .F + Y = 0 ; b) x3 + ) 3 + Z3 _ 3x)z ~ 0 ;

c) X In y + yIn z + z In x - .1 = 0; d) x3 + 2y 3 + Z3 _ .1xyz _ 2y + 3 = O.

26, S.i se ealeull'zc derivatelc parliale de ordinul lntii ~i doi all' fune(iei impli
cite z·~ I(x, y). definite prin:

,-~ 1i~ ":?

a) ':"-..L_ + c_ - I ~ 0; b) .1" + ,,2 + Z2 - I =. 0,
Q~ 'b~ c~ ~

27. Si so ealeukze dz ji d'z pentru funetia implicita , = f«, )). delinit.i prin:
\

a) .>;' + y' + z' = a'; b) .::. - In'::' ='0; c) In z = x + y + z _ I.
z y

28, S'l so deler'ninc cxtremcle funcliei ,= fix, y). definita implicit prin:

a) .1" + .1'2 +- 0
2

_ 2x + 4y - 6z - II = 0; b) x3 - y2 - 3x + 4y + z' + Z _ 8 = 0
c) x' +)' + :' - .r: - )e + 2x + 2Y + 2, - 2 = O.
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29. sa.lj
a) daca ill

b) daca ~
c) dadi .~

= bx~

d) dacai

30. PentA
_z2=I.x~

, = 1. _ .~

31. SA s~

) =a~(;2 ~J..
-:.- zz~

32. Fu1'uv = .. Sa"'

functi1 in ',..

33. Fun'
lialele de o.

a) u+ .
e) x+

,
34. Sil

dad z = u'
~

35. S.i J
~ a cos 6 Cl!

, .~

36. Sa ~
.'= lex, ;)•.,

1
37. Sasj

= x;(x+ Y~
este TelaH~

38. Sa ~'1_ (x 2 -1).'

dependent~;.

39. Sa

a) )', =~

,,,;':.\,;'..l
cj )1.,,1

d) Y1;
i
~



prin

impli-

pnn:

29. Sa se arate ca
a) dad y(x + z) - (y + z)/(z) ~ a, at unci Z(X + z)z~ - )(y + z)z~ = a:
b) daca x'+y'-2xz-2)j(z) = a,atunei()' - x' + 2xz)z~ + 2y(z-x)z~= 0,
c) dac'! x' +)' + z' = '((ax + by + c:), atuuci (ev -- 1!Z)z~ + (ao - cx)z~ =
~ bx - ay: /

d) dad F(x - az, y - bz) C~ O. atuuei az~ + bz~ cc I,

30. Pcntru fnnctii1e implicitc y = f(X) ~i z ~= gC-r}, definite de sistcmul x2 + \'2 _

_ ..2:..:.= I, x 2 -t- 2)'2 + 3=2 = 6, s:t :::c calcttlc.:e _,,', ::;' ~i .\,", z" pcntru x = 1, ); ",---,-, I,
• ~ I.

31. S:l se calc111ezc dif~rcnti;llele de onlinul hifii ~i al elodea pentru- funqLle
) = fix) ~i ZC" g(x), definite de sistel11uJ :

a) x'l +- )2 + z:J ._ 1 ==-..:: 0, x l + -'" --~ ;: ;= (); b) x:! \,2 + 3::: 2 ~= I, x2 + )2 _

- Z2 -= O.

32. Functiilc u(x, )) ~i v(x, .v) sint definite implkit prin sistemul u- = x + _v;
uv =). Sa se calculcze deri\"atele partiale de ordinul iHtii ~i al elodea ale acestur
funct;i in punctul x ~ o. y ,~. I.

33. Functiile a(x. y) ~i z'(t, ),) sint definite irnplicit. S:i sc caknlczc difcrcn
tialclc de ordinul l'ntii ~i al doilca, dac;l:

a) It + V = x, 1( - ) v = 0; b) x-+-} + It -+- 'J -'-:~ (t, x:J + _\,3 -+ u3 + v3
=-'----:: 1) t

c) x + } + " + v-I ~ O. x' + )' + It' + v' -- 1 -, O.

34. S;l sc calculeze: a) z~· ~i ::-~ chci\_ .'r "----" rv, x '---"" 1( cos u, y - U SJrl t'; b) z~ ~i ::~

dacJ.z=uv,X=1t+V,J:"=-1f,~-1!:C) cL::~i \.F:,dadlz ~~, x:::=e"", y-=c" 11,

35. 5;1 se calculeze z~ ~i =-;, considcrlnu z ca funqic de x ~i y, :;.tiind C;l

cc: a cos 0 co;; C?' y = b sin 0 cos '-? ~i z "~::: C sin ~p, 11, b j c hind constante.,

36. 5:1. se c<lkuleze diferentialelc de onlinul intli ~i al uoilea pentru fUrlctia
.'~ }(x, y). definita implicit prin F(x + z, y -+- z) O~ o.

37. S{l se aratc ca functiilc )'1 = x+- y +:::, Y2 = x 3 +-}:3 + Z3 + 6xyz. '\..,---":
= X}(x + y) + )z(y + 0) + zx(z + xl sint dependente functional pe R3. -C,ne
este, rdatia de dependcnp )

38. 5" se arate ca func(iilc'y, ~ xy - z. h ~~ xz f- y, y" cc (x' + Il(y' + z')
- (x' - 1)yz - x(y' - z') slnt dependent" funclional p" R'. Carees(e relalia de
dependent'l funclionaJii ?

39. Sa se cerccteze dcpcndenta fnnqional:t a functiilor:

a) y' = .x 1'0 = by., definite J)e J{" r{O, a)}'
1 .jX2+'Y2IJ~ JX2 +y2 "---L,

b) Yl = x+ y+ z, y, = x' +)' +z' - Xy -)0 - ZX, h =_ x' + y3 + Z3 - 3xyz,
definite pe R3 ;

prin:

-8=a
0)

1 1 1
)1 - , ), ~ , ),"" ------ ,

Ix- y)(x - z) Iy - zilY - xl (z - xliz - YI
" ~ ~ 2 3

~YI= .~= .~= .
(x - y)(x - zl (y - z)(y - xl - (z - xliz - y)

x/y#z;

x -;--'" y i- z.
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I . 1 1 I
(~gate pn.n - +_ = _ .

x2 y3 all

51. Sa se.

= rsinScos

52. Sa se• •xyzt - c ,'"

48. Saset1'
tele polare .x',

49. Sa se .
I~ coordonatell

50, Sa se d

47. Consi .
sa se transfort!i

/;l
a) )Z~ - xz~

. I'
b) z,+'2Yl

"+ 2 '"c) ZZI ;%.ti

d) (xy+z)~

e) z(xz~.;+-j,,
f " 2 •) Zz' - :,.

1 140. Sa se determine extremele fU!lctiei /(x, y) = _ + _, variabilele fiind
x y

f) x
2
:;. + 2xyz~~ + y2z;; + xz~ + yz" - k2z = 0, dad u = L. v = y.

x

46. Sa se transforme urmatoarele eeuatii, folosind noile variabile u ~i v:
a) y:~ - xz; = 0, dad" = x, v = x2 + y2 ;

b) xz~ + yo; - z ~ O. dad " = x, v = 2'. ;
x

) 2" ""Od- . vC xZx.-y"zJI'=' aca u=xy, v=..::.....;
x

d) z~; - 42;, + 3:;; = 0, dad u = 3x + y, v = x + y J

e) xy:~~ + y2Z;: + xz~ + 2yz~ = 0, dad u = x, v = 2'.1
x

41. Sa se determine extremele functiei lex. y) eu legaturile indicate:

a) f(x, y) = x' + y2, -; + f - 1 = 0 : b) lex. y) = (x _ 1)2 + y2, X. _ y' = I i

c) I(x. y) = xy, x + y = I ; d) I(x. y) = x + 2y, x2 + y' = 5.

42. Sa se determine extremele legate pentru functiile:

a) I(x, y. z) = x - 2y + 2z pentru x2 + y' + Z2 = 9;
Xl y2 Z2

b) I(x. y, z) ~ x' + y2 + " pentru - + - + _ = 1 ; a > b> c> 0;
all b':4 e2

c) J(x, y. z) = x + 2y - 2: pentru x2 +)' + Z2 = 16 ;

d) l(x, y, z) = x + y + z pentru x - y + z = 2, x2 + y2 + Z2 = 4 ;

e) l(x, y. z) = xyz pentru x2 +)2 + Z2 = I, x + y + z = 0,

43. Sa se determine valoarea maxima ~i minim:;' sup f ~i infI, pentru
a) l(x, » ~ 5x2 + 3xy + y2 In D: x2 +)2 " 1 ;

b) l(x, y) = x 2 +)2 In D : (x - )2)2 + (y _)2)2 " 9 ;
c) l(x, » = x 2 _)2 in D: x2+ y2 " I;

d) I(x, » = sin x + sin y + sin (x + y) In D : 0 " x ,,-"', 0 "y " -"'.
Z z

44. Sa se transforme ecuatiile urmi!oare, folosind schimbarile de variabil"
inuicate:

a' Ia) x2y" + 2xy' + -y = 0, x = _;
x' t

b) )''' sin' x + y'(cos x + 2) sin x + ay = O. t = tg ~, X E (0, tt).
z

45. Sa se transforme ecuatiile urmatoare, schimblnd rolurile variabilelor inde
p"ndente ~i dependente intre ele :

a) X)" + (y')' - y' = 0; b) y" + 2y(y')2 = 0; c) y'y'l _ 3(y")' = O.





Expresia el >

'<I
Plauele. triedrul1
t ~iv) ; planulJ
(planul ce tree;

Curbura. t~

Raza

Formulei,

In '/crsa curbu

RezDIvare.

rezulta. du~

"

'1
1. Sa Se'~

punet dat, '.
a) x = ~

b) Y =!
oJ ~~
d) r =
, 'I

normal este

b) Rep..
1,y_ t l ,,,''-';

, ,. "

::;;,:;~
.. I' + 6 _o.~

I

(1J

(2)

(3)

(4)

PJ

(7)
D(l', G)

D(x, yJ
, C_

DIF, C)

D(z, xJ
£~ .!2f!':.!;L

D(y, ;;)

x - X o y - 'Yo ::: - Zo--- ~ ---- = --,
,

F(x, y, z) = 0, G(x, y. z) = 0, (x, y, z) E DC R:3 (reprezentarea irnpJicitol);

z-=}(x, Y), Z = g(x, y), (x, y) E DC}{.Il (reprezentarea explicitc1);,

x =h(t), Y =f;,.(t),z =!a(t), t E (a J b) (reprezentarea parametrica).

A Ix - ,"oJ + E(y - Yo) + qz _ 'oj ~ 0,

x - Xo = Y - Yo z -"'0 unde A
A -B~-C-'

unde functiile F, G, f, g, fl. Jr.. is satisfac urmatoarele conditii de regularitate: a) .sint funqij
reale til continue; b) fn1lctiile f l , 12, fa stalJiJesc 0 corespondenta biunivoca ;;i bicontinu.:i intre punc
tell' cllrbei ~i intcrvalul (a, b); c) admit dcri'rate de oedinul intii, nu to'ate Ilule; d) eel putin llnul

" ,,/)'1', C) Dil', C) D(F, G)
din dCtCTlIllJ1<tlltll funqJ0JI<tll -----. - __. ~ $i este difer-it de :tee",.

D(y, Z) D(2", x) D(x, y)
Vechi"ial 0 curhi estf'" daL!. prill

9.1. Geometria diferentialii a curbelor in spatiu

9. GEOMETRIA ANALITICA $1 DIFEREN'fIALA
A CURBELOR $1 SUPRAFE'fELOR

174

Se nllme$te arc de curM. rcgula't 0 mu1thne de puncte din spatiu, ale chor coonlonate x, y. z
verific~ uml1 din unnatoare1e sisteme de ecuarii:

uude to este asHel c.':i, x, = r(tf)l, )'0 = Y('(,l .0;>1 "0 = :::(to) ; ecuatia planului .Qormal 1. cmba ill pUIl"tuJM o este

Daca Curro cste data sub forma implicita ('), atullci ecuatiiJe tangentei ill Af
o

shIt

sint calculate in .lI,; ecuatia pJanului normal este

V
", d 1 '1 'F . i Itt. • r X r 1 L' ,erSOfU tne Til ill tll 'Tenet Slut: t = -, vcrsaru angell el; ,. , versoru ulnonn;l1el

. '.; !r X i I
'1 V = fJ X r, versorul nonnalei prillcipale. Ax-ele triedrull1i lui Frenet in pnnctul Te~ulat 111

0
al

unei curbe sint ; ta.nro.nta in 1110 Ia curba, bin(lrmala la curba in M
o

(dreapta Ce treCe prill ,1[.

~i are dirccpa IS) ~i .armala principalA 1a curbtl. in ,M, (dreapta Ce treco prin Al
o

~i a.e direcfia V).

, .
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•

,-~

Prin u1

"2 -Y~O.J

ji (M,) = 2'1
i x rIM, ;:',i
iar v(Mo) -;

4. Sii i
+ (2t' - i
+ 2=O~

.j

Rezol.
•i
I

punct en'"
',J

1 i
--.-3

"01 clrui

PriD U

,
Rt:ol~

elL xt +Y'j
b) tool

y(t). 'It).!."....raport cu
• II.
y .... --

y

1
J

1/,,.,
7.

• ~ - t y - 1 z. \001 1'" 1
8Jnt --- = -- "'" /_ ~ eeua It e norma CI pnnelpa e

-I I V2

%-1b) Tinind seama de rezultatele de IIIni sus, putem atirma c4 ecuatille tangentei siut __ =
1

fn pucctul
X---=

Me acest sistem devine 3.i + 1y + Z -. 0.· .t + <4y + 3; '- O. Solutia acestui sistem este

Y = __'_ ~u .i -= L -= .!-. Prin UrInare, ecnatiile tangentei sint.!-±.....!. =I: ~ I - Ii II U:I 8 -8 8 S

y+2 2+1- --=s = --s- . iar ecuatia r1anului JJ(;JUJal es1e x - y + z = O.

d) i = -2 sin Ii + 2 co.sJj + ik, iar r(:) => - \//21 + ~2j + -ik, Deoarecer(t
o
) ~ J2j +

r.; 00.. % _ 0/2: y _ ../2: • "+ V 2j + r.k, rezuIta. ell ceuatlJle tangentel SInt = _-_. iar ecuatia

- 'V'2 •./2 'I
pIanului normal este -JZ:¥ + J'2y + it - -in -= 0,

y-t,: ··b· l'- -- = ~; ecuat1ile wonna el
-1 .../2
x-I y-I zsint = .

110

Ecuatia planului oscula tor estc aceea a planului determinat de punctulllf
o

$i al ea.rui vector normaleste p:

1 1../2: j_
- (% - I) -'- (y - 1) + --. = 0 sau % - Y + V 2, _ O.22 2

Ecuatia planului normal ~ste aceea a planului ce trece prin M
o
, de vector normal 1::

I 1../2: J-- - (x - I) + - (y - I) + --, _ 0 sau -x + y + 2, = O.
222

2. Se eansidera emba x = e'. y = e-', Z =.jl.t ~i punetul Mo(to = 0). a) Sa
se ealeuleze versarii bai'ei triedrului lui Frenet. b) Sa se serie eeualiile axelar ~i
planelar triedrului lui 1'1 enet.

Rezolvare. a) A~em 1'(0) =- i· + j.' Dcoa.rc<;:e r =::0 eti - e-tJ + j:t."k ~i r = eti + e-'j, rczultA
';(0) c; i - j + jik ;;i j.'(O) = i + j.-Prin urmare,

;(0) I 1 .J2. ; x' I 1 1 .J2
t(O) ~-- = - i - - j + - k ~1 P(O) = --- = __ i + _ J + _ k.

riO) 2 2 2 I; X ,I 1-0 2 2 2

12ostlel cil viOl = PiO) X t(O) ~ -'- (f + J).
2

E(;uatia planuJui rectificant este aceea a planului ce trece prin M
o

~i de vector normal" ;

.J2' ../2:
-- (x - 1) + -- (y - 1) ~ 0 sa" % + y _ 2 = O.

2 2

3. Sa se ealculeze versarii bazei triedrului lui Frenet .In punetul Mol-2. ~. -12)
la eurba x' - )' - z = 0, x. - y = O.

•
Rezo/vare, Vom considera pentru curM eao reprezentare x _ t, Y """ y(t), z .- ..1(/), fuucfiiJe y(t),i z{t) fiiud definite implicit prin Xl - yl - Z =- O• .\'1 _ Y -= O. Derivtnd acest. relat

ii
de douA. ad

In raport ell t, objinem 2x - 2y Y- z _ 0, 2.1' - Y .... 0 l'i 2 _ 2y Y _ 2y2 _ 'i .. 0, 2 _ Y= O.
til punctul J.fo acest sistem devine - i - Sy -.i = 0, _ 4 _ ;, _ O. 2 _ 3Y _ 2).>:1 _ Z <= O.
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9.1.2. Probleme propuse spre J'ezolvare

26.

27.

28. S

Pla::~1

20. S
a) x"

21. S,

lui Frene.!,
plannlui .1

22. s~·
in origin.

23.S

".;.t ,~
25. ~

= aCQ

,
13. s1tl

, 1
a) (r) j

c) (rl'j
1

14. Fij
eenaliile ~

15. F~
nului no~

16, sill
x = Z2 i~

princi

8. Sa se arate ca pentru elieea eilindrica x '= a cos t, y = a sin I, Z = bl, a> 0,lCurbura §i torsiunea sint constante.

Rmlvare, Deoarece r = -a sin'; +aeost j+ bk, ;: = -a cos'; _ a sin t j ,i ';.=a sin'; _ acos t j,
~ezllIHI.;' = ~a2 + b

2
, J r X rj = aj~ {ii (i, i-", .~.) = a

2
b,

aJa
2

+ 6
2

a . (a .../a2 + b2)2 a2 + 6
2

-astfel ell. avem K = -.7 = =_"

,/(a2 + 62)3 a2 + 62 a2b b

9. Sa se arate ca eurba x = a sin' (y = a sin Z I, Z = a cos' I este a curb,", plana.
Sa se gaseasc<l ccuatia planului ce contine-accastl curba.

Rnolvare. Conditia neCesara 5i sulicien'a ea a Cnrba sa fie sHna'ii intr.nn plan este ca...!. = D,

TIntr.adevar, din (11), rwdta dP ~ D, de nnde P ~ c (coostant) ,i cum ,.p = D, re'ulta "c = 0,
d.'

adidl. roc = 0, r'C = COIlS't., relatie Ce reprezint;'1 un plan.

Deoarece r = a sin'21i + 2a cns 21j - a sin Zlk, ;: = 2a cos 21i ~ ,,, sin 21j _ 2a cos 211< 5
i

r =
. .. ... I= - ia sin 2ti - 8a cos 21j + 'a sin 21k, rezult" ("" ,) ~ 0 si deci _ = D. Pdn u,mare, o"ba

Teste continot; intr·nn plan, plannl Oscnlator, dcoarerc Peste nn vector constant. !Jcoareee P =
= - (i + kJ/ji, tC7.ult<'1. c.1 eCtlatia planului osculntor ('stc x + Z = Q.

10. Sa se scrie eeuatiilc tangentei ,ji eeuatia planului normal in punetul Jl
o

la eurba 1", penlru :

a) (1") x = a.cos'I, y = a sin I cos t, Z = a sin t. M
o

(1
0

= f) ;
b) (1") Z=X'+;', x=;, Mo(l, 1,2);

ej (f') x' + )" + z' = Z5, x + z = 5, M o(2, Z)3, 3) :

d)(r)X
2

+ Z'-4=O,X2 +y2_4=O, M
o
()3. I, I)

e) (1') x' + y' + Z2 = 6, x' - y2 + z' = 4, M
o
( t I, Z).

II., Sa so determine versorii triedrului lui Frenet in punetnl i'ff
o

al eurbei r,,daca :

a) (1") x = 1 - cos t, Y = sin I, Z = I, M
o
(1

0
= ;);

b) (f') y = x', z = 2x, Mo(Z, 4, 4);
c) (f') y' = x, x 2 = z. Mo(t 1. 1);

d) (f') x
2

+ y' + Z2 - 14 = 0, ." + y + z _ 6 = 0, Mo(Z, 1, 3).

12. Sa se serie eeuatiile axelor ~i ale pranclor tricdrului lui Frenel in punetul M
o

la curba 1", pen tru :

i
a

2t~ tt ( 1 2 ") ,aJ (1") x = 2 ' Y = "3' z = '2' Mo '2' '3 . '2 ;
bJ (1") x' + y' + z' = 9, x2 - y2 = 3, Mo(Z, I, ZJ ;
eJ (f') x' = 4y, x3 = Z42, Mo(6, 9, 9) ;

I'd) (rJ x = I, Y = -I, z,~ '2' Mo(to =,2).



•

p=

AI,

13. Sa se alle elementul de arc ds al curbei f, pe"tru :
a) (0 x = t'/" y = t'/,. z = t'/,; b) (0 r = cos't·j + j + sin' I·k;

c) (f) r ~ t·j +~t'-j +2t'·k.
2 6

14. Fie curba (I') x ~ sin t ~ t cos t. Y = t sin t + cos t. z ~ t + 1. Sa se aile
ecua(iile tangentei ~i binormalei la curba f in punctuI 2'vI,(t, = 0).

15. Fie curba (f) 2px - y' = 0, x' + z' - a' = O. Sii se g"seasca ecuatia pIa
nului normal ~i a planului osculator la aceastii curbii in punetul de abscis" x = P/2.

16. S" se serie ecuatia planului osculator ~i rechfieant la curba x - )' = 0,
x = z' in punetul "'[,(I, I, I).

17. Se dii curba x = t cos t, Y = sin t, z = -t'. So cere:
a) sa se determine versorii tangentei ~i normalei principale 111 punctul t = 0 :

b) sa se serie ecuatiile tangentei,in acela~i punet ~i sa se afle inter~ectia ei eli planul
x = I.

18. Sa sc arate di tangenta, normala principal1 :;;i binorrnala in ariee punet al
curbei r -= ct (sil1 t i + cos t j + k) formeaz3. fiecare dte un unghi constant eli a:xa Oz.

19. S" sc determine punetele de pe curba r = 2 i + In tj + tk, unde normala
t

principalrt este paralelii cu planul Sx + 2y '- 5z - 4 = O.

20. Sii se calculeze curbura intr-un punet al curbei f:

a) x.= ct, Y = e-t, Z = IJZ: b) x = c' sin t, y = e' cos t. z = ct.

21. Sc dii eurba r = t i + (I - t')j + 2- t3k. a) Sa se calculeze versorii triem-ului
'3 .

lui Frenct in punetul t = I : b) sii se serie ecuatiile normalei principale ~i ecuaiia
planului osculat9r in t = I : c) sa se calculeze torsiunea in punetul t = 1.

22. ,Sa se calculeze raza de curbura a €lieci coniee x -= t cos t, Y = t sin t, z = at

in ongme.

23. Sii se arate cii curbele de-a lungul carora curbura este nul" sint drepte.

24. Sii se arate cii curba x = 2t' + t', Y = I' - 2t, z = t3 + t - I este con·
tinuUi intr-un plan. Sa se scrie ecuatia acestui plan.

25. Sa se ca1culeze raza de curbudl ~i raza de torsiune pentru elicea circulara

= a cos t, y = a sin I, z = bt.

26. Sii se calculeze curbura si torsiunea pentru curba r = t i + 2 tjJ' + 2 j3 k., 26'

27, Sii ee determine raza de curburii oi torsiunea curbeiy = x', 3z = 2x'.

28, Sii se gaseascii punctele curbei r = (21 - l)i + t3 j + (I - t')k, in care

planul osculator la. curb" este perpendicular pe planul 7x - 12)' + Sz ~ O.

29. Sii ee determine punetele curbei r ~ 2i + tj + (21' - I)k in care binor·..
I

mala eete perpendiculara pe dreapta x + y = 0, • ~ ix.
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b) tn a'1
0'(- ~ . ~r
de rotape

hipertinlA (fi,.,

RezoIIJGH~:,. ,,
"

a)

cj 9,,'

~i' -x sin cp
de unde 3..
OX$i Oy,

Cu acea.stA.

Pentru ca. O'
clod tnlocui.n1{
+ lOYo;t- 6 "
Rotim i'Cum
y~Xsin,{

sa se

':3/\Alegem ung ',
astfel ca. ':

prin (X. -. "

( I)

(2)

(3)

(i)

(5)

(6)

(7)

degeneratA.

a" I
°23 • I = all + 022'

a33 1

S' - IS + a = 0,

( d) II.Yll= ± _-p x.

. .
eu ail + aI2 + a2~ =F o. Im"ariantii conicei (1) sint:

jar ecuatia caracteristici1

are r.1d.1ciniIe reale 51 ~i 52_

Dac~ d .. 0, conica so numo,te nedegenerata, lar dad d = 0 conica se nume,te
Daca. 8 #: 0, conica este ell centru, coordonatele centrului fiind date de sistemul

daca. 8 = 0, Conica este f.1nl centru.

Dacii ~ =;6 0, atunci: a) pentru conice eu centru, 8 #: 0, ecuatia canonicii este

,i aceasta reprezint~ pentra a> 0 elipse reale dac~ Id "" 0 ,i elipse imaginare dac~ Id > 0; pentra
a ~ 0, 'vem· hiperbole; b) pentru conice f~r~ centru. a = 0, conic. reprezint~ paratiole a C~roreeuatie canonicii este

Dac~ d ~ 0, ntunci: a) pentru conice cu eentru, a > 0 aratA cA avem drepte secanto imagi.
nare. lar a "" 0 aratA eA avem drepte secantereale; b) pentru conice f~rA centru. a = 0, COnica se
reduce Ia. dou.1 drepte paralele san confundate.

Daca 8 =F 0, atunci din ecuatia

tg~ =

9.2. Studiul conicelor pe ecuatia generalii

180

So numo,to conieA 0 muilimo do puncto din plan, alo c~ror coordonato In raport cu un roporcarte.r:ian ortonormal verifica. ecuapa

se detorminA nnghiul pe care II face una dintre axele de simetrie ale conicei en semlax. O~ • repe_rului initial.

DacA 8 = 0, grnpul termenllor de gradul al doilea din ecualia (I) formeazA P~t..tul unui binomliniar in x $i Y. iar ecuatia.

determinA direclia axei conicei. Pen'," a trasa grafieul Pac.bolel, se scde ecnalia conioei sub forma

(au~ + a"y + ")' - 2p,jail + ai.( -a". + auY + ~) = 0, dcterminlndu_se astfel ax. pacabole;
aux + alaY + a = 0 {ii tangenta in virtuI parabolei -a1

2
x + auY + 13 = o.

"





j
natcle ccnt~
-dc' rota~ie dt

in fi~~';n 1l~
r<1dacinile ~
-canonicli· est1
-h+y+t,
tg qJ = 2. ,1

''1
cJ Ave~

+ .JOy _ 0, ~

obtinem 6Si
p - -1, Prill
-ix+3y_~

ectiile,pa.rab~,
d) Averrt

)
,
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Fig,1Q

Fig. 9

---:;?l:'"--"<1---:?"~ _

x

Fig. 8

c) Deoarece 8 = I 9 -
12

1= 0, YOm face rnai intii 0 rotatie de UJlglli q;.: x =.f cos 9 _.-12 16

- ji ,in 9, y=x ,io 9 + ji co, 9· Fat. de noul ,epe, ecua,ia Conkei este x'(9 co,, ~ _ 21 siu 9 ,,"? ~
+ 16 siu' 9) + xji(7 sin 29 - 24 co, 2~) + ji'(9 sin' 9 + 24 sin ~ cos ~ + 16 cos' f) + x( -20 Cos 9 _

- 10 sin 9) + ji(20 ,in 9 - 10 Co, 9) + 5 = O. Alcgcm uughiul ~ astiel Ca gmpul t"menilo, de

gcadul doi sa se reduca numai 1. Y'. deci 9 COS'? - 21 ,in? Cos ~ + lG sin' 9 = 0 ,i 7 siu 29 _

- 2i co, 29 = O. Obtinem tg? = 2,i deci ,in? = 2, co, 9 = ~. Cu acea,t' alegere ecuajia
4 5 5

Capata forma 25ji' - 22x + 1ji + 5 = O. Acum efcotuam tran,laji. x~. x, + X, j' = J" + Y,

dupa care ecuatia Conicei devine 25Y' - 22X + Y(50ji, + i) + 25yg _ 22"~, + 1ji, + .j 0 •• 0.

II
Determinam x" f" astiel cil 50 ji, + i = 0, 25fi _ 22x, + iy, + 5 = 0, asllel cil .f, .~ "_

)0ji, = - -3... , Faja de reperul XVY, V(x" ji,), ecuatia Conkei est. Y' = E. X. Prio unnare, conica
25 25

este a parabola CU vMul V. Utiliz;ud inter,ecjia parabalei CU axele Ox ,i Oy, obtinem <epnZCn_tarea din figura to.

yy y

f

y
y

i
J, i

.'
x

-------
-x

x

0 -x
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unde u este Yj
curbl1 coordo~,

l
I

elI rbele coord
la curbele f~

o<iceu::n:~~

1
tntr-un punet

o curbl F
Cormcle:

.
unde N(A';- B~

!
Ecuafia plan~

Ecuatiile':
Mo{u .... "0. 1/;1,

este diferit dl

Un punet
mc.:;te punet ~
satisflcuU ft(

Vectoriali

de supratat1j
intii ~ontinuq

Senu~

vcctonaJ.1 es~

,~i

A(~

j
Dad!. su·~

in punctu! re~

. t.~

ia.r ecuatia ~

,I
1

(I)

•

9.2.2. Probleme propuse spre rezo1vare

F I(%" y, z) = 0, (reprezelltarea implicita).

9.3. Geometria difcrenlialii a Suprafefeloi'

eJ Avem 8 - -I/i < 0, Ll. - 0 ~i 'deci ecua(ia data caractenzeazil. a pereche de drepte secaute
reale. Pent'll a gasi ecualiile celor doua drepte, considerilm tnnomul y' + 3xy + lx' _ x _ I _ 0,

care rezolvat da y = -x + I ~i Y = -2x - I. Pnn urmare, ecua(iile ""lor doua drepte Concueente
slnt x + y - I = 0 ~i 2x + y + I = O. Repeezentarea aC'stor doua drepte estc simpla.

fJ Deoarece 8 = 0 ~i Ll. = 0, Conica este degenerata In doua drepte paralele san confundate.
Ecua(ia conicei se poate scne (x - 2y)' + 2(x - 2yJ -3 = O. Rezolv/nd aCeasta ecua(ie lu x _ 2y,
oh(inem ecua(Hle a doua drepte paralele x - 2y _ I ~ 0 ~i x _ 2y + 3 = o.

3. Sa se determine parametrii m $i " astfe1 ca ecuatia 2x2 + mx) + 2) 2__ 7x ++ ny + 3 = 0 sa reprezinte doua drepte para1e1c. .

Ruo/vare. Conica trebuie Sa fie degenemtli in doua drepte paralele. Ace"ta .,te eChivaient eu
faptul eli 8 ~ 0 ~i II = O. Punlnd aceste Conditii. oLtineHl so!utii!e '" = i. n = _ 7 ~i '" = _ i.n ==- 7.

4. Sa se scrie ecuatia canonicii $i sa se construiasca conica, datil prin ecualia:
a) 5x

2
+ 4xy + 8y' - 32x - 56y + 80 = 0; b) 8y2 + 6xY-12x_26y + 11 = 0;

c) 3»"-7x
Y

+
2
y2_4x+3y+ 1=0; d) X2-4xY+4y2+2x+2Y_l=0;

e) 3x
2

+ 4xy + 8y - 16 = 0; f) 4x2 - 4xy + y2 _ 8x _ 8y + 4 = 0;
g) x

2
+ 3)2 + 4xy - 2y + 1 = 0; h) x 2 - 2xy +)2 _ 4x _ 5y + 3 = O.

5. Sa se, discute, dupa valori1e parametru1ui real A. natura conicei :

a) x
2

- 2xy + Ay' - 4x - 5y + 3 = 0; b) x 2 + 2xy + y' + Ax + 2) _ 3= O.
6. Ce constanta trebuie adaugata membru1ui sting a1 ecuatiei 2x

2
+ 5.1'Y _

- 3y' + 3.1' + 16y = 0, pentru ca noua ecuatie sa reprezinte a percche de drepte?

7. Pentru ce valori ale parametrilor rcali m $i " eeuatia x 2/+ 4.1') + m)' _
- 3x + 2"y = 0 reprezinta a percehe de drepte para1ele? .

8. Sa ,e determine parametrii m, ", '1 din eeuatia x. _ 2mx)' + 2"y2 + "x
- 2my + q = 0, astfe1 ea aeeasta ,a reprezinte a dreapta dubla.

9. Sa Se diseute natura eonieei AX2 - 2x) + -.f _ 2x + 2y.+ 3 = 0 duraparametru1 real ),.

lD. Sa se eereeteze natura eonieei ),x2 + 4xy + (1, _ 3)y2 + lOx + 3 =. O.A fiind un parametru real.

11. Sa se scrie eeualia eonieei care treee prin pune!c1e A(2. 0). JJ(J, 0), C(O, 1).DIO, 4) 9i £(5. 4).

Se nume~te portiune rcgulatil de supcafafa 0 mu1time de puncte din 'po!'" "e "a"" co,,,dooal<
fa(il. de un reper cartezian ortonormat sati,fae una din u'matna,,"c eeual,i ,

2 ~ f(x, y), (x. yJ E II C R'. ('"pmentaren explicita). (2)

x = J,(u, v). y = f,(u, vJ. z = J,(u, v). (u, v) E II CR', (eepm,"otaeea pU"amet"iea). (JJ

unde func(iile F" f. f
r
, f., f, satisfac urmatonee'c Conditii de reguladtat., a) srnt funetic reale Con

tinue; h) func(Hle f
r
, f., fa stahiles< a corespondent" biunhoclt ~i hicontinua int,e punctcle po'jlunij





,
Rezolvare. a
x- u:
---=sau

b) in acest,
sistClIlul . u + f1 ,

ptltlctlll ''\..[0 ave/
plan tangent .:;i

c) Folosim

+ ~, f- 2)1 + (..I

"" lOi + 4j - 2k1
sillt, respectiv,1

... d) Ecuatia. s:4
~i .\10 (u = I, v.,

llormald $ieeuatitJ

Dac.\ eeuatis. suJ

la punetul prec~
J
'1
j
"

I ;

b) Ecuatiilel
Elltntnind para~

X~Y-2VO=O~

in planul X -'y~

cj Curba r r/j
ohtincm X + Y ~
x +y -2z=O.:j

3. Se cansl
sorul nofmale~

planului ta~

l?ezolvare. '.a~

= 4u( 1 + v)e-'ni
~~ (2i - :It - k~

h) Folosim~

a suprafatlt inPl

~
-Sty - 2) - {r~

4. Sit se ~S!

in punctul At
a) (~) x =I

~h) (~) x 9

c) (~) ,,' ~
~

~ d) (~) z'1
Ra()!vare. a~j

111 pUllctul Mo(.;,·'j
x - 3 Y

sint -- =
;

( lJ),

( 14)

( 15)-

(16)

( 17)

( IR)

expresia

F
cos 0 = ---::::.::=- .

. ,U::C

ds
2 = ,E(du)2 + 2F du dv + G(dv)2,

E du OTt + F(du 8v + dv ou) + G dv ov

n 'd
2
r = L(duf + 2M rlu dv + N(dv)2

E du 8u + F(du OV + dv Olt) -to G dv ov = 0,

9,3,1. Probleme rezolvate

do = ....lEG ]."2 du du.

N I,vcclornlui normal Ja suprafa!a ~, 1) = -IN I = 1_ N,
vEG - j:2

E = «)2 = (_<)2 + (y~r:J + (:~)2, F = r~ 'r'v = <x~ + y~y~ + z~;~,
G = (r ~)2 = (X~)2 + (y~,)2 + (Z;pl.

Cos (l =

Daea supralala ~ este datA prin eeuatia (3) sau(4), atunei expresia primei lonne IU~damenlaleds"

(E(Juj2 -t 2F du dv + G(dV)2Jl/2(E(Olf]2 + 2F i3~u ov + G(OV)2jlj2
L'llghilll Curoelor coordollate pe :s cste dat de

Daca n este '/Crsorlll

este

unde

Dad pcinlc-un punet regulat "to al surrale;ci Iree douA curbe r
l

~i r, siluale pc supralalA,
unghiul 0 format de lailgclltclc in ilia la acesle doua Curoe esle dat de

Condilia de ortogollalitate a curoclor 1\ .o;;i r
2

pe ~ eslc

far in cazul CuroeJor coordonate csle F = O.

Elemcntul de aric pe suprafata ~ are cxprcsia

k nutll{'~te forma a dona fundalllentalil. Aici, am folosit Ilotatia

186

---

1. Se considera ouprafata (1:) : X = u,+ v, J = " _ v. z -' 1<V. a) Sa SI' ane
coordonatele carteziene ale punctelor JII (" = 2, v = I) ~i M

2
(" = I, 'J = 2), b) SI.,

se verifice daca punctele M,(4, 2. 3) ~i M,(I. 4. -2) aparjin Suprafetci, c) S,1 sc
afle reprezentarea implicitt'i a suprafetci.

R"o!m", a) fnloeuind comdonatele curbilinii " ~ 2 ~i v = 1 in ecuotiile Supmle)ei. oblinem
Coordouatcle cartezieue ale punetului M, ; x ~ 3. Y = I. , ~ 2, Similar se obtine pcntru M,; x ~ 3,
" """ - 1, z = 2.

bJ Punclnl M, apactine suprale;ei dacA sistemul u + v = i. u _ v = 2. uv = 3 este eompaJibiJ,
fntr-adevAr. sistemul anterior este compatibil detenninat cu soJujia u = 3. v = J.~ Prin un",,,,,,
M s

E ~. Procedind similar pentru punctul "'f" se constatA ca. M. ¢. L.

c) Eliminind u ~i v intre eeuatiile pammetriee ale supmletei. obtinem eeuatia impJicitA a aeesteia...1 _ y:l _ -tz = O.

2. Ficsuprafata (1:),1; = 1(2 + V. y = 1(2 - V. Z = 1<V. Sa se arate eft : a) cmbele
coordonate 1',. pe su,prafata. slnt drepte; b) curbele coordonate r. sint curbe
plane; c) curba (1') u = v, pe suprafata 1:, estc a curba plana.



(Ii)

( 15)

(16)

( 17)

( 18)

,a) S,i 5<' afle
."= 2). h) sr,
elei. c) S,i se

: a) curhcle
~ sint curhe

Re.zolvare. a) Ecnatiile parametrice ale unei curbe rIP siut x = v + u~, y = -v + u~, Z = ttQf}, ,
sail x ~ u~ y - U

o =..!.-. care reprczinUi ecuatiile canonice ale unci drepte.
- 1 U o .

Il) Ecuatiilc parametrice ale unci curbe oarecare de tip r II sint x = ttl! + va, y = ul! - {la, Z = vau.

Eliminind parametrul u i'ntre aceste ecuatii, obtinem reprezentarea implicitii a curbei r II considerate

•; ~ y - 2vo = 0, x = =- + vo' Aceasta din urma reprczentare arata di curba r" este contiuut1
v~

in pIau III x ~ y - 2vo = O.

c) Cl1rha rare ecu1.tii1e parametrice x = u:! -+-- 1/, y = tt2 - U, Z = H2. Eliminind paramctrul u.

obtinem x + y - 2.:: = 0, (x - y)3 = 4.:, £apt ce arCLta cil. curba r cste continuta in pianul

x +)' - 2z = O.

3. Sc consider5. supra!ata (:l:) X ~ "ev. y = "e~v. z ~ 4u1'. Se cere: a) vcr
sorul ncn:malci la ~ in punetul illo(1t = 2, v = 0) ; b) ecuatiile normalei ~i ecuatia
plallului tangent la suprafata in punctul ..:\/0'

Rezolvare. a) Dcoarece r~ = ct'i + c-Vj -I- ":Iv k ~i r; = u el'i - u c-t'j + 4u k, rczulUi. N = r~ X r~=o

= 4u(! + v)e-t"i - 4u{ 1 - v)efj - 2u k. in punctul ]1,10 a-rem N = 8i - 8j - ":lk, asHel ea D =
~ (2i - ~ - k)f3,

b) Folosim ccuatiile (9) ';;1 (10). Deoarecc x(2, 0) = 2, y(2, 0) = 2, z(2, 0) = 0, ecnatiile normalei
x-2 y-2 z

a sllprafap, in pUllctul AJo sint -- -- ~ - ECtl<.ttia planului tangent este 8(x - 2) -
8 -8 -4

-Sly -- 2) ~ 4.:- = 0 sau 2x - 2y - z = O.

4. S:""L sc scric cCllatiile normalci ~l ecnatia planului tangent la suprafata :E.
ill punctul ;,\10 _ pentru

",) ()~) x + \1 ( 2 1),,_ ". v. y " - 1'. Z c~ "v. j' 0 ,,= . v =

h) (:l:) x It + v. y = ,,2 + 1'2. Z = ,,3 + 1'3. M o{2. 2. 2)

c) (:l:) x' + 2ey + y2 + 4xz + 0 2 + 2x + 4)' - 6: + 8 = O. Mo(O. O. 2)

d) (:l:) z = 5x2 + 4y - 3. Mo{l. O. 2),

R,:;;olvare. a) '.'ectorul llorlllal la suprafata este N = r~ xr; = (tl + v)i -(u - v)j - 2k. iar

iii Pllllctlli ,lfo(.1. 1, 2) avclll N = 3i - j - 2k. Prin urtnare. ccnatiile nonnalei in punctul AI.
t--) y-l z-J

'sint '-~_:" -- ---, iar ecuatia planului tangent este 3x - )' - 2z - .. = O.
-I -2

lJ) tn ilcest CilZ N = r~ X r~ = ouv(v - u)i + 3(u2 - v2 )j + 2(v - u)k.Pentru pUllctul M.

sist(;rn~d II -+- v = 2, 1/2 + v2 = 2, It:! + v3 = 2 rI;\ coonionatcle curbilinU u = v = 1. Deoarece in

l-l\lllShd J[o '-oem N = r~ X r~ = 0, rel-ult;". efl ,1[0 estc Ull pUllet singular pentru snprafat:l ~:;;i nil cxisti1

plan tangent .5i Ilonnala let 1: in aecst pUllet.

c) Folo"im ecuatiilc suh forma (II) :;;i (12). A:rcm N = grad F = F~i + F~i + F~k = (2x + 2y+
_1- ~_. I- 2)i + (2x + 2y + 4)j + (4x + 23' - 6)k, astfel eil ill pllnetul Alo obtinem N = grad F =

!Oi +- -tj - 2!e Prill urmare, eCllatiile Ilormalei ~i ecuatia planului tangent la suprafata in punctlll M.

. . x v z-2. 10 4 2 ~ 0
5111t, respeetl-r, - = ..:..- = -- ~a ,0 + y - :: + , = .

10 4 -2,
d) Ecuatia suprafetei este data. sub forma explicita' P'lnind x = u, y = v, rezultil z = 5ull + 'tv - 3

~i ,lIo (It = 1, v = 0). Vcctorul normal In ,Ho cstc N = r~ xr~ = - Wi - 4j+k. Prin urmarc, CClHltii1e

.. 'II' ••[.x-l yAt-2. 10 ~ 00llormalcl.';it ecuatla p ann Ul tangent In .If 0 Sl11t -- ~ - ~ -- ~1 - X - ,y + z + () = .
~ 10 ~4 1

Dac?t ecuatia suprafetei se scrie sub forma implicita. z - 5xll - 4y + J = 0, atunci se proccd('aza ca

la punctlll precedent.
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1
j

Pentru aplicatil
•

{rll) v = v,. ~
Folosind acestCl

Pentru I.plica~

~

9. Sa sej
(r,) U oi= 0;1
sin v, z = v.j

Rezoluare. ~

unde A = r. (1
- 1 + u'. riea1
eote ~ , deoai

In punctu~

asHe] cl ~upiI
,
j
~

1
I

dec; B - &I'C~
to punet .

Dupl formula .
l
'1

~

astlel cl C-i
,
;:
j

']

Pentru aplica~,
Similar 8~

Dar din inte~
F= -v,(1+1

8. Se c'
dintre cur
coordonat~

RezollHJf~

G _ 1 +'u'. 1

2 - ::0
y -Yo

5. Sa se scrie ecualia planuJui tangent ~i ecualiiJe norma lei intr-un punct curent al suprafetei };:

a) x = u cos v. y = u sin v, Z = av;

Ib) (x
2

+ J 2 + z2)2 - a2(x 2 _ ) 2 + Z2) = 0; c) Z = _.
(xy)

R<zolvare. a) Deoacece r~ = eo,v i + ,in vi, r; = _ u sin v i + u 6" v i + ak, re'ultil N ~
~ a sin v i-a cos v J + uk, astIel eil eeualia planului tangent este a'siu v '(x _ u. cos v) _

- a Cos vry - U' >rin v) + u(z - a "~I ~ 0 sau ax sin v _ ay cos v + uz _ auv = 0, Eeualiile nommleisfllt x - u· cos v = Y _ 11' sin v =!...:::....!!:!.
asinv -acosv u

c) Avem ,upralala xyz - 1 - 0, Deoareee N = gead F = y,',; + x,'oi + x,y,k in M,(". y" ',),
re,ult. e' eeualia planului tangent e,te Y,',« - xo) + ','orY _ y,) + xoYo(' _ zo) = 0 sau Y,',x I-

+ x,',y + xoY,' - 3 = 0, Eeuaiii]e tangentei 'int ,r - xo = y - y'o ~ , - '0 '<n, x
o

(% _ xv) =

0) Deoareee N = gcad F = i [xo(X5 + Y5 + ,g - fa') i + Yo (xg+ yg + ,g + ~ a'; i I- 'o(xg +

+ Y5 + ,g - fa') k ]in punetul Mo(xo, Yo' '0)' rozulta cil eeuaiia planu!ui tangent in Moe;,,~ es'e

x, (x
g

I- Y5 + ,g - -fa'; (x - xo)+Yo (xg+ y3 + ,g + fa') (y - Yo) + +g + yg I- ,g _ ~ oJ
000 I,) ('0,1,) (".,al)''(2-Z,)=0,au 'o(Xo+Yo+'0-2 a

- X+Yo Xo+Yo+'0+2a y+z~ XuI-Yol-'O~2a' 2_
- a2(x~ - yg + z~) /2 = O.

Ecuatiile tangentei sint

= Yo(Y - Yo) = 2,,(2 - 2
0
),

6, Se consider'" suprafat'} (};) r(u, v) =. (3" + 3uv2 _ u
3
); + (3v + 3u',) ,_

- v

3

)j + 3(u' - V')k. Sa se determine: a) raportul ds'/[(d,,)' + (d")'J; b) crualiaplanului tangent la suprafala in punctul ]1'1
0
(" = v = 0).

R<zalvare. Avem r~ = 3[( 1 + v' - u'); + 2uv i + 2uk] ,i r; = 3[2nv i .;- (1 + u' _ V'ji _ 2v k).
a) Prin uemare, dupa foemula (13), obtinem E = G = 9( I + u' + ,.'J' ,i F = 0, astIel e,

d,' = 9( I + u' + V')'[(du)' + (dv)'J, de nnde dedueem vaJoarea raportului cerut,

b) fn punetul Mo(O, 0, 0) avem N = r~ Xr; = k ,i deei ecuatia planului 'angent in pUnetnlM. E 1: este z = o.

7. Sa Se scrie prima forma fundamentala pentru suprafata L:
~X=~Y=~Z=UVI~x+)=~

Relolvare, a) r~ = i + v~, r; = j + uk. Deci E = I + v', G = I + u' ,i F = uv, Prin uemare.d,' - (I + V')(du)' + 2uv du dv + (I + u')(dv)'.

b) Putem serie ecnatia supraletei sub lorma , = f(x, y), unde Innetia Z = fix, y) este delinitil
. 'I"'" 3 0 P' 'I. IImp 'Oft prtn ecua,.. x + y - z = . rID urmaee. p = Zx = __. q = Zv = __, Rot.

(-3z') (-3,')I 1 1,tel cA £=::0 t +P'= I+ __ • F = __ • G= 1+_. Dec]
(9z') (9z') (9z')

d,' = (1 + _1_) [(dx)' + (dyJ'J +.l_ d,,' dy.'
9z· 9.z fo

,

",

,
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(8lt~ + v~)du OU + uv(du 01,' + dv 011) + (ul! + Sv2)dv 01,' = O.

al Penlcu c'ubele rr.)v = v,. a"em 30 = 0 ,i condqia de octogonalita',,, secie 3u[(8
u

' + v'ldu ++ ltV du] = O. Cum 8u este arbitrar, rezuWi

Pdn unnace. 'O'(4u' -10 .") = com' rep",int. cenalia tmicctociiloc octogonal
c

la r •.
b) Procedind simi~ar, ol.Jtinem ecuatia lH~!(lt2 +·41,'2) = canst-,

11. Se da suprafa(a elieoidala (2;) X = 11 COS V, V ,= 11 sin v, z = 11 + v,. Sc cere:
a) ecua(ia plauului tangent $i ecua(iile normalei in punctul M

a
(u = I, v= r:) ;

b) prima forma fundamentala a suprafc(ei; cJ unghiul curbelor coordonate;
d) sa sc determine curbele de pc suprafa(a, ortogonalc curbelor parametrice;
0) elcmentul de aric al suprafe(ei; f) a dona form;, fundamental".

II"olvare. A-'em <= co, vi + ,in vj + k. ,; = -u sio v; + u Cos vj + k ,i N = (sin v _ u
<:osu)1 - (cos v + usinv)J + ulc

I a) In punctul Mol - I, 0, 1 + ~) a"em N = I + j + k. "tid oa eeualia planului tangent c,te
O . "I I' " x + 1 Y z _ I _ r-ot' + Y -I- .z - r. = ,Jar ecuatu c norma Cl smt __ = _ = .

; 1 1
hi Deoacecc E ~ 2, F ~ I, G ~ 1 + u', 'ezulta ds' ~ 2ldu)' + 2du dv + I I + "')(dv)',

F 1c) Unghiul cllroelor Coordonafe estc dat de Cos 0 = --.:::::=-= _

.vEG (2 +21t2)l/2
d) Pent," Ir"lo = "0 ~i deci 3v ~ 0, astiel cit condilia de octogonalitatc este 2d. + dv ~ 0 .<an

d(2u + v) ~ 0, de unde 2" + v = Con". Pentru Cucbe;e (r.)" ~ ",_ astiel c. 3" = O. Condilia de
I •

O<'!ognnalitate se scde du + II + "'Jdv ~ 0, - d" + d" ~ 0, d(arctg" + v) ~ 0, de unde
I -+- lf2-arctg u +- v = Canst.

e) FolosiiHj fOrInda (17). obti lem do = (1 -I- 2U2)l/lIJ" du.

I) Avem ,~; ~ 0, ,;,; ~ -SH> vi + cos vj . .;; ~ -" co, v; _ "sin vj ,i IN! ~ I I + 2,,')''', Pcin
u~mare, obtinem L = 0, 1\1 = -(1 + 2u2

)-1/2, J.'V = u2(1 -I- 21t2)-1/2, <lstfcl eft a dOlla fOrIllii [un
damcnta1.1 cste n ·,Fr = (1 + 2lt2) l/\!v( -2du -f- u2 dv).

10. Sit se gaseasca traiectoriile r pe suprafa(a (2;)x = u' + v', J = u' _ v',
z = uv. ortogonale cur;belor: a) (ru)v = va; b) (r,)u = u

a
.

R"alva". Tcehuie 'a detem,inam ceuatia glu, vJ = O. a unei eucbe r. cace ,il fie octogonala
la cucbele date pe supcafala. A"em c~ ~ 2u; + 2uj + vk, ,; ~ 2ui _ 2vj + uk, ",lfcl ea E =
= ,sll! -1- 1,'2, F = 1/1,', G =--= lI'J + 81,'2. Conditia de ortogonalitatc (16) se scric

9.3.2. Probleme propnse sprc rczolval'c

12. 5:1 sc verdiee C:l ccuatiilc r = __1- (ui -+_ ;:j+l\);ii r ::;0.--= it cos d + It sin 'i:j +-
' U 2 +V2

+ u
2
k rcprczint:'i aceca~i suprafapi.

13. So. sc determine rcprezentarea iIllplicitr, pentru suprafa(a: a) r = 11'; +
+ 1Ivj + (a1l + v')k; lJ) x = It + sin v; y'= 11 + cos v, z ,= 1t + a.

14. Fie suprafa(a x = 1t' + V + '. y = 1{' - __ v + 1_ z = uv + 2. S't se arate
cl curbelo coordonatc l'" slnt drep!e, iar curbelc coorclona!c l'u sint curbe plane.

15. S;l sc ara te cl curbcle cOOl'donate ale suprafctci

a bId
X = -- (1t + vj,y = - (11- V), Z = ~ lI,' sint repte.

Z 2 2

",

•



+V" Se cere:
= J, v = "J ;
; coordonate .
'paramctric~ ;

de llJHlc

Prin

{u n·

16. Sa se arate crl extremitatea veetorului r = (1t _ VJ2j + (,,' ~ 3v')j +
+f v(u - 2v)k descrie un plan. 51 se scric ccuatia accstui plan. S;1 sc scrie ecuati.:.

planului tangent 1a suprafaF·~ Intr-un punet curent al S:ltl ..

17. Stl sc scrie ecuatiilc normalei ~i ccuatia planului tangent 1a suprafata L •.
In punctul .110 , pcntru

a) (~) x = " + v, y ~ u' + "', z = u' + v', Mo(" = J, v ~ 2) ;

bJ (~J r = (I + uvJi + (u -+- 1t'v)j + (ii' + u3 v)k, ,11
0
(3, 3, 31 ;

c) (~) r ~ (11' + V + IJi + ('II' - V + I)j + (,,,, + 2)k, MoIli ~ I, v = ~I);

d) (~) z ~ -,' + y', ,110(1, -2,5); e) (L) Z = x3 + y3, ;110(1, 2, 9);
~ x' .y~ ;;2

f) (l.)- +- -- = 0, M u(4, 3, 4);
16 9 8 -

g) (L) x' + y' + z' ~ 2/1z, JJuiR cos~, R sin ", R) ;

h) (L) x = 'It cos v, y = 1t sin v, Z = u', Mo(l, 0, I),

18. S;1 se scric ccuatia planlllui tangent ~i ccuatiilc normalci b suprafata ~
intr-ull punct cu1'ent al sall:

a) r = (" + v)i + llVj + (n3 + v3 )k ; 1)) xy + yz + zx ~ O.

19~ S:l sc demonstrezc ctl suma p~itratclor segmentelor L'iiat(' PC" axde decoor
uonate de planul tangent la sllprafata x~/a + ~V~13 + z~/'3 = a~,'j este constanL:i.

I x2 y2 .:;2

20. n care punct al c1ipsoidului - + - + - - I = 0 nonnala forl11l'az;~
a2 b2 a2

unghiuri egalc eu axel c de coonlona te ? ,

21. Srl se demonstrczc C:t punctulSIl care normala la suprafata x 2 + y2 + Z2 =

~ xjf~) intersectcaz" planul -,Oy se all" la egal,' distan\,\ de originc ~i de punctul

...uncle Ilormala intilnc~tc suprafata.

22. Sa sc ealculczc lungimca elemcntului de arc us pe snprafata : a) x = u 2 + v,
,,2 y2 22

" ~ u + v2 z= 11 + V • b) z = xy,2. c) '--- + - + - - 1 ~ O.
.~ , • > a~ b2 c2

23. S" se arate ca suprafe\ele -'yo =0 a' ~i 222 = x 2 + }2 + j(x2 _ 2') sint
ortogonalc (planc1c tangcntc 51nt ortogonale).

24, Fie suprafa\a r ~o Hi + vj +. sin (u + v)k. S" se determine unghiul dintr"
curbele (1'1)" + v = 0 ~i (1',)" - v ~ 0 pc supra!a!,,,

25. Sa se caleulezc unghiu! curbelor (r,J v = 1t + I ~i (1',) v~. 3 - 1t pc su
prafa!a r = " C8S vi + " sinvj + u'k.

26. Fiind dat elel1lcntul de arc pc 0 suprafa\" sa se caleulcze unghiul curbelor
1'1 :;;i 1'" pentru :

a) d,2 ~ (du)' + (dv)', (I',) v C~ 211, (1',) v ~ ~ 2u;

b) d,2 = (duJ' + (,,' + a')(dvJ', (1',) Zl + v ~ 0, (1',)" - v = 0,

27. S1 se aflc unghiurilc triunghiului curbilini'u. dcterminat de curbele

(rlJ" - 1 = 0, (1'2) v + I ~ 0; (1',) 1t - v = 0 pe supra!a!a x = ", )' = " + v.
Z = tt + v2•
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9.4. Suprafete riglate ~i de rotatie

28. Sa se :alculeze unghiurile patrulaterului curbiliniu, determinat de curbele
(P,) " = o. (r,J u = a, (P,J v = 0, (P,) v = 7t pe Suprafata x = u cos v, y = u sin v,Z = avo

29, Se dii to'lll: t = (a + b cos u) cos v, Y = (a + b cos u) sin v. z = b sin u.
Sa se arate cii curbele coordonate slnt ortogonale. Sa se caleuleze elementul de arieal torului.

30. Se da Supralata x = u cos v, Y = u sin v, z = u. a) Sa se determinc unghiul
curbelor coordonate. b) S,1 :'0 determinc curbelo de pc suprafata, ortogonale curbeloru - v = const.

31. Fiind data sfera x = a COS" cos v. Y = a cos u sin v, z = a sin u, sa se
arate ea curbele coordonate slnt orto:~onale. Sa sc caleuleze prima ~i a doua formafundamentala.

32. Sa Se scric a doua forma fundamentalil a Suprafetei :

a) x = u cos v, y = u sin v, z = u' + v2 ; b) x = u2, Y = v2, Z = U + v.

33. Fie suprafata x - u cos v, y = u sin v, z = u + v. a) Sa se determine
unghiul curbelor (P,) u - e' = a ~i (1'2) u 2 - u + 1 _ eo, = O. b) Sii se caleu
leze unghiul curbelor coordonate. Sii Se determine curba " = "0' care taie toateeurbele v = Vo sub un unghi de 60'.

34. Fie suprafata x = u cos v, Y = u sin v, z = avo a) Sa se afle unghiurile
triunghiului curbiliniu detenninat de curbele (P,) v = 1, (P

2
) u = av2j2 ~i (P,)

It = -av
2

j2 pe suprafata. b) Sa se determine traicctoriile ortogonale ale fami
iiei de curbe " = Ce', C = canst. trasate pe suprafap. c) Sa se scrie a doua formafundamentalil a suprafetei.

35. Fiind data suprafata r = u cos vi + u sin vj + auk, sa se determine a E R,
asUel ca unghiul curbelor u+v = a ~i ,,- v = a sa fie : a) 90'; b) 30'; c) 60'.

9.4.1. Probleme rezolvate

o supmfap gencmtA prin deplasarca unei drepte In spatiu so nume,te supralatr, "iglatii.
o suprafa!a cilindricA este generatA de 0 dreapta, generatoMea, care se depla,e"ii In spa!iu

rAminlnd paralela Cu 0 direc!ie fixa, sprijinindu-se pe 0 cUlbil fixil. numita cUlba directoare.

Suplafa!a couica este 0 suprafa!a generata de 0 dccapta ca,e trece plintl-un punct fix, numit
virf, sprijtnindu-se pe 0 curba fixa., numita curba directoare.

Se nume~te supcafa!a coooida CU plan director SUprara!a generatii de a dleapta care se depla_
seaza In spapu, riimlulnd paealela CU un plan dat P, numit plan di"ectOI, 50 sprijina pe 0 dleapta-daHl d {'OJ pe 0 curbA fixa C.

S" nume,te suprafa!a de IOta!ie Suprala!a generata de 0 cUlM C cale se rote~te, Iii,a alunecaee,
in jUlul unei axe fixe d. In aceasta rota!ie, un punct al cUlbei C descrie un cerc cu centrul pe axa de
rota!ie d ~i planul cercului perpendicular pe axa. Pein urmaee, suprafa!a de rota!ie poate fi genemta

de un CelC vaeiabil r, CU centlu] pe axa de rota!ie d, planul celcului perpendicular pe axa ~i sprijinin_
du-se pe curba data C. Cercul generator se nume!jte paralel.

1. Sa se scrie ecuatia Suprafetei cilindrice aJe carci generatoare sint paralele
eu dreapta d ~i care are curba directoare C, pent'll :

a) (d) x + Y + t = 0, X + 2y + 3z = a ~i (C) x' + y2 + Z2 _ 2 = 0, Y = 0;
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b) (d) f~f ~ f ~i (C) 2x2 + y2 - 2r = 0, X + z - i = 0;

c) (d) care are directia n(2, 3, i) ~i (e) (.~ - 1)2 + (y + 3)2 + (z - 2)2 
- 25 = 0, x + y - z + 2 = o.

R(::rolvare. a) Generatoarelc, fiind paralele ell d. au ilceea~i directie ell d ~i deci au ecuatille (G)

x + y + Z = A, x, + 2y + 3z = [1., A. [l E R. Punem conditia. C«. generatoarea G sa se sprijine pe curba C.
Pd. urmare, sistemul format ell ecuatiile eelor doua, curbe C :;;i G trehuie sa fie compatibil deter
minat. Deci, a'lem sistemul x + y + Z = A, x + 2y + 3::: = IL, x 2 + >,2 + Z2 - 2 = 0, Y = O. Scotil'ld
i, y, Z din primele doua ecnatii ~i a patra, obtinem x = (3), - !J.)/2, Y = 0, Z = (!J. - ).,)/2. lalo
cuind acestea in cea de-a treia ecnatie a sistemului, obtinem relatia de compatibilitate 5A2 -~AfL+fL'-~=

= O. Ecuatia snprafetei se obtine eliminind pe A, fL intre ecuatiile generatoarei ~i relatia de compatibi
litate: x + y + :: = A, x + 2y + Z =!-t, jA~ - 1A!-t + !-t2 - ~ = O. 11lloenindpe. A = x + y + z ¢

/ l.l. = x + 2y + z in eeuatia a tteia, obtinem 2x :l + y2 + 2.02 + 2xy + ~x.: + 2y:: - -1. = O.

b) Putcm serie ecuatiile <freptei d sub forma'2x - 3y = 0, x - 1z = () $i vom proceda mai departe
ca la punetul anterior. Ecuatiile generatoarei sint (G) 2x - 3y = A, x - 3.: = [.1.. Sistemul de ecuatii
2x - 3y = A,X - 3:: =: [.1., 2,-r2 + ),2 - 2.: = 0, x + z - -1. = 0 trelmie s<l fie compatihil deterruinat.
Eliminiri.d x, y, z din acest sistem, obtinem relatia de compatibilitate 9( 12 + fLr~ + 2( 12 + !1. -2).)1 
-36(i - IL) ~ o.

Eliminind acum parametrii A~i fL intrc ccuatiile gencratoarei $i re1atia de compatibilitate, Gbtinem,
ecuatia suprafetei sub forma 9( 12 + x -:-- 3:)2 + 2( 12 - 3x + .6y - 3=)1 - 36(-1. - x + 3z) = O.

c) Gencratoarelc au' directia n(2, 3, 1) astfcl ca ecuatiile lor Siltt

~ = Y ----: f3 = z - Y sau 3x _ 2y = J.x _ 2{) == A, 2x - z = 2x - Y == !J..
2 3 i

Mai departe se proecdeaza ca Ia pllnctele anterioare. Sistemul de ecuatii 3x - 2y = ;>..
Zx - z = fL, (x - 1)2 + (y + 3)2 + (.:- - 2):1 - 25 = 0, x + y - z + 2 = 0 trebuie sa fie compat~hil

determinat. Eliminind x, y, z din acest sistcm, ol>tinem relatia de compatibilitate (A - 2:.L - 5)1 +
+ (:>. - 3!J. - 3f +, (2:>. - 5[1- - 10):1 - 2.5 = O. Eliminind acum parametrii A :,i fL lntre ecua~iilo

generatoarei ~i relatia de eompatibilitate, obtinem ecuatia suprafetei (-;r' - 21' + 2z _ 5)3 +
+ (-3x - 2y + 3, - 3)' + (-ix - iy + jz - 10)' - 25 ~ o.

2. Si se serie ecuatia cilindrului circumscris sferei x 2 + y2 + Z2 = I, ~tiind di
generatoarelc sale formeaza. unghiuri egale. eu axele de eoordonate.

R".z(J[vare., Deoareee generatoarcle formeazl nnghiuri egale en axele de coardonate, rezulta. c~

directia lor estc (coso:, cos [3, cosy) == cos x'( 1, 1, 1). Eenatiile gencratoarei pot Ii sedse sub forma
x - x" y - 'Yo Z - zn .
--- ~ --- = --- sau x - y = x. - y. := I" x - ::: = x. - 2". := [1.. Intersectam generatoarele

1 l \ 1
eu sfem: ~i punem cOnditia ca intersectia sa fie un sillgllr punet. Ded sistemul de ecuatii x - y = A,
x-z=p., x2 + y'+Z2 -I = 0 trebuie sa aiba 0 singuri'i soll1tie. fnloeuind y §i z din primele ceuatil i.
a treia, ohtinem 3x2

- 2().. + !J.)x + ).2 + !J.a - 1 = O. Penttu ea acea.sta. ccuatie sa. aiM. 0 singurl1
ddiicina trebuie ea 2(AJ + !J.:I - AIL) - 3 = O. Eliminiud A $i fL intre aeea.stc1 relatie de eompatibilitate
~i eeuatiile generatoarei, obtinem eeuatia cilindrului (x - y):l + (x _ z)3 _ (x - y)(x - z) - 3/2 _ o.

3. S" se scrie ccnatia suprafetei conice en virful in punetul V(O,O, 0) ~i curba
direetoare (e) x 2 + y2 + Z2 - i = 0, x 2 _ y2 - 1 ~ O.

, Rezolvare. Ecuatiile gcuera.toarei sint -=- = L = z. Punind coltditia. ca acestea sa se sprijine
A !L

pe eurba. C. va trebui ea sist'cmul de cenatii x = AZ, Y = !J.z, x 3 + y:l + z!l - i = 0, Xl -.r - 1 = 0
sa fiecompatibil detcrmiuat. Eliminind x, y, z din acest sistem, obtinem conditia de compatibilitate
..:... 3AI + 5;.til '+ 1 = O. Elimiuinrl parametrii A ~i !J. intre aceasta. retatie de cOIIpatibilitate ~i ecuatiUo
generatoarei, obtin~lll ecnatia suprafetei - 3x~ + 5y 3 + z2 = O.

1'93
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Rezolvare. Ecuatia lmei drepte oarecare prin ·V este~ = L = z. Pun('m conditia ea aceastA
A ~

dreapta. sa intersecteze sfera numai iutT-un punet. Deci ecuatia p,1 + !L2 + 1)22 + 2(lJ. _ .5)')z + 10= 0
t trebuie sa aiM 0 singura solutie. Obtinem astfel ~elatia de compatibilitate 15)..2 _ 9EL2 _ lOAlJ. _ 10=0.

EJiminind parametrii A$i!J. intre aceast,a relatie de compatibilitate $i eC1JatiiIe tangentci, obtiuem ecuatia
conului 15x2 - 9y2 - 1Oz2 _ 18xy = O.

5. Sa se serie ecuatia suprafetei conoide generate de 0 dreapta care se sprijina
pe axa Oz, ramine paraleIa cu planul xOy ~i se sprijina pe dreapta (el) x _ z = 0,x+ 2y - 3 = O.

Rezolvare. Generatoarea G poate Ii imaginatA ea intersecfia a daHl! plane: nUll} paralel ell xOy~
Z = A, $i unul fikind parte din fasciculuI de plane ce contin axa Oz, x + !lY = O. Ded (G) z = A. ,
x + lLY = O. Punind conditia ea Gsa se sprijine pe d, obtillem sistemuIl'z = I" x + fLY = 0, x-z=O.

x + 2y - 3 = O. Eliminind x, y, z din acest sistem, obtinem conditia ~c eompatibilitate
2), + lJ.(3 - )..) = O. Eliminind ).. ~i (.L intre aceasta ecuatie ~i ecuatiilc gcneratoarci, obtincm ccuatia
suprafctei 2.0 - ...::.. (3 - .0) = O.

y

6. Sa se scrie ecuatia suprafetei generate de odreapta care se sprijina pe dreapta

(el) ~ = : = ; , ramine paralel'l cu planul (P) x ~ 2y _ z = 0 ~i se sprijina pe
curba (e) y - 2z + I = 0, x - 2z - I = O.

Rezolvare. Deoarece ecuatiile lui Ii se pot serie x - 2y = 0, z _ 2y = 0, ecuatia unui plnn
din fascieulul de plane ee contine dreapta d estc x - 2y + A(.o _ 2y) = O. Prin urmare, ecuatiile gene

ratoarei srnt (G) x - 2y + A(.o - 2y) = 0, x - 2y - 2 = fL. Punind conditia ea G sa se 'sprijine pe
eurha C, rczulta ca sistemul de ecuatii :r - 2y + A(z - 2y) = 0, x _ 2y _ z = (.L, y _ 22 -)-- 1 = 0,

x - 22 - 1 = 0 trebuie sa fie compatihil determinat. Obtinem asHel rcJatia de compatibiJitate
3 + 2lJ. + 31,{lJ. - t) = O. Eliminind A ~i (.L intre aceasta I'etatie de eompatibilitate ~i eeuatiilc gt:nera
toarei" obti.nem 'ee~latia Suprafelci (2x - 4y - 2z + 3)(z - 2y) + 3(2y _ x)(x _ 2y _ 2 _ 1) = o.

7. Sa se determine ecnatia snprafetei ce se obtine prin rotirea curbei (C) z =' ,
= 0, ~ -"'-- - I = 0 in jurul axei Ox.all bll

Rezoillar~. CercuI paralcl rare ceutrul pc axa Ox, raza variabiiii. ~i plannl sc1u este perpendicular
pe Ox. Cereul r poote Ii imaginat en intcrsectia unci sfere de raza, variabiHi, ell centrul intr-un punct
de pe axa Ox ~i un plan perpendicular pe Ox. Luind origitwa. ca punet aJ lui Ox, rezulta.

(r) x
2

+ yi + .0

2
= A

2
, X = (.L. Din conditia ca r sA se sprijinc pe eurha. C obtincm sistemul

x 2 1,2

%2 + yll + Zi = ),2, X = fL, z = 0, - - ~- _ 1 = 0, care trelmie l'ia fie compatibil det('rminat.
a 2 b2

:I )2 2Eliminind A ~i !.l. din acest sistem, obtiuem rclatia de compatibilitate!:.- _~ _ Ii = O. InJo-
'. 'a2 b2

cuind AS = x
2
+ y2 + ;;2.:;i fL = x in ac('as1<'i ecnatie, ol>tilwm ('cuatin suprafetei ~,2 _ y2 -,I-- Z2 ! = O.

(/ h

4. Sa se gaseasca locul geometric al tangentelor duse dill punctul V(O, 0, 0)
la sfera (x - 5)2 + (y + 1)2 + Z2 _ 16 = O.

8. Sa se determine ecuatia suprafetei ce se obtine prin rotirea dreptei Ie)
x + z = 2, Y = 0 in jurul dreptei (el) x _ 2 c.~ 0, y _ 2 = O.

Rezolvare. Un punet al <lreptei d poate fi luat ilIo(2, 2, 0), iar dircctia sa cste n(O, 0, I). Prin
urmare. cercul parale! estc (T') (x - 2fil + (y - 2)2 + .=2 = ).2, 2 = fL. EJiminind x, y, 2 din sistemul

(# - 2)8 + (y - 2)2 + 2
2

= )..2, Z = [.1., x + 2 = 2, Y = 0, ohtiu~m 1,2 _ 2(.L2 _ ~ = O. InJocUilld in
aceastil ultima. relatie )..2 = (x - 2)2 +(y - 2)2 + ",2 {'ii /L = ;; din ecualiile cercuJui paraJcl, obtinem
ecuatia sllprafetei (x -. 2)1I +- (y _ 2)% _ .02 _ ~ = o.

"

,):

,



"SO din punctul 1'(0. O. 0)

=::. Pulwm conditia ea aceast;1

J.! 1);2 + 2(/L - 5).): + 10 = 0
tat~_ Jj).~ - 9jJ.! - 10).).1. _ 10=0.
uafllJe lan.t!c"ntei, oh~in{,1ll ecualia

o dreaptJ. care SC sprijina
pe dreapta (d) x - == O.

a plane: 111111] paralel eu xO
, Y.

• x -; !.L)' = O. Deci (G) • _ ,l' .. _,,~

Z=)" xTlJ.y=o, x-.<=o
couclitia de COOlJXl.tibili1at~

gC'uNatoart:i, olJpucn! CCualia

fe se sprijina pe drcapta

== 0 ~j se sprijilla pe

2).' = 0, eCllatkL llllUi plan
~~lJl nrmarc, ecuafiile genc
h1m en G ~;'i SCsprijine pe

- :: = Il, Y - 2z -r- I = 0
~f'!ali..1. lip cOlllparihilitat:
Ibilitatc lii ccuafiilc gC'nera
,I> -2y -: - J) = O.

tirea curbei (e) z =

ltd ...au c:-;te perpendicular
ell Ct"ntrn! illtr-un punet

un, t al Jui Ox, rczult<l

h.o C oblinclll "i<.;tcmul

Cl mp;lIil il dckrminat.

j.~ -IJ.~

~ - 1:= O. 1010-

. J:2 1:!...j.. 2

;;;-~ -1= O.

fOtirea dreptei (C)

sa {'"Ie ufO, 0, J). Plin
d x, y, <: din ~istcmul

'1 = O. inlocuilJcI 1U

cullli paraJeJ, obpnem

9. "umim cilindru proiectant (de proiectie) 0.1 unei curbe C pc un plan P su
prafa,(a cilindrid< adnd generatoarele paralcle cu directia norma1ci 10. plan ~i drept
curb:l dircctoare cllrba C. Cllrua ohtinllt~'t prin intcrsectia cilindrului de proiectie
al cllrbei C cu planull' se numc~te proiectie a curbei C pe planul P. S'l se deter
mint cilindrlll proiectant ~i cllrba proicctie pentru curba (C) y~ T z~ = x, x + 2y _
- 0 - 0, pe "lanul .to,"

R.;o[/Jare. CC'lIcraloarelc cilindrului proicctallt !'int paral~lc Cll aXil 0:. ucci au ccua\.iile

(GJ x = i.. )' = [l.. Prill C'liminarca lui x, j' t'i =din ::-b,(cmlll x = )" )' = !l., y:!: ...i. =! = X, .1' + 2y _ ==
= 0, obtincl1l rdatia de cOlllpnli6,lilatc ll.! - (j, + 2:l.)! - i, = D. inlocuind in acea~Ui rcla'{:ie

A= x~i!J. = y din l"Cuutiile ~t'IH'raloar("i, obtinclll t"ClIa~ia cilindrului proit·ctant >,2 -l.. (x + 2)'f -x=D.
Ecuatiile curhci proicc\ie sin! y: + (x r 2)'): - x = 0, == O.

10. Fie curha (C) F(x, y. 0) = O. G(x, y. =) = O. S'l se arate eft gasirca ecuatiei
cilindrului proicctant al cl1rbci pc planlll xO)\ Te\·inc la a dimina \'ariabila: din
sistemul format Cll ccuapilc curbei.

Re:olt'art:. Gt"nerafoarc!t' dliudrului proicctallt ~illt (GJx = I"~ y = 1J.. Elillliuarca. ltd .'t, y. z diu
:.i<;temlll .r = )" y = f.t, F(x, )', .z) = 0, G(x, )', =) = 0 se reducl' Ia a t'iimilla :; din cCllatii1e

F()" fl.. =) =0, G()" f.t, :) = O. Ded l"ela\ia de cOlllpntibilitatc cstc obtilluta prin eliminarea lui z intre

ecuatiilc F(i., ~, .=) = 0, G(i,. f.t, .:) = D. Fie acca.sHi. relatic J-Jp" !J.) = O. lulocuiud aici ), = x, !J. = Y
din ecuaiiile lui G ob}illClll If(x, y) = 0 pen(rtl ccnn1ia ciJindrului proicctalll. Tinilld scama de mOOu!

cum a £u;.t ubtilwtrt rdati<!· l/(i., II.) = O. n:zult{l di cCllajia ciliw.lrului proicctant al clIrbci C pe
plallltl ),°Oy St· oll\ilW prill (']illlinarea lui:; 11lll'f' ecua!iik C"urbci.

9.4.2. Problclllc pl'Opllse spre rezo[vare

11. Sfl sc serie eCl1atia suprafctci cilindricc ale crll·ci gcncraloarc stnt paralde
cu drcapra d ~i care arc clirha dircctoarc C, pcntrll :

a) (d) x +.\ = 0, x - y + ~ = 0 ~i (C) x' + y' = r'. 0 ~ 0 :
h) (d) are directia u(6, 3, I) ~i (C) x 3 +)3 - l = O. == 0;
c) Idj are direclia u(I, 2, -I) ,i (C) x + y + : = 0, ,.2 +.y' + Z2 = 4 ;
d) (d) x = y = 0 ~i (e) x' +)' - 4 ~ 0, == 0 :

ej (d) :!.. = L = !- ,i (e) .•' - L - I = 0, : = 0 :
I .2 J' 9 16

f) (d) 0: ~i (C) x 2 +.\' - 3x + 2y - I ~ O. z = O.

12. S'l se dctermine eCllatia suprafetei cilindrice a carei curb'l directpare este (C)
i!; T =:! = .t". X = 2J ~i ale CrlfCi gClllTatoare sint p~rpcndiculafcpc plan111 cl1rbei
direttoarc.

13. Sa ~cgrlseasc;I ccuatia c}lindrului care arc ca dircctoarc curba (C) x~ _ ) 2 = Z.

x +y + :r = 0, gcncratoarclc fiind pcrpcndicularc pc planlll directoarei.

14. Sa se scrie eCllatia cilindrului circuillscris sferei (" - J)' + (y - 2)2 -f,
+ (0 - 3)' = I, cu generatoarele paralcle en directia u(l. I, I).

15. S'l se scrie ecuatia cilindrului eircllillscris sferclor (x - 2)2 + (y - 1)' +
+ z' = 25 ,i x' + y' + z' = 25.

16. Sfcra x' + y' + z' - 2: .= 0 cste 1lll1linatrl de lln fascicul de raze paralele
cu dreapta x =) = Z. S'l sc g'lseasca forma lIlllbrei ;runcate de sfer'l pe planul xOy.
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17. Sa se serie ecuatia suprafetei conice;cu virful In punctul V ~icurba direc-toare C: .

a) V(O, 0, 0) ~i (C) Z = a, )' = ax;
b) V(I, 1, 1) ~i (C) z = 0, x' + .1" _ 1 = 0;

c) V(2, 2,2) ~i (C) .1" - 1x + 1 = 0, Z = °;
d) V(-2, 0, 0) ~i (C) 3x' + 6)' - z = 0, x + y + Z _ 1 = 0;
e) V(O, -a, 0) ~i (C) x' + y' + z'= 1, .1' + z = 2;
f) V(O, 0, 0) ~i (C) x = a cos I, .1' = a sin I, Z = bl.

18. Se cere ecuatia conului cu virful V(O, a, 0) circumscris sferoi x' + )'2 ++ (z - b)2 = ".

19. Sa se scrie ecuatia conului cu virfulin V(3, 0, -1) ~i ale carui generatoare
x 2 y2 ~2sint taugente elipsoidului - + _ + _'__ 1 = 0.
623

20. Sa se scrie ecuatia conului cu virfulin punetul V(5, 0, 0) ~i ale carui gene
ratoare sinttangente la sfera x' + .1'2 + Z2 _ 9 = 0.

21. Sa se scrie ecuatia suprafetei conoide, generate de 0 dreapta ce se sprijina
pe dreapta d, este paraIela cu planul l' ~i se sprijina pe curba C, daca:

' x 2 ~2a) (d) x = 2, .1' = 0, (1') xOy, (C) - __' _ 1 = 0, y = 2;
1 9

b) (d) 2x + z - 1 = 0, 3.1' - 2z - 2 = 0, (1') X + 3y _ z + 11 = 0,
(C) x - 2z = 0, 2y - 3z + 1 = °;

c) (d) Oz, (1') xOy, (C) x = I, Y = 12, Z = 13 ;
x Y •

d) (d) '2 = 'I = ; , (1') x + y + Z = 0, (C) x ~ 1 = 0, Z"T 0;

e) (d) X-I = 0, Z = 0, (1') x + .1' + Z = 0, (C) Oz.

196

22. Sa se scrie ecuatia suprafetei de rotatie, obtinute prin rotatia curbei C,
In jurul drepteid, pentru:

a) (C) .1' = 0, (x - a)2 + Z2 = b2, Id) Oz;
b) (C) X-I = 0, 2y - Z = 0, (ti) Oz;
c) (C) Z = 0, )" - 2px = 0, (d) Ox;

x 2 y2

d) (C) z = 0, - +- - 1 = 0, (d) Ox sau Oy;. a 2 b2

e) (C) Ox, (d) x = Y = z;

f) (C) z = 0, (x2 + )2)2 - a2(x2 _ ),2) = 0, (d) 0.1';
g) (C) z = 0. x3

- x 2 - )2 = 0, (d) Ox.

23. Sa se gaseasca ecuatiile pro;ectiei curbei de intersectie dintre suprafata.sl yJ

- + - + Z2 - 1 = °cu planul x + 1z - 1 = 0, pe planul xOv.16 1 _

24. Sa se demonstreze ca proieclia curbei lui Viviani x2 + .1'2 + Z2 _ a2 = 0,
x' + .1" - IlX = °pe 'planul xOz este 0 parabola.

, ,
25. Sa se ~aseasca ecuatiile proiectiilor curbei : + .~ ._ Z2 _ I = 0. 1x _ 3.1'-

- 12z - 6 = °pe planele de coordonate.

"
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Ruo!vare. Devaeece IMP! + IMF! = 2a. eezuIt~ IMPI = 2a _ IMPI ~i peiQ ridicare la piiteat-. -. -. --.

ohtiuem IMF'!' = 1a' + IMPi' - 1alMPi, x' + y' + (e + oj' ~ ".' + x' + y' + (e _ cj' _ ia!MFJ.
-. c c'
IMp! = a - - o. HiOieind din 'IOU la pAtmt. o('tincm x' + y' + (z_ cj'= a' + _.Z2 _ 2cz

a ~
x! + 'J'2 2

2

1 0 L' . . ',1 . " . ! . 0
sau -~ + - - = . oen geometne e,te un ehp,o.u de rotahc '" Jun, axel z.a

2
- c! a2 .

2. Fie punctul F(O, O. c) ~i planu! (PJ z -:::. = O. Se cere loeu! geometric al
c

puncte!or din spatiu, as tiel ea raportu! distantcIor lor Ia punetu! F ~i pianul Psa fie constant ~i cgal ell .l...-. C> a.
a

Recolva". Cele doua familii de gcnccalcarc sint, dnpa (3) $i (i), ,lcd,. dO'

Prin urmare. locul geometeie e>te un hipeeholoid cu doua pioe
e
, d" lotali" io jnn,! axei Oz.

3. Sii se giiseaseii proiectia pe planul xOy a curbei dl' intersectie a c1ipsoiduhii

x' +~ + ..::... - I = 0 eu planu! x + .Y + z - 1 o~ 0 si s;\ i se determine centrul9 1 .de simetrie.

,,2 z!Reso!vare. Prin ehmiu.ee. lui e iutee eeuatWe enehel ,I" int""''''tie (C) x' + _._ -f- 1=0,

'J 1x + y + z_ I = 0 obtinem ecu"ti• dliudrulni peoiect"ut 15,.' + 18xy .~ 11.1" _ IS,. _ 18.1' _ 27 = O.
Deei eeuapile proie'liei sint z = 0, .,5x'/_ 18xy -I- 0.1" _ 18,· -,18y _ 27 = O. DecK"'''''e 8 ~
~ /"5 9/ > 0 $i 1\ ~ O. rezulta c~ proieeti. cste 0 elip.sa. C""n'"u"td" c"n'''''ni "'ist," si,lemul

9 13 I

I 945% + 9y - 9 = 0, 9.1' + Uy _ 9 = 0 ~i deci x = _ . y = _ .

14 14

x
2

1'2 sO! •4. Sc dii hiperooioidul eu 0 pinz" - + _. 1=0 ~I planu! (P) 1x-
25 16 'f

-5)' - lOz - 20 = O. aJ S,l se serie generatoarele reetiliaii care tree prin pllnctul
Mol -5, 1, 2J. oj Sii se arate cii planu! P intersectea7.ii hiperholoidlll dat dupii
dou" generatoare rectilinii ale crlror eeuatii se eer a fi determinate.
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-.R"o!vare. Trchuic,il detenuin'm punete!e M(x, y, eJ din 'patiu. pcnt,." cam IMFI =.:'...d(M, pi.

a-. ,diM. Pi fiind distan)a de Ia punetu] M la planu' P. /)"ei 'Mr' = -"-- d'(M, PJ, ",tiel cit

a 2

aJ Pent", determin",ea genemtvarelor reelilinn Cceule vom J'''''e conditin c. x = -.5, Y = ".
• - 2 sa veri/ice eeuatiile de mai sus. Obtincm A = 0 $i f' = 0, astfel cit ge'te"atcaede eeeute sint2x-+ 5:: = 0, y = .oJ. ~i 2; + 5: = 0, y = _ i.

hi Pentru ea planuI' P sa inteeseeteze hiperboloidnl eu 0 plu'a dupa doua geneeat""e cecliIiuii
rebuie s~ existe A. I" E; R astlel ineit G. $i G. sa fie coutinute in P. Pcu'rn ea I' sa conlin. G.

",



AE R,

. e Ia patrat
Ii -....

e)' - 4alMFI,. ,
...:-.,z! - 2ez
0'

c sistemul

este nccesar si sufident ca. sistemu1 '1x - 5y - 10l' - 20 = 0, -4x - SAy + lOl' - 20A = O. 1).x +
+ 5y _ 10M _ 20 = 0 sa fi~ compatibil simp1u ncdeterminat. Aceasta implica A = 1 ~i deci una
din generatoare este 1x _ 5y + toz - 20 = 0, 1x + 5y - 10l' - 20 = O. Pentru ca P sa contina Gll

este neccsar {>i sufident ca sistemul -Ix - 5y - lOl' - 20 = 0, 4x + 5ll-Y + 10l' - 20ll- = 0, "'-!J.x 
_ 5y _ lO!J.z _ 20 = 0 sa. fie compatibil simpln nedcterminat. Aceasta arata ca !J. = 1 ~i deci cea

lalta gencratoare este 4x + .5y + 10l' - 20 = 0, 4x - 5y - 10= - 20 = O.

5. Sr,sedetermineloculgeometricgeneratdedreptele2x - 3,y + 6z - 6, = 0,
2.ax + 3y - 6IXZ - 6 = 0, IX E R.

Rezolt'are. Eliminind pe IX din celc doua ecuatii, gasim ~ + J,2 - ",2 - 1 = 0, ce reprezint:i
9 4

un hiperboloid ell 0 pinzi1.

6. Sa se scrie ecuatiile generatoarclor rectilinii ce tree prin punetul Mo(l, 5, -I)
apartinind paraboloidului hiperbolic 4x2

- Z2 = y.
Rezolvart'. Fo1osind formule similare eu (8) ,$i (9), rezulta ca,' cde doua familii de generatoare

ale paraboloidului dat sint ,
2x + z = :Ay, 2x - z = 

).

1
2x - z =llY, 2x + z = -, (.L EO It.

fL

Punind conditia ca accstc gcncratoare sa. treadl. prio punctnl M o' gasim A =..!:- ~i!J.= 1. Prio urmare,
3

cete dona gcncratoare rcctilinii sint 6x + 3l' - Y = 0, 2x - l' - 3 = 0 ~i 2x - l' - Y = 0, 2x + l' 

- ,_ o.

9.5.2. Pr\lbleme pr\lpuse spre rezolvare

7. Fiind date punctele fixe.1'(O, 0, cl ~i 1"(0. 0, -cl, se cere locul geometric
al punetelor din spatiuo a caror diferenta a distantelor la cele doua punete fixe este

constantrt ~i egaHi eu 2a, c> a.

8. Fie punetul 1'(0, 0, cl ~i planul (Pl Z - ~ = O. Se cere locul geometric al
c

punetelor din spatin, astfcl ca raportul distantelor lor la punctul F ~i plannl P Sa

fie constant ~i egal cu .!'-, c < a.
a

9. Fie punetul 1'(0,0, .~) ~i planul (Pl:z + ~ = O. Se cere locnl geometric

al punetelor din spatiu, ale caror distante la punetul l' ~i planul P sint egale.
. 2; yS Z

10. Sa se gaseasca punetcle de interseclie ale elipsoidului ..::..- + - + -'- - 1=0. ~ U 4

en dreapta x = 4 + 2t, Y = -6 - 3t, z = -2 - 2t.

11. sr, se determine curbele de intersectie ale elipsoidu1ui-=:' + L +..:: - 1 = 0
. • 4 9 16

en planele de coordonate.
XZ yZ ZS

12. Sa se serie ecuatia planului tangent la elipsoidul- +- +- - 1 = 0439

in punctele lui' de interseclie cu dreapta x = y = z.
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..

Fie f 0

fUDcp.e F del '
a fURctieifpe
Reciproc, .~i

Se nume,

team S!(.)dx,:
~

13. Sa se gaseasca proiectiile pe planele de coordona!e ale cuibei de intersectie
iL elipsoidului ~ + ~ +~ - I = 0 cu planul Zx _ 3Y + 4% _ II = (). Sa se12 1 J
determine centml fieeareia din proiectii.

14. Sa se gaseascil punctde de intersectie ale dreptei x _ 3 = y _ I = :: ~ 6 eu
hiperboloidul ;

x
3

2% Xli 2
22a) - + y2 - - - I = 0; b) - +)' __ + I = O.

4 9 1 9

15. Sa se determine proieetiiL pe planul xO= a eurhei de interseetie a hiperho-
x

2
~ %2 ~

loidului; a) - - -'- + z' - I = 0:, b) -' - _ + Z' + 1 = 0, eu plannl Zx +y_
4 J 4 J

- Z + 1= O.

16. Sa se scrie eeuatiile dreptelor care trec prin punctul il1,(6, Z, 8) ~i se afla
pe hiperboloidul 16x2 + 36)2 _ 9z' ~ 144 = o.

17. Sa sedetermine loculgeometric generatde dreptele Zx + 3xy + 6z _ 6", = 0,
Z",x - 3y - 6",z - 6 = 0, '" E R.

18. Sa Se scrie ecuatiile generatoarelor reetilinii ale hiperholoidului cu 0 pinzaX
i

y 3
2 11 ,

- + - - - - 1 = 0, paralele eu planul 6x + 1\ + 3= _ 17 = O.4 9 16 •

19. Sa Se gaseascii punetele de interseetie ale dreptei ~ =, Z =':'.... eu; a) parab~
3 2 3 1

! 2 2 ..
loidul eliptic ~ + L = 2~ ; b) paraboloidul hipcrbolic~ ._ --'=- = b.

49, 4 9

20. Sa se serie eeuatia planelor tangente in punctele de intersectie ale dreptei

x = y = z cu; a) paraboloidul diptic~ + ,., = 9:;; b) paraholoidul hiperbolie
24,x3 y3

---=9z.
2 1

:!: ' j21. Sa se scrie ecuatiilc generatoarclor rectilinii ale J)araholoidului..2- _ L = z.
., 16 1

care sint paralde cu plauul 3x + 2y _ 1z = O.

22. Sa se determine ecuatiile generatoarelor rechlinii ale paraboloiclului hiper
bolie 4x' - 9y 2 = 36%, co trec prin punetul M

o
(3, 0, I).

23. Sa se ealculeze unghiul format cle generatoarele reetilinii ale hiperboloiclului
• ~ ~ ~ A

cu 0 pillza- + - - - - 1 = 0, care smt paralele eu planul x + Z, + z _ 4 = O.9 1 16 . •

i

,.,
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1. ~

alS,

Se tine

(2)

( 1)

(i)

(3)

(5)

(6)

(7)

(ax + b)''!'' (ax + b)"{"J'0. 0' elx,
ex + d ex + d

~ P,,(x) Q.J 'b ~ oX-T.SC=¥=;=: dx = m-l (x) ax + x -+ e + A -;="";=;==;"~
"./~X2 -1- bx + c ,Jax2 + bx + c

Atx + B t Amx + Em d' ( (
--::-"-~~- + ... + , un e x -1- px + q = x - a - ib) x - a + ib).
.t'2 + px -1- q (x: + px + q)m

Daca. grad P(x) ~ grad Q(x), atunci sc face impartirea, astfel ca R(x) = C(x) + Pt(x) , eu

Q(x)
grad Pt(xj < grad Q(x) ~i C(x) un polinom in x. Reducem astfel problema. lao cazul tratat mai sus

5. Integrarea anumitor functO irationale. a) Integrate de tipul
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Daea polinomul Q(x) are rada-dni coinplcxe de forma a ± ib de ordin de multiplicitate m.
atunci in descompunerea (1) apar fractii simple de forma

unde R este 0 funetic rationala. ~i Pt' qt, ... , Pn qr sint numcre intregi.
Daea. 1~ = c.m.m.m.e. (q1 .... ' q~)J cu schimbarea de variabila

ax+b=t"
ex + d

12) C.Jx' + adx='~~ + .':.In Ix + .Jx' + al.+ C, .';' 0;
) 2 I 2

13) (Ja'!. - x2 dx="::"Ja2 _x2 + ~arcsin"::'. a> O.
) 2 2 a

2. CaJculul primitivelor ell ajutorul schimbarii de variabWi. Fie fUllctiile u: I -+ J ~i f: ] _ R.
Presupunem ca f{ arc deri1ata continua pe I §i ca f cste couthlUa pc J. Daci1 f J(t)dt = P(l) + C.
atunei J f(u(x))u'(x)dx ~ F(u(x)) + c.

3. Metoda integnirii prin parti. Fie f ~i g dona fUI).ctii definite pe iutervalul I. Dadl f ~i g au
deri'''ate continue pc I. atunci se poate aplica formula de integrare prin part i

J fg'dx ~ fg - fg/'dx.

. P(x)
"1. Primitivele functiiIor ralionaJe in x. Fie R(x) = --, ell grad P(x) < grad Q(x). Dacl

Q(x)
O(x) = (x - x1!".ct ... (x - x.,)Cl:t, unde X j , j = 1, 2, ...• k, sInt radacinile reale distincte ale polino-
mului Q(x) ~i (Xj E N, j = 1, 2, ... , k, este ordinul de multiplicitate al radiicinii x;. atunei deseom_
punerea in fraetii simple a lui R(x) este

integrala (3) Sf' reduce la 0 integ-raUi a unci funetii rat~onale.

b) Illtegrale de tipul

r P m(x) dx, P m(x) fiind polinam de grad m.J .,fax'!. j- bx --I c

Se sr::ric

unde Qm~l(X) e:'ite un polinom de grad m - 1 ell cocfieiellti nedcterminati, iar A este un parametru
real. Se detennina polinomul Qm_.t(x) ~i numarnl A prill tlerivarea identitatii (6).

c) Integrate de .tiput





204

forma

Inmuljind .~
facemx = t;~

\

~
>+ 3j
x' - X.j

';;

b) Rildlcil

I
e) Fie 1...1

f(·) - (~,
I.=*'+~

d) ~ (.. ~
Rezolvar-e··,l

4. Sasei
a) ( X+;

) .. ~,,,

Deoarece 11 ~- ~
-..

de unde se o~

lrilocuind ma-ii

],) Procedl1l\
_ sin x. Obpne.

;1
Ales-em acurn f{~

• r;

earcsin :.

~ si.' }'dl--dl+ __ ~

cos! t si.'

I
C = arccos- + C.

x

I
aslfel cil !,(x) ~ _.j--=I~_~"'=-

x
g'(.)

.II-x'
- ..j 1 - x 2

• Integcind prin parti, obtinem

c)x= __I_~dX=~dt~ir ~x .=(ctt=t+
cost C05!t J x x2_1 J

2c) 3 - 2x - x.ll =;= i - (x + 1)2. Efectuam substitutia x + 1,= 2tht; dx = _

chI t

( (3 - 2x - x:!)-a/2 dx = ((~_)-3/! _2_ dt = -!. (Ch tdt = ~sht + C =
) )teh2 t ch2 t 4). 4

= ..!.. (x + 1)(3 - 2x - X 2)-1/2 + C, deoarece shZt =. chZt _ 1 = (1 + x-)Z
1 . 3-~_~

3. Utilizind metoda integrarii prin part!' sa se calculeze:
a) ( x earcsinx dx; b) ,ex cos x dx; c). dx • n EN.

J ,Jl-x! J (xZ+a2rn

Rezolvare. a) Fie f(x) = earcsln 7',

. ~.j7+\ dx ~ d ~ sin'l+ cos'lb x= t t::::> - = t = dt=
} g x sin tcos' t sint cos! t

I I I I J- II + .j;J+1/=--+lntg-+C=x2 +1_ln +C.coot 2 x

b) Xli + 2x = (x + lr~ - 1. Substitutia convenabil.'i este x + 1= ch t eu dx = sht dt. Decl

~Jx'+ 2xdx~ ~Jch"- Ishl dl~ ~Sh" dl~ ~+ )ch2/ - l)dl = +ShIChl_ +'+C=

= x + t .Jx" + 2x - -.!.In Ix + 1 +.JXl + 2x I+ C.
2 2

Ce&rCsin x dx = x earcsiri. oX _ (....,=x=~earcsln:t dx = x e&rcsin z _ E.
) ) .II-x'

2. Folosind substitu(ii hiperboIice, sa se calculeze :

a) f Jx' - 2x + 2 dx; b) f J x· + 2x dx; c) f (3 = 2x = x')-3/ 2 dx.
Rezolvare. a) Scriem xl! - 2x + 2 = (x - 1)2 + 1 $i facem suostitup.a x-I = sht. astfcI c1

dx = chi dt deci

~Jx' - 2x + 2dx~.~J~Chldl~ ~ ch'ldl~ +Shl chl+ : 1+ C=

x- I J I J
= -2- x' - 2. + 2 + '2 In Ix - I + x. 2x + 21 + C-

tn calculeIe anterioare am folosit relatii1e ch2t _ sh2t = 1;

(
e

t
-L e-t)2 t et _ c-Ich't = -'- - = _ (ch 21 + 1) ; x-I = sht = .

2 2 2.

ch2 t-sh2 t 44 - (x + 1(' = 4(1.- Ih'l) ~ 4-='-'-_=--,- ~ __
eh! t eh2 t

Deci

~i g(x) ~

Ultima)ntegrala se ealcllieaza folosind din nOll formula. de integrare prin pactio Luam I(~J = eareatn :II

, I.
~i g (x) = I. astfel ca. 1'(x) earcslD x :,i g(x) == x. Deci

.II-x'





b) Pc

= ~

"

5. Sa se·
a) ~ .

d) ~

f) Efectultly.·.,
/

tn final 0

Apoi

11+ _6_+ C.
x + 1

1

3

Ex -;- F
+--'--

(x2 + x·' 1)2

6 ] dx = 2In Ix] _ 1nlx +
(x + I)'
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1 2
B~-. C~~--. D

9 9

1- 2x+1+ • r; a,ct~ ----,=- ;
,..,3 -.. 3

2

9

.'f" + 3 1
dx = - --,----'--,- - _ arctg(x -I- 1) + C.

2(x2 -I- 1x + .-5) 2

( x -I- 1

) (Xl -I- 1x + 5) 2

-~

2x + J

x 2 + X +-

Z t 1 x+2 1
12 = - (z + 1)-1 + - arctg z + C = -:-:-:---,--~- + _ arctg(x + 2) + C.

2 2 2(x' -:- ix -1- 5) 2

e) (x
3

- 1)2 = (x - 1)2(x2 -I- x -f- fJll. DescompuIK"rea ia fraqii .s.irnple este

Aduc1nd Ia aceIa.,i :aumitor .,i ~galind coeficientii termeniJor de acela.,i grad, o~tinein A == 2, B = _ 1
fi C= -6. Ded

cj Num.toml are radacini eompiexe ~i deei 2.y' + 3x + 2 = 2(X' + ~x + 1)= 2[(X + ;r+
7 ] .+-.DeCl
lfi

~
y-Ll I~ '1>+3 l~ d, 1
. , dx = - dx + - ------_ = _ hI (2x 2 + 3x + 2) +

2x2 +3x+2 .o42x!-r-3x+2 i 2x2 +3x+2 ~

1 \ dx Iii ix -1- 3
+ "8 J(x -:- ~r-:- 176 = i In(2x' -:- 3x -:- 2) -:-"8 .Ji ",etg~ -:- c.

I d) Numitorul are didiicini complexe ~i deci se poate serie ca suma de patratc : ..2 + -4x + 5 =
0:::: (x + 2)' + 1. Mni intii facem sa. apara. In nnmarator derivata parantczei de la numitor:

( x+l dx=-.!..( 2,v+·i dx-( dx

) (x 2 + 'ix + 5)2" 2) (x 2 -)- 'ix + Sri! J (x2 + 'ix + 5)2

2 %2:t- 1x -I- 5 - ~ [(x + ~~-: -I- ;J2

In ultima integrali1 notalll x -I- 2 = z ~i obtinem

Tinind ~anla de exercitiuI 3, c) (in care se in n = I), obtinem

astfel cii

Prin identificare se obtine _-f =

(;





R~zol'OiJ".

,,
I

c1\ t
~9

,
f',

f'
~"

'I
~.

f

~c.

, + A

~ I - " J!::ti

astlel eli

=_( fade

) ~I -"
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I, J-I--2 J .= - (2t + Ji) - t - - arcslll t + c =
8 8

( ,h· ~ (_d_'_ ~ In" i- II -1- c ~ In Itg .:'. -~ II
) 1 + sin x + cos x ) 1 + t 2

r sin x r d' I I I' - .J21 1 I cos x - ~21J I + sin' x dx = J~ = 2~2- n :-,+--';'::2=- + C = -2,[2-2- ln cos x + ~2 + C.

Prin identificare obtinem a1 = ~, "2 = 0, «3 = ~ • a. = 0, A =

((1+ x')-d. dx ~ - [-"_ d' ~ [f- ~ (_1_. __1_) _2.-_1_] d. =
) )t4 _1 J -4/-1 t+l 2 t 2 +1

I ,'+1/ 1 I= - In -- - - arctg t + c = - In
i '-I 2 i

6. Sa se calculeze :

a) ( dx " b) [ "n x dx" c) [ dx
) 1+ sin x + cos oX -> ) 1 -r S182 x ) (SIn.x.., coSX)2 •

d) ~ sin 3x cos 5x dx; 0) ~ sin lOx sin 8x dx : I) ~ cos 2x cos 4x cos 5x"dx.

RaGiva,.~. a) Notam tg"':" = t sau x = 2 arctg/. Deci, dupa relatiile (to) obtinem
2

I • J-.-I 3 "I~ -- (2 + 3x~) x~ - - - arCSl. _ + c.
8x' 8 x

~i priD derivare It raport ell t obtiaeJlt

h) Deoarl'"ce R( - sin x, ..os x) = - R(sin X', cos :r), efectuam substitutia cos x = t, astfel

Pentru lJJtima i.tegra.l:i. proceda. ca 1. pu.ctul anterior. Avent

- ( Itdt = (4 tt
3 + 4 2,2 + "at + a

4
) J -1-_-"-+ A r_;=,d='=_

) ~ I - " ) ~ 1 _ "

1
d) EfectuliJ'll. mai il:iltii substitutia x = - ~i obpteJJl,

• • y 1 1 1 m+l
e) Este 0 lRtegrala bmoma ell I'll = - -. n = -. p = -. Deoarece __ = 2eZ, se face

2 .of 3 n
substitutia 1 + zlll = t3, asHel col x = (t3 - 1)\ dx = 12t2{t3 -l)Jdt. Deci

~ X-
1/1

( 1 + xl/()I/~ d.r= 12 ~ (t' _ t~) dt = 1: t7 _ 3fl + C ;::::

= ~ (1 + XI/IF') - 3( 1 + ;rlll)H3 + C.
7

I "I m+1f) n acest caz, m = O,.n = '1. {'I P = --. Deoarece -- + P = Oez, se efectueaza sub~
~ n

stitutia 1 + X-I = f4. Deci x = (II - I)-IIi ~i dx = - t~(t4 _ 1)-~/' dl, a;;tfel incit

"r .
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10.1.2. Probleme propuse spre rezolvare

,

Fie f • f
a,' iatervalo1ul>

= max 3,_
lE;i~n

18. Sase

a) ~ 3 +~•.

d) ) sin x(2

)
( cosx

g )=2.<'
dJF'k)) sin.

p) )sinX ;

19. Sa se

a) ) xJ-

d) ~ 2JI

20. Sa Sl\'

a) )(x. 4

d) )

g) ) (x:

15. Sa se _,
'r;

~
3".

a) J-'
2 x +

~
J';-l

d) ,,_:.
v x + 1

I8. Folosind substitutiile indicate. sa se ca,lculezc:

a) (~, x ~ -In t; b) (x(5x' - 3)' dx. 5x' - 3 = t;
) e Z + 1 J

c) ~ J~~" dx. x = c'; d) ~V1 -xJx dx, x = t' ;

e) ~;::y 1 ' x + 1 = t2
; f) ~ ;:: . :x , x= cl

•

9. Folosind substitutii trigonometrice convenabile. sa se calculeze :

aJ r J~ dx; b) r x'dx ; c) rJI _ x'dx; d) r__d_x__ ;

J x
2 J ../2 ~ ,,2 J J "./x( I xl

e) ( 1 + x dx; f) ( 1 + x'j3/' dx.
),\(I_x2 )

10. Utilizind substitutii hiperbolice convcnabile, sa se calculeze:

aJ (Ja' + x'dx, a "" 0; b) ( ,; x· dx. a "" 0; c) ( dx) J _t'2 - all ) x"; 1 + Xli '

d) ~(l - 2x - X')-312 dx.

11. Folosind metoda substitutiei, sa se calculeze :

a) ( 2" dx ; b) ( e"dx ; c) ( x -+- (~x)' dx; d) ( I e" dx:
) J 1 - 4" ) e" + 1 ) J 1 - Yx' ) ,," + 1

e) ( 1 -1- x dx' f) ( co, 2. dx; g) ( _ dX, •
) 1 + .jx ' J 4 + l'Os22x ) ..}x cos2..;x

12. Sa se calculeze prin metoda integrarii prin parti :

a) (In x dx' b) (x eax dx' c) (xa x dx' d) ( x e""<Xdx .
) ..) ') ')(I+x')3/' •

e) ~ x: In3 x dx; f) ~ eax cos bx dx, a "" O. b "" 0; g) ~ x' e' sin x dx ;

h) ~ x eX sin' x dx; i) ~ x' e'x dx.

13. Sa se determine 0 relatie de recurenta pentru calculul integralelor :

a) Ia=~xaexd", "EN: b) Ia=~Inaxdx." EN; cJ 1-.=
= f (a'- x') ,a d". a"" O. n EN: d) fa = f sin'x dx; ." e:N I e) f. =
~fsin"xm,,, EN; f) I.~ftg"xdx,,,EN; g) I;=!e"cos'xm;
a"" 0, n EN.

14. Sa se calculeze :

a) ( 2x + 3 d" ; b) ( .' - .5.< + 9 dx; c) ( xXi-. + 1 dx:
)r3+x2 -2x )-x2 -5x+6 ) x3 +x

d) ( dx : e) ( dx ; f) ( x 3 + 6x - 1 m1
. ) (x + 1)(. + 2)(x + 3) ) (x' - 4. + 3)(x' + 4x + 5) ) (x _ 3)3(X _ 1)

g) (_x_'_ d" . h) ( 3x + 5 dx' i) \ x'dx .
) x

t
- 1 • J (Xli + 2x + 2)2 • J (x + 2)2(X + 4)2 ~

j) ( dx ; k) (x' - 6x3 + 12x3 + 6 dx : 1) ( dx
) (x + l)(x2 + X + 1)2 J x3

- 6x2 + 12x - 8 . J x' + x2 + 1

•

. j

.,





Dac1 iM:
de graficul f11

·Dacl

J' -i(x). a",.

k) Dac1i~

!

I) Dac1 i ~

F(x) _ i(.). .~

i. Metoda i
§

,. Metoda ~
./:J_R.~

~
':J
"

b) A d_l
-strict monotm4
tiuul po i. a~

'j,
aite 6~eA;~C:C~

~
'.~

VOlumali

V. Metode'
derivabill po i

aatl. prin

j) Dac1' i, ,
Leibuiz-Newton·,:,,

( I)

(3)

(i)

(6)

(7) .

(2)

SAU) ~i

n n

S.Ji) = }; M,8,. $",(1) = }; m,8,.
i=l i=1

1. Criteriul lui DarbanJ!:. Functia f este illtegrabila pe [a, b] dad. ~i num.a.i dad.

Su_ Jtie_1lll ata~tl fu.eliei I; eorespuRZltoare diviz\uHii <\. este defiaitl prift .

n

"AU) = };/(~,)8" ~,E.[x,_,. x.J.
i=1

i'uacfia f este integrabilcl pe [II, b], f E 9"([a,6]). dacil existc1. un numar I E R eu proprietatea cl.
peatru orice ~ir de diviziuni (a.) ell u(dlJ) -+ 0 aycm tT....(f) ~ I,oricare ar fi pURctele inteneediarc

•,;. E (x
t
_

I
• x,J. Numarul I se nume!jte integrala. lui f pe [a, b] ~i se .oteaza T = f f(x)dx.

•Functia f este integrabila pc [a, b], f E 9"([a, bJ), dacl. $i Rumai dadl

Vc> O. 38, > Olu("') <i 8,~I"..U) _ II < c. V~,.

Fic m, """ ini l(x), M f = sup I(x), pentru x E [XI -:-!. :td. Sumele Darboux superioara
inferioarl sAUl se defiaesc priR

2. Clase de func~.ii integrabile. a) Orice funetie continua pe [a, b] este integrabil~ pe [a, b].

b) arlee funetie ml1rginita care are un num.lr finit de puncte de discontinuitate pe [a, b] esteintegrabiM pe [a. b].

e} arlee funetie monotona. pe [a, b] este integrabiHi pe [a, b].

3. Proprietafi ale integralei defmite ,i ale funetiilor integrabile. a) Orice lunetie integrabill
pe [a, b] este rnArginita pe [a, b]. Reeiproca .TIU este. in general, adevaraU.

b) Dael I. g E 'l([a. bJ) ~i «. ~ E R. atunei «I + ~g E :T([a, bJ) ~i

~ (<<I + ~g)dx = « ~fdx + ~ ~ gdx.

c) l/dx = - ~>dx, ~>dx = O.

d) Dac1 f. g E :T ([a. bJ). atunei Ig E 'l([a. bJ).

e) Dac1f. g E :T([a, bJ) ~i/(x) '" g(x), 'Ix E [a,bJ. atunei ~/dX "'~: gdx. Tft particular.

daca g(x} l> O. atunci ~: tdx > O.

f) Daca f E 9"([a; b]). atuDci IfI E y([a, b]} $i I~: f dxj ~ ~ Ifldx. Reciproca ou este adevaratl1
fa general.

g) Dael IE :T([a, bJ) ~i m "'/(x) '" M. atunci

212

existl ~. eu m ~ ~ ~ M asUel cel

~:Jdx = ~(b - a) (prima: formula de medie).

h) Daca J estc continua. pe [a, b]. atunci e:x:ist:i un punet C E [a, b], astlel ~ncit

~/dx = (0 - a)i(e) (a doua fonnul~ de medie).





R",l..". ~
..'

Dad. alegem, ~.1.. '"

_ b -a. Dacll
mita sumelor ~

p' [a, bJ. .1

3. Se poaj
grabiIa pe'[1

Rezolvare. .11

;1

,
1» Avem'

¥i care nn s
- I,(x)-/,(') -.

4. Folo~'

a) a. =

f(.) =', • E
c

c_ O.

2Ul _ 1

I. Z

Considerl'il1l :t", = i ....

214

10

..

1. eu ajutorul sumelor integraIe, 5,1 se calculeze integralele definite:
a) ('x3 dx; b) [

10
2x dx; cJ (~sinxdx.

Jl )0 })

Rezolvare. a) Deoarcce fix) = x
3

estc continua pe [I, 5J, rczulta ca este integrabiUI. pe [1, 5J~
Pentru calculul integralei este de ajuns sa C<'lIculam Jimita -\,irului ~lJ.(f) penttu 0 alegere comrenabiJ&

5_1a diviziunii ~;i a punctelor intermediate. COllsidedim diviziunea .:l: Xi = 1 + ik, h = _ =0.

..i . ,
= -, I = 0, 1,."", n .,i ;1 = Xl, i = 1, 2, •. ", n. Atunci..

.,,(f) = "0 x!h = ~ "0(1 + ~. ;)'= ~ "0(1 +~i + ~;3 + ~i3) ~.LJ Ii L; 1l n L...J n )[2 n3i=1 i=l i=1

= ~ [n +~ . _,,~(_,,_~_:_I~I + _4_S . _,,~(_n+_J~I~IZ_"_+_I) +~ . 1l3(n + 1)21 =
n n 2 n 2 6 n 3 .of

[ .. + 1 (" + I)(Z.. + 1) + 16 (" + II' 1_. 156.~4 1+6'-_+8 ._

n n
2

~ n~oo
Deci ~: x 3dx = 156.

b) Func1=ia. este continu<l pe LO,IOJ -5i estc deci integrabilc'i pe acest inter,ral.
. 10i = OJ 1, o. OJ N ~l h =_..

AIegem ;i = Xi> i = 1, 2," 0., n, ~i deci

10.2.1. Probleme rezolvate

b} Metoda trapeze/or. Daca. f: [., b] -+ Rare derivata f" marginita pe [a, b], atunci

~1(X)dX = f (J(a) + J(b) + 2{J(x,) + ...+ I(x--.)]) + R,,(fJ, (18)

h'
IR.(f)1 " - M"(b - a), M" ~ 'up II"(x)l.

~ 12 [(I, h]

c) Formula lui -Simpson. Daca f: [a, bJ - Rare derivata jt.) marginita pe [a, bJ §:i A este

.teaJizata prin punctele x t = a + ~h, It = (b - a) , i = 0, 1, ...• 2,." atunci
12"1

(bJ(x)dx =!'... (b - a)'{Jla) + fib) + i{f(x,) + fix,) + ... + Ilx,<O-1)] +).., 3,

+ 2U(x,) + f(x.) + .. ·+f(x,"_.)]) + R"U), (19)
h'

IR.(f) " -- Ib - a)M"', M") = sup If"'(x)!.
2880 [a,'J

10 .' ')H-' _ 1=-2 _- _
n 2h _ 1

~
o 21'_

Ileci - 2"'dx '= _.,---::-_

In 2





10'

a) h
b) Ii,

Rezol..

ApoiM,
.~

Deci ..

~n/2 ~o' ~n/2 ~o (I _ eos?x )'f(x) sin x dx = sin' x dx + sin2 x dx = _ - dx +
-rt/2 -rt/2 0 -rtj2 2

~
n/2 l-eos2x ~ [I eos2x I ] ,+ dx = '-- - --- + _ (1 + cos 4x) dx +
o 2 Jt/2-1: 2 8

216

F(x) = (X f(l)dl ~ (nJzcos.!- dl _ (x J 2eos.!- dl = ~Jz_2JZs;n :... .
.10 )0 2 In 2 2

6. Sa se calculeze:

a) (n
l
' j(x) sin x dx. unde j(x) = max [sin x. sin3 xl. x E R ;

)-n/2

b) t/(x) dx. j1nde I(x) = maxH+r y]; x E R.

~
xJ- I J- xF(x) = 2 cos - dt = 2 2 sin _ .
• 2 2

-I- ..!- (x _ sin 2x )In/2 = (.::- _ ,in 2x -1-'::- -I- sin ~x )/0 + " ~ _1,,_.

2 2 0 i -1: 8 32 -Tt/:!. i 16

b) In acest caz f(x) = 3-~, x ::0:;:; 0 ~i /(x) _ 3s, .l" > 0, asHel di

(1 f(x)dx = (0 3-'dx + (' 3'dx ~ _ .1-: 1
0 -I- 2:...1' ~

)-1 J-1 )0 In.) -1 In 3!O In 3

7. Fara a calcnla integralele, sa se demonstrezc urmatoarcle inegalitati:
a) ~ « (i~ dx « 9 ; b) I « r1 e' dx '" e.

3 Ji x + 2 Jo

5. Sii se calculeze 0 primitiva pentru funcria:
a) I(x) = max [1. x'J,definitii pe [0, 2J;
b) j(x) = J 1 + cos x. definitii pe [0, 2n:J.

RezolwaY.t. a) Functiaf(x} este continua pc [0, 2J, deci 0 primitiv~ este functia F{x) -= ~:f(t)dI.

Dacli. x E [0, 1], atunci .F(z) = ~ l·dl = x. Daca x E (1, 2J, atunci

F(x) = (" f(l)dl ~ (' I 'dl + ex I'dl ~ ..::.. + -2.. .
). Jo )1 3 3

b} FUllctia f(x) este contimuii pe [0,2;or] $i cIeci primitiva este F(z) = ~:f(t)d/. DeoareceJ(x) ""'" .

- J2Icos~I' rezuWi. ca dadi x E [0, 7."], atnnci

Dadi. x E (7t', 21t], atunci

Rezolvare. Folosim aditivitatea integralei ea funetie de interval. a) Deoarece f(x) = sin' It..

It ~. 0 ~i f(x) = sin x, x > 6, objillcm

x'
Rezolvare. a) Functia f(x) = -- este strict cresditoare pc [4, 6J, astfeI dl. m = 1(4) =

(x -I- 2)

= ~ !}i .M = f(6) = ..!.. Dupa. relatia (5) rC:lUlt~ inegalitatea cemta-.
·32

b) in acest caz, j(x) = eX!este strict crescatoare pe [0, IJ ~i 1 ~ e%1 ~ e, "I."C E [0, IJ. Aplicind
iD6galitatea (5), obtinem inegalitatea cerntlL





RezolVtJ"'~,

E

r

17. Sa"'

de curba

astle' ell I,

15. Sa
~i dreptele

'" tt(x) = :II;

,
,- ./2 .

t2 + 1
x~ ---, Deci

t 2 _ 1

,,'--+
3Z

_ (ft J(u)du ~ (2a J(x)dx,
)211 . 11

(Y'!!2 <II (YO!2 ( , 1 , ,

~ )" (1 - I')(Z- I') ~)u "2' 7+1-"2' 1-' +

~
" J(Za - x)'J.y ~
o .

218

,

J - . ( y.C ')'/'suhstitutia x 2 - 1 = t(x - 1), t = -'-'- san
x - ,

~a ~a ~ft ~"" \"'J(x)dx + f(la - x)ill = J(x)d.y + J(x)dx = J(x)dx.
o 0 0 It ..

('/tIt u(,Y)dx = en t dt + (Y:T/2 t elt =
~-llI.l )-n/l )0 .J 1 - t2

se ealculcze illtegrale1e:
dx . b) (3 dx

casx + cos3x' '2 (x + 1)..}.'l:2 - 1 .

(11:/4 dx

Jo cos x + cos3 X

11. Sa se stabileasc5. egalitatea

(I ",e'g x dx = ..!- (n12 _'_ dt.
Jo x 2Jn sint

I
Rtzolvare. Folosim substitutia. x = tg - in prima integrala.

Z

b) Efectuam

13. Sa

a) ~:/4

Re201vare. a) Efectuihn substitutia sin x = t, deoarccc functia este impanl in cos x. Obpnem

b) Se ia a = 0 in relatia de la punctul a).
e} Cu substiiuti..'\ u = 2a - x, oblincm

Rezolvart:. a) In integrala din nwmurul drept dechltlm suustiiutia u(x) = a + b - x, du 0=: - dl'r

(b J(a + b _ x)dx ~ _ (a J(u)du ~ C
b

J(x)dx.
1 )b')11

+~. -'-- - ~. -'--=) dl=..!-['n(z + JZ) -In(Z - JZ) -~,n 3}.
Z./Z I -./Z Z./Z I +./Z Z ./Z

(: __-,d:.,x==~
1 (., + 1)./,,' - 1

14. Sa se demonstreze identWilile:

a) (b f(x) dx ~ (b i(a + b - x) dx; b) (b i(x) dx ~ (b fib - x) dx;
)a)" )0),

e) ~: {(xl dx = ~: [fix) + j(2a- x)] dx.

~
nll

12. S" se ea1cu1eze It(x) dx, daea tt(x) = sin x,
-nIt

" E [_.:::., 0), eu ajutorul substitutiei tt(x) = t.
i . '

Rezolvare. Functia u(x) este strict mOllotona pe [- : • : J!j;i inversa sa este u-1(x} = arcsia s ..

11 E [0, .J;1;;i u-1(x) = x, X E [ - : ' 0). Functia invcrsa. arc dcri-mta continuA. Dupl fOl

mula (12), a'lem

astfel ea.





2-1
IR,,(f)! '" ~ 0,0000008.

2 ~80 ·5&

Prill urmare. n: ~ 3. 13992'fS.

b) Formula lui Simpson. Deoorcccj<6)(x) ~ 0 pe [0. 1], rezulta cii-"/u]oarea maxima a lui j<c)(.f'}
este M(c) = j<4)(O) = 2'f. Luind 2n = 10 in formula. lui Simpson, gasitll eroarea 2S~

a)~

e)

eF

23;
a)
b1'
24,
a)

c)

20.
a)

e)

21.

a)
.',,-:

,c)

deci 1r ~ 3,23992-18.

x, ~ 0,6; f(x.) = 0,73529-1 ;

x, ~ 0,7; fix,) ~ 0,671HO;

X B = 0,8; /(x 3) = 0.609756;

x. ~ 0,9; f(x,) ~ 0,552-186;

Xu = 1; 1(x10 ) = 0,5.

H,19962i) ~ 0,7819812,

°1 _
'" -'- {1,j + -1'3,931156 + 2'3,168656j = 0,7853978

3

220

(I dx

)0 1+,",

~
I dx
-- '" 0,1-8,099812 ;=,0,8099812,

. (l 1 + z' .

\

dx
-- '" 0,05( 1,5 +
1 +.'f2

Efectuind calculele, obtinem:

X'o = 0; j{xn) = 1;

Xl = 0,1; 1(x1) = 0,990099;

x, ~ 0,2; f(x,) = 0,961538 ;

x, ~ 0,.1; f(x,) = 0,917i.11;

x, ~ O.i; f(x,) ~ 0,862068 ;

;, = 0,5; fix,) = 0,800000 ;

18. Sa se determine volnmnl corpulni obtinnt prin rotirea curbei de ecuatie
y = sin x, x E [0,1t] In j urnl axei Ox.

Ruo/var~. Dupa formula (Ii) avem

(n crt' 1 - cos 2x 1t!
V = it )0 sin

2
xdx = 1t" )0 2 dx """ 2 .

19. Sa se calcnleze valoarea aproximativa a nnmarnlni 1t, pornind de la jden-
. ~I 1 d "tttatea -- x ~ - .

o 1+x2 .of

I
Rezolvare. Lllam J(x) = , X E [0, IJ ~i

- (1 + x')

f'(x) ~ - 2x( 1 + x')-', r(x) = (6x' - 2)( 1 + x'J-', r'(x) ~ 2i(x _ x')( 1 + x')-',

j(f}(X) = 2-1(5x l
- lOx2 + 1)( 1 + X2)-~, j(~)(x) = ZiO( _ 3x~ + lOx~ _ 3;t'J(1 + x2)-'.

a) :Metoda lraptzelor. Deoarece 1'''(1) = 0 schimbindu·!?i semnul de Ia plus Ia minus, rezultl

dL IN(z) are valoare maxima in x = 1 ~i <led .21-/" = sup,lf"(x») =1"(1) =~.
. [O,lJ 2

Prin urmare, Iuind in formula trapezeIor, de excmplu, n = 10, croarea maJ(ima va Ii

h2 kI" 1
-M"(b- a) = -- ~-- ~ 0,0001166.

12 12112 2 "i00

Aplicam formula trapezelor ~i deducem

Aplicind formula (19). dcducem

astfel ca 11: ~ 3.1-1.1.'592:

2x
c) ll'etoda dr,~ptungkiurilor, Deoarece !f'(x)j = ---- ~ 1. rezulta ca 111' ~ 1 ~j Iufnd ,,= 10,

(1 + x')'
In formula dreptungh,iurilor, avem JR"U)! ~ 0,1. Aplicind formula, dreptunghiurilor, obtinem





h] 1'1' d. ; i] (' d. ; j) (20~ __d".'---_ ; k) (o~'10 X cos X dx ;
) x...}x3 + 5.• + 1 )-1 (1 -I- X~)3 ) -5 - 3cosx J

3
I) (~exsinxdx; m) (Ix3e2Xdx; n) ,"vi d. ; 0) (.'(I-X2)-'dx;

Jo Jo .0 (2.' ,: 11./" + 1 J

~
~~. ~o I_~p] ; g) arccos--dx.

o si.nt x + cos· x -1 1 + x3

~
x dt 1t'28. Sa sc rezolve ecuatia __
V2 1./1' - 1 -12'

29. srI se calculeze :

a] I, = ~: x siu' Xdx, " EN; b) I, = ~:12 x (cos' x + sin' xl dx. "E N.

30. Fara a calcula integralele. srI se arate ca

(' .J- x' + 8x - 7 dx = (5 J _x2 + 4x + 5 dx.
)1 )-1

31. Fie ~irul S. = (1 (I - x2 ). dx. S" sc arate ca lim S. = c.
Jo n

32. sr, sc calculczc :

a] ~~ cXf(x] dx, unde fix) = max [1. x 2J. x E R;

b] (~/2Isin x - cos xl dx; c] (2 lx' - IJ dx; dl (2' J1n x _ I: dx;
)0 )-2 )1

)~2 • . I ~~Ife mm [I x - 11. I x + 1 IJ (X; f) max [tg3 x, tg x] dx;
-2 -rr/t

]~
3 d. Rg . a E •
1 I' - al + 1

33 S• 1 1 ~/'2 sin% x - ~ill X Cf>S X ,1. '1"' d d' ~'" '" .• a sc ca ell cze uX, utI IZIIl Iudo· a IntegraI'll prIn partI.
1 + sin 2x

34. S" se calculeze (1 ,,(x] dx pentru ,,(x) = ex - 1. x E [0. IJ, ~i !fix) = tg x•
.J--rr/!

. X E [- : • 0) .cu ajutorul substitutiei u(x) = t. sr, se verifice apoi rczultatul prin
calcul direct.

35. Sa se calculeze ana mr,rginita de:

(•- I)"2 .a) fix) = -- , Ox, x = 1 ~l X = 2 ;
x + 1

b)f(l COS X a . 3~x. ~ ---, x. x = 0 ~I X = _ ;
l+cosx i

c] fix] = I~I. OX, x = 0 ~i x = 2 ;• + 1

1
d) fix) = . Ox. x = I ~i x = 2.(. + ,.)

222

"37.

aJ y

c) i





·10.3.1. Probleme rezolvate

convergen~

+ ~~ e-"~'

(2(lim x Af(x) = I(, 0 < I( < 00.

(b f(x) dx ~ F(b) - F(a) ~ F(x) lb.
). . a

1 {ii K < 00 integrala ~: f(x)dx esic eQn'''cr-

DaeaJ(x) admit-e, prilu,iti·/a. F(x) pc [a, b - e] ~i daea exishi 'limita. F(h) = lim F(b _ e), atunci
t ..... o·

224

l;m f(x) ~ K. 0"'; K.,,; 00. (I)
X·...."I:lQ g(x) /

atullci a) pentrn K < + 00 ~i (- g(x)dx convergenta rczulta. cii. (00 f(x)dx este con7crgenta.; b) pentru
J. J. .

PI > 0 ~:i rg(x)dx divergentii rezulta ell ~~ f(x)dx este di'/crgenta..

,- 3. Daca exL-;ta.

1. Folosind definitia, sa se cerceteze convergenta integralelor:

a) (-~; b) (~ e-OX sin; dx, "> 0 ; c) (+~ _x_ dx.
Jo 1 + Xl )8 )-1iO 1 + x.

~
b ~b-'f(x)dx ~ Hm f(x)dx.
a £-.0 •

Latunci peutru A > 1. ~~ fdx e,te convergenta Ii penhu A .,,; 1, t fdx e,te di vngenta.

Daca t jf(x)ldx este cORvergenHi, atunci ~~ f(x)dx este absoillt convergcnt<1 ~i J este absolut

intcgrabila pc [a, 00). Orice funetie absolut integrabil:1 pc [a, 00) este integrahili'i. pc [a, 00].

4. Criteriul lui Diricblet. Daca a) ! E' 9'"([«, b]), Vb> a, ~i I~: !(X)dx} ~ J(, 1) g(x) tindo mo- .

\ (00
noton clUre zero dud x -lo 00, atunci ). f(x)g(x)dx cste eotwergellta.

5. Critedul lui Abel. DJ,cli a) f(x) cste integrabila. pc [a, 00), b) g(x) e:;te motlotoulli milrgillita

pe [a, CO), atunci integrala (CO f(x)g(x)dx cste convergenta.
.1•.

II. Iate,rale improprii din functii nem:hginite. Fie b un puuet siug-ula.r pentru fUllctia f. definit5.
~i ixtegrabil<l pe oriee interval [a, b - e), e > O. Prin defini1i{", se pune

Daci I(x) ad_ite prhaith'-a F(x) pc [a, 00), attiaci

\~ f(x)dx ~ 1'(00) - 1'(<<) ~ F(X)I- • uade 1'(00) ~ lim F(x).
~« • .1· ...... 00

1. Dacil 0 ::;;;f(x) ~ g(x), X E [a, (0), atuud: a) dad. ~~g(x)dx este co.·"ergenta, ~i ~~ f(x)dx

este convergentcl: b) dad ~~ f(x)dx este db"ergenta, .,i rg(xJdxestc di"ergclIta.

2) Daca exista.

,...

1
Dae~ cxi<;hlliIa (b - %)'j(x) = K. at-unci pentru A <

x_b

ge_ta; pentru A ;" 1 ~i K > 0 ~: '.r(x)d•• e,te dhergenta.





Rezolvare. Se observa ca illtegrandul cste n(>mruginit intr-o vecinalate a pllllctului x = 1. Scriem

, ~

Pcntru calculul .

Prin urmare, in

Rezolvare.

Rczolvare.

~i g(x) ~
x·

COll'lP:rgCut[.

Ded intcgrala este,"

8. Sa so det'

~i dreptele ., "'"

Integrala

Integrind

iaccm schimbarea do:

•
DeoarecfI

1, rezllltJ.' ca inte~

,. = 1.

e) ~;: -x-, d_'-5-X'-

I
A =~ - <

2

punctul

I
A=~ < I,

3

I
=~<l.

2

d) [02 ctg X dx
Ju

pC1l1ru )"

1
pentru ), = - < 1,

2

IlernarginiUi.

2 ,1-'
\-

I
-po
2,2

1, pelllm i. =-= 2 > I,

I+ x 2 ) If:! = _, pcntru,

este
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~
'OO arc!" x

-"'- dx
o x

(x+l)~x'-

,~-tr _: c)
x'\, 1 + xl!

lim

I
lim (1- x)"---===
xJ1 (x Ih/1- ,,2

1
lim (x - 1)A -_-"-:r7=~
x~l (x + l)~x' -

a) (~~; b) (00
)0 1+ x" )1

A- 1.-
g) lim (1 - x)i..J(x) = lim (I _ x) ;-1 [( 1 + x) (I + %2)J-1/3 = 2-2/3 ,

x,1 x~l

f) ("lO d-Y • g) V-,-;cd=X=
)0 ~x+2V!x+~,y' .,u"\yt-:x"

f) lim xAj(x) = I, A = ..!- < 1; con';ergenUi.
«~O j ,

RezQlvare. a) DetJarcce lim x'l(x) = 1, pentru A = 4 >- 1, illtegrala eslc C()ll"lt'rgeilla..
.1' ..... 00

b) lim x"'j(x) = 1, pentrll " = 2 > I, intcgrala csle cOlrlcrgenUi.
x~oo

c) lim x"f(x) = 2::.., pentru A = I, integrala este dbt"rgenUi.
X--->OO 2

e) lim XA(X3 - 5x1:)-1 = - -..!.., A = 2 > 1; di'/(-'rgcntil.
«~O j

(00 dx r'
)0 (x+ 1)~lx' - I, ~)"

. A
d) lim xAJ(x) = lim _x__ cos x = I, pentru A = 1; dbergcnU'l.

«: ....0 x .....o sin x

4. Sii se studieze convergenta integralei eliptice (I ---c= d-Y ., Jo ,,1 - x"

[00 d 1;

6. Sa se calculeze \ ----"-~==. aratlnJll-se IHai il1tii crt are sel1S .
.,0 (x + Ih/lx 2 - Ii

Rezolvare. Functia f(x) = -,==~ ;> 0
",/1 - x"

lim (1 - xl/(x) = lim (1 - .t/·'- 1/2(1 + x)-1/2(1
:t 1'1 xi" 1
grala elip~ este convergentiL

5. Sa se studieze convergenta integraklul :

Integrala II este cowfergenti'l, deoarece

integraIa este convergcnta.

Int,egrala 12 este improprie de arnlJele tipuri. Dar





10.3.2. Probleme propuse spre rezolvare

a) (-\.
)0 ~.

c) ~~.

18. Sa::

19. sa:,.

a)~

a)

c)

'e)

17. Sa'

/

uncle B(/"
'1.

21.S5:
integrale ;.

a) ~~.
"";'

inte-

h) (00 .x'I' dx;
)0 1+ x 2

(criteriul lui Dirichlet), ar rezulta ca

; b\ ,00 '=I",==~; c)
5 .,--1 x~ ~-' .t" +

j) (.1__ -=~--dx.
, """' ,.'/!x! (x2 + I)

f) (1 arcsin x dx; ) (1 dx
)0 ';1-,,' g )oV'l-x'

e) (~a,c,g x dx; f) (~ e- kx dx. k> 0; g) (2 ,dX.
)0 l+x~)o )~1 '\Ilxl

a) (~ ~X

)1 2x+ --Vx~ {- 1

e) (1 dx

)-1 -¥l- xl!

i) (~-~dx'
)1 1 + x4 •

11. Pe baza criteriilor pentru funclii pozitive, sa se studieze convergenla
gralelor:

10. Pleclnd de la definijie, sa se cerceteze convergenla integralelor :

12: Sa se arate ca integrala lui Euler de spela a doua riP) ~ \~ x P - 1 e- X dx
.0
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~
<Ix . b) ~1/2 ~. ) \~~ 1 . d) ~+~ __...::d:::.x_~a) r' ., c , a> ,
-VX 0 xlnx ",(.I xIllx -00 x: -+- ofx + 9

. . . ~~ sin x
la particular, peatru IX = 1, rezuWi cl1. mtegrala ' -- dxeste convergenta. Se poate adita

. a x _

cl aceasta nu este insll absolut convergenta. adica integrala (CO !sin xl dx este divergentl'i.
)u x

tlltr-aeevar, daca. aceasta integrala ar fi convergentA, deoarcce sill~ x :::;; : sill x' ar rezulta ca este

cenverceatii. ~i iutegrala (00 sin! x <ix. Cu alte cu",intr-, ar ii cOll'/ergenta inte!rala
). x

I \" 1 - cos 2x d 1 \~ 1 '(CoO cos 2x
- x = - - dx -, -- dx.
2 x 2 ..u .r ...a 2x

~
co cos 2x .

Dar cum sc poate arata ca -- dx este convergeut.1
, a 2x

(~ <Ixlz ---:;- ar Ii convergenta. Ceca ce lIU este adeyarat.

este convergenta pentru P> O.

13. Sa se arate co. integrala lui Euler de speta intii H(P, q) = ~~ xP-'(1 - x)q-, dx

este convergenta pentru p> 0, q> O.

14. Sa se arate ca funetia j(x) ~ x,, X E (-1,:1), este integrabila
• (1+x Z)-Jl-:t·4

pe (0, 1J ~i so. se calculeze I ~ ~j(x) dx.





'f. DacA. funcpa. f este contimta. pe (a. bJ Xi [e, dJ, atunci are loc, relapa

~
P(y) Jf

F(y) - - (x, y)d. + f(~(y), y!W(yl - f(~(y). y. )«'(y),
t .lY) Jv ,

aumitA. -formula lui Leibniz.

i.':

F(yl-:,

Doci

(i)

(61

00), Sa se arate d\

~
~ ,

0) X2/i e -% dx n E Nb .,

l
tn, ft E R;

r.) ~B.Ii,. f(•• y) d. ~ ~(.)d•.
y .... yo (g) Gto

10.4.1. Probleme rezelvate
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v) "~ oX'/y'·...!.- definitii pe [0, 1] X (0.
~ _yZ

lim (If(x. y) dx # (' limf(x. y) dx.
y ....O )0 )0 y--+O

~
~ ."-'f) --·dx,
01-t-xn

1. Fie functia f(x,

c) (~-c-:-"""---'c:-dx, tn, .. E R; d) (~ x p c-ax dx, a> 0, pER;
)0 (1 + '1". .Jo

~
V'Xe) . __'--.,.-dx;

(1+.)'

1. Daci1 existi\ limitele

Vo !> 0, 38,!> 0 II y - Y.I '" a, => I f( •• YI - ~(.) I < o. V. E Ca, b].

ultima limita iiind uniforma in raport ell x, atuftci fuuetia ,(x) osto integrabill po rt:S. b] :;;i

lim «(y) _ «•. ,lim ~(y) ~ ~•• lim f(., y) = ~(.).

II:-+Yo Y-Yo Y .... 'h

\

IY)
F(y) - f( •• y)d•.

l IY) j

Funcpa. l(x, y) tinde uniform, in punetu! Yo E [e, til. dHre functia lJl(x) : (4, it] _ R, dad.

10.4. Integrale care depind de unparametru

I. Dac1 funcpaf este coatiaua. pe [a, b) X [e, .], iar fUl'lctiile 0:. ~i ~ stnt continue pe [e, d], atunci
funatia F(y) este ooDtmul pe intervnlul [e, ti].

3. DatA func1iaf. continuA. pe [a, b]X[c, ti], admite'fierivata. parpal.1l in raport ell y, continul
pe (a, b] a [D. 4], iar fUDctiile « ;Ii f) siut derivabile pe [e, tiJ, atu.nci F(y) este derivabil~ pe- [c, 4],i are loe re1atia

Sa consideram funcpa I(x. y) defiaita po dreptunghiul [So bJ X [c, dJ. Sa presupunem ca. pentru
Hecate y e (c:, d] funetia f(x. y) oste iatftgrabiIl. pe [a, b] in £ens propriu sau impropciu. Dacl
1X(y) §i fj(y) siut donI. functii rea.Ie definite po [e, d] §i ell valBri in intervalul [II, b], atuud are senJ'
funetia F: [c, d] _ R, definita prin





Co.5iderr.d, .;~

[Q, I]X

d) ~ j('t

e} ~J('t.;

11. For.
ztnd de U1!'

a) ~,(,
'",(O)-

b) ~,(.

,(0)

1 "
F(y) = ~

7. ~tiind

Dar

, .;

avem

x ¥~/2 dx-- ~ sa se calculeze
21••1 (aZ cos! x + b! siaz X)oI •

4. ~tiind di peatru

(x/2 -:--:,-::u"--:::-:--:-
)0 al cos' x + 6' sill' X

F1i.c,fnd a := ao ~i b = b. ~i adunind relatiile de ma.i sus, avem

r ., "(I I)D cazul general, obtlnem valoa-rea -- - + - .
ilab I a' .,

5. Folosind posibilitatea de derivare in raport eu parametrul, so. se ealculeze
integrala

folosind posibilitatea derivarii primei inte~rale ea functie de parametri.

Rezolvare. Fie a,b,!> o. I.tr·o vecinatate [III, - E, _. + £) a punctului aQ • node ••• > t, fUDctia
f(a, b) ;= (al cosll x + 1JI sins %)-1 are derivata J~ => -2. cos! x(a! cosll x + bI sin! x)-Z c••tinu~ pe
r-. - £. ao + e:] uniform fa~ de x. Se poate aplica .eci relatia. (5), astfel ca '

Similar se obtine,

lid y' (~ 1 dt +'
I+y"t' . I+t' t~ y'_1 Jo I+y"t'

1 (~I ,,'I
+ l-y" Jo I+t' dt="2' y+ I'
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Prin integrare. obtinem F(y) = ~ la (y + 1) + -C. Faclnci pe y -+ 0, obFaem F(O) = C ~i. cum din
2 .

relatia de definipe F(O) =::a 0, rezulU. C = O. Pd.. uraare, F(y) = ~ In(y + 1).
2

6., Folosind posibilitatea permutarii integralelor depinzlnd de un parametru.

~ se ealculeze ~: <pIx) dx. unde

1
<pIx) = - (x. - x&), X #'0, a, b> 0 ~l ",(0) = O.

Inx

~
12 1

F(y) = - aretg (J' tg x) dx. y ;;. O.
tgx

Ruolvare. Fie f(x, y) = _1_ arctg(y tg x) pefttru x;fO, 1(0, y) = y !ji I(!:'. y) = O. Fun etia
tgx 2

K, y) este deri'-rabila. in Faport ell y pentru ariee'X E [o,!:...] ~i f; = 1 . pen.tru x#: 0,.
2 (I+y"tg'x)

.t;{O. y) - 1. 1; (; . y) = O. Derivata este celltillua ia raport cu amhele variabile peatru y#:O

. ;ri. ~ E [0. ~]. Aplictnci rela~ia (5), o»tiaem (c:u su.stitutia tg x = t) :









-~~,
I '

YO=ll

I
~G =]i'.

c) Doo~

hi In aceot

Re;oluare. F.
j' = asint, t e

3. Sa se c
reprezentarile

a) (C) x' +,
b) (C) Y =',

c) (Clx=
IE [-

'I

( 16)

( 17)

1'.5.1. Preltle..e rezelvate

. V(>, y) = (> P(I, y,W + (Y !J(x, I)de,
11:0 )"0

In cazul plan, fuu.cPa, Y(x, y) iia teorema 1 este dat:l. fie

23.

c) x'(t) == 1 ~ cost" y'U) = sin t $i d.s = J( 1 c..liI 1)1 + sinl t dt = zi sin ,~ Id.t;

("12 \ I I ("/2 I I 8 I '"/2 i
I = 2 ~ i sin t I sin"'2 dt = i Je ~siI" 2' C052 Ii':;3' sinl '2 0 = 31

2
.

d) Avern x' = - 3a cos2 t,sin t, y' = 3. !!Iia" I ce~ t, astfel cil ds = 3a J sin t eGS t lit. .eloi

2. Sii so calculeze :

a) I = , z(x2 + y') ds. (C) x = I ces I, y = I sia t, z = I, t E [0, 1];
we

b) I = ~ (x' + y' + ,2) -1 ds, (e) "~=:'(80SI, Yl= • Sill),jZ = bl, Ij"'Xo, '2'<].

= _J_ aJ [(TI/2 (Sill 2t)7dt _. eft (siD. ZiP lil + ,31;/2 (sin ZiP dt _ (2ft (sin Zt)7 at] ~
128 )0, 1t/2 wft )3TI/2

3<0' ,1 3<0'
~-_ (1_Ull)3.U = __ ·

6i .-1 7Q

~ 1 ~2 1 2 12 11= y'(l -;- y'jl/2dJ-' = - (1 +- yi)l/ll.y. = _ . _ (1 + y6)3h = _ ('j./ll _ 1).
6. 63 09

iar conditia (15) se reduce 101.

'

2" 3 ~2"1= a 4 sinStcosit'3a!sintcostlfit= __ a' /sinZtj?dt=
.u . 121 0

1. Sa se calculeze urmatoan~le integrale curbilinii de speta tutti:

a) I = ~c xy ds, unde (C) y = x', X E [-1, I];

b) I ~ ( )5 ds, unde (C) x ~ y'}4, Y E fO, 2] I
)c

c) I = ~ J)'(2 - y) ds, unde (C) x = I - sin I, y = 1 - cos I, ~,: [., :];

d) I.= ~ x'y' d:" unde (C) x = a ces' I, y = It sin' I, I E [0, 2",].

Rezolvare. a) Deoarece ds = J 1 + ix3 ch, renl-a. [ = (1 x' (1+ 1xll)l/z dx=', faac1ia de inte-
)-1

grat fiind impar.1.

b) In acest caz ds = Jyi +- l'dy, astfel ca





Deci 1= V(3,

'c) .£?eoar ,;
R~ = P~ ='1••'

"

lOA) y ~.,'

Rczolvare. a.}

I-~A

7. Constat!;
toarcle integr,
graTe:

0) I = ~&,

b) I =~A~
B(3, 3) ,i nn

c) I = ~ABl

•... stfel

.'

a cos t 'I· dt ~ _ (1 [ 411 + 1 - u' ] d. ~
a + a cos t , )0 (1.4 + IJ~(u2 + I) 1 + ul

= ~ [ (u : 1)' .,..... US': 1 + 1- u:ll: 1 Jdu = 2 - 7t, U= tg 1-

c) Avem

~
nl2 / ~tt/2. ~tt/2]"'" {- l-cos1tsil1t+2cos!t)dt=- IsintJsintdt+2 coslltdt=
-n/2' -tt/2 -n:/2

~
tt/2

- 0 + (1 + cos 21) dt = .'"
-rt/2

I _ (R
O

/2

l
'__-,a:..c"='n::..:..,t_

) a + a sin t

~
11= (2t O _3tB)dt= -_,

21

5. Sa se calcnleze urmatoareJe ,integrale curbilinii de spela a dona:

a) 1= \ X) dx -)' dy, (C) x = I'. Y ~ 13, 1 E [0, 1];

bj I - r /1 - x'dx + x dy, (Cj x' +L = 1, x ;;, 0, parcurs in sens dire, IIJc 4

cj 1= C x dx + xy dy + xyz dz, (C) x = et
, y = e- I

, z ~ /2I, 1 E [0, I] ;
~c

d) I ~ (~ - ~, C fiind por(innea din cercul x' + )" +~2ay = U
)c2a+y a+x

pentru care x + y ;;, 0 "i extremitatea in pnnctnI A (cr, -a).
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, ~l - .
II =. J 1 dt = 2 ; peptru A 2A:I avem x = I, y = t, t E [- 1,

-1 .

""'" \1 Jldt = 2; pentru A sA l avem x = -I, Y = -I, t E [-1,
.-1

~.r' /2dt ~ 2/2. Ded J2 ~ 4 + 2/'2.'-,

b) 0 reprezentare parametricli a curbei este if = cos t, Y = 2sin t, t E [:'-;;:/2, ToJ2]. Deci

Rezo]v(Jl'e. a) Dupa. relatia (11), avem

4. Sa se calcnIeze Inngimea perimetrulni C al trinnghiului A ,A,A 3 • unde
A,(-I, -I). A,(I, -I), A 3 (1. I),

'Rezf!llvart. Fie C1 :::::::: A l A 2 , e2 ;s A 2A s• C3 =A 3A t > krem J! = \ ds = r cIs -I- \ ds + ( d$.=.
. ~C Jc, ..,c. Jr..

- 11 + 12 + 11..

Pentru latura AlA!! a'/em x = t, Y = -1, t E [-1, 1J asHe! ci:i

1 = \ (e2t
_ e- t + 21) dt = (~ e2t + e- t + tl) I: = ~ + e-1- +.

d) Putem scrie X' + yll + 2ay = Xl + {y + a)l! _ ai, astfel ca dad\. pun~m x ~ a cos t , Y +,
_ a sin I. atunci t E [0, ~] .Deci

6. Sa se calcnIeze I = ~c (x + y) dx - (x - y) dy, nnde C ,,'te perin" It,,} ,

triunghiaJ.ui en virfurile 0(0. 0). A(I. I). B(O, 2). parenrs in sens f1ir-et.





..

I

cu:



18. So. se calculeze urmatoarele integrale curbilinii de speta a doua. :

a) \ (y _ z) dx + (z _ x) dy + (x - .1') d2, (C) x = a cos I, Y = a sin I, z = ht

I e [0, 2,,] ;
b) \c y dx + z dy + x dz, (C) ,,=. cos ~ cos I, y = '" cos ism l. z = ,pinb•.

1,..,[8.2,,];

13. So. se determine masa firului eliptic !'- + L - 1 = O. ,tiind co. densitatea..2.' '
de masa a punctului M(x, y) este I y I,

14. So. se calculeze masa firului cu densitatea j indicata :

.'a) (C) y = "'2' X E [0, 1J; j(x. y) = 1 + x;

3 1 ,jTIb) (C) x = r; 1', y = '218, Z = -3-1". I E [0, 1]; j(x. y, z) = (2.1')'14;

c) (C) x = ch t, Y = sh I, z = I, I E [0, In 21; f(x. y, z) = x ; 1

d) (C) x = a cos t. Y = a sin t, Z = ht, t E [0, 2,,] ; j(x, y, z) = (x
2

+ .1'2 + Z2)"2

15. Sa se calculeze coordonate1e centrului de greutate G al firului material C;-

cu densitatea j, daca:
a) (C) x = aft _ sin t), Y = a(1 - cost), t E [0, "J, j(x• .1') = 1 ;
b) (C) x = aft _ siri I), Y = a(1 - cos I), t E [0. 2"], j(x, .1') = y'12;

c) (C) x = a cos3 I, Y = a sin3 t. I E (0. ~]. j(x, .1') = 1 ;

d) (C) x = 4t', Y = JIs 1°,- z = 213• I E [-1, IJ, j(x. y, z) =.!....2

16. Sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii de spet
a

a doua

a) ~c (I + y) dx + x dy, (C) x = (jY + 1)1/2, Y E [0, 1];

b) , x dy, (C) y = In (1 + x), x E [1, 2];
,c

c) ~cx)dx+dY, (C) x=9cosl,.1'=9sinl. IE[O, 2"J;

d) ~c x dy + Y dx, (C) x = 2a cos' I, Y = a sin 2t, I E [0. ,,] ;

e) \(x2+2xy)dY, (C) x=2cos l, y=3sinl. I E[O, ~1;.
f) \' (2a _)) dx + xdy, (C) X= a('- sint), y = a(1 - cos,), IE [0. 2"]:,

,c
17. Sa se calcu1ezc ( Ix + y)dx - (x - "ld" , luata pe cercul x· + )2 = a

2
in sensul!

~c ..20 + y'

invers acdor de ceasomic.

-j

-,

16 _ Probleme de ~tlcl superlOMe - d.. -
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a) r~x(1 +x)dx-)(I +y)c1y. A(--I, 1),13(2, -1);JAB
Integrala.,

dumeniullli

I). B(2, 6, 3). Illata pe Q curba ce nu

2). B( -3, -2),' luata pe 0 curba ce' nu

A(!, I. I), Ai (x, y, x~)' Illata pe 0 curba situata

c) F = -k'r. punetul plead. de pe slera ,,' + y' + z' = a' ,i ajunge Fe slera
x· + y' + z' = b', b < a.

e) C~Ld,<+~dy-XYdz,A(_I,3,
)AB z z Zll

intersecteaza planul z = 0 ;

f) ~
_ xdx+ydY+ZdZ" A(I. 2 2) 8(0 3 ') I t- b-. _ -., " " lla a pe 0 cur " ce nll trece

AB (x! + y2 + 2 2)3/1

prin origine :

b) C~y' e' dx + 2y e' dy, A(G. 2), 13(2. 0);JAB

19. Verificind mai intii ca sint independente de drum, sa se caleuleze urma
iooarele integrale curbilinii, In care ,-au speC/ficat numai capetele curbei de lll

tegrare:

'0) ~c x dx + y dy + z dz, (C) X = a cos I, y ~ b sin t, z = ct, t E [0, ~];

d) ~cy dx - x dy + (x' + )' + z') d" (C) x = -I cos 1 I- sin t, y = t sin 1 +

+ cos t, z ,= t + I, t E [0. 1t].

c) r~.!:.dx-~dy. A(I, 2). B(2, I), Iuata pe un drum ce nu taieaXH Ox;11.JJ )' yll

) ~
yzdx + zxdy + xyw

g .-.. - •
Ai"! xyz

In primul octant.

~ Y' "d) ~--dx- dy, A(I,
n (x - y)' (x - y)'

;intersecteaza. prima bisectoare;

20. Sa se determine lucrul meeanic al unei forte elastice ind, eptate ,:cUre oJi
gine ~i proportionalil CII clistanta punetului de aplicatie la origine, ~tiind ci punetu]

, ,
de aplicatie a fortei descrie, In sens direct, sfertul de elipsa :' + ;;; - I = 0,

x> 0, y> O.

21. Sa se determine functia potential Vex, y, z) {dV = P dx + Qdy + R dz}
al fortei F(P. Q. R) ,i apoi lucrul'mecanir al fortei F pe drumul indica t :

a) F(O. O. -"'~) ,i punetul deserie AB, eu A(xl , y,. z,). B(x" y,. z,) :

b) F = -k.':.-. r = I r I, punetul pleaea din A(a, b. c) la inlinit ;
,3



(9
I

(3)

( l(})

(6)

15l

Ii)

IJ)

(2l

(11

,

" _ ~(u, vJ, y - <l>lu, v),

a ~ x ~ b, oc{x) ~ Y ~ ~(x),

G ,;; Y ,;; d, .l1) ,;; x ,;; SlY),

'( ~. -.W)\ \ fix, y) dx dy _ dy \ iI!', y) d•.
J.. V", C .,y(y)

n
~~If) ~ 2: f{~ •• ~.) aria "'., (~., ~.) E "' ••

/.=1
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1'1 cazul transfom1I\rii de la COOf',iU'l'lteJe P"<!fla.~ .. ~i 0 La eoord€lnat61('; cartczient:

r\ f{x, y) dx dy ~ CO dx rBIX
) I(x, y) dy.

tOy )a 1lt{x)

b) Domeniul D;r; cste simplu in raport em a"a Ox dadl e.ste ddinit de inegaliUt
ile

Integrala dubl~ a iunctiei f(x, y} extinsa. la dormeniul D este

&Vf!tll J E r ~i

Daca tn inte~rala duhla estc nevoie sA se treacA. de la coord01latele x, Y la coordonatele u.

de x, y prin functiile continue::;i diferentiabile

realizind 0 coresponden,a "Li \lui voca ~i bicontu..u1i. tntre pun.ctele liomeniului D din planul xQy ~i punctcj~
domeniulni D' din plant:! uO'v $i jacobianul J """ ~.;. 0 in D, ahmci

. D{u vj

~~j('" y) dX dy =~~" il,(-. wj, <I>(u, vj) i J I du d•.

unde y ~i 8 sint funqii continue pc [G, dJ. Dad!. f()I, y) este continua pe Va, atunci

106. Integrala dubHi. Formula lui Green

undf' a: ~i ~ sint fUJlctii C(mtin.ue pe [a, b]. Daca {(x, y) este continu:1 pc DfI' atnnci

Pentru ca1culul intcgra1eidubtc se disting urm:i.toarele dona. tipnri fundamentaJe de domenii.',

de integrare:
a) Domcniul D~ (:",te simplu in mport eu l!Lxa Oy dad este definit de inegalitMih-

,

limita fiind al!€ea.?i pCIltrll oricc alegere a punctelor intermediare (~.t, 'I']t).

1. Integral
a

rluh1:1 :\lodul de calcul. Fie/(x, y) $ fUDctie marginWi ~i definWi. pe dameronl.
marginit DCR2. Se cO[lsidedi 0 partitie a pla.nului in interva.le bidimensionale, din care retinem pe
acelea ce cantin punc.ttc din D, Notam prin Mot, k = 1, 2, ... , n, intervalele Qidimensionale retinnte,
numerotate intr-o f,)rdine oarecarc. Fie diviziunea 6, multimea acestor intervale. Norma diviziunll fj"

notaHi. v(6.), este cea mai. mare dintre dimensiunile -intervaleloi' Wt, k = 1, 2, ... , n.
Suma RicmamJ ata~at:l. fUl1ctieif(x, y), corespunzatoare diviziunii·6, a domcniului D, este

in-

Ox;



-t

D.ci I

~i

Pentru a
y ~ O. A

(Il)

(12)

( 13)

(H)

M = ~~DP(X, y) dx <ly.

10.6.1. Prllble"", rezolvate

I. = ~~D ,,"p(x, :I).u<ly, I, = ~~.x'p(x, y) ux .y.

x. = ~ ~~DXP(X' :I),<Ix dy, Y. = ~ ~~DYP(X. y) dx 'y.

<;) Momcntelo tile aertie ale pIacii t. raport ell a:z:ele de cooniouJ.te Ox ~i tJy slat rOilpcctj"r

a) x' + y' '" -2,,; 1
b) "..'.+.1' .. 4. ,," +i Y' ;. I. I: ;. 0;

c) x' +.1' .. 2. " '" .1'. " .. -,', y '" O.

.:. '-u + '<ly ~ (( (ilQ _ ilP) dx dy,
J c )In,x ay

,nape sensul de pareut's pe cu.rba (e) este seasul direct.

3, Aplicatii. Pe !fogi calcubd 'ariilor 41omeniilor pla.ne ~i al v.lumelor, ditll urrnltGaJele ap1icatii
.ale integralei duble.

aa) Masa unei pIAci plaae ~, 41e liieailitate p{x, y) > I, este

ltIGmentul de aortic aJ pl~ii r. raport o. ericiaea cste I. = [,.. + ~1I'

ba) Coordou.tele eentrulai.e cren1ateG.t uaeiplaci pla.ae lJ, Cll densit&tea. 41e "sa p(x, y) > 0,
·..stat '-,

•

2, Formula lui GreeD.. Daca dome.iul D este Iltarginit de curlJa inchiS<1 regulatA{C) ~i fllllctiile
~P(x. y) Ji Q(x, y) stat continue t. Due ;Ii CU derb'ate partia.le continue ill 0, atuuai are llle formula.
lui Green'

1, Sa se calculeze I = ~~Dln (x + y) dx dy, unde D este x'; [0, 1], y E [I, 2].

Rezolvare. F,IUlctiaf(x. y} = 1. (x + y) e8te lIoati.ua i. ~ ~i deci ""te iategrailil<l pe D. Do~elliul D
.,'.eBto simplu in raport ~u am~le axe. ATe_

I = ~: <Ix~:1. (x 1- y)<I:I ~ ~:[(X -l':I) I... + y) - y]!: <Ix = ~: [(x + 2)1.(x + 2) _

, 3- (~ -/' 1)1. (>- + I) -I] .u ~ -1. 3 _ ~ 1. 2 __ .
2 . 2

2. Sa se transforrne integrala dubIa I = ~~.f(%, y) dx dy In integrale iterate
';pentru urmatoarele domenii D:

Rezolvart!. a.~ DOIaelLhal • e3te ..fugi.it 4e ecreul r ... 7' + 2z = 0 11.. (x -{- 1)' + y! = 1 .,i
,...-to slmplu fn aport ell arab.Ie be' (fir. 14:). Dael folosiDa tDr~._ Ci}. &ycm, JI = • =:II -2, x = • ~ 0,

."y - «(x) = - J -2.T .... :1 = ~"'I - J -b - ".. fi ...i

~ ~
y~ ..

1 = It. fj;J. :I) <I,.
s -r-:.-...





-1 ~ • .:e;: 3 ~i ~ (~. + 2,,; - 3) ::::;: Y ~ x
~

•3 ,

Fig. 18
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I_CO dx(-V-X f(X,Yldy+rdX'-Vx fix, y) d)'.

1,..1 ) -Y~-x~ 0 ·-Y2-x'

Dupa. formula (6), unde c = -Ji:. d = O. y(y) =

-v/2 - yll ~i ~(y) =J2 - y2, pentru ye [-,\/"i, - IT
X ~i y(y) = _yl, o(y) = yll. pentru yE [-1. OJ, oiJtil1cm

Fi,. 16

Fig. 17

1- (-1_dY(V2-. U' fix, 1') dx + (0 dY(Y' llx,.vJ dx.

)-Y2 )-Y2-Y' )-1 )-y'

3. Sa se transforme in integral" elubli\

integrala iterata (I dY (!I j(x. y) dx.
)0 )-u'

RuolfHI1", Domeniul D pe care l'!e caleuleaz! integrala dubl1:i. este dat de inegalWitile 0 ~ :,' ~ t
-r ~ x ~ y, deci este cuprins intre drepteley = 1, Y =:f ~i parabola.t' = _),2 (fig. 17).

4. Sa se schimbe ordinea de integrare in integrala itera!a

c) Domeniul D este euprins intre cereul.x2 + y2 = 2 ~i parabolele:t = y2:;;i x = _y2 ~i este c,uprins.
'n semiplanul y ::::;: O. Cum 5e vede din figura 16, el este simplu, in raport ell ambele axe. Dupa .

formula (4), unde a = -1. b= I .;;i :x(x) = -JZ _x2
,

xE [-1, 1], ~(x) ~ -J~. xE [-1, 0] ~i ~(x)~ -J;'
xE [0. 11. obtinem

I ~ (3 dx (X j(x, y) ely.
)-1 )(xt+2x-:~)l·1

R••oI"r_. Transforrmim integrala iteratA lntr·o integrata. dubla. Domeniul D e"te dat de inegali

tl1lle (fig. I~).

y

DacA. Jorim saAolosim fo~mula (6). observam ca domeniul D estel:limplu in raport ~u axa Ox~
deoarece 0 dreaptay· = k. ke (-2, 2), intersecteaza pe D dupa un interval. tn acest caz, c; = -2, d = 2,

y(y) - J4 - 1"/2, ~(y) - J4 - 1", l' E [-2, 2J ~i ded

~
" ~V4-'1'I = dy 1 _._fix, 1') dx.
-2 2" Y4--y'



x

Fig. 20

y

x

613.91

I
I
I
I
I'
I
I
I
I
I

o

Fig. 19

y

~
f12 1 J- J- 1 f;;" j-~ _ y'[ 2 -In (1+ 2)] dy ~ - [V 2 -la(1 + 2)].
1 2 6

b) Domeniul D este simplu in ra.part cu ambele a.xe (fig, 20). Este convenabil sl integram Ja

ordinea x, y, deoarece iu acest caz avem numai 0 intel!rala ~i expresia. ce rezultA prill intograrc In rapt

'Cu x pare mai simpl1L Dupa fnrmula (6), uode c = 1, d = ~i. "((yl = 0, B{y,--""" "e[l, ~r21.
obtioeJn '

~ tI;; (" x' ~tI;;[ 1 j- 1 J-' 1\"T = - dy 'J 2 dx = ... -;- X Xli + yll - - y 3 1n (... + ...1 + ,..1) dy -
1 -'0 ",x4 Y 1 ~ 2 ()
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~i deci este cnprins iotTe dreapta y = x ~i para.bola y = (Xl + 2x - 3}f.... · Transformltn integral.:&
-dubU\. pe D tn integrate iterate, ordinea Hind inversA aceleia din enunt. Dupli fonnula (6), In eate

'" ~ _ I, d ~ 3, y(y) _ Y 1i Sly) ~ -1 + 2J 1 + y, Y E [-1, 31, obtinem

~
~ (-1+2Vl+U '

[~dy, fix, y) dx.
-1 ~y

5. Sri SC calculcze unnrltoarele- integrale duble:

a) 1= rc xy elx dy, D fiind limilal de parabola y = x'.i de-dreaptay = 2x-\;11
))n .

b) 1= (( I:' clx ely. D Hind limitat de x O. y = l.y ={jI ~i Y ~ XI
))D \,x-+)':I .

c) I = ~~Darcsin jx +) dx dy , D Hind limitat de x + y = O. x + y - I,

) = ~I "i Y = 1 :

~
1 (arcsin Ylj X

el) I""" dy, -,--dx.
\) .,.I11rcsin y SlIl x

Rezolvarc. a) Cum se vooe din figura 19. domeniul D este simplu in rapact ell amQele axe. Este

mai convenabil sa. integram in ordinea y. x, din cau1.a fonnei domeniului, func~J(~. y) """." IIiJ¥i
simetricA fn x ~i y. Folosind deci formula (4), In care a-= -1, b = 3, «(x) = ...', ~(...) ""'" 2.- .. ~

x E [- I, 31, obtinem

,8
I
I
I
I,
I
I

,.---L-.-
3 x

2, d ~ 0, y(y) ~

yef-y/X, -I;'
,.;,.t, OJ, o[llillem
;;;",

"dyC" I(x, yJ dx.
. )-yl

legral;e dubl5
),dx.



~E [0. 2x]. I

de pe acest

,. = a/cose.

xJl
2

Fill. 22

. ~'r. "Df'C11= -dy=--
-1 4 2'

o

y

x

Fig. 21

o

o

-1

A

-1

y

~'-Y . J- \ . J- "unde II(y) = arCSI': x + y dx = arCSIn u du = - .
_y _ i

I = ({ f(1- ••• 8.
)JD' -

•tI) l'Jeea.reee.funcjia -.- nu admit!": 0 primitiva exprimabila eu ajutorul unei combinajii finite-
SIn.

de luac:1U el••entare, yom schimba ordine& de int~grare. Dl)meniul D (fig. 22) este cuprins iotce gca.

fiee1f' l'u.a::tiiler y = sin' x ~i Y -== sin x, ~ e [0, ~]. Dup~ fOJ'muJll (4), cu a = 0, b = ~. IX{X-} =

.... si.1x, '(xl <= SiD x, xE [0, ~]. ave"

~
"/2 \In x. \/2 x lsin % ~1tJ2 ,,2

I = dx -.- dy ~ -.- Y I dx ~ .(1 - sin x) dx = -;- - I.
• inl % SlILX SIn X sin':c 0 8

c) Domhiul D este Simplit in raport' en am'6'ele ~¥e.. (f~g.. 21). E'Ste 'convenabil de integrat In
ordinea x, y;' C atorit~ limiteJor de illtegrare. Dupa fnmula (6), ell D = ..:.. t, d = t, y(y) "'= _y~

l(yl = 1 - y, ye r- t. t), rezult~

~', ~'-Y J-' ~'1= dy arc'sin x + y dx = I,(y) dy.
-1 -y -1

6. So. se efeetueze schimbarea de variabile de la coordonatele carteziene 1a

coordonahle polare in integrala dublii I = ~~Df(X, y)dx dy ~i apoi integrala obti

nuta so. se transforme in integrale iterate, pentru urmiitoarele domenii D :

a) ", <;; x' -+ yZ '" b', Y '" x; b) a' '" x' + y' <;; b', x <;; a.

Ru,lu.re. a) Domeniul D estem.!1rginit dedreapta.y =x ~ide cercurilexll +,.' _ a'~ ~ + y2 = b'
TadM la aeordonate polare, obfinem _ :E; r <; b, sin 6 ~ cos 6 ¢ deci domeniul transfonnat este

'<beptuacmw [a, b] ,,{2:.. 5n] m pl.au! r6 (fig. 23).
~ oj .

»wpa fermu1a (10), ob1:i.ne.



511 9
--;;

I

1';;-r.,..,....-r"...,~-r.,..,~"'1['- -

r

2

b

x
~

b

• ,.: {
I

0 11
-r

Fig. 23

finite

b) in acest caz, dorneniul D (fig. 24) este -mi1rginit de dreapta x = ~ ~i de cercurile x
Z

+ yl = .t

~i xli + y2 = bl. tnlocuind x = l' cos 6 ~i Y = l' sin OJ in re1atiile ce definesc domeniul D o'bpnem

(1.. ~ l' ~ b ~i r cos 6 ::s;;: a. Imaginea. cerculni Xli + y' = as este segmentul de drea.pti:i. AlA,: r =' a.~

'6E [0, 2,,]. Imaginea cerculu~xl :+- y2- = bSeste segmentu! r ='"' b, 6 E [0, 2rt], iar imagiaea arcului BO

de pc accst cere este B
1
C

1
: r = b. a.rccos!!.... :E;; 6 ~ 21t - arccos.!.. Imaginea dreptei x = a este

b •
• ~ "I coi 6, delinil. penlru 6 E [0, ~) U l3~, 27t1- deo"eee y> O. Arcele au eeu'Ilile :

(AlBl) 6 = arccos ~. r E [a, b];
y

~

(ASCI) 6 = 2rr - arccos;!!..., l' e [olt, bJ.
•

,

Prio urmare, dup11 formula (10) rezulta.

I = ~~D.t(Y cos 6, ~
• '~2n:_arccos ..!..

r sin 6), d, dO = dr r /(1' cos 6.
o arccos ..!..a. r

,. sin 6), ci1' d8.
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9.

functiei:'~

3,/3
l)tgtOdO = 1t" - --.

2

2

Fig. 25

x2

~
'f3 ~2C'" • 1 ~'J3

I = de l' tgl edr:= - , (-1 cos2 6 -
-rr/3 1 2 -n/3

y

8. Folosind 0 schimbare de variabila a<1ccvata, Sa se calculeze integrala dubUl

I = CC x <Ix dy. unde (D) 1 .; xy .; 2, 1 <; 2'.. <; 2, x> O.
)JD x

~-'n ~2' ( r ) ~2'( r ) ~I1 ..,. "CIa arcsin _ r dl" = 2n arcsin - y dr = 8;r3 u arcsin udu =
l'f 2r. n: 21t . 11'2

7. So. se calculeze in coordohate polare urmatoarde integrale <1uble :

a) 1= CC arcsin~ (x' + y')l/' dx dv. unde- (D) ,,'.; x' + y' .; (27t)'1
))n 21t .-.

I
I \ U

Z (7 Y,")"'" <4r.:3US arcsin u _ ":In3 .. du = n3
- 7t - -" ,

1/2 /2"; 1 - U
Z 6 2

RlZol'V4r1. Domeniul D este mArginit de hiperbolele echilatere xy = 1 ~ xy = 2 ~i de dreptele

" =0 K P'Y -= 2x', Forma domeniului D (fig. 26) indica translormarea T : u = zy, v = L, care duce
x

pe D In pAtiatul D': uE [1. 2], tie [1, 2J. Transformarea y-l este x ... U1l2v·-1/2. y = ul/2VI/l, iar

jaeobianu] transformarii este D(x, y) = ~ V-I oF O. Dupa formula de schimbare (8). rezulta
D(u. vJ 2

b) I=CC ~<lxdy. unde (D) 1.; x'+y'.; 2x.
))Dx l -

250

b) Domeniul D este portiunea din extcriorul cercului xl! + yll = 1, care se aHa. in intcriorul cer
oulni (x _ 1)1 + r """ 1. Imaginea domeninlui D este domeniul D' limitat de imaginile ecloe doua

.,.-earl (fig. 25). Deci, domeniuI D' este definit prin 1 ~ l' ~i y ~ 2 cos e. 6 E [- ; • ~]. Dup~

fonntUa (lV). rezu\ta

Raolvat'e. a) DomeniuJ D este corO<l,lla circulara. cuprinsa intre ccrcnrile Xl + yJ~= it' i;'

.. -+ 7' _ (2r.)ll, Domeniul D' corespunzator cste drcptunghiul 7;;:;:;;:r ~ 2.., 0 ~ e :;;;; Zx. Prin ufmare.

dupl formula (10), obtinem





a. Sa
gene [densi,

x' + y' '"

13. Sa

obtinem

•

VE [c,. Ii]

12. Sa se ealculeze ariile domcniilor
urmatoare:

a) V este limitat de dreptele x + y = ).
y ~ 2x + 1, x = 2) + I ;

b) (V) ay ,,;; x' ,,;; by. ex ";;y' ,,;; dx.

Rezolva1'e. a) Domeniul D este triunghiul A Be:
din figura 27, Deci

olD ~ (( dxdy = (0 dy (~Y+t d. +
))n )-1 J2 (Y-l)

+ ('dY<-Y d.~'O (..:!-y+..:!-)dY +
Jo .Jf (y-l) )-1 2 2

+ (I (_. 3-Y + ..:!-) dy ~ 2..
)0 l2 2 2
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I

•

(" (I i
= 2)0 (cos 6 - sin 6)d6 Jo 1'2 dr = - "3'

AlI,OI

r 1+111 " .. r
(lJ e' (-y dx + • dy) ~ e", (-y dx + • dy),
J C ,. .. J C

FiC. 27

y

.,;c y' dx + .' dy = 2 ~~D (. - y) d. dy = 2 ~d6~ r'(cos 6 - sin 6) dr ~

ultima ecalitate fiiati stabil.iti<~u ajutorul definitiei derivstei partiaJc., Deei at) _ iJP = 0 i. l>
~:.r oy

~
"" .•t P <b + () dy = (- cos t sin t + cos t sin t)dt = O.

JC '0

Deci. fermula lui Green se verificA.

;;i IIlcq'hrul drept din formula lui Green (11) este egal eu zero.

P..tru a a.ri.ta ca ~ primul membru al formulei (11) are tot valoarea zero, folosim pentru
eercul (e) zll + y2 = 1 reprezcntarea :x = cos t, Y = sin t. t E [0, Zit]. Obtinem

11. Sa se ealculeze eu ajutorul formulei lui Greel; urm'ltoarele integrale eurbi
linii :

a) f C)2 dx + x'dy, (C) x' + y' ~ 1. Y ;;, 0 ~l X = t. Y = O. t E [-1, I];

b) ,f, e""'"(-y dx + x dy), (C) x' +)' = I.
J C > Lllind p~ntru

Ruolvare. a) Curba C margine.,te domeniul (D) : Z2 + 1'2 ~ 1. Y ~ 0, ~i este 0 curM regulata
fnchisa. Functiile P(z, y) = y •• £1(x, y) -=.x2 sint continue ~i eu derivate partiale continue in D;;i

i(J --.: iJ~ = 2(x _ y). Se poate deei apliea formula lui Green (11) :ox _y

•

Pelltru C&1cuIul integraJei dubleam folosit coordonahile polare.

• ) ProcedfDd similar. rezultA. cl. se poate apJica formula lui Green. Pentru calculul integrate;
eurkliJiati se .~servi.\ do·

deoarece Xl + y. = 1 pe eurha (C). Se aplica. aeurn formula lui Green pentru integrala curbilinie din
melll.rul 4rept ;;i se obpne valoarea 21t"e.
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f)

h) ~~(
.:

j) ~~D:

k) ~)4

I) )~,

m))~:

n) ~'

21.

19. Sa

(I ,
a) .Jo dy

~
o "

c) d
-I

20. Sa

in

( D) 0 ;;; " 0 ,.;;; x - ;;; v ~;;;
; .,

(D) 0 ;;; x ;;; I, 0 ;;; Y ,; [ ;

(D) 1 ;;; x ;;; 3, 0 ;;; J' .~ 1 ;

(D) 0 ;;; x ;;; I (J ;;; l' ~ 1

10.6.2. Probleme propuse spre rezolvare

~r ~ ~1-X I r'. IIv = , ;r2j(x, y)dxdy = dx x3y dy = --, (1 _ x')x3 dx = _ .
.. D ~ 0 2 -,0 120

.Apoi

(C kx <Ix dy = k ('\~ ,..! ~os e dr d6 = Ie (rt/2 as (1 _ CllS3 O)cos a:dO + ~~~\ J't" cos fJ dO = _ ka
3

rc •
)In In'. )0 3 3 .rr;!'2 16

a . Ha
··."l.s~feJ ca X a = - -. Similar se obtme Ya = _.

6 19rr)

15. Sa se calculeze momentele de inertie in raport cu axele de coordonate ~i
in raport cn originea pentru placa (D) x + y ;;; I, x ;. o. y ;. O. ~tiind ca densi
tatea de mils'l este j(x, y) = xy.

RezoZvare. Domeniul D este triu.nghiul OAB, eu A(1, 0). B{O, 1). eu formulele (14). wem

a) ((' cosy dx dy
))n,l + sin x siny

I
[fJ=[~+I!l=-'

60

16, Sa se calcnleze volnmni corpnlni delimitat de snpral~ta " = x' + v'. ciJin
. druJ x' + y' -~ 1 ~i plannl xOy.

RezoZvare. Avem V = ~~D (x 2 + y2)dx dy, uncle (D) xl. + y2 ~ l. l'ofnsind coordonajele polaro

o·obtinem

17. Sa sc calcnleze:

I. ~ (\ y'/Ix. y) d. dy ~ (I dy (1-" .y' m. ~ ~ (1 (I _ y)'y"dy ~ _'_.
In )0 Jo 2 )0 120

b) ~~D(l-X)(I -xy)dxdy

c) (( yy- dx dy
))D ~xI I+xy)

d) ~~Dxy(1+x2+y2)-312 dx dy,

18. Sa se transforme integrala dnbla I -, r( j(x, y) dx dy In integrale iterat",
. ))n .

. :penh;n urmatoarele domenii :

a) D este triunghiul ABC, ell A(-I, 0), B(I, 0) ~i qo, 1);

b) D este .marginit de parabola x =)' ~i de dreapta x ~ 4 ;

c) (D) x2+ y' + 2x + 2y + 1 ;;; 0; d) (D) x2 + .1'2 ;;; 4, x2 + y' ;. 2x;

e) D este limitat de dreptele y ~ x, y = 2x, x ~ 1 ~I X 0" 2.



dO = _ ka'Jrt

16

~e fOordonate ~i
'" ~tiind co densi-

.\.Vern

19. Sa St' ~(himbc onllllea'de integrare in urmrltoa~ele integrale iterate:

a) ~) dy ~::f(x, .1') dx; b) ~"'~~2 dx ~~nl'f(x, y) dy 'd:~:2dx ~:jn /(x, y) dy L

cJ \" dx\x,-_,_fix, .1') dx; d) c' dy(Y2-
Y
'(X,y) dx .

.. -t -,-}ft-x' )0 )yl

20. Sa se calculezc urm{l toarclc integrale duble:

a) ~~D (1 - y) dx dy, (D) x' + .1" « 2.1', y « x', x ;. 0 :

~.

bJ )~~(X)')l/'dxdY, (D) .1';' x3
, y « x

2
, x;. 0;

c) ~~D ~ dx dy, (lJ) limitat de .1' = 1, oi .1' = x';

d)'~\[Jo~ x) + y) dx dy, (D) limitat de x = 0, y =" oi y = x I

e) ~~[) (1 + .1')-2 <Ix dy, (lJ) Y « x, xy ;. I, I .. x « 2;

~
t [V'." ~'1 ~(\rcsjn y'l~ x

f) dy, yc'"'dx; g) dy -.-dx;
(J _L' .I lll'c!>iny SlIlX

h) (1 II}' CY'i' .1' ,j,\, dx; i) (0 dY (-y'I' ye" dx ;
)J )yl x ) -1 )_yl

j) ~~Dely <Ix ,h', (n) limitat de x = y', x = 0 oi Y = 1 ;

k) C\ (x' + .1') Ih dy, (IJ) limitat dey = .,' ~i y2 = x;
lD

1) ~~DX"y (1 _ .\'2) 12 dx d.\', (D) x' + y2 « I, x;.O, y ;. 0;

m)~~D(x2-y')1I2dx'h" (D)=:/lOAB, A(l, -1), B(I, 1);

n) ~~D (xy - .1'2)112 dx dy, (1) '=0 /lOAB, A(IO, I), B(I, 1).

21. Sr, sc cleclueze schimbarca de variabile de la coordonatele carteziene la,

coordonatclc polare in integrala <lubE, C, f(x, .1') <Ix dy ~i apoi integrala obtinuta.
)oD

sa se transformc in integralc iterate, pentru urm{ltoarele D :

a);\:2 + ),2 ~ a2; L) a2 ~ x2.+ ).1 2 ~ b2
;

c~ x2 + )'2 ~ (12, )' ~ 0, x ~ -J3y; d) y ~ 1. - y ~ x < y.
22. Folosind coordonatc1c polart', sr, so transforme urmii.toarele integrale duble""

in intcgralc simple:

a) ~~ f(Jx2 + .1'2) dx dy, (D) x 2 +)" « 2".1', a> 0;
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26. Folosind formula lui Green. sa se ealenlezeurmatparele integrale eurbilinli J

a) rfe e"-"(eos:!-xy dx + sin 2xy dy), (C) x',+ y' = 11'1

b) rf
e

":"x'y dx + xy' dy, (C) x' + y' = a';

c) rf
e

2(x' +y'jdx+ (x+y)'dy. C fiind perimetrUl triunghinlui ABC, en

A(l. 1). B(2, 2), C(I, 3);
d) rfe (x' + y')ll' dx -+ y[xy + In (x + Jx· + yO)] d,. (C) (x - I)' +(y- I)' = 1.

27. Sa se ealculeze direct ~i eu ajutorul formulei lui Green, urmatoarele integralo

curbilinii :

"a) .;e (x - y) dx + dy. C fiind frontiera lui (D) x' -+ y' ~ 2x, Y .. 0 I

b) rf (x" - 3x)') dx + (3x'y - y3) dy. C fiina SIertul de cere x' -+ y' = 1,
e ,

completat eu raze1e OA pe Ox ~i OB pe 0) ; ,

.l ~ ~c) 'J''i! (xy - y) dx + (xy + x) dy. (C) a
'

+ /j = 1.

28. Sa se calculeze ariile domeniilor urmatoare:

a) (D) limitat de y = x· ~i y = x;

b) (D) limitat de y' = '2px, x' + y' ;., Sp. P> 0 I

c) (D) limitat de x = y. x = 2y, x + y = II. X + 3y = a. a> 0 J

d) (D) limitat de y' = lOx + 25, y' = -6x + 9 ;

e) (D) limitat de y = ax, y = bx. (0 < a < b), y' = px. y' = qx. 0 < p < qi
x> O. y>O.

29. Sa se calculeze volumele corpurilor marginite de suprafetele:.. .

a) x + y + z = a, x = 0, y = 0, z = 0 I bj x -!' y -+ 3 = 441. x' + y' = ai,
z=o. '

30. Sa se calculeze masa pentru fiecare din pHldle plane, de densitate de masa
I(x, y) data:

a) (D) X' + i' = 1, x ;;. 0, y ;;. 0; fix, y) ~ Ja' - x' I
a ' ..

b) D cste limitat de x + y = 3. xy = 2 j f(x, y) = xy.

31. Sa se calculeze coordonatele centrelor degreutate ale placilor plane. de

densitate fix. y).

a) (D) x' + y' ~ a', y '" 0; fix, y) = 1 ;

b) (D)" +y' .; I, x ;;. O. Y ;> 0; f(x. ) = 1 ;
a

'
b'
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10.7. Integrale de suprafatii. Formula lui Stokes

C( . F(x, y, :)da - ~C F(x(u, v), y(u, v), :(u, "')) JEG - F2 du dv, (3)
J.~ JD

"3. Mom..'

1. Sa sa'.'

unde F(J', rJ.
eurha C este
mi!}m pe C

Aplicalfl, ,

b) 1=

decupata

e) I =i

pata de, c'

ReZolvani.
• - lJ siG ,. "'Q::
bupA formuJa:

~..

(I)

(i)

PI

.; -"- j f(x, y) = 1
2

" .~ x
2

x = x(tt, tI). y = y{u, v), z = z(u, v), (u, v) E D C R3.

c) (D) este limitat de y = cos x, y = O.

I. Integ.rale de suprafata de prima speta. Fie L. 0 stlprafatll. regulata daHl. prin

Jimita fiind aceea~i pentro mice alegere a pUIlctelor intermediare. Valoarea integralei de suprafatA
de pri..ma. ~"'Peta este independenta de alegcrea fetei suprafetei de integrare.

IntegraJa de suprafata de prima spetA sc calculeaza dup!\. fOffilula

Fie 6. = {sl' l' .. " s,J 0 diviziune a st1praietci l:, realizata prin rcteaua curbelor coordonate.
~ l..,.. I, 2, .. '. n, fiind portiunilc elemcntare de suprafata. Fie d t diarnctrul celei mai mid sfere
&e contine elementul de suprafata 5j. Norma diviziunii D,. este numarul ';(6.) = max ti

j
• Fie punctul

l::;;:;:i~n

(~I' 'llb ~f) E $,. ales arbitrar.

Fie F(x. Y. ;I) 0 functie continna pc L. Sc Ullmc;>te integrala de suprafata de prima spell nu~
atlcul real

z ~ f(x, y), (.... y) ED C H2,

d) D este limitat de y2 ~, 4", + 4, y2 = -2x + 4 ; j(x, y) = k;

e) D este limitat de x +)' ~ 3, xy = 2, f(x, y) = xy.

32. Sa se calculeze momentcle de inertie in raport eu axele de eoordonate
pentni pmile plane omogene, marginite de eurbele:

a) x + y = 2, x = 2, Y = 2; b) Y = x2 , X = )2.

(C F(x, y, z)da = (C F(x, y, f(x. y)) J 1 + p2 + q2 dx dy, P = z~, q = z~.
J)E ;)n ~
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unde E 0;::: (x~J2 + (y~r! + «)'Il, F = .<x; + y~)':, + z~;;;. G = (X;)ll + (,,,;)2 + (;;~)2
reprezintA coeficienpi primei forme fundOlllcntale a suprafetcL

Da.ca suprafata rcguJatil L: este data ~ub forma explicita

(, P dy dz + Qd.: <Ix + Ji <1< dy = (\ (P cos a + Qcos ~ +:R cos y)da. (6)lE+ lE

atuDct formula (3) capata forma

II. Integ-rala de suprafata de speta a doua. Fie flluctiile jJ = P(x, y. z), Q = Q(x. y. I).
B. -= R(x, )', 2) continue in punctele s11prafetci I:. Fi~ L+ fata sl1pralc1ei regulate L. definitil d~ ver
aorul normalei n(cosCt:, cos (3, cosy). Integrnla de suprafata de speta a doua se reduce la 0 integraJ/1
de suprafata de spefa, tutH





De<:i 1 -Jt

= ..!.(-A '

DupA {0l'IIl,

. -

.

..

,

I = ~~", + ~~, _ I, + 1,_
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b) Suprafafa, !; se compune din suprafetele 1::1 - tata lateral<1 a
sonuini ,,1 Y.s - secpunea conului cu planul z = h (fig. 29). Deci

Deoarece lata exterioarA. a lui L! are versorul normal DIl{O, 0, 1),
dupA {ormtl1a (6) obtinem

II - ~~", (x - y)do = ~~D (x - yJdxdy.

unde CD) ...I + r ~ hi, Z II::: O. este proiectia lui 1:3 fo planul xO)'.
Treetnd la coordonate polare, rezu!ttl

(2.' (h
II - } de Jo r!(cos 0 - sin e)dr = O.

y

z

FIg,29

x

R.oIvare. a) VersornI nonnalei n a~t fetei. exterioarc a sferei cste n (~, .!., !...-). astle]
a a a

b) Supralata ~ ..te ttlunghiul ABC. ou A(a, O. 0), B(O. a, 0) ¢ C(O. O. aJ ¢ se proiecleazl ..
I. planul z = 0 dupl. triunghiul OA B. Deci ecuatia suprafetci- I: poote Ii scri~ sub forma explici.tA

• - a - x-Yo (x, y)eAOAB dinplanul xOy. AplicAm formula (5),cu p = - t, q = -I, do = J3dxdy,

1_ (( !-JidZdY':' ,.j3(a dxra-x dy= ;;,fJ.
))M1AB.a a Jo )0. 2

c) Suprafata l; se proiecteazl tn planul xOy dupA. domeniul plan CD) Xl + y! OS; 8. Deci I: z...,
= (xl +y!)f2. ex, neD. Aplicltmformula (5); avem p """x, q=j'. dcr=(l +x!+y!)lJ2dxdY$il

1=(( ..!. (x' + ,..H1 4- x' + y')'" dxdy = ..!. (2. dO (2 Y2"'(l + ,')'" d, =
))D 1 2 )0 )0

= " L!. (1+ r'J'/o _ ~ (1 + "J'h] 1
2 Y2 = 596 1t.

t5 3 0 u

2. Sa se ealculeze unnatoarele integrale de suprafata de spcta a doua:

a) I = ~\ x dy dz + y dx dz + %dx dy. unde 1; este fata exterioara a sferei

x' + y' + %' = a'l

b)I=~\(Y-%)dydz+(z-x)dxdz+(x-Y)dXdy.unde L estc fata'

exterioara lnehisa a eonului z = J x2 + y'. 0 <; z <; h 1

e) 1= (( (..!.. dy dz +~ dz dx +~ dx dy) . unde 1; este fata iuterioara a elipsoi-)):Ex ..,i<; Y Z

dului xl + y' + ..., -'1 = 0.'
a l 1JS£l11i •

<4. dupA {annul. (6). obtfnem





9. ~a s

a) ~~l: t
b) ~~l:'

c) ~~/
Intre plan

/
d) ~k (,

decupata·

e) ~~l: (,

de planul

f) ~~l:;
g) ~~l:

h) ~l:
10. Sa

a) ~~l:

Pentru sup

e E [0, ;1.
I

,I similar Yo·,

"
a sin~ t.-~_sin'2l..,

\~.
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~ a'~: (1 - leos 01) dO = (7t - 2 la',

Rezo[v:ne. Proiectia suprafetd in piuuul ::0)' se [.:Lee pe dome
Hili] (D) X2+y2 - ay~ 0, z = O. Deo;)r(;c(~ (S):: = (a2 _ ••3 ,_ y~)li',
(x, y) E D, rezulta p = _ ;t'(a2 _ x~ _ yZ~~;/2, q = _ y(,.,~ _

- x
2

-" y2)-1/3 ~i dO" = a(a:l: - x 2 - y2)-1!2dxdy. Prill urmare, ::l'IUll

I'
I

Fig, 30

b) J :::..--e;: (l~ V dx + z ely + x <1:;, (C) x·= a cos:! I, )') c·

(D) 2x .ll + y2 - 2ax ~ 0, z = O.

4. Sa sc transfonnc ell dutorul fonnuki lui Stokes, jr:.tl',:;i·;;~]·:L-~ curbilirlii JiJ
integr?Jc de supra[atI:

~i

1
deoarece cos ex em cos;3 .- cos y = ~ slut cosiuusurile directoo.m ale normalei Ia bta :E. Dad J)';1
~te interiorul proiectioi cetcului C pc planul ;rOy, atuDci (prin eliruin:l.:rea L.li z iut.re cde douJ.
ecuatii ale lui C)

:I ft a l
(lJ) : x + xy + Y" :::;; -. $ = 0,

2

a) J ~ J, (x' - y,) ux·+- (y2 -. OXI uy + (Z2·- xy ) u;, C {ii,.i <) c:trbi inchi,,,,
' c

Rezolvare. a) Aplicind formula lui Stokes, obtiucm I = O.

0) Dadi se eUmina p:trametrul t, sc ohlin ecnatiilc curbci SUJ f0TJIla. (C) ,.-2 -1-)'3 + .:;3 = at,

• + Z ,= a. Luind G.1. suprafatil. :s portiullea din planul oX + Z ~, a. decupaUi de cerc~ul C, :;:i dcnarec(l

versorul nonnalei la, 1:: estc n ( \/~_' o,~:), dupa formula (7), obtinem

uade D este proiectia interiorului cercului C peplanul xOy :

5. Sa se calculeze aria portiunii din paraboloidul x' + y' ~~ 2z. marginita de
planul z = 2.

R8Z0[vare. Proiectia portiunii de suprafati'i pe planul xOy este (D) : ~ + y! oS: 4. Ded, p.- ~,
9-Y_ I

of. = (r dcr = r, (I + x' + y')'12 d.,dy T (2·dO \2 r(l + r'J"'dr =~" (5/5 _ 1).
)}~ }.n .Jo AI 3

6. Sa se calculeze aria portiunii din sfera x2 + y' ".
+ .:2 = a2

, decupaUi de cilindruJ x~ +_ y2 _ ay :c:;:: /J

sitna!:t in semispatiul z '" o.

I
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Rezolvare. :;\fomcnld .:e incrtie in raport eu axa Oz este

10.7.2. Probleme propuse spre rezolvare

9. ~rl sc ca1cu1clC llrmatoarde integrale de suprafaFt de prima speta:

a) ~~" (x +y + z) ua, L fiind SUJ1rafata cubulu; () <: " <: 1,0 <: Y " 1,0';; Z <*
b) r~ (x' + y2) da,~ (1:) ,,' + y2 + Z2 = a' ;

)."
c) ~~" (x 2 + y2JtI' da, :E fl;nd suprafala laterala a '''lmlu; ~ + ~: = ;: ,cuprinsa

Intre planclc z c~ 0 ~i z = b:

d) ~~" (x,, +)'z .\- ;;xl cia, :E fiincl por\iunea "'ll1delci renlee z = (x' + y2)l/O,

decupata de s·Jprafa\a~x2 + ),2 = 2ax;

c) \\,. (X) ~f- ;:) llu, :::: fiind, portiunca SUlJra,ce:!ci conlee;. = (x:; +),2)112, dccupata

de pIa;,;;) z ~ j ;

f) \\ Z2 da, p::) .Y -cc-..c: 1f cos v~ y = U 5111 V, Z = kit, 'U Co [0, a]. t' co [0. 21t]1
jjE

gj (~ f::'l- t. + :':")1/2
<la, (:E\ -:'- +~ -I- ::_o~ 1 :

J.:::::: \(t~ I h'l L( 'a:l b:> c:l

11) \\ ..2.. rla, (2.:) z ,~ (x2 + .v2l1l2
, 0 <2 < ;1

.1)::::: z
10. S:-'t sc caknlezc nrmJJo~~rc1e integralc de 5uprafata de spera a donu :

a) ~~"x2 dy dz+ y2 dz dx+z2 dx dy. ~ fiind fata interioar:l a sferei x
2
+y'+z2=a'j

7, So. sc ealculcze eoordonatele eentrului de greutate al pprtiunii de suprafatll

omogen:' (~) z = (x' + )')112, deeupata de suprafata x
2 + y2 = ax.

Re:wlvare, Trebuie sJ1 calcula.m coordonatele centrului de grcutate aJ unci portiuni din suprafat
a

••ui con, dCcnpata de un cilindru, densitatea fiiud constanta (0 luam egala. eu unitatea).

Suprafata se proiecteaza. in plau111 xOy dupa domeniul

(D) x2 + y2 ~ ax, Z = O. Avem p = X(%2 + y2)-112, q = y(x: .+ ),2)-112 ~i

_c. ~~ "F."iJ-~~ J-,"/2 ~a,o,o y-~ i.ll =i, do = 2 dx dy 0:= 2 \ dO yLiy = ~ r.a
s
•

E ~D ,.,-n/2 0 -- 4

1 ~~ .J2: ~"'2 ra,o'.'",',01 ,,,: ar.x,o = - xda = _. dO , r 2 cos 0 dr = -,
!:::l'" M E M -n/2 ... 0 2

16
,i similar Yo = 0, Zo = - a.

~ 9
8, So. se calculcze momentul de inerlie, In raport eu axa Oz, al porliunii sferice

..2+)2 + Z2 = a', x '" 0, y '" 0, Z '" 0, de densitate de rnasa p(x, y, z) = B.
.-

I" ~ ~~" (x' + y')?(x, y, z)do ~ ~~" (x' + y'),da.

PtnhU suprcL1a :s ClHlS;(]iCl;.>.t;'i ave III l'eprezen1area. _ "-cos C cos <fI, )' = a fiin 0 cos cp, z.., a ::lin.,.

" ,~ [0, :], ~ E 10, .;:.]. Deoan'ee do ~ a' <os ~~ d6d~, re,uW'

rr:/:2 rrr/2 a5 ,~r.:12 , a
5
r.

I
cz

'--""" \ JU, i.l~cos::9'asiIl9·a~cos9u9=--TC\ C()S~9S1I1~d9=--=·
~IO .0 2 _'tl 8

il

p .... .t"

curbilil1ii i;i

z=asill:.'t,

2z, rnargini UI de

<}'

~(~) xl! +)'3 + Z' = al.

~rcul C, ~i dC(lJ.reco

" y se face pe dOille
1.:;!: (as _ ,,2 ,_ y~)ll.io,

-111, q = _ Y('J~' _

i' Prill urmare, a'lUIl



. t. ca<U1:'
J

limit&> fiiod
De obicei
.,) DomeD!

Ie proiecteazl '

la,

t>.) Dom
elrui intersec
10', ,l Ei D f1'

Dac~ flz"

1. bleg,ala,
• partitie a spa:
W'ie diviziunea
un.U b.. notatl
Riemann a~

19. Sa'
de suprafafa.:
_ 1 + xy.

(

Xl + y2 ~ a:l;

a) p~zitia centrulni de greutate G J .!

b) momentele ele inertie In raport cu planele de coordonate

I,ov = ~~~ z'p(x. y. z) d". [vo, = ~~ x'p(x, y, z) dO', I <oz = ~~~ y'p(x. y, z) ela,
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b) \( yz dy,dz + xz dz'dx + xy dx dy, ~ fiind fata exterioara a. tetraedruiulJil
Iimitat de plarrele < = O. Y =:0, z = 0,.. x -!' y + z = a;

~
,- Xl yl •

c) \ z dx dy. ~ fiind fata e<tenoara a elipsoidului - + - + :... - I = 0 i
Jz ~ ~ ~

d) ~~l dy dz + y dz d < + z d <dy. 1: fiind fat a exterioara lnchisa a cili~drului

XZ + y2 = a2 , -h ~ z .:s; h.

11. Utilizlnd formula lui Stokes. sa se calculeze urmatoarele integrale curhilinii
(sensul de parcurs fiind astfel Incit domeniul interior sa fie Ihat In sting-a) :

a) f c (y+z) dx +(z+x)dy + (x+y) dz. (e) x'+ y'+z' = a'. x+y+z = 0 I

b) ,f, (y-z)d<+ (z-x)dy+ (x-y)dz. (C) x'+y'= 1. x+z= II
·c

c) of, xdx+ (x +y)dy + (x + y +z)dz, (C) x = a sint, y = acost.
j c

• = a(sint + cost), t Ei [0. 2r:;];

d) ,f,cY'd<+ z'dy + x'd:. C fiind,perimet'lll ABDA al triunghiului ABD.

cuA(a. 0, 0), B(O. a. 0). D(O. O. a) ;

e) 1~ x'y'dx + dy + z dr. (C) ,~, + y' = a'. z = 0 I
c

f) .b (y2 - Z2) dx + (,' - x2) ely + (x' - y2) dz. C fiind coutu'lll objlinut pnn
J c

intersectia cubului [0. a] X [0. a] X [0. a] cu pianul x + y + z = 2. a.

lEr12. Sa se afle aria portiunii de suprafata sectionate de: Z

-..l..,cilindrul x' + y' = a' (x, y > ,0) din paraboloidul hiperbolic z = xy i
b) cilmdrul x' + y' - 2x = 0 din conul x' + y' - z' = o.
c) cilindrui x' + y' = a' din conul x = (y' + Z2)"'.
13. Sa se calculeze aria portiunii de suprafata ~ x = sin u cos v. y = sin u sin "

• =". U Ei [0. 1t]. V Ei [0. 2r.].
14. Sa se caleuleze aria portillnii conului 4(x' + yO) - .' = O. cuprinsa intra

planele z = 0 ~i z = 2.
15. Sa se afle masa suprafetei materiale (1:) : Z = (x' + y2) /2. 0 ~ • ,. 1. dad

densitatea de masa este pix. y. z) = z.

16. Sa se determi'1e coorelonatele centrului de greutate al poriiunu de supra
fat'i z = x' + y2. decupate de cilindrul x' + y' - x = O.

17. Sa se afle masa suprafeiei nnei sfere materiale. daoa dcnsitatea de masa,
In fiecare punct al sfcrei este egala ell:

a) distanta de' la punet h diametrul vertical)
b) patratul distantci de la punctul a).

18. Sa se eletennine pentru snprafata conid omogena z = !!;, (x' + y')"'•
•





0) r.
3. Sa.

(D,

b) I

c) I
•

, Aria.

b) V

CD,) x' .....

cuprins

"

(9)

(101

(11 )

( 121

(( Pdydz + Qd'dx + Rd.dy = ((C (OP + oQ
))1;, )))V oX oy

Yc = ~~~v yp(x, y, 'Ida, Zc = ~ ~~L zp(', y, 'Ida.

I,v, ~ ~~)v z'p(., J', z)do, I,o, = ~~L .'p(x, y, ,)do,

I,o~ = ~~~v y'p(x, y, ')do, I o• = ~~L (y' + z')p(x, y, z)do,

I o, = ~~~v (~' + Y'lp(x, y, z) do, I o, = ~~~v (x' + y')p(x, y, z)elv.

10.8.1. Probleme rezolvate

0,) Momentele de iuertie in raport ell planele $i axele de coordonate, au exprcsiile

oau

3. Formula Gaus~Ostrogradsld. Fie IT un dmueniu inchis, rMorginit de suprafata iilClliso1 I: oe
admite plan tangent in fiecare punct al sau. Daca. functiiJe P = per, y, z), Q = Q(x, y, z},

R = R{x, y, i) siut continue ~i cu derivate partiale continue in V, atunct are lOG formula Gauss
Ostrogmdski

unde 1:;e este fata exterioara:a supraIetei~, me n(coso:, cos [3, cosy) este vt.:rs~xul llonnalei la ~,.

~. Aplicatii. a ... ) Volumul corpului V este vol V = ~~~v dv.

b.' Masa unui corp V $1 coordonatele cenhului de greutate G a1 corpului V, p~lltru den::;itatea
de masa p(x, y, Z), slut
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1. Sil. se calculeze I = ~~~v xyz_dv, (V): 0 " X "a. 0 ,,~ " b, 0 " z <:: a.

RezDluQt'e. Domeniul V fiind paralelipipedul [0, a] ):j [0, b] X [0, t::], vom utiliza pentru calculuJ
lui I uti din formulele (3) sau (4). DacA D ::; (0, b] X [a, C], atunci

I_C· dx (( xy,dydz ~ (a dx. (b dy (' xyzdz =.(a xdx (b ydy \' zdz _.2- a'b','.
)0 ))D )0 :')U Jo ~)o )0 ... 0 8

2. Sil. se transforme integrala tripHl I = ~~~vf(x, y, z) dv in integrale iterate,

penlru urmatoarele domeuii:
a) V este telraedrullimitat de x = 0, y = 0, z = 0 'Ii x + y + z = 1 J
b) V esle cilindrul limital de x2 + y2 = a', z = O. z = Jt.

RBzolvare. a) AplicAm formula (3) cu C = 0, d =r 1 $i (Dz}x + Y :::ii' 1 _ z, x ~ 0, y ~ a I





a:) 1=

= 2" ~I

RezQ/vare. a) s~ serie I= ~~D uxdy ~:+!J ids, unde D estc triunghiul OAB. eu A(t, 0, 0).

Bfl, I, 0). Deei volumul V este m.1rginit de pla.ne1e s .... I, y = 0, Y =0"-, Z _ 0 ~i .: _ .. ;. ,.
xl ys ,:2

b) Proccdind similar. obtincm elipsoidul - + - + _ :::;;; 1.
at ". d:l

I = ~: [2"~:2", Cr' + ")rdrIdz + ~:V3 [2"~~30'-"(r' + ")rdrIdZ =

= 21t (a (a2z2 + az3)dz + .!... T;" (IIV:i (9a' _ z4Jdz = ~ 7t'a5 (18J 3 _ ~) .'\ Jo 2 Ja 5 6

4. Sa sc preClzeze domeniilc pc care sint considerate integralele:

a) I =~: dX~: dY~:+U fdz;

b) I ~ ~a dx ~b (1- ::to d ~'(1-:' - ::)"2 f dz,
_b(1_~)1J2 .3' -c (1_~_L)1/2 .

- u· ~. b'

'l',(x, y) = !!.- (x' + y,)'/., ''l',(x, ,.) _ h ~i ded (1) imp!ic!
a

Deci

1168

I

I= rr dxdJ' r': ,d, = .! rr [h' - ": (x' + .Y'l]dXdY -JIn l ... (l;'+U")l I' 2 ) In a~

= ~ (:?:t de Ca
.. (a' _ ,.')rdr= 1t' a2h2.

2a2 Jo)o 4

0) Cele doua. suprafete se intersecteaz.1l dupA cercul (C) xl + y" = 2al , Z <:Z Q. VolumuJ este

.uprins fntre planele z = 0 ~i z = aJi Sectiunea en planul z = canst este

(Dz) ~s + y2 ~ 2az, z E [0, aJ $i x' + y' ~ 3a ll - .ll, Z E [a, aJ3J.

I = ra
d. rr . (x + Y + z)'dxdy + r·Y3 dz rr (x + y + ,)'dxdy.

Jo JJx1 + /I' ~ 2a::: Ja )Jx1 + y' ~ 3a" _ t' •

J'olosind. coordonatele palate pentru calcuJul integralelor dubie, Glbtinem

5. Folosind 0 schimbare convenabiJ,ii de variabile, sa se calculcze urmatoarele
integrale:

all.! = ~~~:(X2 + y2 + Z2) dV. (V) x2 + y' + 0 2 '" a2 J

b) I = rrr (~+" +:~) dV, (V) ... +. y' +~ '" 1J
J)Jv a2 1J2 c2 • a' &::_ b' ell

c) I =i~\~~[X2+!,2 + (z ~ 2)2] -1/2dV. (V) X' + y' '" I, -1 '" Z <; 1.:1
.... .~~- ~ ;:_B".•L:_~....... <, '·';';'.t:lo0" " &t·.:':~-":'1."':'l

Ruolvare. a) Deoarece domeniul de integrare .,i funepa. de integrat cantin Cf1ll1 tJinatia Xl + yl 4- ,I,

este eonveoabil 00 folosim coordonatele sferice. InlOGuind x = r cos ecos 'fl. y = r sin 0 cas <p ~i z =
- r sin <p in ineeuatia ce define$te V, obtinem





a1 b l C1

D = a:l O2 Ca este diferit de zero.

a) ~~~v (

b) V este,

12. Sa se

10. Sa

a) ~: dx~: .
11. Sa se

pentro ~at,

a) V este

. Deci, dupa

Qa ba Ca

R8zolvare. Volumul paralelipipedului dat este vol V = ~~~v dv, node i (V): _ hi ~ Q1X -+ b1y +

+ St
Z

.::;; hI' -1t'J ::;;:; a!x + b2y + ~z ~ Ita ~i -ha :::;; aax ;,. baY + cr :;;; h
3

• 'Penl:ru ~lculul hltegralei
triple efectuam schimbarea de variabile u = alx + vV' + C:Lz, u = a

2
."( + bv' + ct.

z
, IV '= "wt" +

+baY + caz, care hansforma paraleHpipedul strimb V tn paralelipipedul drept (V') -hI ~ It ~ hi.

-hJ ~ v ~ ha• -ha ~ W :E;: ha' ]acobianlll transformarii este J = D{x, y, z) = ~

tD(u, v, w). D.Aplieind fonnula (6),~~btinem

ToI V = [Ill d/4 (hI rJv ea' _1_ dw = _1_ .8/'lht~3'
- . ~hl )-h )-JI

J
IDl jD)

8. Sa so afle rnasa ~i Sa se determine ppzi(ia eentmlui de greutate al ,f'rei
x

2 + y2 + Z2 .:;:;; 2az, daca densitatea in pUllctele sferei cste..{invers proportlon,da
eu clistan(a de la ace,te punete pina Ja origine. •

Rezolt'are. Densitntea In punctul Mo(x. ". z):~,est~ p(x, y • .0) = -r7=k~c=Ci
"V/x2 -+;:2 + Z3fonnula (11), a'l"em

AI = k ~~)v (x 2 + .1'2 ... Z2)-Jj2 dv. ell (V): x2 +)2 -1- z2 ~ 2as.

D(Jmeniul V este cuprins lntre plnnele z = 0 ~i z = 2a, iar .scctimlea ell planul z = const e.ste (D,,)
Xl + y2 ~ 2Az - z2. Prin urmare, dup:i formula (3), obtincm

AI ~ k \2" dz ee (x' + y' + "t'/'dxdy ~ k \2a dz \2~ dO eV2'''-'' ,(,' + "J-,I'dr ~
01
0 )JD, ~o -,0 Jo

= k~" [2,,(r' +"')1/~1:2=-"1 dz - 2krrr khaz - z)rlz = +krra'.

Procedfnd similar•.,se objme

'. = -!...- (2a dz re .(x· .. y' + z'J-l12dxdy = 2krr (2" ()2a.'/' _ ")dz ~ ~ a, Xu = y" = <J.
jM JQ. ))D, Al )0 j

9. Sa se ealculeze mornentul de inertie. in raport eu originea, pentm por(iunea
de sfera (V) x' + y2 + .2 '" a2, x ;;, 0. y ;;, 0. Z ;;, 0, densitatea de rnasa fiindp(x, y, z) = z.

21.

~'/2 ~"/2 ~a "4'I. - dO dtp y5 sin lp cos tp dr = __ .
o 0 0 24

7. Sa se calculeze volumul paralelipipedului stdmb marginit de urmatoarele
~M plane: aJx + b,y + CJZ = ± hJ , a2x + b,y + c,z = ± hz• a3x + b

3
y+c," ~

= ± h•• unde determinantul

R~z()Jvare. Momentul de inertie tn raport cu originea este

1. - ~~L (x' + y' + z'Jp(x, y, zJdv = ~~~v (x' + y' + z'Jzdv.

rtoccfnd la coordonate sfcrice. domeniul V este transformat in (V') 0 ~ y ~ a. 0 ~ 6 ~ ~, 0 ~ !( ~ ..::.. •

2 2Deei
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~ ~
Jf<i'=X> ~a ~" ~" ~y;;;.a) dx -_ d) _fix. y. z) dz; b) dz dx fix, y. z) dy.

a _ Va"-x' Yx2+U' 0 I) :

14. Folosind coordonatele sferice, sa se caleuleze integralele urmatoare :

10. Sa se caleuleze urmatoarele integrale:
(

1 )112
a) (ldx"

dy
('(x+y+z+ 1)-1I2 dz; b) (2 dx (2VX d.t(X-

2
y' xdz.

)0 )0 )0 )0)0 )0

11. Sa se transforme integrala tripla I = ~~~vJ(X, y. z) dv in integrale iterato

pentro unnatoarele domenii: •
)

xZy3.z2
a V este conul _ + -- = - limitat de z = 0 ~i z = c;

a2 1:J2 (;2

b) V este Umitat de suprafe~ele z = 1 - x' - .1'2, Z = O.

12. Sa se caleuleze urmatoarele integrale triple:

a) ~~~v (x + y)z dv, (V) x + .1' + z ,;; 1, x " 0, y " 0, Z " 0 ;

b) ~~~v (x' + y2)'12 dv, (V) x' + y' ,;; a2, Z " 0, x + y + Z ,;; 2a 1

c) ~~~v Z2 dv. (V) x2+ )2 + Z2 ,;; a
2
. x

2+ y' + z' " 2a2 ;

d) ~~~v (x2+ y2 + 22) dv, (V) y2 + Z2 ,;; x'. x
2 + y' + Z2 " a', x " 0 I

e) ~~~v Z2 dv, (V) x2 + .1'2 ,;; h. 0 ,;; z ,,; 2 ;
,

f) ~~~v (x2+ )2) dv, (Vt x2+ y2 ,,; 22, 0 ,,; z ~ 2 ;

g) ((( x2 dv, (V) ~ + y' +~ ,;; 1.
)))v a2 b

2 c!
13. Sa se precizeze domeniile pc care sint considuate inte,:;ralele Inple :

a) ~~~v (x2 + y2 + .2)112 dv, (V) x
2 + )2 + Z2 ,;; • I

b) "
dx

(V,- X'dy(V=-u' .2dz; cl,a dx(Y"'=-:-dy(Y"'-x'-g' (x' +y")d:I.
)0)0 )Y:1:I+y' ~-d )_Yat_x' )0

15. Folosind l3Oordonatele ciUndrice, sa se caleule:t.e integralele:

a) ~~~v (x2 + y2) dv, (V): x2+ ) 2 - 2x ,;; 0, y " 0, 0 .;; • .;; 1 ;

b) ~~~v (x' + y')112 dv, (V): x2+ y2 .;;2.1:, x
2+ y2 + Z· .;; S.

10.8.2. Probleme propuse sprerezolvare

. Deci, dupa

,., = Const estc (DJ

. tru calculul ~t1begralei

6tY + c~. tV = a 3 ,t" +
(V') -ht ~ H .:; hI

1 •
=-

D

it de urmatoarele
.•,x + b,y +C3~ o~



16. Printr-o schimbare de variabile convenabilii sa se calculeze

m (1 - x' _ yO _ ~1"!2 dv, (V) ~ + y' +~ " 1.
J))v a' ba c'l all b3 c'

17. Cu aj atorul formulei Gauss-Ostrogradski sa se calculeze urmatoarele inte
grale de suprafa!a :

a) ~~l: x
2

dy dz + y2 dz dx + .2 dx dy, :E fiind fata exterioara a cubului°" x < a,

D ~ Y ~ a, 0 ~ z ::;;;; a.J

b) ~~l: Xdy d;+ y dz dx +. dx dy,:E fiind fata exterioara a tetraedrulai limitat

de planele x = 0, y = 0, • = 0. x + y + • = a;

c) ~~" (x
2

cos", + y2 cos 13 + .' cos y) dO", :E fiind fata extcrioara a suprafe!ei •

. • h· x' -v' " ° ° bconlee Inc lse - + ..::..- - - =, ~ z ~ ;
a' at b'

d) ~~v x' dy dz + x2y dz dx + x2• dx dy. :E fiind fata exterioara a suprafelci

lnchise a cilindrului x2 + )2 = a2• °"•" b :

e) I( xy!(x dy dz + y dz dx + .dx dy), :E fiind fala cxterioarfl a suprafelei In
Jl:

chise x2 + )'2 + Z2 = a2, x ~ 0, y' ~ o. z ~ roo
18. Sa se transforme, cu ajutorul fonnulei Gauss-Ostrogradski, integralele de

suprafala, :E limitlnd domeniul V:

a) ~~l: (x2+ y2 + Z2)\'2 (cos", + cos 13 + cos y) dO" ; .

b) ~~l: xclydz + Y dzdx + .dxdy; c) ~~l:y.dy dz + zxdzclx + xy dxdy i

d) ~~l: (x2+ y2 + z2)l!2 (x cos", + Y cos f3 + z cos y) dO".

19. Cu ajutorul formulei Gauss-Ostrogradski, sa se demonstreze identiU!ile:

a) m At d'J ~ (( df dO". unde·!!.j = f;:. +f;. + f;:, iar df = 2f cos ex +
J))v ))~ dn dn ox

+ ~f cos 13 + of cos y este derivata dupa direclia normalei la :E;
0)' ('Z ,

20. Sa se calculeze:

x3 yll .
a) volumul corpului marginit de paraboloidul - + - = 4 _ • ~l de planul

all b3
• = 0;

b) volumul corpului marginit de paraboloidul y2 + .2 , 4ax ~i de suprafala
cilindrului x2+ y2 = 2ax ;
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21. So. se'
omogen, r

24. So.
ale cQrpului
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4.

I "+ __.-e:
l' +'2

tinde la

Duple
firul fiilld

deoarece

(I)

(3)

Ve > 0 ¢ V" E I. 31'.(%) E NI If.i%) - f(x)1 <: e, Vn > ",(x).

Fie ~irul /t. fa •• '.'J fn •••• de fnnc-pi definite pe un acela~;d interyaJ I eu 1falori reale. Siru! (/11)
de functii este simplu convergent in· intervallll I cAtre CUDCtia f: 1 _ R. daeA

11.1. $iruri de functii

11.1.1. Probleme l'ezolvate

$irul (in) de fUDCpi f.: I _ R converge uniform in iatervalul I cAtre fUROpe. f I I - R. dad.
'-

V. > O. 3n.E N I If.(') - f(x)1 < e, \(1' > ". 1i Vx E 1. (2)

Criteriul lui Cauchy. $irul fin) de functii /,,! I _ R converge uniform in I catre funcpa
It I _ R daca ;;i numai dad"

Teorema 4. Daca e:dstA un ~ir (a,,). Ill II > 0 ;Ji lim all = O. asHel inert If,.(x} ..,·f(.x)J -c a ••
.... Jl

"'Ix e I, atunci ~irul (1,,) cou'rerge uniform pe I ciltre fU!lctia f.

lim CO f.(x)dx = CO f(.)dx. (i)
n-HXI Ja )11

11. :;;mURI :;;1 SEmI DE FUNCTU

/

Teorema 1. Fie (fll) un 'ilir uniform convergent pe I dUre functia j. Daca 'toat~ fllnctiile f"
Slut continue in punctul a E I, atullci ~i functia limita / este 'continul ill punctul a.

Teorema 2. Fie I un inter-rat marginit :,i (1.) UD.~ir de functii derhrabile, definite pe 1. na.c:a
(fll) converge uniform catre f;;i (f;) converge uniform pe I c3,tre g. atunci fun~~ia i este derivabil~

pe I ~i 1'(.) = g(x), X E 1.
Teorema 3. Dacl1 Un) este un ~ir de functli continue. uuiforru convergent pe [.11, b] clitre

func~ia i, atunci

*" 1. Sa so arate c:i ~irul de functii U.), in : [0. 1] ->- R. i.(x) = x"(l - .~n). este
convergent, ins5. nu uniform convergent lJe ["0, 1].

Rezolvare. Fie 0 ::s;; x <! 1. Deoarece lim ;;" = 0, rezult.1 lim 1.,(';0) = O. Apui f ..(1) co Q ~ de.oi
I l' l'

lim. j.(l} = O. Deci lim f.(x) = O. \:Ix E to, 11. ~inll nu ooe ·uniform convergeut. Pealru aoea.st.&
n n

adtlm ca rellJ.tia. (2} nu are loco Intr-adevi1r, lulnd It < :.!:.. ti x" ::::i,;;2,-' '-e (0, n, ","vom fll(x,,) =- ~
4 4

.,. e N.. ~ deci inegaIitatea. din relatia (2) nn este satisfAcutA pentru x = x._





Apoi

2. Criteriul-:
I

,fi numai daca, ;,

'" ,
..ria 1: If.l esl'·

n-1
Pentcu a st,

.ee nume!Jte su

'"Seda 1: f,
n ... r,

II> 0, sa

? J :

00) ->0 R, f.(x) =.!. e-", converge

......-

(1 f.(x)dx = (1 nxe-lIord;r = _ ~e-II~ 1
1 =..!.- _ ~ e-II

.10.10 21.22

:;>i ded lim (1 f.(x)dx = lim (.2. _.2. e--) = .2.. iar \1 lim i.{x) dx = O.
n)o n 2 2 2 ]en

Rp.zultatul se explica prin faptul eli. l;lirul nu este uniform convergent. In.tr~devir. da41 se aJego

1
~. = __ E [0. 1J, rezult~ 111(x,.) = e-1 / 1l 1 ~i ded relatia (2) nu es:te verilica.ti.

n
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. .'a) j ..(x) = -__ , x E (0, 'lJ); 0) f.r.) = -'---, X E [0. I].
(.+n) . (1+0'"

11.1.2. Probleme propuse spre rezolvare

"
10. Sa se arate ca ~rul de fnncFi (j,).J~: ttl. 00)-> R,f.(x) O~ ~~e'" nllC<Jn-._1

.' Ka) fn(x) = . X E [I. 'lJ): b) f,(x) = --. X E [3. 4J J
(n2 :r x") (x +1t) ,

c) f,.ix)~o--"::_, X E [1. GO); d) f,(x) = c~3n., X E [0. ><].
(1 + ."2B)'~ W + 1

9. Sa se arate ca sirui de fuocpi (f.) converge simpiu, dar nil este I.tnifotIll
convergen.t :

verge uniform pe ~a. co).

lim (1 f.(x) dx# (llimf.(x) dx.
n )0 )0 n,

RezQlvare. Evident, lim f,.(x) = 0 l}i deci j(1I) ;::= 0, x E [0, 1).
n

u.. 5. Sa se arate d ~irul de functii (f.). f.: R -.;. R, f.(x) = -! arctg x", converge
1lt, ..

uniform pe R. dar [limf.(x)]~_l # limf~(I).
n n

Rezolvrlre. Dooarece If,,(x)! = I;arctg xIII < : . ;, ----10 0, rezulU cli. ~rul de lunata converge

uniform peH. c~itre functia. fC~) == O. Deci f'(x) = 0 sau [lim fll(x)]' =0 O. Pedealti.partc..r.(l) """ ..!-
'1 • 2

.';ii, prin unnare, lim 1.:(1) =.2. . Rezultatete difera,dcoarec6 ¢.rul deriYatclor nu GQDverge uniform
n 2

1
pe n catre - .

2

II' 6. Sa se arate ca ~irul de functii (f.). f. : [G!, I] -~ R, f. = ria: e--....; converge.
,.... dar

.¥-- 7. Sa se aratc dl ~irul de illnciii (f.), f. : [0.

uniform dtre funciia ((x) = O. "x E [0. co).

1/ 8. sr, se amte dl ~irul de funciii (f.) este uniform convergent pe intervalul m-
.. <heat, pentru :
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S, =. +(~~
1 +6,,

1
De aici se vede cA ~

i.(x) atinge cea omi '~
1
,~

1

Se,i. numedtl!.j

functii ~te ahsolut ~
,,I

4.~teposib~
form pe aceastilj

Rezolvare. R1ispa)
l
~

j
·",1

T~ti termeIlii seried

1t )~
S,(x) = I +~

...tfel c~ lim s,c·) 4
, n >' ',.

nula. care este 0 ~

Ia .em. tntr-a~4.•.•.
gontA unilorml ."'1

:.l
I

Sa sc determine ~.,
Rezolvare. Folo~

SA observam cl·.
convergentl este {Z} (j

2.'"'!3a se det~~

. 5e vede ca lim Slll.r) ,
n ;

d, seria este nniform.i

(2)

II - x IDadi --~ 3: 1.
1 - 2xj

(
I )'Hdcoarece e <I 1 + -; .

lnn =~l~~

lIl(n + 1) I -+- x 9

~

b) ~ (~l),_I_(I-••)n. x E 1\;
L-t III n 1 + Xl
11=2

11 -- _t 21

1 + x 2

< 1, rez<'llHI. ca scr4'1 data e.ste absolut convergenta-. Pcntru

00

~>X)dX ~ ~ ~>(X)dX.
ll=l

= lim
n

II - x'i
1 + x 2

If.,,,(x)1
If/,{x) I

lim
n

Deoarece, pentru x -::f. 0,

b) Dupa criteriul raportului avem

a) "" (1 -+- 2.1"(~)". x E R",{2};LJ n. 1-2.\ 2
n,...1

00

I;m ;:Ilf.(x)] ~ lim (1 +...!) II -. I == I-~" I·
n n 11 11-2x! 1-2x

Ded seria este absolut con'fcrgenta penlru I~- x -I < 1, x < (),. ~i x > -~- .
!1--2.,," 3

II&U x E [0, ~) u (~ . ~-] , deoorece Jail I lE= 1I,,(x)!? implicii lim an i: 0 I
2 .,2 3 J1

2 '
este divergenta. Ded, multimen de convergcntr1 este (_. ce, 0) U (-;--, (0)1 •

,.1

"I-e) Deoarcce Jim V x = 1 .'iii x> 0, deducem ca, illccpind de la un anumit rang no' termcnH

"
seriei date vor avea acela~i semn, caci 2 -::;;> 0 pentru 10 ~ 11'0. Uisintl Ia 0 parte primii no ter-
meni, obtinem 0 flerie en termeni pozitivi. Aplicind ac~stei serii criteriul Raabe-Duhamel, ohtinem

c) E (2 - x)(2 - X1/2) (2 - X'i') •• • (2 - x' /'). x>O.

n=l

Rezolt'f1r~. a) Aplicind criteriul radiicinii pentru scria va~orilor absolute, obpnem

m

c) Fie seria 1: III uniform convergenta pc (a, b] ditre f. Daca functiile I.: srnt integrabile pe
n_l

[a, !lJ, atunci funcfia f este integrabila pe [a, ?J] ~i

J 1.2.1. ProbJeme rezolvate

1:""5a se determine mUltim~a de convcrgcnta pcntru urmatoarele serii de fUl1ctii :

00

x _ 0 se obtine seria alternata convergenta " (_l)n _1_. Ded Hll1!timea de cOllvergenta t'ste R.
L..t In n
1l=2

[
f (X)] x'I'+'- I

lim n -'-"-- - 1 = lim n' ---- = In x,
n fn+1(x) n 2 - XlI'S+!

II.stfel eli pentru In x >- 1, adic5. x > e, seria data este convergenta, iar pentrn x < e ea este diver
p~ Pentru x = e, avem

1-"+1 = 2 _ ell"+! > 2 - r1 + ..!-) ~ _n_ .
In . n _I_

n-I
:;i du~ criteriul al doilea aJ comparatiei serm este divergenta.



/'

2.
x2+ n 40 '

o:s;x:(l.
(

't/x E R, Vn E N.

,'-- x 6'R.

dupa cnteriul lui \Veierstra.ss rezulta cA serfa de

(n - l)x ] , x E [0, I].
1 + (n_l)2x2

seriei L aretg
n=l

derivata.general 111(") a1 seriei are

r.(.)~. 2(,,' - x')
4x2 + (x2 + n l )2

00

I 2. \ I!arctg --- ~ arctg - ,< - ,
%2+ n-40 n 2 n 2

00

x +~ [-\-:-n-., - -'1-+-(-';---\-).1-
n=l

se stabileasdi convergenta

Rezolval'e. Termenul

Rezolvare, Fulosind definitia, a'lcm

00

Seria numeric1:\.~ _\-. fUnd con·...crgenta,
L-J n2 •

11-1
{uncp.i este absolut 1}i uniform conYergenUi..

4.""11ste posibil ca 0 serie de functii continue pe 0 rnultime A. sft convearga neuni
form pc aceasta multime catre 0 functie continua?

Rezclvare. H.aspunsul cstc afinnati t
,. Fie seria

QT9

Toli termenii serici sint functii continue pc [0, 1J. Snma partiala de rang n a ei este

r.,,(x x) [ ••S =x + l __~_X + --- --- + ...+ ----
n t1 + x J ~l + 2x 1 -+- x 1 + HX 1 + (n -

S,(X)~_X_+l~--X-)+, .. +[-,~- (n-I)']~ nx
1 + x2 1+ 4x2 1 + .,,2 ·1 + n 2x2 1 + (n_l)llx

2 ~1 + n
1
x

2
•

astfel ca lim SIl(X) = 0, Vx E [0, 1] ,i deci seria data. converge simplu pe [0, 1) catre fUDctia. identio

n
nulA. care este 0 functie, continu\ pe [0, I], Si\ observ~m ca seria un converge uniform pe [0, 1]

la zero. Intr-actevl1r. luind x. -= - €a [0, 1] rernlta. S.{#II) _.!..- -.!- ~i deci relatta do· convel'-
n. 2 2

gent' unilQl"mA nn este vcrificata.•

De aici se vede ca func~ia !,,(x) are vaJoarea maxim~ pentru x ,.,. n t
• Cum lim f ..(x);::::l0, rezulU, d___ . x_±oo

1.(:1&) atinge cea ma.i marc ·,raloo.re pentru ;t;' = n
2

~i deci

I
Se vede ca lim Sn(x) =J(x) = 0, x E [a, 1J, Deoarece ISn(x)1 '<1-. oncare ar fi x

E
[0, 1], I'ezu1tA

n n
d seria este uniform convergenti'\. pe [0, IJ, dl.tre functia identic nula.

Sa se determine SUlna sene!.

Sa observam cli. pentru x = 2 seria este convergenta, deoarece fn(2) = O. Ded multimea' de

con'lergenta estc {2} U (e, 00).

2.~a. se determine multimea de convergenta ~l unifornl convergenta a seriei

:r <! e ea este diver-

f. stnt integrahiJe pc

(2)

Daca/
I

-
X.!;" 1,

1 - .2xj

01 rezulta di 3eda

t eonvergenta. Pcntru

ele serii de fund ii .:\ ' . .
1_ z')n
- -xER'

,1+x", J



6~S'1 so determine muljimea de convergenta pentru urmatoarele serii de func!ii: I,

5,-1;'a se arate ca seria ~ (x' - x'· - x'-1 + x.· ...) converge neuniform pe [0,
n=1

~.!;
c) Ll

tuI

termen

zero.suma egal! ell

x". 0,

pentru care multimoa de, -
convergenta pentru sena

_(_Xl', x".
2x + I

X E R;

00

b) '\' _1 In (1 + a'), a;;, 0, x E R;
L.J n"
11=1

00

"'" 2n
2 + j

L.J 7n2 + 3n + 2
n=1

"zn sin x
L.J J'
11=0

~
' 1 1 1 I(x" - x!n - X"~l + X2n-ll)dx = + __ ,
o n+l 2n+ln 2n-l

(n + 1)' , X E R: d)
n"+:I'

11=1

00

a) '\' ~ sin' x, " E R. x E R ;L..J fla.

11=1

c)-~

00

e) ~ 2n + 1 x". °;f)
L.J (n + I)Sx2 f> '

11=0-

11.2,2, Probleme propuse spre rezolvare

00

2:: , I ! 1 1) ,
asHel c.1l seria (-- - -- - - + -__ este convergentA ~ are

n+l 2n+l n 2n-l,
I1=1

A~ar. egalitatea din enunt este demonstrata.

• •
~: [L' (x' - x" - x'-'+ x2'-!)] dx ~ ~ ~: (x' - x" - x'-1 + x"'-2) cit,

n-I n~l

280

~i, totu~i :

Rezolvare. ~irul sumelor partiale a acestei sem este S.(x) _ .... _ kill. Deoarece
0::= S.(1) = 0 $i pentru x E ,(0, 1) avem 0 < S,,(.x) < x", rezulta lim Silex) -=> o. '<Ix E (0,

n
&ena este" simpln convergentli pe [0, I) cAtre functia identic null. Convergenfa, nn este

) . 1 1
sum se poate vedea alegtnd X n = 2-1 /" E [0, 1] ~i S.aC"'n) = .

4 oj

Deoarece suma seriei date este f(x) = 0, X E: [0. 1), rezulta. ~: f(x)dx .. O. Apoi

00 00 00

g) 2:: co:.:x . XE R; h) 2:: :: ' x ". 0; i) ~ nl:' .
n=O n=1 n-l

7.~xista serii de functii definite pe toata dreapta.
convergenta este vida? Sa se determine multimea de

1: (ft + x2)-«, X E R IX E R..-1
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mul-

I_I < L

Ixl <.; 1. Deci I(x) -

pentru lxl < 1.

1) .. ,(a - n +
(n - 1)1

care cste COll'lCrgent.l. Ded,

~>

, .. -+ (_.. 1)"x~1> + ... = __1_, pentru
(l+x~)

aHern~Ui '\.---.... ( __ 1)11+1 __1_.
L; 2/[+1
II ~= (]

00

00

:s[a(a - I} .. .(a - n) a(a -
+ --------- +

nl
11=1

00

l ,,--,ala -I)",(a-"+ 1) ,:\ I()=a 1+ I . __-x =a .~,

i...~_', HI
11-1 .

I
' ala - I) ala - I)" ,(n - n + 1) H
(x) ~ a + x + ' ,,+ - x +, ,.,

11 In - 1)1

x1'(x) +1'lx) "" "

w

2. 5:1 sc demonstrczc dl scria ,,:~. estc convergenta pcntru arlce X E [--1. 1] •
£-Jnf:
n~l

00

Pcntru ~'= 1, ohtinem seria alternata cOllvergent.1 (criteriullui Leibniz) " (- t)n __1-
L~j 211+1
Il=O

tnlUultind ac~asta rehtLe cu x ~i adullind rezI11tatul la f'(x), obt
incm

00

pentrn _ 1 <.! a < O. Pentm x = _ 1 se obtine seria. 1 + "" ~ (-a)( 1 - a) . .. (n - a -1), care
. wnl

llc~ 1

estc absoIllt C(JU"lergenta pcntru {/. ~ O.
Prill urmare, daca a > 0 ~i a €f:. N, ITln1titnea. de cOI1vcrgenta este (-1, 1]; dae<\ -1 <.I a -< 8,

multi mea de couvergenta csle (_ 1, 1]; daci'i a ~ - 1, obtiuem (-1, 1); da.e.a a = 0 sau a Ei N,
mc.1lime.:'l. de cOllvergenta estc R Fie f(x) sl.1ma seriei pe (-1, '1). Prin deri,tare, obtinom

iar suma f a ei vcrifica ccuatia

([_x)]'(I-x)-X j'(x)=ln~. x EO (0, I),
•

j'(x) aDeci __ = __ san lnlfC~) I ""0 a b{ 1 + x) + c, Ixl < 1.
j(x) 1 + x

Luind x = U ~i linind seama ca 1(0) = 1, rezult<1 C = 0 ~i deci I(x) = {I + :r)", x c" (- 1, 1). Da.aA

Iie.rid. daii'i. con"/ergc :;;i in pllucteIC -1 :;;i 1, atunci I{-I) = 0 ~i /(1) = 2.

•c) Proccdind en. mai sus, gasim intprvnlul (Ie con·rergenFi. (-1, 1). PeutnI x = 1 se obpne seri&

~

1 + ,,-..!:.. a(.'1 _ 1) .. •(a ~.n+ 1), care cste ahsolut cOlrlergerrL<1. pentru a~O :;.1 semicon'lergent~

L-J n!
n=l

n=O I= arctf,:' x + C, ~i pu~di1d x "'--' 0, r(~Ztllt:l C = 0 ~i ((x) = arct.~ .1;', x Eo (-1, I). Deoar~~cc "eria. esto

con.,.~!'gcIlta in pllnctdcx ","-0 _ ! ~ix = J, rc:mWi!(-l)=arctg(-I) ~_-=-~f(I) =aretg t"",,"::' •4 4

Dec\ j(x} = arctg x, x E [--1, 1J. Este inlcr...:sanl dc l'c!Uarcat ca a.m ddermLnat ~i SHill t scriei un·

~

"" I ,-merice I , (- 1)" ---, an:JUIC -=- .
..'--' lit + 1 "i
11-=0

tim!"':l de con'tergentl e:-;te [- I, I!.
Fie .f s\\ma scdei. PCll(ru tId'rminarc£! ll..i I prqced5.m ca kt punctul precedent. Ob~inem

~'Pell~IlI x = - 1, abtincm se:ia

(2)

(3)

ac::R.

convergentfl. 'coste

ct interior lui A. Selia

Pentrn x:=, -- 1

Jpmea de con'1ergclltc\
00

.,{.t) = ~ {_I)'Hlx ·"l.-
~, , 11'"" 1
, I
~)= __ ,xE(_I, l}
" (I +x)
• x = 0, deduc~m cA
. datA estl' cOn"lcrg\'ntii

= In 2. De

.~onvergenla al seriei(3).
'3)peB.

. dacil ea cste indcfinit

clnd n -> co. oricare ar



lim Ia,l;+t I= lim 4~(1tr)1l = o.
k_oo Ok k..".oo ':l.ttl[(k + 1)1]8 :1

4, Fie J: A -+ R 0 functie indefinit derivabila pe intervalul A ~i X. 'm punct
interior lui A, Dac;; exista un uumar!'vI > 0, astfd incH IJ'O)(x) i '" M', 'Ix E A,
" = 0, I, 2, ' , " atunci functia J este dezvoltahila !n serie Taylor in A,

R_olvare. Deoareoe

care inlocuite in ecuatie condue la identitatt'a

RestW

"

este coovercentll i>e R, Aceasta

Ixl" I,

00

00

de unde xj'(x) = L ~ x·,

n~l

00 ,

L x"1+ _1' __
( ) i'(hl)'

k-1

00

00

'\' x"
In( I - x) Jl, ~ L..J --;; ~ - x/'(x),

n~-l

00

1'(x) = L ~- XII-I,

n=1

1'(x) = L 1Ul"X"-I. f"(x) = L n(n - l)G.x-.,
n-l 11-2

00

Rezolvare. Se cautaf(x) de fonnaj(x) = ~ a"x"'. Derivfnd formal de doul. on tennen eu termen.
n=O

00

a1 + ~ (n!a ll + a._ll)x.'"-I :;;::; O. "Ix e R.
11=2

Sa lU:lm ao = 1 $i s§. an11Am ca seria

Sehimbind in aeeastA ultima. relatie pe x eu 1 - x, obtinem

Din ultimelc douA relatii prin scadere rez-ultii relatia din CI11111t.

284

00

Ynlocuind pe- x eu -x in relatia In(1 + x) = "'"' (_I),HI ~ .lxJ< 1. (exercitiul anterior),
L..J "
1I~1

Rezolvare, Se constatli. u~or eli. intervalul de convergenti'i al seriei este (_ I. I) ;oi
80DvergentA este [-I, I]. Derivfnd tennen eu termen seria, obtinem

Inx= - {l-x)f'(l-x}. 0 <x < 2.

R.C') = e· -x.)O+' j(.+1)(.... + 6(. _ x.)), 6 E (0, I),
(. + 1)1

3, Sa~se detennine 0 serie de puteri. convcrgc'nta pentru x E R ~i astfel incit,
suma j a ei ,Sri verifice ecuatia

xj"(x) + j'(x) + xf(x) = 0, 'tx E R.

obtincm

De aid rezultfi. eli at """ 0, nZa n + a,,_:! = 0 }Jeutru n = 2. J, 1•.,. ,. Aeea.sta fnseamn<'l. cl

este e'rident, deoe.rece





rezu1ta ca lim R.(x) = 0, pentru lxl <: 1. Priu urman.>:. pentru ):1'1 < 1, ,este valabUa
n

• a a{a. - 1) d(11 - 1) •. . (iI _ 11 +. 1)
(1 + x) ~ I + -x + ---- x' +... ·f· . x" + ...

11 21 nl

FUllctia f(x) = (1 + xt se nu'mcljte funetie LiuomiaJ:t.

b) Dcoarece {'(x) = (1 - X2,-1/2, pcntru Ix) < 1, reznltd cil f' este 0 functie binnmidl!L !nlo
cuind in dezvoltarea. functiei binomia!e ]J(: x C~l -,~ .~i a = - 1/2, obt-i l1:;'ll

Prin intcgrarea tcnnen eu termeu a accsteia pc ~{j_ ,'r], ell !Xj < I, Jcducc1i1 d\

. 1 x 3 t·J .,a 1·]·5 ... (21! _ I) X~"-;l ,
arCSlll x = x + - - + -- - -j- ......1- .....------..-.-"- -r- , .

2 3 2-1 5 2-4·u ... (2',) 2n. + 1

Cum aceasta seric este convergenta ~i ill punctele .\' = _ 1 :';Ii x _= 1, dcoo,l"cce

1,3'5 ... (2,,-1) 1 . 1 j
-:::-:-'-;-'=:::-:---' . ---- <.. ---;-::::~~~.:::...-:-::::, < - -, ¥ II E; I;' I

2·4-6 ... (ln) 2n+J 4(L.n-j·lj;} 113.':'

rez:ulta c~ dezyoltarea obtinuta este val.:1.biEt pe [-1, 1].

PentnI x = 1, obtinem reprezentarca lui ::/2 -",.ll fm'mi't de s("rl~.

11.3.2. Probleme prOJlllSC spre rezolvare

7. Sa sc determine multimca de convergenFl ~i suma pentru urmatoarele serii
de pllteri :

00

L:
X3~+1

a) (-0'--; b)
3ft + 1

n~O

00

00

L: (It + l)x'; c)
n-O

00

L: (-1)"-1(2" - 1)x2'-2 ;

T/=O

d) L: (-1)"(11 + l)2x'; e) ~ (f! +
n-O 11=0

1)(" + 2)(11 + 3)x" ; f)
I
'.'

8. Sa se detennillc mu1titnea de conver{~2n~(lpcntru urmrltoarclc scrj dc puteri :
00 00 00 00

a) L:r J (-2)'J.,' ; b) L: x" c) 2.:' x" • d) 2: x"--
21j+~; I ;;~. -/:;;

n=1 nc~l n=l iI~l

00 00 00

oj L;(I 1 fl+lI f) L; Q:'-"2"_ x' . :;) '" r; ++ _ x R ; a> 0; "l- _.

" "I L;, 2n=l n=O 11=1
00

11) "~x"'
W(n!)ll" ,
n=1

i) ~(_J)"+l"':(" -'tr'; j)
L..J n
n=l

00

~ ,,'(x + 3)' ;
1I=1

. i)
-:- -- 1

" J

",
1':

-00

kJ ""' (x - 2)" . I)
W {2n .- l)zn '
n-1

00

L; n1 (
.~ x+
n"

n-1

3)' ; m)

1166

0'

,, I (x _ 1)2'.
£..--1 119 M

11-1





4. Sa se.'
a) J, (xl =0

L) I,(x) =

19 - Prolllieme

RUQlva"'.

CocflClcntilor F

Ikoan...ce S(-1I'

3. Sa se

,
~

a. =;i

b. =;~
.~

ned, seria Fouri~

..~

~"'" ·-1de mai SU9. J ~

Dad!. 'Ulm.1
~
j

sc dcducil ape!
;j

1
Re::olvare, fn·~

(ft)

1, .•. I

11.4.1. Probleme rezolvate

1 ~ ""b" = - !(*') sin - "'<Ix, n = I. 2, ....
/ 1 I

[ ~1 """ - - f(x)cos-xd... n - 0,
1 -l 1,

'. ~( '"" . 1m)I(x):oo: 2" + Lt a. 005-
1

x +f. _-/- x •

n-t

!
b} Dac4 lUDCPa f(~) 'este im~, J(-~) = -f(x), atUQai a. _ O. n _ O. 1,2, •••• ~i

Fourier cste

288

00

f(x} = ~ b. sin nx, unde b. = ~ ~ I(x} sm fWd., n .... I, 2, ..•

n-t. -

[~. - [ . -1ft
a", =- - e cos nxdx = (a cos. ft... + "SIJl JU'}e =

1t -n rr(ali + n') -ft

Prill urmare, pentnt .¥ E (-r.', rr) vom ....'100

00

,,2 { 1 ~ (- I)' ( . l}e = - sh an- ~ + --- a cos tu - n SID n. .
r. 2(1 ae +nl!

n~t

.[ 2a
=> (- 1) - -'-- llh aT; :

r. aa +,,8

I 2n
= {- 1)"-1 sh a;;, n""", I, 2, ...

;c a l +nl:

1 c- _ . I _ I-
b. <=I -, e sinH.t'dx= ~ {a~nz - ncoslU')e ~

r. .. -n n(aI + WI -n

3. Seria Fourier pentru 0 Cuncfie periodici cu perioada 21. Dac4 functia f{x) satisfa.ce cOlldip.i.l0
lui Dirichlet fo iutervalul (-l,l), atunci in punctele de CGntinuitate x E (-1,1) are 100 dera:voltarea

unde

1. Sa se dezvolte in serie Fourier functi.. J(It) = e.... a" 0, In intervQ}u1
(-It, It).

Rezolval'~. FUDctial(.;-) ... e- sati!lfaoe: evident conditile lui Diric::hlet. utfel oA aVeID dezvol
tarea (l). Conform eu formuJe1e (2), obpnem

In punctcle or ""'" - 1: ~ X = IT suma seriol din memb.nll dropt ellIte S( -IT) _ Sen') _ (0""" + eolln) f2
~;j egalitatea de mai sus nu mai e£te valabila.

•

",
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8. Sa

10. Sa se
a) funclia
b) funclilf
11. Sa se
a) !(x) =
b) j(x) = .

Duc.1 a .... ~

1
,s;n (2k - 1).<. ~

I
DacB.a=2",~

• sin 2Ax, x E [lU:1
,j

5. Sa se d~

Rezolvart. t~
i

a=~~. "

;1

valul

!Jed

6. Sa se
determine 5

mita!i. pent
a) !(>:) =

aER'\.N;e·
= 5h ax, a e.

Sa so

X E (0, r.~.

"6'. N.

I
-:--~--,--: (I + cos ar.).
as - (2k + 1)2

1

I!I' "ik _
o:i bu ·- (1 - cos em).

. ,. r.(·U3 - a .l)

~

12 cooZkx }I) ,xE[O,r.J.
(Z", + 1)' - 4k''-1

~

·2 -12 Z~l)x + - (1 - co~ orr) , ::-cc:---~ sin 2k...
7t' ~'ikl - a'

k ... l

x E [0, "].

(2m + 1)1 - "ikt '

2a
---,-- (I-cos an). aU+l """
a2 -ik3 7t'

';0(2,. + l)x = ~ {..!. + (2", +
" a

2(2k - 1)
b2.t_l - (1 + cos an)

"[(2k - I)' - .'J

~

. 2 8", 12 c05(2k + l)x 0
5111 m;l'=- ,xe[,~].

" 4rn'-(2k+ I)'
k=O

. 8m 1
Daca a - 2m. atune! 02k = O. aUoll = -.,...-----,--" • k = O. 1,2, •.. , ~i

" 4",' - (2k + 1)'

Daca a _ 2m + I, atunci

4 4(2,. + I)a, = -, aot = ~__~

orr ~ , 'it'

Dac3. lal ¢ N. atu:nci

all = 2. \1'1: sin ax cos nxdx= -.!.. Crt [sin (a + n)x + sin (a _ n)xJdx-
r. .0 1t' )0

- ~ {_l_ cas(a + n)x -I- _1_ cos(a _ n)x} ITI: = _...!.. {_I_ cos an: cos t:2 -I-
IT a+ll a-n 0 1t a+n

+ _1_ cosar. cos nrr I __I_} = 2a __1_ (1 _(_ 1)" cos an], a i= It.

a - n a + n a - n 7t' a2 _n2

SA presupunem ca. a ¢ N. Atunci

2(1 - cos ar.) 2a
110 """ a lt "'" -

"

~ ~

.m ax = 1 - c"os arr (-a1 + 2a '" _C:,-o,,-S_2c.kX,-:-) + 2a (1 + cos aJr) " cos(2k + 1).1' •
W a2

- -l.kll 1t' .. L..; a2 _ (2k + 1)2
k=1 k=O

RuolvQ."e. a) Prelungind functia f(x) prin paritate in iDtervalul (-I., 0), dupa 14). rezulU
6. _ 0 ~i

b. = l:.. (7t COS QX sin nxdx = -!.. pc (sin(a~+ n)x + Sin(n _ a)x]dx.
1t' )0 1t' Jo

Pentru laJ ... n rezulta b. K: O. Pentru lal t: " avern b.= 2n' [1- (_ I)· cos an).
7t' n l _ at

2 [TC • 1 - cos ar. 2
0 0 == - , SIn axdx = . _ ,

r. .,0 1t' g

a.tiel ca.

;Ii deci

b) In acest cal, se prelllnge~te fnnctia f 2 (x) prin imparitate In intervalul (-f. 0) ~i se Iolos('.~k
nlatia ('l. Ave",

~

2 12 (2k - 1) .... ax - - (1 + cos ar.) stn(2k _
n (2k _ 1)2 -a.

k-l

a.tiel cl1



291

«2k - I)

00

8k 8~ k
Dace. a=2m-l, atnnci b

2
.t_l=O. b

H
= ':':" ~i cos(2m- l)x .... - •

,,[4k' _ (2m _ 1)'l " H' - (2m -I)'
k-1

00

2Tt), Si se calculeze ap--ui suma seriei 'numerice '" (-I)'" ~ ,L.J n'
n=l

9. S:i se gaseasci seria Fourier de sinnsuri a functieif(x) = I. in intervalul (I). Tt)
00

Sa Sf: calculeze sutna seriei numerice "'" (_1)n-"1 _1_ .L.J 2,. - 1
n-1

valul (0.

11.4.2. Probleme propuse spre rezolvare

6. Sii se dezvolte in serie Fourier funclia j(x) in intervalul (-Tt. Tt) ~i sa sa
determine suma seriei corespunzatoare in punctele de discontinuitate ~i in extre-

mitali, pentru;a) f(x) = x; b) fix) = x2 ; c) f(x) = cos ax. a E R'-. N; d) f(x) = sin ax,
a E R"N; e) fix) = a, xE (-)t, 0] ~i f(x) = b. x E (0, "j. a, bE R; f)J(x) ~
= sh ax, a E R; g) J{x) = ch ax, a #' 0.

7. Sa se dezvolte in serie Fourier functia j(x) = x, in intervalul (0, 2Tt).

8. Sa se determine dezvoltarea in serie Fourier a func!iei J(x) = x', in inter-

10. Sa se dez\'olte in serie Fourier:
0) functia fix) = I x I. in intervalul (-1. I);
b) fUl1clia J(x) = 0". in intervalul (-I, I).
11. Si so dezvolte in serie de cosinusuri. pc intcrvalul (0. Tt). functiile :

a) J(x) = I, x E (0, h] ~i f(x) = 0, x E (h. r.) l

b) j(x) = cos x, X E (0. ~ l~iJ(x) = -cos x, x E (% . ,,) .

• sin 2kx, x E [0, ;:J.
5. S" se den'olte in serie Fourier functia j(x) = 10 - X in intervalul (5. IS).

Rc.zoluare. In a,cest caz folosiro formula (6) in care! = 5. A'rem

I ~15a, = _ (10 - xldx ~ 0;
5 5

1 ~15 nttx 1 nTt'>t' \15 l~:) n7tXa.=- (10_x}Cos<---dx=-(1O-x)sin-- +- sin--dx=O:
j 5 "'i tltt' 5 5 nJ't ~ 5

I ~15 nT:X 1 n1tx \15b
ll

-=- (lO_x)sin __ dx_--(lO-x)coS-- -
.5 5 5 nr. 5 5

I ~"'15 n1tx 11 10__ cos--dx=(-I)-.
n1t'" j njt

00

IO~ II 1 n7txDed 10 _ x "'"' _ (-1) - sin --. x E (5, 15).
" n 5

n=1

• sin {2k - l}x, x E [0, 'l't"J.

-=-sin2b.

[1-(- I)' cosa;'J.



12. ECUATII DIFERENTIALE ~I CU DERIVATE PARTIALE

b) Daell
mP ds,+'mO
problema re .,

a) DatA

6' Eeua

ile gmdul u;~

"1se Jium~te,

V. ~1

spunem

rl'duce ecuatia

1. Ecdatii~'

. i
a) Daell cj -I

b) DaeA cj i
1+ £0 1 - 0, a2% +~

1
~eua:~ 1;~eAsecj~

(X)

(7)

(6)

(')

(5)

(2)

(3)

(I)

Q(x, y)dy - 0,

(~ ~ (/(x)dx + C.
) glY) )

, Pix. y) P' )d'Y _ --- sau \x, Y x-
Qlx. y)

F(x. y. y') ~ 0, (x, y, y') EO DeR'.

12.1. Ecuatii diferentiale de ordinul intii

y' ~/lx)gly)' {"W X ,(X)Y,(y)dx + X,(x)Y,(y)dy - 0), eu g()') ,,0.

variabiJele;'~ = f{x)dx -?i solutia generala este
gly)

Aintegra ecuatia dilercntiala (1) en cambtia iuitia1il
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2, Ecua~ii direrentia1e de ordinul intii omogene

y = g(x, C) (explicit a} ; ¢(x, y, C) = 0 (implicitii);

x = h
1
(t, C), y = h2.(t, C) (paramctJ"icil), C fiind constanta rcala.

y' -/lx. y).

o ecuatie de fanna

ecuatia (7) se rhiuce la 0 ccuatie «Iiferf'ntialA. ell variabile separabile.

bode func~iile p ~i Q stnt functii omogene de acela~i grad. Cu schimbarea de fnoetie.

y = xu (x),

Se separa.

unde f(x, y) este 0 func'Pc data. pt' un domeniu DCRI.
Vom pune In e.,identi1 tipurile de ecuatii de forma (4) integrabile prin metOl1e dt"JJl('lllare.

1. Ecuatii diferenpale de oedioul intii. ell variabile sepa.rabiIe. Sint ecuatii de forma

inseiLmna a rczob/OL problema lui Cauchy pentru ecuatia diferenpaJa de ordinul iutii.

1. Ecuatii diff'rentiale de ordinu) intti rezoIvate in rapart ell y'

o ecuatie diferenpall de ordiuul iutii rezolvata in raport cu y' are forma.

unde y = y(x) cste 0 functie necunoscuti, se IlUmc9te ecuatie diferentiaHi de ordinul intiL Fumtia
y => <p(x), definita. 9i derivabila pe inter',raIn! T, care satisface F(x, q:>(x). (j)'(x)) = 0, X E I, se f1tlTlle~te

solutie a ecuatiei d.iferentia1e (ll. Graficul funqieiy = q>(x) se Dume!jite curb<1 integrnlii.

Solllt ia generaliS .. ecuatiei (1) po..te fi scrisa sub una din fonnele:



(21)

(20)

( 19)

( IS)

(17)

( 10)

( 15)

IH)

I 1.1)

( 12)

(II)

(9)

(10)

m

dm
= h(x) dx I'atunci ttl = m(x) ~i

x = X o + u, y = Yo + v,

y' + P(x)y' + QII)Y + R(x) ~ 0
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" = e- S "(~')d,T [C -+ f Q(x)cJ P\x)d.
T

dx].

P(x, )')dx + Q(x, y)dy = O.

("/' = cQ ,
c,y ex

~
I ('I

J'(x, y) = C, nnde 1'(x, y) = " ['(t, Ju)d! + " Q(x, t)dt.
:I. .!J.

I(ee Cl')_ _ _ ~_ ~ h(x),

Q (X l)'

y' + Pix)' ~ Q(x)y', a E R"., {O, 1),

. I I iQ (;p )' omdad, = g(y), atunei m = m(y) ~i -- = g(y)dy.
/) ~ ~ m

y' + l'lx)y ~ Q(x),

dad

V. Ecualla lui Riccati. 0 ecuape diferen1 ia15. de forma

ti) Ecualia lui Bernoulli. () ecuatie de ordiJJul int ii, de forma

6. Ecuafii diferentia1e liniare de ordinul intii. 0 ecuatie difcrell\ia]i\ de forma

fl.) Dadl. esle verifkat5. n'ntliiia

tiC nume~te ecuatia lui Bernoulli. ACt'usH'i,ecuatie se reduce la 0 ecuatic liniar:i. eu ajutorul substitutiei

de gradul UlIll in y ;;>1' st' lJUnH~$te eC\Ja\ie IiniarfL Solu1ia gene raJa a acesteia este daH'i de

b) Dad. eondit
ia

(11) rln cstI,' satisfacuti\., dar exista un factor illtegrant m(x. y) astfel di. exprcsia

mP lis + mQ dy este dlferelltiala totala a llllt'i funetii, atunei intcgrarea ecnatiei (12) se reduce la

problema rezolvat~ la pllnctul a). Se determina u~or factorul iutcgrant in urmi\toarcle dona cUZllri:

spunem C<'l ccua1ia (12) provine diHtr-o diferelltiala totaJi'i. SoJu1ia
s<'l gC!1crala este

rt'duce ecuatia (9) la 0 eClI<ltie en varialJile separabile.

1. Ecu:qii ("are provin din difcren1iale totale. Factor intcgrant. Fie ccua1ia

a) Daca. ci + ci .-: 0, ecuatia (9) este 0 ecuatie omogena.

b) DacA ci + c~ #- 0 ~i a = \ a1 _ b1 \ #- 0, atunci, eu %0,)'0 solut ie a sistcmului a1x + bl." +
a2 b2 •

+ c
1

- 0, Q2
X

+ 0:;.)' + c
t
'= 0, prin schimbarca de 'mriabilii ~i de funct

ie

'Ccuatia (Y) Sf' n~dtlte ]a (l ('nJatie omogcna.

c) Dadi ci -j c~ =f. 0 "i 0. = O. schilllbarea (k fHndie

(X)

15)

16)

17)

(2)

I')

PI

III

forllla

ordinuJ intii. FUJ)ctia

0, x E I. se nllnw~te

IntegralA.
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Re::olvare. Fie C curha scctiune a sup.rafetei cautate 'Cll phnul xOz. Asupra unei particule de licbid
de tllas3. m, aflate pc C, 'for ;:ll::ti.ona forte1e: mg (greuta.t.ea sa), ItH.o)tx (forta centrifuga. de inerp.e) ,I

yd,'
- -oi~OiII

,/1+

b)

Rezolvar,

Buolva,.,." ;
.oment dat I.

daca. m(t) este'

moroentul I +:

2. Sa se
active.

(26)

(211

(25)

(2JI

(211

(221I
Y ~ y, --, z ~ z(x)

z

y ~ xy' + '~(y').

x ~ .-<j;'(p), y ~ -pHp) + <j;(P)·

y ~ xC + <j;1C),

y ~ X?(y') + <j;(y'), ?(y'j ;$ y'.

12.1.1, Probleme rezolvate

y ~ g(x, y').

y"(x) = Yo + (X fIx, Yn~l)dx, X E [xo - h, Xo + h), ,. ... I, 2,
)x,

y' ~ P(x) ~i ded y ~ g(x, P),

11. Ecuatia lui Clairaut are forllla

Sohl~ia generala a acestei ecuatii cste

II. Ecuapi diferentiale de ordinul iotH, oerezolvabile in raport cu y'.
iDt~grabi1e prin metode elementare

8. Ecuatii de ordinul iotti, rezolvabHe in raport ell y sint de fonna

iar solutia singular5. este data. de

Se face schimbarea de funqie

transiorma ecuatia (21) intr-o ecnatie Iiniara.

Teorema de existenta ~i unicitafc. Fie ecuatia (4) cu condipa initial.1 (.1). Dadl sint satisfAoute

ipotezele :

ex} functia f{x, y) este continua in drept.unghiul (J); I x - x, I ~ a. IY - y,1 ~ b I

f3) functia f{x, y) satisface 0 conditie Lipschitz If(x, y) -- f(x, y) 1'~ l( Iy - y I, oricnre ar fl
(x, y), (x, .9) dill dreptunghiul j, atunci problema lui Cauchy (4) :;;i (3) admite 0 singura solutio

y = 'iI(x), definita rentru I x - "0) ~ 11, unde 11 = min (a, !!-), M = sup I f{x, y) !.
J11 J

l\-letoda aproximatiilor sllcccsi'/e arata ca solutia y = q:.(x) din teorema precedenta. este limita

:;;irului de fUlletii (Yn), dat de

Y. Ecuatii de ordioul intii, rezolvabile in raport ell x, slut de forma x"'" k(y, Y')· Acestea se reduc
la cawl precedent, daca. se in·...erseaza. robl variabilclor. Daca se ia x ca variabil1i dependentli.. iat" y

ea variabila independenta. ::;i deoarece x' = dx = -+, atunci x = k (y, -+) _l(y, x') are forma (21).
dy Y %

10. Ecuatia lui Lagrange. Se nume~te ecuatia lui Lagrange ecnapa diferenpala.

.
I. Sii sc determine suprafata de echilibru a unui lichid greu, turnat intr-un vas

cilindrie, care se rote:;;te eli viteza unghiulara constanta w in jurul axci cilindrului,
considera te ea axa 0::.

se nume~te ecuatia1ui Riccati. Dacli h(x) este a solutic particularn a ecuatiei (21), atuaci/schlmbarea

de funqie





Rezolvare. a) Folnsind substitllti;l y = xu, y' = II f- xu', outinem sutcesi.,,;
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Rezolvare. a).

v

+(-4
If;,

Solulia- generall

b) 1!L:-
0'

= -ctgy. Se

tuia este, dupA

Deci

-~(:~-7~;
numai de x. Av

no _ e" ~; nhl;":

j

1
Pri n Uflllare, 4

, :'-1

'ir ,~
b) n acest ca~

_ (2. - 6y') = 0.•

dVI', y)-.,
1

SeJlutia gf'nera:It
c~utata este Xl, -:'~

. i-l

8, Determinl
a) (x sin y ~

b) (l + Jx'

c) xy' dx

= 1.xy - 'by = O. q,

VI', y) _ ~: ('0'

I, ~) du = In I z I + In C,
u - 2

{h - l)rJx + (It -r" l)(du - dx) = 0 sau (, + __2_) du =
u - 1

___4_-_"_,-dll = ~~ rh sau ((~
(It - t)(1t -- 2) x ) It - 1

= -2 dx. Deci

(II _, l)~

1n ---- """ In CIt" I, (y - 2X)3 = C(y - x}3.
(It ~ 1)3

-71"-" 10 #: 0 Si~telnlll Jx - 7)' - J "~ 0, 7x - 3y,- 7 = 0 are solutia Zo =0 I,
-3

. , ,
Facind x = 0 ;;i Y = 1 in solutia general:!, obtlIlcm - = In 1 + C de unde C = -. Deci solutia

2 2

u + 2 [0 . 14 - I I = -2x + C sat! 1x + y + In(x + y - 1)2""" c.

7. Sa se integreze ecnatiile ell difercntialrl tutala :

a) (xm+ hy' +- ~)dt f- (y" +2o'y +;)dy = 0, m,;, -1, "';'-1

hi Zxydx-Z\"dx+x'dy-6x)"dv=O, \'(I)=~'
~ -'')2

Pu nind conditia initial<'l., obtinclll C -'" 0 t'i solutia part~clllar~ cerutil este y~ = 2x1 ln I x I.

b) Procedlm analog ~i dad y = XII, obtinen: 11 + (2)-;; - l)(u'x + u) = o. %(2J; - I) ..' +
+ 2u3/z =.0, -'- (2Itl/~ _ 1) dll = - ...!.. dx, Jill It I j- It-i/ll = -In Ix, + C, In IY 1+ (':')1/. = C.

2u3 J'I. x' . 1

6. S;t sc integrezc couatiilc diferentiale rcdllctibile la ecuatii omogene :'

a) Zx -j, y ~ (4x - y)y'; b) (Jx - 7y - .J)y' + 7x - Jy - 7 = 0;

c) (Jx + JY - I) dx + (x + y + I) ;!b-~c 0. f

I t I ,,2 )':1
xu' + U = H + ~. xu' = -. It rill = - dx, - = In I x J + C, -- = In I x I + C.

u U ;t' 2 2x :l

y2 _ 1
particulara este -- = In( 1 + e'l

2
ydy I 1

b) Proccdind sundar, ObtIIH'Ill --- = - - dx sau -In (1 + ),2) = -In I x I + In C, deci
1 + }2 X 2

x J 1 + )'" = C. Folosiud conditia initiaLi, a"'-em 1=c ~i solutia particulara este x j 1 + )'1 = 1.

5. Sa se integrcze ecuatiilc difcrcn!iale omogene :

a) y' c,~ yO + x' , y( I) = 0; h) y dx + (ZJX) - x) dy = O.
xy

Rezulvare. ECllatiIle sint de furma (9).

a) Este.o ~cllatie omogen[l. ell substitu~ia )' = xu, ohtinem

d.t + dy = duo EChatia capati. forma

Yo = 0; SuiJstitutia x = 1 + If, )' = 'I' implic'i dy = ~ i>i'ecuatia de·,rine (Ju - 7v)v' + 7u - Jv =
dx lIlt

=0. Se lace schilllharca de lunqic' v = u=(u), ceca ce conduce la soIutia gcneraUl (2'-I)I(Z+ 1)'u'=C
sau (v - tt)~ (v + u)~ = C sau (y - x + 1)2(y + X - l)~ c_,=, C,

c) r0 acest caz ;;) =~ 11 II = O. Efectuam schimbarca de fUllctie z + y =0 u{x). asHel ca-
13 3 .





tratata pm metoda corespunza.toare.
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10. Sa se •

)
, 1

a y +-y.
x

clutatA este,

asUel cA Y - ! ( '"
x ~.,

1 .
b) a. =-0

2

aera1A. I _ ex' +,~.

I
c)y+-,.

•1 .
" - - 'Z -. fl:x'"

_ (ex + .'t',

Ruolva,.e. a)

11. Sa se'

tolocuind tn ecua:

partiouJarA clI.uta

-3;

9, Sa se intcgreze ecua\iile diferentiale Imiare:

a) xy' - y +x = 0; b) y' + _2_ V~ 2x+2, y(O)
Xl _ 1~ w

c) y' + 2xy = x", y(O)=~'
2

Rero!vare. a) Eeuatia se serie sub forma normala. y' - ..!..y = -1. Dapa. formula (IS), obpnem
•

Inmultind ecuatia ell m =0 _1_. obtinem ecuatia eu diferentiaU totalll
sioy

(
_1_ +_3X2) dx -x c.osy dy -= O.
SlllY. "'tu2 y.:

~ (,,(xy)(x'y - x)] ~ ~ [xy' ,,(xy)J. deci 12xy - 1)" + Yix'lx'y - xl -
ox ay

. " , , . fL' - 1 d[J. dEC
= lXYt! + x2y~(.L, -xYf.l -!.L = 0, - _ --, - - - - , u - x)'.

!J. xy (..l. u

A~adar, In I J.L 1'= In I u I-I, !.L = u-1 sau !.L = Cry/-I. Deci ccnatia. eu diferential~ tolal1 are fa.m.

f(h + (x - -;) dy = 0 ~i

V(x, y) =- (X Yo dt +rJ!' Jx - -.!.) dt ""'" xy - In IY I - (,1'0)'0 - In l.vo~l).
)x. Juo ' t

1-; dx (c ~ -I: dXd \ I" 1x 1(C J -In I x I d ) IC I I I)y=e -e xl=e -e x=z-nx.,

si sollltia generaHi este _x_ + x3 = C.
. ;sioy

c) Se cauta un factor integrant de forma m(x, y) =::a l1(x·y). fnmultind ecuatia eu Il{-"Y). obtiDom
~Y~[J.(xy) dx + fJ(xy)(x·y - x) dy = O. Pentru ca aceasta. sa. fie 0 ecuatic en difcrentiala. totall: tre

buie ca

~
x (1 ) ~y cos, x ( xF{x, y) """ -.-- + 3t2 dt - x -.-- d' - -.- + x· - -.-'- + x~J
x. Sln Yo Y. S10

2 t 8m Y.SlllYu

Deci

Solutia generalA este xy - In I y I ""'" C.

d) Se eautA un factor integrant de forma. m(x, y) =0 fL(x! + y2). ~a. notam u{.... y) = Zl + ,...
tnmuitind eeuatia data. eu m(x, y) :::. [J.{u(x, y)). obtincm !J.(II(x, Y))[(x + v) dx -£0 (y -.) dy = O.
Pentru ca aeea.stA ecuatie sa fie eu _diferentiaHi totalA trebuie ca.

" "- (,,(y - x)] _ - [,,(x + y)J, deci -I' + (y - x),,' 2x ~ ~ + Ix + YI,,' 2"
~z ' iJy

IJ.' 1 dfL d" 1
;::--: = - ---. - - - -, In I fL 1= -lnu, fL = -'

fL. x2
M
+y3 IL H U

Eeuatia. Cll diferentiaIJ. totallt este x + Y dx + 1::....=...:... dy = O. Prin urmare.
x 3 + ya~ x 2 + r

V(x, y) 0=0 (.c t + Yo dt+ (Y ~dt::::l IuJx2 + y2 + aretg-=- ...... (lnJx~ + n'" an..~)
)xn tl + Y: )YI x2 + t2 Y - Y•

.,i solutia generalA este In J~2 + y2 + arctg ..:. = C. E""ident, ecuatia mud omogen.l putea fi
y





12. Sa se aile" cea dc-a treia aproximatie pentru solutia ecuatiei dilerentiale

y' ~ x' + y', in dreptunghiull x I '" ~. I y I '" 2
3

• cu condi\ia initiala. y(O) = O.
2

Rczolvare. Deoarece f(x, y) = Xli + r e9te un polinom in x ~i y, conditii1e tcoremei de existe[]tA
~i unicitate sint indeplinite. Deci cxista 0 singura. eucba. integraJa. a ecuatici diferentia1e ce trece prin

3 .
originc. Deoarece 11(x, y) - f{x, y) I = I y2 - ?~ I = IY + y I I y - y I ",; 1 : y - Y I. pentru IY I 0(

a

( -~' ~)
2 2

.1 _ :),
~i : >' I ~ -. rczult<1 di In rclat1a ~) a'"em }( = 3. Deoarece If(x, y) 1 :::0;; - rezultA cA M _ -

2 2 2

~i r}eci Ii = min (...!.. 2) = ~. Prin urmar~, existenta !ji unicitatea solutici ecuatici este asigurata
252

(
I I ) 1'" .pe intenallll -"2'"2 . Dllp~ meto( a aproxlmatnlor SUCCeSl',fe, aI/em pentru x E

Yo(x) = 0; Yi(Z) = (X f(-t;, yo(x)) dx = ex XZdx = ~ ;
)0 )0 3

\
' ( X") x". x' S'· r (X' x' 'Jy~(x) = x 2 + - dx = - -+- --:--; y~(x) = x 2 + ---.:- + ~-, I dx ~

<J 3 0.1 ) ,) (II

Oed JYr.

15.S

a) y

d) Y

RezolvaI"e. a) Notilld y' = P{x), din ecuatic rezulLl ea y = p! + 2p3. Dedlfind aceastA ecuaiie

<:j tinlnd se::l.lna de notana. Ia.cuta.. obtinem p = (2P + Gp'J) dp sau d,t' = (2 + 6P) dp. Prio unnare,
Y. ' dx

obtinem x = 2p + 3p~ + C ,;;i y = p2 + 2p3. Solutia. este obtinuta. sub forma parametriclL
. 1 lin-:

b) Ecnatia. este de forma (2-t). Facind substitutia. y' =0 P(x), obtmem y = - xp + -p .....u.
2 x'

I x - X o i :s;; h: rezulta ca pcntru exereitiul considerat eroon'a cste

5 x4 1)5 1
Iy(x) - Y:l(X) I :s;; - .33 • -. = -- x4• Ix I ~ _.

2 41; 48 2
135 1

DeLi eroarea maxima pe care () faccm inlocuind pc y(x) eu Y3(X) cstc I y(x) - v3(x} 1~ - • - « O,IS.
- 48 2"

13. Sii se intcgreze ecualia (I + y') clX ~ iJI + y' sin y -' xy) dy.

d) Y':

y = .Ja:

16;'

ordimd
tiei y,;

R..
_ aI'CJlb:l

Deci

1 •
y=-c

2

cj 1".

IY(x) - YIl(X) I :s;; AtK~ J 6 - X I'H1.
(u + 1)1 ' •

x~ x 1 2x11 Xl!>

y (x) ~ - + - + -- + ---'
3 J 63 207959535

Tinind scama cA eroarea de aproximatie este

Rezolvare. Se obserlfa c.i1 ecuatia este liniara in x:;;i dx. Schimhind rolullui x ell y. scriem ecuatia

in fllllctia x ca variabiLi dependenta

x' + _y_ x = sill Y • X = e~ ~ l:fJ' (ly (c + ( sin y. j l:Y' dyd
Y
).

1+)" .jl+y' ).jl+y'
I

Deci x = {C - cosy} rC'prczinta solutia generaLi. a ecuatiei .
.jl +y'

14. Sa se integreze eCL1atiile:

) .., 2 '3 b) 1, I ,.) .jY 2ya y=y"+ y' y=",Xy+-y"'~ x~-·--_·
, 2 %2' y' y'

•

derivare rezulU.

p ~ ~ p _ l:- .p' + (~ + _2_. P1~ sau (x' + 4P)(' dp - P dx) ~ O.
2 x 3 2 x:l ) dx
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en 'rariahilc sepacabile

2 2___ x= '

1'-1 1-1'

y = xy' + y";

.=

Reznlvare. Ecuatiile a) $i b) sint de tip Lagrange, iar eCllatiilc c) ~i d) de tip Clairaut.

a) Notind y' = p(x), rezu1U y = xp' + pf!. Deri"..-ind ig"ili'port en x, obtinem

dp clx dx
l' "p' f 12xP + 21') -, II' - 1") - ~ 2px + 21', - +

<Ix ell' elP

C _ 1 ~ y ~ cpt
(f> _ I)' IP - 1)'

b) y' ~ Pix). y ~ x (f.. + ~) , l' = t. + 3:- + x!t. (~ - 2.)' elP = <Ix , I' = xC ~i deci
2f> 2P d".2P' I' x

I " 2
Y = -Cx~ +-'

2 C
0) y' ~ Pix) => y = xp + p. => f> = l' + ell' (x + 2P) _ ~ (x + 21') ~ O. Solulia geucralA este

d.< elx
x'

y = Cx + C2, iar solutia singularl este % = -2;. Y = _p2 sall y = - -'4

d) y' ~ pix) => Y ~ xp + J 1 + J>' => I' ~ P + (x + p ) ~p sau -I> (x + I I> ) = O.,jl +1" elx el. ,1+1"

Deci wlutia getleral~ este y = xC + Jl + C3 , iar solutia sil1gu1ar~ este x = - .J~1+ p.

J)cci ,/-;:(2J'Y - 1)' = Cpo tnlocuind P en rclatia ee exprim~ OCU!il.tia. Q\ltinem

f = {yI/I _ 2y)Cy-l/I (2jY - 1)-2 sall (x - C)2 = '!:x:!y.

15. Sel so integrcze ecualiile diferenFale:

(
y' 2 Ja) y .~ xy" + y"; b) Y = X - + - ; c)
2 y'

d) Y = xy' + Jl + y".

6,/;: - I . elP J-_,-",'---C'- dy = _ • eu u(2u - l)2 = Cp, ell 11 = y.

2,Jy(2y - ,/iJ l'

O
. elf> <Ix c' . I •DacA x dp _ Pdx = • atunel _ ~ -. p = X ~l solutla. general~ este y = - Cx + C·,

l' x 2
PCTltru x3 + ~p = 0 obtinem se1utia singnlar1 x = (_4p}l/a. y = (2-f,{3 - 2-1/:J);f,/~.

c) Ecuat
ia

este de forma datl1a punctul 9. Nota.m ded y' = P(y), astfe1 cl x = yl/2p-l - 2yp-l.

D{'ri",il1d accastrt ecuatie in ra.port en y :,i tinind ~l!lama ea~ = -..!:.., ootinem ..x:uatia diferenpala
ely I'

1
"- ... 0 18

'if "

ecnatia

l.r - x I"·'I ' • •

· de existentl
e ce trece pri n

'r 3
',pentru Iy I .:E;;

a
M_~

2

1
)' = san x2 + y' = 1.

,/1+1>'
16. Fie ylr) = ,/ 1 arCSIn x. Sa SO formeze ecuatia ciiiercn\iaHi liniara de

1 _ 'x'
ordinul intii verifieatade Yl ~i sa se deduoa dezvoltarca in scrie de puteri ;1: fnne·
\id y" apoi a func\iei z(x) = (arcsin x)'.

RmZ,:"". Trel>uie s~ determinltm 0 relalie lntre funclie ~i elerivata sa. Deoareccy,J~
1=2 arcsin x, prin deriT.,are obtinem

y"J-l---X-'+Y' _-x =~~I~- sau (I-xl)y,' -XY1= 1.
1 1 '/l-x' ,/1-x'
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en inaltimca.

• ~tiina ca panta

, it panta razei

separablle :

". -y'. y(I)=1 j

-0; y(l)=B;

•

22. Sa se integreze eeuatiile diferentiale urm:l.toare. r-educindu-le mai lntli la
ceuatii amogene : •

)
• x-y b)' 1O.+8y ), 3x-~y+7a y = __ ; y = - ; c y = ;

y 7x + 'y ~x -; 5y + 11

d) .. = 2(y + 2)' . c) y' = -. + 2y - 5. f) )<' = • + 2y + 1 .
_ (. + y _ 1)' • 2. _ y + ~ • 2x + ~y + 3 •

g) y' = 2, - y -I- 1 ; h) (2y + x + I)y' - (2y + x-I) = O.
:c - 2y - 1

23. S,t SC integrcze eenatiile eu diferentiaIa totaIa :

a) Ix + y) dx + x dy = 0, y(O) = 0;

b) (y e"' - 4xy) dx + (xc"' - 2x') dy=O;
c) (2x _ Y + 1) dx + (2y - x - I) dy = 0, y(l) = I;

tI) (y' - 3.,') dx + hy dy = 0, y(O) = 1 ;

e) (2y' - 4y + x) dx + (4xy - 4x) dy = 0;

f) (x' +y' + 2x)dx + 2xy tly = 0;

g) (x' _ 3xy' + 2) dx - (3x'y - y') dy = 0;
2x 1h) _ dx +- (y' - 3x') dy = 0;
y3 y'

i) (x + e!y) dx + eX!Y (I - ~)dY = 0, y(O) = 2.

24. Dcterminind mai lnth un factor integrant. s'i se inte~reze eouatiile ciife-

rentialc :
a) 2xy dx + dy = 0; b) (I - x'y) dx + x2(y - x) dy = 0 ;

e) (x' _ 3y') dx + 2xy dy=O; d)-(eos x sin y + tg' x) d, + sin x e"S y dy = 0 i
e) (x'y + y' + 2xy) dx + (x' + x)(x + 2y) dy = 0; f) (x' - 5x + 6) dy ~

+ (3.<y _ 8y + x') dx = 0; g) (x' + y2 + 2x) d< + 2y dy = 0 ;

h) y(1 + xy) dx - x dy = 0; i) 2xy dx + (3y' - x' + 3) dy = 0 ;

j) Ldx+(y'-lnx)dy=O; k) (x+y')dx-2xydy=il.
x

25. Cautind un factor integrant de forma m(x. y) = !J,(u(x. y)). sa se integreze
ecuatiile diferentiale urmatoare:

a) (y + x'y') dx + (x + x'y3) dy = 0, li(X. y) = xy ;

b) (x'yO + y) dx + (x'y' - x) dy = 9. u(x; y) = xy ;
e) (y' __ x' + 2xy) d.' + (y' - x' - 2xy) dy = 0, u(x, y) = x' + y' j

d) (2x' + 3x'y + y' - y') dx + (2y 3+ 3xy' + x' - x') dy = O.
u(x. y) = x + y.

26. Sa se integreze urmatoarele ecuatii diferentiale de ordinul intii liniare:

a) y' _ L = ,,; b) y' +~ y = x3 I e) y' dx - (2xy + 3) dy = 0 ;
• • •

d) y' + _1_ Y = I + x. y(O) = 0; e) y' - y tg " = _1_. y(O) = 0 ;
~-1 . ~s
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f) y' - Y = -x', y(O) = 2 ; g) (1 - x')y' + 2xy = h, y(O) = 3 ;

h) 'y' - Y = -In x, x> 0; y(l) = I; i) y' + y = 2e'; j) y' + 3y = e";

k) y' cos x + y sin x = 1 ; I) y' _ -'_ y = x.
.;-3 _ 1

27. Sii. se integreze urmatoarele eculltii diferentiale Bernoulli:

a) Y'-.~y = -2xy', y(l) ~ 1; b) 2x'y' - 4xy = y', y(l) = 1;•
c) 2xy'- Y = --=-; d) Y dx +(x - ~x"Y)dY = 0;

y 2 .

e) Bxely = y(1 + xsin x - 3y'sinx) dx; f) (x'y' + xy))" = 1 J

g) y' - ~ y = ;; ; h) y' + 2y = 2xJY; i) xyy' - y' + ax' cos x = O.

28. Si se integreze ecuatiile diferenjio.le Riccati :

n) y' = y'- x' + I, Y1(X) ='x; b) y' -+y' - J~ = 0; )',(x) = _~;

c) y'- y'+ y tgx- _1_= 0, y,(x) = tg x;
co!';! X

d) Y'='::'y'_~y __l_, YI(x)=...!..; e) Y'+y'-~y+2..=O. YI(X)=~;.
2 x 2xa • xl x x~ X

f) (1 + "')y' - 4xy' - 2x(4x' + 3)y - ~x'(1 +- x') = 0, YI(x) = _1_ ,'.

29. Cil.utlnd solutii particulare de forma'indicaU., sa so integreze urm:\loarclc
ecuatii diferentiale :

a) y'+ y' +~ y + 3, ~ o. y,(x) = ::..;
• x •

b) (1 + x'jy' - y' - x'y - 2x = 0, y)(x) =" ax". n EN;

c) y' - xy' + 2x'y - x· - 1 = 0, y,(x) o~" ax + b;

el) y' +...!.. y'- 2 y - x. ~. 0, y)(x) = ax'.
x' •

3&. Sa se afle cea de- ... treia aproximatie pentm solutia ecuatiei diferentiale
/Y' = :>y, y(O) = I. pentm I x J " ~. I y - 1 i "I..

2

31. Sa se inte!\,reze ecuatiiJe Clairaut:

a) y=xy'+ y"; b) y=xy' +-!,; c) y -- xy' _ a(1 + y");
y

d) y=xy'+,; ay' ; e) V = xy' + cosy'; f) y=xy'+ay'(I_ y').1 + y'a ~

~. ~ se iIIterreze ecualiile La!range:

a) y = (I + ')x + y"; b):y = -:>y' - ~ y"; c) y = -x +(;: ~ :r;
d) y=--'-' e) y=2xy'-y"; f) v=--'-xy'+...!L-.

y' - 2 ' • 2 2y'
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33. Sll

a) y=

el) x = si

34. Aplie

a) y' = 1
c) Y'=2~

35. Sa 4.
a) (x - .
e) x dt

e) y' - .

g) y'(x

j) y'(x c:
I) (3x' +;
m) tg x"

p) Y =

36. Sa

a) y=

37. Fun'
caleuleze, f
tarii funeti





y".=:~.

c) % +

.b)
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a) 1 + () ')' =

a) y" - (y')'.

)(0) = y'(O'

d) 2y' +Y'

f) y' =X

12.3~,

C" i _ t, 2•• "".

c) y" - xy'" +~

e) 1 + (y')' = 2

g) xy"=y', y(

8. So. sc integ ,

6. Sii sc int

a) y"= - 1-

d) y" = 1 - (Y'1
7. So. sc intcgre1

a) (1 + x')Y"=~

ceuatiilc difcrentialc:
2x' ; e) y'''=lnx, x;> I, )(1) = y'(I) =y"(I) =01

(1+"1'
c) y" = -(1 + tg3 x), y(O) = 0, y'(O) = o.

5. Sa sc integreze

a) y" = ~ ; b) y"
•

~)'" sin 2x ..-u y 1=--,
sin" x

c) Curb.:'l. de eCllatie /til + Vll = 1 are reprezentarea u = cost, v = sin t. Ded
y" = sin e .;;i d)''' = y'" dt', deci cos t de = cos t dx :;;i x = t + Ct. Apoi dy' = y" d~.

y' .... -cos t + C 2 ' Deoar~ce dy = y' d.t'. rer.ultA dy = (-cos t + Cll)dt ,i

x = t + Ct. Y = - sin t + Cllt + Ca'

3. Sa sc intcgrczc ceualiilc difcrcntialc:

oj y" - 2y' etg x ~ sin3 x: b) y'''(1 + y") - 3y'y'" = O.

12.2.2. Probleme propuse spre rezolvare

Rezolvare. a) Punind ),1 = z(x). obpnem 0 ecuatie diferentiaH1. liniarA z' - 2: etl- x = sin' x cu

solutia y'{x) = z = C\ sin 2 x _ sin:x cos x. Dcci )I(x) = ~ (2x - sin 2x) - -.: SiIl~ x + C",
4 3

b) NotAm y(x) = t(x) :;;i obtinem pl/( I + p2l - 3p(p,)2 = 0, DacA acum notam P' = z(Pl.
. ,liz Jp J

rezulta P" = Z'P' = Z'Z :;;1 (leCI - = --- dP, de unde In I z I = - In( 1 + r) + In Ct.
z I-;_p2 2

~ = (1 + p!),;/' Ctl ~ = (1 + p~)"" C l , (1 + p3)-3/2 dp = C t d.t', iar sin (arctg P) = Ctx + CJ •

ct.

y' "'" p = tg(are sin (Ctx + Cll))' Folosind rdatia dy = Y' dx, obtincill dy = P dx = L (1 +p2)-3/1 dp,
C,

de unde y = __1_. (1 + pll)-t/ll + C
3

{ii x = _1_ sin (arctg p) _ 2.
Ct Ct Ct

4. Sa se integreze ecuatiile :

a) y" + y" = 1, y(O) = O. y'(O) =.)2; b) y" = 2yy'.

Rezolvare. a) NoH\.m Y' = P $i y" = I - p2. Din rehl~ia dy' = Y" dx rezuWi dx =~ si
1-1" '

oded x = -.!..In Ip + I I+ Ct " Apoi, din rela~ia dy = )" dx, rczulta dy = pdp , astfel cA
2 p-l l-p'

1 ,1 IP+IIy = _ -In I 1 - p2 I + Ca §l x = - III -- + Cl ·

2 2 P - 1

Din condi~ii1e initia1e se obtine p = J'2. care implica y(p = Jz) = 0, x(p =- )2) = 0, astfel

.ca. C
t

= -In (I + J2), Cll; :::::I O. Deci solutia cantata este

y = _ ~ In I 1 _ p' I, • _ ~ In IP+ 1 I+ ln( 1 + ')'2).
2 2 P - 1

b) NotAm )" = P(y) astfel di Y" = i'i. Ecua~ia devine

p dp = 2yp, de unde dp = 2y dy, deci p = y2 + C. sau p = O.
dy

dy I.Y " 1 IY-J~IDe aiei oDtinem - =- )" + Ct. ---:- arctg- = x+ Ca' pcntru Ct > 0:;;1 ,_1'1. -
<Ix Jc,..[G, . 2,-C, ,y+.j-C,

-1
_= x + C,. pentru C1 < O. Daca. C1 = 0 obtinem y{x) = --. Daca p = O. atnnci )' = C3•

X + Cll



>,:- 2: ct'~ x = sin' x cu

"
~ m notam p' = z(P),

~+ P') + In C" deci

p) = Clx + Ca. Ded

=: (I +p',-,I. dp,
•

IlA dX~~ ~i
1- P'

I astfel dl.
.,f

asHe]

6. S~ sc intcgreze ecuatiile difcrcntiale :
a) Y" = -J 1 _ (y')2 ; b) y'" = J 1 + y'2)'; c) y" = : y-"2;

d) y" = 1 _ (i)'; e) )"y3 = I, y (+) = y' C) = 1 ; f) y'( 1 + (i)2) = a y".

7. S:1' se integreze ecuajiile difcrenjiale:

a) (1 + x')y" = 2xy' ; b) xy" - ~ (y")2 - y' = 0, yeO) = 0, y'(O) = -1)
4

c) y" _ xi" + (i"}2 = 0; d) xy'4l - 3y'" - 4x
2

= 0;

e) 1 + (y')' ~ 2yy", y(1) = y'(I) = 1; f) yy" + y" = ;", yeO) = y'(O) = 1 ;

g) xy"=y', y(O} = y'(0) ~ 0; h) xy" = Jl + (y')2, y(1) =0, y(e
2
) = 1.

8. sr, se integreze ccuajiile diferenjiale:

a) 1 -4- () ')' = 2»" ; b) y" - ~ (y')2 - yy' = 0; c) y" - yy" = y2y ';
Y

d) 2)" = y"(y -1). .1'(2) = 2, y'(2) = -1; e) yy" + y,> = I, y(O) = y'(O) = 1.

9. sr, sc integrcze ecuatiile amagene in y, y', y" :

a) xyy" + x(y')' _ yi = 0; b) x2yy" = (y - xy')'; c) yy" = (i)2 +
+ y'J y2 + (y')2,

10, Sa sc intcgreze:
a) y" _ (i)2 + y'(y _ 1) = 0, y(O) = y'(O) = 2; b) y' + (y')' - 2yy" = o.

)(0) = y'(O) = 1; c) y" = (i)2 - y, y(l) = - ~ > y'(l) = ~;4 2

d) 2y' + y"[(y')2 _ 6x] = 0, y(2) = " y'(2) = 2; e) (yI3l)2 = 4y(~) I

f) y' = xy" + )" _ (y")2; g) y' = X(y")2 + (y")2.

(2)

(II

Ly = O.

12.3. Ecuatii diferentia1e liniare de ordin superior
,

I. Ecuatii diferentiale liniare de ordinul 11 ell coeficieati variabili. Fie..

unde a.(x), x E [a, b], i :::I> 0, 1.... , n, slnt functii cQati.nue ute. Ecuatia. diferentiaJA lini.an\ de

ordinul n , omogena., are forma

. 1·ly-J:::c;,/-
C, y+J-C,

;jtunci y = C3 •

1. DacA. Yl' Y2' ... , y" este un 9istem fundamental de solutii pentru (2), atunoi

{J)

CI. i _ 1, 2, .... n. mnd constante arbitrare. roprozinti. scMu:p.a gonerall a ecuatiei omGgene (2l·
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prin n ovadratu.ri,

Iu d&ci.",

( 10)

(12)

(II)

P3}

y, )'2 "'YII,

W(y,. y,. .... y,)- y~ y; ., 'Yn

yin- 1) J,~n-lJ . "y~n-l)
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K;Yl + K;"'z + + K;.yn = 0

K~y; + K;Y~ + + }(~,~ = 0

Ly = f(x), cu f(x) continua.,

2. Solutia general~ a ecnapei diferentiale neomogene

Eeuafia, omogenl, care admite sistemul fundamental de solufii Yl" .1'2' ••.• YN' este

Glide functiile Kj(x), 1" E::I I, 2, •••• n, se deduc din sistcmul

unde

fix) = ](,(x)y, + ](,Ix)y, +", +](,(x)y"

W(y,. y,• .. '. y" y) _ O.

ee obtine 0 ecuQtie tn necunoscuta t. cu orwnul miq:orat eu 0 unitate.

y(x) ~ y,(x) 'l(X)

reprezintA wronskianul sistemului de functii Yl' Y2' ... , Yn'
Dacl1 se cun~te 0 solutie particulam a ecuatiei omogene (2). fie acea~ta Yl{x). atunci prin

barea de functie

a..de yO este solupa generali1 a ecuatiei omogene (2). iar y este 0 soIupe partieulanl a eeuatiei
.ogene (6).

Metoda va1'£a;iei constantelo1' (metoda lui Lagrange) : dacil. se cunoa::;te un sistem fundamental de
solufii )'1' )'2' ••• , Y.. al ecuatiei omogene (2). atund 0 soJutie particulam a f':cuatiei neOffiGgene se
detenninl dup3 formula

••te

Ly = GoY(n J + a1y(n-l)+ ... +any 0::::: 0

!le C81lt~ solutii de forma .1' ... e'x. ajungfndu-se astfe1 1. ecuatia caraeteristicil

F(1') = aoyn + G1t'ft-1 + ' .. fan '0::::: O.

a) Dacll. F(r) are r:idadnUe reale ~i distincte 1"1' 1'2' ••• , 1'It' atunci un sistem fundamental de sollltii
pentru ecuapa (10) e~te

aetfe1 cli. 601utia generall\ a ecuatiei omogene (10) e~te

II. Ecuatii diferentiale liniure de ordinuJ n eu coeficienli constanti. 3. Pentru detf'rminarea
unui sistem fundam~ntalde solutii al ecuatiei diferentiale liniare omogene de ordinul n eu eoeficif'n1ii aj,

I _ 0, 1•.. 0, n, constanti





c) P~nem





f, (dr' + 48,.

I ' •__ 1 ~I'y

2

7. 55. se Integ
telor :

a) y" + 3)0'
f

Rezoluare. a) E
nile r l =- -2. "2 ::::;0

de forma j = /\l(X

8. 51 sr 10

a) y" - 5)'
y"(I) =

e) y" - y

g) yP> + 2.

i) y" - 4.1

k) y" - 2;

1 ,.JT__ +l __
2 2

1
4J. C,ot' e - T x sin ~

+ K; )5 ~ ==0 tg 'f,

- C )S r IIIIt~(i

;ii led K 1 = -eZ +
Solutla. ~cl1~ral.\ a.

b) y" + Y = 0
tkularl oe fr)rnl3.

g) ... + 2.-' +,

f3-T~+r-

x+ C.x! sin ...... ·
2

-'. =

c) ,\-,em r:l + ")
tste ) 1 = e-r. "! =
C. =- 1 ~i yO = xe-='

':I) t 7 T 3,-G +

C"

. dy' dx
Deci -- -- eu) ~CzI

y' X

Rezoh'Qre. a) Ecu.:ltia omogcnA .ata}ato1

,.C.llutAm solutia particulam j a ecua~ici neomogcne de aceea~ forma cu ,,0, Punind J'''' /(I(X)-+

I+ Zz(x). 1. obtinem cu metoda '/ariatici constantelor.'A; 2 + A; = 0, A';~ = 3x

Ded A'~ = J, K; = - 2 x=, astfcl d\ avem /{\ = :U', /(1 = _ ~.\3 $i Y = ._. Dec i solulla ge:.
2 2

I
ralA este ji = 1'0 + Y = -C

1
.t 2 + C.. + x3,

2 •

b} Ecuatia omogena asociatA cstc YO" + Y' = O. Puncm Y' = t ~i deci Y''' _ -I, asHe] cil. dy'_
= y'" dx ~i dy' E:;;" Y"dx illlplica

d" d'
-L.. = -L ; y" dy" """ y'" dy', y" dy" -. _ t di, y" "'" ± J C

1
_ (I,y'" y"

dt
.Deci dy' 0;::: y" dx 3rata c.'1 lIx = . Dcoarccc dy = Y' dx. rczultA

± ";C, - t'

t J-- Idy = ± -.=.=- dt <=> Y = =F C1 - j':!; + C
2

~i x = ± arc.<:in +
JC, - I' '..rc;

5. Utilizlnd metoda variatiei constantelor. sa se integreze urmatoarelc
difcrentiaJe liniare ncomogene:

a) x'y" - xy' ;= 3x' ; b) y'" + y' = sec x.
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Elimil1fnd paramctruJ t ~i renoUnd constantclc corcspunzAtor. oLtincm solutia gencrnl:i n. {'Cuntle

.mogene sub forma yO = [;1 + C, cos x + [;3 si~ x. CAutam solutia particulara ji a ecuafici neoll\ogt'oe
aub forma Y= }(1(X) + Hz(x) cos:r + J(3(x) sin x. Metoda variatiei cOIlstanteJor conduce Ja sl~tcmul
J(~ + 1<; cos :r + j{~ sin x -== 0, -I<~ sin I + R; cos:r IE: 0, - K; cos x-/{; sill oX = sec x, aSlfel c4

' , "I" - s;n x D . K I (• ")'ebfJnem J(t = secx, 1\2= - ,1\3=---. eCI J = In tg - + - ,I(! = -x, }{3 _ In jcos.r:
cos x 2 i

;ii Y - In I tg (; + ~) I-x cos x + sin x ·In I COS,1· I. SCllutia genf'ralcl a ecualil'i neomog('fle eSIl

y c::: (;1 + C, cos x + C3 sin x + III Itg (~ + ~) 1_ x cos x + sill X .111 J ('OS x I.

6. Sa sc integrrze ccuatiile diterentiale liniare cu cocficicnti constanti:

a) y" - y = 0, y(O) = 2, y'(O) = 0: b) y'" _ 5y" + 4y = 0;

cJ y" + 2)" + y = 0, y(Ol = 0, y'(O) = I ; dl y'" + 3y'61 + 3)"51 + y'" = 0 I

e) y'" - y" + y' - y = 0; fJ 64y'8> + 48y l 61 + J2y '41 + y" = 0;

gJ y'41 + 2y'3J + 3y" + 2)" + y = O.

Rezo!vare, a) Ecuatia caractcristicA r! - 1 "'" 0 are rA.d~cillile reale ~i distincce r
t
__ J, r'l _ 1~

nstieJ cA yO ""= Cte-
Z

+ C,e
x
. Din conditiiJe initialc obtinem e

I
""" C! ." 1 ;ii deci solulia parti~IlJ.rA

cantata. este yO IE: e-% + eX, .

b) Ecuatia caracteristica ,A - .51" + '1 """ 0 are rndacinile reale distincte r
t

.... -2, r, _ -I,
r. - J, "4 =:: 2. DupA (13) rczultA



1 . .f3__ -1--, ",_r,>r:::::I
2 2

_..!... .j3
+ Caxe 2 cos--. +

2

g) ,.4 + 21'3 + 3rt + 2r + 1 == 0 -» (1'2 + r + 1)2 == 0 => 1'1 == "2

1 . .j3 . •__ +1 __ {>1 Y "'"
2 2

I .j-
--:):t'. 3

+C1xe - 51O-- X.
2

c) A'/ell1. ,.3 + 2,. + 1 = O. "I = t'll = -1. Dupa (15) rezult~ ca sistemul fundamental de solut:U
esto )'1 = e-x, }fa = xe-x, ast1el cit ~ =- Cle-x + Caze-x. Din conditiile initiate deducem Ct

- 0 ..

. '. = 1 ~i yO = xe-=.
d),.7 + 3,.6 +}r5 +1'4 = 0 :=:>"1 ==r2 ="3=r4 = 0, "5=Y6=1'7 = -1. Deci

yO = C
1
+ CZX + C3x2 + C4x3 + C 5e-X + Caze-x + .C7,,,,2e-

x
•

c} r3 _ 1'2 + r _ 1 =,0 o¢:> 1'1 = I, "2 = -i, 1'3 '= i. Deci. duplt (14), a'''em

yO = CteI + C2 COS X + C3 sin x.

f) 64r8 + 48r6 + 121" + 1'2 =- O¢>r2i4y2 + 1)3 = a =:>r1 = 1'2 = 0, '3 = Yf = 1'5 = ~i. r.='1=2

1 .. <) x X ·x C . xC' X
_"I= __ l~lY =Cl+C2X+C3COS--+C4sin-+C5XCOS-+ ,x.sm-+ ,% cos-+

2 2 2 2 2 2

4- C.xs sin -=- .
2

sulutia gelle-·

x

,
7. So. se integreze ecuatiile diferentiale urmatoare prin metoda variatiei constan

telor :

a)/" + 3)' + 2y = 1~ e" ; b) y" + y = tg x.

Rezolvare. a) Ecuatia caracteristic:1. a ecnatiei omogene ata~ate este r
l + 31' + 2 c:II O. eli ddlci.

nile 1'1 = -2, 1'2 =- -1. Deci yO = C
1
e-2.t: + Cae-x, Cautam solupa. particulara a ecuatiei neomosen

e

de forma y =- I<l(x)e-2.t' + K'J,(x}e-"'. Dupa. (9) obtinem

K~e-ll'" + K~e-;;; = 0, _2K~e-u - K~e-"'= (1 + e"'rl

~i deci J{1 = _ e% + In( 1 + c'z"), K'!, = In( 1 + e"'), asHel ca y = e-
2Z

[ - e% + In( 1 + e2')] + e-4lJ.n{ t -flo e").
Solut

ia
generalil. aecuatiei neomoge.ne este y = Cle~2:Z; + C2e-s - e-;l: + (e-2

s + e-2:)ln(l + e"').

b) y" + y = 0 =>,.2 + 1 = 0 => 1'1 = -I, "2 = i ~i yU = C1 cos:x + C2 sin x. <:auta-m solupa p*r
ticulara de fornla. y = K

1
(x) cos X + K\l(x) sin x. Obtinem K~ cos x + K; sin x = 0, -K~ sin" +

+ K~cosx =- tgx, de node K
1

= sin x - In \tg(: + :) \. K 2 =- -005%. Ded y .... cos x sin.-

_ co, <InIt
g

( ~ + :) 1- ,in x cos>. Solu\io genemU\. a ecua\iei neomogen••,te y ~ C.oo" + .

+ C2 sin x -cos.\' InIt g(: + :) t·

est.'

8. Sa so integrcze ecuatiile diferentiale:
a) y" _ 5y' + 6y = 6x' - lOx + 2; b) y'" - y" = x. y(l) = I, y'(l) = 0,

y"(l) = -1 ; c) y" - 3y' + 2y = e3X(x' + x) : d) y(') - y(3) - y' + y = eX i

e) y" _ y = xex + x + x3e-X
; f) y" - 7y' + 6y = sin x 1

g) y(4) + 2y" + y = sin x; It) y'" - 3y' - 2y = lO(sin x + x cos x) - 8x· i

i) y" _ 4y = e'X(ll cos x - 7 sin x) ; j) y" + 2y' + 2y = xe-' + e-' cos x:

k) y" _ 2y'.+ 2y = 2ex cos x - 4x e sin x.
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•
Prin urmare,

rezulta

b) Folnsiln'

ata~ta acestei

mogene este 1
= CJx + Cr'

e) ...Ea,Cem

9. Sa se
a) 3x'y"

c) (3x +~

d) x'y"',

e) x2y"

"Rt::olva,.e.

ecuatia caract

este

j) Ecuatia.

a ecua1iei om

= xe-.t ~iJ2(X)

Se oLtine A =\

= e-""lele

k) Ecuatia_

+ C2e.1: sin x,
y = xe.1:[(Ax +
gencrala e teu

Solutia genera,

y ~ (C,~

i) Ecuutia

Deoarece l' = 2-'
Inlocuiml j'n ec

]
- -- ±

2

I
C 3 = - . Sollltia Ccrul,i {'slt: deci

e

+ 2.1'2 + Jx + J)e- X ~i y = yO + )"

]

~2'

I
- x(x3
8

D('ci, solutia general<'l a eeuatiei I1comogene este y "'" C
1
+ C

2
x -+ C

3

c""

I
j(x) = -x(x - I)e _ x _

4

d) Ecuatia carackristicA 1'
t

- 1'3 - l' + I = a arc nidacinile r
J

= 1'2

RezfJlva1'e. a) Avem y" - 5y' + 6y = 0, ell 1'1t - 51' + (j = 0 ~i 1'1 = 2, 1'2 = 3, astfel

y' c:::: C
1
e

2z

+ C2e
3Z

• Deoarece l' = 0 nu este rada-eina a ecuatiei caraeteristicc, cautAm solutia pa

culaca de forma y = Ax
2 + Ex + C. Deri.,am ~i inlocuim in eeuatie 2A _ IOAx _ 5B + 6Ax' +

+ 6Bx + 6C ::;:: 6x
2

- lOx + 2. De aiei rezultii A = I, lJ = C = 0 ~i dec! Y = x2. Solutia g<,ne
este y F C1C2z + C2e3Z + x 2 ,

b) Eeuatia earaeteristica 1'3 - 1'2 = a are solutiile 1'J = 1'2 = 0 ~i 1'3 = 1, astfcl c.1 Y" = C
J

+ C~t +
+ Cac.t". Deoarece r = Oeste nidAcina dublii pentru ecuatia caracteristic.i, conform eu (20), eAut.im

solutie partieuJara, de forma y = x 2(Ax + B). Derivind ~i inlocuind in ecnatj(., oLtillCIli A = _ ..!..

61
~i B = _

2

Din cnndild]e ini1iale deducem C, ~ -'-. C,
6

~i deci
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Deoarece l' = 1 es1e radacina dUlila pentru ('cuatia caracteristicA, dupa (22), se eaut;i solutia parti.

cuIarli de forma f = x
2

Ae
x
. .kezultA A = 1/6 ~i i = );2e:T:J6, iar solutia gf'llt'raJ5 a cCllatici n{'o01ogenC'este y = yO + j.

e) Ecuatia caracteristica 1'2 - 1 = a are rAdAciniJe r l = _ 1, r
2

= 1, astft'l cA yU = C1c'-z -I- CJlc•.

Sintem in cazul dtJ Cn J(x) = fl(X) + fJl(x) + Ja(x), unde fl(X) = xe, fAx) = .t, f
3
(x) = x:le-". Sf: cautA

.olutia de forma y(x) = Yt(x) + f2(X) + Y,1(X), eu YJ(x) = x(alx + btJcx, YJl(x) = (i:!,l' + bJ!, .i';J(x) ""
= x(u

3
,t'3 + b3 x

3

+ c3x + dale-x. IUloctlind pc )"';(x) ill ccuatia diferenlialii, ol,!iIlUIl in final sollltia'

f) Ecuatia caraeteristic<'i 1'2 - 7r + 6 = 0 are nid;'jeiniJe 1'
J

= I, 1''2 = 6 o\ii d{'ci yO = c1e + C
2

f: u ,

Slotem in cazul c1) ell IX =0, ~ = J ~i Pm1(x) ::;:: 0, P:,.(x) ::;:: I, astfe! col m = O. IJeoarcu' , ""

- rz ± i(3 = ±i nn este radAcina a ecuatiei carac1cristice, dupa (23) St' ia .f = A sin x + B cos.]'.

foIocuind in ecuatia neomogena, obtinem y = (5 sin x + 7 cos x)/71 $i deci solutia ,fwllerala a ecuatiei
ocomogene estc y = C1eS' + C2C6.t + (.5 sin x + 7 cos x)J71.

g) Ecuatia caracteristicA 1'· + 21" + I = 0 are Tadacinilc 1'1 "'" 1'2 = ~ i, r
3

= 1'4 = i, ~i deai

y" = (C
I + C2x) cos x + (Ca + C4x)sin x. Sint(>JJ] in cazu) e I ) ell IX = O. (3 = I, P m',(X) ;;::; 0, p;',.(x) 'E I

;;i m = O. Deoarece l' = ±i este riidacina duLla pentru ecnatia caracteristie<'l, dupa (24.), Sf' I..
j - .x~(A sin .x + B cos x). Se obtine A = - 1/8, n = 0, asHel cA solutia gf'llcrala a ('(:uatiei neonlOgene

Ieste y -= (CJ + Cllx)eos x + (Ca + C
4
x) sin x __ x2 sin x.

8
h) Ecuatia caraet('risticil 1'3 - 3,. - 2 = a are rcldclcinile "1 = r

2
= _ I, 1'3 = 2, astfel ca

y' - (e
l + C2x)e-'" + Cse

1z
• Deoareee J{x) =: fJ{x) + J2(:1:), ell JI(x) 0:=: lO(sin x + x cos x), f

2
(.:l) =

] x
y +

6 2

c) Solutia general a a eeuu1iei ornogene este yO = Clc'" + C2C2.... Dcoarece l' = 3 llll este solutieo
a eruatiei caraeteristice, conform cu (21), eauU'im solutia particulara de forma y = e~;T{Ax2 -I- lJ.'r + C).
! I . '. I B I C I ] . .n oculnd In ecuatle, deducem ,1 = -, = -, =. Occi so ut;a g('ncraJa a ccuatiel neomogtne

2
estc y = CteX + C~e2.r -I- (.12 _ 2.1' + 2)e3x/2.



54x - 69.. [7 l'.t") ('os.r + .~ - 2x sin x ..j--- 4,,:1 - U(t·2 -+
(~ -

5
YI') ~

.;. -8x', se caut'.s"loli
a

pa,tieola,' de fo"''' YI» ~ y,(x) + Y,lx). cu y,(x) = lax + b) sin x +
+ (ex + d) cos > ~i y,lx) ~ n" -+ fx' + gx -+ h. jolocuiud in eenalle , sc obllne, dnp' identificace,~ 2, '2 = 3, astfel cA.

, cAutiim solutia parti.

.IOAx - 58 + 6Axs +
1 = x2

• Solutia g{·neraIA.

1.., /_ t I () (y c,," cos ,~tl I + C)' sin ,j~ I ~ C,x,t, cos ,j~ In 1xI + C,x,t'sin ,j~O In I x,).
\1) Folosilll sllbstitlltia. (26) ~i reliltiilc (27), asHel d. obtinem Y - J)' --;.- 2y = e'. Ecua.t

ia
OllWg:t>oa

ata:;;atii acestci ccuat
ii

arc solut ia gCllcrala yO = Gte' + C2e
21

, lar solut ia particlilari'i a eC\lati(~i ue-a
mog

ene
e>te y ~ -Ie'. Deci. solulia gene,al' a ecua,iel ncomogene este y ~ C,c' -+ C,e" - Ie' ,,~

Ctx + ClIX:l - X In : :t' I·
c) Eacem "hi",ba,,'a d.. va,labil' I 3x + 2 I ~ e'. Denarece dx ~ ~ e' dt ~ ~ 13x -I- 2: dr.3 3

este

9. Sri sc intcgrczc unnatoarele ecuati i de tip Euler:

a) 3x')''' + xy' + 7)' ~ 0; b) x'y" - hy' + 2y = x;

c) (3x + 2)'y" + 7(3x + 2)y' = -63x + 18;

tl) x3y'" + 3x'y" + xy' - y = x, y(l) = y'(I) = y"(I) 0;

e) x2y" + 4.\)' + 2y = cos X.

Rt::ulrnre. a.) SulJstitutia I x I =._ e l ~i relatii1e (27) (,onduc 1a l'cuatia Jy - 2y + 7)' = 0, ca.re are
. I· ,f20

eCu"'1.t
i
a caracteri~tica 31'2 _ 21' --1. 7 =..-' 0 Cll dtdiicirlile Y1 ., = - ± 1-- . Prin lIrmare, solutia generalA.- J J

Solutia gCllera.l[j, cstl'

) ~_ (C, \- C,x)c-' + C,e" + (~ - x Icos> -+ [~ - 2X) si" x -+ ix' - 18x' -+ 54x - 69.

II Ee"a,la ea,acic,lstlca.' _ 4 ~ 0 a,c ",de"i"ile Y, ~ -2. Y, ~ 2, .,ilel ca y' = C,c' ,. + C,e

u

.

Deo,,,'«" ~ 2 ± I nu cste r.d'cln" a eeuat'c' camctc,btice, dupa (23).'c la Y ~ e'"(.4 co> x + B ,10 .r).

Inlocuiml III ccu~ttie, sl' obtine A = 1 :;;i B = J, astfcl di solutia gCllcralii a eCLlat
iei

estc

)' 0.-_ C
1
l'-2'< + C~ez", + l;"2

f
(cO!' x + 3 sin x).

j) Eeua,la camet..nstic' ..,Ie.' + " -I- 2 ~ 0 ,I Me riideceinilc Yu ~ - I", i. s"lo,la g..ne,"l~
a ecuat

id
"mog

ene
"te y' ~ C,e-' «.s' -I- C,e-' sin x. Denareee fix) ~ f,(x) + f,(x) , eu f,(x) 

~ xe-' ,if,(x) ~ .-x cos x, sc la .itx ) ~ y,(x) -I- .f,lx). cu y(x) = lAx -+ B)c-' + xe-'IC cos x -I- J) sin x).

Se outinc A = t, n = 0, C = 0, D = t/2. Prin urmare, solll't ia gencraH'I. a ecun1
i
t'i neomog

l'ne
este

y ~ e-'lC,e"," + C"inx + x + ~nl"x),
k) Ecuatia caraeteristica 1'2 _ 21' + 2 = 0, ell rihUicinile '1.2 = 1 ± i, implit';'j y" = C le" l'(,S;f +

-I- C,C. ,in x. Denarece Y ~ I±i csie radiiclnii simpl' pentrn ecualia caracted"""', dupa (24), ,., In
y ~ xe"[(Ax + B) en,' -+ ICx -t- J)),inx]. Se obline A = I, B ~ C ~ D ~ O. I',i" unna'c, ",lu\ia

gelleralii e l'cuatiei. ncoIllogl:nC esle y = c·t (C} cos x-+- C2 sill X + .x
2

cos x).

~ed)'O= Ce"+C "'• I 2(:"

0::: O. Deoareu· , c::>

0::: A sin x + lJ cos x.
·.tia gt'nerala a ('cuat1"i

tfeIcayl) = C + C +1 2·t"

\j form eu (20), eAutam 0>

• tie, OlJtill('lT, A = _ 2
6

(.r3 +- 3:rJ )/6.

~,ca yO = Cle~:r + C2 e-.

Ja(x) = x~e-". Se cautA

).= u~x + b2 • J'a(x) "'"
tlll£'m in final solutia

I .•./T
--+1--'

1. - 2

ne()m()gen{~

r = J 1111 estl' so}utie·

= c
3r{Ax 2 -+- J]x -+- C).

soJ1l1ia parti

a cCllutiei n{'(Jnlogene-

Solut ia particulara a ecuatiei neomogene l'stc Y """ -e' + 5t. ned

,'a Eo "4 = i, $i deci

.,(xj == 0, P;",(x) ::=: 1

, dupa (2~), se fa.
a ecuatiei ueonwgene

rezulta

Prin urmare, CCU4l.tia,
3"

I 3x + 2 l.y' ~ 3y, (3x + 2)'y" ~ J'ly - Y)·
capi'ita forma 9}' + 12y"'" -21 e

t + 60. Solut ia ecuat iei omogene este ),0

j,I» ~

e' + 51 ~ C, + C,13x -I- 2)-'" - (3x -I- 2) + 51n I 3x + 2 I·
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te are forma
tru determinarea
nte]or. Se cautlL

1"-' + X;x-1 = O.

'-x-I cos x. Deci

sa

1/+ xy' = I.

15. Sa se integreze ceualiile elifcrcntiale eu codieienli eonstanF:

a) y" _ 5y' + 6y = 0: b) y'" - 2y" - y' + 2y = 0: c) y" - 9)' = 01

el) y" _ y' = 0: e) y" - 5y' + 4y = 0, y(O) = 5, /(0) = 8;

f) y" + 3y' + 2y -- 0, y(O) = I, y'(O) = -I.

16. Sa ,c intcgreze ceuatii1c elifercntiale:

a) y" _ 4y' + 4y = 0; b) y'" - 6y" + 12)' - 8y = 0:

c) )'" _ 3ay" + 3a'y' - a3y = 0: el) y(5) - 4y'" = 0:
e) y'" _ y" _ y' + y = 0; f) y'" - 5y"+8y'_4y~cO, y(O)= y'(O)= y"(O) = o.

17. Sa so intcgrczc ccuatiilc difcrcnFale:

a)y"+y=O, y(~)= I, y:l~J=o: b) y(4)+5y"+4y=0;

c) y" + y' + y = ('); el) /" - 5y" + 17/ - 13y = 0; 0) y(4) + 2y" +y = 0;

f) y(5, _)ly(4) + SOy'" - 94y" +.I3y· +)69y = 0; g) y(4) + 4y = 0;

h) y(') + ~y" + 16y = 0; i) y(O' + C:'y(O-') + q)"fl-', + ,.. + C:y = o.

18. Aplieind metoda ,"ariatiei constantelor, sa se integreze ecuajiile eliferenjiale;

a) y" _ y = _1_: b) y" + Y = -.-; e) y" + y = ctg x; el) y"-Y = 1h x:
cosx smx

e) y" _ 2/ + y = .!- c" ; f) y" + 2y' + Y = x-' e-' ; g) y'" +y' = tg x sec 'x:
x

h) y" _ 6y' + 9y = +(9x' + 6x + 2) C
3I

; ~i) y" - 3y' + 2y = e
3I

(I + e
2I

)-'.

x

19. Sa se integrczc ccuajiilc eliferenjiale :
a) 3y" _ 2y' _ Y = x'; b) y'" - Y = x' - 1: c) )(" - 2y'" + y" = x

3
;

el) y(') _ y =x3 + x, )(0) = y'(O) =y"{O) = y"'(O) =0; e) y(7) - y3) =12x L
f) y" + Y = xe-I ; g) y" - 4y = x'e'"; h) y" - 5y' + 6y = (x' + 1)0' + XC'":
i) y" + 2y' = x'e-2I + h - 1; j) y" - 3y' + 2y = x'e":
k) y5) + )'(3) = x'e": I) y" + 2y' - 3y = he-'" + (x + 1)e" ;
m) y(') _ 2)'(3) + y" = e"; n) y'" + y" = x' + 1 + 3xo';

0) y'" + ),,, + y' + Y = xe
x

•

20. Sa se intcgreze eeuajiilc eliferenjiale:
a) y" + y ~~ cos x; b) y" + y' - 2y = 8 sin 2x; c) y" - 4y = e'" sin 2x:

el) y" + y' _ 2y = (-3x' - 23x + 12) cos 3x + (!lx' - 5", - 5) sin 3x;

e) y" _ h = e"[(4 - 4x) cos x - (6x + 2) sin x]; f) y" -) = e' x sin x:

g) )''' _ 2)' + 2) = e"(2 cos x - 4x sin x); h) y(') + y(3) = cos 4x.

21 . S:, sc integreze ecualiile diferenjiale:

a) y" _ 4y' + 4y = sin x cos 2x ; b) y'" - 4y' = cos
3

X ;

c) y(4) _ 3y" _ 4y = x' + 1 + e3I + 4 cos x; el) y" + Y = 2x cos x cos 2x I

e) y" _ 2y' + Y = sin x + sh x : f) y" - 2y' + 5Y = eX{x cos 2x - x' sin 2x)"
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'-,,,
De aid rezulti1•

slot 2') + 2', + l,

oj AdunlUll.',
amtii. elL 0 \Ii_
dollA, obpnem
grate prime e-
sistemnlui.

>, -

21 - ProblelllL

a)

RezolvaYe, a).

b) Sistemul

care prin integraie:

"

Rezolvare. a) De
de ordinul doi y~' 

. rezuita Y2 = -C1e-·
b) Deri'lind ntt"

,-~ + 2Ya' Ded y~' - 2
", = C1c-z + Cae'·, ,
obtinem Y; + Ya =
atie a ,sistemului

C. = L Solutia..cAn

(41

(ll

(2)

•

_, :r"),

atunci exista 0 solutie unidi a prol>]eltlei (1) $i (2),

"., ~). A = max sup If,(x, )'1' ,,-. Yn) I. Aproxi-
A i J

Ylro) = y~, X o E I, i = I, 2, .... n.

12.4. Sisteme de ccuatii difercntialc.
Sistcmc simetricc

y?)(x) = Y? --I- (X fi(t, YiP-11(I), __ ., y;~p-I)(t))dt, i = 1, 2, _. _, Jl. P = 1, 2. '"
)r.

o solutic a. sistemului normal de ecuatii diferentiale de ordinul 1nOi

Spunem ca am integrat sbtem1l1 dc ccuatii difcJ:cntiale (1) scris sub fOrllla sit1ldri,-a

<Cu /, functii COll.tillllC pc I x D, DC R~. este reprezentata dell fUllctii ordonate Y = (yttx), )'2{x) •.••

. "' y,,(x)), deri...abile pc I, care transforma. ccuatii1e (1) in identitati, pentru orice x E I.
Problema lui Cauchy pentru sistemul (I) inseamnA dctcrminarea acelei solutii a sistemlllui, care

'lerificft r:onditiile initiate

y(O) = J, y'(O) ~ 0.

DacA funqiile 1.(x, )'1' y~, 'j y,,) sint continue in pamlclipipedul inchis J: I x - Xo I ~ a,
I Yl -- Y? ! :::0; 'b l , i = 1, 2, ., n, ~i satisfac conditia Lipschitz

n

11,(x. .",. '.', .",) - f,(x. f" ",' .Y.)I " L 2: IY, - .YI I. i~" I, 2. ,". n, (3)
j=l

pClltru (x, Y1' "., Yn) ~i (x, f1' ,'. YnlE].
, b,

-definita pentru : x - .1'0 I ~ Ii = min la. A'
manta de ordinul p a snlutiei estc

22. Sii se integreze ecuatiile diferentiale'
a) x'y" + X)' - y = 0; b) 12x3y'" - 25x'y" + 28xy' - 6) = 0;
c) x'y"- 1xy' + 6) = x; d) (x + I)')" -- 3(x + l)y' + 4y = (x + 1)3;
e) (x + l)'y" + 3(x + 1)'y' + (x + l)y ~ 61n (x + 1) ;
f) x'y'" + 5xy" + 4)' ~ In x; g) x'y" - xy' + y = 2x, y(l) = OJ y'(I) =~ L

23. Aplic!nd metoda seriilot de puteri, Sfl se determine solutia pentru fiecare
din ccuatiile difercntialc:

a) xv" + y = 0, y(O) = 0, y'(O) ~ I; b) )" + xy ~ 0, y(O) = I, y'(O) = 01

c) y" + ~ y' + y .~ 0, y(O) ~ I, y'(O) = 0; d) y" + ~ y' + y = 0,
x x

dac\ am dcterminat n - I integrate prime indepemlente ale sale,

Inf<'grarea sistemelor de eCllatii dilerentiale se face Cll metoda aproximatii1or succesi'le, metoda

eliminarii, metoda combinatii1or integral>ile etc,

Vom olJtinc 0 combinatic jptevrgbilA daca yom gasi 11 Itlnctii f-l;(x1 , x 2' "., x.). i = 1, 2. ". n,
/I n

·astIel ca ~ f-liX, = 0, iar Z; f.lJ dX J este diferentiu.la total.l a fllnqiei G(x l , X 2' ., '. x.). Atund
i~ 1 j=l

'0 integrala prima este G(xl • x2 ' "x.} = C,





5. Sa/se in

a)
dXt.

x,(x, -~

e)
dx,

x~ .:.. s;;

1x- 6y

dz

i)

k)

m) 1 +./
6. Sa se

e)

g)

e)

a)

=---=

7. Sa 50

d.y, = y,_ Y
dx .

yjO' = b +
8. Sa sel

y\B' ~ 1 + ~zii

,,~3l.= 1 ~ ~:-21

"ie, = 1 + 2sfI.

Se obtine soluplt.'·

Y1= 1.f::

/

san )'ady! - .hdY2 = 2x dx
y~ + yi
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. (X
1 + 2x2, y~l) = 2 + Jo 2t dJ = 2 + x2 ;

Xl (X xl
\·0) dl ~ 1 + - , yj"(x) ~ a +, (I' - I)dl ~ - - x;

2 .0 3.x. Xli
1- -+-,

2i 36

y101 = ,I, y~O' = 2;

1 +~: 2t·2dt =
vel) _
" -

nltimeJe dona rapoarte obtinem <

dYll = dys san ~ = C
2

•

YII Ys Y3

Cete dou3 illtegra]e prime dan solutia genera1.ll. a sistemului.

3. Sa se determine primele doua aproxima(ii pentru solutia sistemului dy, =
dx

= X + y,y" dy, = x' - ;1 eu eonditiile initiale) ,(0) = I, y,(O) = o.
<Ix

R~.J91vat'e. Deoarece ft{x, )'1' "'2) = x + YtY, ~i 12{x. Yt. Y2) = x~ - Yr. dupA. fonnula (of) oht i
nem succe..<riv :

d) tnmuljim prima ecuatie ell Yl,a doua en "'2 :;oi adunA-m rezuJtatele:

, , 2 2 1 d( 2 2 2 2 d (2 2. 2z CY1Yl + YzYz = - (Y1 + )'2) san - Yl + Yz) = - (Yl + Y2) x san Yl + Y2)e = 'I"
2

5Ji fnmultim prima ecua~ie ell "'2' a dona eu -Y1 !iii adunam rezultateIe:

,i deci arctg 2:!... - Xli = Cll •

y,
e) Seriem sistemul sub forma simetricl

~_'__ = dys =~'J
y~ + 3yJY~ 2y: 2yiYs "

Din primele dona rapoarte obtinem 0 ecuatie omogenA

dy, ~..!.- (21)' + ~ 2l :
dYll 2 Yll 2 Yll

ao;tfel ca schimbarea de funetie u = 1:l,conduce la integrala prima Y~}'21(yi -+ y~)-l = Ct. Apoi. din <

y,

y~2}(XJ = 0 + ~: lt l
- ( 1 + t~ fl dt = -x - ~ .

4. Aplicind metoda aproximaliilor sueeesive, sa se integreze sisterriul ':' = Zxy"

dY2 = 2XY1. definit pc domeniul -1 ~ x ~ 1. -1 ~)'1 ~ I, -1 ~ Y2 ~ 1, ell
dx

condi(iile initiale ),(0) = 1, Y2(0) = 2.

Rezolvat'e. Deoarece11(x, }'t, Y2) = 2XY2 :?if2(x, Yl. Y2) = 2xYt satisfac conditiiJe (3) ~i 111(x. }'1' )'2)1 =

- jlXY2) ~ 2, 112(X, Yl' Y2)1 = I 2xYl I ~ 2, rezulta ca exista 0 solutie unitl a c;isternului definitti

pentrll ! x I ~ -.!... Aproximatiile solutiei sfnt :
2





c)

RezolfNJ,."

Vit~zele

2.

mental de'

rmruoind ~:'.'
"t

~lutia probl"

Din cele doul

relultA cA C.

(i)

(5)

(6)

(8)

n,

= 0, k = I, 2, ... , fl.

Y = yo + Y,

n

~ K,(xly'j ~ i,lx) , i ~ I, 2,
j=l

y~ Y~l Y;'2" .y;~

Yl Y11 Y12" 'Yln
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n

: =~ Q:Ax)YJ. i = 1, 2, .. " n, sau Y' = A (x) Y.

j=l

fi se num~te sistemul omogen asociat sistemului (1).

Solutia generala a sistemului amagon (2) este

"
dy, _ ~af/(x)YJ+fl~)' i= 1. 2, ... , n, sau Y'=A(x)Y+F{x).
t1x L..;

}-1

undo af,(x) ~ff(.t'} stot functii continue cunoscute, iar Y'~ (YI' Y2' .. " y,,)', F(x) == (flex), J2(x) .....
flll(x))' ;;i ..4(X) 5! (alJ(x)). Dacit f,(x) == 0, i = I, 2•.. " n, sau F(x) 5" 0, sistemul (1) devine

12.5. Sisteme de ecnatii diferentiale Iiniare

node C,. i = 1, 2, .. OJ fl, sint constantc arbitrare, jar Y, = (Yn, Y12' ... , YI,,)f, i = 1, 2, ... ,"
reprezinti1 un sistClll fundamental de solutii al sistemului [adicii un sistem de n vectori solutie pentru (2).
liniar independent]. Pentru ca n vectori solutie Y I = (Yill Y;2' .. " YIIl)t, i = I, 2, ... , n, sA. repre
~inte n solutii liniA.r independfmte este necesar ~i suficient ea determinantul lui Wronski W(Y l' Y!, ..

•.. , Y"t = det(YI1) sA. fie diferit de zero eel putin intr·un punet din I, intervalul de continuitate al
tunctiilor af/(x).

Solutia. generalA. a sistemlllui neomogen (1) este

1. stste.e de ecuatii difel'enfiale liniare ell coeficienti

unde ~ este solutia generalA. a sistemului amagen asociaL, data de (3), iar Y este 0 solutie pacticularA
• lIistemului neomogen (1).

Daea se eunoa.~te sistemul fundamental de solutii Y v Y 2, ••• , Y", atunci solutia particulara Y
8e poate dctermina eu ajutorul metodci '/ariatici cOllstalltclor. Se eauHi salutia particulara de lonna

unde functiile Kf(x), £ = 1. 2, ... , 11, sc detcnnin.1i din sisLemul

Dacl. se cunoa~te un sistcm fundamental de solutii, Y 1' Y 2, Y n, atunci sistemul de ecuatti
diferentiale (liniare ~i amogenc) care admite acest s'~;tem fundamental de soluiii este

12. Sisteme de ecuafii difercntiale liniare eu coeficienti eonstanti. Sint sisteme de forma (1)
pentru care ajJ(x) = canst. Pentru asHel de sisteme se poote determina un sistem fundamental de salupi,
duttnd salutii ale sistemului amagen de ecuatii (2), de forina





• "~A

Pen

SoJulia

11 ~ 1Ct:

Pentru '1
+ Us = 0
la 0 siogu
briee (3)

<led soIuti

algebric (
dentA.. t11

,

Pentru j
.II.-A,-1

:'1
trei rAdAcin~

a sistemulet
I ,. 0= -Cle~

h) In ~

,1
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are forma At - A z + As = O. --AI +- JA I - All = O.
Az = O. Aa = -1. Deci 0 50Iu~i~ a !,l;.;telllului eOlJsiderat

I

- 1 = 0 eu ·1'1 = 2. Yll = 3. "a ~ ~.

3 - r1

;-, -1

-1 5-1'

1 -1

Pentru "1 = 2 sistemul algebrie (9)

At - A, + As = 0 ~i are solu}ia Al = 1.

este Y. - L},·.

Rezo!vaTtJ. a) Ecuatia earaeteristiea a sistcmului cste

5. Sa se determine solutia generala a sistemului:

a) Y; '>y, - y, + y,. y; = -Yl + Sy, - y,. y; y, -- y, + 3y,;

b) y; y, + YJ' y~ = )'3 + Yl. Y; = Y, + Y2 ;

c) Y; = - y, + Y2' y~ = - Y2 + 4Y3' Y; = Y, - 4Y3 j

d) Y; = -2y, + 2y, + 2Y3' Y; =-lOy, + 6y, + 8y,. y; ~\y, - y, -- 2Y3'

RezolvaYe. AplicAm metoda eliminarii. Derivam prima ceuatie ~i obtinem Y~ _ -y;'. flliocui.nd
to cea de-a doua. eeuatie. obtinem ecuatia de tip Euler x!y~' - 2Yl = -Xl In Jr. Rezolvind aceastA

ecua~ie, obtinem Yl = Ctx- t + (Cz- ~ lnll x+ ~ In x) ;\~. Din prima ecuatie re~ult.1 Yll = l-y~_

I + Ctx-I - 2Czx + !-In!x + ''::''In x _..:. .
3 9 9

y ,

fanneaza' un sistem fundamental pc R. Sa se scrie solutia g{'ncral:1 a sistemului.

Rao/vart:. Se '1crifica. u1;'or eli Y I • Ya .;;1 Ys sint solutii ale sistemului de ecuatii. J)eoarece

We Y 1' Yl!I' Ya) = -4e-l
% oF 0, "Ix E R, cele trei solutii fonneaza sistemul fundamental de solu~u.

Sistemnl de ecnatii fiind omogen, rezult.l c<1 solutia sa general! este datA de formula (J), deci

Yt = 2C1C2J1 + (2x + 1)C;Je-2z - C~e-:u, Y2 = -e1e!" - 2xC2e~l. + ClJe--I .. ,

}'s = -lCte t '" + (2'x + l)ClIe;-:l>: - Cae-I".

4. Sa se integrezc sistemul de ecualii difercnlialc y; = -)', + I. x 2y; =
~2y, + x' In x.

3
Rezolvare. Deoarece W(Y1• Y2) = - - e-lls i' O. rezuWi ca sistemul de solutii este Iiniar tude-

. 2 .

pendent pe R. "Dupa ecuatiile (7) sistemul de ecuatii difierentiale este

Y, _ie-foS _7e- 7% Y, -2e-f -" 7(':-72'

y, e-f '" e- 7 '" y, e"t'" e--7'"

= O. ~O

y, ~e-U _e- 7:& v ....!..-c--·., _e-u
2

. ,
2

sau 'Y~ ~ -5Yl + 2Y2' y, = )'1 - 6Y2"

3. Se considera sistemul de ecualii diferenliale y~= -9y, - 12y, - Sy,.
Y; = Sy, + 6y, + '>Y3. y; = y, + 4Y2 + Y3' 5:, se arate ca solutiilc





10. S" se iIit '

a) y; = y, +1,

c) Y; = 2y,

e) y; = 2y,

f) Y; = 3Yl

g)

h) y; = y,-
i) y; = y, -'
11. Aplicind ...

diferentiale :

a) ), = - 3<

c) .,,; = b.h' ~

d) y, = y,

e)y~=4)1

f) y = - y

g) )~ = --y,

8, Sa se COOS

sistelne fundame

(

COS'
a) Y, = ,

sm

c) Y, = G)~1
9, Aplicind ~..•

x'Y; = - y, -';;
riabiHi x = - -',."

•

1
D=-,

280

H ~ 6S, [= 47
247 286

159

143

328

D~215, C=
247

(

-CO"' - sin X) (COOX - sin XI
=e

x
-2~osx ±iez -2Sinx),
-SIll X cos x

F=~, G=~~.
143 280

31

70
A

Penlen " - 0 oblinom solnli. Y, ~ ( - n, Pent," "'3 ~ I of> i, oblinem

Ded solutia generalA e!'ite

7, Sa se integreze sistemul de ecuatii diferentiale

y; -iYJ + :ioty~_ -;::42Y3 + 2e'x, ); = -:h - lOy, + 6y, + 50",

y; = 4y, + lOY. - 18Y3 -+- 8elO',

Rezolvare. Sistemul omogen asociat are 50lutia general<l

6. Sa se integreze prin metoda variatiei constantc1or siskmul de ecuatii dirc-,
rentiale y; = y" y; = Y, + eX + e-X

,

Solutia generaIA a sistemului de eC~Jatii estc YI = C1 + C;!e"'( ~cos x _ si:1 x) + Csc"'(cos x _ sin.\.
Y.I = -Ct - 2C2 ezcosx - 2Ca e"'sin x, Y3 = 2et - C2 cx sinx +- C

3
e'"cosx.

Re::olvare. Procedind tn. Ia exercitiul anterior, obtinern s0Iutia gcueralA a ')istcmului olUogen

asociat y; = Y2. Y; = Yl suh forma >'1 = cte + C:lc-:lI, Y~ = C1cz - C2c-"'. C[iutam solutia particulara
a sistemului neomogen de forma .PI = J<l(x}e.t: + K2(;~)e-Z, .Y2 = K 1(x)e - J(2(<:jc':'". in care funqhle
Kt(x) !1i !(~{x) '/crifica ccuatiile !(; eX + K~ e-x = 0, g; c'" _ J(~ c-Z = e E + c--". Obtinem

K,(x) _

CAut.1m 0 solutie partic~l!ara a sistemuilli neo!U0'jen in~tial de Iamn "vl _ ,.Je4~ + Be1. + eel",
1. - Def.~ + Ee77J + Fe10z'.Y.1 ::::> G~tz + Hen + !elOZ. tnlor:uind ~n sistr':flllli df: e<:'UOl.tU, prin idcntiI.icare
obtinem
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2. Sa'

R..01

a)

c)

prime dis

functional .

X._1 <.....-- ..
'.

'- C._1 fu

(41

P)

(2)

(II

iJuu)-_
0'.

x 21 ••••• x••

ordinul intii
I

= dx".
X.

WI = dX:a =
Xl X z

Eeuatii eu derivate partiale de
• liniare ~i cvasiliniare

12.6.

Soluti a generaUi. a ecuatiei eu -dc~ri'Jate partia1e (1) are forma

( l
ou X.( ,ou "( iJu 0

Xl Xl' x
2

' ••• , x" -- + 2 Xl' x." ... , Xl> -- + ... +...,." Xl. X z• •.. j xJ -- - ,
aX

l
~ aX2 ax..

uncle u este functi-. nccunoscuta, iar functiile reale X,. i = 1, 2, .. _. n. slut continue ;iIi.cu derhTatll

partia1e continue pc un domeniu DC R" ~i nn sint· toote identic m:1e.

Sistemul caracteristic a~at -ecuatiei (I) este

Se nume~te ewatie ell derivate partiale de ordinul inHi liniarj, ~i omogenA 0 ~cuatie de forma '

unde ([) este 0 Iunctie rcala cu derivate partia1e continue pc un domeniu din R"-l. iar Fl' F 2 , •••• F._I'
stot n _ 1 integrale prime, indcpendente functional, ale sistemului caraeteri...,tic (2).

Problema lui Cauchy pentru ecnatia ell derivate partiale (1) inseamni\. delenni.uan;<t acelei soJutil

a ceuatiei (I) care verifka conditia

12. Aplicind metoda variatiei constantelor, s1 se integreze urmatoarcle sistem.
de ecuatii diferentiale:

a) y; = l1y, + 16yo + 1 + x, y; = -2y, - y, - x + I :

b) y; = y, + x, y; = Y, + c', y,(O) '--1, )',(0) = O.

13. Cautind 0 solutic particulara prin metoda coeficien\ilor lledeterminati,

so. se integreze sistemde de ecuatii diferentiale:

a) y; = y, -.y, + 3x', y; .~-4y, - 2Y2 -1- 8x -1- 2 ;

b) y;~. -5x -1- 2y, -1- 0". y; = y, - 6y, -1- e" ;

c) y; = -2Y1 - y, -1- sin x, y; = 4Yl -1- 2y, + cos x.

14. Cu ajutorul seriilor de puteri sa se integreze sistemele de ccuatii difcren\ial.

a) y; = .<Y, + (1 - X2)Y2' y; = y, - xy" y,(O) ~ I, y,(O) = 0 ;

b) y' ~ _'_)' -1- _1_" )'; = 1 Y + -'-'- V
1 1 + XZ 1 1 -+ Xl ~ 2' - 1 + x2 - I 1 + x' v 2'

funet ia ep Iiind GOntinua. ~i eu derivate partia1e continue.
D ?tie ell deri·"a.re par-pale de ordinul intii c'Iasi1iniar~ este 0 ccuatie de forma

\









2.2. Matrice

5. a) Incompa9-~
+ 5y) /6, " = ., " .,

6. a) Xl = 3, XII .... ~}

c) X ~ (~) .a.j
minat cu solutia "*'1~
minat. D~ A""",'"
).,00-'= l"ia=b=·;~ .

y I~

tibit. 10, a) m = ':"'~

11. a) 1) • ~ (13~j,
ncdeterminat; b).~

1
x a = a, a E R; O)I~

x. = b, 'a, b e R.q
;;

x, = :~~. '~p~~~
)

12. a) Lilliarl
independent; f) ~
+ A. = O. 14. al~
pendenp: l7(.. -t;

~,

(

' 2 -1 0.1

18. a) -1 1 91
-13 1'!
-31 9 ~

20. Se g{;rie det A eej
;

de forma bjt = i3i.
t -~~

- -'- P,P,. 21. .);1
ddA ,-~

A poi 5e seade prima ~

. ,~. ~

2.3. 51steme d4

~ rang A = 2; c) Aj

1

mug A = 3, ia.r Pe!

\j
15. Hangul este: a) 2;.

(

. !

13). '.-18 '

-1)
~~ ;

ab(b - aJ)
0 2 _ hI l

b-a

o

lL

-10

2

a - e

acta - c)

o

_~). I!. C~ (=~ -~),
3 -6 1

(~ ~ ~) d) 3'-1 C 1 }
eJ 2)1-1

-:),y=( ~~
-5 -10

(

-3
1 3 1 1

13. a) - ( ); b) - - 2
11 -5 2 8

-2

(10) (-1o 1 san X = 0

-SiOPX);
cospx

(

61

14. a) X ~ -20

5 1

334

(
1 P);b) (c~sP'o 1 smpx

C~-l c~+l .. 'C~~_2)
C"-l Cp-l cp - 1

1'-1 P ... tI+p-S •

. . . . . . .
o o . ..c~=i

-: 2~); d) 1 (b::e~ e:)
(b - a)(e - a)(e- b)

-2 -12 e-b

-~ =:j
-~ -1:

b) en at + be = 1 sau X =
-a

63 + e3 4b .e

29. a) b)
0 1 0 0.. cit + a3 be
0 0 1 9

•• be _II + all
0 0 0 1

a!+b3 +cll +4Ill 0

c) ]}'III' ~

D _ -C. 12.•)

" (:~'

01 -~(=::16
10

( (~ :
e)

-1 -1

2 1

7. x= (-1 2), y = ( 2 -1).8. Fie A = (aj/)' B = (bo) cu bj1 = bfj ~i C = (cli ) cu
o 3 -3 0

clj = -c/" Atuaci A = B + C =::> 40 = hj1 + ell 1;'1 ded Qj( = h ji + cJ( = bo - cfj. Diu ultimele

dOt1:" rela~ Qbp.nem blj = ~ (ao + ai')' cil = ~ (ao - all)' 9. d) X = (: ~, ~i X2 = E =>

o .'+~+~+~ • •
o 0.3 +, blll + c2 + d'J. 0

o 0 0 all + b2 + cll + d3

31. aJ, ~J, e), d) : liniar independente; e} liniac dependeDte; f) pentru )., E R "'" {-.3, l} siut
liniar iadependente, iar pentru )., = - 3 sau )., = 1 sint liniare dependente.

32. aj Dezvoltind dupli. prima coloanJi" obtinem DII = 2"~1 + Dn_ I . Dei:luccm D" = 2·~1 +
+ 211-:.1 + ... + 2 + 1 = 2" - 1. b) Similar obp.nem Pfl = _,,-*,"-1 + POl_I' de unde P II = a"x"--1 +.
+ a~ __1.vll~2 + ... +.I'*" + ao'

24. w J = -ro-l, w 3 = 1 => D = -3(,). 25. a) 5e scoate -1 factor de pe Hoia a doua ~i coJoana &

doua. b) 5e scot factorii 0, b. c de pe cele trei coloane. c) 5e adunatoate Hoiile Ja prima. d) 5e scot
fact.rii. , b, C de pe coloanele 2. 3 ~i .of ~i apoi se inn:lUlt:e~te linia a 2-a, a 3-a ~i a 4~a en be, C4 IIi ab

r.pecti·". 0) 5e descompune determinantnl din membrul doi in suma. de detenninanti. fJ 5e inmuJtC-\lte
prima eoloanl eu abe IIi apoi se scot factod de pe linii a, b, e. 26. Se apliea. aceea!jli metodA. de rezo!,

vare ea. In ex. 6. pentru determinantul Vandermonde. 5e obtine relatia de recurentA V:(al' °z'···'

•••• 41:11) = (/It - 4t) (as - a l ) .•• (a1:ll - all {V~_l(all' a 3 , ••• , 4 11) + "lV._t(all, "a' ...• "II)}' de nude
V~(.I' AJ•..• , c.) = (al + a2 + ...+ all)' V.(al' alii' ... , "II)' 27. a) De exempJn, se folosesc pri
mele d.1Il U.ii: ,. b) 665. e) Dupli. primele trei Hnii: 128. d) Dupa. llltimele denA. huii: 1000.

1 0 0 0



-Una ~i coloana a
'prima. d) Se scot

,:4~a CU be. ca $i -a6
. f) Se i nomlt~te
. metod~ de rezol

tl V:(al , a2•••••

-II)}' de unde
, se folosesc pri
;deui Hnti: 1 000.

o

•
o

d'

sint

D. = 2/1--1 +
Pn = a 7lx"-1 +.

;rCIJ• Din ultimele

'*1 ~i X 2 = E =:>

;'(~ -2 -3)
-2 1 5·

. 3 -6 1

(: 1 :)

~n;

ab(b - a) )
a2 _bl J

b-a

1J} ..
-18 •

15, Rangul est.: a) 2; b) 2; c) 2; d) 2; e) 4; I) 3; g) 4; h) 4: 16. a) Pentru ).~~ sau ). = - ~3 2

mngA=3, iar pentru AE'R"'.{- ~, 2~}, rang A =4; b) Ai'3=>rn
n

g
A

=4;).=3=

"" rang A = 2; c) A '" Z => ran~ A ~ 3; A = 2 => rnng A = 2. 17, (~~ =: -:0
6

6
) .

\ 18 -8'

18, a) l' -~ -: : :j; bj l : =: : :1; c) (_: -1: - 1: - ~l' 19. 'P(A) :.. o.
_ 13 4 Z 1 _ 98 22 3 1 ~ - 11 10 - 3

-31 9 5 3 _75 17 2 1 -1 3 -3 1
20. Se scrie detA ca. 0 sumA de determinanti. Penteu determinarea lui A-I = (b'/) se cautl b

u
n

de forma. bit = .1'8
/t

+ yPIPt . •Deoarece A· A-I = E => -~ ajjb lt = au, d~ucem bjt:::::cl at); 
j=l

__.1_ PiP);. 21. a) in det C se actuna mai intii toate liniile la prima ~i se scoatcl fa.ctGr s+n,..
det A n·

Apoi se seade prima coloana din toate celelalte. b) Se arata ca ~ aubjl; = au,·
j ... l

2.3. Sisteme de ecuatii aIgebrice liniare

5. a) Incompatibil; b) Xl = -2. x
2

=2, x3 = -3,"t = 3; c) Xl = (2 + y)f3, xl=(I+3«.-~+
+ jyl/6, X

s
= IX, X. = ~,.XIi = y; d) Xl = 19/2, ~'2 = 26, .t'a = -3, x, = 0, x5 = j; 0) IncospatlD••

6 a) x, = 3, x, = 6,x, = -1; ~) X,= I, x, = 2, x, = I. 7. aj X = ~ (~): b) X = (~) I

c) X = (~) • 8. x, ~ I, x, = 3. 9. a) rang A ~2, rnng A~3, incompatibiL 1» C.",p.tilIit de',,

minat cu solutia Xl = 3, X2 = 2, x
3

= 1. c) Pentru ). E R""{ -3, 1} sisteroul este compatHtU dete:r
minat. Dad\. ). = -3 ,i b + c + d + a = 0, sistcmul este compatibil simplu nedeterminat. Daol
A .= 1 ~ia = b = c = d, sistemul este eompatibil triplu nedeterminat. tn rest sistemlll e~1e illcompa.-

. 4 7
tibil. 10. a) m = -I ~i m = 1; b) m = 3; c) m = 2, n = 1,p m = - , n = - : d) 8n + 6!j m= 70.3 3

3
11. a) 1) IX = (13~ _ 34.)/14 ~i ~i= 1; 2) IX = - - ~i ~ = 1; sistemul este compa.tibiJ. !Jimpm

2

nedeterminat ; b) IX = _ 7, fj = _ I, m -= 14, n = 3.. !i'i solutia Xl = (8 - Ija) /5, Xs = (1-1 - lCk) /:i.
5

x
3

= a, a E R; c) 0: = 2, {3, = -12, m = - 2 ;;i solutia Xl = 2b - 2a, x2 = (1 - b)J3, xa = ••
17 13 39

x, = b, a, bE R. 12. m = -5 !i'i Xl = - - a, x2 = a, xa = - a, Xt = - a, .. e R; m = 2 ~i
12 12 24

Xl = 2a, X2 = -a, xa = 3a, x. = a, a E R.

2.4. SpatH vectoriale

12. a) Linia.r independent; b) Hniar dependent :8vl - 7v2 + 5ua = 0; tl) - ...,. -. e) liniu
independent; f) liniar dependent: -AI + 2.1 2 - 3Aa = O. 13. A = 11, Ii = 3 ~ -2..4 1 + 3.4

1 +
+ A

a
= O. 14. a.) 'b) liniar independenti; c) linmr dependenti: 'U-t - 3v1 + ". = .; d) tmiar de

pendenp.: 17("1 + ,,») = v
2

• 15. a) ])a.: II = -4vl + 2v2_+ va; b) Nu; c) Da.: - = -111 + 1111 +
2

°1.
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16. <L) X = VI + lOu, - 6v" y = 6vt - 5v. + va; b) v = (2uI + Va - 4v, -+- 3vl1l ) /6. 17. a) Liniar de
pe.ndenti : -11v1 + Ju, + o1va + -iv, = 0; VI' Va' va; b) liniar dependenti: va = 7112 - 2vl ; VI' v,I
c) lilli:!'l' independenti ; 'ded formeam baza; d) liniar independenti; formeaza bazli.. 18. Dimensiunea

este trei; bad. VI' V" v4 ; Va = -2vll + -iv4 - vl> Vii = (12v~ - 10111)/5. 19. a) Da. b) Da. c) Nu I
d) Da. 20. a) v = SuI - SVII + ",va; b) v = - v,/2; c) v = -3vl + 5va ; d) v = 2VI + 2vll 4- va' 21.

a) u
1

= v" uti = VI' Us = 4111 - 4vll + -fu4 , u. = -VI + VI + va - v.I' "s = 2vI - vll - '" + V" u, =
= Vs - 11

4
; b) "1 = -V2' Us = -(JVl + ~2)J5. Us = VI + ZVll' U, = -2VI - 1111' "6 = -3v1 - 2v2·

22. De eo<emplu: a) v. _ (-I, 2); b) v. = (0, 0, 1); c) v, = I; d) v, = I. 23. a) I~ -~}:

b<L~ -~};C)(: -: _~);d)(~ _: :):e) (=: -~ :).24. y,=(x,+x,-

5 - 3 I I 2 0 -2 1 0

_ x
3

- x~J/2, "2= (Xl - %2 + x3 - %,)/2, Y3 = (.xl - Xl! - xa + %4)/2, y, = (-Xl + X3 + Xs +x,)f2. I

I I I
25. a) ,; b) 8. 26. ,_ (3, I, 2, I); I<ii (2, I, -I, 2); ,_ (-2, 3, -5, -1). 27. v" v" v, ~

" 15 " 10 " 391 I (-2 I -3 2 0) .~ r:~ (-1, I. 0, 0), v, = ,_ (-2, -2, 3, 1). 28. . 29. F>e A ~ (a,,)
'1 2 ,,18 5 -34 -6 13 9

matriCea. utemului. Vectorii linie din A apartin lui R fl
• A rezolva sistemul limar ~i omogen inseaIrlM ,

a detennina to~i vectorii din Rfl care slnt ortogonali vectorilor linie din matricea A. Sistemul f tlnda
mental de aoJ.utii reprezinta. 0 baz~ a subspa~iu1ui generat de multimea solutiilor sistcillului.

30. (Q. 1. I, 0)/.}2, (-4, 5, -5, 2)/.}7O. 31. aJ (1,0, 1)/.}"2; 0) (-4, -I, 1)/.}18; c) (-3,

6. -2)/7.32. a) 1; b) 0; c) 9: d) -14.

2.6. operatori liniari

8. a) Nu. b) Da. c) Da. d) Nu. e) Da. 9. Nu sint izomorfisme. 10. a) (goj) {xv xl!' x3 } =

~ (x, _ x. + x,. -x" x, + x,); (fog) (y" Y.) ~ (2y" y, + y,) ; b) (fog) (x" x" x3 ) ~ (2x" 3", +
-:- 2fl

1
• hI - X3, x2); c) (goj) (a

Q
+ alt) = -a} - 6acl3. 12. a) f-1(u, v) = (-u-2v, -u-v) I

b) f-l(u + wt + wt!) = (-v _ w, v, u + v + w); c) j-l(u, v) = v - u + (3u - 2v)t; d) Nu este

in71!l'ea.bil; e) j-l{u, v, w) = (-3u + 2v - 2w, 6u - 3v + -tw, -2u + v - w). 13. Nu. 14. !(u1) =
= (1,~, -3) ~if(u2) = (-5, -3,2) siut liniar indepeude~ti. 15. ul'~' 'H3 siut 1iniar dependenp:
-u, + u. - 3u, ~ 0; flu,) ~ (-5, 5), feu,) ~ (1, 14), flu,) ~ (2. 3) sint liniar dependenji:
-f(...) + flu,) - 3f(u,) _ O. 17. a) Da. b) Nu. c) Da. d) Da. e) Nu. 18. a) !JJ' ~ {u, ~ (I, 1, 0), u2 ~

= (-1, 1, -1), ua = (-I, I, 2)}; A1 = 0, Az = 4, Aa = -2; matricea sChimbarii bazei cste rna

tl"icea .u vectorii linie Ul' ua, us; b) rJ3' = {Ul= (-13,1,5), Ua = (-2+ 2J3. -1-J3. 2}1

'" ~ (-2 _ 2.}3. -1 +.}3. 2J): A, ~:1, A, ~ 1-.}3. A, ~ 1 + .}3; cj !JJ'={u, = (I, -2),
u. = (I, IJ); A, ~ 0, A, = 3; d) (JJ' = {u, ~ (-2, 1,0), u, ~ (0,0, I), ", ~ (-I, I, IJ); A, =

= All = t ).a = -2.

2.6. Forme liniare. Forme pAtratice

4. -2. 5. a)' Liniar dependent: f l + fa - f s - f, = 0 ; b) liniar dependent: - fl - 3f.1. + fa = O.
-21

1
+ fll + f 4 = 0; c) liniar dependent -2ft + fa + fa = O. 6. a) )'1 = Xl + .t'll' )'ll = All + 2xa,

Y3 = x
3

::;. f{y) = yi + yi + yi; p = J, a = 3; pozitill definita; b) Yl = Xl - 2X2 + x3' Yll =
= O,"(Xll + xs), Ys = 0,5(xll - XI) ::;. f(y) = yr + 4y~ - 4yi; P = 2, a = 1 ; nedegenerata, ncdeIinltll. ;
c) Y1 = Xl + O,5x

2
, Yll = x ll ' Ys = 0,5(xs -·X4)• .1'4 = O,5(xs + X4) =>f{y) = yi - 0,25y~ - y~ +y::

p = 2, CJ = 0; nedegenerata. nedeiinita; d) Yl = Xl + (xa + xa + %'4 + x5)/2, Yz = x2 + (X:lTX4+
/5 f

-232425,
+.1'.5)/3, Ys=xa+(x47-xr.)/4. )'4=X,+X15 , Y6=x,,:::::> (Y)=71+-Y2+- Y3+- Y4+468

6 2. 5+ __ Yo' P = ,CJ = 5; pozitiv definita l e) Yl = Xl + (¥a + xa + ... +xll)f2, Yz = X! + (-"'3 +
10
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""~~
, I

+ x4 + ... +x.)/.r.:

p ~ n, a ~ .; pOll
x, ~ (J"2y, - 2y,>J
+ y, _ 21,) /3. '.
Xl! = (-2Yl +Y, -

+ y,) /J2. x,:. tt1
x, ~ (2y, - J2YJ,

+ y,)//6. x...:
g) Xl =Yll' Xll;::;;~

+ y,ll j5. x,;"l
x, ~ (- ji" +~
f(y) ~ r, + 31, +;

3. A1gebrl:. ,,
)

34.u=~"'i;

CA. AB. ill t>MJ

') -+ ~;

+.':... BB' +GM;
3 \

proicctii1e lui 0 J
~ ...... ~

= 101 + 01B-~
~- ..

= 210l!' 38. a)~

b) coliniare; c};

v l + vI! + va-='

43. Suma pA.~

44. V1 'V2 = O. ,~

4'
= arcCOS I_I~

",21 '~

~, I.'
BB ~.--1

b"

arceo' - J~;!--- .
. I BB' I. 53·1

I . '
= '3; dl'''!'~

= 7Pi .,.. 2»,~
''il

:l
59. {v1 X Vf)·V1.i

pla~ari: "a -\1
nan: VI + ViS

-4Vl-9v.,;~
~,'
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22 _ probleme de matematici superioare - ed. 22Z

3. Algebra vectoriaJa

34. u = 5i _ 6j + 62k, v = lIj + 7Rk. 36. ". = v,. 36. Fie A', n', C' mijloacele latmilor BC
~ _ ...... 2---+- ~ ~ 2---+ -+- .--"""

CA, AB. In D.MAG MA -" _ AA' + GM ~ O. Simil." MC + -- CC' + GM - 0 ,i MB +3 3 '

2~ -"" ~ ~ --+"
+ _ BB' + G1,[ ~ O. Adullam acc,lea ,i ,inem ,eama eli AA' + BB' + CC' = O. 37. Fie 0, ,i 0,

3
_ ~ ~ l~ ~ ~ -+-

p",icc,iile lui ° pe AB ,i CD, respectiv. Avcm fA ~ 0 •.1 + IO. = - llA + IO + O,I ~i IB =2

~ -+ l-~~ ~ -+ ---+ ........ -+ ---+ ........
= W. + O.B ~ _ All + 10 + UJ ,i dcd IA + IB = 2IO + 20,1. Similar obli

nem
IC + ID ==

2
-~== 210,. 38. a) }. = ~ I, I' = 0 ~v. = -v,: b) }. = 3, f' = I ~ v. = v,. 39. a) Colinia,,;

b) eoliniare; c) necoliniarc. 40. a) Coplanari; 2v. + v, - v, == 0; 0) nccoplanari; c) coplanari;
.2

4

v. + v, + v, ~ O. 41. }. = I = v. == v, ~ v,;), = _2 ~ v. - - v, - v" 42. v= v.- - v, - - v,.~ 3 3

43. Suma pateatelo
r

diagonalelor unui para'elogram este egaI~ cu ,uma patratelm laturilor ",Ie.

44. v.'v, = 0.45. _(a' + b' + e')/2. 46. a) 4 ,i /52; b) arcco,(- 2 ). 47. ~~~; b) (J. =t .j52 . ./8')

4 2 1 /- -- I= arcCOS I~ , r:. = arccos-
j

, Y = arccoS ~ . 48. 37. 49. 60°. 50. AA' """ c - - (a' c)a,
,ZI ,21 ./21 a'

~ 1 ---+ 1 35 1BB' = a __ (.'b)b, ce' = b __ (b·e)c. 51. a) 4; b)~ ; c) --== (81 + 5j + Ilk). 52, a)
b' 0' ./41 ./210

arceo, _ '/:7: 0) / 194+/29+/75. c} Di~ exercijiu150, BE' =I-k, deci 1BE' 1==,,1 z: d) 0,5I.1C!'

__ /_ /_ /_ /_ 5 •. IBB' 1.
53

. a) 5 3;b)3 lO;c)5 6:d)42 3. 54.v,_9i-3j-3k,prv,v.= .jTI· 55. OT.(v"v,)-

= 1;<01(V,,'v,1=2; cJtlv" v,)=.j2/6. 56. v."v, = _11(3i - 2j); v.x v,=- i3(31-
2
j); v,x v, =

= 7(3i- 2j). 57. .2. /10. 58. IV. + v,I'= 328-36/3: Iv,-v, 1=244-120/3: Iv.xvol=39.
2 "

59. (v. X v,) 'v
,

= 4(a X b) .e. 60. a) 12: b) 25; 0) 4. 61. a) /2:; b) O. 62. a) (v.' v" v,) == 0, co·
planari; v, == -v. + 2v,: b) coplanari: (-2y +5~)v, + (3y - .soh + (20; - 3~)v, = (); c) copla.
nari; v. + v, + v, == 0: d) cnplanari: -5v. + 4v, - v, = 0; 0) neooplana,;; l} eoplanari:

25_4v. _ 9v, + v, = O. 63. }. = _, _llv, - 2v, + 8v, = O. 64. a) 0 ;db) (v.' '" v,': c) 2(v.,

2

1 2.3,4 2 n+l.
+ x, + ... +x.)/3, ... , Y._. ~ ' .. _. + -'.. Y. = x. ~ flY) = Y. + - y, + - y, + ... + --Y"In oi. 6 2n

? = n, a = n: poziti" defi"it•. 7. 0) x. = (/3y. - /'iy, - Y,)I/'6. .,=(/'J
y
.+/iY,+Y,JI/6,

x, = (/'i
y
, _ 2y,)//6 ~f(y) = -2y; + 3yi + 6yi: b) x. = 1-2y. - Zy, + y,)/3, x, = (-2y, +

+ y, _ 2y,)/3, x, ~ Iy. _ 2y, _ 2y,)/3 ~flY) = 3r, + 6yi + 9yi: c) x, = (-2y. - 2y, + Y,)/3,
x, ~ (-2y. + Y, _ 2y,)/3, x, = Iy. _ 2y, _ 2y,)/3 ~](y) = -9y1 + 91, + 18yi: d) x.= I-Y. +

+ Y,)I/2. x, = (Y. + y,lI/Z. x, = y, ~ flY) = -2y1 - yi+2yi; e) '.= 1/3y.-y,-/2:
y
,)//6.

x, == (2y, _ /2:
y
,)I/'6. x, = (/3>'. + y,+/2:Y,JI/6:](Y) = -4y1+ 6yi: f) x.=(_/3y.-/2y, +

+ Y,)//'6. x, = (/2y, + 2y,)!/6, x, = (/3y. - /2Y, + y,)! /6, fly) = 4y1 + 5yi + 8y~;
g) x. ~ y" x, ~ (Y. + 2Y,)I/5. x, = (-2y, + y,)I/'5; ]IY)= -y; + yi + 41,; h) " = (-2y. +
+ y,Jlfi x, = (Y. + 2y, J'- x': Y" ];y) ~ -2y1 + yi+ 8y~:..i) x, = Y~ x, = (Y. + llYN!::
x, _ (_ )3y, + y,)/2, flY) _ -2y. + 2y" J)', = (y. - y,)//2, x, = y" x, == (Y, + y,)/.j2 J

flY) = r, + 3r, + 3Y;·

• 29. Fie A = (au)

1'1 + x, + x3 +%fo)/2.

t~lJ. 27. VI' vll ' Vs =

/5. 17. a} Liniar de
'i: 7'11, - 2Vl: VI' V.e I

. zi. 18. Dimen-siunea

~:Da. b) Da. c) Nu J

,... 2'111 + ZVlI; 4- va. 21.
J _ \Ill - '11, + Vfo. Us =

", = - 3Vl - 2vz·

, 13 5)I. 23. a) -,
c \ 2 2'

Ji omogen inseamnA
A. Sistemul funda

,,; solutiilor sistClllutui.

I, 1)1/18; c) (- 3,

, (go]) Ix" x" x,) ==

"J'I' xs) = (2Xl' 3x~-+

,~(-u-Zv, -u-v) J

_'- 2v)t; dl Nu cste

13. Nu. 14. ]Iu,) =
t Hniar depcndenfi :
!iniar depel1denti:

. {u l = (1, 1, 0), till =
Mrn bazei estc ma-

l+ 2/3. -1-/3. 2),
'!) 12l'={u. = (I, -Z),

(-I, I,ll}; ),. ~

,,_],_ 3], +], = O·

1+ J'" Yz = xl! -+- 2xs'
Jc'1 - 2xll + %3> Yll =

egenerata, nedeIiniHi. .

1- 0,25y~ - yi +yi ;
12 = xl! -+- (x3+%4 +

;1-, +.. 2 j <>,"2 6YS+g)'i+

,,)/2, y, ~ x, + (x, +



(14,13, -5).78. cos:x= ~1 ,
./669

Y.. Y,); d) lv" v" v,)/4; e) i(v" v" v;). 65. a) 72; b) O. 69. a) 7; b) v; ~ (51 I 6j _ .1k)/7,
v; ~ 1- 1 + ij + 2k)/7, v; ~ (31 - 5j + k)f7; c) 1/7; d) ", X lv, X v,) ~ - 91 + j _ 17 k,

(vtxv2)xvi ='-9i - 6j- 3k. 70. v - ji _ 6j + 7k~ 71. a)~J2; b) -"!'J6t. 72.a)h = 3:_;
2 2 • ./61

35 2 J- 6 J- 1 J- 2 J- J-"/)= /_. h.=5; b) "4= - 21, "/J=- 91, h f ="":"'" 70; c) h =- 1190, h/)= 17,
~~ 3 13 5 • H

2 J- I . 3./16 J- '/f;
h, - 19 6i6. 73. a) 2' b) 9. 74. -2-' J. 2' 3. 75. )" =3"" M,II, i5{i, I); A, ~-2,..

I ./3
=> M ll(6. 5, 1). 76. cos IX = -, cos fj = -, cos y = O. 77.

2 2
U 8 . I

cos~=--- cosy=-- 79. a)m= ~lm=-;b)m=-2.80. x=-l+x',Y_
./069 ' ./669 . 7

lCI -4 + y', z""" -to + x' ~ X'2 _ y'll + 2y'x' _ x'z' + 18 = O. 81. %'2 +5y'!-1=O. 82. x'y'
- 2 = O. 83. x = 1 + x', y = 1 + y' => -T'2 + 2x'y' + y'll - 8 = 0; x' = x" cos IX - y" sin 11:,

y' = x" sin ex + y" cos ct., a = 15°, X"2 - 4. = 0 ; IX = 13jO,y"2 - 4: = O. 84. Deoarece Xl = x~ COfi a
- y~ sin a., Yl = x~ sin ex + y~ cos a.: ~i x 2 = x; cos IX - y~ sin;x., Yll = x;9i1l IX + y; cos <x, rezuld

xty. - xaYl = x~y; - y~x~. 85. x = ~ (x' - JZY' + J:iz'). y= ~ + }__ (x' - ')2;" - .)3.').
./6 3 ~6

z b ...!.. + /_ (z..' +Jz,'j "" J3.,. - y = O.
3 ~ 6

4. Planul ~i dreapta in spaliu

28, a) -4% + y + Hz = 0; b) 3x - Y + 2z - 6 = O. 29. Nu sinteoplanare. 30. -x + L +!-
2 3

2 9 6 6 6 7
- I ~ O. 31. x + y + 3, ~ O. 32. a) -. - -y + - z - 2 ~ 0; b) - -. + -y+ -z - J~O.

11 11 11 II 11 11
x-2 y-6 2-1

33. a) 4; b) 10. 34. a) 90°; 1) 0°. 35. a) Coliniarc; se 'lila pe dreapta -- ~ --- ~ --.
-I 2 -I

x-I ~-I z-3 12 9
b) Coliniare; ~e anA pe dreapta -- ~ -- ~ --. e) Neeoliniare. 36. a) cos« = --, cos 13=-,

- 1 I - I 25 25
4 6 7

cosy = -; b) Vectorul director al dr@ptei oste u(6, 7, 6), aotfel c6. cos «= _, cos ~ = -.
5 II 11
672. ~

cosy = - . 37. a) arccos -; b) "1( 10, 2, I t) ~ u2(3, 12, 4) implica 1:: (u t , uo) = arccos - .
II 77 • 195

~- 2 Y - 3 z + 5
:Ill. -- ~ -- ~ --.39. Rezolvam Gele doui. s1.steme de ecuatii in raport eu y:3i z, de exemplu,

-4 8 W ..
a) x = t, Y = - 7t + 7. z =- 19t + 17; b) ~ = I, Y = ~3t + 5, Z = -5t + "1. 40. a) 7x - 5y +
+ z - 3 = 0; b) - Wx - y + 8z - 49 = e ;e) z - y = 0; d) -2x + Y ~ 3z = O. 41. P!allul tre<:e

~

prill M ~i are normal& OM: 3x - 6y + 2.r - "!9 =0. 42. (Mt M;1M3 )- x + 3y + z - 2 = 0 J

(MtM:aM4) - x + 4y + z - 2 = I); (Mt M 3 M,,)2x - 8y - J; + 6 = 0; (M2 M 3 M,,}2x - lly - 3z +
+ 9 = D., 43. x = 1, y= 2, z = 3. 44. Sistemul de ocua.ti~ este eompatibil determiaat, CU solupa
x = 1, y = 1, Z = 1..45. Sistemul fOf'llllat eu ealc trei ecuatii 06te com.patibil, simplu nedetlermiHat.

Ob-finem). = 3 ~i eCuatiile drepte.i dc.iate.csec1:ie x = -1 + t, Y = -1 + 2t, z = t. 46. a.) Sbl:t con.
enrente in punctul (3, -1, 0). b) Primul l;li aJ. tI~i.leiL plau Silst p1Lr.aJ.cle. PriIlle1C daua platte, CD. -1i
ultimele doua. plane. se intcrscctea.za dupi." cireaptil. c) P1a.1lele se iatel'soctead. dllpii a.oMa~ ftreap1A

de ecuap.i 2x - y -flo 5" - '" -= 0, 3y - Hz + 2.2_0. 47. a) CIiIQCllureil.te in. punetul (-- !- ,- ~, ~J';
11 II 11

b) Trei diatre plane se intel"~ lak·aa. pUMt eo nu apa,rtiae cei.i de-&! patrulca. 48. .DeetaMIe

planul trece prin Origi.lilCi, o1l.atW». ee_1lia SlI.b Auaa .A..# of lJy + Cz = O.Fie N(A. Il, t}.~ CIA. .

N.k=O ~i

=:> u'j = 0 :?i u·ut·f!

+ 1 :y - 2 -i:
50. x__ =_""'~

1, -1 '
- II . J

trece prin dreapta $1 ~

Ecuatiile dr~ptei x +~

M(-3• .5, -3}. Ec~

-8x + 11)1 + 9z - ~-~

_. + 6y + 7, ~ O. 5;j
~i u'ut: = g rezultA~(~
~i este paralel eu di~
~i u. OLtinem .h-~
3.+4y-5,-lt~0, .,;

~i u2{8, - 3, 3). LU~
care treee prin M 1 ~ ~
Distants- de 101. puoct1li

reprezintll. i.altimea ~
--to '~

pe vcctcrii MtMI , U~)

'1
dicularei eomune est4

.!
d ~ 13; d) M,(I,'

u t (3, 4, 2) ~i M,l{2',:i

paralelogramului c'
_ 2x '+ loy + 13z ~. , J
d ~ 25; 63. + l09j

bam 4x - Y+~z~

+ l.(. + 5y -.z +1.j••1 ,
cj }. = '5" 21z +'l

'J
NI-I, -I, -3), "1
63. Fasciculul de _

plaoul t~eeeprini
= 0 cste perp.D~
secteaza. pIa.nul ~

nut~ in plan. 66,~

siut M,Ii, 0, 3):~1

68. M'(2, 9, 6), ~
M.II, I, 1), N(I~j

qo, 0, 4). 1
1
1
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(

x+ 1 y-2 z-I
50. __ ~ _ ~ _. 51. D;eap'a dluta'" este conli"uti 10 plaoul P ,i in planul 1', ce

J -I Itcece p<in dreapta d si este perpendicular pc pIanul P. Ecualia planul
ui

P, este -x + 2y - Z = O.

Ecuapile d.cptei • + y + z _ 3 ~ 0, -x+ 2y - z = O. 52. Dreptc1e sint concurente in punctul

MI-3, 5, -3). Ecualia planului este 9. + lOy - 7z - 44 = O. 53. a) 2x - Y + 3, - 4 = 0,

-8x + Ily + 9' _ 26 = 0; b) 2x __ 3y + 4z + 9 = 0, 25x + 18y + z - 5 = 0 ; c) 4x + 3y _2z=0•

_. + 6y + 7, = O. 54. a) Fie n,ll, 2, _I), u,l- 7, 2, 3) ,i u(l, m. n). Din condi;;ile u·u, ~ 0

Ii u.u, = Q re2uWi u12, I, 4). Dreapta cilutat~ "te con!inuta. In planul P, ce trece prin M,17. 3, 9)

Ii est. paralel cu direcliile u, ,i u ,i in pl.nnl P, ce tree< p<in M,13. I, I) ,i este paralel cn direcl

ii1e

",

,i n. OU!inem 3x_2y-z-6=0, 5x+34y-llz-38=0. b) Direcpa dreptei cAutate esten(7, 1.5) I

3x+4y-5z-I~=0, _26x+
7
y+35,-13=0. 55. a) M,(-3, 6, 3) ;iu,14, _3,2) ,iM;14, _I, _7)

,i u,18, ._ 3, 3). I.nngimea perpendicu1arei comune este egal~ en distan!a de la punetu1 M, 1a planul

care trece pein M, ,i cste pa<alc1 cu .liree;;i1e u, ,i u,. Ecna;;a plauul
ni

este _3x + 4y + 12z - 69 ~ O.

Distan\U de la pu
netol

M, I. acest plan este 13. Se po.te observa ca.1ungimea pe
r
pendicu1arei comune

reprezinla. inaljimea e",espun,;.to.rc balei eonstruite pe veetorii u, ~i u" in paralelipipednl construit

-pc veelmii M,M" u, ,i 0,. b) M,(O, 0, 0,) u,1 I, 1, I) ;i M,I I, 2, 0), n,(O, 0, I); lungimea perpen-

dieu'acei comune es
te

~\. c) M,(-7, _4, -3), u,13, 4, -2) ,i M,(21, -5, 2), ",1
6

, _4, _I);

a~ 13; d) M,11, I, I), u,IO, _I, _I) ,i M,(O. 0, _2), u,(6, _3.0); a = 1. 56. M,17, I, 3),

n,13, 4, 2) ,i M,12, _ I, 0), n, = u.. DrepteJe sint p.ralele. Distan!a Intre drepte este inal(imea- . '

p.ralelogr.mului comtruit pe vectorii M,M, ,i u" corespun,atoare bazei n,. Obtine
m

a ~ 3. 57.

(

27 17 ) '.~2x + IGy + )3, _ 31 = O. 58. M, '2' - '2' 0 J' u,13, _1, 4) " M,I-7, 5, 9), n,(3, -I. 4);

a ~ 25 ; 63. + 109y _ 20z + 76 ~ O. 59. P1annl eautat face parte din fascicul
ul

de plane cu planc1

e

bazi14x _y + 3, _ 1= Osi, +5y- z + 2 ~o. Ecua;;afasdculnluidepl.neeste4x -y + 3,-1+

+ ),(x + 5y _ Z + 2) = O. a) ;,= 2.., 9x + 3y + 5, = 0; b) A ~ - 5f7, 23x - 32y + 26z - 17 =0;

2

I
c) ). = __ . 21x + 14, _ .1 ~ 0; d) ), = 3, 7x + Hy + j = O. 60. x + 20y + 7, - 12 = O. 61.

5N( _I, _ I, _ 3), x + " + ." _ 7 = O. 62. a) -x - Y + 3, - 4 ~ 0; b) -x + y - , + 2 = 0 I

63. Fasdculul de plane c. trece prin Id) are ecua!i. 2x - y + , - I + ;,Ix + y - z) = O. Deoarece
3 '

planul treccprin M
o
' ob!inem ;, = ;i ded , - 5y + 5, - 2 = 0.64. x-I + A(x + 2y - , _1)

. 2~ 0 esle perpendicular pe x + y + ' = 0, implica A ~ _0,5 ;i ded _x+2y-'+ 1=0. 65. a) Inter-

sec"..,a plannl in pnnctul MIO, 0, _2). b) Dreapt. este paralclil cn plannl. c) Dreapta este conli

nnt~ in plan. 66. Proiect
ia

punetnlui are eoordonatele. = 5, Y = - I, z ~ O. 67. Pnnctele de intersee!ie

• (' 0) (19 79 141 . . .. x - 4 Y , - 3SlUt ]\>[, '. ,3, M, _, _, - • astfel co ccnaliile dreptC' SlUt - = - = - .9 9 3 - 17 79 15

68. M'(2, 9, 6). 69. 5x + 7y + 9, _ 44 ~ O. 70. M;13, 15, -3); 23x - 15y - 19' + 99 = O. 71.

Moll, I, I), N(I, 1,2); x + Y + 2,-4=0. 72. ),~2, MI-5, 2, -24· 73. A18, 0, 0), B(O, _6, 0).

qo, O. 4) .

N.k = 0 ;i <: (N, N,)=60", N,12, I, -J') implicil 3x - y ~ 0 sau x + 3y =0.49. u(l. m, n)=
x " z

"" u'j = 0 ~i u.u, = 0, u,13, -2, 1). Deci u(l, 0, -3) ;i ecu·liile d;eptei siut - = - = - ,
I 0 _3

.-x + y z-+-
6 2 3
-y+ 2 z _
.)j 1I 3=0.

"'=~' 2-1
2 =-

12 -1
=- c (.; 925' 05/",=_.

6 25

il' cos~ = 2
11'

, ) = arCcos~
195

de exe-..mplu

IX - 5y +
P?aulll trere

+ .. -2=01
- lly .- Ji: +

t, CU soJuPa
nedetermhta.t.
. a) S'btt con.

plane, Ita !9i
--p~

,_ 2. 13)'
. 11'11;
'48.1)0_
• C). _ oil

.; = (ji I 6'
'.) _ ) - 3k){7
,--91+' ',r. )-17k

V61.7Z..)h= 35 '

2 /_ • ../61;
is\! 1190, h,,= )17,

.' 15/4, 1)· I-, a =:: -2.::::>

c,78. cos:t _ 11
- 4669 .

.. ' -*" = -I + x'. y

".,' x'--; 1=0. 82. x'y'_
coso: ".

rete;t _- ~ SIll \t.
+ ' 1'- Xl C06ct_

Y2 cos 0:. rezultA

,- ,f2y' - ,fj;,),



.... .
./n' + 1

-a,,1 :>

I

+ ./nH .

II'+- <,, ..

(all) este

- I :3.F
'n> nl: "",,"E

+ ... +

(2.. + 1)(

lim a. = I.
n

funel~ /(0'1
tegrabilll pei
D, <! b'.SoJ"•••,I:> a. >.:~

definitie• ~ ""-

-~.t >0 ~

rezulU. ca ...+',
S~ aratA.m cl rl~

. '~

I, ~ I + f.111~..·
_1+Z/11i1
Pentru a. de

I

5. ~iruri de numere realll

23.a)lan --2..!= 1 <e:: claca 'l:>(1-3E:)1/Z, deci. K s=E-[(-1-3e
J
,j,]: b) la,.I""

• 3 3{3n'+ I) 9, 9,

=~ < ~ = _1_< £ dac! u > _1_. deci til!: = E (_1_); c) Iall _ -.!_I = 1 < _1_ <!
2n3 + 1 2n3 2n 2e: 2e 2 2(n2 -/- 1) 2»2

< E: dac<l. n > ,I • deci n t = E ( ~). 24. a) Pentru n = 2k, aSk = 2~ -02; pentru
y2, '/2, 2k..,.. 1

n = 2k -/- I, Q2.t+l = 0 ...... O. Deoarece cele aOli1& sub$iruri au limite diIeritc, rezulUi ca (a,.)

un este convergent. b) Similar: d 21 """ 1 -> 1 :;.i a~H;+1 = - ~ --+ -1. 25. tfu = 0 -+ 0, a
l

.&'+1=

2k + 2
= {'1k + 1)3 ...... cx:l. ceoo. ce arat'tl cit (all) nn ace IhniUi.. Pentru orice MER. exista k EN ~a. ca

a.. .t+l = (4k + 1)3 > M, oeea oe axatl oa. ~irul (4n) oote nernarginit. 26. a) a. = K + 1 -0 --!. ; b) an "'"
4n 2

(n+ 1)(2)>+ I) _.2-; c) a,~ (n+ 11' _.2-; d) _,~2[1_(~)'+1] _2.27. a) 'a,l<;
6n2 3 in! 1 2

n n3 n2 n2.. --- + ........ 0 ~i <leci a" -0 e; b) 0 < all = _ < __-,,-__
n' + I ('" + 1)(3n + I) n! n(n _ I)l» _ 4)

2222(2--2
:::.;.. a. -+ Q; 0) 0 < all = - . -' - ... - <2· -J - 0 - (.III -+ (); Fie H.t. 2C 2(0) + 1. Atunci

1 2 3 n 3

#I a a a a #I a a II (. )"-1+1e < 411 = 1 '"2 ... n
1

_ 1 .~ . 11
1
+ 1 ... -; < 1 . "2 ... »1 _ 1 . n

1

- 0

d · G .. . ..x 2» - 1 . 2 n¢. eel a" - ; d) Pnn Induoile se ara_ oa all = -- . :IDeet a" _ . 28. a) ~ ~ all ~
n 'Ynlil + It

./; I
Treclnd la limi~. obtinem lim a" = 1: b) a. = I I _ - ; Cl) a" "'"

1l -vn+1+",n 2

I _0; d) a,~ "\'Y-';C~n+i + "\'Yn=t) _~; e) a,=
"\'YIn + 1)' + "\'Yn{n + I) +"\'Yn' "\'Y(.. + I)' + "\'Y.., - 1+ "\'Y{n-l)' 3

~ [( ~r+ 1] . [ 3 . (~r+ f - ;.f) Da"« <~. atunei 1: -, = ~; ""<16 «>~. atunei

lim a" = -.:. : daea IX = ~,atuaci lim a. = -.!..; g) "II = 1 ; dacii. 0. < IX < I, atunci lim 5."'"
It or. Jl IX a-II + a" n

= 0; daca IX = I, a" = ...!.- - ....!:..; tlaca IX >- 1. atu.oi lim lin = 0; h) an = (2 - -!..) .[ 3 +
2 2 n 2.

(
I )"] 3-' + 2'-' + I 1 ' .+ - - -> 6; i) an = -+ -. 29. a) Pentru tt. = 0, se aratta. prin induepe

2 2-'+3.(~r+2 2

M au = ~;;i Q 2 .t+l = 1. Pri:a urmare, lim a" = 1 ~i. ~irul este convergent. b) Fentru aa = -1 se
2k + 1 n

arata. prin inducpe ca a2 k = 1 ~i a 2 4"+1 = 2k + 1. astfel cG. lim an = 1 ~i dcci ~irul (an) este conver-
~+2 n .

3 a,,~ a .
gent. o. a) an > 0, Vn EN; -'- ~ -- < 1, 'tin;;:: il. AsHel (an) este monoton descrescM.tor ~

a" n -I-- 1

m.1irginit inferior !]i deci c.lile cOllvergeut. Fie 1 = lim a". Deoarece an+! = _"_ an' rezult,l prin
II n + 1

., 1 0 I I 0 ,- 0 411+1 5 + Zn 1 ',..treeere Ia hmlta = ., adioa. = . u) an> ; "-- ~ --- ~ , 'r/n E N. ~lrul und rIlQQ0-
a" i+3n

ton descrcsoator .,i l"ll<'irginit inferior, Mbe oOflvergent~ Fie lc=lim an' I)ooMeoe a"+1 = 5 + ~~ all' prill
II -t + ~11

?
trecere la Hmita. rezu1~ 1 = ...::. 1. .Deei 1 = \l Ji 4. _ Q. G) Deoa.rooe ao > 0, rezulta 4. > 1. 'r/nEN

3



.+

4

< 1 + 2. Deci 1<0,,<3, 'r/nEN. Apoi ",,+1 - all = ---~---2

_ a,. > 0 ~i deci (a,,) este crescator. Cum 1 < a" < 3, exista I, ~ lim a". Deoare<e a, - a, <t 0,1,

rewlta Ca a,,+, _ a,,_, < 0 ~i ded (a,,+,) este deserescAtor. Cum I < a,,+, < 3, exista I, ~ tim a".,k

Sa aratam cA I, ~ I,. Treclnd la limita ill relatiile a,,+, "" I + 2.. ~i a,,+, - 1 + .-2-, obti
ne

",as. "U+l

2 , 2I, ~ I + _ 5' /, ~ 1+ _. de unde (I, _ I,) (1,1, - 2) = O. Deoarece 1,1, to 2 (in acest caz 1,-

1
1

12 .= I + 2/1, implica 1 ~ O. imposibil), re,ulta oa I, = I,. Prin urmare, :existA lim a, = I ~ I, = I,.n

Pentrll a determina 1 trocem la limita in relalia de definitie: I = 1+ 2/1.,,1 = 2; d) a.+, - a. -

I ,,"> 0 => (an) cresoator; _ < all < - < 1 => (a ..) mArginit. Deci existA

(2n + 1)(2" + 2) . " +" " + II(I I Ilim a. = l. Deoarece all = _ _ + _ + ... + --- \ reprezintA 5Uma Riemann pentru

n 11- 1 2 n1+ _ 1+- 1+-
n n n

IIllncl
ia

f(x) ~ _ , X E [0, I], coresplln""toare div"iunii prin pllncte echidistante ~i f este w-
I + x. ~ dx \ 00+ b a + 2b

tegrablHi. pc [0, 1]. rezultA. ca I = __ = in 2; e) a1 = 0 > a
o
' b

1
= II 0 < b

o ~i
)1+% 2 3

a, <l b,. Se arata prin induclie cA a. < a'H < b.t> < b., V" oS N. Ded bo > b, > ... > b. !> .••
. . . :> a. > ... > ao' Prin urmare. exis"" I, = lim a. ~i I, ~ lim b.. Trecind la limitA in remlille de

n n

definit
ie

, deducem 1
1

= 1
2

, 31. a) 1an+" _ all \ ~ --!:.- + _1_ + ... + -.!...- = ~ (1 + ~ +2..+1 21'+2 2'H" 211
+1 2

+ ... + ~) = ~ (1 _ ..!..) < -.!:.. < E: dadl n > ne: = E l- ~), 'rip E N. Aceasta a.catil c'
21'-1 211 21' 211 1n 2It I I I 1 11 I{

(a.) este convergent. b) a. ~ _ I __ + + ... + - - = - 1-3 .4 4 7 I + 3(" - I) I + 3" 3

I). I( I I \ I I I__ . Atune< la.+o _ a.1 ~_ _ _ < -' - < - <e. pentruoriee
I + 3. 3 I + 3,. I + 3" + 3p 3 I + 3" ,.

E(

I)., N" I ) I (I I 1 I I" >,. ~ , _ ~,once P oS • Dec' ~ru este COllvergent. c a. ~ - - - - + - - - + - -
'< 32

5364

_~ +~ __ ~ + .. + ~_- _1_+ ~ __1_ +~--I-i = ~ l~+~+~-
"] .) 8 ,,_I ,,+2 ,. ,,+3 n+1 n+ 4 3' 2 3 4

I I 1) III I I I ._________ =>!a,,+p-a,,!<- __ + -- + --I < _<E:. \:In>:n
e

-
n+2 n+

3
11.+4 3 n+2 11.+ 3

n+4. 11

I
I . , I I

= E _), Vp E N ~l dcci (a,,) este cornergent; d) a" = 1- -- ~ \ U"+P - a"l = -- -< n+~ ,,+1

__~I__ < __1_ <!- <: 12:, Vn > 11<: = E l~) . Vp E N ;:;i fled (all) elite convergent.

n+p-t 1 11+1 n E

32 )

11 +" 12 + " 10 + ,. + P PlIO + n + PI d d
. a a,,+p _ an = _ + + ... + F- • e un e I a... -

21Z + 3 2n + 5 2» + 2P + 1 2n + 2p + 1

3»(10+4,.) .' " I I_ a.1 > > 1 " deC' (a.) este dIvergent; b) a.+, -- a. ~ 1= + I +
51t + 1 ""n+ 1 .... »+2

+ I I > I P ." I a,. _ a. I > -t - DC ,i deci (a,) este divexgoo
t
. 33. Deooceee (1+

.... n+P .... n+p ~2n
+ ~l" < e <ll + ~)'+l, reznlta "lnll +~) <I < (K + I) 1n{1 + ~I' .... " < 1 •. ",. " "In(" + I) - In"

fapt ce am'a ca a.+, _ a. are acc1a~i scmn cu a. - a._,. Deoarece a, - ao > 0, rezulta ca a,,+,-
~ia.=l+

prin

Atunci

21. a) 'a. I '"

VnEN

pentru

M

t 1/8]J ; b) la. I -

I I
< -- <l

1) 2n2

, ,5 +M'.= --a p'4+3n ,.. nn

. kEN. ca
+ I I

--' b)2' a" :3

atunci lim oS.=
n

(2 - 2:1' [3+
~~ t:i. prin inductie

341



,
Sllplll1cm apoi ~

prin indllctie c1L a <:
~ a,rata prill induc~

Fie 11 = lim a., Ii .;:
n J

42 a) 1{2; 1; b) i!1
A';em situa.tiile :"I1~
meni ai ~irului ,a.)·~

oara.. 44. a) e, e-l·1.,
= 00; c) ~a.=~

~i llivergent1 pe~

B
~

allui Cauchy, sel1j
•

n ~, 3)
~ __1_; d) 5."';

a + 1 ,

= I.n ~'-lnj
•

I

20. a)

are aceeo...51 nat~

6.

1 1 "+----,
2k+1 2k+l.,

lim a1,t = I. Deoa~
k.

lim a2,t. A"fern au ~

k
Daca. tinem searna ,(

n+l

=> lim at<
n

211+ 1- cos --- ,,-
211 2

1

2"tl sin.!!-.
2"

n+1
n-l

Vn~+l+n

(n-l)(n~+n -+ I)

(n+ l)(n:l_1I + I)

n + 1

2{Vn2 + 1 + n)

. n+ Slll-.

n'

(2-1)(2'+2+ 1)

(2+ 1)(2'-2+ 1)

1 2 n
--; c} al/ =--

3 n+ 1

. 2+ Sin - +
n:'!:

I
-_l;d)a,,=
nt

b
. 1,,= SIn

n'
39. Fie

2a

sin 2a----.-----.

.... + 1 ..~ > In(n + 1) - In n > _1_.• "In E N. Din ultima inegalitate scrisa J>entru 1, 2, ... , It

n "+11 II 1 1. I 1 1
obp.,em 1+-+ ... +->ln(n+l»-+-+ ... + __ . Den +-+ ...+--

2 n 2 3 "+1 2 n
- In n ::> InCn + 1) - In n > O~i Q 8 > O. Ace.asta arat~ cll. (an) este m.lrginit inferior. Apoi an - ant I =

_ In(n + 1) - In n - _1_ > 0 => (a,,) este descrescator. Frio urmare. ~irul (a .. ) este conv('t~("nl~
n + I

Se noterua C = lim an' Limita C a $irului. se nume$te constanta lui Eule-t, C = 0,5772. 34. a) () ~

n
1., 1. 1 . 2 P • . [In(n --1_ t}:.!

b) 0; c) 2; d) 0; e) -; f) -; g) 0; h)-- ; ,) -; J) --; k) hm a,,"" hm 00

6 c (p + 1) 2 (P + 1) II n (n + IJl' _ nil

_ lim ,.--1 . lim {[In(n+ l)Jlln l--} = ....!.-lim f-.C:....)1-alim f-2-[ln(n + 1)a;lJ I(n +- I) a;,-~}j;
n (n + 1)- - n- nan n+ 1 n a-I

O· 1 I' . 1 l' 0 3 I' at + all + ...+ a. I' _-=a""",,,,,_pentru <. ~ . 1m "" = 00 • a> , 1m all = . 5. lIn = Im-
n n n all n a"+l - a ..

__A_. 36. Se aplicA criteriul lui Stolz. 37. Se apEcA tczultatul de la txercitiul rezobat. 17.:
A-I

ai 00; b) e-' ; c) I; d) I; e) 1e-'; f) I; g) I; h) 1/32. 38. an > 0 ~i an
+1 = cos _a_ < 1 '* (o.?

an 2n -+ I

" 4 . a
sm-- sm--

a 2"-1 t:J a 211 - 2 sin 2a
eonvecgent. Apoi cos - = --=--=> cos -- .cos- = --=--, ..., a.= _..:::.:~.::...-

2" 2 sin ~ 2"~1 2"

2"

+ 2
Vn' + 2 + n

. a
Sln

Z"
1 3 3 5 2n - 1 2n + 1 1

- COS - - cos- +cos- - cos- + + cos--- - cos--- = cos-
2nll 2nll 2112 2n2 • 210 2 21l:l 2n:'!:

2 . n + 1. I R It" l' b 1.. b .. 1 . 33 l' l'.... -- sm-. ezu d. 1m n = - ~l In aZ'<:t exerutllllll . 0 Jtmcnl IIll a. =
2nt 2n n 2 11 2C

Cfiind constanta lui Eule<. 40. a) a"~(I- ~)(1+ ~)(I~ ~)rl++)(I- ,~)(1++,)~
n n

- n + 1 _ ..!. ; b) a" = '\' (Jn' + k - n) = ..!.~ k = ..!. r
2n 2 n L..J n Vn 2 + k + n n

k~l '~1

+ ... + rn' +n ,. -1- _) ~ _~n~+~;l__
, ,~ 2Ul n:.!: + n + n)

a
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n n

_~;c)a"~L(k-\I-'\' :! = 1-
k=l f::(

t 2 J n - 2 n - 1 n 2 + n + 1 2 n 2 + 1t +-- ----3 oj 5 n n + I 2' - 2 + I 3 n(n + I)
nl a" (n + 1)"+1--...:=-- ; 0 < a. < 1; --±! = -- < 1 => (a,,) descresciHor ~i deci (a,,) este corrJ"('rg(~nt.

(n + 1)- all n + 2

F · I I' T' d 1 I" • 1 t' (n + 1)"+1 I t' I I I I 0Ie = 1m allo reCID a lmlta. In re a ta a"+l = -- a". 0) lnem = 'e- ~ =. ~

n 11 + 2

lim a. = 0; f) a" = 1 -..!. + ..!. - ..!. + .. - _1- ~ 1 - f..!. - ~1- (..!. - ..!..) - ... -
n 2 3 4 2k ,2 3 . 4 5

_(__1 1_) __1_< I; a" ~ (I-"!') + ... + [_1 1_» O. Apoi a,,,, = a" +
Mi - 2 2k - I 2k 2 ,2k-l 2k



. " " n.

, 1.. ,- --
, n
or, Apoi all - UIiH =

_(a..) este conv[·rw·nt.

34. a) ();..

lim [In(n -+- 1) :2
Il (n + I)'" - n'" "-=

'-I

J
• 1

1)2 l(nt- 1);- r
= lim a u _ 1

n a"+l - a"

'tiul rezol·,at. 17.'

1
+ _ _ > u", .,tlel ca ~imi ("",i este en"c"or ,i marginit superior. Ded e,islA

Zk+l Zk+Z 1lim u" ~ I. DeDa1'pCC u"+l = U" + _ , rezulta lim U,,+' ~ I. Este deci de ajun, sa calculAm
k 2k + 1 k

, 1 I (1 I I) I I I
lim a

2

t. A",em a
2

t = 1 +-+ ...+- - 2 -+ -+ ... +- ~ -- + - + ...+- .k Z Zk Z 4 2k k + 1 k + 2 Zk

Daca linem seama de exereiliul 30, d), rewlta ea lim u" = In 2, iar lim u. ~ In Z. 41. Se aratA
k n

p.;n ;nduclie ca u < u. < b, u < b. < b. astlel ca cele douA ~iruri slnt mArginite. De asemenea,
so ,,,ala rein induclie ca (a.) este erescator, (b.) este deseresciltor . Deci, ,lrurlle slnt convergente.
Fie I, ~ lim a.. I, ~ lim b., Pein trec.re, la limita In relalia a. = (a._, + b._,l/Z oblinem 1,-1,.

o 042. aj liZ; I; bj (); 1/2; c) _I; I; d) -liZ; 3/2; e) 0; \. 43. Fie )-',= ,up a, ,i )-'~~ sup a••.
A',em ,itual

iiie
' nu exista niel un teemen al ,;rului (a.) cu a. > )-'~ ,i atunci)-'~ = )-',; existil ter

meoi ai ,irul
ui

la,) mal marl ca )-'~ ~i atunci )-', > )-'~. Simiiar se procedea
z
' pentru marg

inea
inferi

oar'. 44. a) e. e-'; b) _I, 0, 1. 45. a) lim"'. = _1/2, Un; a. ~ 3/
Z

; b) lim a. = 0, Un; a, -

I /Z Z d I
· - 12 I' 3 1

= 00 ; c) lim a~ = ,lim a. = ; ) 1m an = -e ; 1m an = - e + .2

.In-lJ(n~+n --I- 1)

j'("+ l}(n~-l1 + I) ~

~ 1
1 n+ 1 .. 'n+ t''''''

!?i deci este divergentA.. Pl e-(Ig 2)" .!-
n

este divergentA. Dupl critcriul de condeu60.re seria

tl(lg 11-) .•. (lglPJ n)

6. Serii numerice

".....,SUpUIlCBJ apoi ca. s.eria W

o 00

allui Cauchy, seria ". __1_ are n.cr:ea5i natura ell seria~
Wnluu LJoIz=q n-q

00 00

~
1 I ~ 1arc aceea..':>i natura. eu seria __ = -- - 5i deci este convergenta pelltru P )lo 1

(In 2")1' (tn 2)P »11
n=2 n=2

~i d",ecg
cnta

pent,u p ,-; 1. 23. Se aplica mdoda indneliei. Pent,u P ~ I, dupa ceiteriul de eo"""Baa'.

20. a) s,=.!- (I _.!- + ~ _~ + ... +.!- - _1_) =.!-ll +~+.!- - _1- -~-
3 4. 2 5 n n+3 3 2 3 n+l n+2

I) 11 I (I 1 I I) I I I--;;+3 ~18;b)S'~81-3-2n+I+~~12;C)S'=;:;:I-a+n+l-
~ _1_ ; d) S. ~ .!- (1 _ ~) _ .!-; e) a. = [In(n + I) - In n] - [In n -In (n - I)) "" S.-

a + 1 2 2n + 1 2
n+1 1 1 1= Ion __ In 2 _ -In Z; I) a. ~ I _ I "" S. = I - - - \. 21. a) a.-

" VZn _ 1 V2n + I ,j2n + 1

1 ,,+1 1 (~~~_-'-_~- ...... 00; b) a" = ---#- ...... 1; c) all - 1; d) !Sn""" 1/3; e) Sn = -- 1"

.j", I- 1 _ .jZn _ 1 n .[W
--! /1_ + ... + I~):): /~ (1 + .!- + ... + ~) => Sn ...... 00 :o,;i dad seria. este di'lerg

entA
. 22. Seria

v2 vn '1/ 10 2 n
j-

sin 2a

Vn~+l+n

Deoocece l~~) 2
11

-

are aceea..5i natura. eu seria ~ -=-1 _L..J 19211l •• .lg( p+1) 211

n=q n=q
= IgtHl (n Ig Z) ~ IgtHl lig n + 19l9 2) <jlg'H) n, dupa eriteriul I at comparaliei - serie

este divergenta ~i deci proprietatea inductiva e6te a.devara;ti. pentru p + 1. 24, a.) a. ~ _1_ • eonveJ-",.

,,_.--:-
L-J n(lg tt) ... (lg(Ptl) n)
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~riei depinzind de moduJ in care all tillde la a; j) a ~ 2, di'Il.·rgcntii; a ::> 2 CO!l'/vr-;:cnttl. 29, a) a ,.

J
S(~ria estc c~nv~

e) tim all ". O. ~
11 ~

00 'I
Seria L v" ,sblj

mono::: d-1
i) ~eTia t~

n-1,
in baza Crite1

e!'tc semiconve1

a'~ R,{± ll, Ot!i
i

Dirichlet: u• ....j

I 1 J
:(;-,UII=-'~

2 " 1~ sin nx :::;.5. ""1

1 !0.,,+ rJ,
..,n.,j,

di vcrgentA. br_
i

I lj
-I- 2' +'''+~

2.:::
00 i,

scria t" eI
;

n=1 1
;j'

~ ;, ,d
~nl "
n-O' "

gl'ntA, pentrtt b ~

J
'<.j

gentA, p) Fie b. ~
>

tid scria este .~
(;

32. a) I a. I '" 3i1,
1 1

'" -. absolut ~
n'

este semiconverp

-1> 1, lima. #:- 0,;

2"

divergenta:

I-a I-a
----- ;> --, di'/N'
H(l_an~l) n

(:rlIlvergenta; a > e,

cml'lcrgenHi' ; dJ a" ~

3
HaaLe: p <_,

2

f) pentru a = I,

a < e,

I
ai, c::;;;: ---,

n~/2

con'Jergenta; d) In n ~ n :::::;. all

"

H-j-I
~i duptl critcriul II <11 comparatiei scria estc

1, di'/crgenHi. ; a = 1, lim an # 0, di.vergenta.. 1) CritcriuJ
n

1 < ~ $i deci llt{ -..!!!_- - I'; < 1 $i seria estc di'fergeulJ.;
11 a"~l J

cOIl'/ergenta; c)
2

convergentA; pClltru a E (0, 1), a"

n'

con'lcrgcnti'i; fJ all+! -+"::'. .:::>:

0" e

__~e__ > I, lim a" #= 0, <.kfergenta; g) a < c, c0I1'Icrgenti'i,; a> c, di'/cr-

(l+~r "a,

a"+l _ 0,

a,
a"+l

3
- , aonvergenta; 0) X < 1, convergentft ; X > 1, di-fergenta.; X = 1 : pentru b > 1 + a, con'/'er2

I
genta; b) all ~ -. divergenta; c) a" ~

2ft n3/3
I I

.w..r- -+ 1, rezultA cA este divergenta; e) all ~ -, di'7crgenta;
vn 'n

IgeatA; pentrn ill t> I, an < _
4'

1
1 ,1""-,,,genU; g) a> =;> a .. ~-, convergen.fa; a = 1 =;> all di-,rergentrl; a E [0, I), '

all 11 _;- 1

genU, dupa criteriul III at comparatiei; h) a < 1 ::::::> all ~ aN. convcrgenU'l; a = 1, lim an oft 0, dj'/l'r-

"-"/- "/- a' I
geatA: a !> 1: V n[ =::;; V n" = n::::::> all;;;;' - -+ 00, dh'ergenta; i) all ........ 1, divergcllti'i; j) an ~ _,

n n

divergellt.1; k) all ~ a (fr. convergenta; 1) bn = ~ $i dupa. criteriul In al con>;>aratiei scria este

dtvergentc'L 25. a" -+ O:;::;.a = - -.!- . Se folose~te apoi criteriul lIT al comparatiei $i se obtillc b = ~.
3 IS

26. a) Divergenta; b)-g) convergentA; h) a < 1, con'lcrgenta; a> 1, di'lergenta; a = 1, lim ai, :F 0

n
divergenta. 27. a) -c} convcrgentil; d) a < 1, convergenta.; a > 1, llivcrgenUi; a = 1, lim an # 0,

n
divergentil: e) - g) convergenUi. 28. a) Ik/ergenta; b) dh1crgent::t; c) 11 < e, cOll'/ergenta.; a ~ e,

divergenta; 0) a > 2, cOIl'lergellta; a < 2, di-/crgenUi; a = 2, serja armonidi, divergenti'i;
e) a ;;El: 0, convergenHi; a < 0, rli'/('rgcnta; I) a > e- I , di'/ergcnUi; a < ('-1, cOll'lergenta; a =

oonvergenta; b) In n < n => all <

divl.'!rgenUi; g) ex < a, di'lcrgenta; a > a, con?ergent.i; h) r < IZ (b - a), COIl'/crgelltJ.; r > CI.(b _ <I}.

divergenta; i) a < x, divergenta.; a > x, couvergenta; a = x - nn se pnatc afirma nimic, n;"ltu fa

gW1Hi; a = e:

convergenta; e)

gentt. : a = c, lim a" #= 0, divergenta. h) Criteriul raportului : a < e, divergentA; a > c, corncrgema.

Pentru a = e, criterilll lui Raabe arata di seda este di'/crqcllta; i) Y;;n- -+ 0, con'/crgcnt'1. j) Criteriul

, 1 I
lui Rs.be : a< e-1• divergenta; a> e-I, convergclltfi. PCl1tru a= e-1 ::::::::> ni~ __ 1) = n( en+l _ I, .

, a"-;-'I1
rezulta. e n+ 1 _1 )"+1De·...arece e < { 1 + -;; ,

1/1 a + 1
k) V·l. __ -- => a < I, convergenta. ; a >

2

!Ul Raal.;e; convergenU; m) y';: -+ 0, convergcnta. n) Criteri111 lui



diver-•
n=l

..
1 + a, divergenu'. Pentru x'= 1, b = « + I se obtine seria 2.:

scria este convergentA 1

nr (-I)'
Abel: u" = V H, Vn = - .

In 71

n

1ja.. ! ~ __ • serie absolut cODvergent3..
n l/a

e(lS n t" .1 " • • I 1 ' D" 1 I 1 1. I__ estt' convergen 'd, uupa. cntenu. Ul leIch et. ~ll od tI,. = cos -;II 11" = - cos n.
" h n

00

11=1in hoza criie.-inln' lni .'bel. ,edn este convergenta. 34. [)a, cum ,e .ode din exempiel
e

aJ ,i b). aJ Seria
,+(1 1 ,1

1

e~tc scmiconvergenta.. Apoi Cn = ala" + a:;la n_l+" .+a,.a1 = (-1) It .,./T .~~ + ~2 . .jn- 1 ~
00

00

i) Seria 2.:
monoton descresc1l.tor. Ded seria estc cOD'IcrgentA. h)

S",;a ~ v, e,te convecgenta dnpa ceile,;nl lu; ,Leibnil.; n, - I ,i ded esie ma.,ginil; ", este

11=2

e) lim an :F 0, di..,crgcnta; f) lim au :F 0, divcrgenUi.. g) Criteriul lui

n n

genla. p) Fie b, _ ~. Cu .julo,u! cdteriului lui Siolz, lim ~~ I ~i dupa criteriul III al _,a-
n n b#

lid ""ia e,'e dive;geola.. 30. a) E(e'"' - I); b) 49. 31. Se aplica. c,ile,iul lui Leibniz.

32, a) Ia, 1<;~ , ab'olul coove;genla; b) lim a, nu exisla ~i deci se,ia e,le dive;geata; c) Ia, I <;

3" n

I~ _ , ab'olul con',e,genla. d) Peni'" " > I ,,,i. esle absolul couv"genta. Penl,u " E (0, IJ seda

,,'este senliconvergent1l. (criteriul lui Leibniz). Pentni IX ~,O, lim au 'I 0, seria este diverg
en

tl1.; e) l a I »
n

> I. lim a, '" 0, di',e,genla.; I a I < I, ab'olui con',e,genla; II a ~ ± I, lim a, '" 0, di',e;gentJI In

'{ 1a ,1 J(a c::: R " ± I}. absolut convergenta; g) _-;=;- ~ -~, absolu t convergenta. 33. a) Cciteriu1 lui
n(n + v3) 12

2

llu'iehlel: ", ~ ,in nCO' n' ~ ~ [,in (n+n')+ ,in (,,-n')] "",5, ~ ", +",+ ...+", =~ ,in (,,+n') <;
2 2

"..!- v, ~ ~ , conve,gen',,; h) lim a, '" 0, dive,genla; c) C,iledul lui Didchlel: v, = ~ ,i ", -
2 n n n
, 5' '2" . 2·'S2·»+1.

n
5 'I=Slllnx~ 1I=S10X+S1D x--; .... +sm nx :::::> 510- n= 51u __ %'s1O-

x
:::::-1 ,.\'::;;;-.

2 2 2 \ ,in ~ \

I 1
1 + -+ ...+-

2 n

St· ria cste convergenti. d) Cn. la excrdti.nl anterior, ell v" = --------'--

r > iX(b - a).

a nimic, ll:ttllra

29. a) u" c:(; HI::: '

'; el) all ~ --.!_
2"

; a > c, dber-

di'/cr-

[0, I), di."er-

di',,rer-

"
seria cste

0, c!i'ter-

5

!,~

;~. = 1, lim an :# 0
n

"/J= 1, lim an # 0.
n

ergentii; a ~ e,
, divergenta.;

nvergent<1; a =

este

Fie S{x)-

rewlta. cl'i. lim CIt #= 0, deci sena
n

1>-,
",jk-.jn~ 1l,~1

(_ I)'" i..t.. .~ + ..t.. .~+ ... + ~ . ..!-) ~ (- 1)"'1 _2_ (1 -f'
\1 l~ 2 n-l n 1 »+1

1 1 J.+ .Jn . .JT . De.(larece

00
0

no

2.:
,"

SlY) ~ 2.: X:' Atuuci 5(,) ·S(y) 2.:'"
I ( "

~i

11l1de
en = _ y,,+ __ yn-1x + ,-.. +

11!
H!

nl 11

n-6 n=O
n~O

00

s('ria 2.: c
n

este cnn·tergenta. (critiC'riul lui Lcibniz).

n=1

I 1 \-+ _ +... +_1_ Deo'arece I C
n

I -+ 0 (criteri111 llii StolZ) ~i (I CII l) este descrt.s::atllf, rezult:i 00

2 "

(li vcrgent1L b) tIl o.cest taZ Cn =

J

345
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7.1. Limite pentru functii

,

S,oo,JJ:b)~l.~
•

~ 20 t = t. deci_

i
~ X1·1"2 o!''''

~ 0E '-- '<lO",'x:x: ~

h) Alegem $lJ
..'

~h'(2 +;H
~

'~2 ~ [("lit + ,3).~

('1) . Uniform ~~
.l

~....t.. _0. ;or·~
n /J

2 '~

,
d) ContinnA pe It.'

1 ,1
f(l) ~"-. 16. oj

2 "continua in ~ ...:"

W·---: -I, I}; fo~
conbnua pc R. b)l

v,. [I. 2] => f(K) "l
22. a) Xl' x2 eA

12• + l)~J
Xl! = (n:'t")l/l, ~

continua pe'R.]

o [12n + 1)~
in n.'. c) Con~

"'''.{(O. On, s!

7.2. Func"l~

22. a) lim tim!(.)
%....0 /1-+0 -;;

lim lim/(x. y) "'" J
I}_.(l J'''''O

....~

Iy 1< S, """ If(',·!

""(lX1+1YII('j
• 1 1 1
"" -I y 1< -3, 1

2 2 ~

rezultA

0< 8. < ~.
2

I
--;d)~;

12

00

0" (2: ~;d'
n-O

~ 1(:>:11) = 1 ..... I; c) XII = J'l1't ..... 00 :::;> f(x.) ..... 00; XII =,
1 2

x. = -- ..... 0 => i(x,,) ..... 00 ; XII = ---''-- ..... 0 ~ f{x.) =
2n:-: (2(J + I)1t'

00

Oed S(x)· SlY) = Six + y). 36. Fie i2: a"r~ 2: c" ;

11=0 11=0

a'

n{n + I). nt(n + 1)2 JI) 0-'. 17." ~ 3. ~ - -i. Y - -1. P ~ 2. 18. a) ---__ b) ; c) k; d) _,
2 i 2

.' ) 1+ --':""x" -=-(x+y)".
11 n!

00

tatea are loc. 37. a) ~ ~ este absolut convergenta ~i arc suma Ie.
L....i nl
n-O

c) 1(1-ln2)'; u)
II - a)'

I$i ded seria produs arc. suma egala. eu produsul sumelor eelaT daua. serii. 38. a} 1; L) _;
9

31 J- 2e2 + 1 I39. a) -; b) 2 - 1; c) C ~ 0.5777; d) --; e) In 2 - -; f) I.
~ e 2

.. 00

2". . 2"
... "" e,. =:> ell = - . Egahtatea are loc ~1 ~ ~- = ell; b) Cele douB. seni sint aLsolut convcrgcllteLJ n! L.J n!

n-O 11=0

12. 0) Ix-I I < S, => I fix) - 1 I ~ 1 21x - 1) + 31x - 1)' + Ix - 1)' 1"" 28, + 3S; + S: >
. ell J 1< 681; < £, Mea. alegem 81; < 1 ~1 0 < l\ < -:-; b) x > - =;> If(x)) = -- < - < - < 8, < e,

(, 8t I + xl! Xli X
-') 2 --

daca alegem 0 < 81 < e; c) 1x-I I < 8t .::::> f(x) < - < - -2 < - E. dadl 0 < at < v-~.
(x - 1)2 1S t e

1 2
13. a) '*'. """ -- ..... 0 ~1(,*,.) -= 0 ..... 0; '*'. = --"-- ..... 0 .:::::;:.j(xn) = 1 ..... I; b) ~. """ nr:: ..... oo.;::;:>

211" lin + l)~

7. Limite ~i continuitate pentru functii

00 00

- a"(n + 1). Deoarece seria L,an este al>solut COn"fcrgcnta, seria L eTl este convergentA :;;i egali.

ll=O 11=0

=;. f(x.) II:::: 0 ..... 0; x. """ (in + I)!!.... ..... 00
2

- (1~ + 3) ...'::.. - <Xl => f(x.) _ 0; d)

" 1 2
- 0 - O. 14. a) '*'1 = --, X 2 = =;> If(t"ll - !(Z2) I ~ 1, b) I Xl - I) < 8

t
, ! Xs - 11 <r

2m! (2n + I)n

.q 8.::::;> l1(z1) -1(x
2
») = __IX1_~_ ~ IXI - 11 + IX 2 - 11 ~ 281: < E. dacA

IX1 + 11 IX2 + 11 • IX1 + 11 IX2 + 11

15. a) 1. nu exisHi, i<l ""'- 0; b) I. = 'tt = 0; c) i., ia nu exista. 16. a) _t..; b) 6; c}
n

I

e) e 2
;

e) -i In 2; f} a"(ln a ~ t); g) .2:.: h) -J"i: i} eJ!; j) e ('I; k1 a 4l1a ll (ln a)2; 1) a,,11 ·a" '(In a) (In a -f- I),
2

19. 0) R'; h) x' + y' "" 1; c) • e R. y e [-1. 1J; (1) x e I - <Xl, -2] U [2, <Xl), ye [-2. 21;'
c) ~ ~ O. Y ~ 0, z;>- 0; f) x 21 + y2 + zl 0:>;; 1. 20. a) ) x - 21 < 8e• Jy - J I < at:::::> :f(x. y) _

- 8 I - I(x - 2) Iy - 3) + 2(y- 3) + .11' - 2) I < S; + 5 S, < GS, < '. da<il 0 " S, < min (1. ~_);

bl ,- - I I <! S,. Iy - 2 I < S. => If('. y) - ~ I< ~ s, <, dac~ 0 < S, < 2
3
" c) I. I < ~,.



rezultA e,. "'"

~i egali.

l~~!r
0-0

I 8,i v I < 8, "" If(x. y) 1 <; _I x I < - < " dacll. 0 < 8, < 2,; d)1 x I < 8" 1YI < 8, "" 1/(-<. Yll ..
2 2

<;(lxl+IYII(I+~1<38,<',dacll.o<8,<~;e) Ixl<8,. IYI<8,=lf(-<. 1)1'"
~+~ J

I 1 l+m 1-".'
...-; _ 1y I < _ 8'1 < E, dacl 0 < 8e: < 2e:. 21. a) lim j(x, y)= ---., m:f 1; b) lim f(x, y}=o;- .

2 2 X-+O I-m X-+O 1+,"'
!J=mx u-mx

22. a.) lim lim/(x, y) = lim limj(x, y) = 0; lim j{x, y) nu existll; b) lim lim j(x. y) ""'" 1.
.1:_0 y ... o y_O x ..... o (Xt y)-+(O, 0) x-+O 11->0

lim limj(x, y) = _ 1 ; lim j(x, y) nu exista; c) lim lim f(x, y) nu existA, lim limf(.%". y) ,...
11-,0 J.----.O (x, u)-(Ot III X..... (J y_O y-+O x_O

1; lim j(x, y) nu existA; 23. a) O. b) Nu exista. c) e/:. d) O. e) Nu existA.

(.", !/J-(O. 0)

I 2
Xl = -1 + _ Xli = -1 + - E (- I, 00) => IX1 - X. I -

" n
Alegemtl) Uniform continua.. c)

7.2. Functii continue

13. a) Conti.nua pc R'-. {~2}. b) Continua. pc R"""- {O}. c) Continua pc [0, ~) U (~ • it] .
d) Continua. pe R'-. {a}. e) Continua pc R, f) Continua. pe R'-.{O}.' 14. f(O) = 1. 15. j(O) = 0 ~i

1 1 4f( I) ~. _. 16. a) __ ; 0) _; c) O. 17. fix) ~ I, x > 0; frO) ~ 0; fix) ~ - I, x < O. Nu est.
2 3 . 5

colllinlJi'i in x = O. 18. Continua. pe (0, c())'-.{J;, n = 1, 2, ... }. 19. j(x). = g(x) continuA. pe

It', {_ 1. l}; fog continua. pe R 20. a) X(x) este disconti1il.ua in oriee punct; (XoX) (x) -= 0 este
continua pe R, b) Continua. numai in punctul x = O. c) Diseontinua. in ariee punet. 21. /(x) continuA
\it' [1. 2] =:> f(x) are proprietatea lui Darboux. Cumf( 1) J(2) < 0, rezulta. ca. exista.; E (1, 2) \ f(1;) ::=a O.

[0 f f
21 x, - x, I 8, .

ll. a) Xl' X
2

E ,2J, IX1 - x2 I < 8'1 =:> 1 (xl) - (x2 ) I = < -- = E. decl./a, + 3 +./2x, + 3 .j3

15,'0 ,J]; b) x,. x,E R, t x,-x, 1<8,=1 fix,) _ fix,) I _ 2 \ ,in x, ~ x, \ .\ cos" : x, -,;n" : x,\ ..

• • \lo e: . 1x1 - X,I;! 'Ix l x, - 21
~ 28£ = £, deCl Oe; = - ;. c) Xl' X 2 E [1, 00), 1.%1 - X. I <1 81 ==> I /(Xl) - !(x2 )I=.'-2 (x: + 2)(.r, + 2)

x ,::( St' -!....!. ~ 8
1t

= E. deci 8
1

= E. 23. a) 1 continua. pe [E, e) =:> j este uniform continua pe [e. e].

x:x~ 1 t n+ 1
ll) Alegem Xl = _, Xli = __ e (0. e] => I Xl - x 2 1= - 0, iar If{xl) - j(x.) I-

n 2110 + I n(2n + 1)

In (2 + ,~);> In 2 =f nu estc uni(oem COlltiuu~ pe (0. eJ. c) Alegem '" ~ [(4n + 1) ~1"',
" ."0 [(4)1 + 3) ~r' = 1" - ", 1 - 0, iac 1fix,) - f(',) I ~2 =f nu este uni/oem contiuuA.

L

h)

0<8 < ~
II. 2'

. 1
; c) - -;d)o'

, 12 '

l. y E [-2, 21;'

. 8, "" i fix. y) ~.

<', < min ( I, i);
I cJ I x I < ~~,

"" ._L __ 0, jar 11(x
1

) _ l(x
2

) I -+ 00 => f nu este uniform continua; f) Alegem Xl = _1_. xJ -
n n~

~__2__ EO (0, 1) => I Xl _ x
2

1__ 0, iar \ I{xd - /(x2) I ~ 1. 24. Alegind Xl = [(21~ + 1) 2:..]1/. ;
(2n -+1):t'. 2

%2 '--" (n:":)1/2, conchidem di 1
1

~i 13 uu sint uniform continue. Funetia (/1 + fll)(-~) = X este unifOf"nt

continua pe R. Functia 1
1

fa uu este uniform contlnu1\. pc R, cum :'re poate vedea a.legtud Xl-

[(2" + I) ~r' ~i x, ~ ("; )"'. 25. NU' este contiilll~. 27. a) Continu~ iu R''-,,{(O. 0ll· b) Contillu~

in H.:t. c) Continua. ill R:l. d.) Continua. pe multimea de d.efinitie. e) ContinuA in H'. f) Continua. tn

H2"'-{tOo O)}. g) ContinuA in Ri. h) Continua. in R2. 28. Uniform continuA pe (1. 2) X (1. 2).
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58. a) c.. ~

Se fo1ose~

a - 3' .=> f(3(I
.~

1=_,4='
3 '

c) Ca ine!
')':

_In(l+o).:

=~(I,
4

Tay10' : f(251

c) f(x) =(.-2)"

Lul'i.rn x=

+~ (-1)"

k ... 2
50. f(x) = II,
n = 2, flz).

n

metoda induc~id

b) f"(x) = ""'e'"
""" limf(x} .. e. -~

_In x) ; f) f~

g) 1'.I(x) ~ ('
3 '

h) f(x) =-,. 4

1
z e (-lX>, -1) i

0) f(x) ~ arcoila~

348

3
5 7 8 3"r. " ' 'I. a) _: b) _; c) co,9; d) 2. 2. a) .(1) = -1,1.(1) = I; b) f. (0) = -I, f.(O) = II
8 6

0) (,(0) = -I, fa(O) = 0: d) (,(0) = f~(O) _ 1. 33. a) DerivabiHl pe (0, 00). b) Dedvabila pe R.

e) Derivabila pe (0, e) U (e. co). d) DerivabiIa pe R. e) DerivabiHi. pe (0, 'It). f) DerivabiH\. pe

R,{_ ~, ~}. g) DedvabilA pe R,{-2, OJ. h) Derivabila pe R. 34, a = 30-', b = -2.

2 1 1 sin.!
35. a) 2x(xll _ 1)-1/8(1 + x2)8/2; b) _ x-th( 1+ x213 )-2!3; c) - - cos - ex; d) 6(ln 2) [x tg!x

ll
(1+

9 x' x

Xli + 1 xll_l 4 '1 / I I+ tg' xll]2tg3.x1; e} In + : f) - X-I 2(% - 1}-1 II; g) - (1 - xllr
1
/
Z

;
xl! x'+1 x2 +1 2 2

b) (ax _ XIl)-11'; i) x:« 1 + In x); j) x",:r:x '" fIn i x + In x + _1_); k) xtc x ( __I_In x + _1_ tg x):
\ x cossx x

1) 2z1&'xof( 1+10 x)lo 2; m) 2tg x; n) ~ x-1fll(l+ x2)-1+Yx [( l+xll)ln( l+xt
) +4x:il]; 0) :!.. (ctg4

"::" - ll. :
2 4 2 I

•
p) tgx(l + tg.:J' + tgllx)-t, 36. a) Nu este aplicabila: f on este dcrivabmi. in punctul x = -" ;'!

b) Este aplicahWi: c = 1. 37. a)f'(x) = 0 ¢ x = 1. $irullui Hulle; -+ 00, m, + 00. PCl1tru m E (-oo, 0)
ecuapa are dOtla radacini reale: Xl E (0, 1)!?i Zz E (1, 00). Pentrtl 'Ii =.0 ecuatia are d'\.rlacina dublA

I
~ """ 1. Pentru m E (0, (0), ceuatia nu are nid 0 rt\(Uicina r('ala. h) f'(z) = 04x = 0 ~i x = - --. (3m)

Pentru m < 0 ecuatia are 0 singura. didAcina reaIa x E (- _1_, + 00 J. Pentru m =0 ecnatia are
(3m)

rli£cina dubUi. x = 0, Pentru mE (0, 36-+)e-cuatia. are trei didacini rcale X1E(-oo, - _1_):(3",)

',e (__1_,0). AS E (0,00). Pentru m=36-1/8 eCllatia arc didacina dubli:i Xl t= AS 0= --~
(3m) , - /JIIl)

,i X
s

E (0, 00). Pentru 'In E (36-1 /8 , 00), ecuatia are uumai 0 didacina teaIA in intervalul (0, 00)'

S
58. c = _. 39. a) Se aplid\ teorema lui Lagrange pentru f(:") = ~in x, x E [a, b] ~i se tine S(';;lma fa

'!
!f'(c) I = I cose I ::e:;: l. bJ f{x) = tg x, X E [a, b]. Se tine seama ca cos2 a:> cos

2
C ... cos

2
b. 40. a)J(x) =

_ tgx _ x _ x; ,x e (0, ~) =1'''(x) > 0, x e (0, :) =1"1.') crcscalo.ve pe(o, ~) =1"(x) >

.... f"(O) = °:::::>J'(x) cresditoare pe (0, 2:..) :::::>f'(x) >1'(0) = 0 =>J(x} cresdHo.."lre pc (-0,2:.) ;e;.-;.
, 2) 2

=f(x) !>f(O) _ 0; b) f(x) ~ c' - 1 - x, x e R,{Oj =1'(.) > 0, x E (0, 00) ~i f'(x) < 0,
,e (-00, 0) pf(.) >f(O+O) = 0, x e (0, 00) lif(.) >f(O - 0) ~ 0, X E (-00, 0). c) Sc iaf(x)~=

x'_ arcsin x _ x , X E (0, 1) §i se procedea.m ca mai inainte. d) f(x) = x cos % - sill x,

6

[3" ] f (3") . x'ze 2,2" = (.')~f2 _1>0. e)f(x)=smx-x+-3,·>0=fIX»f(0+0)~O.

41. a) 1 + (e _ 1)-1: b) 1 +~ Js. 42. a) f(x) = arcsinJ 1 ~ x 2 + arccos x - 1t, X E (- I, 0) :::::>

3

=> f'(x) = 0 :::::> f{x) = canst" x E (- t, 0) :> t(-+) 00-" canst. :='> const, = 0: b) ,S~ ia j(;r) =

I-x 1t I-x 3rr
c::= arotg.'\' + arctg x E (-1, 00) !?i fix) = arctg x + arctg +

l+x 4 l+x .;

B.L Functii de 0 variabilA reall

8. Teoria diferentia1li a functiilor



f~(O) = 1,

"I I,el - (1 - x')-' , ;
, 2

. lnx +_1_ tg x) :
• x

~o},+(ctgt; -I):
punctul x = ~ ;

, 4
:J.'entru m E (- 00.0)

arerMlI.cina dublA

O
' I

- -lll%"""---
(3m)

m=O ecuatia are

',cos' b, 40, aJJ(x) ~

',1'" (0, f J =<> /"(x) >

e pe (0, ~) c~

, 00) 1i f'(x) < 0,

"', 0), c) So ia/('e

1 - x Jrr
g---+-,

1 + x ...

• E (-00, -1) ~f'(x) = 0, x'" -I =<>f(x) - C.' X E (-I, 00) ji fIx) ~ C" X E (-co, -1);

6) f(x) :EC arcsin x + 3 ar••Cl~ x + arcsin 2xJ 1 - x· - ~; se prooedeaza oa mai sus. 4.3. f'(x) r> O.
2

g'(x) < 0 ~i g(x) = (1 + ~-lf(X) ~J(x) crescatoo.re; g{x) descnscatOQre penh~ x» 0 ~i lim g(x} -
x ~oo

= limf(x) "'" e. "4. 0 = _I-in eM - 1. 45. a) f"(x) = (sin x + x cos x)! g" + (2cos x - x sin x)g' I
X_lXl «It a..h

b) j"(x) ~ 4x'c"'~" + (2 + '1x')e"g'; c) j"(x) = ~g" + l:-". 46. eJ a~3, b= -10, 48.Se .plicA
x. x3

metoda inductiei. a)f(x) = e{HtJZ => jI")(x) = (et- + b)"e(&H).'<; b}fl!l(x) = (_1)A-l(n - 1) I a"(ax+ b)--j
I I

c) fIx) = (x _ 2)-' _ (x _ 1)-' =<>I'"'(x) = (-I)'n'[(x - 2)-H - (x _I)-H]: d) fIx) ~ - + _cos2x=<>2 2
n

=<> I"'(x) = 2'-' cos (2X + n ~ 1; e) U(x))'" = ( In: )'"' =<> f"'(') ~ (_I)'-lX-
Hnl(~-+ 

i-I

_ In x) ; f) f(xi = _1_ [( 1 + x)-I + (I _ x)"'] =<> I"'(x) ~ _1_ n!( -1)'[( 1 + .)-'-1 + (I - X)-H) J
2 2

g) pll}(x) """ (xSe-a.)CD) = (_ 2)"-6e-2.>;[ _ 32x6 + 9OC~x~ - 160C~x3 + 240C~.tll - 240C~x + C~ I

h) fIx) = ++ +cos '1~ =<> 1"'(,) ~ '1H cos (i., +" ~). 49. fix) ~ a,l. ( I + ~ +

n

+~(_IJ'-I~?,k-~ l;J! I-I)' 13~~~nl;l) (~r(I+6~r'/l
k=250. f(x) == 11 + 7(x _ 2) + 4(x _ 2)2 + (x - 2)3, 51. Sc foJose~te formula lui Mac Laurin pentru

1 x2 xll \x6
1 1

n ~ 2: f(x) ~ a + _-_ + R,(x) =<>f(,) '" y ~ a +-. 52. a) ,,. -- < --; b) <-
a 2l' 2a 51 2

5
.51

_ I R.(x) I~ ~ . 1 < _1_. 53, n _ 6. 54. [- 0, ,j7, 0, 57J, 55. a) fIx) ~ xII., x ~ 30,

16 (I + ex)'I' 16 '

. a == 3'=>1(30) = VJO:::;: 3 + _1__ -.2.. => l'; = I UaPO) i = ~- (311 + 30)-llfa <~; b) f(x) = e", ~ =>

~ y 3 ~

__1_, a = 0 => J (_I l
J

= ella:::;: 1 + _!.... --I- _.!.- + _1_ :;:;;. E = \ R, (--.l ') I~ _1_ eO/a < _1- ;
3 J ,\ 18 1(\2 3 4!34 4!J3

) C
. . . • . J- I 1 I 1 1 3 d) f( )

C A. In eXCl-CltlUi antenor: e;:::; + __ + - + - -+- --- 00.::> e; < -- ; x c::lI

2 8 48 381 5!2a

== In (1 + xl, x = 0,2. Se foJose~tc formula lui :Mac Laurin: f(0,2) ~ 0, 182 ~ e: = \ R3 (O, 2) j =

= (0,2)4. (1 + 0,20)-4. < (0,2)4. = a,DaDi; e) f(x) = x l12 , x =-~ 250, a = 162
, Se folose~te formula lui

'I 'I
Taylor; j{2JO) = J256 ~ 16 _ .1. __9_ ~ E "'''' I R2 (250) I < ~7.-. . f) f(x) =arcsin x, x=O,-15.

16 2.163 2·15"

Sc f()h)~c~te fonnula Ini :Mac La.urin; f(0,45) = arc.->in 0,45 ;::::: _2.- + -~, E = I R4 (O,45) I 4:
20 16000

z,,+l x,.+l 211+1

4 (180' + 72 ·9' ·20' + 2'1 '9') 17-', 56, R,(x) ~ ----- eO, < e'; I R,(2) I < e' <l
(n + I)! (n + I)! (" + 1)1

9.2D+1 1 2 '")2 23 24 2& 26 2
7

2
8

< < __ daca. n;?: 11. Decl e2 ;::::: 1+ - -+-:"- + - + ~+ - -+- - + - + - +
(n + 1)1 1000 II 21 31 41 5! 61 71 81
2

9
210 1X 1"+1 n! I x 1"+1 1X 1"+1

+ _ +-. 57, I R"(x) I = < < ----'-'---'---
91 1O! (n + 1)1 (1 -+- OX)"H (n + 1)( 1 + 6,\,")"+1 (n + 1)( 1 + X)1I+1

ILUMn x = -0,1 =:> 1 R
1l

( -0,1) I < < 10-& daca n ~ 1. Ded In (0,9) Z - 0,10-0.
(,,+ 1)9'HI

I I I I.58. a) c:osa; b) _; c) _; d) " e) 4' f) -.59. aJ in punctete x= -1 iji X= 3
3 2 12" 3
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functia are millime. iar ill. x = 1 are ftlQ.xilll. h) 111 punctul " = 1't fUDctia. are miaim, iar in puncfele

".:m . 60 R 1 . 2./2" l/ inJJ" 1 . 1x = T 1/1 X =""2 a.re maxlme. . aza co.u Ul ,. = -3-' t~01ea, conu at este 3 R.

61. Raza conu"lui este rJ'2; volumul cooului este dublul volumului sferei. 62. x = y = _2_ R. :: "'"
If

~R. R raza sferet. Valumul paralehplpedului este~ RI. 63. Fie x ta.xa. clhndruku intenor
./3 3./3

~i y inaltimea. acestuia. Atunci na3 = ltX2y => Xmin = a, YIIO'11i = a. 6". 19,7 1tm~. 65. 1,0935 nm
l

•

66. 39,2 em3• 67. a) + 10'4.6 COl!; b) "13,6 em:.!.

8.2. Functii de mai multe vatiabile

,1/,'1 2 f' 2, 1"30. a) f x(l, 1) ~ _, .(1, ) ~ -; b) x(-2, 2) ~ f.(-2, 2) = -, f ..(-2, 2) ~
3 3 3 3

1 f" (" ) Y2" (I " ) 31 l' f 2m f . . .__ ; c) xl' -, 0 = - - -. . 1m (.l'. y) = --- ~ nu este conboui:!. fn ongme.
9 i 2 4; x_I) I + m 2

y=mx
1;(0, 0) = 1;(0. 0) = o. 32. a} f; = 2x sin2 y, J; = Xl :.1.U 2)', f;; = 2 sinS y. f;'" = 2% sin 2y. f;; =

= 2x2 cos 2y; b) f~ = y2XY'-I, f; = 2yxll ' In x, J~; = y2(y2 - 1)x··-I , f~'1J :z::: 2y x ll
'-

l (l+yllln x), ~=
= 2xu' In x( 1 + 2y21n x); c) f~ = y3(X2 + yll)-a/ll, f~ = x3(x· + r)-a/l. f~; = - 3xy(xl + yl)-6/I,

f;;' = 3y2xll (x2 + y2)-~12, f;; = - 3yz3(x2 + y2)-6/2; d) f; = (l + .;1)-1" f; = (1 + y2)-1, f;: =

= _ 2x( 1 + X2)-1l, /:fJ = 0, f~,; = -2y( 1 + i!rJ
, I e) f; = y( 1+ Xlly ll)-l, f; =.:.. f;, /:. = _2.¥y3(l +

Y ,

+ Xllyll)-lI, f~~ = (1 _ x2y!)(1 + X2y 2)-2, ;;: = -2y.r(l + x3y!)-t; f) f; = (x + r ll)-I, f; = 2y(.1' +
+ y2)-I, f~: = -(x + y2)-2, r:u = -2)'(z + yll)~2. f;;' = 2{x - yllHz + yZ)-Z; g) f; = z~-lyz"lny,
f; = x'y%2-1, f; = x'y%Z In x In y, f;" = zXH'!iyZ1(z - I + ZXZIn y) In y. J;,: = x'(X

X
- 1)y~-I, f;; =

~-= x'yzt( I + x'ln y)ln2 x In y. f~~ = zxZ- 1y",Z-1( t + x' lny), f;~=X'-l(1 + z In x + z r In x III y)y.s
z

Iny,
f;; = X Z( 1 + x' In y)Y','-11 n x; h) f; = _YZ(y'l + x 2Z!)-I, f; = xz(y! + X

2ZI
)-I, f; = _yx{yS + :lIZI)-I.

t;; = 2xyz3(y2 + Xll..ll)-2, f;;' = _2xYZ(yll + Xllzll)-ll, t;; = 2x3yz(yZ + x1zZ)-Z, f~~ = zty! -XIl,;I) (yl.+

+ ,%2Z2)-2, f;~ = _y(y2_xllZ ll)(yZ + XllZ2)-Z, f~~ = x{y! - x2zllHY + X' Zll)-2: i) f; = y e~ sinz, f; =

= .. eX. sin z, f; = eXIJ cos z, J;; = ylle"" sin z, f;: = xZe'" sin z, f~: = _e""lI sinl, f;; = e"'l'( 1 +
+ xy) sin z, J;~ = y e"l1 eosz, J~; = ..e"'11 cos z. 33. Fie (xo' Yo) E Rt: tl.f(xo' yo; h. k) = [(8lx~ 
_ 108xoYo + 36y~}h + (-5ix~ + 72xoJ'o - 2'4y~)k] + (81xo - 54Yo)h~ + (-108xo + 72Yo)hh + (36xo 

~ 24Yo)k:il + 27k3 _ 54k~k + 36hk2 - 8k3 =:> d!(,t"o..Yo; h, k) = (8lx5 ~ 108xoYo + 36y~)/a + (-j4x~ +
+ 72x,)'o _ 24y!)k. 34, a) df( I, 1) ~ 4dx -~ 2dy, d'f ~ 2dx' - 2dx dy + 4dy' ; b) df(l, 1) ~
_ e(,1. + dy), d'f(I, 1) ~ e(dx' + 1dx dy + ely'); c) df(l, I) ~ <Ix + dy, d'f(l, 1) ~ -(d.' + dY').
33, f;(x, y) ~ (x'y _ y' + 4x'y')(x' + y')-', (" y) * (0, 0), f;(O, 0) ~ 0 ~i f~(x, y) "" (." - xy' 
_ iX3y2)(X2 + y2)-2, (x, y) =F to, 0), 1;(0, 0) = 0, sint functii continue pe R' ~i deci
functia 1 este diferentiabila pe H2, Apoi' f~~(:x, y) = 4xy3(3y2 ..:-. xll)(Xll + y2)~3, (x, y) "# (0, 0)

,i f;;(O, 0) ~ 0; f~;(x, y) ~ 4x'y(y' - 3x') (x' + Y'f', (x, y) "" (0, 0) ~i f~;(O, 0) ~~ 0 ;f,~(x, y) =
= f;~{x, y) = (x6 + 9xf yz _ 9X2y f _ y6) (x 2 + Yr 3 , (x, y) #- (0, 0) ~if;fJ(O, 0) = -1 ~i J~~(O, 0) "--..;
= 1. Se obser'la. ca f~~(x, y) ~i 1;~(x, y) :m sint conti.nue in origine, fapt ce expliu

l'ezultatul/';'I/(O, 0) =F f;~(O, 0). 36. df(3, 4, 5) = -O,O-1(.1dx + 411y - 5dz). 37. a) d2J = 2{z dx ely +
+ Y dx dz + x dy ill); b) d 2J = (x2 +- y! + Z2)-3/2 [(y2 -t,. z2:)dx! t {Zll + x:':)dyZ + (Xlii + y2.)dz

2


_ 2xy dx dy _ 2.fZ dx dz _ 2yz dy ill]. 38. a) j(x, YI = (x3 -r- y3J1fll, Xo = I, Yo = 2, h = O,02..;;i h =
"'" -0,03 ~if(xo + h, Yo + k) - 1(xo' )'0) = 6.1(xo' Yo; 11., k) ;;:;: flf(xo. Yo; h, k) ~.f( 1, 02; 1,97) ;:;:;; 2.95F:
b) f(x, y, z) = xyllzS, xo = 1, Yo = 2, Zo = ,1, h = 0,002, k = 0,003, I = 0,004 ~i f(xo + h, Yo + k.

x, + I) "'f(x" Yo, zo) + df(x" y" '0; h. k, I) =<>f(I,002; 2,003; 3,004) '" 108,972; c) f(x, y) =
=sinxtgy, xo =30°, Yo.=·':ljo, h= -k= __ 1°= ~7t/180~f(29°, 46°)=0,5024. 39. v=
""'" n:x2y.6.V Z dV = -135,6 ern'"!, deei V scade ell l.35,6 ems. 40. V = 1tX

2y, X o = 2,5 m, Yo = i m,
I h I = 0, I m, I k I = 0,2 m:::::;lo I .6,V I ;;:;: I "';Y I .:<; 10,2 m:l ; Er = I dV I/V = 0,13. 41. V = xyz, Xu =
_ 10 em, y(' = 8 em, Zo = 6 em ~i h = k = I = -0,2 em =:- j6.V I ::::; I dV I = 37,6 cm2

• 42. Se

aplicl metoda indQC~

43. a) Se !alose~te fonn~
d'f ..:

Obtinem __ = (x3 +,. ox l ,,'

_ k + m Z _ m)c%H, ~!

ox "(jy'"

44, aj 0 ; b) 0 ; c) O..~

• • .1
. (co!'..! X - sms x In Sln~

•+ ~'xqlInx. 48. al 2.1
+ 2.xcp~, J; = cp~ +2~

~
df ~ (..1.- dx - ':"d,U

Y .,,3 q
_ ~ dY') ~~, + (Y'~
=x+y,v=x-y~
~ ~~;~ ~I;~~;:)J
+1(' dx +,d, +'4

~

_ -2y'~' + ~: b)~
r~.,

f; = e~~ + (1 ~ ~U
. ",

_ ~ x-a/'yl'~ + .wi
1 '.~

e) 14 = ..2 - y·:Q iP,.'~,
~ ~ ~(., v). Atu~

ecuatia devine -24
+ 1.,y(x· + ,. - ~.•..'~•.."

!J,l,,, du df~'+ _T_~._=>__
(;114 dx dx,

" '/," /,')'f", = xY('., + .. j

- (. + 2)' + 2(.+J
_ 1) (y - 1) - (,.,

+y -z)k + (-. i
h = - 0,Q5, k =1

•h ~ O.oz, k = o,e~

1 l' 4__ y'+-i.. &ilI
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, iar in punctele

I . 1uut este JR.
. 2

-Y= .[3 R. z=

'65. 1,0935 ;rma~

1~(-2. 2) =

::.., 2x sin 2y, f;; =

....I(l+y· In x). f,,;=
__ 3xy3(xl + yB)-6/1,

(1 +y'n I~; =

I;. f; = _2.ry3( 1 +
I

"')-1. I; = 2y(x +
.,) f~ = zx"-ly~"'ln y,
, - 1)y~-I, f;; ""'"
"" r In x In y}y~. In,.,
~ _YX(yll + x lzl )-l,

.....[y' - x"') (y' -+
'=yeQ'sinz, 1.' =

" .
Z. j~ = e"w(l +

'; " k) = [(8Ixg
t 72y,)Ak + (36x, 

.3(iY:)' + (- 51.: +
; b) dIP. I) =

1) = -(d<' + dr).

.' y) ~ (." - xyt 
,.pe R' :;i deci

.... (x. Y) ". (0, 0)
0) ~ 0 ;f;~lx, y) =
_I 11 J~zIO, 0) ~

fapt ce expliea

) d'l = 2(z dx dy +
+ (x1 + y2)dzll 

. 2, h ~ 0,02 ~i k ~

t. 02; 1,97) '" 2,95.;

I(x, + h, Yo + k.
.972; c) Ilx, y) ~
0,5024. 39, V =

=2,5 m. Yo = i ro,
.41. V = xyz, xo =

'Ie. 37,6 cm3 . 42. Se

ooraplici metoda. inductiei: = aT' b8 et j, r + s + t = n $i ."/ = (adx + bdy + edt)"f.
iix' By' OZI

43. a) Se foIosc~te formula lui Leihniz de derivare a produ5ului tqh)ltl = g(J;lh+C~gCt-llh'+ ... +gh(lIl.

'iJt( -10JOpt
inem

__ = (x 2 -+ y2 + 2kx + k2 _ k)e(I-t,l ~i apoi _0_ = (xli .... 1'2 + 2b + 2m1' + k
l

-
oxt axtaym

_ k +ml _ m)~IH', k + In = n; b) Se procedea7.1i ca la punctul anterior akf = (2J:x +ox'
+ 2

t
-

1k
)cJ:r-<a,; 0'" = 2l-131f1(2x + k)e2I+311, k + m = n; c) Prin metoda inductiei se obtine

ox"cyTll
-II} a"f_,,__ = (-I)"k ! m 1"(1 + X)-I<-ly -"'-I, k + m = n; d) --- = (-l)"-l(n - 1) I (x + y)-".

oxljjy'" axtey'"
, d}. df 2 '+4 dJ . cos

44. a) 0; b) 0; c) 6. 46. a) _ = -SlIl x-+- c062x; b) - = - x e-,1; ; c) - = (stn x) %-1.
dx dx dx

. ' 01 y dl 1. b) of ,-, d I .-,
'(COs'X-S1Il2 XltlSUlX). 47.a)-=--' _=_, --=yx ,_=?X +

ax x:.! + y dx 1 + xl ax dx

l
',I . "+ lp'x" In x. 48. 3.) 2x In x tg x -\- x-+--' tg x -+- -- (x

2 -+- t) In x; b) O. 49. a) f z ""'" !fl. +
X cos2 X

+ 2x~~, J; = ep~ -+- 2y~~; ill f; = 2X9: + YV~~' }; = -2ytp~ + xv ep~. 50. a) Fie u = ~. v = xy.y

. (' x)' "/(I.2X x· \" Idf = _ dol' __ dy fP. -+- (1' dx + xd)')9tl> d = - dx - - dx dy + - dy' JCP.' + 2ldx' -
y y2 )'2 }.3 y"

x' ")., :11:.1 .. 2 ". 2 ..:I.. )' '__ dr ~., + (y dx + 2xy dx dy + x· dy )~".+ - (-y ~ + x dy dy~. + 2 d< dy~,; b) u =
~ . ~

= x + y, V ~ X _ Y = dl ~ (dx + dYh~ + (dx - dy)~;; d'l - (d< + dy)·~~.· + 2(dx' - dy')~:, +
+ (dx ~ dy)lcp;':; c) f( = x + Y + Z, Ii ~= x:.! -+- y 2 -+- z2~ rlf = 9;, du -+- 9~ dv == (M + dy + dt)tp~ +
+ 2(x dx + y dy + ,dz)~;; d'l _ (dx + dy + d')' ~;;. + 4(dx + dy + dz) (x dx + Y dy + z d,)~;;. +
+ -4{.zo dx -+- y dy + Z dz)2cp;'; + 2(dxll -+- d1'2 -+- dt2)ep~. 51. a) It = Xli - y2 ~ f; = 2xY9', J.' =_ ~ u~

Y f' 'Y' ?if 'x 2y'__2
y

2q/+<p; b) u=-=> :r=x+ep~~C(',fll=x-+-9';c) u=ye- =!;>/z=-ercp'e
x x y

x'

f; = erep + (1 _x: : eY. e21J ' cp' ; d) It = x' 1', v: L => ep = ~(tI). { = $(v) => f; = rcp" -
. y I X

_ ...!:.. x-a/2yl/~ + .x-f,/:lyS/1~' + x-7hyt.I2tJ;" ; j~; = x 2cp" - -2. xlh~y-3!:'.~ + x-1/2y-l/l:ljJ' + X-
l/ly 1/1!}" 1

4 4 .

e) u = x2 _ y2 ~ 'll = ep(u) ~ f.~ = Y? + 2x2ycp', /; =xcp -'- 2xy2 ep'. 52. Fie u = xy, v = L .;;ix

I
" 1:" 2 ".2 " y2 " ., Y '. I" I" .. 1"

tp = tp{u, v). Atunci :3'1 = Y /flu' - -;- 1'fl 1l1l + ---; <P!>l + ~ --; ttl!>, u· = x CP.· -+- 2<Put> + s tp", $'
x x x x

ecuatia devine -2uep~" -+- cp; 0::::: 0<0:> -2UIli,: + 'P = ~(u). 53. E = [_6{x
ll

- 2x"1'2 - 2xl:yt + y
lI

) +
df cy .G:r.p dt! tep dv . dv a~

+ -4.ty{x4 + y4 _ 4X2y2)] {x" + y" - x2y2:)-2. 54. - = - + - . - + - .- ~,- - -' +
dx ex cu dx iv dx dx cx

-f OY2. du ~ rlf =~ +~ .~~ +(~~+ acp • b·h id~.!. 55. f;; = -I x2:f~~ + 4xYf~'!> +Y'f;;' + 2/~;
au dx rlx ax av ox . ot! av au' dx

I~; = xy(4/~: + I;;) + 2(x' + y')f~; + I;; I~: = 4Y'/~: + 4x)' I:;, + x'/;:+ 2/~· 56. a) I(x, y) = 1 
_ (x + 2)' + 2(x + 2) (y _ 1) + 3(y - 1)'; b) I(x, y, 'I = (x - I)' + (y - I)' + (z - 1)' + 2(x 
_ I) (y _ 1) _ (y _ I) (z _ 1). 57. Ilx + h, )' + "~, z + I) =/(x, y, ,) + 2[(x -)' - z)h + (-x +
+Y _ ,)k + (-x _ y + z)l] + h' + k' + I' - 2hk - 2hl - 2kl. 58. a) Ilx, y) - x', x, = t,y, = 2,
• = _ 0,05, k = 0,01 =1(0,95; 2,0 I) '" 0,902; b) Ilx, y. ,) = xy',', x, = I. y, = 2, z, = 3,

• = 0,02. k ~ 0,01, 1= 0,03 =1(1. 02; 2,01; 3,03) '" 114,6159. 59./(x, y) = y + xy + '!'x·y 2

_ ~)'3 + ...!:.. (x" sin Oy + -4x3y cos 6y _ 6X2y ll sin Oy - -4x)'3 cos 0)' + y4 sin 6)')e6~, Oe (0, 1).60. Folo-
6 21 .
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gim formula lui Tayler de ordin 1, ill origine l(x, y. z) ,::::: 1 + (x - y - r){2. 61. a) J(Ix. ty, tz) ::a

= t2f(x, y. z); x~f~ + 'Y J; + z f; = 21; ornoge:w1 de gmd 2; b) emogena cle gt'&d zero J c) omo-
3 .. , dj 17

g'eIill. de grad n. 65. coset. = _, cos [) = -; heM) = 17, Iv(M) = - 1~ - = -. 66. cos a; =
5 5 ';'1 :)

1 • df· OOJ- x
~ -e05~=C05Y= ,_' I;(M) ~6. I;(lff) = -6. I;(M) =6~-::=6 .1. 67. e05« =-,

.0.;3 ~ 01 r

y Z • I dl 2 .ctf Icos ~ = _, cosy = _, r = (x:J + y2 + ZW)lll::::;. _ = -f. 68.,- = 0 <=> - - (x cosrJ.+ y cos ~+
r r dl r ~dl ..3

+ zcosy) = 0 ¢? c'l = O. 69. - 9~:-4 70. zJi 71. grad if- : I ~)::::;. "It -2, 4),

\'t(-I.I).=> i:::(V1,v2)=arocos }w.n.a)(l,O,O); b)di'lc=3; di'l(:)=';l c) rotr=

= 0; cot(i X ,) ~ 2i; cot (/('·)' : J= 0; d) grad Y = ~; gmct y' = 2y; g,ad';- ~ - ;, . 7.4. a)

M(2, 1) _ punet de maxim; b) M ( - --~-, - -!_) - pUllet dp minim; c) M 1 { -J:z. JiJ, AI:J{J2".
,3 3

_Jij - pUllet de minim: 2v[a(O, 0).- pUllet de maxim, [d 2j(.i1f3 } = -4(h - k)~ < 0] l

d) M
1

( -2, _ I) _ pUllet de lTL.'txim ; J1f2(2, 1) - punct de minim; e) ac - b2 > 0 ==> f are un punct

de extrem Jllo(.xo' 'Yo) ell 2a,,-,o + 2byo - e = 0, 2bxo + 2cyo - f = 0; a> 0 ==> lvI, - punet de

.. 0 M . 0 O·a. bel tdlllUllm; a < ==> 0 - punct de Ol<1Xlm; ac - b~ = ~l - = - = - ==> arc pune e extrem:
b ° I

M(o:, (3), 2aoc + 2b[3 - e = 0; a > 0 ::::> J\[ - punet de minim; a < 0 ::::> AJ - punet de maaim.

In celelalte cazuri, fUIlctia nu are extreme locale. f) ftf (; , ~J- punet de maxim I

g) ]\[1 ( -1,2) - punc.t de minim; 1\I2(o:, 0), 0:<0 - punct de maxim; h) M 1 (~ J3. - ~ ,JJ").
I a J- b J-) . . (a J- b J-J (a J- b J:;-)Mat-3 3'3 3 - punet de mumn; .71,{33" 3'3 J • M" -3 .3,--:; oJ

_ puuet de maxim'; i) i1'1(0, 0) - punet de minim; j) M{5, 2) - punet de minim k) .M1(2e)-1/t.

(2e}-I/l!), MlI(-(2eJ-1/2, _(2e)-lf2) _ punct de minim; M a{(2e)-I/S, _(2el-1/.e), M ..{_{(1e)~tll.

(2e)-I/S) _ punet de maxim; I) Al (l:-, 2.) _puaet d~ m-a.xim. 75. a) J1 (- 2.., - -.!-, 1) - punet
3 3 0 3 3

de minim; b) M ( ~ , I, 1) _ punet de mlnim; c) }\II(O, 0, O} - punct de minim; d' (2, 4, 8) - pu~ot

de minim; e) Nu admite punete de ex:trcrn. 76. Fie x, y, z dimensiunile ba.zinului, Z - lnal1imea
a 3 . (P as

acestl1ia. Atunci x}Z = - ~i suprafata 6ste S = 2xz + 2,z + xy = ~- + - + xy. Funcpa. Sfx-, y)
~. y x

a.re un minim pentru x = y = a. Ded dimensi.unile sint x = y = a, Z = ~. 77. Fic y raza ~i h
2

in.1ltimea canului. Vreptunghiurile de haze. ale paralelipipedului stnt Inscrise in cercnrile de baza. ale

uOlli cilindru circular drept in:->Gris in carinI rla.t. Fie x, y dimcnsilluiJe l>al.ei. VolL1m111 paraleEpi.pe-

dului V = .!!- xy(2r _ Jx2 + y2l esle Illaxim pentrn x = y = 2 Vi Y. Inaltirnea paralelipipedutui
U . 3

n
esteh/3. 78. D{x, y, z} = ~ [(x - a l l2 + {y - bd:! + (z - C,)2) e:ite m<ntm1 p0utxu x = ('1'1 + a J +

i=l

+ ... + a,,){n, y = (v, + b, + ... + b,,)fn. z ~ (e, + 0, + ... + o,,){n. 79. aj M(I, 1, I) - punet

de maxim; h) .M{24, --144, - 1) - p~tnct de minim; c) M( -I, 0, 0) - punet de minim.
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22. a) y' = y(y - 1)-', .
+2y"'-' ( l-xy,-i)ln;'l '
_ (x + y) (x _ y)-';' ~

+ y _ l)e%+u + 2ye'

;,;

c' y " ~ ...
--;Z:r;I=~'
bl z alb'

, ., .. (.•.
z = - - ; Zxl = r<

tI' . x;
d1z = _Z-S[{ZII +r .~

o 2 l"~

+ z)-' [(;dY:" ,
28. aj M,ll, -2. -,..
_. punet de maxim. ~

_, punct de minirn{'

- -y[y -I-(Y+~
tine seama de rela.~

+ ylT'. e) Fie n
Z ~ (b?' - 2y) (2'
v··

«(x, y) = x - at, tI{,
p' (1 _ a z~) - bF~

• 4
30. y'(I) = _0_;

5
- dz ~ x(2y- I) (y,

= _y-3(Xll + y2)

«~I(O, 1) = u~"(O'. '
+ y)-'(y dx ~ v dy)'
= (u2 _ tl2)-1[(vSc~'

_ d 2v = -2(u! .:..
dv ~ - (n - V)-I(C

o

•

~

34.~a) z~ = cv~=(,

23



~.

21. ~) 1'(1) '~ ~ I, 1"(1) ~ -8; b) 1'(0) = 0, 1"(0) = _l:.; c) 1'(1) = - ~. 1"(1) = "- U., '. 3 2 I

22. a) y' ~ylY _ 1)-', y" = _ylY _ 1)-'; b) y' = (I - xy>-1)-'y' In y ; y" = [y'( I - xy"7')lll' Y +
+2y"'-'II-XY'-;)lllY] (I _ xyH)-'; ,c) y' ~ lay _ x).(y - ax)-'; y"~11 - a') (y - "ax)-'; d) y'=
= (x + y) (x _ y)_'; y" = 21x' + y') (x _ y)-'; e) y' ~ (,' - y) {" + x)-'; y" ~ [e+" + 2(x +
+ y _ I)e'" + 2ye' _ 2x e' + 2xy _ e'''' + x'e' - y'e'J (e' + x)-'; f) y' ~ - 2-; y" ~ 2Y •• X %1

I 5 aJ- aJ-
23. a) x = __ punet de maxim; b\ x ~ _ - punet de maxim; c) x ~ - - 6, Y ~ - 2 ~i

2 " 8 " 4 4

• ~ ~ J6. y ~ ~ J2. puncte de maxim; x ~ - ~ J6. y ~ - ~ J2 ~i x ~ :'- .J6: "l' -
4 4 4 4 4

a J- " I· 0 """ _ _ 2; pUrlctede minim. 24. a) zx(2, 2, 0) = zll(2, 2, 0) = - ; b) zx( ,0,0) = xt/{O, 0, 0) =-
4 " 3; .

_ I. 25. a) ,; ~ _ 2x(6z _ y)-'; z~ ~ (4l' + , - I) (6' - y)-'; b) z~ ~ (y' - x') (z· - xy)-' I"
, x'. k

z, = (xz _ y'il" _ xy)-'; ) z" ~ - - (x In y + z) (y + z In x)-'; z, = - - (x + yin z) (y +
x. l'

l' . l' 1 _ '2 1 ' C

Z

% ,+xlnx)- ; d) 'zx=(Yz-x:) (Zll_xy)- ; zJI =- (2+3xz-6y )(zS-xy)- . 26. a) Zx = - - -; z" = -3 . as z

e"y" c" ,,'c"" c" • x__ _ ; Zx I = ,_._ (yZ _ bll)g-a ; zx" = xyg-a;. zill = -- (x
2

- a
2
)z-a; b) Zz = - - I

b
l

z allbll aSbz a"b" Z

,-Zu " "t .',=" __ ; zx' _ (y' _ Ilz-'; zx. _ -xy'-', z.' =- (x - I)z-'. 27. a) dz ~ - ,-,(x dx + l' dY)1

Xdlz = _Z-3[(Z2 + x!l)d-:2 + 2xy dx dy + (z2 + y2)dy2]; b) d.z = zy-l(X + Z)-l(y dx + Z dy) ; d
2
z = z(x f

+ ,)_'H~ dy - :dZ) dz _ ;, dY'l; c) dz'; z(1 - z)-'(dx + dy); d', = zll - z)-'(dx + dy)'.

28. a) Al,( I, -2, -2) _ punct de minim; M,(l, -2, 8) - punct de maxim; h) M,( -I, 2, -2) 

_ punet de maxim; M,(-I, 2, I) _ punet de minim; c) M,(-3 ~J6. -3 - J6. -4 -2J6)

_, punet de minim; M,(-3" + J6. -3" + J6. -4 + 2 J6) - punet de maxim. 29. a) z~ =
__y[y _ f _(y + z)f"J-' ;z~ ~ -(x + z _ f) [y - f - (y + ,)J'r'· Se'inloeuiese in ecuatie ~i 50

tine seama de relalia de definilie a funelie, implicite; h) z~ ~ (x - ,) (x + yfY'; z~ - (y ~ f) (x +
+ y!'j_'. e) Fie" = ax + by + cr, astfel cO ~ ~ <p(u). Rezulta ea z~ = (a~' - 2x) (Zz - '~')-' ~i
,~ _ (b~' _ 2y) (2z _ '9Y" d) Funelia z{x, y) este definita implicit de rclalia 1'1

u
, v) =,0, unde

u{x, y) = x _ az, vlx, y) = y _ bz. Prin 'derivarea relaliei F(u, v) ~ 0 in raport eu x ohli
nem

F~(l _ a z~) _ bF; ':' ~ 0 ""'~ ~ F~(aF~ + bF;)-'. Similar se obline ,~= F;{a F~ + b F;)-'.

4 1 3630. y'(I) ~ _"_; ,'(1) __ ; y"{I)'" - - ; z'"(I) = 4/25.31. a) dy = -x(2z + I} 1Y + z)-' d. I
5 5 25

dz = xl2y _ I) (y + z)-' dx; d'y ~ _(y + z)-'. [(2z + I) {y + zj' + x'(2z + I}' + x'12y - IJ"]dx'J

d'z = (y + z)-'[{2y _ I) (y + ')' _ x'12z + I)' - x'(2y - I)']dx'; h) dy ~ - ~dx; dz=O; d'y =Y

_ -r'(x' + y')dx'; d'z ~ 0. 32. u~(O. I) ~ u~ (O, I) - I; v~(O, 1) = -I, v~(O, I) = OJ

, u;;'(O, I) = u;~(O, I) = u;.(O, I) = 0 ~i v;.(O. 1) = 2. v;.{O, 1) = t. v;.{O, I) = o. n. a) du ~ (I +
+ y}_'(y dx 4- v dy), dv = (I + y)-'(dx _ v dy), d'u - -d'v ~ 2( I + y)-'(dx - v dyjdy; b) du =
=, (u

2
_ v

2
)-I[(v2 _ x2)dx + (~2 _ y2)dY]; dv = _(Ull ~ vZ)-l[(ull - x

2
)dx + (u

Z
- y2)dy]: d

'1

u = 

_ d'v = -2Iu' _ v'l . [x dx' + l' dy' + u du' + v dv'j ;' e) d .. - (.. - V)~'[{v - x)dx + (v - l')dYJ,
dv __ (u _ v)-'[{u _ x)dx + (u _ y)dyJ ; ,d'u = - d'u = - (u - v)-' (dx' + dy' +du' + dv').

3

. • c. oy" c cx ,,'
4. a) Zx = CV

x

= __ Stu V = _ gIl = Gt'J' == - cos v =, ; b) Zx = t!ull: + «"'s =-
u XS+y2 V x'+yll

E::l'!....' z~ = vu~ + uv~.= _ 1-; c) dz = 2 ('':- ..!.lny <Ix + -!..lnx dY) (In x - 10,,)-1 ~ dill";'" .(lnx-
2 ,2 x l'

cos ex =

'paralelipipedului

• x - lnal1imea

tx) .

e} omo-

" -4(h - k)' < 0] :

=>fare un punet

M, - punet de

'(::; b J-).'\1 3, -"1 J,

". /- b J-);-;V3,--; J

" " k) M,(2ej-,/"

, M.(_((~)-u",

1 I "\,"-. 1 - punet
"" 3

(2, 4, 8) - punet
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y = -2, Z,= 2 - punct de

maxim; d) Al = - ..!.. ::;:;> x = 1, Y = 2
, 2

de minim. 42. a) Al = - ..!.. ::::::> x = 1,
2

y = 2. Z = -2 - punct de minim; b) Al = _az ::;:;> x = ±a,

. I 1
maXUll; )'2 = - =:> x == - ,

-2
Y = z = 0 - puncte de maxim;

3 4 8
A2=_c2 ;:::>x=y=O,z=±c-puncte de minim; C) .. ).l=--=>X=-~ y=-, z=-

8 3 3

8 d' 3 4 88 ..___ punet e maxim; A. = _:=;. x = - _. y = - -. ·z = - - punet de nl1mIll; d)-A. =
3 8 3 '33 .
I 1424 . l'

= _. ttl = - - => x = _, y = ---, z = - - punet demaXlffi; Az = - t lJ.2 = -:::;. x = z = O.
3 2333 .2r I ,[6. /- r

y = -2 _ punet de minim' c) Al == _ ~.1l1 = -z:>x = y = -~, z = ~~i x = z = - ~,
, 12 6 6 3 6

,[6 . ,[6.j6 . . ,[6 1 ,/'6
y = 3 ~1 Y = z = - 6"" I X = T - pUDcte de maxim; Az = 12' {.L2 = "6 => x = y = 6,2 =

.,[6 . ,[6 ,/'6 ,[6..j'6 . .
= _ 3" ;11 ~ = z = '"6' Y= - T ~1 Y = 2 = 6' .t' = - ;} - puncte de n~lI11m. 43. a) FUllc-

1ia flind continua pe domeniul inchis xl! + y1 E;; 1, i~i atinge marginile. In intcriorulcercului
funcpa are minim in origine, valoarea sa fiind zero. Pc cere func1ia are minime 'in punctcle x =

±I '. 3... 3 ±I. .' 11= .j_'_y = =F rtn lii1 maxune Jll x = ± 1'1ri' Y = -- _ ~l valoarea maxlOlU]Ul este-. Ded.
10 "/10 "/10 .j1O. 2

iof! = 0 ;;i slIP J = 1t /2. b) Procedind ea la punctnl anterior se obtine ill!J = 0, sup j := 25 :

. I 3J- ~ dZv ~
c) inff=-1.sup!=I;d)inf!=O. sup!=- 3.44.a)_+aZy=O; \»t

2
_- +3t-+ay=

, 2 dtZ dt:! . dt

, dy 1 , dx. d, d ( 1 ) d (I) dy 1., 1= O. 45. a) y = _ = - • ell x = _ :;:1 y" = _ y = - ~ :;= - --, - = - -- x • - =
dx x' dy dx dx x' dy , x' dx (X')2 _ x' _~

.... _(X')-3X" => xx" + (X')2 _ 1 = O} b) Se proccdeaza ea Ia punetnl anterior: x" - 2~l'x' = 0;
c) y(8) = _ (x')-4X (3) + 3(x')-t>(xI2)!::;;;' X (3 ) = O. 46.. a) z~ = 0: b) uz~ - 2 = 0: c) 2tt2~tJ' - 2~ = 0;

d) 8;" = 0; e) l,IZ~'v + z~ = 0 ;f) U'l.'Z~ - 2uz~ + vz; - kZz = O. 47~ a) U'~ = 0; bl u.;~~ = 0 ;
c) 2w~; = 1. d) Dinz = xy _ w rczulta z~= y - w~, i~ = x - w~:;:i ecuatia devine (2xy - w) •

•(y -; w~) + (1 _ y2)~x _ w~) = ~ + X~'! - )'w. Deoarece.~ = yz - x: v = -:z - y, ~zulta c~ «~=
= YZ:z _ 1 = y2 -:'" YW;r _ I, u

r
= yZIl + z = 2xy - YW u - lV, V;t, = XZ;t + Z = 2xy - ~'Wr - w,

f)~ =-xz~ _ 1 = X Z _ xw~ _ L inlOCJJind acestea in relatiile w~ = w~u~ + '(f)~V~ ~i w~ = W~lI~ + w~v~,
obtinem w~= [(yZ _ l)w~ + (2x)'- w)w;]{l + ;rw~ + XW~)-l. w~ = [(2xy - w)w~ + (~_2 - l)w~](1 +
+ y w~ + XW;)-l. Acestea inlocuite inecuatie conduc Ja forma u·~ = 0; e) w~ = -1. f) W~I = O.

, 48. Din relap-He x = reDs a, Y~ = l' sin 0 obtinem 1'~ = cos a. O~ = - ~ sin a :;:i r~ = sin O. 6~ =, '

""l~,,)-ol•• ln"(lnx -In,. + 2)dx' ':"x:(I~"") <l..dY;';~;~X(lnX-ln~-~2)dY'J. is.

(;,I:e, ell. y , . . ' - - - -
___ • 3J1 = _ ~ _. 36. Fte if = x + z, v = y + t, astfel eft. F(u~ tI) = O. Avem du = dx + dt.<

al:, b2 z· - .
dv = c:\Y + dz I;>i F~du + F~dv = O. Deci dz = - (F~ + F~)-l(F~ dx + F;,dy). Similar", obtinem -dIu =
=: ~z,d'v = d2z !;li (F~!du + F~dv)d14 + F~d2u + (F~!)dtt + F;:dv) dv + F;' d!v = 0 - asHel ca dllz _=
= _~~ + F~)-3 [F~,(F~)l! _ 2F~t!F~F; + F~:(F~)2J (dx - d)f· 37. y~ = Y2 + 3)'3" 38. Y3 = yi .....
_,.,y. + yi. 39. aJ (J~r+ l~r~ 1; p) y, ~ J',J',; cJ y, + y, + J', ~ 0; d) y, + y', + y,~

• .j2: J- .J- . a.j2: J- J-
c:::: 1. 40'),1 =_ -2-' .M1(a 2. a 2) - :Funct de maxIm; -"'2 = -2-' 1\.f2(-a 2, -0 2)-

_ puDct de minim. 41. a) A = _2.2'2(_2 + Jtll)-l => X = abll(a 2 + -bll)-t, Y = a2 b(a
2 + b

2
)-1 - punet

dt! minim; b) )., = o=> x = 1, Y = Q - pun:t de minim; c»).. = - -!..~ x = ~ = -.!..' - punet de
2 2

1
~ punet de maxim; ''2 = - =;. x = - 1, Y = -2 ...;.. punet

2
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1
"'2:::::>x=z=O,

~.=,=_F
" -;;-'
. ../6

::;=Y=6"-'z=
\,.

43. a) Ftinc-

.. teriorul cercului

·'lin punctcle .T =
.~:: 11

• esle-. Ded.
2

0, sup j C' 25 ,

Y + 31 dy +ay=
dl

_I x"'~~
(~')2 x'

s x" - 2yx' = 0 ;
~:,e)2uz~v' - z~ = 0;
i '.' -.•

.. ;~; b) U'u' = 0 ;
.:" hie (2xy - w).

".:·~zultA c1 u~ =
.:' .2xy - xw~ - w.

":'; = w~u~ + w~v~,
('j- (x' - l)w~](1 +
.~ .... ,1. f) w;. = o.
r~ = sin O. 6' =

:':" II

Decif~ .:: f; cos t(-~J~~ln{} ~i' jiJ Apoi-, .
1 ,,1,0" 1. 20 I.' 1., 0 'j' . j," j"" 0 1 0 f" 1__.sin20'!rlj+-sin 10',+-5UI '0+- 5111 . r~l 1I,='r

I5l1l +_sin2 'r6+--'
,. ,.2 ,.'2; r T, "a

" 1. 0 I.' 1 • A" 1.. 1. ..cos'2 6 0/
61

__ sm 2 . 6 + _ CO~1l O· f r, asUel cA wi:::; fro + -;101 + - fr = O. 49. Prm diferen·
~ y y_ r

tierea retat
iilor

intre coordonate Se ohtine dr = cos () cos (j) dx + sinO cos 9' dy + sin Q dz"dO ==

= __1_ (-sin 0 dx + c'os e dy) ~idc.p = .-!.- (-cos -0 sinep dx - sin e sin f{I dy + cos ep dt). Di'n· in-

t' CQS "¥ r
variant

a
formei primei diferentia1e dj = j~dx + f;dy +" f;dz = f;dr + j~ dO + f~ dcp se deduce f; =

f
. 0 . 1 I.' 1 j,' O' f' f" 0 1 j,' 0 1,

0=:: r cos cos 11: __ esin e.- - ~ cos, sm <p, 11 = r 5111 ' cos C?,+- 6 cos - - f~'
I rcoscp" 'rcostp"

. O' " I, 1 A f" ,,1 j," 2 f' I '
0SlD sm...Cf/,Jz=frsiu9+-Jl¥cos9· nfihal,iJ,J~r'+ J01+-q;>'+- r--

tg9J
t:;>=r ,.2 eos2 cp ,.2 r ,.2

= O. 50. ] =,.. 51. J = r2 cos cpo 52~). = ,-3 => X = Y = t= z = -c - punet de maxim;). =
~ _c-3 => X = Y = 2 = t= c - punet de minim.

9. Geometria analitica ~i diferentiaIa a curbelor ~i suprafetelor

'9.1. Geometria diferentiala a curbelor in spatiu

2x _ a 2y _ a 2z - a..JI . J-' - 2 .,..- 210. a) __ ~ __ ~ . ,~2x +, 2, ~ 0; b) x-I ~ y - 1 ~ --; x+y+

-2 0 ~2 1

+ 4z _ 10 = 0; c) x-! = y _ 2 J3 = 2 -:- ; 2 J3x + y - 2 J32= 0; d} x - JJ =
2./3 -2.j3

= y-,; =' -r~; x -J3Y - J3z + J3~.0; e)~~~~.:..::2., 2.< -z ~ O.
-v

J
-1/3 ,2 0 -1

Il.a)'<= 1~II+k),P= ,1_ II - k),V=-j; b)<~ ,~(;+4j.+2k), p~ ,~(-21+"l,
,2 . ,2 ,21' ,5

V = ,1(_41 + 5j _ 8k); c) < ~ ~ (21 + 1+ 4k), P;; 1 IGi-8j-k), V= 1 (-3li-
.,,105 ,21 .jl0l .j2121 .

_ 26j + 22k); d) < ~ .j~ (I _ 2j + k), P = j'f II + j'+ k), v ~ .j~ II - k). 12. a) Ta~genta IT)

2.< _ 1 3y _ 2 2z _ 1 2x - 1 3y - 2 2, - 1~ = --6- ~ --4-; binormala (B) --4- = ---=6 = --2--; . normala principa-Ia (l'v')

2.<- 1 3y-2 2, -I 17______ = _; planul normal (PN) x +2y + 22 - - = 0; planul osculator (PO)

4 3 -4 6
1 22x _ 2y + 2 __ = 0 ; planul rectUicator (P R) 2x + y - 2: - ~ = 0; b) (T) x...,.. 2 ~
6 3

Y _ 1 2.- 2 x - 2 j' - 1__ = _; (B) _ ~ __ = z - 2; (N) x - 2 ~ 0, Y - z+ 1~ 0; IPN) x+2y -

2 -2 4 -1
_ 2, = 0; (PO) -4x _ Y + z _ 9 _ 0; (PR) y + , - 3 = 0; c) (T)~~ Y - 9 ~~ ;2 6 6

(11)~ =~~~, (N)~~ y - 9 = ~; (l'N) 2x + 6y + 9, - 147 ~ 0
9 ~6 2 6. 7 -6 y--+-2 2-2

(PO) 9x _ 6y + 2, _ 18 = 0; (PR) 6. + 7y - 6, - 45 - 0; d) (T) x - 2 = --'-- ~-- ,-1 2

(B) • _ y _ i = 0, 2 = 2; (N) -x + 2 = y + 2 ~ 2 - 2; (PN) x_y+2z_8~O; (PO) x+y=O ;
1

(PR) -x + y + , + 2 = O. 13. a) ds = I I I (t' + I' + 1),/' dt; b) ds,~' - I sin 21 114 +9 sin'I),12 dt
2
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14. (T) > = 0; y = t: (B) y ~ I, z= L
1 2a:!

(PO) (2a' + I» 'f 2a'y ± - (4a' - P')'/oz + a'p - - ~ O. 16. (PO) Y - z ~ 0: (PR)
p P
1+ z _ 1 ~ O. 17. a) t ~ ,j_ (i + j).v ~ -k: 0) (on x-y~O. z~O: M( I, 1. 0). 18.

~ ",ccos .)~, • i: (p. k) ~ a:ccos ( - ,j;) , i: (v, I,) ~ ~/2. 19,." ~ 1/2, ',~ I. I, ~ 2 . sau

M,(2; -ln2, 1/2), M,(I, 0, I). M,(1/2. 102, 2). 20. a) J'2e"(e" + W': b).J'2e-
t fJ. 21.a)t-

x-I y 3z-2
~ (i - 2j + 2k)13, P ~ -(21 + 2j + 1'1/.1, v ~ h21 + j + 2k)/3: b) (N) -- ~ - ~ --,

-2 I 6
. [

(PO) 6x + 6y + 3:: - 8 = 0; c) T = ~912. 22. R = - (I + a2
). 23. Dacacurba r este dreapta

2
r = to + tu, atuilci r = u ~i r = O. asHe] ca R'Iem.K = O. Invers, daci\. avem K = 0, din prima

I
.Fl· d. .. dO' C ' ct,formu a. a Ill! • renet rezu tli ---L.- = O. DeC! 't = ~t t' = U = canst. um 't = - = u. obtinem r=-

ds ~

1
= us.+ ro_ ce<;a ce arata: di r este 0: dreapUi.. 24. - = 0 arata di avem 0 curbl\. plana. conp~

T'
uuU. in planlll osculator. Dec! ecuatia planului este x - y - 2z - 2 = O. 25. R = (as + b8}/a,

. I I 1
T ~ (a' + b')/b. 2b. J( ~ - ~ 4(1' + 2)-'. 27. - ~ - ~ 2(2)' + 1)-'. 28. I, ~ -2 ~ M,(-',

T R T
4 ( 1 64 .1.1 \ ( 1 )-8, -3); I s = -~M2 -, --, -J' 29.t1 = -l=-ll!l{-l,-l, 1};t2=2=>AJ" -,2.7.
7 7 343 49 2 •

9.2. Studiul conicelor pe ecuatia generala

X" y"
4. a) Ecuutia canonidl. - + - - 1 = 0; centrul C(2, 3); lp = arctg 2; coniea intersecteaz.l

9 .'
axa Oy in pllrlctcle l\f1(0, 2J"~i 1\..[2(0, 5). b) Ecuatia canonie~Xa --: va - 1 = 0 ; cetitrul C( -I, 2) I

. 9

If! = arctg .3; conica intersectcaz:'i. axa Ox i.n pUl1ctul A!1 ( ~~ • 0) ~i a~a Oy in punctele Ms (0, ~I)

'~i M
3
'(0. +). c) Conica dcgcncrata. in rJreptcle reale x - 2y'- 1 = 0 ~i 3x - y -:- 1 =0. d), Ecuajia

c<ltlonica y" = ± ~ X; axa parabolei 5x - lOy - 1 = 0; q> = arctg...!.... Conica intersectead. an
5.)5 2

Ox in punct~le M~l(-1 -j"2. 0) ~i M,,( -1 + }2: 0) ~i axa Oy in punctele M a (0, -1 ~ .J5)'i.

r
.)-) y' 1AI 0 - 1 + 5 ( e) Ecuatia canonica X:J - - - 1 = 0; centrul C( -2. 3); q; = arctg --.

~., '1: 4 2

COllica intersectea7.~ axa Ox in punctele M1{ -4/J:i. 0) ~i M2(4./j"J. 0) :';1i axa Oy in. punctul

12 ~
M

3
(O. 2). f) Ecuatia canonidi yll = ± -----= X; C? = arctg 2; axa parabolei 4x - 2y - - 0::::1 0 I

_ 5.)5 5
7

tangenta in ',firful parabolei 2x -+ 4.y + - = O. Parabola intersecteazA axele Ox :';Ii Oy in pnDctelo'
5

12.- ~I:+
, ~ t.

- (r,) >- .~.

1 ..
+ 1::>-='

T

(PT) • coo

x'

? = arctg
1 + Jj

2
• h) Ecuatia ca.nonicA

y'-..,;,__ - 1 ~ O. Cent,n1 C(2, -1),
2(/5+ 2) 2(.)5 - 2)

yll ;:;:: ± _9_ Xi Ip = 4-,0,; axa pflrabolei s - y ....
4.)'2
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16. Vectorul nonnal la suprafatll' N = r~ X r~ = (u 2
- 4uv + 3v2

) (i - j + 4k) este co-

. ~ 7 (77 ( 77, )
tangenta in virful paraboleix+y--'" 7i =0. 5. a) ),E_ --'"co, -4).U ~i' 1,

77hiperbola; ). == __ , doua drepte reale ; A = 1, parabola.: ), E (1, (0), elipsa TeaIa; b) ). oF 2,
4

parabol.1'\.; ). = 2, dreptele paralele x + y + 3 = 0 ~i x + Y i ,} = O. 6. Se ada~gfl. constanta
). = -.5. lo'i se obtin dreptete 2x - y + .5 = 0" ~i x' + 3y - 1 = O. 7. 111 = +, n = - 3 => x + 2y = 0

,i x + 2y .,.... 3 = 0; 8'. til = tt = q = 0 =:> X = 0; 111 =-2, n = 2, q = 1 => x + 2y + 1 <= 0;
m = 2, n = 2, q = 1 => x - 2y + 1 = O. 9. A E (- 00, - I), elipsa reala; A = - I, paraboh'i.;

). e( _1, _ ~) U (_ ~, 1) hiperboJa;' ). == -: ,~ , <1n~pte teale concurcn1e; )., = I, dr.cpte

paralele:). E (1, (0), cUpse imaginaTe. 10.), E (-00• .,....lYU (4, 9); el-ipsa renla; ), ="":"1 sail

). = 'I. parabola; A E (-1, 2) u f";', 4), hiperbolii; t, = ~, ,drepte Teale concurente'; ). <= 9,
3 ,), J

drepte imaginaTe eu interscctie realii; A E (9, + ce), = eli!?sc imaginare. II. 2.\,2 + 3y 2 - lOx -

15y + 12 = O.

9.3. Geometria diferentiaHi a sllprafctelor

12.- -l'2 + y2_z = O. 13. a) (;rz - y2)2 - a 2x3 = 0; b) {x - z + a)2 + (y - z 4- a)2 = 1. 14.

'( x~u~,-1 y..:....u~-1 z-2 r .... ..r.) = = -_.; ( ,,) x = w + t'o + 1, Y = w - Vo + 1, Z = VOH +
" . I -1 110

+ 1:::::> ~ = 0, torsiunea este nuBL Altfcl: se elimin;\ H illtre' eC\latiile lui r II "'~i se obtin ecuatiile
T

impticite alc curbei x _ y _ 2vo = 0, x - _1_ (z - 2)2 - Vo - 1 = O. Aceasta arata e1'l. r" se r:flA
v~ , .

I 1 2 0 1 (r
2% - avo 2y +bl'n 2z: Ir) 2x - auo 2y - buo '

n p anul x - y - Vo = . 5. II) = = -, . v . = =
. a b Vo a -b

2z

u,
liniar eu vectorul e~nstant i ..... j'+ 4k. Deei' 811prafata este un plan de normal<1 i - j + 4k. Prin
eliminarea parametri:LOr u ~i v din ceuatiile suprafetei obtinem ecuatia acestui plan x - y+4z =.0.

x -:3 Y -.5 'z - 9
Ecuatia planului tangent este aceea~i eu ecuatia. snprafetci. 17. a) (N) --' ~-- = - - 1

, 12 -9 2
-3 . - -

(PT) 12x _ 9y + 2z - 9 ~ 0; b( IN) x - 3.~ y-- ~ , - 3; IPT) x - 2y + z ~ 0; c) IN) x - I ,;.
-2

y-3 z,-I x-I y+2= __ ~ __ ; IPT) x - 3y - 4z + 12 ~ 0; d) (N) -- ~ -- ~ , - 5; IPT) ~2x+4y+
-3 -4 -2 4 '

x~l y-2 x-4+ z + 5 ~ 0; e) IN) __ = -- ~ z _ 9; (PT) - 3x - 12y + z + 18 ~ 0; f) IN) -- ~
-3 -12 3

Y _ 3 z _ 4 . x - R cos IX 11 - R sin ex Z - R
~ __ = __ ; (PT) 3x + 4y - 6, ~ 0; g) (N) __C'---

4 -6 co::; a sin a. 0
x- -1 Y .' .

(PT) x cos a + y ,ina- -, R = 0; h) (N) -- ~,- ~,-1; IPT)-2<+z+ 1=0. 18. a) (PT) 3Iv'-
-2 0

_ US) (x _ u ...: v) + 3(ull _ v2)(y _ uv) + (u _ v)( z _ u3 _ v3) = 0; (N) x - u - v = y - ltV ==
3(v3 _ u 9 ) 3(U2_V~)

Z _ u3 _ VS • x - Xo Y-Yo z - Zo
CC-~'-----'-_ ; b) (PT) 1>'0 + zo)x + Izo + x,)y + Ixo + y,)z ~ 0 • IN) -- ~ -- = -- •

U _ II . Yo + Zo zo+%o %o+Yo

(xo. Yo- zo) E ::E. 19. Fie Mo(x&> Yo- %0) e ::E: x~/ll + "g/ll + z~f3 = a~/3. Eeuaiia pJanului tangent este

~ + _y__ +__._ -1= O. Deci [x~J3a~3]1l +'[y~/3a2k]a + [z~/3a2/3'f = all. 20. x =± al!(all+
K~l3a2/3 y~13a213 6~1~"1lJ8

-+- b' + (:1)";'1/2, Y = ttl bI(al + b" + el )-11t , z -= ± (it(a' + b' + (2 )""17 2
• 21. Fie i}\fO(.xO'Yo, ':0) e. 1: :
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metric este

+YZ+z;f=
vedea. exercif
curbei sint 2y1_~'

sint y =.0, ,'i;
planul yOz : It,"
+36z=0'Y':... ,'-"

eu dreapta (d,t-

x+1 y-t
-1-=3"'>

27. Eliminind.
+2)=0 ... 1'
arata ca. sup

de rotatie

. .- x - Xo _ y._,-Yo _
Ecuatiile normalei in pi.mctul M o slnt --

2x, - f + y..;'/' 2y,-f'

~i planul Z = 0 "este Atl l~ f + 2.. y"xf)
lr.

2 2
,

a) ds _ [(2 + iu')du' + 2(2u + 2v + I)dudv -I>
220

~ /" 0) . Se verifica ulor eli loM,l - 1.'f.M,I. 22.

+ (2 + ttvS)dV2]1/2.: b) ds = [( 1 + y4 )dx2 + ixyiJdxdy+ (1 ~4X2y2)dy2]1/2; c) ds~ [( 1 + ~ ~) dx
l+ .. at zll.

+ 2 _'_'_ xY. dxdy + (1 +~ L)dy'1112
• 23. Grad PI = yz i + xx j + xy k, grad F z = (2~+

a2bll Z2 ,b~ Z2 ,

+2xf')i +2yj.- (4z + 2zJ'::)k ~i grad F1"grad, Fa = O. 24. 90". 25. arccoS ( - ~) . 26. a)

arccos (_ 2.); b) arCCOS all - 1 .. 27. i:: (r1, r a) ='arccos(-~); ~(rl' r a) -= arcCOS ,8 I
:; a' + 1 .j1:i '/70

·F1: (r
a
• T

3
) = arcco~ _; • 28. Deoarece sin,t cprtie corodonate pe supra,fata ~i F = O. rezulU. eli

toate unghiurile patrulaterului sint de 90". 29. F = 0; da=bja+bcosuldudv. 30. a) 90°. b) Con

ditia de _ortogonalitate este 28u + uZ8v = 0 <::> .:!:.- 3u + au = 0 <=> 8 (- ~ + v) = 0 <::> - 2- '+
u2 U U

+ v = const. 31. dsll = a2du2 +' all CQSs u dv2 ; n -dsr = a dull + a cos2 u dvll. 32. a) n 'dllr = (u
B+

+ 'fvll + ":1:u4)-II:.L[2u du2 _ -Iv dudv + 2(u +u3)dv2] ; . b) n ·dar = - 2(<<2" + VI + 4U
2
V

2
):-lhL(v dul +. 2

+ It dVll). 33. a) 9'6°; b) cos 0 = [2(1 + U2)]-1/2; it = ± 1. 34. a) 1:: (ri • r ll) = arccos - ;. 3

,,(r,.r,)~arceos(~~)' ,,(r,. r,)~O, b) Coneli!ia de ortogonalitate este u3u+(u'+

+ a
2
)3v = 0 <=> a{ln(ull + all) + 2v) ~ 0 <=> In{u2 + all) + 2v=eonst; c) n·d

2
r= _2a(a2+ull)-1/2dudu.

35. a) a _ ± 1; b) d ~ ± (J3+ 2); c) a ~ ±J3.

x~ + y~ + z~ - XJ l:: )= O.

= z~. Punetu! de illtersecFe dintre normaU

9.4. Suprafete rig late ~i de rota1ie

II. aj (x + y)' + (x _ Y + z)' ~ 2,'; b) (x - 6z)'+(y-3,)'~ I; c) 2(y_2x)'+8(y-2x)(x+z)+
+ 14(x + z)' _ 16 ~ 0 ;d) (x _ ,)' + (y- ,)' - i ~ 0; e) .16(' - 3x)' - 9(3y - 2,)' - 1296~

. ,,~x y-y z-z
= 0 ; f) "I + y2 _ 3x + 2y _ 1 = O. 12: Ecuatiile generatoarei ' ~ ---' = 0 ~ y =-

I' 0 -2

= )'0 == A, Z +2.;- = Zo + 2xo ==!J.. Se obtine (2x + i)2 + 25y2 - 20x - 10z ~ O. 13. Gen6ratoarele
, au directia (I, 1, 1). Obtinem ex _ y + IJ(x + Y - 2z) = O. 14. - 2x

2
- 2y

2 - 2z
2 + 2xy + 2yz +--.+ 2xz _ 6x + 6z _ 3 = O. 15. Generatoarele siot paralele· culinia centrelor sferelor, Ci C2 (2,· 1, 0)

~i t:l.eci au ecuatiile x _ 2y = A, z = l.t. Punind conditia ea acestea sa 'intersecteze sferele intt-uri
singur punet, obtinem conditia i.2 + 5[.t2 ~ 125 = O. Ecuatia cilindrului este (x - 2,,)2 + .5z

1


. _ 125 = O. 16. Ecuatia eilitldrului proiectant este - 2x3 ..... 2y ll - 2z2 + 2xy + 2yz + 2xz -'2x .....
_ 2" + -Iz + 1 = O. Forma umbrei cste interiorul curbei de intersectie a cilindrului 'proiectant. eu
planul z = 0, anume: z = O. _ 2xll _ 2y ll: + 2xy - 2x - 2y + 1 = O. 17. a) y2 ..... XZ = 0; b) xl! +
+ y2 _ 2z2 _ 2xz _ 2yz + 8z ....; ":1: = 0; c) 4yll ..... 3z2 + 8xz - 8)-'z ..... 16x + 12z + 4= 0; d) x

l +
+ 22

y
2 + 3z2 _ 4xy _ 5xz + tyz + 4x _ 8y'- lOz + 4 = 0; c) (2 + a)x2

- 4z(y + a) + 2at
J

= OJ

f) x(x2 + yZ,-1/2 = cos 1~ z(x2 + y2)-1/2)' 18. (r2 - b2)(y ,;-. a)2 + (r
2

..... at - b
ll
)X

2 + (r
l

..... al)zl .....

_ Zabz(y- a) _ O. 19. ix' _ 15y' - 6.' - 12xz - 36x + 2iz + 66 = O. 20. 9(x - :;)' - 16(y'+z').
21. a) 9(2 _ x)' _ 18y(2 _ x) - z'y' =0; b) lOx' - 90y' - 2:iz' + 10:;y. + I:;x' - 116x - i8y 
_ 26z + 26i = 0; e) x', ~y' _ 0'; d) - 2(x + y +zJ(x - z) + 2x + 2y - 3z = 0; eJ x(x +
+ Y + z) _ X _ Y = O. 22. a)(x2 + y2 + z2 ..:. a2 - 1)2)2 = ":1:a2(b3 - Zll); b) 4(x

3 + yS) ~ zS ..... -4.-
xl r+zt x2,+zS' r

_ 0; c) y' + z' _ 2px _ 0; d) (Ox) _ + -- - I ~ 0; (Oy) -- + - -1_0; eJ xy -I>
a2 bl as hi
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9.5. cuadrice p~ ecuatiile lor canonice

i%". b) Coo-

"0 Z '_: <:> - - +
" U

~ :.dar = (ul +
-" ':'l/lL(v du. +
-,- Z

"== arccos - .3 •

_-2>')(x+z)+
:2zJ' - I Z96~
,- Zo----=2 <=>,.. ~

-' Geusratoarele
"2>'y + Zyz +--, C,C,(2. 1, 0)

sferele intt·uJi
Zy)' + 5z' -

.+ 2xz -'2%
Lproiectant eu

, = 0; b) x' +
.:~.'f-= 0; d) x2 +
.•) + Zaz' = 0 I

+ (1'8 _ al}z. -

;',1)' = 16(y'+z').
'~ 116x - 48y 

".;... 0; e} x(x +
"')_z'-4_

.I~O; e) xy ....

+ yz + Z% = 0; I) (x' + y' + z')' _ a'(x' + z. _ y') = 0; g) x' + y' + ,; - xi = Ii. Z3. A se
vedea exerci1

iile
rezolvate9 ~i IO.CHinden} proiectant este 2r + x

2
- -4x = o. Ecuatli1e proiec:p.ei,

curbei sint 2
y

2 + .-.2 _ -'Ix = 0, Z = 0.- 24~ So procedeazll ca. la exercithtl anterior. Ecua~le ~roiecttei
sint y = ,0, .s2' +ax _ a2 = o. 25. In planul xDy: 9y3 +,8xy + 16x - 12y - 60 = 0, z:= 0; in
planul yOz: '''l:5

y
2 + 72yz + 36y + 144z _ 108 = 0, x = 0; tn planul zOx: 'Xi + 27:

2
- 24xz - 12x +

+ 36z= 0 ; y'= O. 26. CHindenl este obtinut prin rotirea dreptei ce trece prinMo ,~i este paraleli

x-I y_l z-1 'ell dreapta (d) _ = __ ~ --. :::::t t, in' jurul dreptei. d. Deci curba. direetoare este

, 1 3 1
x + 1 = y _ 1 = ~. 5e C:btin~ jx3 + y3 + .5z3 _ 3xy - xz - 3yz - 8x - 2y + .. 14:. - 32 = o.

1 3 1 ,
27. Eliminilld tt ~i v. obtinem eeuatia suprafetei sub forma implicitl1. (2x - y - z)ll. ;.... 2(y - z +
+ Z) = 0 _F(Pl' P,} ~ 0, unde P

l
50 2x _ Y _os, P, 50 Y - z + Z ~i F(u. v) =., - Z•. 'Aceasla

arata. ea suprafata este 0 suprafata. eilindriel1..

• %I+yl ·z·
7. Locul geometric este hiperboloidul eu dOlll1. pmze --- - - + 1 = O. 8.Locul geo--cll._a2 a8

x2+7 Z2 ,
metric este elipsoidul de rotatie + - - 1 = O. 9. Leeul geometric este parabo1oidul eliptio

a2 _ ell. all . , ',..
de rotat

ie
x2..+ y2 = Zpz. 10.' 2\.[1(Z, -..3, 0) ~i M 2 (O.. 0, 2). 11. Elipsele: z = 0, ....:.... +- -4 9

x2 Z2 y2 Z2_ I = 0; y = O. _ + __ 1 = 0; x = 0, - + - - I = O. 12. Punctele de intersectie sint
• 416 916

M,{-~, _~, -~) ~iA!2(~'~' ~l·· Planeletangentesint(P1)9x+ 12y+4z+30=O
555 555 .'.

~i (P
2

) 9x + 12}' + 4z _ 30 = O. 13. Proieetia in planul xOy: Z = 0, 8x
2 + 21y

8 .-: 12xy + 66y
...:.. 4':1x + 73 = 0 are eenlrul (2, -1, 0); proieetia in planul yOz: x= 0, 21y

2 - 21yz+ 32z
2

+
+ 66y ...: 88z + 73 = 0 are centrul (0, - I, 1); proiectia in planul xOz: Y = 0, 7x

2
+ 16xz +

+ Z8z' _ ii. _ 88z + 85 ~ 0 are centrnl(2. O. I). 14. a) x ~ 4 ± zJ'i. y=Z±z,j2. z~9±6J2J
b). x = ~4, Y = 2. z = 9. 15. a) _ 13x2 + 16,,"z + 8z2 + 8z ,.;.... 16x - 16 =0. Y = 0; b) - 13x

2

+
+ ,16.. + 8z' + 8z _ 16. + 8 = O. 16. 4x + 3y - 3z - 6 ~ 0, 4x - IZy + 3z - 24 ~ 0 ~i 4x
._ 3z = 0, Y = 2. 17. Hiperboloidul eu a pi~za 4x2 + 9yll. - 36z

8
- 36 = O. 18. 6x - 4y - 3z +

+ IZ =0. 6x + 4y + 3z + 12 = 0 ~i 6x _ 4y - 3z - 12=0. 6x+4y+3,-IZ=0. 19. aJ M,(O. 0, 0)
~i M,(Z. 3. I); b) M(o. 0, 0). ZO. n) Ml(O. O. 0) ~ z = 0; M,(IZ. 12. 12) => 4x+2y_3z-36=0 I

b) M,(O. O. 0) => z = 0; M,(36, 36. 36) ~ 4x - Zy - z - 36 ~ O. ZI. x -1y
- 4z = 0. x +

+ Zy _ 4 = 0 ~i x. _ Zy _ 8 = O. x + Zy - 2z = O. ZZ. Zx - 3y - 6z 7" O. 2x + 3y - 6 ~ 0 ~i
. 3 107 '

2x _ 3y - 6 ~ O. Zx + 3y - 6, ~ O. 2. arccoS J--', 5 769

10. Integrarea functiilor

10.1. Primitive

_ liZ - I ' - 4 ( J-) I
8. a) -10(1 + e-') + C; b) _ (5x' - 3)' + C; c) - (lox)" + C; d) - - 1 - x' I +C I

80 3 ~ 3

e) ~ (x + I),f• .:. 2(x + 1)11' + C ; '1) In Ixl - 10 21n[10 ix[ + C. 9. a) x = tg'; In Ix + J x· + II -

_ 2. J xl + I + C; b) x = J'Z sin t; - 2. (Xl + 4)J2 - x' + C; c) x ~ sio t; 2. (xJ1=7s ..
~ 3 2-

+ arcsiqxl + C; d) # = sinl(; 2arcsinJ;+ C; e) % = sin I; arcsin x - J~ + C; f) N = tgll
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Z(1+.¥1)-1/2+C'- 10. a) x=ash'J .!-xJ~3+x2+~ln(x+Jat+xa)+c;b}x.p=acht;
2 2

~ XJXS"-42+ ~ III Ix';1- JX2_a2\ +'C; c) x = she; Inlxl-In(l + JX2+ 1) + C; d) x + 1"", r.

"",J2tht; ....!.(x+ 1)(1_2x_x2)-1/2+C. 11. a) _1_ arcsin 2z +C; b) In{l+e%)+C"1
2. ln2

c) __1_ [.Jl _ 9xll + (ar(jCos 3x)3] + C; d) 2... (eZ _ 2)~ + C; e) ~ :;3/2 - X + "ht/s -9 . 3 . \/0- -r • 3

_ 41n (1 + .J;) + C; I) ;'In l.jj +. sin 2.1'I+ C; g) 2 IgJl;; + C. 12. a) x(la x - I) + C I
4y5 .j5 _ sin 2x

1 1 lx-l - 1
b) _ (ax _ IJe,"Z + C; c) __ (x Ina _ 1)4<:1: + C; d) _-=earctex + C; e) - - (In3x +

all Ins a\. 2 ,J 1 + xl X
1 ' . 1+ J Ins" + 6lnx + 6) + C; f) __ (b sin bx + a cos bx}eU + C; g) - [(x2

- 1) sin x - (x -
as + h2 2

_ 1)2 cos x]eZ + C; h) [_1_ (x _ 1) _ _1_ x(eos 2x + 2 sin 2%) - ~ (4 sin 2x - 3COS2X)] eZ ~ C j
2 10' 50

.1'
I) _ (2x% - 2x + I)e2'" + C. 13. a) I" = xlteZ _ n [,,-1; 10 = eZ ; b) 1"+1 = X l11"+lX - (n + 1) [,.,

4 ~

I, ::. x; c) 1~+1 == -.!.. [_1_ x(a2_xll)-"+2n - 1 1,,]. 11= _I_In !x+al ;d) 1"+1 = __1_ sin" x cosx+
a2 2n 2n 2a x-a n+ 1 .

-"-1_1.11 = _ cos x; e) 1"+1= - ...!. [cos x sin-II x -(n - 1)ln_J. II = Inl t g ""::""!; f) 1"+1 =
n+l' 1) 2 ,.

= ..!:..tg"~ -1"_1> 11 = -Inlcosxl + C; g) 1,,= 1 [(acos~+ nsinx)eU"cos"-lx + ll(n-
n ~+~

351
_ 1)1-.J. 14. a) - -In Ix I + -In Ix-II - -In Ix+21 +C; b) x+3Inlx-31-3Inlx-2~+C

2 3 6 .
I 1 I· 1

c) x + Inlxl _ -In(1 + x') + C; d) -In Ix + 11 + -Inlx + 31 -Inlx + 21 + C; e) -In Ix - 31 -
2 2 2 52 .

1 1 7 3 I 13
_ -Inlx _ II + -In(x' + 4x + 5) + -arclg(x + 2) + C; I) -lnlx-ll--lnlx-31 - - + C;

20 65 130' 2 2 x-3
1 1 1 2.1'-1

g) _ In Ix - 11 - - In Ix + II + - arelg + C; h) + oretg (x + 1) + C)
4 ~ 4 2 ' 2(x' + 2.1' + 2)

5x+12. 1 1 x+2
i) 2Inlx+41-2Inlx+21~ +C; I) Inlx+ II--In(x'+x+ 1)+-. .. +

x2 + 6x + 8 2 3 x2+x+ 1
5 2x + I I II '8 1 I'+ __ arctg~+C;k)_x3_ ---+C; I) _In(x2 +x+l) __ ln(x2 _

3,[3 ,[3 2 (x - 2)' x L 2 4 4
I· ~'-1 9 3 9 9 9 11_ x + 1) + --=- arctg __~__ + C. 15. a) _ X'J/3 __ X l / 2 + - xl/a - - :.l/S + - In .- +

, 2.j3 x.j3 . 4 2 ~ 8 16 2

(
I 1 11 I 1.)+xu81+C; b) 6 _t1 __ t6 __ t4+_t3+_t2_t+aretg.t .... _lnll+t21 +C. eu t"""
7 5 4 3 2 ,2.

1 I' '.J-- 6· 6 3= (1 + X)'/I: c) _ (x - 2)(x' - 1),1' + -In Ix + x' - 11+ C; d) - x* - - x· l • - -x'I' +
2 2 7 5 2

+ 3",1, + 2>,1' _ 6x,11 _ 3 In 11 + x'I' I + 6 arelg X'II + C; e) .!-In(l· + I + I) - ~In II - 11 +
\ . 3 - 3 .

1 21+ 1 21 ( .. x + 1 )'/" 1+ r, arctg---p=- + --- + C, eu I ~ , I) In II' - 11 - - In (I' + I' + I) +
",,3 '\'3 13 _1 :.-1. 2 .

+ -../"3 lUCIg 2l' ~ 1 + C. eu I ~ ( 1 - .. )'/'. 16. 0) --!- (2.1' + 3).Jx' - x +,1 - :"In {2x -:. 1 +
y3 1 + x ,4 8

__~ 1 . ( 5 5'+l.J.. -x+l)+C; b) --- (3x'+4x·+8).JI-,,'+C; 0) --x--.-"+
15 ' . 16 24 '

+ ...!... ..).J1+ .. _:l-. In(x + .Jl+ x') + Cl d) 1 .Jx' + 2x ---!-orcsin _1_ +C.
6 . 16 , 2(x + I)' 2 x + 1
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1

8

19. a) -V1~rct

c) --!- (3 - x) J1
2

e) .J1 + x· ~ t +
I. 1

+-sm3x +-$
18~__::....;,

+2 e220+e~+lt

g) 2 InIx + 3 I.:.>
x + 2\ ".1.':'\

t



• - I) + C I 

>, I
'·:2- (In3

% +
, .

... +

17. a) ..:. (I + .')(1+ 2x,)-,I, + C; b) -!. In I' - II __I_'ln(" + t + I) + .j3 arClg~ + C.
II r 5 10 :;./"3

en' ~ (I + x,),I,; c) __1_ (4 + 3x')(2 + x,)-,I, + C; d) -2(1 + x-"')'" + C; e) - _1_ (I +
8x •

, I 3
+ 2x')(1 + x')-'" + C; I) '- (x' _ 2) + (I + x')'/' + C; g) - (I + .'1')'" - 2(1 + x"')'/' +

. 3 5
I I 3' .

+ 3(1 + .'/3)'/' + C; h) _ (1 + x3),I',- (I + x3)'" + C; i) ~ (4.,1. + .'" - 3)(1 + x"'),I'+ C.,
8 5 7

18, a) +H19 ~ +,2\ - In \ 19 : - 2 \l + C; 0) ./~ In \ 19 (: + ~)\ + C; c) arelg (lg++

)

xl' 4 t-l' 1 3
+1 +C;d)tg_~t;-lnlt3-21'+311+ ",arclg ,- +C;o) __ • __ lnlsiox+

2 ' 3 3,2 ,2 5 5

I, ' 1\1+./21\+ 2 cos x I + C; I) _ + C; g) sm • ~ t; -r= In + C; h) tg. = t;
2(1- cos x)' 2V 2 ' 1- ./2t

3 (I _ ..!.-) + _1_ (I' __1_) + C; i) sin. = I; _I_.-!- + _I_In \~ \ + 1:; j) cos • - t;
t:> t3 . 21- tS -41+'

.:2-+1n(1+t!)1/2+ C ; k) _1_+ In\tg =-'\+ C; 1)-..!:.. COS% _2.~+2.1nltg::l+
2t

2
. cos;~ 2 4. sin"x 8 sin

2
x 8 2

. :> . 5x .. x .' :> xlI 1+ C; m) ...... sm _ + 3 sm _ + C; n) _ eos- - - cos % + C; p) - cos 6::< - - cos 4x -
5 6 6 2 3 2 24, 16

1 3 , x 3 5% :> 7::< 3 llx__ cos2;\'+C; q) -cos cos cos --+-- cos __ +C.
8 2 6 10 6 14 6 22 6

19, a) -VIaretgV 2(}- .) + C; b) JI +. -.' ~ I + Ix :>In \.-!-\ -2 arclg t+ C,
. 3 3(, _ 2) , t + 2 "

c) -!. (3 _.) J1- 2. _'.' + 2a;csin • ;;'1 + C; d) J~=, (1- .):> 7- arcll' +.1 + C;
2 ,3 ,3 ./3

J
- x I Ie) 1+.' ~ '+.:> ~_ + c. 20. a) - (2x4-4.<'+ 10.'-10.+7)e"+C; b) --x cos3.+

"1/ l+x2 1: ' ,6

1, I I. C)I(2'2 2)' .'+ _ sm 3x + _ x cos x __ sm x + ; c - - sm x - cos x e I' + C; d) x - In(2 + e
2l

+
18 2 2 8

+ 2 J e" + e' + I) + C; e)-3(.,I, + 1)-' + C; I) In 1.1 - In\ 2 + x + 2 J.' +. x + II + C I

g) 2In\~ I-~--I_._,
x+2' %+1 ::<+3

10,2. Integral. delinitA

ID W .20. a) 3; b) __ : c) __ ; d) 6. : Xi = 4. 'q~j. 1- = 0, 1, .. 0' n, eu q = 2
11n

; _~j = Xl> i = 1,2,. ,." n 1

2 In 3 '
112 ' lb)'10 b'1 = __ ; e) 6.: '~j = a 'ql, i'= 0, 1, .. _, n, eu q = - ; C:, = Xl> i = I, 2, ...• n => In -,
3' a . a

~ 1 .. . . ~'~ •
1)_.21.0)1(')=-' x E [0,1]:>hma,=ln2; b)hma,~ -=-; c) lim ao~

4 l+x n ~ .. o 1+,x3 4,' J'.

~
1 dx ' i . . 2£ -1 -~ __ = In 2 eu alegerea. 6.: x, = _, J = 0, 1, ... , n ~1 C:. = --, J = I, 2, .• \.~ n 1

Ol+,X n n
d) lim a

o
= (1~ = 2, e) lim a, = ('. I ~. = 2(J2 - I); t) ..!.. 22. Nn est. integrabiJa.

n)o,fi n ).,1+.. 5

1l3~ a) DacA x E [-I, 0], F(x) =~ (3' - 3-1
); dacA • E (0, I], F(.) ~ ,_1_ (~ - 3-')"

In3 103 3 '

b) Penttn. E [_1, I], F(x) ~ 4 _ 2.. (I _ x)', iar pentru x E (1, 2], FIx) ~ 4 + 2.. (x - I)'.
4 4



10.3. Integrale improprii

10.5.,11\

10_ .)

1- . i'
3", la' .. "-','

e) 4O;,fl,

..J'j' . ,;
b) -g-(¥

n > 'm >-0,

Se tine searna de inegalitatea [a. se vedea cap. ~, relatia (7)]:

1,3, ..(!n + I)

1·3 ...2n - I 1 2..J-;;·S 1< _===- de unde, > /I > ~i deci lim S,. =
..Jzn + I 2" + 1 ..J2n + 1 n

(J
\ . 1 '4-a

2 2_ I) ; c) 4; d) 2(e In 2 - 1) ; e) 2; f) III 2 - -; g) In --. dac~
. 2 2 - a

. . . . a _ 1: l'
.a :E; 1; In a(4 _ a), daca a E (1, 3); In -- • daca a ;;::: 3. 33. 1 - -. 34. - -In 2 + e- 2.

. a-2 -4 2'

( J
-) J- 3"" 16' 1 8 32 9

_35. a) In 2- 3 + 3; b) -2+tg-+-; c) In-'-; d) -.1n-. 36. a) -; h)-;
\ 84 9 25 .. 15 2

,c) 4; d) 3 ~ e. 37. a) 2- (10,1' _ I); b)ln (e + ;je'- I); c) _1_ (e - 1)'; d) 1+_
1
_ In 2...

27 2e 2 2

;38. N
a

= !:.. Yo = 2:.. 39. a) ~ (5e3
- 2); b) 2r.3•

2 I 8 27 .

I,-<
2...J'n 2·4 ...2"

= O. 32. a) 2e' - 1; h)

J
- 2Tt 21t' . n', Tt

25. a) 2 < [ < ,; b) _ < [ <-; c) °< [ < -. °'" 19 x '" 1; d) .0 '" sin' x '" 1~ - <
. 13 7 32, 2

" (3 11'. . (2n -1) ... 3'1. "J 2" .. ,4,2 27) A '21 3'< [. <. _ --J . 26. I,..=. -.' 210+1 = .... a "'l - n •
2 2 2" ...4.2 2 (2n + 1), .. 3·1 \

" "" I ".J-" 1 1 ( J-),b) 2 __ ; c) ~; d) _ (I + a')-lO; e) I __ ; f) 3 - -; g) _In 112; h) In - 7 + 2 7:
2 ..J' 2 4 3' 9

1 1t' 1t 7t' ,1 . 3rt' J-
,1) _ + _; j) __ ; k) __ 1; 1) (en + 1)12; m) (e' + 3)/8; ll) ",ctg -. ; 0) -; p) 2" 2:
242 2 ,2 ~
1t . I it'~n:.1t 1: d

~q) _ -In 2. 28. x = 2. 29. a) Substitutia. u = 1t' ...,. x conduce la In =;: - sm X dx = - J tI· un e
2 2 0....... '2

~pentru J. = (n.sinM, x <Ix obt1nem ] n =~ J11-2'; b) Se face suhstitutia u = :!:- - x ~i se-obt
ine

')0 n L' 2
..1. = 2!.(1t/2 (sin"x+ cos"x)dx. Ultima integra1a. se calculeazl\. en in exercitiu1 to. 31. x = sin e:::;.

4 ]0 .. .

S
__ .:2:...·.:.4.:.. .:.':;.2:::n:....-_.=- .• ~

'10. a) Convergenta: 2; b), divergenU; c)" divergent1L; d) con'vergenta: ~'fI:f; e) convergen~a:

_-~; f) convergenta: ..!...; g) convergei::Lta: Z( 1 + J"'i} 11. a) divergenbl; b) convergent~; c) con·
• k .

.,vergentl; d) divergenta; e) convergent~; f) convergentli.; -g) convergenta; h) divergentft.; i) con~
• 1 r., 2'Tt' 1 1

vergenU; j) convergenta. 14__ . 15. a) _; b) ,,; c) --r; d) - (" + 2) ; e) - "(a + b) I
2 2 3,,3 4' 2 .

2 I..J~ + I 16' b . a· 1·3·5 .. ,(2" - 3) -20.. "
.f) 1 g) n a " a) ~; b) a' + b' ; c) 2.4.6 ... (2" _ 2)·a . '2; d) [ .._,=0,-

[
1·3·5 .. . (2k - I)" ) d' •• 18 J-' .' . rt' .Ii = .a 7t; e Ivergenl.d.. • x =1 ~1 apOl sellltegread. pnn ~rtl. CQnver·

,2·4·6 .•.2k \
.gentll. 19. a} tg l!- := t j ...!:-. b) Se descompune pe [0. 1t] ~i [r., 21t] !Ji apoi se pune tg" = t J

2 3 . . .

~ . c) ~~ • d) Se descompune pelo. ~] ~i[~, ,,] ,i se pune 19 x ~ '; fx" 20. a) Se face

-wbstitutia t = 1 _ X. b) Sa face substit'utia ~ = __'1'_: c) Se ia Ia ptinctul precedent q = 1 - p.
_ (1+'1')

.d) Se i~tegreaz~ prin plrti. e) Se integ~eaz~ prin p~rti. 2'1. a) sin x = t
1/2 => I = }. B lm + 1 I.. 2 2f': I} ,i 1 este cGn'rergenta pentrn '" > - I. n> -I; b) x ~ ,I'. =i> [~ ~ B (~ • -;- + I) ~

, ,

,



._~-trgenm: i) con;'
, 1
• 0) -"'(a + b) J
,2 '

'"'2; d) I U _1=O, >

..Prin pArti. Canver·

.. 20. a) Se face

=> I conv:-ergenta pentrum >; 0, n > 1; c}~ c::I t => I = B(n - m. m) convergentli. pentro
I+x

, I ' ":n> m >0; d) ax = t => I = -'-r(p + 1) convergent~ pentru p> - 1; e) X'='-- "'" 1-
aJl+l I-t

= B (2, ~). con'Jergenta ;f) x = t1111 ::::;. I = ..!.. B (~, ~). convergenta pent:u 0 < m < n J
.. .. n n n

.:g) Xli = t ::::;. I = +r (n +,_~), convergenta..

10.4. Integrate care depindde un parametru

7. ~In (I + xy) _ x .9.•)F'(Y) = [2. +_1_) siny(Hy)- (~+ _1_)' siny(a+y);
y' y( I + oy) Y b + y Y a + I

. (bYb) F'(y) = 2 )n/~ (x + y. x -y) dx + (b - I)f(by +y, b~ - y) - (a --; I)f(ay + y, aJ! - "). eu f =

= flu. v). ;0. a) '" accsin y; b) ,,(J I -,y' - I); c) '" In~ (I + J 1- y') ; d) "::"'In (I + y)
2 2

" '" I" J-) a - bdac.1y~Osi _-:....In(l-y). daca.y<O; e) -lu\y+ 1+y2.1l.a)arctg , J. 2 2 I + (a + I)(b + I)
, I (b + I)' + I I a' + b' . (b ~ o)a Y + Ib)-In ; c) ---In---; d) arctg 14.a) 1t lu--; b) 1tarcsinYJ

Z {a + lr~ + 1 2 all + ell a2 + be 2

,,' I '" ( J-'-)c) _' (arCcos y)2 ~ d) -In ;y + 1 +)'2 .
8 2 2,

1O.5,/lntegrale curbiHnii

10.•) 0; b) 2f; +5t; ;C)+(J17-JZ+ln+(JI7-1}'(JZ+ I»); d) 0,

3,J2.' 3l , ab (J-') , ( b) 1e) -:w-; I) 3a'; g) 3(a + b) (a' + ab + b'); b) a' 2 - I . n .•) 2a +"8 ", (a' + b')l' I

,J3, ' . .,J'2,J2'
b) -9- (2ea + I). ·c) Se la reprezentarea cerculUl x = - -2- cost. Y = -2- cos t, Z = sin I,

t [02]5'" ,J'2 ,J'2 . I,E , 1t. e obtlilc 32' d) ee) x =a 2 cos t, Y = a --z cos t. Z = a sm t, t e [0, 21
':] ; 21t'a

l
•

12. a Jj: 13. 2b2 + 2a~b(aa - b2pls arcsin...!-(all - b2)1/S. 14. a} ~{7J2 - 2) + 2.ln {I+JZ)-J
a 6· 2

b) ++ -+o\i-In ll; c) ,J: ( :~ + In 2); d) (a' + b'j1I'{"'(a' + 4 "'b')l/' + ;: In+ (2"'b +

J ]
~ 3a 2a+ a8 +4 it2b2) .1S.a)xQ=-=YG;b)xo=1ta,yo=-; c) xo="o=-;d)xo=ZG=O,
3 2 5

68 J- 2Yo = "J=' 16.•) 2 2 - I; b) I + In - ; c) 0; d) 0; 0) 20; I) - 2" a'. 17. x = a cos t.
7~ 15 . . 3 , -

I,,= a sint,_ t E [0, 21t]; _ 21t. 18. a) _ 21tp(a~+~b); b} - 7Ca 2 cossb; c) - (4b2i + 1tSe3_ 411
1
).,

8
31 3 '2 k

d) ",. +"'+2".19.•) _; b) -4; e) -; d) 4; 0) 7; f) -; g) O. 20. F= -kr; -(b'-a').
6 2 '15 2

k ' ~

21••) V = -mgz. E
F
~ mg(z, - z,); b) V = -. E F = -k(a' + b' + ")-",; e) V = - - '.x'-\"r '2 \:

k'+,.. -1' z'). E F = - (a' - b').
2

(163

I
\,



10.6. Integrala dubHi. Formula lui Green -

17. a) 70' ; b) ~; c) 2 _ ;, ~.2'...; d) 2ft - J3- I. 18. a) (' dy ('-U jdxl
8 . 12 . ",3 9' Jo )U-1

b) (2 dy[4 jdx; c) (0 dx (-l+.V-2x- X'ldy; d) (0 dx (Y4-X',jdy+ (0 dx (-V2x-X' jdy+
)-2 )U1 )-2 )_1_Y-2x-X' )-2 l ...Y4-:& )0 )-V'1-X~

+ (2 dx (+V4-X' jdy; e) (2 dx (2X jdy. 19. a) _ [1 dx (x:l , jdy; b) (' dy (Or.+.'" ,;n U jdx 1
)0 )+Y2x-xl )1)a; )0 )x ,. )-1 )ure sin y

c) (Ody (-Yl+U j(x, y)dx; d) C1 dx (Y;; jdy + ~Y2 dx (V2-x' jdy. 20. a) _'_; b) _2_,
)-1 J-Y1-U' )0)0 Jl)O 15 135
4. 3 I Co' I, I( .

. c) _, d) _ 2; e) I _ 2 In _; f) _ (e - 2); g) -- - -; h) - 1"+ 3 "n I - 6 co, 1) I
5 • 2 4 16, 8 2

i) -.!. (e _ 2); j) -.!. ; k) .E..; 1) ...!..; m) .2:.-; n) 6. 21. a) (0." de ca
,rjdr; b) (270 de (0 ,j d,:

i .4 140 6 6 )0)0 )0 JL
c) (5l'f/ 6 dO (a rjdy; d) en/4 da (sin-10 rt dr. 22. a) (2a r (r. - ? a;csin .!-,)'j(rldr; b) .. ~T:(a ,.j(r!)dr I
)0)0 )n/4)0 )0 2a )0
b3 _ a l ~n!4 ' 16 .' 3 '1 a:l 14. e) j(tg e)de. 23. a) __ ,,; b) ..(e' - 1); c) - "a'; d) - ..a'; e) -; f) - a'.

2 -7t!4' _.3 2 3 48 9

24. a) 244; b) -.!. ab(2J'i _ I) In 6; c) 0; d) 4 ab (nl, j (~ tg eJ dO. 25. a) Nu se vecifid .
.3 • ')-n{3 a

b) Se vecific~. 26. a) 0; b) 7Oa'/2; c) _ 4/3; d). 5"/4. 27. a) .::.; b) 3 c) 2"ob. 28. a) -.!. I
22 6

b) (2" + ~) p'; c) _7_' 0'; d)~ J 15; e) _1_ (q' - P') (a-' - b-'). 29. a) -'- 0.'; b) 4"a'.
3 120 3 6 6

2 l' ' ia 4a 4b
30. a) _a2b; b) _ (13 _ 161n2). 31. a} XG = 0, 'Yo::=: -; b) %0 = -, YG = -~ c) XG = 0,

.3 8 31t 3;;' 3;t

T: 2 MYo = _; d) %a = _. YG = 0; ,e) XG = " = YG' 32. a) I~ = 4 ~ 111: b) I w ....
8 5 5(13 - 161n2)

3
=-=111 ,

35

10.7. Integrale de suprafala. Formula lui Stokes

8 2' \1- 2 . J- 1
9. a) 9; b) :..- na4 ; c) _ r.a2(a ll + b2)1/3; 'd)~ a'; e) -T: 2; f) - rJ~2a4 (1+h

Z
)1/3;

3 3 15 3 2

g) ~ r.abc(a-2 + b-2 + (;-2) ;' h) 2r.a J2. 10. a) - T:a4 ; b) 0; c) .:!.. r.abc; d) 3T:a
2
h. 11. a) 0;

3. 3 .
'-reall 9all T: ' J-' ~2

b) 4,,; c) _ "0'; d) _ 0'; e) __ ; f) _ -' 12. a) -:. [(1 + .')'/'...L 1]; b)" 2; c) -"- ",'.
8 2 6' . 2

13. 2" [Ji: + It. (I + JZ)J. 14." J5: 15. 2. ,,( 1 + 6J3i, 16. Xu ~ YG ~ 0, zG ~ ~, 17.U U

8 4 , 2 1" •
.) ~all ; b} _ 1t'a • 18. a) %0 = Yo = 0, zQ = .- h ; b) .[:l'OIl = - r.h2

a{h
2 + alJ:)1J2, I IID~ = I u.s ...

3 . 3 2

._..!- rra3(Ji2'+ a2)1/1. 19. J2 1t'.

4 2

10.8. Integrala trlpl3. Formula Gauss~o~trogradski

10. a)..!... (31 + 12J2"- 27 J3); b) ~ "Jz. 11. a) 1= C
a

~ 3 ~~.

b) V limitat

_ 2nl' +

convergen ,
(2. 00):5





= • + b; S(±
2

12.





in>' -" +,. ""C, 21. 4) i~;;x'+;" ;;';~~tg ,,'+C;"bjih1xl-' - e-'iI'+C':~) ;"'--'~:';ld;11 "
':Y xy x. 2 2 . .

1:1) x == C e:cl. ; e) o~xa _ 2Cy + 1,= 0 ; ,f) Xll + yll = ex!; g) y = _x_. ;h) y3 = y3 - Xli; i) x2y +
. . .) x + 1

+,.' _ 30; j) ,.'(1 _ Cx) _ x'; k) x' = 2Cy + C'; I) x + 21' e'l. - 2. 22. a) l' ~ C e-xl
.; h) (,. +

+ x)'(y + 2x)' "' C; . c) In (x -- l' + 4)' - (41< - 51' + llJ(x -,. + 4)-' - C; d) In(,. + 2) =
,.+2 .

'" C _ 2 arctg --; e) (x + l' - I)' = C(x - l' + 3); I) In 14. + 81' + 5 I + 81' - 4x -C, .
x-3 .

g) x' _ xy + 1" + x + ,. = C; h) In(6y + 3x - I)' - 3(x - 1') +'C 23. a) x 2 + 2x1' = 0 I'
b) e:tl1l_ 2xlly = C; c) x 2 _ xy + y3 + X _ Y - 1 = 0;' d) xyll - 3x3 + 2xyll = 0; e) "iyllx - 8xy +

x3 x'3 y3 x 2 .+ x2 = C; f) -:- + xyll + x! = C; g) xlly:! + 2x +...co- = C; h) x'l._ y3 = Cy3; i) _+yeX1Jl=2.
3 ,4 2 . 3 2

.24. a) m = e:l:~; ye'l'l = C; b) m = x-2 ; xyll - 2x2y + ex = 2; c) m" = x-4 ; x2 - y2 = ex! I
1 ~ny 1..

d) m = ---; -- _ tg x + C ; e) m = --'-; xy(x + 1') = C(X + I); I) m - • - 2; 12y(x'-
sinS x sin x ' (x + 1}2

~, 1 x 1-
_ 5x + 6)(x - 2) + x'(3. - 8) _ 'C; g) m _ e'; CX(x' + ,.') - C; h) In ~ -; - + - x' = C,

yll Y 2-
lxl 3... 1 _1· yll

i) In = _; _ + 31' _ -- _ C; j) In -,.-'; -In I x I + - 1" - C; k) In - x-2
; In Ixl- - - c.

Y' l' l' y. 2 x

~5. a) In = _1_;, x3 + y2 _ ~ = C; b) m = ~; x2y3 + 21n I!!..j = C; c) m = (xl! + yll)-a; xl! +
Xllyll xy xy y
.'. . I

J" =C(y - x); d) m ",.(x + ,.)-'; x' + xy + y' ~ C(x + 1').26. a) l' = Cx + .,'; b) l' = - x· +. 6

+ C.].. . c) Ecuatie liniadi. in x ca functic; x = Cyl _ y-l; d) Y = ..! (1 + X-,)I/1 (x J 1 - Xl +
Xl 2 I-x

+ arcsin x): e) y = ~; fJ Y = Xli + 2% + 2; g) Y = 3 - x 2
; It) Y = 1 + In x. x > 0: i) y =

cOS.\' .

=c%+Ce-z; j) y.=Ce-u+...!.-eu; k) y=Ccosx+sinx;- 1)y='CJx2 -1. 27.a)y(2x3 +
5

+ 1) _ 3% = 0; b) 3y _ xy - 2x2 = 0; c) y2 + X In lexl = O. d) Se ia x ca variabil<l dependenta

. -"~i se obtine 0 ecuatie Bernoulli in x; x2(y + Cyl} = 1; e) x = >.3(3 + C cCos X); f) Se ia x ca, .

1unctie de y; .-!.. ~ 2 _ y3 + C e-y'/.2; g) y2 = ex + ...!.. x 3 ; h) y = (C c-z + x - Ir; i) y2 =
X . 'J

= ex! - 2axll cos x. 28. a) y == x + e~(C - Je%' dx)-l; b) Y = - ...!.- + (Cx ll13 - X)-I; c) y = tg x+
x

+lcos x (c _lnl tg (!!.. + -"-) I)]-'; d) ,. = ~:+ ~ (c - '::')-'; e) l' _ ~ +_.1_ ; f) l' =
. 2 4.. x 3 X 2· x Cx- - x

, I
= _ I - x'+ f'I. + C(I + x'W'. 29. a) 1'. =' - -; xy(x - C) + x - 2C ~ 0;. b) y,(x) = x' ;

x
. .' I

oCy _ xy = Cxll + 1; c) y = x _ 2(xS '+ C)-I; d) Yl = x3 ; Y = x'3 - 2x3( 1 + 2 C ed )-l. 30. K = ;,- •
. 2

lot"= t, h = ..!... =:> Y3(X) = 1 + x
2 + xf. + ~_, X E[_ ...!.- • ..!..] "eu croarca E3(X) ~ 1- (~)3_xfo ~,

, . 2 2 8 48 . 2 2 2 41
I" 31. a) y = Cx'+ C3; x = _ 3p2, Y == - 2p3; b) Y = Cx + C-2; X = 2p-a, y = - p-s:

3072 . " '
~) y ~ Cx _ a(1 + C') ; x = "Up. l' = alP' - I) ; d) l' = Cx + aC(1 + C,)-·I,; x - - a(1 + P')-"'.
y = ap3(1 + "p2)-3/2; e) y = Cx + cos c: x = sin p, y = p sinp + cosp; f) Y = ex + aC(1
_ C); x = ~ a + 2ap, y ~ ap'. 32. a) x ~ C e-P - 2p + 2. l' - C( 1 + p)e- P

- p' + 2; b) x =
I 1 1__ (Cp-.I, _ P), l' ~ - Cp'" + - p'; c) x = C + 2(P ~ 1)-'. l' = (P + I)'(P - W' - 2(P -
3 , 3 6

1 1 2. ,-- ~-. e) x _ - p + Cp-'
_ 1)-1 _ C; d) x _ C(p - 2)(P - W'e P- 1 , l' = - C(p - I)-'e .-1 . 3 •

I':,. __ p'+2C"
3 /~

• + (C - 2.)'J; Ii
- e)1 = ..ex: 11

In IP - 'I = r;.+
_1+X+2(~

21

1 1 'c_ --S+-i~

2 1 ;,
+ C; h) Y =')
""" ...1(1 +Cet '1

'l~

= x eCJ ; i) r'~

3+ -p' + InlPl
2

sub formA det

comrergenti •

12.2. EeuIl

5.a)'j,-~

1\ I'__x'+_.i
36 2' ,

= sin(. +CJ,

d) ,._101'"

I !
+-C,x'+~
3,

+C,ld)"

.... C-ts : h) ,~
.j

8. a) ,. - c,ci
0) ~ _ c,:..~



y _1.
P
' + 2Cp-'; I) • = !!:.-p-' + Ct>, Y~t.. +!!:.- p-'. 33. a) y - _1. (.' +.(C -2.) +

3 3 2 2 3
• + (C _ 2.)']; • ~ _ 2p, y ~ _ p'; b) • ~ C-'y + C'; • ~ (n + I)!>" Y = n p'+1; c) (y 

_ CI' = K.; y + • ~ 0; dl • = sin p + In p. y ~ p sin p + cos P + P+ C; e) iy = .' + P',
\n IP _ .\ = C + _._; II • = In (y' + P') - In 2p. In Jp' + y' + arctg 1.. = C. 34. a) y(.)-

p -. '
= I + • + 2 (~ + .' + ... + .' + ... ), • E R; b) y(.) ~ - 2 - 2. - .', • E R: c) y(.) -

21 31 nl
~

__ ~ ... + ..!.., x E R; d) y(x} = 1 + "(_1)11 n %"_+1. xER. 35. a) sin!.o= -In Ixl+
2 i L.J (n + 1)1 •

n-'+ C: b) Y ~ • arcsin (C.): c) .' + y' = Cy'; d) 3y + In I.' - II - 6 In Iy + I( = C; e) y -

,
y+2 I .

= .'(1 + C e"); 1) In \y + 21 + 2 aretg -- ~ C; g) • ~.C c' - - (SlOy + cosy); h) y =
x - 3 2

= • eCt ; i) y' ~ C c-" + 2 sin. + ~ cos x; j) • ~ C e ,In U :.. 2a{ 1 + sin y): k) y' + 1. - 2+
5 5 •

Nu admite solutie

(

20' 1/3

X = 2ap~a. 'Y = -; J I

~

~ .'I) _.' E R. b)
nl

n=-O'

. x
m) y = C SlD X - a; 0) x + - = C l o} S = C +

y

q) .=poinp-

..,. cosp + C, Y = pi sin p. 36. a) y = %1 + 1 + (au -

3 •
+ _p' + \n IP(. y = p(P' + I) ; p) y ~ C. + C-'a ;

2

,
_""';) yt

+ C e - 0:;::1 0; 1) x' + xl, - xyl - )'8 = CI

~

sub formA. de serle de puteri. Incerctnd 0 solutie de forma~ a.%", rezultl all""" nl ~i caza de

n-O
~

con'lergeoli este zero; c) y =~ .',

. ~

. .. 2 1162
xE (-1,1). 37. tg.",.+_+_x'+-"+--x'.

3 15 315 2835

12.2. Ecuatii diferen\iale de ordin superior rezolvabile prin cvadraluri

p+Cp-',

I
5. a)y = .1nl.1 _. + C,' + C,I b)y = -In{1 +.') + x arctg. + C,' + C,; c)y _-.. Ino6

\I I I I I_ -.xl + _ Xl __ X + _: d} Y _ Inlsin xl + - C1x· + C,x + c.; e) y a: 10 I cos x I· 6. a) y=
36 2 i 18 2

= sio(o + C,) + C,: b) Y _ sh(o + C,) + C,x + C,; c) y - (" - C,)', • - :I: ~ tt;j;liC,; :I: C,I3

. \ - C Id) y _ 10 Ie" + C,I _ • + C" e) 2y' - i.' _ I: I). - C, - a In sin~ • 7. 0) y - C,N +

+- 1. C,x' + C,; b) y __ x _ .. :c) y = 1. c,x. _1. ~., + CoX + C,: Y = ± V'3 ""+C,.+
3 6 2 20

I I I I+ C, 1 d) Y __ C,.' __.. +_ C," + C,x + C,: e) y - - (I + .') : f) Y- x + 1: g) Y~
W U 2 2

I e'-I I "+1
_Cx';h)y- (o'_I) __ lnlx!sauy= (1_ ..)+- 10

1
0

1.
2{e' _ 1) i 2(e' + I) ~

8. a) y _ C.(I + 1"), 0 _ 2CJ> + C,I b) Y _ C,l..!. + • _ c,:..J- - C,e
c

" peotru C, i' 0;
. y y+~

oJ 0" c, _1. Inl-y-I; d)y __x_ 1 e) y _. + I. 9. aj y' - C.(.' + C,): b) y_C,' e-
C

'0;
, C

1
y+C. ",-1 '

369
'14 _ Probleme de matematlc1 superioare - cd. t2t



f

c) s _ c. + In \' - C, \. 10. aj , = 2eo ; b), _ e'; cj, = .!-., _ ..!.; d) , _ 2 YI ",1'-
, +C,' 1 2 3 ,

8 lit 1
__ ; ely IIl:a _ (e

l
+ x). + C.x + ell; f) y "'" - c 1xt + (C1 - Ci)x + Ca ; Y ... - (x + I)' + c:

3 12 2' 12

g) , _ ..!. Is + ej + I)' + 2. e,l' + 1)'" + e,'; , _ e. f
2 3· -

12.3. Ecua'ii di.feren\iale liniare de ordin superior

10. a) Liniar independent; b) lininr independent; c) liniar dependent: j.'l - 2Y2 + ", "'" 0 J

d} liniar dependent: y, =- - 2Yl' 11. a) y" + Y = 0, Y = C1 sin x + ell cos x; b) ,," - 2y' + y =- 0,
'I _ (e

l
+ ClIx)e-: c) x'y'" - 3xlly" + 6.1')" - 6" = 0, 'J' "'" elx + Glz' + Cax

3
; d) y'" + 4y" +

+ 'y' t= O. y .... C1 + e-U!C. cos x + C, sin x)~ 12. a) )' 0= C1% - C, + 2-, Gil%" In 11 -+ x I; b) y-
::1 1 - x

1 1 .
-C

1
- (x ':"'1)'+ _ Ca : c) y = Gte- + Cr.esl; d) y = C1x! + Cae"'. 13. a) y = CJ~ + t} +
s s

+ C,s' + I: b) , = 2. + 3 + C, ' + C,s r..!. (. - l)cOds. 14.•) Y ~ C, (' - I)' j- C, + ..!. (2. +
)~ 6

1 l'
+ l)(s _ I)' I b) , = C,s (1. I' I - 1) + C,s + C, + - s· + - .'; c), = C, + C, In I· I +

12 2

1+ _ (In Ix n'. 15. a) y == Clef. + Cae'·; b) y = Cte-a: + CaeII' + Caetl:; c) )' =: Gte-a'" + C.e
l
"';

2 .
d) Y 0= C. + Cae"'; e) y"" ie.:ll + e4... ; f) y = e-"'. 16. a) y = (C. + C1x)e

IZ
; b) y """' (C. + ellx +

+ C8~I}eU; c) y =. (C. + Cll% + Ca%l)e8Z ; d) y = C. + C.x + Cax' + e.e'" -I- CliC-
I
"'; e) y = C.o-

z
+

+ (C. + Cax)e'" I f) Y -. O. 17. a) a = sin Y I b) y = C. sin x + ell cos x + C. sin 2% + C. cos 2x;

1_ - X( y- Y- )c) y. _ e 2 C. cos ~ x + ell sin fx '; d) Y =- C.es+eU'(Cz cos 3x+CII sin 3x); 0) y=C. cos x +
+ e. sin x + C. x cos x + C, x sin x; f) Y = ete- II + el.t:(Ca + C.x) cos 2% + (C. + CIs) sin 2x] .

g) y""'" 0'" (C. cos x + C. sin x) + e- II(Cll cos x + C. sin x) ; h) Y = (C. + C.x) cos 2x + (e. + C,s):
sin 2x J i) Y c:: e-'"{C. + CaX .. '+ ClIx.-1). 18. a) y .". C. cos X + ell sin x + x sin x + cos x In leos Xl;

b) Y _ C. cos x + ell sin x - x cos x + sin x In I sin xl ; c) y = C. cos x + ell sin x + sin x -InItg~+
d} Y c:::: C.ez + C.e-" + (0:1\' -I- e-Il ) arctg c"'; 0) y == (Ci +, Cax)eS + xe"'Iblxl ; f) Y = (C. + C,x)e-

S +
+ xe-s In Ixl; g) y = C

l
+ e

l
cos x + CI sin x + sec x + cos x In Icos x I - tg x sin x + x sin x J

h) Y _ {C
l
+ C

2
x)el ;l: + ell;l: [ _ 6 - 9x + (9x - 6)10 Ixl + ~]; i) Y =, Cte;l: + C,el:l' + el:l' arctg•e" -

1 1

_ .!. .,sIn{ l+el;l:). 19. a) y = Cte- + Cae - 3" x _ x' + 4x _ 11: b) y _ Cte:l' + c-"2 X(, C1 CDS YI x+
2 I 2

Y_ ) 1 1+ C. sin .2. x-x' _ 5; c) Y """ C t + Cax + (C, + C,x)eS + 12x' + 3%' + _x
4 + - x'; d) y -

2 2 W
~ 5. ,__ ch x __ sm x _ x _ x 1 e) Y _ C

1
+ Cr- + C.xl + C,ea + C,e-a + C. cos x + C7 sin x -

2 2
1 . 1 (1 1__ x'; f) y _ C

l
cos X + C. SIn x + - (x + l)e-l'; g) y - el e-

IS + C,el:l' + x - x' - - S +
2 2 12 16

+ ..!.) c'''; h) Y 0=: Ctel:l' + C.e's + -.!.. (2x' + 6x +9)eS
- ...!.- x(x + 2)e

U
; i) Y - C1 + Cle-'" +

32 1 2

+ ..!. .... _ x _ -!.. (2xl + 3x' + 3x)e-1Z ; j) y _ ete- + e1e·z - --.!..- (x· + Jxl + '2x)e
S; k) y = C1 +

2 12 3

+ Cr + C.x' + C.. cos x + C, sin x + ~(xl - 8x+ 19)e"; 1) y - etC-I':' + e.e" - -.!.. (2x
l
+x)e-··+

2 8
1 • 1 3+ -;- (2xl + 3x)eS; m) y «:3 C1 + C.x + (C. + C,x)eS + - x1e"': n) y ,.. C1e-* + C. + C.x + - xt -
16 2 2
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,
+ 11) co, • +{~

+ C3x' + ete-Ii J
1 •

-- (1cos"f~
50 J

+ ete-'s + Ca~
•Ii+ -x cosxt"

1

- ...: e~· ; fl, ~
8

b) Y -C,.' +G

+ 11 + (. + I)'.,
i '+ - .(In. - 2)
1 .,

1 1·1
-:-x'+-~

31 61.' ,--+..
(H·6)' .

12.4. Si,tei

.5. a) %'t +,

,
Din prima. ~

= di, -..;-4
", (Y, ~



.'

.." -

,~r. + "~I co 0 I
2y' + y - 0,
y'" + -1,," +
+.\ ; b)y-
, .
c.(. + 1) +

+c.x) sin2x].

+ (C. + C•• ):
cos x in leas xi·

sin .InItg~+
+ Cllx)e-S +
x+xsinxj

tCICOSY; x+

I
~%'; d) y-

; k) y = C, +

/

1 I ( 3 L') , I__ x' + _ %... + eS _ x _ _ ; 0) y = Cte-' + C. cos x + ell sm X + _(2% - 3)e"'. 20. a) y -

3 12 2 i 8
""" Ci cos x + ell sin x + ...!. x sin x; b) Y = ete' + Cte-'S - 2- (cos 2% + 3 sin 2x) ; c) y = et e..··4

2 5 '

+ Cae
lJl

_ .2.- (2 cos 2x + sin 2x)ell:l; d)-y = Gte' + Cze-I' + (x- 1) cos 3x - x· sin 3%: e) y 

20
= C••-" + C,." + ~ [(35. + i) cos. + (20. + 3) sin .le'; f) Y - C,e-' + C.e" + .!. [( - 6. +

25 9
+ H) cos x + {3x _ 10) sin ~~e"'; gl Y = (C1 cos X + ell sin ~ + x' cos x)e'; h) Y = C1 + e2

K +
+ Csx

l
+ C...e-"" + _1_ (4. cos 1x _ sin 1.1:). 21. a) y = (C1 + C.x)el

% + _1_ (12cos 3x-.5 sin 3%)-
1088 338

1 ."' J" 1.__ (1 cos x + 3 510 x); b) Y = C
1
+ Cte-Is + Cael

'" - - sIn x - - 510 3%: c) y co Cte
llll

+
50 ' 20 156

. I 1 I 2+ Cte-IS + Cacosx + C.SlO x + _ e1z __ x' + _ - - x sin x I d) Y = CICOS X + e2sin x +
50 4 8 5

I I. 1 3. \ I+ _ x cos x + _ X. SlO X- _ X cos 3x + - S10 3x; e) y = (Cl + Czx)e'" + - cos x + - x~e' -
4 i 8. 32 2 i

_ ~ e-"': f) Y= xe'[(ax' + bx + c) cos 2x + (ch' + ex + f)sin 2x]. 22. a) y = Clx-
l

+ C.x I

8 I
b) Y -=-_ Clx' + Clxa + Caxlltl ; c) Y = Clx' + e,lx" + - x; d) y ""! Cl(x + 1)1 + C,l(x + 1)·ln].--r

2
+ II + (. + I)': e) y ~ (. + 1)-I[C, + C, In (. + I) + In'(.+ \)]; f) Y ~ C, + C,.-'+C.'-' In. +

00

I ~ X"+
l

+ _ .(In • _ 2): g) Y _ .(In • + In' x). 23. a) y = (-I)" , • E R: b) Y - \ -
i - (n1)'(n+ I)

n==O
1 I .-1 1 . 4 . 7 sin x x· r"~__ xl + _ x' x' + .... X E R; c) y - --, x E R; d) Y """ I - - + -'-- -

31' 61 91 • 2' (2' 4)'

j-, .. , 1.1 <! 00,

(2·1 '6)'

12.4. Sisteme de ecua1ii diferenliale. Sisteme simetrice

~. a) Xl + X
z

+ x
a

E=< Cl' xlxllxa~= C2 : b) x, = Cp ... ,.:i. = C"~l; c) ~ = Cl• (x~ + x: +
Xl Xl '-3

+ 'l)x,'=C.: d) '1"=C" x ••••• _ - ~.: :.i + C.: e) '. - 2', = C" '. + 2J••-.,-••-
4 2

_ C,; f) !:!.- .... Ct. XI + J x-ci'-+-x~'-+-.·: :::c Cz; se serie sistemul sub forma~ ...~ -
Xi ...: x~

(xa -+ ~xr + x~ + x:) dx, . .... . ..... I I ~t se foloscsc propnet1l.t11e proport1l1or. g) Se serte S1stemul sub forma

-XI - XI
dx, ~ xadt, dXt = Xlif'\!. dx.""" xldt care se integreazA. prin metoda elimina.rii J h} .: - x~ - C

t
,

X

1

x
2x

S
l

= C,: i) xr + xi + x~ = CI' x1l xax3 = Ca ; j) arctg Xl + aretg x8 - Ct. (2_-".)(1+x~)11t.,. C
I

:

k) (Xl + x2 + ..!...)(X
1
+ 1)-10= Ct. XaCt::rI(Xl + 1)-1 - JX~(.tl + 1)-Se

l
'

l
dxl """ CII : I) In.2. + x~-.-~=

2 ~
= Ct. xlx,x, """ C,; 00) Xli - 2xa = Ct. 2J3xa - Xt - XI +xs.... Ct : n) xt+xt-"sC:Cl • xjl(I+.-ip/J_C,.

6. Sistemul se serle sub forma simetricl YtdYt _ (';1 - x)dys ... - yjldx, de unde YZ(YI-X)=Clo
Yt - t 1 -YI

d. XU-'(U - %)-1. dYl
Din prima. ecua*ie rezultl (YI _x)-ld(YI -x) -= -- sau (Yl - x)e IS I .-e,l b) -=Ct ",

dYI dx dYt - dys 2 IS C dYI t= -='-_ _ ::;> Y1 - YII - I' 2x + (Ys - YI)I .... CI : c) -2Yl -- - -Y1 -+
,. (YI _ YI). Y. _ )'J dY2
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12.6. Ecualii eu derivate partiate de ordinul tntti liniare ,i cvasiliniare

4. a) ,. .. l1I(x;;'J 1 + xi)": b) ,. _ 111 (:: ' x, + x, - x,); c) u .. l1I(x, + x, + x,. x,x,x,) ,

5. a) 111(::. x,-x,uJ~)"o; b) 111(::- xi+ xix;;'U')_O; c) l1I(x, +x" x1+x;+.')-0:

d) l1I(u _ 2x,. x, + 2JU _ x, _ x,) .. 0; e) l1I(u' + xi. x, - x,u) .. 0; f) l1I(x, + x,u, x; - xi-

2 ) 0 6)
x: ~X;Z; I )' 2 2' ? 2 2 • • ) .~_ XI

X

a" _. . a u + e - _; b U - Xl - _xa + xa - x.x,; t- u .... ~-,..:
3x, 3

4) .4(x~ + u') _ -lex; + x;) I e) u sin' .1'1 - x~'sin' (I' x.1
)l/a.

-
+ CaS + 2 sin x, )', = -2e. _ C,p + 2x) - J sin x - 2 cos x. 14. a) 5e caut! '1 p ~ a.

x
-,»_0

..y, _ ~ b.X" co a... I, b." O. Se obline y, .. 1 + x', y," x. b) So procede.,~ simHar; y, - C, + Co'.

n-O -

Ya - Ca - C.....

12.5. Sisteme de ecuatii diferentiale liniare

8. a) y; .. 2y" y; ~ -2y,; b) y; _(~ + x-, - x-')y, + (~ + x-, + x-')y" y;-(-~ +

+ x-, _ x-') y, + ( _ f + ".--' + ".--,) y" c) y; = 3y, + y" y; = 3}',. 9. y, = C,e-~' + C,e-"-',

y, __ C,.-'-' _ ~C,.-u-'. 10. a) y,=2C,.-'+2C,e", y,= - C,e-'+C,e"; b) y,=(C,+xC,)e-
U

,

2, '
y, .. -(C, + C, + xC,).-~'; c) ", = (C, cos x + C, sin x)e", y, = (C, sin x - C, cos x)e"
d) Yl _ Clel~ + C2e-~, YI =:0 -lC1e

llll + Cte-II"; e) Yl = Zeu - e~, Yll = 2e
8l1l

+e
lll

; f) Yl = -2C
1
e-

s
+

+ -le,e
h

, Yll; = C
1e

-'" + Cselll _ 2C
a
e'lll, Y8 = 4C1e-:Z: + 2ese'" - 5Cse

l
"'; ~ g) Yl = C1e'a' + Cte-

S
,

Y• ... _e1esS + Cae-I: + 2Cse-Ill. y, = _ 3C1e
u + Cse-Ill ; h) Yl = C1e

zs + [C,l - Cs{ t + x)]ea', Y2
::::O [C

a +
+ c,p _ x)]e"', y, = C

1
e'''' + (Ca _ Cax)ea'; i)"l ::;::I C1e

lll + e2 cos x + C8 sin x, "2 = C1e
s

- C, sin % +
+ C, cos X, "8 = C, (cos x + sin x)+ C~{sin x - cos x). 11. a) "1 = (CI + Cax)e-

a
"', )', ... (e

l +
+ C. _ C,x)e-''''; b) Yl = (C

1
cos 3x +-C. sin 3x)ef.·, )'S = (-C1sin 3x + C, cos 3%)e

U

; c)'1 =0

_ 2C
1
e. + 7C,e's + 3CaelS,y, = C1e'" + 3Cze

llll + Caesz, "3 = _2C1e
lll

- 8Cle'~ - 3C,e
az

; d) "1 =:0

-'1"" e-., Y3 =- 0; e) "1"" C
1
el ll' + C1ea:. - 1 + 6x - e"', "2= - 2C1e

l
'" - C1e"" + JO+ 12x+3e·;

f) y, ~ e-'(C, cos 2x + C, sin 2» + cos x, y, .. e-'(C, sin 2x - C, cos 2» + ..!. e-' + sin x I g) Y, ..2

= C, cos x + C, sin x + shx, y," C, sin x - C, cos x + sh x, 12. a) y, = -2C,e" - 4C,e"-
1 1 1 • 1

___ (76 _ 103 x). "" = C
1
e'. + C1e'· + -- (63x - 68); b) 'I = - (3e"" + 5e-S) + - xe'" - t,

147 147 4 2

3 1'I __ (e. _ e-.) + _ xe'" _ x. 13. a) "1 -= C1e-a• + Caetz - Xl, "a = 1C1e-
1l

:l: - C2e'" + 2x' + lxt

4 2 7 1 1 7
b) "1 =:0 2C1e-t. _ Cae-'s + _ e" + _ e". )'...... C.e-f.

s + Cze-" + - e" +- c
U

; c) )'l-
C

•+. ~ . ~



;:_ CI cos x)elS

.' .. -2Cl e-s +
'eleas + C2e--.

, 1, =- [C. +
- C,sinx +
, ,.. -= (C1 +

le"; cj y, -
: d) "1 0=

10+ 12x+Je";

+ 2x'+ 2Xf

x~+x:+u')_o:
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