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Capitolul I

MULTIMI. NUMERE. STRUCTURI

§ 1. NO'!'IUNI DE TIc'ORIA MUL'!'IMILOR

1. lIultimi. Element 81 unei mu,ltimi. Apartenenta

Notiunea de multime poate fi lamurita mai potrivit prin exemple.
Spectatorii dintr-o sala, paginile unei carti, muncitorii dintr-o uzina,

numerele intregi st pozitive. literele alfabetului latin stnt rnultimi. Oblectcle
din care este fermata a multime se numesc elementele multimit. Elemcntele unei
rnuljimi pot fi obiecte de orice natura.

Ezemple

1) Data Neste mulfimea Iormata din toate numerele Intregi ~i pozitive numanu 3 estc
un clement al multimf N.

2) Dara A estc muljimee fermata din literele altabetului elln, atunci Aeete un element
al multimii A.

o multime este definita dace avem un mijloc de a deosebi elemente:e
multlmii de alte elemente care nu fac parte din multlme. 0 multime este
deflnita daca stnt date elementeJe sale sau daca ni se dii a proprietate pe care
o au toate elementele sale, proprietate care Ie deosebeste de elementele altei
multimi.

Daca 0 muljlme este data prin elementele sale, multi mea se noteaza
seriind tn acolade aceste elemente, iar dad multlmea este data printr.o pro
prietate care caracterizeaza elementele sale, multimea se noteaza specificlnd
in aeolade aceasta proprietate.

Ezemple

1) Multimea A formata din elementeJe a, h, o, d ee noteaaa

A={a, h, c, d}.

ll) Multimea M formata din numerele naturale mai marl dectt 5 se notClizii

M = {x[ XE N, z> 5}.

Daca a este un element al multimii A se serie
aEA sau A3a
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si se clteste "u apartine multimit A". Semnul E se numeste semnul de apar
ienentii. Dad. b nu este element al multimil A se scrie ,

b<tA
si sc citeste "b nu apartine multimii A".

Exemple

1) Fie E multimea literelor alfabetului din; a If;E, ). E E. 3

2) Fie N ~~ {I, 2, ... } multimea numerelor naturale; 3 E N, "21$: N .

3) 2E{l, 2, 4, 7}; 5lf;{1, 2, 4, 7}.

2. Su,bmu,ltimi. I.neluziu,ne

A c B sao B => A ,

citindu-se astfel : "multimea A este inclusd (contlnuta) in multimea E" sau
.rmulttmea B include (contine) multimea A". Semnul c se numeste semnul
de incluziune. Daca multi mea A nu este inclusa in multi mea B se scrie

A([B sau B:])A

~i se clteste "A nu este inclusa in B" sau "B nu include pe A".
Multimea A se numeste eubmultime strictii a lui B dad A c B si

B contine eel putln un element care nu apartine lui A.
Multimile A ~i B sint egale daca ACB ~i BCA ~i se scrte A = B.

Fie doua multtmi
elemente ale rnultimii B,
~i se serie

A si B. Dad hate elementele multimii A sint ~i

atunci spunem di. A este submul(ime a multimii B

ExemplI!

1) Multimea A = {I, 2, 7} eete 0 suhmuitime stricta a multimii B = {I, 2, 3, 4, 7}.
2) ~{ultimea numerelor naturale pare P = {2, 4, 6, ... } este 0 eubmulfime stricta a

multhmi numerclor naturale N = {I, 2, 3, ... }.

Relatia de incluziune are urmatoarele proprietati :
I) AcA; relatla de incluziune este reflexiva ;
2) ACB ~i BCA =} A =B; relatia de incluziune este antislmetrica ;
3) ACB ~i BCCd) Ace; relatia de incluziune este tranzitiva.
Semnul -ese citeste .Jmpllca" sau "atrage" st este semnul implicatiei logice.

3. Reuniu.ne. InterseeJie. DiferenJii. Complementarii

Fie A ~i B doua multiml. Se numeste sumasau reuniunea multimilor A
~i B multlmea S a elementelor care apartin eel putin uneia din multimile A
sau B (fig. I); se noteaza

S~AUB

~i se citeste "A reunit cu B". Semnul U se numeste semn de reuniune.
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Din definitie rezulta ca

AUB={xlxeA sau .ee B}.

Exemple

1) A={l, 2, 4}, R={l, 7, 9,11}
AU B = {I, 2, 4, 7, 9, 11 }

2) Fie 1= {I, 3, 5, ... } multimea numerelor naturale impare ~i P = {2, 4, G, ... }
multimea numerelor naturale pare; reuntrea lor ,P U I eete multlmea numerelor naturale
N={l,2,3, ... }.

Fig. 1.

A

1=.4fl8

}'ig. 2.

B

In mod asemanator se delineate reuniunea mal multor multimi
Al , A2 , "', An

U Ai = Al U A2; U ... U A,. = { XIXE Al , sao XE A2;, sao ...
i_I

... sau xeA,,}.

Se numeste ituersectie a multimilor A ~i B multlmea I a elementelor
care apartln si multimii A, ~i multimii B (fig. 2). Se noteaza

I ~A n B

~i se clteste "A interseetat ell B". Semnul n se numeste semn de inter
sectte. Din definitie rezulta ca

A n B = {x IXE A ~i XE B}.

Exemple

1) Deez A = {t, 3, 5}, B = {2, 3, 7}, a.tunci AnB={3}.
2) Deea N = {.1, 2, 3, ... }; P = {2, 4, 6, ...}, atunei Nn p = {2, 4, 6, ... }.
3) Intersectia a douu multimi A ~i R avind ca clemente punetele iuterioare a dona

eercurt eeeante este Iormata de multimea I a punctelor comune.

Doua multlmi A si Beare nu au nicl un element comun se numesc
disjunete. Spunem cii intersectla lor este multimea vida, multime care se
ncteaza O. Multimea vida (desarta) este acea multime care nu contine nlci
un element.
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Ezemplu
1I11I(;imea numerelor pare P §i multimea numerelor impare I slut disjuncts P n I = " •

Intersectla mai multor multimi AI' A:!,. "', A.. se dellneste tn mod
asemanator.

nAt = Al n All fl . .. n An = {x [x e Al ~i xeA! ~i ... .-;;i XE A,,}...,
E:z:emplu

A1 = p, 3,4,5, 7}, A2 = p, 4, 6, 9}, As = p, 3, 5}
At U As U As = {i, 3, 4, 6, 7, 9}
A1nA:snAs={1,5}.

o"A-B

Fig. 3.

tA ,f-A

Fig. 4.

Fie E 0 muljime ~i A. B doua submultimi ale lui E.
Multimea D a elementelor care apattin lui A ~i nu apartin lui B se

numeste diferenta dintre A ;;i B (fig. 3); se ncteaza
D~A - B.

A-B se citeste "A minus B". Conform delinitiei

A-B~{xlxEA, xe B},

Daca AnB = 0" atunci A - B = A, dad A c B, A - B = 0.
Diferenta E - A se numeste complementara lui A in raport ell E ;;i

se noteaza CA (fig. 4), deci

CA~{xlxEE, xoA}.
E:z:emple

1) Complementara. multimii »umerelor naturale impare fata de multimea numerelor
naturale este mult.imea numcrelor naturale pare.

2) Fie E. multimeu punetelor din spatiu (spatiul en trei dimensiuni] §ismultimea punc
telor din interiorul ~i de pe suprefata unci sfero date..Complementara multfmii S este multimea
punctelor din spatiu cxtertoare suprufetei S.

Urmatoarele proprietatl se verifica ell usurinta

I) c.e ~ E, C E ~ 0
2) CCA~A

3) AUCA~E, AncA~O.



Din dellnitla complementarei rezulta

4) xEA(~>x'CA si
5) XECA(~)x.A.

Semnul (=) este semnul echivalentei logice ~i se citeste "este echivalent cu".

Nofiu"i tk tcoria mul/;mil"r 9

4:. Putcrea multimilol'

Fie doua multimi A, B. Spunem ca cele doua multimi au aceeasi putere
sau ca srnt echivalente daca tntre elementele lor a E A, b e B se poate stabili
o corespondenta biunicoca, adica putem forma perechi (a, b) astfel inctt :

1) in fiecare pereche sa segaseasca uo element aE A ~i un element b E B ;
2) orice element a e A si orice element b e B sa apartina unei perechi ;
3) nici un element a e A ~i b e B sa nu figureze in mai mult de 0

pereche.
Mul(imile care au aceeasi putere cu multimea primelor n numere natu

rale se numesc multimi finite. Multimile finite au, asadar, un numar Iinit de
elemente. Doua multimi finite au aceeasi putere daca au acelasi numar de
elemente. In adevar, numai in aceasta situatie putem realiza corespondcnta
biunivoca Intre eele doua multimi.

Ezemple

1) Multimilc {I, 3, 5), {a, b, c} au aceeasi putere.
2) :Multimile {ai' u~, ulI } , {b l , bt , b3, b.J nu au aceeaai putero.

Multimile care nu slnt finite se numesc mulfimi infinite.
Cea mai simple multime infinlta este multimea numerelor naturale

{I, 2, 3, ... J.
Se numeste muliime numarabtla oriee multime care are aceeasi putere

cu muljimea numerelor naturale. Din aceasta deflnitie rezulta ca elementele
unel multimi numarabile A pot fi asezate tntotdeauna tntr-un sir infinit de
elemente distinete

ai' a2, ... , an, "',

Indlcele n fiind numarul natural in corespondents ell a".

Ezemplu
Multimilc infinite N = {L, 2, 3, ... } §i P = {2, 4, 6... } au aceeasi pueere. Intr-adevar,

putem realize, 0 eorespondente biunivoca intre elementele celor doua multimi ou ajutorul
perechilor (n, 211).

Acest exemplu arata ca, desl multimea Peste 0 submultime stricta
a multimli N, totusi multlmlle P ~i N au aceeasl putere.

Se poate obtine un rezultat ~i mai general, anume ca. orice submuljlme
a unei multimi numarabile este 0 multime numarabila san finite. _
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Aplicalie. Reuniunea unci multimi numjirabile de multimi numarabile este tot 0 multime
numi.rabila. Vom presupune mulfimile dlsjunote. Avem

Al = {an. !l lt , ala>" " GIn,· .• }

17'-'" 7'
A. = {a\lt, llllll' all3 •••• ,a2,.. • • • }

'" 7'A3 = {asp as., (133' .•. ,allR , ..• )

17'
AI = {au, lin' (l.~, ... ,al " , ••• }

Sagetile arata cum putem realiza corespondenta biuntvcca tntre mul
timea UAj ~i multi mea {I, 2, ...• n, ... }.

In particular, reuniunea unul numar finlt de multimi numarabile este 0

rnultirne numarabila ; reuniunea unei multimi numarabile de multlmi finite
este numarabila si se demonstreaza la lei ca mai sus.

Multimile infinite care au aceeasi putere ell multi mea numerelor naturale
se numesc muliimi nenumiirabile. Vom arata la capitolul urmator ca multimea
punctelor de pe un segment de dreapta nu este numarablla.

5. Relatia de ordine

o relatie a -<. b definite pentru unele perechi ordonate (a, b) de elcmcnte
ale unei muljimi A se numeste relasie de ordine dad tndepllneste urmatoarele
conditii :

I) a -s; a (reflexiva), pentru orice ae A ;
2) a -< b, b -< a =) a = b (antlsimetrica) ;
3) a -< b, b -< c =) a -< c (tranzitiva}:

a,b,ceA .
. 0 multime pe care s-a definit 0 relatie de ordine se numeste multime

ordonatii.
Exemple

1) Mlllt.imea numerelor naturale este ordonata fata de operatia <: "mai mio san egal cu-.
2) Relatia de inelueiune ~ este 0 relatie de ordine pentru multimea aubmulfimilcr

(multimea partHor) unci multimi date E, cum resulta din proprietatilc incluaiunii (al. 2).

6. Produ,s eartezian

Fie A st B doua multimi distincte sau nu. Sa formam perechile or
donate (a, b), unde a e A, b e B. Multimea C a tuturor perechilor ordonatc
(a, b) cu aeA, beB se numeste produsul cartezian al multimii A cu mul
timea B ~i se noteaza

C=AxB.
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din

Din defini tie rezulta ca

A x B,," {(a, b)laEA, beE}

Prin perechi ordonate se tnteleg perechile (a, b) in care primul element a
pereche aparjine totdeauna lui A. Se vcde di dad. A ~i B stnt distincte

AxBc&BxA.

Dad! A = B, atunci A X B = B X A ~i se scrie A2, deci

A2=A xA={(a,b)!aEA, bEA}.

In mod analog se poate defini produsul cartezian Al X All X ... X A
a n multimi AI' All, "', A". ca multi mea tuturor grupelor ordonat~
(a... all' ... , ao) ell alEA!, ~IlEA2"" ,a"EA". Multimile Ai se numesc
Iactorii prcdusului cartezian. In" particular, daca

Al = All = ... '-'--' A" = A ,
atunci se scrie

A X A x ... x A =--, An
.. f""k>T;

*i conform defini tiel

A" = {(a.., all' ••• ,a")iatEA, QllEA • . • • ,a"EA}.

lntr-un produs cartezian, rezultatul difera daca ordinea faetorilor in
produs se schimba, multirnile A, fiind considerate distincte.

§ 2. NUMERl<J REALE

1. Numere naturale. Numere intregi. Nnmere rationale

Multimea numerelor naturale Neste

1, 2, 3, .'., n, n + I,

Mult1mea Neste ordonalii fata de relatia de ordlne, "m < n" (m rnai
mlc dectt n). In lac de m < n se poate sene de asemenea n> m (n este mai
mare decit m). Relatia -m < n:' este 0 relatie de ordine totala, deoarece ori
care ar fi numerele tntregl m, n avem numai una din posibllitatile

m<n sau m=n sau m c- n ,

Operajllle ell numere naturale slot cunoscute. Astfel, suma a doua nu
mere naturale este tot un numar natural

a+b=c, DeN, b e N, CEN.
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(I)

dad b :» (I.

Spunem ca muljimea numerelor naturale este inchisli fata de operatia de
adunare. Daca se considera tnsa ecuatia

a+ x=b,

se observe di nu are solutii in multlmea numerelor naturale decft
Ecuatia (1) se mai scrie

x = b - a,

de unde rezulta ca operaua inversli adunaril, sdiderea, nu conduce totdeauna
la un numar natural. Ecuatia (1) are totdeauna solutte 10tr-0 multime Z ce
se obtine reunind la multimea N multimea N', avtnd ea elemente pe zero
~i numerele tntregi negative

. N' ~ {O, -I, -2, ... , -n, -n-I, }.

Mul(imea Z ~ NUN' ~ { .. " -n, -n + I, , -I, 0, I, 2, ...
. . .• n, n + 1•... } se numeste mulilmea numerelor intregi, ea este total
ordonata lata de operajia .. <" ~i este Inchlsa lata de operatiile de adunare
~i scadere.

Multimea numerelor naturale Neste tnchisa latii de operatia de Inmul
tire. Aceeast proprietate 0 are ~i multimea numerelor intregi Z; dace a ~i b
stnt doua numere intregi oarecare, numarul a-b este un tntreg. Ecuatla

ax v- b, (a 4' 0) (2)

cu a ~i b numere intregi, nu are solutie tn multi mea numerelor Intregi declt
deca b este divizibil cu a. Ecuatia (2) se mai scrie

x=~, (a=FO)
a

de unde rezulta ca operatia inverse tnmultirii, impdrtirea; nu conduce
totdeauna la un numar intreg. Multimea numerelor intregi reunlta ell mul-

[imea numerelor de forma ~, a, b tntregi ~i a=FO eonstituie muljimea nume

relor rationale ~i se noteaza cu Q.
Numarul X-I astfel ca x·x- I = 1, x =F 0 se numeste inversul lui x

~i se noteaza ~. Operatia de rmpartlre a doua numere ~, y 4= 0 se reduce
x 1 y

astfel la operatia de tnmultire x-.-: = xuv ,
y

Operatla de tmpartire ell numarul 0 nu se poate efeetua, deoarece 0 nu
are un invers. Spunem ca tmpartirea cu 0 este 0 opera tie lipsita de sens.

Multimea Q a numerclor rationale are urmatoarele proprietati :
I) este ordonata fata de relatia de ordine .. <." ;
2} este tnchisa fata de opera tiile de adunare ;;i scadere ;
3) este tnchisa fata de operatiile de tnmultlre ~i tmpartlre.
Multimea Q a numerelor rationale este densa. lata ce se tntelege prin

aceasta notiune. Daca a =F b stnt doua numere rationale, exlsta un numar
rational cuprlns tntre a ~i b. In adevar, dad a < b, atunci avem ~i

a< a+b -c b
2 '
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de unde rezulta imediat ea tntre doua numere rationale oarecare extsta tot
deanna 0 infinitate de numere rationale, deoarece

a < am + btl <b,
m+n

oricare ar fi numerele naturale m ~i n. Desl multimea Q are aceasta proprie
tate de a Ii dense, totusi multlmea Qno epulzeaza multimea numerelor reale.

2•. Nnmere irationale

S-a observat inca din antichitate (secclul V r.e.n.) ea operatia .inversa
ridicarii 1a putere no ne conduce totdeauna 1a un numar rational. In adevar,
numarul V2 nu se poate serie ca raportul a doua numere tntregi p ;;i q,
prime tntre ele, deoarece daca V2 s-ar scrle

V2 ~:L, p>O, q>O, (sau p<O, q «; 0)
q

ar rezulta ;;i
2q'~p',

deci p'l trebuie sa fie par, prin urmare :;;i peste numar par: p = 2m.
Egalitatea p2 = 2q2 se scrie

sau
2m2=q2,

de tmde rezulta ca ~i q2 este un nurnar par, deci si q estepar. Asadar p
~i qau divizor comun pe 2 st am ajuns astfel la 0 contradictie presupuntnd
di V2 este numar rational.

Spunem ca numarul V2 este un numar iraiional. In calcule un numar
irational se aproximeaza prin nurnere rationale.

Pentru a gasi un numar rational cit mal aproape de y2se procedeaza
tn modul urmator. Se observe mai tntti ca

I <V2<2.
Daca se considera acurn sirul

1; 1,1; 1,2; 1,3; ... ; 1,9; 2,
se .gaseste ca

1,40; 1,41; 1,42; ... ; 1,49; 1,50,

deoarece 1,42 = 1,96 < 2;
pentru slrul

se gaseste ca

1,4 < V2 < 1,5 ,

1,52 = 2,25> 2. Procedtnd in

1,41 < V2 < 1,42.

mod asemanator



Continuind operatia de un numar oarecare de ori, se obtin doua strurt
de numere

11' la, ... , I", ...

e1,e2, •.. , ell' "',

unde I.. ~i e.. stnt numere eu n zecimale, Cll partea Intreaga 1 st eu primele
n - 1 zecimale egale

I.. = I, ll:Jaa ••. a"_lan , e" = I, alaa ... an + I,

numite aproximantele prin lipsa (sirul In) ~i exces (slrul e,.) ale numarului V~
Sirurile I.. ~i ell au urmatoarele proprietati :

1) l..+t >- III' ell ~l -< en' oricare ar fi numarul natural n;
2) I.. < em, oricare ar fi numerele naturale n ~i m;

3) e, - l.. = ~ pentru orice n.
10

Din modul cum au Iost construite numerele rationale i" ~i en' rezulta ca

I. < V2 < e.
si, prin urmare,

V2 - 1 <~1_ e -V2<_1_.
" 10'" n 10"

(3)

deci diferenta dintre termenii sirulul de numere rationale 1ft (sau e,,) 1ji numarul
irational V2 paste fi facuta ortctt de mica dorim, daca se ia numarul n
suficient de mare.

Se mal cbserva ca nu putem avea

V2=l.,+e",
2

deoarece V2 este irational, i~r e" ~i in sint numere rationale; prin urmare,
aumai pentru unul din numerele i" sau en exista neegalitatea

V2 -I < L_1_ sau e - V2 <-,--_1__ (4)
" 2 10" "2 10"

Numarul L.. (sau e,,) care satlslace neegalitatea respectiva (4) se numeste
numiirul rational care uoroximeoza numarul ira{ional r'2 cu n zecimale exaae.

E:cemplu

Y2 = 1,41421356 ... Numsrnl rational 1,41 aproximeaza numarut irational Vien doug
zeeimaJe exaete. Numiirol rational 1,4142136 aproximeaaa pe VJf cu ~a.pte zeeimale exacte.

Sa revenim la neegalltatile (3)

o< V2 - I. < 10
1••

0 < e _ V2 < _1_.. 10" '
1

ctnd n -+ cci , 10" -+ 0, deci putem scrie si

lim I.. = lim ell = I'~f
"-+00 "-+00
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Numero reale

~i spunem ca slrurile (I..) st (ell) au 0 Iimita comuns care este numarul ira
tional V2-: Faptul ca cele doua strurt definesc acelasi numar apare aid Intuitiv.
Mai tirziu, 1a siruri, vom reveni asupra notiunli de limite si vom demonstra
in mod riguros exlstenta numarului V2; ca limita comuna a celor doua
siruri (I,,) ~i (ell) care tl aproximeaza respectiv prin lipsa sau exces.

Tot din modul cum sint"_construiti termenii celor doua siruri (til) ~i (e..)
rezulta cs numarul iratlonal V2 are 0 infinitate de zed male

ox = 00, u1 Uz ••• a.. . . .

Exprimarea printr-un numar ell 0 infinitate de zecimale nu este tnsa
specifica numerelor irationale. Ortce numar tntreg sau Iractionar are aceasta
proprietate. Fie n un numar Intreg ; avem

-. (")n=--n-l, 9999 ... 9 ... =n-l+9 10+ 100 + ... =n

Un numar rational, prin tmpartire directa, are 0 inlinitate de zecimale
sau un numar finit. Dad are un numar finit de zecimale, are forma

~=Clo' ~all···a,,=Clo, ~all ... ap - 1 99 ... 9 ... ,

deci ;;i in aceasta situatie se scrie Cll 0 infinitate de zecimale.

3. Reprezentarea nu,merelor pe 0 8xli.

Tiieturi. Continuu,l liniar \

Fie 0 dreapte pe care s-a ales 0 origine 0, 0 unitate ~i un sens de
parcurs (fig. 5).

In geometria analltica se admite corespondenta biunlvoca tntre punctele
unei drepte ~i multimea numerelor reale. Am aratat ca rnultimea numerelor

-3 -2 -l o .( '2 .3

Fig. 5.

rationale este 0 multimc dense. Vom vedea ca.dest poseda aceasta proprietate,
mulfimea numerelor rationale nu acopera toata dreapta ~i ca numerele ira
tionale au locul lor bine precizat pe dreapta.

Sa consideram numarul real V2. Numarul V2 nu este rational. EI tmparte
iosa muljimea numerelor rationale in dona c1ase A "*i B in modul urmator :

, Clasa A este fermata din toate numerele rationale negative, precum si
numerele rationale pozitive a, estfel tnctt all < 2, iar cIasa Beste formate
numerele rationale positive b, astfel tnctt hi> 2.
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Daca e e A !?i bE B, atuncl a < b. Se spune ca in modul acesta s-a Iacut
o troetura in multi mea numerelor rationale Q.

Fieacum numarul rational ~. Numarul .!:.. tmparte, de asemenea, nume-
2 2

rele rationale R in doua clase A' !?i B'. Din clasa A' fac parte toate numerele

rationale a'<" ~, iar din clasa B' Iac parte toate numerele rationale b':> ~.
2 2

lntre aceste doua taieturl (taietura realizata de V2 !?i taietura realizata de +l
exista 0 diferenta esentiala, ~i anume : Intre rnultimile A ~i B nu extsta un
element de separatie, adlca nu exista nlcl un numar (rational) din multimea A
mai mare decit orice numar din A ~i nu exista, de asernenea, nici un numar
(rational) din multimea ~ mai mic dectt orice numar din B, pe dod in cazul a1

doilea, exista uo element de separatie, ~i anume numarul 2- , deoarece a' <.. ~
2 2

!?ib':>~ .
2

Am s us di nu exista un "umar rational, (r2 < 2 mai mare dedt orice
num 10. emonstra pnn re u sur. a presupunem ca acest
n mar, eXlsta; se observe ca,> 1. Vom arata ca putem construl un numar
rational,' > r ~i ,'2 < 2.

Deoarece r- < 2, punem 2 - ,2 = s> 0; numarul s este rational, [iind
diferenta a dow! numere rationale.

Numarul r = r + ...!.. > r este rational deoarece r ~i s sint ratlonali.
4

Sa aratam cii ,'1 < 2. Avem

,'2 =,2 +.!.!:.. + ~ < r'i. + 8r + ~ = r2 (1 + ~).. + ~ .
2 16 2 16 2 16'

neegalitatea este [ustificata de faptul cii ,I> " deoarece r » 1.
In continuare

"( ( 'J 8
2

8
1

8
1

7r < 2-,) 1+_ +-~2--+_~2-~"<2,
2 '16 2 16 16

decl r' E A. Am aratat in acest mod ca nu exlstli un astfel de numar r.
. Sa aratam acum ca nu exista un numar rational p, p2> 2, mai mic dectt

once numar din B. Sa presupunem ca acest numar P exlsta. Numerul rational

2,+ -
p'= ~~'-

2

are proprietatile

Ii
p'l> 2

p' < p.

(1)

(2)



In adevar
4

p~ + 4.+
p'2 = __-,---,p_:I > 2,

4

deoarece

p'+4+!.>8
p'

p'+!.-4>O
p'

(p - ~r>o.

deci p' < B. In ceea ce priveste proprietatea (2) se observe ca

p! + t
p' <-2-P = p,

neegalitatea fiind [ustificata de faptul ca p2> 2.
Am aratat in acest mod ell. un astfel de numar P nu exists.
Sa presupunem aeum ca parcurgem axa reala ;;i ca tuturor punetelor de

pe axa le-ar corespunde numai numere rationale. Trectnd de la punetele mul
jimil A la punctele multimii B, deoarece nu exista element de separatie tntre
aceste doua multimi, punetului corespunzator de pe axa care separa eele doua
mulfimi ti facem sa corespunda numarul iratlonal V2: care i~i gaseste asUel
un loe blne determinat.

Reuniunea numerelor rationale Q ~i irationale P Iormeaza rnultimea
numerelor reale R. Daca se face 0 taietura in aceasta multime, exlsta totdeauna
un element de separatie aparjintnd lui R.

Din aceasta cauza spunem ca multimea numerelor reale R este si continua.
Numerele reale se impart in numere algebrice: 2:.., -~-, -tis, V3 +V7.;;i

2 6

»numere transcendente: 1t", e, 2'{2 etc.
, _ Numerele reale algebrice stnt numere care pot fi solutll ale unel ecuatf
lgebrice, adica ale unei ecuajf de forma

aoX" + at ro- 1 + ... + a,._l x + a.. = O.

unde n este un numar natural, iar cceflclentii f4 sint numere intregi. Multimea
nurnerelor algebrice confine ca submultime multimea numerelor rationale. deoa-

rece orice numar rational !- este solutia ecuatlei qx = p, q 4:- o.
q

Numerele realetranscendenie nu stnt solutille unei ecuatll algebrtce.
A. O. Ghelfond a aratat, in anul 1934, ca numerele de forma r); cu r);::/=: I

;;i ~ un numar algebric irajional stnt numere transcendente. ·~.-~-~i-(i·

S-a demons~e '/1; ;;i e stnt transcenden~ ~'\ ~!Q .....

"A' ~\1IUflli'I'~;~:.>", ~,~/ J "~~:'IB\.: -
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Corespondenta biunivoca dintre numerele reale si punctele unei drepte
ne permite sa folosim nojiunea de punet pentru notiunea de numar ~i reciproc.
Nnmarul x care corespunde unui punet P se numeste abscisa lui P. Corespon
denta stabilita pastreaza ordinea, anurne dad x ~i y stnt abscisele a dona
puncte A ;;i B, iar x < y, atunci A este la stinga lui B.

4. Intervale

Datorlta acestei corespondente, multimilor de numere le corespund mul
tlml de puncte. Dam mai jos ctteva notiuni care vor fi folosite adesea de-a
lungul expuneril.

Fie a b doua numere reale, a <b.
1) Se' numeste interval deschis multimea punctelor x care verlflca dubla

inegalitate a < x < b \'i se noteaza (a, b) (fig. 6)
(a,b) ~ {x ] x e R, a -c x <b).

2) Se numeste interval inchis sau segment muljimea punctelor x care veri
fica dubla inegalitate a -< x -< b ~i se ncteaza {a, b1(fig. 9).

[a,b] = {x ]x e R, a-< x-<b}.

, ,
(~.l)

Fig. 6

, b
( ,f,b]

Fig. 8

b

3) Se numeste interval indus La dreapta si deschis la stinga multimea
punctelor x care veriflca inegalitatile a < x -< b ;;i se noteaza (a, b] (fig. 8)

(a,bJ~(xlxeR, a <x<;;b).

4) Se nurneste interoa1 inchis La stinga $i deschis La dreapta multimea
punetelor x care verifica inegalitatile a < x < b ;;i se noteaza [a, b) (fig. 7)

[a, b) = {x Ixe R, a -< x <b}.

5) Se numeste semidreaptii deschisii ~i nemiirginita La dreapta (fig. 10)
~i se noteaza (a, + 00) multimea

(a, +00) = {xJxeR, x> a}.

Semidreapta tnchisa ~i nemarginita la dreapta (fig. 11)contine si punetul a,
punet care se numeste extremitatea semidreptei.

, a
[a, oj

Fig. 9

b a
(a • • e><»

Fig. 10

•
ra,1'OO)

Fig. 11
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6) Se numeste eemidreapta deschisii si nemiirginitii fa stinga (fig. 12) ~i se
noteaze (-00, a) -muttlmea

(-=, a)~{xlxER, x<a).

Semidreapta Inchisa ~i nemarginita Ia stinga (fig. 13) contine ~i punctul u.
Dreapta tntreaga R se noteaza (-00,+00).
Sa consideram acurn 0 pereche ordonata de numere reale (x, Y).

•
(-00' a)

Fig. :12 Fig. "13

(O,gJ+-------,PiX,!jJ

(X,d)

y

Pe doue drepte perpendiculare in plan Ox~iOysaalegcmaceeasi origineO
(punetul de intersectie aJ celor doua drepte), aceeasl unitate ~i cite un sens
de parcurs (fig. 14).

Perechii de nurnere (x, y)
i se asociaza tm punct P dirt
plan si invers. Numerele x, y
se nurnesc coordonatele punc
tului P; x se rulmeste abscisa,
y se numeste ordonata punctu-
lui P.

Multirnea punctelor din ----~--I='T~~~+_:;;_---,
plan definita de

{i,P]If[C,dJ

Fig. 15

(o,d) I-_~~ e

(!I,O)(i/.O)o

(I,n

J-lg. 14

«-c x «:b, c<y<d

se numeste interval deschis
(fig. 15)

r~{(x,y)[xE(a,b), yE(c,d»).

Intervalul J este produsul
cartesian al intervalelor (a, b)
~i (c,d) ;;ieste format din mul
timea punctelor (x, y) interioarc
dreptunghitrlui ABeD.

In mod asemanator, rnul.
timea perechilor de puncte (x, Y)

a4x<'b, c<.y<.d

dellneste un interval tnchis ~i
;J., estefermata din punctele tnte

:#L.; noare ;;i de pe laturile drept
.~ulUi ABeD (fig. 15).
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In general, fie n intervale pe 0 dreapta, II' II,"" II>

II = {Xi.! Xl E R. ~ < Xl < bt }

I,.= {x.. I x"eR. a/l <x.. <b,,}.,
c

8

(i,lI)o

{Q,lfJ I--m

(O,C)

Fig. 16

Produsul lor cartezian /1 X /2 X ... X l ; se nurneste interval n-dimen
slonal

11 X II X '" X I.. = {(Xi. XI" • " x,,) I XlEll" . _. x..E IJ..
Multimea grupelor ordonate (.ti, X:!, •• " XII) ell .tiE R. X2E R,o "', X",E R

Iormeaza spajiul ell n dimensiuni R"; prin urmare

Rfl = R X R X ... X R = {(xl' XI.' • " XII) I Xl E R.~ E R, .. ., X.. E R}.

5. \' aloMe absolnta san mod:nl

Se numestemodul sau valoare absoluta a unul numar real a numarul Ia 1
delinlt astfel

{

a, dace a> 0
lal= -a,dacaa<O

O,dadia=Q

decf 1a I > O. Modulul are urmatoarele proprleta]i :

I a • b I ~ Ia I . Ib I (I)

la±bl<;; lal+ Ibl (2)

la±bl> Ilal- Ibll (3)



Numere rMle

Dernonstratle. Proprietatea 1 rezulta irnediat din definitie. In ceea ('e
priveste proprietatea 2, observam ca suma a ± b este eel mult egala ell Ia I +
+ Ib I, egalitatea (2) avtnd loe dod a ~i b au acelasi semn.

In ceea ce priveste inegalitatea (3), putem scrle

lal ~ la±H=bl'< la±bl + (bl,
deci

Ia I - Ib Ic; Ia ± b I.
In mod analog aratam "i

Ib I - I a 1-: 1a ± b I·

Inegalitatile (4) "i (5) se scriu condensat sub forma (3).
Din (2) obtinem

Ia+b +el.< 1u] + Ib +e(.< [u ] + Ibl + lei
~i in general

(4:

(5)

(6)

egalitatea avind loe dod toate numerele a; au acelasi semn.
Inegalitatea (6) se enunta in modul urmator : modulul sumei mai multor

numere Teale este mai mlc sau eel mult egal cu suma modulelor numerelor
respective.

6. Operatii ell numere reale

In multimea numerelor Teale se pot efeetua dcua operatii : adunarea si
tnmultirea. Operatia de adunare facesacorespunda Ia doua.numere e. b numarul
teal a + b, care se numeste suma lui a eu b.

Operaiia de adunare are urmiitoarele proprieuiil :
1) Este comutativa

a+b=b+a.

2) Este asociativa

~+M+e-a+~+~-a+b+~

3) Exlsta un element neutru, numiirul zero, astfel tnctt

0+ a = a.

4) Fiecarui numar a i se asoclaza opusul sau ~a, ell prcprietatea

a+(-a)-O.



" Mulliml. Numere. SlFudnrl

Operatia de tnmuljlre face sa corespunda la doua numere reale a,b un numar
real a-b san ab, numit produsullui a-ell b.

Opera/ia de tnmuitire are urmi1toarele proprietiili:
I) Este comutativa

ab = ba.

2) Este asociativa

(ab)c ~ a (bc)·o abc:

3) Exista un element neutru, numarul I, astfel tnclt

I· a a.

4) Pentru Iiecare numar a 4= 0 exista nurnarul a

sau, ell proprletatea

c- -!.., "00- 1 = l.
•

1 = 2... numit inversul
•

S)Operapa de tnmuljire este distrlbutiva fala de adunare

(a + b) Co ac+bc.

7. St:ruetura de ordine

Pe multimea numerelor reale R se defineste 0 relafle de ordlne "a < fT'
sao "b < a" Iii se clteste "a mai mic dectt b" sao .,6 mai mare dectt a", Relajla
..a<b" este 0 relajie de ordine totalii.

Dad x no este mal mie dedi !I se noteaza x 4: g san y:}- x.'

R.ela/ta de ordine are urmlitoarete proprietiili:

1) x <f:: X, x e R (este irellexiva};

2) x <9 ",,9> x;
3)·x <U. y <z~ x <z (este tranzitlvaj :

4) X<9 ""x+z<9+z;
5) x> y, z> 00=) xz <yz;
6) x<9, z<O~ItZ<9z;

7) 0 <x <9",,}.. >}.. .•
Numerele x> 0 se numesc numere strict positive. Numerele x>O.se

numesc numere pozitive. Numerele x < 0 se numesc strict negative. Numerele
5< 0 se numesc numere negative.



Numarul 0 este deci ~i negativ, ~i pozitiv; este singurul numar care are
aceasta proprietate. Inegalitatea

Numere re.ale 23

Ix-al<e, e>O,

este echivalenta eu a - e < X < a + e ~i defineste un interval deschis de
lungimea ze, eu eentrul in punctul a.

8. Pu,le:ri naturale. Puten Intregi

Daca a este un numar real st n un numar natural, se scrte

al=a; a2.--" a.a; ... ; (f' =, a-.a ... a
-~.. r&dod

Numarul (f' se numeste putere, a este basa puterU ~i n exponentul puierii,
Din definijie rezulta

I" ~ I; 0" ~o.

Puterile eu exponent natural se numesc puteri naturalesi au urmatoarele
proprietatl :

1) am (f' = a"'+II;

2) (a")" ~ a-;

3) (00)" = a"b";

4) a" > I, dad a> I·

5) a" -ctr, dad O<a <b;

6) a"> cr, dad a> 1, n> m.

Pentru a ==1= 0 se dellneste, orieare ar fi n natural,

a-II = ~ , if = 1.
a"

Puterile aP eu p tntreg se numese puteri intregi ~i au proprietatile I, 2, 3,
la care trebuie sa adaugam

a> I,

a> I,

tr» 0;

P <0.

Puterile lui 0 eu exponent negativ nu se deflnesc ; spunem ea (f si 0-" nu
au sens.



2.

9. Paten rationale

Mullimi. Numere. Strucuui

Vern arata mai tirziu ca ecuatia x!' = a, a> 0, real, n natural, are 0
solutie pozitiva ~i numai una. Solutia pozitiva unlca a ecuatiei x!' = a se no,

'teaza ell Ira sau a". Avem de asemenea

lYii' ~ (fYa)"~ J'.
Puterile eu exponent rational a', a real, r rational (a> 0 daca r < 0),

se numesc puteri rationale si au urmatoarele proprietati care rezulta din deli
nttla lor:

1) (JP.fiJ- = cf1H, ~ = dP- q
•" .

2) (a")' ~ a'" ;

3) (ab)' .~ a" b' • (-"-J' ~ "': ~ a". b-';, "
4) daca a> I, P> 0, aP > I,

aO = I, II' = 1. Ot> ell P'<' 0 nu are sens ;

5) dad, < s, atunci (f < a" pentru a> 1 ~i cf >cf pentru 0 < a < 1;

6) dad 0 <a <b. atunci a' <b' pentru r> 0 ~i a'> b' pentru r < O.
Puterlle ar>; ell oc real le vom defini 1a g., cap. I. § 6.

10. Doni teoreme privind puterea numerelor rcale

In Incheiere sa demonstram doua teoreme privind numerele reale.

Teo rem a 1. Mulfimea numerelor algebrlce este numarabiUi.

Demonstratie. Fie p ..(x) = aoX" + a1XO-1 + ... + an_Ix + a = 0
o ecuatie de grad n (natural) cu coeficientii ak tntregi, ao=F O. ..

Numim iniUlimea polinomului P..(x) numarul natural h definit de

h ~ n + I ". I + I", 1+ ... + 1«; I·
La 0 tnaltime data corespunde un numar finit de polinoame. Astfel, pentru
h = 2 avem polinomul x, pentru h = 3, polinoamele Xli, x± I, pentru h = 4,
polinoamele x±2, 2x±1, x2± I. Xli. Este evident ca 1a orice numar natural h
corespunde un numar Iinit de polinoame; in consecinta, la orice numar natural h
corespunde un numar flnlt de numere algebrice, ~i anume radacinile distincte
ale ecuatiilor corespunzatoare ce provin din anularea polinoamelor de tnaltlme h.
Reuniunea unei multlml numarabile de multimi finite fiind numarabila, urmeaze
ca muljimea numerelor algebrice este numarabila.



Cor 0 1a r. Mull'imea numerelor rationale este numarablla,

Numerele rationale f sint solutlile ecuatillor de forma qx - p = 0, ded

stnt 0 submultime a numerelor algebrice ; multimea numerelor rationale este
deci numarablla.

Teo r e ill a 2. Mo.ltimea numerelor reale nu este numarabila.

Demenstratle. Este suflcient sa aratam ca multimea numerelor reale cu.
prinse fntre °~i 1 nu este numarabila.

Sa presupunem ca multimea numerelor reale euprinse Intre 0 si 1 soar
'Serie ca un sir '1' '2"'" 'n"" '

'1 = 0,~1 ~2'" U:!" .•.

'2=0,a2.1 a:>,2··.a2n···

Eicmente de.aIgebrii mod"nl;'i 25

I .

•

'1' = 0, ap1 1Zv2'" 1Zv1l •.•

unde 0 < a., <9. Sa formam acum numarul

r = 0, U:ia2 ... an _ 1 a,. ...
cu zecimala ak diferita de ak k , de 9 si de zero.

Numarul r este cuprins tntre 0 si I ;;i nu coincide clJ. nici unul din nume
rele'k' deoarece difera de fiecare printr-o cifra zecimala. In conseclnta, ipoteza
ca putem aseza multimea numerelor reale Intr-un sir ne duce la contradlcfie,
deci multlmea numerelor reale nu este numarabila. Se deduce de aici ca ~i
multimea numerelor irationale este nenumarabila, deoarece reuniunea sa eu
eea rationale, care este numarabila, este nenumarabila.

Spunem ca multimea numerelor reale este de puterea continuului.

§ 3. ELEMENTE DE ALGEBRA MODE&NA

1. Operatii tntre elementele nnei multimi.

Element nentru. lnvers

Fie A 0 multime nevida. Spunem ca to multimea A este deflnlta o ope
raste daca este definlta 0 regula datortta careia la Iiecare pereche ordonata
(a, b), a E: A, bE A, corespunde un element c e A. Daca notam aceasta operatie
eu *. avem

a w b = c, aeA, be A, c e sl..
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Eze17fple

1) Operapa. + (adunarc) in mulfimea numerelor Teale asociaz1i.la perechea (a, b) numarut
real a + b. .

2) Operatia x (inmu1tire) asodazii. Ill. perechea (a, b) numgrul real a x b.

Operatia * este comutativii dad
a wb s-b wa

pentru Ofice a e A si bE A.
Operatia se este asociativa dad!

(a*b)"* c= a"* (b* c)

Sa presupunem ca
o parte din A.

pentru orice aEA, hEA, eEA.

Ezemple

1) Adlluarea numerelor reale este asociativa ~i eomutattva.
2) Inmultirea nnmerelor reale este ascetatwn ~i eomutariva

~

3) Dad. 1.1 eete multimea veetorilor liberi din apatiu, operatia" x ", numitiprodus "edoriat,
nn este Did eomutativii, nici asociativii., deoerece

-; xb= -1 x-: §i -: x (& x-:)'t'(~ x b) x~.

Fie acurn 0 multime A in care este delinitli 0 opera tie "*
a*x= y. a, x,yEA.

x parcurge toata multimea A; atune! y parcurge pe A
sau

Exemple

1) Daea, in eeuaj;ia a + x = y, a ~i z sint numere naturale, atunei y ill. valonle
a + 1, ll' + 2, ... , deci 11 parcurge 0 parte a maltimii N.

2) Daei, in ccuatm a + x = y, a ~i z slnt numere intregi, cind :I:: perourge multimea
numerelor lntregi Z, y de aeemenee pareurge toeta multimea Z.

Operetta * se poate inversa fa dreapta in multi mea"A daca oricare ar H
ye A exlsta un element x e A astfel tncit sa avem

a*x=y
pentru orice a fix din A.

Operatia * se poate irwersa fa stinga in multimea A dace oricare ar fi
Z E A exista un element x e A astfel tnclt sa avem

pentru orice a fix din A.
Despre 0 opera tie care sc poate inversa la dreapta st la sttnga spunem ca

se poate inversa.

Exemple
1) Operatia + (aduuarc) in multimea numerelor intregi se poate inversa.
2) Operapa x (inmnltire) in mulpimea numerelor rationale fira numarul zero ee poets

Inveraa.
3) Operatia x (Inmultire) in muljimea numerelor reale lara numirul sere se pcate

invena.



Elemwfe de algebra moderll<l

Fie A a multime nevida, in care s-a definit 0 opera tie '*.
Elementul e E A pentru care

a*e = a

oricare ar fi a EAse numeste element neutru rata de operatia * .Se poate arata
ca, daca tntr-o multime A operatia * este I) asociativa ~i 2) sc poate inversa,
clementul neutru e este unic.

Se numeste inversullui a fata de operetta '* solutia ecuatiei

a * x = e.

Saaratam ca daca operatia '* tndeplineste condttiile amintite (este asccia
fivii si sc poate inversa) elementul invers este unic. Sa consideram ~i ecuatta

y * a = e.
Trebule sa dovedim ca x = y; avem

y* (a*x)=y'*e

sau, tinlnd searna de asociativitatea operatiei *.
(y '* a) * x 0."00 e* x,

deci

y*e=:e*x.

Insa elcmentul neutru este unic, deci e ee x '-'" x * e ~i

x'*e'-"'y*ez=)x=y.

Se noteaza de obicel a-I inversul lui a.

Ezemple

1) In multimea numerelor naturale, fata de cperatte de adunare, elementul neutru
eete numii.rul 0, iar inversul unui numar real II este - II Vi ee numeste opusul lui a.

2) In multimca numerator rationale, fatli. de opera till. de Inmultlre, elemental neutru
1

estc numarul 1, iar inversul unui numar a ~ 0 este - .
•

2. Grup. Semigrup

Fie 0 0 multime nevida, tar * 0 operatie definita in G. Multimea G se
numeste gres (sau are structurit degrup) daca operatia * are urmatoarele doua
proprietati :

I) este asociativa ,
2) se poate inversa.
Din definitie rezulta ca orice grup are un element neutru ~i orice element

al grupului are un tnvers. "._._""----..
~ (-"tili' .4.'/~'";i,'.A _._ ".P "
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Grupul se numeste abelian dad operatia * este .'?i comutativa.
Daca operajia * tndepltneste numai condltia 1, multi mea G se numeste

semigrup.

Exemple

1) Mtiltimea. numerelor naturale tormeeaa semigrup fata de operatic de adunure.
2) Mu!timea numerelnr intregi formeaz3 grup abelian lata de cperatia de adunare.
3) Mul\Jmea numerelcr intregi formeazil. semigrup abelian fata de operatia de inmuitire,
4) Mnltimea numerclor rationale fiira. numarul zero Iormeass grup fata de operatia de

inmulpre.
5) Mulpmea transformarilor

z' a + b

e' c + d

ell .d - be =r 0 formea.zii. grup fata de cperetts de compunete a lOT.

Iner-edevar, pentru z' =fml" + Ii, avem
pe" + q

iii = a (mz" + Il) + b(pz" + q)

c(mz" + n) + d(pz" + q)

Tra.nsformarea invcIlIa este data de

en (am + bpj + an + bq

z" (me + dp) + etl + dq

-2d + b

2C-(I

,i (lompu~i en !!J da e = a, adieil. transformarea identica j transformarea e = z estc elumen
tul oeutm al grnpului. Trebuie indeplinit1i. eonditia ad - be "* () pentru ell. transtormaree
sa. nn ae fcdnea Ill. Z = k.

Un grup (sau semigrup) pcntru care fiecare din relatiile

a*x=a*x' sau x*a=x'*a

atrage x = x' se numeste grup sau (semigrup) integral.

E%emplu

lIul~imea numereJor rationale tormeesn semigrup integral fata de opcratia inmulfire.

Se numeste subgrup a1 unui grup 0 orice submultime 0' a lui 0 care are
structure de grup fata de operatia * din G.

E%emple

1) Mulpmea numerelor intregi formelLziL grup fati de opefll.tia adunara-fnumarul
zero eete eonsiderat par) Qieste un eubgrup al grupului numerelor intregi Z.

2) :M:ulpmeanumerelor imparc nu Iormeasa un subgrup al multimii numeretor intregi.
8) Multimea.

A={a:Ia:=3m, mEZ}

formeazi grup fata de opera~ia de ednnere Vi este un subgrnp J1llui Z.
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Se numeste inel0 multlme nevida J de elemente in care stnt definite doua
operatii + (adunarea) ;;i X (Inmultirea) care satisfac urmatoarele axlome :

~. Daca a ~i b sint doua elemente oarecare ale multimii J,

a + be~l.

52' Operatia + este comutativa

a+b~b+a.

S:s. Operatia + este asociativa

(a + b) + e ~ a + (b + e).

5",. Exista un element neutru, elementul 0 (zero)E J, astfel Incit pentru
orice rze tf

O+a=a.

55' Orice element a are un invers -aeJ, astfel Inctt

a+(~a)~O.

T1" Dad a ~i b stnt doua elemente ale multimii, atunci

axbeJ.

T2• Operajla X este comutativa

axb=bxa.

T3' Operatla X este asociativa

(a X b) X e ~ a X (b X e).

T". Fata de operatia X exista un element neutru, elementul 1 (unu) E J
tnctt pentru orice a e ,J

1 X a= a.

Ts. Operatia X este distrlbutlva fata de operatia +
a X (b + c) = a X b + a X c

(b+c) xa=b X c }.c X a.

Aceste axiome pot fi sintetizate, tinlnd seama de deflnitille grupului st
semlgrupulul, in modul urmator :

o multlrne nevlda.de elemente /1 are structura deinel dad in:J sint defi
nite doua operatii + ~i X astfel tnctt :

1) Multimea ..1 are structure de grup abelian. in raport cu operatia +.
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2) Multimea.1 are structure de semigrup in raport Cll opera tia x.
3) Operatia X este distributlva in raport Cll operatla +.
Daca tn :J operatia X nu este comutativa, adtca conditia T2; nu are loc,

inelul se numeste necomutauo.
proprietatlle adunarli ,,+" ~i Inmultirii "X" ne permit sa electuam ell

elementele unui inel toate ca1culele pe care stntem obisrrulti sa Je Iacem cu
multi-mea numerelor tntregl : adunare, scadere, tnmultire. Putem suprima paran
tezele, dod avem de-a face Cll un produs, putem schimba ordinea termenilor
tntr-o suma sau produs in baza operatiilor comutative, asociative ~i dlstribuitive
enuntate. .

Este de observat ca Intr-un inel nu se poate face operatia inverse
tnmultirii.

Exemple

1) Mulpmea. numerelor intregi formeaza tnel latii de operatiilc adtmnrc §i jnmultire.
2) Mulpniea rmmerelor a + Vifb, a, b intregi lormea:l.iiinel lata de opecatille de adunare

~i inmultice.
3) MuItime& polinca.melor de 0 variabilii, ell ecefieientii lntregi, fonneaza inc! lata de

'nperataile de adunere ~i Inmultire.

o multime K eu structure de inel eomutativ fata de operatlile +.;;i X in
care orice element a E 1(. a =F 0 are un invers c-r e K fat:i de opera tia X se
numeste corp (comutativ).

Deci pentru un corp K comutativ avem slrul de axiome ~" ..• S5l

TI , ... , Ti , completat cu :
T" Oricare ar fi a E K. a =F 0, exista a --1 E KincH

a X a-I = a-I X a = I.

Exemple

P(x) . .
R (x) = ~-, p (x) ~l Q(x) pohnoame, Q (a) ,*-0,

Q(x)

• ~) Multimea numereior rationale Q formeazii. nn corp lata de opecatiHe de adunace ~i
Illmultu-e.

2) MuItimea numerelcr reale R tcrmeesa corp lata de operatiile de aduuere ~i tnmnltire.
3) Mulpmea numerelor a + V2b, ell a, b rationali, Icrmcasa un corp lata de operariile

de edunare Viinmultire.

4) Mu1timea fnnetiilor rationale

Iormeaaa un corp.

o submultlme I' a unui inel I, care are structura de inel (fata de opera
title -t-, x), se numeste subinel.

o submultime K' a unui corp K, care are structura de corp (fata de ope
ratiile -l-, x), se numeste subcorp.

Exemple

1) Mu1timea numerelor rationale este un aubcorp al cocpului numerelor reale.
2) Hulpmea a + V:r b, a, b cat!onali. este un sub.corp al nu~e~~loc ceale., .
3) Mnltimea numerelcr intcegi ~l pare este an eubmel 11,1 multlInIl numerelor IlltcegI Z.
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§ 4. NUMERE COMl'LEXE

1. Definilie. Corpul numerelor eo~p:I~~

Operatia inverse ridicarii la putere a unui numar real nu este tnchisa in
multimea numerelor reale. In adevar, nu exista nici un numar real IX pozltiv
sau negativ astfel tncft sa avem

o:~ Vc=t,

deoarece patratul unui numarreal nu poate fi negativ. De asernenea, rezolvarea
ecuatiilor de gradul dol

xl! - 2ax+a2+b2,=O

conduce la solutii de forma x = a ± b V=1·
Vom numi numere complexe perechile ordonate de numere reale a, b, pe

care Ie 'lorn nota provizoriu ell (a, b), perechi supuse la urmatoarele reguli de
calcul: .'_

I) (a, b) = (a', b') dad. :;;i numai daca a --,a', b = b'; n
2) (1,0) ~ 1, (0,1) ~ i) ¥c=-=~
3) k(a, b) ~ (a, b) k ~, (ka, kb), k E R;

4) (a, b) + (a', b') .~ (a +a', b + b'), (adunarea);

5) (a, b) ·(a', b') ~ (an' - 'bb', 00' +a'b), (tnmultirca).

Din 2 ~i 3 rezulta

k(I,O) ~ (k,O) c. k,

deci
(0,0) ~ 0,

~i tintnd seama de 1 urmeaza ca (a, b) =" 0 numai daca

a=O, b=O.

Din 3 ~i 4 rezulta ca orice numar complex (a, b) se scrle

(a, b) .~ a (1,0) + b (0,1)

st daca tlnem seama si de-regula 5

(0,1)·(0,1) ~ (-1,0)

deducem ca un numer complex (a, b) se sene

(a,b) = a + ib,
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1

Daca erectuam acum produsul (a + ib) (d + lb') dupa regulile obisnuite ale
algebrei si tintnd seama ca 12 + I = 0, obtinem

(a + ib) (a' + b'i) ~ 00' - bb' + i(OO' + a'b),

adica tocmai regula 5.
Multimea numerelor complexe a + ib [ormeasii un corp C fatd de operaita

+ (adunare) Iji openutu . (mmullire).

5,. (a + ib) + (c + id) ~ a + c + i (b+ d) E C,

suma a doua numere complexe este tot un numar complex.
Sa. Operatia + este comutativa

(a + ib) + (c + id) ~ (c + id) + (a + ib) ~ (a + c) + (b + d) i.

Sa. Operatia + este asociativa

«a + ib) + (e + id» + (e + if) ~ a + ib + «e + id) + (e + if!)~
~ a+ e+e+ i(b +d+f).

54' Elementul neutru fata de .operatia + este numarul 0 + iO, deoarece
a + ib + (0 + i· 0) ~ a + ib.

55' Exista un numar complex x + iy ~i unul -singur, astfel tnclt

(a + ib) + (x + iy) ~ 0 + i- 0,

a + ib filnd un numar complex oarecare. Trebuie sa avem

deci
a+ x= 0,

x= -a,

b + y~ 0,

s > -b,

~i numarul cautat, numit opusullui a + to, este -a -lb.
o conseclnta a acestui fapt este ca ecuatta urmatoare

(a + ib) + (x + iy) ~ e + id

are 0 solutie unica data de

x=c-a, y=d~b.

Numerele complexe Iormeaza deci grup abelian fata de adunare.
Sa aratam acum ca numerele complexe fara elementul zero a+ i·O ror

rneaza gtup abelian fata de operatia de tnmultlre.

T,. (a + ib) (e + id) ~ ac - bd + i (ad + be)EC,

produsul a doua numere complexe este un numar complex.
Til. Inmultirea este comutativa

(a + ib) (e + id) ~ (e + id) (a + ib) ~ ac - bd + i (ad +be).



NwnlnJ complexe 3:1

Ta. Inmuljlrea este asociatlva

(a + ib) I(e+ iii) (e+ if)] c~ [(a+ ib) (e + iii)] (e + il) "c

~ ace - adl - bel - bde + i (acl+ ade+ bee - bdf).

T4 . Elementul neutru este numarul 1 + i·O, deoarece

(a+ ib) (1 + i·O) ~ a+ ib.

Tr;. .Inmultirea este distributive fata de adunare

~+~~+~+~+m]-~+~~+~+~+~~+m
~ (ac+ ae - bd - bf)+i (ad+ be+ al +be) ~[(e + iii) + (e+ if)](a + ib).

Ta• Orice numar complex z = a + ib =F 0 + i· 0 are un invers.
Ecuatia

(x + iy) (a + ib) - 1 + i·O
conduce la sistemul

eu solujia, daca at +b2 =fr 0,
a -b'

X= a"+bl ' 1 g= al+b"

deci

st exista daca at + b2 =F 0, anume dace z =F 0 + i· O.
Din Ta avem ~i

a -1- ~b = (a + ib) . (a + ib) (e - id) ae + bd + i (be ad),

e+1I1 e+ld &+dI &+d2

Qadi c2 + cJ2::f= O. Imparjirea a doua numere complexe se reduce asUel Ia
tnmulfire. Impartirea cu zero nu este definita. Spunem ea nu are sens.

Din cele de mai sus rezulta ca tnmultlrea numerelor complexe Iormeaza
un corp nurnit corpul numerelor complexe C. Corpul numeretor reale R este un
subcorp al nurnerelor complexe C. deoarece numerele reale se pot scrie:
a+i·O, a E R.

2. Numere conjugate. Modu,l. Argument

Sa cautam numarul complex x + iy care tnrnultit cu a + ib sa ,dea un
numar real .

(x + iy) (a + ib) = xa - yb 2- i (xb + ya),

~ - ~. 16tl
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x+iy~k(a-ib).·

deci
xb+ya~O,

~i solufta cantata este
x=ka, y ~ -kb,

k (a - ib) (a + ib) ~ k (a' + b').

Exista declo: infinitate de numere complexe care tndeplinesc conditia
ceruta

Pentru. k = 1 obtlnem numarul .a - tb. numit conjugaiul lui a + lb.
Produsul Is +ib) (a - ib) nu este numai real, ci si pozitiv. Dad notam

z = a t ib,

conjugatul sao se noteaza

Avern deci

j = a - lb.

z.j = a2 + b2•

Numarul real ~i pozitiv Vall + b2 se numeste modulullui z, ~i se noteaza

Izl ~ Va'+b'.

Din expresia inversului unui numar complex rezulta

!;[=]at:bl +ia,~bbzl=Ya'~b2' z*O,

deci nwdulul inoereuluiunui numar complexz =t 0 esteegal cu inversuImodulului
numdrului z. Din

Ia- z' I ~ V(00' bb')' + (ab' + bu')' ~ Va' + b'· Va" + b"

urmeaza

adica modulul produsului a doud numereesle egal cu produsulmodulelor.

3. Beprezentarea geometries a numerelor .complexe.

Forma trigonometriea a "ani lll.l,mal' complex

Sa consideram planul complex, adica un plan in care s-a luat un slstem
de axe rectangulare Ox,Oy; numim axa Ox axa reala, iar axa Oyaxa imaginara.
Pe axa Ox punctele de diviziune corespunzatoare unei unltati stnt ... -2,
-1, 0, I, 2, ... , iar pe axa imaginate punctele de diviziune corespunzatoare
acelelasi urritatl stnt -2i, - i, 0, i, 2i,. ~. (fig. 17).

Nurnarului complex z = a + ill ii corespunde un punct M de coordonate
(a, b) ~i lnvers, unui punct din plan Ii corespunde un numar complex ~i namai
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-.
unul singur. Mai putem spune ca punctului z ti corespuode vectorul OM. Ori-
ginii axelor ti corespunde numarul z = 0 + to. Aplicind formulele cunoscute
din trigonometrie, avem
(fig. 17)

a = OM• cas 6, Ji
(1),,= OM'sin 6,

deci
OM~ Va'+b'~

~ Ia+ ib I~ r.
Lungimea segmentu-

lui OM este, asadar, modulul
numarului complex a + ib.

Unghiul 6 pe care tl
face OM ell directia pozitiva
a axeiOx se numeste argu
mentul numdruiui complex
a + ib, e = erg (a + ib).

Din formulele (I) obtinem

cos ee. _a_.
Va2 + b"

HI.i~21 )
1,

e
-t fO,oJ I 2 .I

-,

n

Fig. 17

relajii care determine pe 5, tn afara unui multiplu de z-e. Tot relatille (lrne~dau ~i

a+ ib = Va2 1- b2-cos e+ i Va2- + b2 -sin {I = r(cos (} + i sin 6). (2)
Expresia (2) este numita ~i forma trigonometricii a numarului complex

a + ib, foarte utile tn calcule.

4. Inegalita!ile modu.lului

Sa reprezentam pe un sistem de axe suma a doua numere complexe

z = a + ib, z' = a' + ib' z + z' = a + a' + i (b + b').

r Procedam in modulur-
mator : construim mai Intli vee

--->
torul care reprczinta pe z, OM.
apoi din M, considerat ca ori-

--->
gine, construim veetorul MM',
care are proiectil pe axe pe a' ~i

b'. Veetorul rezultant oM, are
ca prolectii pe axa reala c-l-c', i'

iar pe axa imaginara b + b'.
Punctului M'ii corespun-

de numarul z + i' (fig. 18), Fig. 15
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si din neegalitatile cunoscute dintre laturile ttiunghiuiui OMM'
OM'<:;OM + MM'

OM' ;;. OM - MM' ji OM';;' MM' ~ OM,

transcriindu-lc cu ajutorul numerelor eomplexe, obtinem
I a + a' + i(b + b') I <:; I a + ib I+ Ia' + ib' I (I)
I (a + ib) + (a' + ib') I ;;.11 a + ib : - Ia' + ib'lI, (2)

adiedmodululeumei a doud nilmere complexe esteeelmult egateu sumamodulelor
celor Mud numere$i eel putin egaleu diferenta mcdulelor ceior doud numere.

Dad Z1. Z2," • " Z", Zk = a k + ibl, sint numere cornplexe, obtinem prin
recurenta

L±, z" Ic ,t, [a, I (3)

Modulul sumei a n numereeomplexe este mai mic saueelmult egaleu sumamodu
lelor eelor n numere.

5. Formula lui Moine

Fie zl ~iz2. doua numere complexe scrise sub forma trigonometrica

Z:t = ,] (cos -01 + i sin all
2 2 = '2 (cos e2, + i sin 62,)'

Sa efectuam produsul lor

21Z2, = '1r2, (cos 61 cos 62, - sin 61 sin 02, + i (cos 01 sin O2 + sin °1 cos OJ),

Aplictnd Iormulele cunoscute din trigonometric

cos 0] cos a2, - sin 0] sin O2 = cos (6] + e2)

cos a1 sin O2 + sin 0] cos °2 = sin (01 + (2),

7'1!

Prin urmare:
1) Modulul produsului a dous numere complexe este egal eu produsul

modulelor eelor doua numere.
2) Argumentul produsului a doua numere complexe este egal cu suma

argumentelor celor doua numere.
Prin recurenta se obtine pentru n numere complexe

Z[; = r» (cos ak + i sin Ok)' k = 1,2, .• " n

<;z2,' .• z" = '1'2' •. r"[cos (° 1+ °2 + ... +O~) + i sin (°1+62, -l-. ,~+ 0,,)]. (I)
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deci :
1') Modulul produsului an nurnere complexe este egalcu produsul modu

lelor eelor n nurnere.
2') Argumentul produsulut an numere complexe este ega! ell suma argu

mentelor celor n numere.
Sa considerarn aeum raportul a doua numare complexe Z1' Z2

':1, = ~.coB61 ~:- ~ B~Jl 61 • Z2* O.
::2 "a cos 62 + I sm 62

Dace tnmultim in partea a doua a egalitatil ambii terrneni ai Iractiei cu
cos OJ - i sin all' obtinem

~ = ---.!:!- [cos (01 - 0.2) + i sin (61 - 02) l-
22 1'2

deci:
3) Modulul cttului a doua numere complexe este egal cu cttul modu!elor

celor doua numere. ~.i

4) Argumentul citului a doua numere complexe este ega! eu dlferenta
argumentelor eelor doua numere (argumentul numaratorului mai putin argu
mentul numitorului).

Sarevenim la produsul a n numere complexe (1), ~i anurne sa luarn

Zl =[22,= ..• =2,. =2.

Vom avea

61 = O2 ,----' ••• = 6n = 6.

Relatia (I) se translorma in

rIO (cos 6 + i sin 6)" = t" (cos n6 + i sin n6),

care ne ua, deoarece r =1= O.

(cos 6 + i.Jin 6)" = cos nO+ i sin nO. (2)

Aceasta formula se numeste formula lui Moivre.
In relatia (2) n este un numar natural. Vom dovedi ca formula lui Moivre

este adevarata pentru n numar rational. Sa aratam mai tntit ca este
adevarata pentru n negativ.

Din

1 1 = .!.. (cos 6 _ i sin 6)
'fcos6+isin6 r

obtinern

[C05(- 6)+i5in(- 6)), ',*,0,
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deci

sau

M,utimi. Nw""'''. Stradur;

[
'..]"~ [COS (- 6) + i sin (- 8)l"

cos6+lsmO

(cos 6 + i sin 6)-" = cos (-nO) + i sin (- n6).

Pentru n = ~ procedarn in modul urmator :
p

[cos (;) + i sin (;)r = cos 6 + zstn e.

~i extragtnd redactna de ordinul p
" ,

cos ! + i sin ~ = 1"cos 6 -t- i sin 8 = (cos {} + i sin 6)",
p p

Ridictnd acum la puterea q (tntreg), obflnem

cas (-; 8) -l- lsin (-;- 8} = (cos e+ lsin 6fi--.

6. Extragerea radacinii de ordinuJ n dintr-u.D numar complex

Fie a + ib un numar c-omplex. Ne punem problema sa determinam un
numar z = x + iy astlel inert sa avem

(x + iy)" ~ a + ib

sau

"
x+iy~Ya+i1;:

Numarul x + iy 11 numim riidiicina de ordinul n din numarul complex a + ib,
Scriind cele doua numere sub forma trigonometricii

a + ib = r(cos 6 + i sin 8)
x+ iy =? (00511+ rsin c),

avem, aplictnd formula lui Moivre pentru termenul din partea InW,

p"jcos ncp + i sin ncp) = r (cos e+ i sin e),
deci

nlP = {) + 2kTt,

~
p = r",

0+ 2k1l'
.~---,»
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\_---------"'="-"==----------'"
~ numarul cautat este

+ ' ~( 6+21t7t" + .. 6+2kTt)x Iy=r cos--- tSln---.
o 0

unde k este un tntreg arbitrar. Ar urrna de aid ci'i exista 0 infinitate de radadni.

In realitate stnt numai n radacini, deoarece cos a + 2kn: *i sin ~2kn: iau
o o'

respectiv, valori egale pentru doua valori ale lui k ce difera printr-un multiplu
a1 lui n. Intr-adevar, din

e+ 2k'n _ e + 2k"r. = 21m
o 0

rezulta
k' - k" =nh.

In consecinta avem numai n rtidiidni distincte Zo, .;.,•.. , Z"_I' ce se obtin
dtnd lui k valorile O, 1,2•... , n - I

.!. ( e .., )zo='" cos-;+Ism-;;-

.!.l' 6+27\' 6+2lt)
ZI = r" cos -- + isin--

0) 0
(I)

Z.. _1 = r~ (cos ~,_+,--,2~(~:_--,1~":=- + i sin 6 + 2I:~ 1) 'It" ).

,
Cele n redaclni se gasesc pe un cere en- centrul in origine ~i raza R = ,ft •

sl. anume stnt vtrfurile unui poligon regulat cu n laturi inscris tn cere, deoarece

razele vectoare OZk· 021:+1 fae unghluri egale tntre ele *i egale ell~'
o

In particular, un numar real are n radacini de ordinul n. Daca a> 0,
ecuajia

x" = a
are redacirtile ,

Xo = a"

, ( )Xl= a" cos 2: + i sin 2
n
l't

H •• ., ")xj!,=a \cOS-~~+lsm--;-

.!.( 0-1 .. 0-1 )x.._1=a" COS--27t'+lsm--2n'
.. 0
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tar dad a <O. are radacinile

Xo = a-~ (cos ~ -I- i sin ~)
n n

.( )Ai=an cos~ +isin 31'1"
n n

.[- - )- "r. ..;)1':

XI = a" COs~ + I sin -;

'.( 2n-l ..
XIl - 1 = U.. cos --- 1t + t sm

"
2" -c t )
---~

"
~i se obtin din (I), Iacind 9 = 0 si, respectiv, 6 = rc.

Ecuajia x.. = a, a> 0, are deci totdeauna 0 radacina reala Xo = a"
~i mai admite 0 ractikina reala dace 27m = rr, k tntreg, ceea ce nu este po

" •
sibil dectt dad n este par, dod pentru k = ~ ecuatia are st radacina - an-.

2
Ecuatia z" = a, a < 0, nu are declt eel mult 0 didacina reala, deoarece

nu putem avea ~+ 2kn = 0 pentru k tntreg, iar ecuatia~ + 2k~_ = 1t nu
jJ n II II

admite radacini tntregl dectt pentru n impar, dod k= n--; 1. In conc1uzie,

orlce numar real ~i pozitiv fare doua radacini Teale de ordin par, egale ~i de
semn contrar, si 0 slngura radacina reala de ordin impart iar un numar
negativ are 0 slngura riidiicinii reala de ordin impar si nu are nici 0 riidacina
reala de ordin par. ' ..

7. Rezolvarea eeualiilo:r binome

Rezultatele precedente permit rezolvarea ecuatiilor de forma

x" + Ax'" ~ O.

Pentru m < n st numere naturale avem

x'" (x"~' + A) ~ O.

Ecuafia data se deseompune in
x" =0,

eu radiicina multipHi de ordlnul m, x = 0. si in ecuatla

x":" + A = 0,



Numae oomplexe .I,

Ridicinile ecu.a~iei sint:

care are n - m radacini ce se obtin in modul expus la aliniatul precedent

E xemp lu
sa. gasim cele ljase rlidiicini ale ecuatiei

~=i.

Fig. 19

Numarul complex i are modulul 1 lji argumentul ..::.
2

i=cos:rr +i sin~.
2 2

:rr 11: V2+ Va .V2- VB
ll:o = cos 12 + i sin "Ii = _.~ +t--2- -

5:rr 5:rr V2 - V3 .V2 -i:--Y3
~=coS"i2+isin12 2 +l--,---

~=cos 9n + isin 91! =
12 12

13r. .' 13n-
:z:s=cos 12 + I Sill 12 =

17n + i sin 1711: =
x. = cos 12 12

2111: + i sin 211!
x. = cos 12 12

_ V2 +iV2
2 2

V2 + V3 .V2-- V3------,----
2 2

V2- V3 .V2+ V3-----,---
2 2

V2 .V2+--j-
2 2

mo, ~, ... , X. !lint virlurile unui hexagon jnscna in cereul de ra:r.i unu (fig. 19).
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Capitolul II

ANALIZA COMBINATORIE

§ 1. ARANJARI. l'ERMUTARI. COMBINARI. INVERSIUNI

1. Aranj3:ri

Fie n obieete ~. ~, .. "' a... Numim aranjari ale acestor n obiecte luate
cite m, n>m, gruparlle care se pot lace ell cite m obiecte distincte din cele
n obiecte date, astlel tnctt fiecare grupare sa difere de celelalte fie prin ordinea
obieetelor, fie prin natura lor. Yom nota numarul lor cu A::-.

E~emplu

Anmjarile a patru obieeto at /I, c, d, luate cite dona, sint

ab, ae, ad
ba, be, bd
ca, eh, cd
da, db, de

Ne propunem sa gasim numarul A:'. In acest scop vom stabili 0 formula
de recurenta. Sa presupunem ca am format tabloul gruparllor tuturor aranja
rllor a n obiecte luate cite m~ 1, 11:,-1, Sa vedem cum putem deduce din
acesta tabloul gruparilor .4:0.

o grupare din :4::-- 1 - confine m - I elemente; ramtn deci in afara
gruparli n - m + I elemente. Pentru a forma toate gruparile din .4:-, deduse
din aceasta grupare, este suficlent sa luam fiecare element din cele n - m + I
ramase l,ii sji-l asezam la urma gruparll considerate din A:,-l. Toate gruparile
astfel formate stnt distincte tntre ele, deoarece difera prin ultimul element.

Daca procedam in acelasi mod eu toate gruparile lui A::- 1 (car~ sint
diferite tntre ele fie prin pozitia elementelor, fie prin natura elementelor),
obtinem grupart care difera sau prin ultimul element. sau, daca acest element



este acelasi, prin Iaptul ca, suprimtnd ultimul element, srnt grupari din A:~-l,
ded dtstincte. Avem, asadar, formula de recurenta

A= ~ (n - m + I) A=-',
tn care, daca facem m = 2, 3, ...• m, obtinem

A; = (n - 1) A~

A: ~ (n - 2) A;

A= ~ (n - m+ I) A=-'.
Inmultind pe coloane obtinem

A= ~ (n - 1) (n - 2) ... (n - m + 1) A;,
numarul A~ = n fiind numarul aranjarilor a n obiecte luate cite unul; deci

,A: ~ 11 (n-l) ... (n-m+l),

adica produsul primelor m numere consecutive descrescatoare <. n.

ExemplI'

A~=5·4.3_=60.

2~ Permu,tari

Numim permutari a n obieete gruparile ce pot fi formate cu aceste n
obiecte, luate cite n, fiecare grupare diferind de celelalte prin pozitia obiec
telor, toate oblectele unei gruparl Iiind distincte. Numarul lor tl vom nota
cu p... Din delinitie rezulta ca

P.. =A:= 1·2·3. . . . n=n!

adica p .. este produsul primelor n numere naturale. Notatia nl se citeste
"factorial de n". _

Putem stabili ~i aid 0 formula de recurenta. Intr-adevar, daca Pn-l

este tabloul permtrtarilor a n - 1 obiecte, pentru a forma tabloul permutarilor
a n obiecte este suiicient ca, in liecare grupare, obiectul care nu este conjinut
in ea sa fie asezat in cele n lccuri ce Ie poate ocupa in grupare. Unei grupari
din r.: ti vor corespunde n gruparl din tabloullui p... dec!

P.. =n -P.._1 •

Facfnd n = 2, 3, ... , n ~i tlntnd seama ca Pl = I, rezulta aceeasi formula.

ExemplI'

SA 58 calculeze cite pozitii pot ccupa 15 persoene iI*ezate in rind ~i in cit t.inip pot fi
exeeatate a£este mi~eari dacii. se executa la interval de 0 secunda.
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Num.ilrul aeestor poaitii r-ate 15! = 1.2.3.4.... Hi. Timpul necesar este 151; [60 X
X r,o X 24 X 360] = 42042 ani.

Din acest e:umplu se vece tiL numsrut n I creste Ioarte repede ell tt,

3. Combiniri
~-~-

Nurnirn combinari a n obiecte luate cite m, m -< n, gruparile ce se pot
forma ell n obiecte luate cite m. Iiecare grupare diferind de celelalte numal
prin natura obieetelor, ordinea lor neavtnd lmportanta, tn fiecare grupare
obiectele fiind distincte. Vom nota numarul lor ~.

E-*mplu

ComlJinarile elementelur a, b, e, d, luete cite dona, sint

ab, ac, ad
be, bd

01,
deci ~ = 6.

Sa consideram tabloul combinarilor a n obiecte luate cite in si tn flecare
grupare sa facem toate permutarile posibile.

Tabloul astfel obtinut este A::', deoarece Iiecare grupare dilera de cele
lalte fie prin natura obiectelor, fie prin pozitia lor. Sa mal observant ca dintr-o
grupare din tabloul C;:' objinem Pm = m! grupari in tabloul final, deck

A:' = c:" r;
sau

0::= m(n-1)... (n-m+ 1)
1.2.3 ... m

Dad. tnlcculm pe m cu n - m objinem

c:: = C:-.,

.!
ml(n-m)J' ..

fapt ce se poate demonstra ;;i direct, deoarece, daca consideram tabloul C::,~
unei grupari de m obiecte ii corespunde gruparea complimentara de n - m
obiecte, deci

C:'= C:-"'.
Nurnarul 0:: este tntreg ~i din formula

C!!'= n (n -1) ... (Il - m + 1)
.. 1.2.3 ... m

deducem ca produsul a p numere naturale consecutive este divizibil cu prtJdusuf
primelor p numere naturale consecutive.
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EiHTcifii

1) Sa aratam eiL avem

G:' = 0:=1 + 0::'_1 •

Intr-adevar

C:'_l+c;,=i= (1J-1)1 + (n-l)! _=
(n-i)1 (n-m)1 m!{n-m-l)1

\
(n-l)l(m+n-m)

m!(t~-m)l

.1

m!(tl--m)!

2) Sa dam, in aceests. egalitete, lui fl valorile fl. 11-1, ... , m; obtlnem

c: = C"'~l + 0;':1
In_I = 0:"_2 + c:.:i

0::: = c:;::~

~i daea edunam pc coloane obtinem egalitatea

c~ = 0;::1 + G::':~ + ..• + c:;::l·

4. Aranjiri en repetilie

Daca tn definitia data aranjarilor simple suprimam restrictla ca obiec
tete ce intervin tntr-c grupare sa fie distinete, obttnem araniari cu repeuiie.

E:r;(mplll

.\ranjiirile in rapatitie a 3 clemente a, b, C, Iuate cite dona, sint

aa, all, ~e

ba, bb, ba

ea, eb, cc

,i numii.rul lor este 9:=:3~.

Sa presupunem ca am format tabloul aranjarilor ell repetitie a n cbiecte
luatecitem - 1, ii:7- I • Tabloul corespunzator al aranjarilor eu repetitie a n
obiecte luate cite m se obtlne aseztnd tn fieeare grupare, la sffrsit, fiecare din
eele n elemente, deci, daca notam numarul aranjarilor eu repefltie a n obiecte
luate cite m cu IX:', obtinem formula de recurenta

st cum IX~ =-' n, rezulta ca



Pentru aranjari cu repetitie nu se mal cere condi tia m c; n, deoarece
aranjarilecu repetitie a n obiecte luate cite m cu m>- n au sens,

Exemplu

1l.~ = 3'.

i. Penallliiri ell :repetitie

Dad! m = n, din formula aranjartlor cu repetitie obtinem formula care
da numarul permutarilor cu repetltie a n obiecte

, II; = n",

6. £ombind:ri en repetltie

Intr-o grupare a comblnarilor obisnuite de n obiecte luate cite m, obiec
tele care constituiau gruparea erau distinete. Sa presupunem ca obieetele se
pot repeta; in acest caz avem combinari cu repetitie. Vom nota numarul
lor cu r:'.

Exemplu

Domhinarile ell repetitie Ii patru obiecte a, b, c, d, Iuate cite t:rei, stne

abc, abd, acd, bed
aaa, aab, aac, aad
bba, bb~, u«, bbd
ceo, ecb, ecc, ·ccd
Iid'l, ddb, dde, ddd

deei ~ ~ = 20.

Ne propunem sa gasim numarul combinarilor ell repeti tie y;:' a il obiecte
luate cite m. Se tntelege ca ~i aid restrictia m e;n cade. Pentru a stabili a
formula de recurenta vom numara in doua moduri diferite de cite ori inter
vine un oblect in tabloul r;:,.

Din motive de slmetrle.. flecare obiect intervlne de acclasi numiir de or!
si, cum avem '

m .y;:'

elernente tn tablou, urmeaza ca un element tlt, de exemplu, intervine de

~ . 1':' ori.
"

Sa suprimam acum a slngura data obiectul a.L' in Iiecar e gruuare in care apare
acest obiect. Comblnarlle modiftcate VOT fi

y:-l
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~i ele contin pe flt de
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conform Iormulei stabilite. In acelast timp, am suprimat pe at din fiecare
grupare a lui y:,"-t, deci obieetul at este continut de

y;:,_1 + m-l 'y:,-1
•

n+m-l.y;:,-l·ori.
•

I

!
I

Egaltnd cele doua rezultate, obtinem formula de recurenta

y;:'= n+m-l 'y::-l
m

~i daca facem m = 2, 3, "', m obtinem
(1'1 +m-l) (1'1 +m-2) ... (n + 1) I

ml 'y~.

Insa y~. = n, deci

y;:' = .!!..J':'. ..:T_!L . (n + m-l) = (11 +m-1)1 = C:::+
n

_
1

ml ml(li-l)1

~ se vede ca. putem exprima cornbinarile ell repetitie cu ajutorul combinarilor
obisnuite.

Exemplu

Fie nn polinom omogen de grad n in p variabilo x" a:" ••• , xp ; numiirul rennennor
sii este T: = 0:+ p _ 1 . Daca polinomul nu este omogen, il putem omogenisa eu.o nona
variabiJi, dcci numarul termenilor unui polinom neomogen de grad n in p variahile este

7. Inversluni

Fie n elemente flt, ~, ... ,all' Numtm ordine naturale de succesiune a
elementelor permutarea !It.CIt ' •. a.. care eorespunde ordlnii naturale 1, 2, "', n
a indicilor. Orice alta permutare a acestor n elemente spunem ca prezinta inver
siuni, a inversiune fiind orice pereehe de elemente a,aj din permutare, cu i > j.

Permutarea a..a,._l ... ~flt prezinta numarul maxim de inversiuni,
numar dat de

n - I + n _ Z'+ ... + 2 + I = tJ (tJ -1) .
2

Daca notam eu I numarul inversiunilor pe care 11 poate avea 0 permu
tare, rezulta
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Vom tmparti permutarile a n elemente ln doua clase, dupa numarul de
Inversluni pe cafe tl prezinta. Din clasa tntti fae parte permutarlle ell numarul
de inversiuni I par; din clasa a doua, cele ell numarul de inversiuni I impar.

In teoria determinantilor este utile urmatoarea

Teo rem a. 0 permutare i*i schimbi clasa daca schimbatn doua ele
mente tntre ele.

Demonaraiie. Vern considera doua cazuri. In primul caz cele doua
elemente sint alaturate, deci permutarea va fi de forma

A", a,. B

~i are Linversiuni. Permutarea obtinuta prin schimbarea lui a; ell a.
A Cl; a, B

are I + I inversiuni dad i > j ~i I - 1 inversiuni dad i < j, deoarece inver
siunile lui u. ~i Cl; fata de A .*i inversiunile lui B fata de Ui ~i aj nu se
schimba prin aceasta opera tie. Daca J este par (sau imparl, J + I sao I - 1
sjnt imparl (sau pari), deci permutarea i;;i schimba clasa.

In al doilea caz, Ui ~i a; nu stnt consecutive, deci permutarea va fi de
forma

A ",Ca,. 1J,

l?i schimbind pe aj cu a. avem permutarea

A", C a, B.

Presup unem ca Care p elemente ; schimbind pe a, ell C obtinem

A a, '" C B

~i realizam astfel p schimbari de clasa. Dad aducem acurn pe ~ in locullui a.,
se reallzeaza p + 1 scbimbarl de clasa, deci numarul final a1 schimbarilor de
clasa va f p + p + I, ceea ce arata ea pennutarea i;;i schimba c1asa; cu aceasta
teorema este demonstrate. Din tctalul de n! permutarl, -W apartin unei clase,

~i ~ celeilalte, deoarece, dad schimbam doua elemente anumite in toate

permutarile a n obiecte, permutarlle dintr-o clasa tree in permutarlle din cealalta
clasa, fara ca in ansamblul lor permutarile sa se schimbe. •

8. Puterea unui binom

sa ara-tam ca avern dezvoltarea

(x+a)"=C~X"+C~X"-la+ ... +q;x<>-kd<+ ••. +~a"," (1)

unde n este un numar tntreg poeitiv. numita ~i formula btnomuuu lui Newton.
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Vom demonstra formula prin recurenta (inductie completa). lata in ce
consta aceasta metoda de demonstratie pe care 0 vom folosi deseori. Fie P 0

proprietate care se refera la numerele naturale. Daca
1) proprietatea este adevarata pentru numiirul natural 1.
2) presupunind proprietatea P adevarata pentru un numar natural

n - I, se arata cii proprietatea este adevarata ~i pentru n,
atunci rezultii cii proprietatea este adevarata pentru toate numerele

naturale.
Formula (l) este adevarata pentru n = I. deoarece

(x + a)l = x + a = qx + CI a.

Presupunem formula (l) adevarata pentru n - 1

(x + a)"-l = ~-l X"-1 + C~_1x"-2a + ... + C~_l x"-l-k a~ +... + G;::i 0"-1
sau .-,

(x + a)"-1 = ~ q-l'X"-l-t ak.
t~O

Sii aratam acum ca este adevarata ~i pentru n. Inmultim cu x + a

(x + a)l> = (x+ a) [t~ C~_I.X"-l-kakl·

Coeflcientul lui X"-k este
d< 'I[C~_1 + C::U = ak

• C~,

deoarece, conform cap. II, § I, a1. 3, ex. I, CLI + C~:~ = C:; prin urmare,
formula este adevarata si pentru n. Rezultatul dezvoltarii lui (x + a)" este
deci un polinom cmogen de gradul n, in x sl a. Remarcam in (l) ca coefl
clenjii egal departati de extremitaf sint egali, deoarece C~ = C~-k. Avem

c;-t <~ sau n-k-l> 1 pentru k<E(·-l),~unde E(II-1)
k 2 '. 2

este partea tntreaga a lui fi -1 ; de aid urmeaza ca coeficientll binomului merg
2 .

crescind dare termenii din mljloc. Daca n este par, atuncl C! este coeftcientul
maxim, Iar dacii n este tmpar, coelicientii maximl sint

.. -1 ,,+1

C..2 sl c..-i- ,

care stnt egali.
Compartnd coeficientii a doi termeni consecutivi

t, = C~akX"-k, tk+! = C~+l. X"-.l:-lak,

obtlnern

II: + 1 a C~+1 a m I
-,-.- -7· c: = --;-. (k + 1)~1(~.~_--ck-_--cl)~lc

4 - c. 1001

k!(n-k)! n-k.~.

nl! k~+l a:
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(2)

Gin care deducem imediat urmatoarea regula de Iormare a coeficientului unui
termen af blnomului ell ajutoruI coeficientului termenului sltuat tnaintea lui.

Reg u 1a. Pentru a ana termenul ttH' deci dezvoltarea binomului
(a + x)"', se tnmulteste termenul precedent tt cu

n-k a
k+1 .-;'

unde n - k este exponentul din termenul tk al lui x. k + 1 exponentul lui a
marlt ell unu din tt, iar to = X".

Formula binomului este adevarata ~i In complex, deoarece operatiile
ce au intervenit tn stabilirea formulei stnt valabile si In corpul numerelor
complexe

(a + ib)" = ~ - C~~-2 bS + C~ ~-f1J4 - C? a"'-6 bB + .
... +i(~a'!-lb - C:a"-Sb3+C~a"'-5fJ5 _ ~a"-7b7+ ).

Eurcilii

1) Daca in formula binomului Iaeem a = 1, x = 1, obtinem

211 = C~ + C~ + c;. + ... + C: .
2) Daci in formula (2) inlocuim pe a + ib en 1 ~ i = f2 (cos~ + i sin ~), ohtinem

l (cos n; + ssm n: )= (1 + i)",

Cl'ci

Aplieafii

1) Sa Be ealculese sumele

S1' = 11' + 2~ + ... + t1", P = 1, 2, .

Avern, conform formulei binomului,

(x+l)v=x~+C~X~-1+C;X~-2+ ... +C~xO

In aceasta egalitate si facem auceeaiv x = 1, 2,. _, 11

2~=1~+C~lP-l+C~11'-2+ ... +C~l0

3P=2~ + C~2V-l + 0;2V- 2 + __ . + C~20

(n + 1)1'= np+C~up-l+ 0~llp-2+ . . . +O;n-.

Adunindn-le, obtinem, dupa simpfiliearile cuvenirc,

(fI+l)J>-1=c1.So+(.'~Sl+' +0~-1 S~_l'
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Deoarece Sa = n, formula obtinuta nc permite sa calculam pe S!. S2' S3' .
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n (n + 1) (2" + 1) , s~ = n
2(1J + 1)2 = .'Ii

Ii '4 '

('l

deei suma cuburil-or primel(ff tl numere nalUTIJ!e esie un plUral pelred.
2) Plceind de Ill. formula lui Mcivre

(cos 0 + i sin 0)" = cos n6 + i sin fl6 (n, natural),
ebtinem

cos n6 = cosnO - c; COs"-2 a sins f +~ cos" -I EI sin4 e-.
sin nO = C~ cos"-1(I sin 6- C~ cos"-36 sin a 0 + C~ C08"-· 6 sin· 0 -.

Deci cos ti6 ee peste exprima rational eu ajutorul Iui cos {l pentm ortce n natural, in t.imp
ell sin ne se uxprirne rational co ajutorul lui sin 0 numai pentru n impar.

Din formuleJe (2) obtinem !;Ii

tg '10= C~tgO-C: t~8e+C~t~~O

1-C; tg2O+C~ tg4e- C~tg6 0+

9. Poterea nnw polinom

Ne propunem sa stabilim formula care da dezvoltarea lui

(X:1 + Xli+ ... + x.Y'·
Rezultatul va fi un polinom omogen de grad n in variabilele Xl' X2, •• •,Xm ,

deci

(Xl + Xli+ ... + Xm)" = ~ Ap,p• .. Vmx;" t," ... x;:... ,
unde PI + P2 + ... + Pm = n, Pi numere tntregi pozitive sau nule, iar
Ap,v, ., I'm un coeflcient numeric. Pentru determinarea lui A p,;1, .. Pm proce
dam in modul urmator. Sa nctam

X 2 + X 3 + ... -i- x", = x.

Coelicientul lui Xi' din dezvoltarea binomului (xj + x)" este

C:' (Xli+ x3 -]- ••• + Xm)" - ;11.

Daca notam acum X 3 + x4. -l- ... + X", = y, coeficientul lui xV
z din

dezvoltarea (Xli + y)n- fI, este

C=~l'l (x3+ x4+ ... + X,,,)"-fl,-F,,

deci termenii care contin pe xf' x~' in factor sint dati de

G:' C::'-- .., (x 3 + X4 + ... + xm)n-,.,~ ...,
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regula cere ne da imediat eoeficientul lui xf' x~' ... x':'"

deci

., .. - P... -I =
... (II-PI-P2-···-PmI)!

p".!(n-PI-Pa-.··-Pm1!

.,
AJI, I', .. 1Im = Pl!P2 1···Pm!

In concluzie avem formula

(Xl + Xl!.+ ... + xm)" = ~ - tJ! xf'~' '" ~m ;
I' p,JPtl···Pm!

unde Pi stnt numere tntregi pozitive sau zero ell PI + P2 + ... + Pm = n,
iarO!=1.

Observatie

Coeficientul 111_- =-' Ap , P2

PI! 1'21 ... Pm!

repreztnta uumarul permutarilor a n elemente nu toate distincte, si anume
permutarlle unde elernentul llt Iigureaza de PIon, elementul ~ de P2 ori, in
fine el~mentlll a", figureaza de Pm ori. Intr-adevar, daca in flecare grupare
a lui Ap,tl.... v... facem toate permutarlle posibile ale celor P. elemente a.
presupuse de asta data distincte (t = 1, 2, "', m), obtinem

PI' P2! .•• Pm! AI',JI....v... '

grupari care slot toemai permutarile a PI + Pl!.+ ... + Pm :r n elemente,
unde, de asta data, elementele sfnt soeotite toate distincte, deci

-Pl.! P2! ••• Pm! All,,,• • •. 1'", = (PI + P2+ •.. + Pm)! = nl,

relatie din care cbtlnem pe A v,Jl•.. P". •

Ezemple .
1) (z,+za+ ... + X".)2 = ~

• __ 1

.
2) (Xt, + :;;2 + ... -I- x",)" = ~

.····1

x~ + 2 i
j:toi~l

kj. .
x~+3 ~ XrXj+G ~ Xi:l:j:tJI;'

i:toj~l i*j:tok-I
i<i id<k

3) Sa. ae gaseasei eoe5eientnl lui xi din dClIvoltll.rea (1 -l- x +:r?- + 2:
1 + .x')i.

Avem

(1 +x+z2 +xl + X4)~= ~ _._5!__ xbH,,+B/H40.
alblcldlel .



Aranjari. Permntiiri, C..mbiniiri. lnver,i""j

Coeficientul lui xi se giise§te rezelvind in numere tneregi sistemul

a+b+c+d+e=5
b+2c+3d+4e=5,

care ee numeste sisfem diofanfic'" Solutiile problemei slnt cnprinse in tabelul

I~.~
3 2 1 _2_1_0_

, 1 0 2 3 1 .,
----

, 0 1 0 1 2 0----- ----
d 0 1 1 0 o 0---- _._--
, 1 0 0 0 o 0

dod eoefleiental lui :If este numsrul

~+~+_'_+ 51 +_'_'_+~ = 20 + 20 + 30 + 2Q + 30 + 1 = 121.
31 31 212[ 31 2121 51

53

'" Unsistem in care eoejicientii slnt numere intregi §icare trebuie rezolvat tot in nuniere
Intregi, se numeete slstem diofantic.



Ge' - a'e

g= - ab'-ba"

Copltclul III

DETERMINANT!. MATRICE

§ 1. DETERMINAJ'PI'I DE ORDINUL AL DOILEA

1. Sistem de doni eeuatii liniare

en dona neeunoscntt>, neomogen

Sa consideram sistemul de doua ecuatii ell doua necunoscute,

ax+by+c=O

a'x+b'y+c' = 0

neomogen (deoarece presupunem di c *i c' nu stnt slmultan nule).

Inmultim prima ecuaiie Cll b', a doua ecuatie ell - b *i adunam

(ab' .: ba') x + eb' - be' ~ o.

Inmultim prima ecuatle ell -a', ecuatia a dona ell a si adunam

(ab' - ba')g +e' a - a' c ~ 0,

deci, dad ob' - ba'* 0, objinem soluita unioi:
cb' -c'b

X= - ali'-ba';

Spunem in acest caz ca sistemul (1) este compaiibil ~i determinat.

De Hn l t l e. Numarul
00' - ba'

se num~te detenninant de ordinul al doilea ~i se noteeza

I:, :,l~ab' -ba'

(I)

(I')

(I")

(2)
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In baza acestei definitii, solutia sistemului (I) se scrie'~,1 /

Ie b \ Ia e I Vc b' a' e'
x ~ - --- y~ --- (2')

I:, :. I I:, :,1

e I~ °e' '0', +Ia• y a'

Determinantul de la numitor se numeste determinantul sistemului ~i este
format eu coeficientii necunoscutelor x, y. Avem ded urmatoarea

Teo rem a. Daca determinantul slstemulul (1) este diferit de zero, atund
sisternnl este compatibil ~i detenninat.

Sa presupunem ca determinantu! sistemului (1) este nul. in acest caz,
ecuatiile (I') si (1") se scriu

°,x+le b I~O'
e' b' "

deci daca

Ie b 1+0,Ie' b'l la :e 1+0
a' e'

sistemulesteimposibil, deoarece nu exista valorl pentru x ~i y care sa-l satisfaca.

Le o r e m a, Dacii

la b 1-0a' b' - ,

slstemul (1) nu are solutll (este imposibil).

Sa presupunem acum ca determinantul sistemului este nul ~i in plus unul
din determinantii de la numerator tn (2') este de asemenea nul.

, "Ia b[ a b, "Ie bI 'Daca = 0 urmeaza ca - = ~, lar daca = 0, avem ~1
a' b" a' /I' C b'

b 'd d ,"". b "d"dl' II!ael t_ = _. e un e rezu ta ca- = - = -, .. eel ~I e ermman u , es e
/I't! a'b'e' a'e

nul. Sa punem

~=~=_= k.
a' /I' c'

Avem
a w ka, b=kb', c=kc'

~i sistemul se transforma in
k(a'x+b'y+e')~O

a'x + b'y+e' = 0,
(3)
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adica se reduce la 0 singura ecuatie. Solutiile sint
b' ~'

X-,=, --;;;y--;;;, (4)

(4')

(I)

unde y este arbitrar. Avem deci 0 infinitate de solutii. Spunem di sisternul (I}
este compaiibil (deoarece admite solutil), insii nedeterminat. Daca teste un
parametru arhitf!!: putem scrie (4) ~i sub forma

.c.: 1'::0- Y = a't

c
x~-b't--.'

~i avem asUel sclutiile sistemului (1) sub [ormd parameiricii.

Teorema.Oaca

I:, :,1 ~ o, I~, :,1 ~ ~.a",.J~,1 ~ o,
sistema) (I) are 0 infinitate de solu1i~ (ester c0J"patibii ~i nedeterminat).

I,; <<---I' !,;.... ~I ,el''''---r

2. Sis.em de doua eeualii Iiniare
eo dod necunoseute, olDogen

Sistemul
ax +by =0

a'x+b'y~O

este compatibil, deoarece admite solutia x = 0, y = 0, numita si solu(iabanalii)' ".J, ~/".
Sa vedern in ce conditii are sl alte solutii in afara de cea banala. Daca -a # 0:-

T
X= -"-V,

"
solutie care' trebuie sa verifice si ecuatla a doua, deci

si, cum Y =frO, urmeaza ca
ab' - a'b = O.

Reciproc, dad 00' - ba' = 0, rezulta 'cii sistemul are ~i alte solujii in
afara de solutia banala. Avem, asadar, urmatoarea

Teo rem a. Sistemul (I) admite ~i alte solutii in atara de x = 0. y = 0
daca detenninantul sistemulul

I:, :'I
este nul.
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Dad punem

sistemul (1) se reduce la
ax+by= 0
k (ax + by) ~ 0,

adica Ia 0 singura ecuatie ax -l- by = 0, care are solutiile
x= - bt

(sub forma parametrlca)
y ~ a1

SlIU
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.2... = JL'"= t.
-b

3. Sistem de douii eCllatii lillia:re

Cll trei neClUloseute omogen,

Fie sistemul

(a,b*O)J

ax+by+cz=O
a'x+b'y+c'z=O,

care admite totdeauna solutia x = 0, y = 0, z = 0 (banala).
Dad tmparfim ell z =1= 0 fiecare din ecuatiile sistemului,

sistem de doua ecuatii ell doua necunoscute, neomogen

a":"+bJL+c=O
a a

a'~ + b'lL + c' = 0,·-· 't
e z

(1)

obtlnem un

care are solutia

sau

I
b 'I/I' c'

1::1'
" I:, :. 1
-;~-I"b I'

a' /I'

y z ~-I'-,I' ~-I'-'I~-I"-,I~ <')
1 /I' c' Ie' a' a' /I'

l~M'~"~' ~
deci sistemul admite a infinitate de solutil ce depind de parametrul t (slsternul
e compatibil ~i nedeterminat). "v.r: -f,I.v..;/1
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Daca scriem solutiile sub forma

x ~I:, ;,1·/, F!;, :,\./, Z~I:, :,[.{, (2')
se vede ea ele exista, chiar dad unul din determinantii ce intervin este nul.

Este de remarcat faptul ca determinantii ell ajutorul carora se scriu
5OIu~i1e lui (1) se/obttn din tabelul

M~I[:, b~I:, il
numit matrice, tabel format ell coeficientii necunoscutelor sistemului (I).

Daca doi din determlnantll ce intervin In (2') slnt ngli, atunci

a b' c I
-=-=-1
, b ,

deci ~i al treilea determinant este nul. Sistemul se reduce Ia ecuatia

ax+by+cz=O

~i are solujiile

x ~ - .!c(bu + co),
y=U, z=v,

U, v fiind parametril arbitrari.

4. Determinanfi de ordinul at doilea

d I; ultimul s-a objinut din
b .I·" bf' Iek:-'Ji ~'A, ~ a

eu lin-ra a doua;primul, sehimbind linia tnttl

Am vazut ca dlscutia unul slstem de dona ecuatii liniare-se poate face
complet ell ajutorul determinantilor de ordinul al doilea. Este necesar sa studiem
~n<.k~.PIQ~proprietatile lor. Determinantul

.~ ;1i.d',.· Ia b I
~ad-be

e d

are 4 =211 elemente, a, b, C, d, asezate pe doua linii, Zinia intU fermata din
etementele a, b, ~i linia a doua formate din elementele c, d. Elementele a, c
Iormeeza coloana iniii, st b, d coloana a doua. In fine, elementele a, d sint pe
rj.iaganalp....principald.
A_:':""-v>

~ Pro p r i eta tea 1. Un determinant i~l sehimbii semnul daca per
mutam elementele a dona linli tntre ele san elementele a douacoloane Intre ele,
}~=--C-~

Fie determinantii D,;!-=
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avem
Dt, = ad - be, A..J= be ~ ad.

deci
D2=-A2·

In mod asemanator, dad A; = \b all este determinantul ce se obtine
. d e

din D 2 permutind elementele coloanei tntii ell elementele coloanei a doua, avem

A~ = be - ad = - D20

Pro p r i eta tea 2. Un determinant este nul daca ate doua linll sau
doua coloane egale.

Determinantul A2 = t: ~Iare cele doua linii egale ~i 602 = ab - ab = O.

Determinantul A; = \: : Iare cele doua coloane egalesi a; = ab-ab =0.

Pro p tie tat e a 3. Un determinant nu-s! schimba valoarea dad schim
bam toate linille cu coloanele de acelasi rang.

Daca D
2

= Ia.._/
pI, determinantul A", carese obtine din o; schirnbind

cr'd
liniile cu coloanele, este

.60 2 = I: ~I =ad-bc=D2·

Pro p r i eta tea 4. Dad 1a un determinant tnmultim elementele
unei linii sau coloane cu un numar m, detenninantul se tnmulteste ell numarul m.

Fie determinantul A" = Ia;n b~ I ce se obtine din determinantul D 2 =

=I: ~Itnmuljind elementele primei linii cu numarul m. Objlnem

.602 = amd - bmc ~ m (ad - be) = mDt.>

primeib +b'!- " '.'• tn care elementele
. d .

Pro p r i eta t 2 a 5. Dad tntr-un determinant elementele unei linii
(sau coloane) sint sume de k numere, atund detenninantul se descompun
tntr-o suma de k determlnenti.

Fie.determinantul A2 = I; + a'

inii stnt suma de doua elemente.
d, ~ (a+ a')d - (b +b')e ~ (ad - be) + (a'd - b'e),

L{Cr- (: G(
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deci

~2 = ia
Ie

Aceeasl demcnstratie pentru k » 2.

(1)

P TOp Tie tat e a 6. Intr-undetermlnant, daca la elementele unei linil
(sao coloane) adunim elementele celeilalte linii (sau ccloane) tnmultite cu un
uumar, determinantul nu-si schlmba valoarea.

Fie
D =)a bl si 1:1 = la+mc b+mdl

2. Ie dl " 2. • c d I

Folosind prcprietatile 5, 4 ~i :2, avem

a, ~ \: :H;C ~I=I: :I+ml~ ~\=I: :1

§ 2. DETERMINAK'j'I DE ORDIN1TI, AI, TREII,EA

1. Sistem de 1rei clmntii Hniare

cu.. trei ~ecu.noseu(e, neomogen

aUxl -I- ~2X2 + aJ.3xS+ hI = 0

~Xl + a22xZ + ~SX3 + bz = 0
as] X. + a32x2 + assxs + bs = O.

Putem elimina simultan pe xl!. ~i Xs din ecuatlile sistemului daca'tnmulttm
prima ecuatie ell Ap a doua ecuatie cu A2.. a treia ecuatie ell As $i le adunam,
numerele AI' Az, As Iiind 0 solutie nebanala a urmatorului sietem

~2AI + Ilz.lAg + a3~3 = 0

!lt~1 + a23A 2 + C2:l3A3 = o. (2)

Intr-adevar, dad adunarn ecuatiile sistemului (1) astfel tnmultit, obtinern

(aUAI + a21A2 + a.31A3) Xl-i- Alb} + A:JJ2 + A3b 3 = 0

~i daca

rezulta imediat
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Conform A. cap. Ill, § 1, al. 3, AI' As. As stnt date de

At = IUzs ll:ls\. t, As = Iass alsl· t, As = \ at'! ass I. t
Uzs ass ass al 3 ~3 Uzs

-;;i, dad le introducem in expresia lui x, Iactorul t se slmplifica asUe! tnctt
obtinem

.Numarul de Ia numi tor

a, 'Ia" a" I
1 £las ass

(3)

= al1~33 - Qu Ua:PS2 - Il:lICl:t2US3 + a U a1:PS2. + a31al~ - a31a1:PS2

se noteaza

I
::: ~: ~:\ (4)
aSt ass asa

~i se numeste determinantul elementelor a,; ,i, i = I, 2, 3; este un determi
nant de ordinul al treilea, deoarece are trei linii ~i trei coloane.

Expresia (3) reprezlnta dezvoltarea determinantului (4) dupa coloana
'tntfi.

Tintnd searna de aceasta delinitie, urmeaza ca ~i numaratorul lui Xl este
un determinant, ;;i anume

[
b' "" ""Ibs Cl:ls 0z3
ba Gs1! ass

~i se obtine din determinantul (4), care si in acest caz se numeste determinantul
.sistemului, tnloculnd coloana coeficientilor lui ~ cu termenii Iiberi. Procedtnd
10 mod asemanator, obtinem pe X:a st Xa

I
0" " 'n Iflu b2 ~

Un b3 Uss

[
'U'u 0" Ian a22 a. s
!l:Jl as:! Usa

x3 = -

Determinantul de la numitor este tot determinantul slstemului, care
ate prin ipoteza diferit de zero. Numaratorul lui X:a este un determinant ce
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se obtine din determinantul sistemulul, inlocuind coloana coelicientilor lui ~
ell termenii liberl. Aceeasi regula .;;i pentru za-

Avem, asadar, urmatoarea

Teo rem a. Un sistem de trei ecuatii linlare ell trei necunoscute, ell
detenninantul slstemului nenul, este com pat i b i Ide t e r min a t.

2. Sistem de .:rei ceuatii liniare
ell dona neeunoseute, neomogen

(2)

Un astfel de sistem este

~lXl + ll:La xa+ a13 = 0
a" x/+ a" x, + a" ~ 0 (I)
a31Xt+aS2x2+u3S=O

si in general nu este compatibil. Intr-adevar, primele doua ecuatii, dadI:: ::I=F 0, deterrnina pe .:11. si A1t

tosa acest sistem de solutii nu veriflca st ecuatia a treia daca aSI ' aasl l1:lssint
oarecare. Pentru ca Xt .;;i Xs date de (2) sa verifice sl ecuatia ultima din sistem,
trebuie ca

- a" la" a"I_"" la" a"l + a" la" a"l "",a23 ~2 UtI ~3 ~l ass

= - a.na..A2 + Cl:lICl:LAa - tl:u.lZ.LIUta + l2sA:Pn+ llaaanl1a2 -
- a"a,,,a,,~ O. (3)

Se observe, daca se tine seama de dezvoltarea obtlnuta la aliniatul prece
dent, cii este tocmai valoarea determinantului

I ~: z:::I:!: 1.-, (4)

a:n aa'i!. £laa

Avem deci urmatoarea

Teo rem a. Un sistem de trel ecuatll cu doua necunoscute este com
pattbil daca determlnantul format cu coeflclentll necunoscutelor ~i tennenil. liberi
este nul
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3. Sistem de trei eell,a ~ii liniare
ell, trei necII,noscute, omogen

Sistemul

63

. auXl + 012xa+ llasxs = 0

~.\1. + 0aaxa+ 0llSXS = 0

11s1.\1. + 0S2X2 + 0ssX:1 = 0

este compatibil, deoarece admite totdeauna solutia Xl = 0, Xa = 0, Xs = 0
(solutia banala). Sa vedem in ce-conditii admite ~i alte solutii in alara de cea
banala. Imparjind fiecare ecuatie a sistemului cu xs ,* 0, ajungem 1a un sistem

de trei ecuatii cu doua necunoscute, ~ ~i ~ , discutat la aliniatul precedent,
X3 X3

deci

I'.. '" I
~il2~

I
'" ... I
(121 tlu

I'" '" I
~

I"U "" I
{Ia1 tl ••

care verifica ~i ecuatia a treia dad determinantul sistemului

I
an a" a" I
~l ":all ":as

0Sl 0 32 0ss

este nul. Daca scriem solutiile in modul urmator

X, ~ 1U:i2 U:1s!.t, X2 = lU:is zl- Xs.=
Oaa Oas I0 23 ~l la

u 1'''1,/,
"" 11"

t fiiod parametru, conditia ca Ian alai 4= 0 nu mai este necesara.
: 0 21 U:all ,

Avem deci urmatoarea

Teo rem a. Un slstem de tret ecuatii llnlare cu trei necunoscute, omoge
admite ~i alte solutli in afara de cea banala daca detenninantul sistemului
este nul.

4. Determinanti de ordinul at treilea

. Rezultatele precedente arata ca si pentru sisteme de trei ecuatil liniare
Introducerea notiunii de determinant este blnevenite.
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Numarul

D a = autIz20sa - ll:llazs Qat + al:A.l~2 - ~!a!laa3 + Cl:LAAl - alA'PM

il vom numi determinant de ordinul al treilea st 11 vom nota

I"'·"', ""/au ~2 U:!a

au llall a3 3

Acelasi numar Da este dat ~i de

"". [a" a,,[_ "', .1"" ""I +""·1"" ""Ias! llaa llal £l:Ja llal Qat

sau de

(I)

(2)

(3)

1

1 2
D = 7 I)

2 -1

a,,-I"" ""\,,"',.1"" ""I +a,,·I"" ""Ia3 :l. llaa lla2 U 33 1l:22 ~3

dace ttnem seama de valorile determinantilor de ordinul doi ce intervin;
f2) este dezvoltarea determinantului (1) dupa Hnla rnttt, iar (3) este dezvoltarea
determinantului (1) dupa coloana tntfl.

Un determinant de ordinul al treilea are 32 = 9 elemente asezate pe trei
Iinii si trei coloane. Elementul a.1 se gase~te pe lima i si coloana j; astfel, au
se gaseste pe Iinia a dona ;;i coloana a treia. Elementele alO • respectiv ~1' U:!.lb

.£las se gasesc pe diagonala principaUL
Determinantul de ordinul a1 doilea

ce se obtine suprimtnd linia rntrt *i coloana tntli, adica Hnia ~i coloana pe
care se gaseste llu, se numeste minorullui £l:tJ' In mod asemanator se defineste
minorul unui element oarecare a.i.

Cele .sase proprietati stabillte pentru determlnanjii de ordinul a1 doilea
se mentin ~i pentru determinanjli de ordinul a1 treilea.

E ~emple

1) Sa. celeulam valcarea determinantului

~I
A"mD~ 1_: :1. 21; :1 +'[;_:1

= 15 + 1-~ 42 + 4 - 21- 30 = -- 73.

Determinantul:3o lost dezvultat dupa linla intii.
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~ I= 0, fara sli. se desvolte.
a+b

.2) Sil. calculim vaJoarea. determinantului (Vandermonde)

1

1111
V, = abc

a l /II ea
Scacem eoloene intii din coloana a doua Qia treia ; conform proprietatii 6, valoarea deter
minantului nil ell schimbi

V.~ I; b~ '~[=II>-a ,-, I
al bl--al r;I-(J1 bl_al r?--a l

Conform proprieta~ii 4, putem da factor eomnn pe (b - a) (c - a), deei

VI = (b---a)(c--o) I 1 1 I= (b-a) (c-a) (c-b).
b+a c+a

3) Sa SIl erete eil.

\

1 1
W3 = a b

b+c c+a

Daea adunam lima a dona Ill. a treia, detcrminantnl nu-si s~himbi valoarea :

I 1 1

I
,. b

a+b+c a+b+c
1 I 1

1111c =(a+b+c) abc = O.
a+b+c 1 1 1

!
§ 3. DETERMINAN'j'I DE ORDINUL "

1. Definitie. Proprietati

Fie a.i' i = 1,2, .. _, n, j = 1, 2, .. '. n, nil numere: ell ajutorui lor sa
formam un tabel patratic, nurnit matrice,

j llu. ~ll'" ali>

A ~ I a" a"... a,.

a..l a..ll .•• a....

ell n Iinii ;;i n coloane; elementul ajJ se gaseste pe linia i ~j coloana j. Unei
astfel de matrice i se ascciaza un numar numit determinant de ordinul n, car
se noteaza I

I
I

CZ:Jl CZ:J.s ••• ~"

Clal llas": a"..

a,.l a"s'" a""

~'I .1' i ~ 1,2, "', nau , .
J = 1,2, ... , n
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~i care ee,delineste prin

I A I = ~ (~1)1+1' a~it ai,i, .,. Q;"I .. ' (I)

surna fiind extinsa la footepermutiuile distinae de ordinul

gtndu-se prin aceasta foate monoamele distinde

(l;,i1 Qi,i• • • • flo,.;", (2)

ell i, j = 1,2•.• ", n, I ~i I' fiind numarul de inversiuni al permutarilor
(it. fa• • • •• fA)' Vt. il•. ,0' i..). respectiv.

Deoarece, dad permutam tntr-un monom (2) pe G.tall% ell a'f>ia, monomul
famine acelasi, iar suma 1+ I' t~i pastreaaa paritatea, urmeaza ca putem
sa De aranjam In asa fe1 ca permutarea Un iI, "', j,,) sau permuta
rea (II' i2, ••• , in) sa fie ordinea natural~, decl

I A I = ~ (_1)f' ali, lI:l;, •• ' a,.i..

sau
11.1 = ~ (~l)l U<.1 ai,2 •.• al.".

suma 1: fiind extinsa la cele n! permutari ale lui h, il. "', i.. sau, respeetiv,
is. ia• . . _, i...

Deci in dezvoltarea unui determinant de ordinul n intervin n I termeni
de forma (2).

Ea:emple

1) Determinantul de crdinul al doilea

I' n 'n I
ll:1 an

dllzvoltat dupa regula de mai sus are valoarea G:11 au - 012au §i eontine 2 I = 2 termen.i.

2) Deterrmnantul do crdinul al I':;::"... 'u I
an Ilu' at3

"" .... ""dezvoltat dupa regula de mai sus are veleerea

G:11!lW'" - G:1i!ls-J0'1 - 0lla21Oss + 013 021tln - G:13tln031+ G:111a:3~1

~i este aceeal}i en (3), data Is. aliniatul precedent.

Din lnsa~i definljia determinentului de ordinul n rezulta urmatoarele
proprtetatt :

Pro- p r let ate a I. Un detenninant l~i schlmba semnul daca permu
tim elementele a doua Iinll sau doui coloane tntre ele.

Intr-adevar, daca permutam in detrrminantul de ordinul n, D.. , linia i",
ell linia iB , obtinem un determinant D. care are dezvoltarea

D~ = t (_·w Ui,l Cli,,2 ••• a.... ,
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in care fiecare permutare (4, i2• • • • , in) este de clasa diferita fata de permu
tarea termenului corespunzator din determinantul initial, deoareces-au schimbat
tntre ele doua elemente ale permutarii : prin urmare, tctil termenii ee intervln
in dezvoltarea lui D~ stnt egali eu termenii corespunzatori din dezvaltarea
lui D... tnsa ell semn schimbat, deci

D~= -D".

Pro p r i eta tea 2. Dacii intr-un detenninant schimbam toate liniile
cu coloanele de acelasi rang, detennioantul nu se schlmba.

Avem
D..= ~ (-1)1+ 1' ai,t, a.,I, ••• al..!"

st a schimba toate liniile ell eoloanele de acelasl rang tnseamna a permuta strut
de indict (iI' i2, •.• , i..) Cll sirul de indici VI' i2' "', I..). Cum ;;i indicii t, .~i
indicii i parcurg sirul (1,2, ... , n) :}i prin aceasta numarul I se schimba eu J',
deci suma I + I' rarnine constants, urrneaza ca D.. nu se schimba. Sa
notam cu D* determinantul objinut prin schimbarea tuturor liniilor cu coloa
nele de ecelasi rang;se numeste determinantul transpus al determinantului D"
;;i se noteaza D:; avem deci

Acest rezultat are 0 conseclnta importanta, ~i anume ea orice proprle
tate relative la liniile unui determinant va fi valablla ~i pentru coloane.

Pro p Tie tat e a 3. Un determinant este nul daca are doua linii san
doui coloane egale.

Sa presupunem in D" cii elementele liniei i~ stnt egale ell elementele
liniei i~. Daca permutam aeeste doua linii tntre ele, obtinem un determinant
D~ egal cu eel initial, deoarece elementeJe celor doua HnH stnt egale. In vlrtutea
proprietatii I, determlnantul D~ este egal si de semn eontrar eu D..; prin
urmare, avem simultan

D.= D~

D.. = -D~,

deci
2D.. = O. D.. = O.

"
2. Defenninanti minori

Din dezvoltarea unui determinant de ordinul n
D.. = ~ (_1)1' ali, a21, •••

urmeaza cii fiecare rnonom contlne un element al

-~{

a",.
primei Iinii ~j numai unul

"
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singur, prill IlI'IIUlCeD,.se poatescrie ca 0 expresie liniara in elemente1eprimei linii

D"~ !luAu + a,,A,, + ...+ a,.A,. ~ f; !luAu. (1)
- 1:_1

unde Au. coeficientu1lui au,este 0 suma de produse ina,i de grad n-l, produse
care nu conjin nici un element al primei linii, deci i =F 1.

Rezultatul este adevarat pentru elementele oricarei linii sau coloane,
deci putem scrie

D.. = aklAu + anA ll k + ...+ llwtA.." = ~ a.l:IA i k (2)
i_I

sau

D.= "auAu + auAi,. + ... + a..tA..k = i Cl;kAik' (3)
;-1

Spunemea tn(l) avem dezvoltarea determinantului D.. dupa linia tntii, in
(2) dupa llnia k. jar In (3) dupa coloana k.

Sigisim pe All' Conform celorspuse mai sus, All este definit de

anAn = ~ (-I)I' "t1ll2J•••• ani..= ~1 ~ (-1) I' all', ... a..;.,
deci

Au ~ ~ (-1)" a"• . . • s«; ' (4)

unde I' este numarul de inversiuni ale permutarii (1, ill. "', i..). care este egal
ell numarul de lnversiuni ale permutarii

VII' j~• . . ". i..).
deoarece suprlmarea lui 1 na schimba pe I', Expresia (4) a lui An arata di
An este un determinant de ordinul n - I, ill' is, """'i.. lutnd toate valorile
lui 2, 3, .. ",n; prin urmare, Au este determinantulde ordinul.a ~ I

IIz2 ll:ls""" ~
aSll 'ass' ""as..

a..2 a..S " " " a....

ce se obtine suprimtnd din D.. linia ~i coloana tutti, adica linia ~i coloana pe
care se gaseste tl.:tl"

Determinantul Au se numeste complem.entul algebric al lui aU"

Sa gasim acum complementuI algebric at lui a«, adica pe A.;"
Vom proceda la fel ca pentru aU" Vom aduce mai tnttl pe a,i in locul lui all>

ceea ce neceslta i-I st j ~ 1 schimberi de semn, deoarece aceasta opera tie
se realizeaza efectutnd i ~ 1 schimbari de linii ~i i-I schimbari de ccloane,
deci
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unde, de data aceasta, djf este determinantul ce se obtine din D.. suprimtnd
linia i si coloana j. Determinantul Ali obtinut tn acest mod se nurneste deter-
minantul minor al elementului au' '

Revenind acum la dezvoltarea determinantului D.. dupa 0 Iinie sau
coloana, avem:

1) D.. = ~la'11 - ~2dlll + ... + (_1)..+1 ~,.l1ln'

numita dezvoltarea determinantului D" dupa Iinia tnttl.

2) D. ~ "ull<u - a,,~,+ ...+ (-l)'+> a., ll<."

numita dezvoltarea determinantului D" dupa coloana intli.

3) D. ~ (-I)H1["ull<u - a"ll<" + ... + (-l)'+>a",ll<.,J,

numita dezvoltarea determinantului D" dupa coloana k, si

4) Dn = (_1)1:+1 [au l1u - CZt211u + ... + (-1)"+1 ak"AtnJ,

care este dezvoltarea determinantului D.. dupe linia k.
Sa presupunem Coil. tn D" linia t ~i linia k stnt egale ; atunci D" = 0;

dezvolttnd dupa linia i ~i ttntnd seama ca ali = Uk;' obtlnem

aHAu + a;2Ak2 + ... + a...A~.. = 0, i =F k. (5)

In mod asemanator, daca coloana j este egala Cll coloana k, D.. = 0, deci

,,"Au + a"A,. + ... + a.,A•• ~ 0, j # k. (6)

R:gula de tnsumare tensorialii. Polosind sernnul ~, relatia (5) se scrle.
~ a"A ki = 0, i =F k.
?~1

In mod asemanator se scrie \ii relajia (6)

~ a"A" ~ 0, j # k.,-,

(5')

(6')

De obicei se suprima ~i semnul.E, adica putem scrie pe (5') ~i (6') numai
sub forma

aiiAkj = 0, j = I, 2, "', n, i =F k,
sau

a.iA'l< = 0, i = 1,2, "', n, j =1= k,

cu conventia ca tnsumarea sa se Iaca relativ la indicele i, care prezlnta partl
cularitatea ca se repetd in monom.

Daca mai introducem *i simbolul (lui Kronecker) 3l i , care pentru i =F j,
3,i = 0, iar pentru i = j, 8'i = 1, putem scrie relajlile de mai SllS astlel :

aliA ki = 8aD" , j = 1,2, "', n,
_ (7)

at,A". = 8iP .., i = 1,2, "', n.
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Dezvoltarea unui determinant dupa elernentele unei Hnii sau coloane
ne permite sa stabilim noi proprietati ale determinantllor.j

Pro p r let ate a 4. Un determinant se tnmulteste ell un numar daca
tcate elementele unel linii sau coloane se tnmuljesc ell acel numar.

Acest fapt rezulta imediat din dezvoltarea unui determinant dupe elemen
tete unei linii sau coloane. Daca, de exemplu, consideram dezvoltarea unui
determinant dupa linia tnttl, avem

W. ~ (""'J Au + (""',j Au + ... + (Aa..) A,•.

o consecinta a acestei proprietati este faptul ca, daca un determinant
are dona linii (coloane) proporjionale, determinantul este nul.

p r e p r t e t a't e a 5. Daca lntr-un determinant elernentele unei lInii
sau coloane sint sume de k numere, atund determlnantul se serle ca soma
de k detenninanji.

s~ pres~pllnem di ele"!entele primei linii ~i stnt sume de dona numere
"t. = ali + al ;

D.. = au a,. . .. a".

a..1 a,.ll." . a....
determinant care dezvoltat dupa linia tnttl are valoarea

~=~+~)~+~+~~2+"'+~+~~~
sau

~2 ••• d...

au

D.. = a;lAu + a;2A12 + ... + a~f1Ah' + a;;A ll + a;~A12 + '" + a~~AH"
deci

In', • •
--:L a12 ••• a l ..

D"~I'a,~ ...",:, ..:.. :: + a"

a..1 all2 .•• a,... a,.l

Pentru k » 2 se demonstreaza in mod asemanator.

Pro p r- i eta tea 6. Intr-un determinant, daca adunam la elementele
unei linii (sau coloane) elementele celorlalte Iinii (sau coloane) Inmultite cu
numere oarecere, deterrninantul nu-sl schlmba valoarea.

Deca in D II = Ia i i 1adunam, de exemplu, la linia tntii elementele liniei
a doua tnmuljlte cu nurnarul A, obtinem determinantul D;

Ia,,+ Aa"

D
• -ta".-

a",

~2+~1l ... ~n+"Ml2tl

a2Z ~"
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conform pr oprietajii 5, se descompune tntr-o suma

tltl fl:Ia ••• ~" ll:al aa2

D~ = an aaa ... a2" +)... an a22

71

dedoi determinanti

u,.

~ ~ ... ~" ~ ~ ... ~"

deci D~ = D", deoarece ultimul determinant e nul, avlnd linia tntti ~i a
doua egale.

Pro p r i eta tea 7. Un determinant este nul daca 0 linie (sau coloana)
a sa este 0 comblnafte Uniara de celelalte linii (sau coloane).

Spunem ca in determinantul D. = I ~i I linia intii este 0 combinatie
liniara a celorlalte Iinii daca.

~. = ~ ak,Ak,
k~2

i=I,2, ... ,n,

:)...1; fiind numere nu toate nule (adica Ai+ Ai+ ... + A~ ~ 0).
Conform proprietajii 5, un astfel de determinant se descompune tntr-o

sumli de n - I determinanti ~i flecare din acesti n - 1 determinanti are doua
linii proporfionale, deci toti stnt null.

Apiicalll
1) Sa ee ealculese determinantul

o o
o

". 0

o

a,,1 OM OM 0 ...

numit diagonal; desvcltat dupj, linia intii, obtinem

D,,=811D.. - 1•

unde D"_l este tot un determinant diagonal, deci D" = tlt1 ~22 ••. a.....
2) Sii. se eulculoze veloeree determinllntului IUl Vandermonde

1 1 1

V,,= " '. ""
a,,-1 0 10- 1 a:- 1, a

punlnd rezultatul sub forma de produa de factori.
Inmultim fiecare linie eu tit ~i 0 scadem din cell. urmatoare :

1 1 1 1

0 °a-a1 °1-°1 a.-Ol

V,,= 0 a.(02- a1) 0.(a,-a1) a,.(a" - al)
..

0 a~-2(tl:I-llt) a;-2(03 -al ) a:-2(a,,-al)



------ ------

Dct_inall#. Matrice

determiJl&nt"'CalC der;volta.t dupi prima coloani di.

V.. (l5t, /ls, .. " a,.) = (a2 -lJ:l)(u3 -~) ••• (a.-~)V.._ 1 (a.,~, "', a..), (8)

unde V.._
1

(al ••• ·, a,.) este tot un determinen t vandermcnde. Rela-tia (8) eate de fapt 0

Iormuls. de reenren~. In mod analog

VII_da., .. OJ a,.) = (~- al) (a. - a,;) ... (a,. - as) V"_I (~, a4 , •• _, a..),

aatfel tneft obpnem .
V..(lJ:l. tJ,;, ••• , Us) = IT (ai-ai),

i>'~l

bJ.¥!wglndu-se prin II (lij - Oi) produsul tuturor binoamelor (ai - ail,) > 'i, djstincte,
f>i~l

en i,j = 1, 2, ... ,n, in numiir de n(n_1) ; Vii eetc diferit de zero data (I.*a,.
2

3) Determinantul ell elerrientelc lli; numere ccmplexe

,i

eete re&l. Deoareee tJif = aj;, urmeaza clio elementele eimetrloe fatA de diagonalll. principals
~t conjugate. Elementele de pe diagonaJa principali lint realo, deoarece ali = ali. Conjugatul
lui D.. este

Insi D: eete ega! eu Dn, deel

D..=D;=D...

Prin urmare, D.. este real.

E2lttnplt

1) Sa se ealculeae determinantul

1 2 3 •
3 5 2 1

D,=
~1 1 3 2

2 1 3 -1

Adunim eoloana intii inmultitii. en -2, -3, -4 la coloanu a dona, a treia ~i a patra ;
mID

1 0 0 0

D. _ 3 -1 -7 -11

-1 3 6 6

2 -3 -3 -9 1
-: -; -1: [ I:
-3-3-9 3

7

6

3

Adnnii.m eoloane intii inmultitii. eu -7, -111a colcana a doua ti 110 trela

o 0 I-15 -27 = Hi. 24-18·27"", -126.

-18 -24
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2) Si se celculeze

sinS x,

sin3~

sins X:!

sins Xi

sinl:l: l cos Xl

sine :r."cos ~

sin l Z:I cos :l:s
sinl Xi cos :l\i

sin :1:1eosl :1:1

sin XI cosl Zt

sin Xa cosl Xa

sin :lil. cost :l\i

coae '.I[
cos3 :lil

COSS Xa

eoae :lil.

Impartind linia intii ell sinS Xl linia a doua eu sinS :lil etc., obtinern

D4 = sine x, sin Bx2 sins:!:s sins x4 , V4 (otg Xt, ctg Xt' etg :!:S, ctg x4 ) ,

unde Vi este determinantul lui Vandermonde,

•
D" = II sin (Xi - ;l:j).

i>i~l

deci

, .
V. = II (etg XJ - ctg Xi) = II

J>i~1 i>i~l

sin (x,;- XI)

sin Xo sin Xi

3) ss so ealculeze valoarea determinantului (circulant)

'" " x,

x" " x"

D" =

" ", '.
" '. x,

H

Se giise~te D" = II (Xl + eh Xz + eOh Xs + ... + e(n-l) h :rn ) , unde e tate 0 mdiicina
h~O

eomplexii a ecuatiei en = 1.

§ 4. REGULA LUI LAPLACE

1, Determinanti minori de diverse ordine

Am vazut la aliniatul precedent cum se gaseste in dezvoltarea unui deter
minant D.. = I Cl;f I coeficientul lui a«.

In continuare, vom cauta sa aflarn coeflcientul lui at,i, ,aloj,' , . ai"j,,'

Sa calculam mai intii coefidentul lui anaZ\l' pe care il notam cu A 12; 22'

Avem, din dezvoltarea determinantului D..,

ana211·Alll;12 = ~ (-1/ an~lI£l;ci.a43. OA' ani.. '
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unde Us, 1~, ...• j.J este 0 permutare a numerelor a 4, "', n, iar 1 este
numarul de inversiuni ale permutarii (1,2, is, h, ·.'f ill)' care este acelasl
ell numarul de inversiuni ale permutarli (j:f. i4' "', i,,), deoarece suprimarea
elementelor (1, 2)-ou schimba pe I. Prin urmare, A12 ;12 este un determinant
de ordinul n - 2, ~i anume

"" a" ... as..

A12 :12
a" a.. ... a..

a" u..4 ••• a..,.

ce se objine din determinantul D" suprimtnd Ilnia tntf ~i a doua, coloana
tntii *i a doua, adica tocmai Iinlile *i coloanele pe care se gasesc elemen
tete ~1 *i Gz2.

lovers, dace cautam coeficientul lui AI2 ;12 . din dezvoltarea lui D..,
gasim, tn afara de ~laU' *i pe -a12 llz.t . deci A ll: ;12 are coeficient pe

",,[-Utll - a12 ;12 .

Determinantu! al2.12 se obtlne din D.., suprimind toate liniite *i coloanele
apartinfnd lui A12.12• Determinantii A12 12, a12.12 se numesc minori com
plementari de ordinul n ~ 2 si 2, respectiv (A12;12 esteminorul complementar
a1 determinantulul a12;12 ~i reciproc), iar produsul lor a\2:12. A12;12 intervine
tn dezvoltarea determinantului D". Dad cautam acum coeficientullui Cl;iaJiV'
procedam tn mod asemanator. Aducem mai tntfi pe Cl;i tn locul lui ~1' ceea
ce necesita i-I + i-I schimbarl de sernn ; aducem apoi pe a tn locul
lui Usa, ceea ce necesita p - 2 + q - 2 schtmbarl de semn; tn tot:f, i + i +
+ p + q schimbari de semn. Coeficientul cautat A1Ji;jv va fi deci

(_l)'+HJiH dill;iQ'

unde di,,:/q este determlnantul de ordinul n- 2 ce se obtine din D.. suprimind
tiniile i, p ~i co1oane1e i, q. Invers, dace cautam coeficientu1 lui A1Ji;jq, din
dezvoltarea determinantului D" gasim determinantul de ordinul doi

la"

a"j

care se objlne din determinantul D", suprtmtnd Iinlile ~i coloanele care aparjln
lui dif':iq. Determinantul dill;jq de ordinul n - 2 se numeste deferminanful
minor a1 determinantului alll;!q, iar

se nurneste complementul algebric at determinantului alll;;q ~i produsu1
lor llit>:jq-A i1>:;q intervine tn dezvoltarea determlnantulul D".
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In general, dace cautamcoeficientul AIL .p ; 12 ...r> al lui all a22. ' •• uPI' din
d~zvoltarea ~uip.. , ~~~im ca este deter':linantul de ordtnul n - p ce se obtine
din D" suprtmtnd liniile 1, 2, "', P ;;1 coioanele 1, 2, "', p, deci

aptl. f'tl a»+1, »+2 ..• apt!. ..

A
I2

...";l2,. »= a pt2..",+1 ap l 2. p t 2 ••. apt2, ..

a...V+2 .,. an, ..

Invers, daca cautam in dezvoltarea lui D" coeficientul lui AI 2 ... e : I" .. ,J>,

gasim determinantul a12 .. ,I': 12.. ,fl

lI:il a 12• , • a1fl

au o.c . .. U.Zr>
aI2 ...»:12 . .1' =

;;i produsul aI2...J>;12 ...p Au ..1';12. J> intervine in dezvoltarea determinan
tului D... Determinantul Al 2 .. P; 12 .. J> se numeste minorul de ordinul n - pal
determinantului a12 ... J>: iIL ..f'·

Daca cautam acum coeficientul lui ai,i, aj.i, .. , al p i , din "dezvoltarea
lui D.., aducem pe ai,i, in locul lui an, pe ai.i

2
in locul lui a:l,2 s.a.m.d., pe

a;f"V in locul lui a»p' ceea ce necesita

i 1 + i 2 + ...+ ip + it + i2 + ... + if) - 1 - 2 - ... - p- I - 2 - •. .-p

schimbarl de semn, deci coeficientul cautat A"i,., .iv ; i, i, .• .fp este

,
!: (tk-J ik :

(_I)t~1 !!J.;,;•...;p;i,i, .. iq = AI';2 ... lp;i,i•.. Iv '

unde !!J.f,;, ... fp;i,i •. ";,, este determinantul de ordinul n - pee se obtine din
D.. suprimind liniile iI' i2, ••• , ip ;;i coloanele iI' i:l, " • " ip .

Invers. daca cautam in dczvoltarea lui D.. coeficientullui Ai-,i, ," i1'; i,i, .. .i",
gasim determinantul a,,;, ...,p;;, i, ... ;" ce se obtine din D..ell liniile iI' i2,· .• , ip
st coloanele it, i2.' •.. , if) ,

Determlnantul ~i,;•... ;p; I,;, ' .. iv,se numeste mirwrul de ordinul n - p at

determinantului U-;,i, .•• f
p

; i,i.... i", iar Ai,i• . . ip;i,i•... '» se numeste compte
mentul algebric al determinantului 0-;"2" i p :!I;, .. ip;;i produsul

ntervine in dezvoltarea determinantulul. D...
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2. Regula lui Laplace

Am vazut mai sus ca produsul dintre un determinant minor din D" si
eomplementul sau algebric contine numai .termeni ce aparjin lui D". Acest
faptsta la baza demonstraril urmatoarei teoreme, datorita lui Laplace:

Teo rem a lui Lap I ae e. Un determinant este egal eu surna tuturor
preduselor dintre determlnanfii minori Iormatl cu elementele a p Iinii (sau
coloane) date en complementele lor algebrice.

Demonstratle. Fie limite 4. ia, •••• i,; minorii ce se pot forma ell aceste
p linii slnt

~, ..•• kp Hind p coloane oarecare

Fie de asemenea

dinD". Numarul lor este c:= __n_'_.
pl(n-p)!

A",. .. It/:1:.k• . . k"

complementele lor algebrlce. Deoarece lZ,;,i ••• i,,:t:..t. .. 1:" difera [lntre ei cel
pujin printr-o coloana, termenii produselor

eli,••.. ',;1:.k, ... I::II AI, •••..•p;1:11:•.. li:J>

stnt dilerlti tntre ei. Fiecare produs contine pI (n- p) ! termeni din D ~ ~i suma

(1)

contine 'nl pI (n - p) I = n 1 termeni distincti din D.., deci este egala
pl(n.-p)!

cuD,..
Regula (I), care dol dezvoltarea unui determinant dupa mlnorli Iormati

cu p Iinii (sau coloane), se numeste regula lui Laplace. Se vede imediat ca dad
p = I, objinem dezvoltarea unui determinant dupa 0 linie sau coloana,

E~emple

1) Pentrn un determinant de ordinal patm evem urmiitoarea desvoltare dnpg primele
doui Iinii

"" "u "u "',
"u "u ... "u =\"" ""I I'" ""1-1"" ::1"u "" "" "u "u a2~ alS a"", ~1

, a41 "u "u "".[". "·1 + I"" ""1,["" ""I + I"" ""1'["" ""I ~."u aM. an au au "u "" /lOll au ".
-I;': ""I I"u ::]+/:: ""II"" ::1a. au a. all •
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Semnnl prodnsnlni Iall alii· \Ull3 U"I ee obpne adunind judicii elcmentclor de
an Iln . au aM

pe diagonala prlnelpalj, Ill. unul din minorii ce incervin In produs

(_t)1+tH-i-2 "'. (_t?+3HH.

2) Si se ealculese
\
\

r , d

-, , --«
D<j =

d a -,-0

--« ~ a

Desvoltfnd dnpi regula lui Laplace, avem

D,= -'[_! a cl.1 d
a l-b -di I-c ~l+l-.:

~l + I-~

~I'I-:
'1.1-' d 1c I -d-c

~=~+~+~-~+(M+~+(M+~+(ad-~+

+- (ell + dZ)Z = (aZ + bZ+ c2 + dZ)Z.

3. Produsul a doi determinanti

Produsul a doi determinanti de acelasi ordin n, An = Iail I, B" = Ib;i I
se poate scrie totdeauna ea un determinant de ordinul @t deoarece, daca
punem

A ~IA, 0,[
2tI X" B"

unde 0" este un determinant de ordinul n eu toate elementele nule iar X..
este un determinant de ordinul n, arbitrar, ~i dezvolttnd dupa regula lui
Laplace, obtinem

!:!J.z.. =A.. · E...

Sa luam acum pentru X" determinantul

-1 0 0 0
o -I 0 0

X.- 0 0 -) 0

o o o ... -1
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Atunci produsul
UtI ~2" •

IlaJ au· ..
o
o

o
o

-I 0

o -I

o
o

o

b11 bn · · · bin
b21 b22 • •• b2,.

o 0 - 1 b"l b..2 • • • b....

se poate scrie ca un determinant de ordinul n. Intr-adevar, daca inmultim
linia n + I ell ~l' linia n + 2 cu ~2 s.a.m.d., Iinia 2n ell tl:t,. ~i le adunam toate
1a linia intti,tlaca tnmultim- apoi linia n + I ell ~inia n + 2 ell
au s.a.m.d.• 1ini~~,! ell Uz,. *i Ie adunam toate 1a Iinia a doua 0" in general dad
tnmultim lini~n -+ Leu OklO linia n + 2 ell au s.a.m.d., inia 2n ell Ok" ~i
adunam totul Ia Iinla k, k = 1, 2, . ", n, obtinem determinantul

o 0 0 ell en'" Chi
o 0.. . 0 C21 C:!2 .,. Gll lI

0 0 ... 0 Co' C..2 • • • en..
A.. B,,= -1 0 0 1>" b" ... b,o

0 -I 0 b" b" ... b,.

0 0 -I bo' bo' .. , boo
o

unde Cij = ~'a.i; b~i'_ Daca-l dezvoltam dupa regula lui Laplac~, obtlnem.-,
-1 0 0 0

'a" l'lb" 1~ (-1)"', C"I.
0 -I 0 0

~ 1c, I.

0 0 0 -I
deoarece (-1)"'+" = I.

Ob s e r v a t H
1) Deoarece un determinant nu-sl schimba valoarea prin transpunere,

obtinem inca trei forme pentru produsul a doi determinanti, dupa cum tnlo
cuim pe I a.l I sau 1bt ; 1 cu transpusii lor 1 «. I sau Ihi; I.

2) Produsul a doi determinanti A.., Bm , m » n se poate scrie totdeauna
ca un determinant de ordinul n, observtnd ca un determinant de ordinul m se
scrle ca un determinant de ordinul n. in modul urmator

B~ lB. 0 I
• 0 co _ ",
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uncle

C.._".=

1

o
o
1

o
o

o 0

Aplicalii *i exemple
1) Daca Xl' ~, . __ , X .. sint radadnile ecuatiei

x .. + a l X,,-l +. + a"_l;1: + all = 0,

patratul determinantului Vandermonde V( XI' x" , .•• , .1"..)

I~,
1 1 S. S,

I~:~,
x, ". eete

S, S.

;I:~-1 . x:- 1 8"_1 s;

8"_1

I')

~i ee numeste diseriminantul ecuatiei (1); in V;, 8/< = x~ + x~ +. + x~_ Discriminantul

este diferit de zero numai dacJi. toate radaeinile sint dist.incte. Pentru n = 2, V; cstc discri
minantnl ecuatiei de gradul al doilea X~ + alx + al = 0. lntr-adevar

V~ = 8081- si = 2 (xi + X~)-(Xl + XI)I= (Xl + XI)I _ 4x1 x_ = a~-4al'

Pentrn n = 3, V~ = 27/1i + 4a~ este discriminantul ecuatiei x" + a_x -j a, = 0.
2) Se numeste determinant adjunct al determinantului D.. = I 14;I determinantul 6 ..

6 .. = IAi;l,

unde Ai; eetc complementul ulgnbric al lui llij. Pactnd pmdusul D.. 6 .. ~i [inind seama de
relasiile (A. cap. Ill. § 2, at 3) .

b a"A,tc; = 8;t D..
j~1

~aiiAiI.=8ikn.. ,
i~1

obtinem
D. 0 0 0

0 D. 0 0
= D:, deci = n:- 1

,D.. a..= '.
0 0 0 D.

, I Ail I3) Determinantul 6 .. = 1- ,D.. T-0, 81' numeste
D.I

avew, tinlnd seama de vetoeree determinantului I Au I,

b.~= D:-
I

=...!.... =D;.-l
D: D..

cttol .do, ee numeste minorul normalisat al lui ail'
D.

reciproeul determinantului D.;
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4) O'transfonnare liniaril..
Y, _ ~ DijXj,,-, (=1,2•...• ".

se numevte ortonormali dad.

~ a" Gik= 8,J;-
':_1

Pgtratul determinantului transfcrrnarii [1Ji; I~ este

1 0 0 0

IUi; I' =
0 1 0 0 = 1,

0 0 0 1

deet totdeauna Iau I =t= 0 daci sint indeplinite eonditiile (2).
In plan, trenstermsrtle ortenormale sint rotatiile

111'= ~ cos e+ X2 sin 6

111 = -Xl sinB + XI COS 0

,i determinantul transformgrii este uuitatea.
5) SiL oalcnlam piitratul determinantului

DI=I~ ~ :!=2DbC
b COl

I

D2 + b" be ac

Di= be a2 + & ab

ac ab b2 + c1

de unde rezultli. imcdiat en valoarea determinantului obtjnut este"4-al /r c".

§ 5. MATRICE

1. Matriee dreptunghiulare

(2)

Fie ali. i = I, 2, .. _, m, j = I, 2, ..., n, m X n numere. Se numeste
matrice m X n tabloul dreptunghlular

A

D.:tl tItl'" ai ,.

Cl-:!l a l ll • •• a~..

am1 Qmll'" tl"."

ell m linii ~i n cotoane; a,:; se numesc elementele matricel.



MutriN! 81

Doua m:atricem x n; :A = ll~l.JI, B =:=: IIb,;II sint egale dad aij :=::obi!
(i = I, 2, ... , m; j = 1. 2•... , n). Intre doua matrice care nu au acelasi
numar de Iinii *i acelasi numar de coloane egalitatea no poate f definite.

Adunarea matricelor. Suma a dona matrice m x n, A = IIail II, B =
= l\bij [, i = I, 2, ... , m; j = 1. 2•... , n. este matricea

II a" + b,,11

*i se noteaza A + B.
1) Adunarea matrlcelor este comutativa

A+B~B+A,

deoarece au + b,l = bi l + ai i ·

2) Adunarea matrieelor este asociativa

(A + B) + C ~ A + (B + C),

deoarece
~+~+~=~+~+~=~'+~+~I'

3) Elementul neutru fata de adunare este matricea 0 (zero), care are
m Iinii $i n eoloane, eu toate e1emente1e nule

avem

° 0 °II
o~ ° 0 °

°.~ .. ~ll
~1I01l; .

A + °~ 11 ..,11 + 11011 ~ II a" + Oil ~ 110,,11 ~ A.

4) La oriee matrice m X n, A = II aii 1\ exista 0 matrlce opusa ~A =
= II - a" II, tnctt

A+(-A)~O.

Intr-adevar

A + (-A) ~ lIa,,1I +1I-a,,11 ~ 11 a" - ..,II ~ 11 011.

Proprletatile enuntate mai sus arata ca multi mea matrieelor co elemente
tn R (sau C) *i cu acela$i numdr de linii $i acela$i numar de coloane Ior
meaza grup abelian la1a de operetta adunare.

Inmultirea a doua matrice dreptunghiulare A X B, unde

A ~lIa"lI,

B~lIb.. II.

i = 1,2, ... , m; j = 1,2•...• n.

h= 1,2, ...• p; h= 1,2, ...• q,

nu este de!inita decft daca p = n. adica numarul coloanelor matricei A este
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egal co numarul liniilor matricei B. Daca aceasta conditie eete tndeplinita,
produsul A X Beste 0 matrice

AXB~lIc"II,.
unde Ct. = 'E aubJ:n, deci A X Beste 0 matrice m X q..-,

Produsul B X A nu este definit dectt daca m = q.

2. )(atriee pitrate

i,j= 1,2, .. ', n.~ n""II ,

o matrice n X n se numeste mairtce piUraia de ordinul n.

atl Uti· .. a...
A = an Clam· •• as",

G,.1 Cl,.i ••• a",.

a rnatrice patrata de ordlnul n are n HnH ~i n coloane. Elementu l a,
se gaseste pe linia i ~i coloana j. Elementele aii se gasesc pe diagonal a
principala.

Sa demonstram urmatoarea

Teo rem a. Mu1timea matricelor patrate de ontinul n cu elemente in R
(sau C) formeaza un inel (necomutativ) lata de operatiile de adunare ~
fnmultlre.

Vomnota multimea matricelor patrate de ordinul n ell clemente in R
(sau C) co m ...

Multimea .9lt", Iormeaza grup comutativ lata de operatte" de adunare.
Intr-adevar :

daca A = 11 ali 11 E &lit",.

avem proprletatile :

s., A +B=naii+bull E.mL",.

&.t. Adunarea este comutatlva

A+B~B+A,

tntructt l1aii +bijl1 = IIbii + atlll, deoarece adunarea in R este comutatlva.
5:1. Adunarea este asociativa.
Daca A E 8)[",. B E .mL.. , C E .mL""

(A + 8)+ C ~ A + (B + CJ,
avem
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0 °
0 °

IIa" 11 + Glb;,11 +lIc"lI) ~ II ao II + lib;; + c,,11 ~ II a" + b" + c;;lI.
S4. Elementul neutru este matricea 0 de ordinul n co "toate elemen-

tele zero -

°
O~ °

,0 0 ... °
A +0 ~lIa;;1I +11011 ~ II", + Oil ~ lIa"lI.

S5. Pentru orice A E £!R,II exlsta opusul -A = II-a;jll, astfel tnctt

A + (-A) ~ 0,

deoarece A + (-A) ~ II a;; II + lI-a,,11 ~ II a"II+1I(-a,,)11 ~ 11 011.
Multimea £!R,II Iormeaza semigrup necomutativ fata de operatla tnmultire.

Intr-adevar :
daca A = 11 all II E mil' B = IIbi ; n E mil. avem proprletatile :

T•. "
AXB~Il~a"b"IlE\lJl"·

k~l

Se observa d. produsul a doua matrice nu este comutativ, deoarece.
B X A ~ II ~ b"a" II 'fAx B,

t~1

" "
deoarece, in general, ~ bjtU~i =1= t uUbJd (v. exemplul I).

10_1 0,_1

In produsul A X B spunemca am tnmultit la sttnga matricea B cu ma
tricea A sao d. am tnmultit la dreapta matricea A cu matricea B.

TI . Produsul este asociativ

(AxB)xC~Ax(BxC), A~lIa"IIE"'". B~lIb"IIE"'.,

C = II c« II E 8lIL...
Avem

insa
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Te- 'Elementul neutru in &»t.. este matricea unitate U de ordinul ;"

sau

~ =F ~ (simbolul lui Kronecker)
t=J

I 0 0 0
o 1 0 0

U~OOl O

o 0 0 ... 1

In adevar

AXU~UxA~A,

deoarece, conform regulii de tnmultire a dona matrice, avem

.
'E aik~ti = ail~i + a;2 82/ + ... + a,jail + ...u,na.; = ad
t~1

.
'E~~=~~+~~+···+~~+···+~ ..~=~f·..,

Til' Produsul este distributiv fata de operatla adunare

A X (B+C)~AxB+AxC.

Avem

tnsa

deci

A X (8 + C) ~ A X B + A XC. A E dJIl.. , BE 8JR.. , C E gJR.. o

Am aratat astfel ca multimea SJIL.. a matrtcelor patrate de ordinul n Iormeaza
un inel necomutativ.



MatTice

EiI;6mple

1) Sa se calculeze produsul A x B §i B x A pentru matricele

" !I
"

85

'am + bp
A x B ~Il em + dp '"+"11'ell + dq

BXA=llmo+t1e
pll + qc

mb+ t1dil
pb+qdt

Se verificli. deci ea A x B =t= B x A.
2) Produsnl matricelor

A ~ II: "1
II ,-b

b-, c-a'il

:I, B= Ic.-a ,-b
b-, II

I 1 h-, c-c'a ;a-b
este matrtcea

6~ II~
0

~II0

, 0

Matricele A §i B ae numesc divizori ai lui zero, deoareee, de§i AT 0, B =r D, produsuL,.A x B
este matricee O. '

3. De~nninantul u,nei 'malrice pa.rate-,

Fiind data 0 matrlce patrata de ordinul n, A = II ai ; 1\ cu clemente in
R(sau C). determinantul la'il = det A se numeste determinantul matricei.A.

D matrice A se numeste singulara dad det A = 0; dad det A =1= O.
matricea se numeste nesingulard (sau nedegenerata).

Teo rem a. Determlnantul prcdusulut a dona matrice de ordinal n
este egal cu produsul determinantllor celor doua matrlce /

deIAXB~deIBxA~del A·del B.

Demonstrajle. Daca A = ~aiill, B = II bji II., t, j = 1, 2, ... , n, atunci

AXB~IIi;a"b,,11 ,i deIA~B~ ll:a"bc;l.
k~l k~l

Insa conform cap. III, § 4, 3

1'E atkbkil = laii! ·fb'il·..,
In mod asemanator B x A = II ±bikaull ~i det B x A = I±b.okaki1=

k~l k~l



ee DeterminmJli. Matrke

4. Inursa "nei matriee pa.rate nesingulare

Fie A = IIa,; II E 8JJt.. 0 matrice patrata de ordinul n nesingulara, ded

del A::/= O. Matricea de ordinul n

A" A" A.,

det A ;I;tA . • det A

Au ~ A~

~ Ild::~II'det A "''' '" det A

A,. A, • .....
d<. A det A '" det A

unde Ao; este complementul algebric a1 lui 0" din determlnantul Ia'il. se

numeste mairicea inversli a matricei A ~i se noteaza ell A-t,

Matricea A -1 are urmatoarele proprietafi :

~AXA-'~k'XA~ U;
2) del A-' ~ _1_.

det A .
Intr-adevar, tintnd seama de egalitatile stabilite anterior, ~ A,.tljt =,-,.

~ ~ .... .4;, ~ 3" del A,,-.
avem

1 0 0 0

A X k' ~ A-' X A ~ 0 1 0 0

o 0 0 1

Proprietatea 2 0 obtinem din I

del AxA-' ~ del U= 1,

(I)

~ i aplictnd teorema stabilita la at. 3, deoarece det A::/=0,

det A-l = _1_.
det A

Din proprietajile 1 si 2 ale matrlcei inverse rezulta urmatoarea

Teo rem a. Matricele patrate de ordlnul n. neslngutare, ell elemente

fa R (sau C) fonneaza grup tata de operatla jnmultlre.
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Exemple
1) Matriecle patrate de ordinul n de forma

87

, 0 o o~
o a 0 0
. . .
o ° 0 .. a

fonneazli. un corp. Astfel de metrice se numese malriee sca1are.
Notind eu M" multimea lor, se verifiea ueor eli. pentrn A. B, C E M.. toate conditiile

f!1 -:- Sf>' T) + T~ slnt verifi~ate. Produsul a dona matriee din M. este eornntativ ti
mveraa A-1, AT-0 este data de

o
A-l=

,
o

o ... 0

1
, ,i A-1xA=AxA-l=U.

o 0 ,
2) Sa se a.rate ei

Avern
(A x B) x (A X B)-1 = U,

""'.
(A x B) x (B~l x A-1) = A x (B x B-1) x A-I.,. A x U X A-I = A X A-l = U.

decareee produeul matricelor elite asociativ.

5. BanguI unci matriee

Fie A 0 matrice dreptunghiulara mxn ~i p un numar natural <:m, n.
Dace alegem din A p linii i1• is• . . ., if' si P coloane it. is. ..". if" oarecare,
obtinem, fnlaturlnd elementele matricei care nu se gasesc pe limite ~i coloanele
atese, 0 matrice patrata de ordinul p (p = I, 2, ."", q, q = min (m, n»

a.,i, tIt,'." .. a.,i"
a.,i, ai.i,· .. Cli,i"

ai"i, Cli.l •• • . '4J"

In modul acesta, ell llniile ~i coloanele matricei A se pot forma

mInI
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matrlce de ordinul p. Determinantii acestor matrice se numesc determinantii

de ordinul p... al matricei A. Daca A::f=O. atunci - nu toti acesti determinantl

sint nuli.
Se observe ca dad toji determinantii de ordinul s stnt null atunci totl

determlnantii de ordin superior lui s stnt. nuli, deoarece, dezvolttnd deter

mlnantii de ordinul s + I, de .exemplu dupa 0 linie sau coloana, coeficientll

elementelor respective sint determinanti de ordin S, care stnt nuli. Daca A =1= 0,

exlsta un numar r < q = min tm, n) aetlel tncit eel putin un determinant

at matrlcei A de ordinul r este diferit de zero ~i toti determinantii de ordin

r + I stnt nuli. Numarul r care tndepllneste aceasta conditle se numeste rangul

matricel A.
Dad A = 0, rangul matricei A este zero, r = O.

~Exempl"

Rangul matricei

A~II
1 2 3

4 'II-1 3 6 1: ~ l0 , 9

eate doi. Intr-adevar, toti determinantii de crdinul tret slut null. deuarece daoa in matrfcee A

adunam linia tntti en linia. a. doua obtinron liniaa treie. Aceasta operatie, efectuata in toti

determinantii de ordinul trei, arata ca toti slnt nuli.
Rangul matnoei este doi, deoareee matrieea formata eu primele doua linii ~i

eoloane \I_~ :II arc determinantul diferit de· zero;



Capitolul IV

SISTEME DE ECUATII L1NIARE

§ 1. REGUI...A LUI C:R..A.lIER

I, Sisteme eehivalente

sistem de m. ecuatii liniare cu n necunoscuteSa consideram un
Xt. x2 • • • ,. x,..

£1 :::::=all Xl + an X2 +
E2 :::::= ~l Xl + a22 ~ +

... +llt.. X.. +bl =0

... +a2.. xn+b2 =0 (I)

Em:::::: amI Xl + a.n2X2 + .. , + Un,,,X,. +bm = 0,

m ~i n fiind doua -numere naturale oarecare. Se numeste solutle a sistemului (I)
un sistem de numere X?, ~, ...• x:: care introduse in ecuatille slstemului
in locul lui Xl' X2, •••• Xn ' respectiv, le veriflca pe toate.

Se numeste sistemechioolent cu sistemu1 (1) orice sistern liniar care admite
aceleasi solutii ca ~i sisternul (1). Sisteme echiva1ente cu (1) se obtin adau
gind la sistemul (1) ecuatli ce se obtin din ecuatiile sistemului prln combinatii
liniare

E~,+t == "1 Ei + "'2 E2 + ... + A,uE.a = O.
Intr-adevar, solutiile slstemului (l)anuleazii fiecare din expresiile Ek ,

deci anuleaza ;;i pe Em.tv
Rezulta ca doua sisteme de ecuatii pot fi echivalente fara sa alba tn mod

necesar acelasi numar de ecuatii.

2. Regu.la lui. Cramer

Fie
£1 sa an Xl + D.t2 X2 +
£2 ss ~l Xl + ~2 X2 +

.. +a1f<xn + bl = O

. +~nX,,+b2=0 (2)
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un sistem de n ecuatii ell n necunoscute Xt. Xa •.• ', x.., neomogen. Spunem
ca un sistem de forma (2) se numeste neomogen daca nu toate nume
rele hI' 6'1.' ...• b.. sint nule (b~ + bi+ ... + b; =1= 0).

Determinantul format ell coeficientii necunoscutelor se numeste deter
minantul sistemului

11lt1 au '" U:l..

D ~ I"" a" •.. a,. ~ la,;I

aRl 1ln2 ••• u..
si it presupunem diferit de zero, D =1= o.

Sa tnrnultim in slstemul (2) prima ecuatie ell An' ecuatia a doua ell
An 's.a.m.d.• ultima ecuatie ell Ad' Ail fiind complementul algebric al
lui a.i' Daca adunam cele n ecuatft astfel tnmultite, obtinem

sau, punlnd in evidenta necunoscutele .\1.. x,;, ... , x.,.

CE A....Jx, + (EA"a..)x, + ... +<EA"a••)x.+ i;A"b.~ O. (3)
.1:_1 I:~l .1:_1 i_I

rosa am aratat (A. cap. III, § 3, al. 2) cii avern.
~ A.l:lfla:l = D,
•••

.
~ Aua.l:l> = O..-. p =!= I•

asUel tnctt ecuatia se transforma in

D~+Allb1 + Anbl + ...+ A..1b. = O.

Se observa eli termenul liber se scrie estfel

~~lI.am···a1tO

b'l. au au ... llt.

b; a.'l. a,.3··· a,...
adica un determinant de ordinul n ce se objlne din determlnantul slstemulul,
inlocuind coloana coeliclentilor lui Xt cu termenii liberi bk • Cu aceasta natalie
ecuatia (3) se scrie

D~+A-O ~

~i am obtinut asUel 0 ecuatie care coniine numai pe Xt.
In general, daca tnmultim in (2) prima ecuatie cu Ab , ecuatia a doua cu

A2J' s.a.m.d., ultima ecuajle cu A.... ~i Ie adunam.
~ AkllEI< = 0,

• _1
p= 1,2, .,., n• (4)



Regula lui Crallier 91

cbtinem un sistem echivalent eu sistemu! (2). Daca punem in evldenta necu
noscutele Xi I x2 , •••• x.. sistemul (4) se scrie

Tinem seama din nou de egalitatea

~i de faptul ca

(5)

au ... a1.:p_l hi a.1.:p+1 U:J...

~2 ••• ll2,p_1 b2 tl2.,tl a2,.

a"l a,,2'" a...1>-1 b" a".z>+!'" a""
si obtinem urmatorul sistern eehivalent cu (2)

Dx. + D:p = 0, p = I, 2. . .. , n

sau
Dx1+D1 = Q

Dxp, + D, = 0

De; +D.. = O.

din care obtinem imediat solutiile, deoarece D =1= 0,

(6)

Sa aratam acurn ca (6) verifica sistemul (2). Daca inlocuim solutiile (6) in
ecuatia EA (h = I, 2, ...• n). avern

E, '" a.. ( - ';; )+ a.. ( - ~.) + ... + a.. ( -~) +b.

sau

Insa .
D~ = ~ b. A•.!: , deci.-... .

-DEA es Uh1b b. Ad + all2 bb.A.A: + ... +ah tb.A•.!: -bhD,
'_1 ._1 ._1
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~ daca grupam dupa ble. . .
-DE, '" b,(1; a".A,,) + b, (1; a.. A,,) + ...+b. (1; a"A.. )+ ,..

Ie_I Ie_I k_I

".. , +b.(1;a.. A..) - b,D
k_l

~ daca tinem seama de egalitajile (5), obtinem

-DEh:::=::bh,D-bh,D=O, h= I, 2, n.

Prin urmare, solutlile (6) verifica sistemul (2).
Am objinut astfel urmatoarea regula de rezolvare it unui sistem de

n ecuajii cu n necunoseu-te, numita

Reg u I a lui era m e r. Un sistem (2) de n ecuetll Ilniare cu n necu
DOSCute, cu determlnantul sistemului diferit dezero, are totdeauna solutla dati de

D! D..xZ=-n' .... x.. =-n'

unde determinantul de la numitor este detenninantul sistemulul, Iar detenni
nantul DJ; de la nurnarator tpentra XI;) se cbpne din determinantul sistemulul,
inlocuind coloana k a coetlcientilcr lui xi: cu tennenii liberi b1 , bz • • . '. b...

Sistemul (2) cu D :f= 0 se numeste sisiem compatibildeterminat.

E:x;emple

1) Si sc resolve siatemul

x+y +z =1

ax+by +cz=k
a!x+b~y+c!z=k~

SiL se. genereltseee.
Determinantul aistemului este determinantullui Vandermonde:

V3(a.b,c)=I~ ~ : I= (b---,a) (c-a) (c-b)
a~ b! c!

IJi este diferit de zero daca a =f=- b, a =f=- c, b =f=- c. In aceaeta situatie, solu~ia este datii. de

l~
1 I
c I

b~ c~

(b-k) (c-k) (c-b)

(b-a) (c-a) (c-b)

(k-b) (k-c)

(a-b) (a-c)



Regula lui Gru.mer

I:,
1 1

k

k' c (k-a) (c-a) (c-k) (k-a) (k-c)
y = 11 1 (b-a) (e-a) (c-b) (b-a) (b-c)

I :. b- ,-

I:.
1 1

b k

b' k' (b-a) (k a) (k-b) (k-a) (k-b)

I:.
1 1 (b-a) (c-a) (c-b) (e-a) (c-b)

b

b' ~

93

Pentru sistemul

:l:1 + x, + ... +z..=1
II tX1 + IJ! :z;, + ... +anx,.=k

a~-lZ:t + a;-la, + ... + a:-1z,. = kA- 1

III obtine in mod esemjnatcr

(k-a,)(k-~).. , (k-a;l) I) (k-av+1) ••• (k-a.,) • P = 1,2, ... ,f1.

(a1> a,)(lJp-IJ,) ... (ajl-IJp_1) (aj>-IJV+l) ... (a,,-an)

I.

1<:---"----"7/C
o

r, F

i, "
, 8F

Fig. 20

nodul A: I1-it-I,=o
nodul B: 11-i4-11=0
nodul C:la-is-II=O
nodnl D: I,-il-I.=O

eirouitul AEFA: IJ-r+~r-i4r=E
eircuitul ADFA: llr+iar-ilr=O
eireuitul DcFD: I.r+i,r-i1r=0
eircuitul cFBC: 14 r + '.. r-i.' = O.

2) Be diL eircuitul din figura 20, in care E = 60 V ,i laturile au reaiatenta de r = 2 n
Se cere sa. ae detcnnine inten8itii~ile eurentilor care
circuli prin toate Iaturile.

Folosind teoremele lui Kirchhoff :
a) in onee nod suma curentilor eete nula ;
b) pe orice drum Inehia suma tensiunilor [ntllnite

este nulg, avem

Am Ob~inllt astfelun eistem de 8-eeua~ii eu 8 neeunescute. Putem slmplijiea reeolvere
siatemului, eliminind pe il.is. is. i.. ; dupa eliminsre 'obj;inem sistemul

3Ilr- I.r- I., = E
-11,+31.,- 1.,,,,,,0
_I.r+3I.r_ l ..r=O

-11 ' - I.r + 3I..r = 0,



..
eu determinantul sistemului

r-

3

-1

o
-1

-1 0
3 -1

-1 3
o -1

-1

o
-1

3

3 -1 0

~I-1 3 -1
0 -1 3

~I-1 0 -1 E 9 E-+_._.
45 r 45 r

Deci

1 -1 0 -1 3 1 0 -1

0 3 -1 0 -1 0 -1 0

0 -1 ~ -1 0 0 3 -1
0 0 -1 3 E 21 E -1 0 -1 3

1}= ._=_._; I. -----.. 45 45

3 -1 1 -1

-1 3 0 0
o -1 0 -1

-1 0 0 3 E {) E
--=_._; 14 =

45 r 45 r

Inlocuind pe E = 60 V ~i r = 2 0, avem

Il=~·60V =14A, i l = I1 - I z = 8 A
45 20.

]I] 9 E._=_.-
45

li=~·60V =4A,
45 2 n

I,=lz=6A, i. =1,-11 =-8A.

In figura 2{l, sensul eurentncr ia §i i, trebuie aohimbat, pentru ell. S3 corespunds sulutiei
r;a.sitc.

§ 2. TEOREMA LUI ROUOHE

1. Sisteme de m «Datil liniare CD n necunoscut e.

Detenninant pri'ncipal. Detenninanfi caraeteristlci

Fie sistemul

£1::=::: /luXt + CZrl!Xi + + ll:J ..X.. + hI = 0
£2 == ~X:L + aZlIxlI + + a~..x; + bll = 0 (I)
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de m ecuatii liniare cu n necunoscute, m ~i n fiind doua numere naturale
oarecare. Cu ajutorul coeflcientilor necunoscute1or sa formam matricea em ell
m linii ~i n co1oane

au au'" au,
mt au aZ2 0 • 0 alII

Deoarece nu toti a.j stnt nuli, rangul matrlcei am. va fi p:> 1.
Presupunem ca unul din determinantf M ordinul p diferit de zero este

ehiar

a" Cltll ••• all>

dl'= "" aSll •• 0 aliI> fu
a" ap 2 00 • Clp"

"eeea ce este totdeauna posibil sa se realizeze, schimbtnd 1a nevoie aut ordlnea
ecuatiilor cit ~i indicii necunoscutelor. Determinantul fj,"p oF 0 se numeste deter
minantul principal al sistemului (1). Evident, exista ~i alf determlnanti de
ordinul p diferiti de zero, tnsa totl determinantii de ordin p + 1, P + 2, 000, q;
q = min (m, n) ce se pot forma ell liniile ~i co1oanele matricei .m stnt nuli.

Ecuatiile £1 = 0, £2, = 0, ...• £1> = 0 care intervln in formarea
determinantului principal se numesc ecuatii principals, iar necunoscutele
Xl' ~, "0 Xp , eu ai carer coeflcien]i se formeaza determinantu1 principal,
se,numesc necunoscute principale.

Celelalte ecuatii ei necunoscute se numesc secundare.
Se numeste determinallLcaracterisiicun determinant de ordinul p + 1

din m, objlnutprin.completarea determinantului principal cu 0 coloana format~

din termenii liberi corespunzatori ai ecuatillor principale ~i ell 0 Iinie fermata
ell coeflctentii necunoswte1or nrincipale si ell termenulliber al unei ecuatii
secundare. Un determinant caraetensfie este ,

b,
o«

Avem, prin urmare, m - p determinant! caracterlstlci. Daca m = p nu exista
determinantl caracterlstici. Sintern in masura acum sa enuntam teorema

.i~~l"~.....:.,:.I.,~ Rouche.
;'!IIII~,~t



..
2. Teore~ lui Bouche

Si.t"me- de "c/Wlii liniare

Teo rem a. Un slstem llnler de m ecuapi eu n necunoscute (I) are solutil
(este compaUbil) dad ~ numai dacii top determinantii caracteristlcl sint nuli.

Demenstratle, 0) Daca luam din sistemul (1) ecuatiile principale

£1=0, £.,=0, "" £,,=0

;;iconsideram ca necunoscute necunoscute1e principale, adica pe xJ' .11, •• ", XI"
putern aplica regula lui Cramer, deoarece determinantul sistemului este de
terminantul principal ~ =F O.

Obtinem astfel ~, 4, "', ~. solutii care depind de n - p parametri
x.,+l' x,,+\l •.. -, x.., necunoscutele secundare. Nu putem afirma cii solutille
gasite vertfica ;;i celelalte ecuatil ale sistemulul, ecuatiilesecundare. Sa vedem
in ce condijii stnt veriflcate.

b) Sa calculam acum determinantul

(2)

Pe ultima coloana stnt ecuatille principale £1' ESt "', E" ~i 0 ecuatie
secundara E JJ H • Deoarece ultima coloana este 0 suma de n + 1 elemente
(termenii Iiecarei ecuatii), determinantul Dt>+r.t. se scrie ca 0 suma de n + 1 de-
terminantl, tn modul urmator •

~i'(,

""A,

a"

x,+

+

a,.
a,.

a"
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<1,.
a..

d,
... + x.+

a..

~a:l a,+OI, I ", a,+... " Ut>+OI, ..

b,
b,

d,
+

b,

u,,+01,l u,,+01.2 ",' u,,+o:,p bll +o:

Matrlcea 8lIt este de rang p,ldeci coeficientii lui Xl' XI' "', x" stnt
nuli, fiind determlnanji de ordinul p + 1 Iormati eu Iiniile ~i coloanele lui &nt,
Prin urmare, D"H nu depinde de Xl' XI' "', XII' Dp+o: este egal cu ultimul de
terminant, care este un determinant caracteristic Ap+o:' deci

(3)

c) Sa tnlocuim acumin D,,+0:' ~i anurne in ultima coloana, pe Xt, X2, • , , Xfl

eu sclutiile Xl, 4, .... , ~i' £1' E I , ',., E" vor fi nule, iar £"+01 va
lua valoarea £:+01' Valoareq ui D lltp. nu se schimba, deoarece am aratat ca
este independents de Xt. XI' "', X"' Cu aceasta tnlocuire Dp +a se eerie

o
o

DJ>+OI= o

~+II,l ~+..,2 .', ap + ... p Ei:+..
Dezvolttnd dupa ultima coloena

D1>+" = At> ' e:.+..
~ poind seama de (3), ave~ relatii~

Ap+c< = s;e:.+c<'---_._---
tn numar de m - p, ;;i anume

At>+l = s, E:+l

At>+ll = s, p:'+2

(4)

(5)
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Sisteme de ewa!ii !i.Uiu"e

Co n c l.u z Li

Sa presupunem ca xt, ~, "" ~ veriflca *i ecuatiile secundare [adica

slstemul (1) este compatibil] £1l+1 = 0, ... , Em = O. Conform lui (5), trebuie

ca A +1 = 0, A..+2 = 0, ... , A",= 0, adica toti determinantii caracterlstici

trebuie sa fie nuli. Invers, daca tott deterrrrinantii caracteristlci stnt nuli, de

oarece AI'=f:: 0, d(n (5) rezulta ca £:+1 = 0, E~+2 = 0, "', E~ = 0, adica

solutiile xt, "', ~ vertfica ~i ecuatiile secundare ; sistemul (1) are, prin

urmare, solutil. Cu aceasta teorema lui Rouche este demonstrate.

Daca eel putin unut din determinanjf caracteristici este diferit de zero,

sistemul este imposibil (nu are solujii). Daca toti determinantil caraeteristici

sint nuli ~i

1) rl> p, exista n-p necunoscute secundere care apar ca parametrl

tn sohrtiile gasite xt, _. ',' ~'; spunem ca avem~~:::~Vsolutii. Sistemul este com

potibtl nedeterminai.
2) n = p, nu avem necunoscute secundare, sistemul, este compotibil de

terminot.
3) m = n = p, solutille stnt date de regula lui Cramer. (In cazul 3 nu

exista determinanti caracteristici ; pentru uniformitate spunem *i tn aceasta

situatie ca stnt toti nuli.)

Ezemple

1) Sa. 86 cercctese daea sistemul

z-y+3z+I+8=O

3z+y-z+21+o=O

2z+2y-4z+l-3=O

are solutii, In ClLZ afirmativ siL ee resolve.

Matricea ~ a cocticientilor neeunoeeatetor

li
T -1 3

.91t: = 3 L-l
2 2-4 ~II

tate de Tang p = 2, decereee toti determinarr[ii de erdinul tret sint nuli.

Iner-adevar, scastnd in matrices, .m Ilnia tutli din Iinia a dona, obtinem lima a treia.

Luam ell. determinant principal pe

Avem UI\ singur determinant caracteristic

1

1 -1 81
A3 = 3 1 I)

2 2--3
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care este nul, deci sistemul este compatibil. Primele dona ee,uat,ji ~i necunoacntele x, y' sint prin
cipale. Ultima ecuatie ~i necunceeutele 2, I sint secuudare, Avem 00' snlutii date de

+102+1+19

4

22+31.+13

4
1

8 + 311 + 1

5- II + 21

4

8+3.:::+ II
5-2 +21

4

2) Sa se disoute dupe valorile parametrului x sistemul

:r+2y +ll =1

x-y +22=2

2). :r + ).Zy + 32 = 3)..

Iu cesunte de compatibilitate, sa ee resolve.
Matricea~ este de rang trei deca determinantul aistemului

I, 2 'ID= 1 -1 2 =-(A-l) ()'-9)
2). )., 3

este diferit de zero.
a) Pentru ). =r 1, A=r 9, avem, dupa Cramer,

15

'-0

15). -15

().-1) ().-9)
~II

, 2
2 -1
3). A2

(A-I) ().-9)

I, , 'I122
2A 3). 3

(A-I) (A-9)

-3). + 3

(A-I) (A~·9)

, 1 2 1 I
1

1 --1 2
2" ).2 3AIZ = - ~ '

(,,-1) (A-!l)

-,,"+).
(A-I) (,,-9)

x
'-9

.,;

b) Pentru ). = :I, sistemul devine

x+2Y+2=I

x-y +22=2

2x +"y + 32 = 3.

-:k&ngnl matricei @R este d?i. Determinant principal lus.m pe
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Deurminantul earacterisfie

l
' 2 -11

~ = 1 -1-2
2 1-3

=0,

deci sistemul eete compatibiL Neounoacutcle principaJe lint x *i y; evem 0 inlinitate de aelutii

date de

1
' - . 21
2-28 -1 5

:1:= --3 = a Cl - z),

c) Data). = 9, aistemul se eerie

x+2y+z=1

x-y +2z=2

6x+27y+z =9

1-, [
2 -2z 1
-3 = "3 (z-1).

1
'i.tri~''!,'I'''' de rang doi. Determinant prlneipal Iuam tot p' a,. Determinantnl ceraetenscte

1 -1 -2 = 24; sistemul este imposibD./

627-9 /'

3. Teorema lui Kronecker §i Capelli

Un slstem de m ecuatii finiare

E, == ",.x, +",.x, + ... +"'." + b. ~ Q

Ez:S anXt + lI:22Xll + '" + ~..x.. + b2 = a

Em == am1Xt+ a",,,XlI.+ •.. + a"...x..+ b... = 0

are solutll dad ~i numal daca matricele

"'.a"

a,., a"..

, @ft' =
au
a,.

"', ... ",. b'~.
a22"'ll:lllb21

Clm2 ••• lIm.. b",

au acelasl rang p. Sistemul este detenninat daca p = n ~ nedetermlnat

daca p <no

Demonstratle. Teorema de mal sus reprezinta de fapt 0 alta formulare

a teoremei lui Rouche.
Intr-adevar, daca matricea &1[ are rangul p ~i toti determinanfii carac

terlstict stnt null, rangul rnatricei N' este rangul matricei &1[, deoarece sin-
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l

gurii determinanti de ordinul p + I din matricea 81Il.', distincti de determi
nantil de ordinul p + I, format! din 811t, stnt determinantii caracteristlct.

Invers, daca cele doua matrice au acelasi rang p, decl toti determi
nantf de ordinul p + I din 81Il. stnt nuli, urmeaza ca tott determinantii carac
teristici slnt nuli, deoarece stnt singurii determinanti de ordinul p + I ce
se pot forma din matricea 8lIt', distincti de determinantii de ordlnul p + I ai
matricei 81Il.. Ultima parte a teoremei este 0 consecinta a concluziilor alinea
tului precedent.

4. Sisteme de eeuatii Iinlare Ii omogene

Un astfel de sistem.
1; ajj Xi = 0, i = I, 2, .", m (1)
i~1

(toti termenii Jiberi stnt nuli, b1 = b'J = .. , = bm = 0) este totdeauna compa
tibil, deoarece cele doua matrice 8IIt ~i~' au acelasi rang, matricea glJL' avtnd
elementele ultimei coloane nule, ~re solutiajbanala) X:L = XI = .. , = x.. = o.
Dace rangul matricei .m. este mai mic decit n, atunci sistemul (1) are si alte
solutii.

Apliccdie

Sa conslderem sistemul de n ecuatii cu n necunoscute, omogen,

~1A; + C2:!aXll + ... + C2:J.nx.. = 0

~1A; + allllxll + ..,+~..X.. = 0
(2)

eu matricea 8lIt de rang n-I, adica determinantul slstemulul

D.. = ~I
;,j

(3)

este nul. In ipoteza cii determinantul de ordinul n-l

0"
u"

a"
a"

.•• a1. .._1

••• /lg...-1

0,.-1,1 a,.-ll, a •.• a.._1...-1
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este diferit de zero, solutiile sistemului (2) stnt date de

(4)

r- ... --- ....-. I
I

(Ill a,,1 ••• (I", "-1

Goo-I.t a..-1. 2 ..• a,.-I."-I·

\

lIu au (11,k-l al " (11.1:+1 ••• " ..... -1 I
lIu ~ a~.k_l a:ll' ai,k+I ···tla'''~l

;"'t:l a..-t.2" On-t.k-ta,.-l."a,,-l.k+t,··a..-t...-l· x k-12 n-l.. , - , "",

sl, dad Allk este complementul algebric al lui anI:' solutiile (4) se pot scrie

J;. = AnIt, Xz = A"2 t, .. _, x" = An.. t,

t Hind un parametru arbitrar.

Ea;emplu

Sa all determine A, astfel ea sietemul

x+2y-z=O
x -y +&=0
I.x-y --z = 0

sOli. admita. F altc eolutli in afara de z = y = e = O. Matricca &lit.

>It ~ II ~ -~ -~I\eete de rang p < 3 data detorminantul
A -1-1

J) ~ I~ -~ -~Ieete nul. D = 5). + 7 = 0 pentru x = - 2-. Solutiile sint date de
), -1 -1 5

I 2 -t I
-1 3

--y--

1

-1-11
-1 3 l' 2[

1 -1

=Gt, x=5oc, y=-4oc,z=-3o:.

Am aratat la proprietatile determinantilor de ordinul n ca , dace tntr-un
determinant elementele unei linii (sau coloane) stnt combinatli liniare formate
din elementele celorlalte HnH (sau coloane), determinantul este nul. Sa demon
stram acum ca, reciproc, daca un determinant este nul, 0 lime sau coloana
eete 0 combinatie liniar-a de celelalte linii (sau coloane). Intr-adevar, conform
teoremei lui Rouche, daca ststemul (2) nu are toate solutiile x!/. , xf, ... , ~
nule, atunci determinantul (3) este nul. Daca x:: =F 0, sa tnmultim coloana
tntt; cu x'l, coloana a doua cu ~ s.a.m.d., coloana a n~a cu ~ ~i sa adunam
totul 1a ultima coloana, care va avea astfel elementele

fl:t1 Xl + tlt2~ + + al"X::
Clslx'l + Clsll~ + +~..~

'I.,x:> + '1.,4 + _.. + a•• X::
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lli care stnt toate nule, deoarece ~ •...• ~ este 0 solutle a sistemului (1).
Deoarece ~ =1= 0, rezulta lli

~ ,g + + .:-,
- alA = --0 au + --0 ~2 •• , -----:JI" ll:t,II-l

a:.. . a:1I a::;.

...................
~ ,g + x~_l

- a,," = --0 a..l + --0 a,.2 + ... -0- CZn,"-l'
x.. a:1l XII

adica elementele ultimei coloane sint comhinafii liniare de celelalte n - 1 co
loane. Am demonstrat deci urmatcarea

Teo rem a. Condifia necesara ~i snficienti ca un determinant sa fie nul
este ca una din linii (san coloane) sa fie 0 comblnatle liniara de celelalte linll
(san coloane).

Aplicafie
Sa revenim la determinantul Dp .,.... , pe care l-am folosit la demonstratia

teoremei lui Rouche

Dp =
1 ' E.

Dace sistemul este compatibil, toti determinantii caracteristici Av+'" sint
nuli, deci

0'.= 1. 2, ...• m - p.

at = 1, 2•...• m-p,

Aplicind teorema precedenta, urmeaza di exlsta un slstem de numere
>-t••, 11.2.<'" •••• A", a; I care nu stnt toate nule, astfel tnctt

Ep +« = ~.o; EJ + 11.2.... £2 + ... + A".... Ep •

¥ deci putem enunja urmatoarea

T'e or e m a, Ecnafiile secundare ale unul sistem de ecuafii linlare,
compatibil. sint combinafii liniare ale ecuafiilor principale.

Prin urmare, un slstem este echivalent ell sistemul format numai cu
ecuatitle sale principale.



'04 Si:Jterne de ecualii liniare

BiJll"fllpJe

1) SA sa giseasca ). ~i II- astIel tnctt sistemul

E1 = z+3y+ z=O
Et=2:t-liy+3z=O

Ea :;;;; ).z-2y + 4z = 0
E.= Z+I1-II+2:=0

sA aiba. ti elte lIoIupi in afani de w = 11 = z = 0. 8iL Be resolve,
'I'rebuie 81 evem

f~_;I~
3 'I "r 3 :1-& a = 0, 'i 2 -5 =0,

-2 . '"deci ;~

). =3, 1"=-8,

..
=-ii z,

i
= -t.

11

Eeuatiile eeeundare sint Ea. E4• iar cell' principale E l • Ea; evem

Ea ;;; E1 + Ea. E, E -E1 + E,.

2) Sa Be discute dupa valorlle parametrilor a, b, c siatemul

i'+ ay +'az = 1

<O'Z+1/ +bz=t

az+by+z =el

Determinentul sistemului eate dat de

%-{" alai
D= _ / b =(b-1) (2a3-b_l).

a II 1

DiscuJie. 1) D*0, aiatemul este eompatibil determinat.

:,.,....'='l"~,,> 2)'0 ='!' 1, at -1 '* 0, D = 0,

lulm determinant principal pe

A!= l~ ~l =-a'+1*0.

Thlterminantul earaeterlstic

a,, ~I =(a' - 1) (c_ct
)

este nul da.ei.e = 0 aau c = 1, eind sistemul are 0 infinitato de eelutli, Daci c"4 0, c'=F1, sis
telllUl eete imposibil.



l'e"rema lui Rouch';

3) b1=l, 2a2-b-1 =0, deci a2 -ITO.

Detcrrninentul caracteriat.ic

I

I
[1 l'

I"
I'

a
1
b

; I = (a2 _, 1)(2a-c-c")
c

10

eete nut daca!? + c = 2a, clnd aistcmul are 0 infiuitate de solufii.
Daca c' + c 1= "la, aisbemu! cete impcatbll,
4) b = 1, a = 1, c = 1, eistemul are 0 dublj, infinitate de soluni.
5) b = 1, a = - 1, sistemul este imposibil pentru ortee vetoare a lui c.

5. Aplicatiile matrieelor Ia sistemele de eenatll liniare

Vom eonsidera eazul unui sistem de n ecuatii lintare ell n necunoscute
neomogen, ell determinantul sistemului diferit de zero

"E aUxj = bi '
i~l

i = 1, 2, ... , n.

Dad notam

A ~ II~::.
tl:t2 ..• all> x, b,
Q22 ••• fl:!"

X~
x,

B~
b,

Ia" a..2 ••• a"" x, b;

sistemul se poate scrie, matriceal,

AX~B. (I)

Matrieea A este nesingulara, deoareee det A 4= 0; are deci 0 inverse A-1

A-' ~ II d::;~11
si, tnmultlnd la sttnga ecuatia (l) eu A-l, avem

X=A-lB,
. care se mai poate scrie

'" ~ det A (Aub, + A"b, -l- -l- A",b")

X 2 = ~1_ (A12b1 + A22b2 + + A..JJ..)
det A

1
X" = det "4 (AbA + A 2..bi + ... + A....b,.),

adica tocJ!1Oli solutia data de regula lui Cramer.
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Cupitolul I

SIRURI SI SERII DE NUMERE

§ 1. MUL'!'IMI I,INIARE

1. VeeinAta!i

Vom considera acum muljimt de numere reale sau, ceea ce este echiva
tent, multimi de puncte pe 0 dreapta, avtnd tn vedere corespondenta biunivoca
a multimii numerelor reale cu punetele unei drepte. Astlel de multimi se numesc
lJniare. Fie Xoun punet pe dreapta. Vom numi vecindtate a lui Xoorice muJtime v..
care contine un interval deschis (a, b) care contine pe Z,b deci XoE (a,b) c V.

Vecinatajile punetului Xo au urmatoarele proprietati ;
1) Orice multi me U care confine pe Veste tot 0 vecinatate a lui XO' deoarece

U::> V:::) (a,b) 3 xo, deci U::> (a,b) 3 Xu-

v w

~~
i1 x cUb

Fig. 21

(I,b) n(a~IJ') -(8.6') ~Kq

. Fig. 22

. ,

2) Intersectia a doua vecinataf a lui Xu este tot 0 vecinatate a lui x 3 (fig.22).
3) Ortcare ar fi punetele x 4= y de pe dreapta, exlsta 0 veclnatate Va lui x:

~i 0 veclnatate W a lui y fara punete comune V n W = 0 (fig. 21).
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Dacd <X <Y exista un numar c astfel tnctt x < c < y; vecinatatile
V = (a, e). W = (c, b), a < x, y < b. Indeplinesc conditia ceruta, deoarece

(a, c) ~r~'~~er:~ vecinatatilor Iiecarui punet de pe dreapta s-a deflnit pe dreap
ta 0 st,udurO. topologica. Dreapta R ell aceasta structura topologica este un spa
tiu topologic numit dreaptareald. Din cauza proprietatii 3, dreapta reala este un
spatiu separat.

De obicei se folosesc pentru vecinatati veeinata/ite stmetrice

\ x - Xo I < s sau (xu - e, Xu + e), & > o.

2. Multimi desehise. Multimi inchise, I)

'"" l" \'" XOE (a, b) CA. -" + .. )- (<.----."v.,, . / )
Un punet Xu este exterior unei muljimi A daca exista 0 vecinata'tk a lui Xo

ale carei puncte aparjin lui CA. (WtA-<-<l"{;: ;-..-.e...~-t'",,1 .l1)

Un punet Xo este puna frontierd al unei multirni A dad. orice veciniitate
a lui Xo contine puncte ale lui A ~i ale lui CA

1
?

e" i~ 'J':;'
Ezemplu xi

~\e(A,~,\

Un punct Xu este interior unei multimi A dad exista 0 vecinatate (a, b)
a lui Xo, continuta in A, deci

Exemple

1) Intervalnl desehis (a, b) este 0 multime desehleu.
2) Reuniunea (a, b) n (c, d) estc 0 multime desehtsa.
3) MuJtimea numerelor reale eete d",schisi.

Fie Ao multime de numere. Un punct Xo E R (nu neaparat din A) se
numeste punctaderent allui A, daca orice vecinatate Va lui Xo contine eel putin
un punct din A (daca XoE A, acel punet poate Ii numai xo), deci V n A ==1= fl.

Din delinitle rezulta ca toate punetele unei multimi stnt puncte aderente
ale multimit.

o multi me A care t,?i conttne toate punctele aderente se numeste mul-
time inchisii. -/ '1-:J

Exemple

1) Intcrvalul Inehia [a, b] este 0 multlmc inobiaa.
2) Reuniunea [a, b] U Ie. d] eate o multime inr,hisii.
3) Multimea formata dintr-un singur element a este 0 muljfme lnehisa.
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MuJtimea punctelor frontiera ale unei rnultimi A Iormeaza frontiera lui A
~i se noteaza FA. Din deflnitie rezulta ca frontiera lui A este ~i frontiera com
plementarei lui A, deci

Exemple

1) Frontiera intervalului (a, b) este fOIIl\M.ti1 din punetele II ~i b.
2) Molj;imea..li a.punctelor euprinse intra doui store concentriee 81 ~i 82 cete 0 multime

desehisa. Suprafetele eelor dona sfere eoneeutrice formeaza frontiera mulfirnii A. Ccmplemsn
tara mnltimii A fata de tot spatiul este tormeta din multimea punctelor iuterioara sferei de razf>
met mica, reuntta en multimea punctelor exterioare eferei de raza mai mare. Fronticra acestei
multimi este formata tot din snpretetele celor dona srere.

3. Hultimi illarginite

(n numar natural) este gli!!Qrati!- de ~e~9' {usa zero
•

1 1
1) Multlmea "1' "2 '

nu apartine multimii.
~ 2) Multimea numerelor naturale N ={1, 2, ... } !lste m1i.,rgi!1it:1_ inferior de 1 iP punctul j

lloparj:.ine multimii.

o multime A· de numerese numeste rniirginitd La gfl1ga>- miirgin.itlJ inferior
,,<Ill winoroW -daca exista un numar m astfel tnclt pentru orice numar ae A sa
avem

m<a.
Numarul m se numeste minorani al kri A. Numarul m poate sa apertina sau nu
multimli A. Daca m' < m, atunci ~i m' este minorant al lui A.

Exemple

o multime A de numere se numeste miirginitii La dreapta, marginitii supe
riorsau majoraiii daca exista un numar M tnctt pentru orice a e A sa avem ne
egalitatea

a<M.
Numarul M se numeste majorant al lui A ~i poate sa apartina sau sa nu apar
tina muljimii A. Daca M'> M, atunci st M' este majorant al lui A.

Exemplu
Muljiimea -1, -2, -3, "" -n, ••• esto majorata de M = -1 §i uumarut -1

aparpne multirmi,

o multi me marglnita la stinga ~i 1a dreapta se numeste mdrginitii.

Exe.mple
1) Mul~imea numerelor intregi §i poairive este mii.rginitli. inferior, dar nu este miirginitii

superior.
1 1 1

2) Multimea numerelor 1 ' 2'"'3'" ' . n···· este marginita, deoarece eetc mar··

ginita superior de numarut 1 ~i inferior de numarul zero.



~1 - M = M 1 + M, insa neegalita-
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se~te margine supen'oara a unei multimi A eel mai mic majorant,

adica un numar M care se bucura de urmatoarele proprietati :
1) pentru oriee numar a E A. a.:(. M ;
2) pentru orice numar e:> 0 exlsta un numar bE A cu b» M - e, nurna

'[ rul s. puUnd fi chiar M, daca MEA,
\ Conditia 2 este echivalenta ell urmatoarea : -~ <

'-" 2') oriee vecinatate a lui M conttne punete ale muljimii A.

Teorema. Orice muljlme majorata are 0 margine superioara,

Demonstra:fie. Vom arate cum putem construi efectiv numarul M, de

monstrtnd prin aceasta ~i existenta sa. Fie n primul numar tntreg la sttngaea

ruia se gasesc foote punetele multimil A; n - I va fi partea Intreaga a numa

rului M. Intervalul (n -I, n) it tmparttm tn zece intervale egale : fie n1 eel mai

mic numar din divlziune, la sttnga carula se gasesc toate punetele multimti A;

1lt - 1 va Ii 'prima zecirnala a numarului A.
Daca contlnuam, obtinem pe aceasta eale numarul M sub forma zecimala.

Acest numar este unie, deoarece, dad ar mai fi unul M1 > M, pentru

e:>Odatde

ar exista un numar a' E A ~i a' > M1 ~

tile pe care trebuie sa le satislaca a'

a'.:(.M. a'> M1;M > M ~

stnt eontradictorii.
In mod analog delinlm- 0 margine inierioarii (eel mai mare minorant) a

muljimii A prin condltiile :
I) pentru orice aEA avem q.> m;
2) pentru orice e:> °exista un numar bE A cu b < m + e, acest numar b

puttnd Ii chiar m, daca rne A.
Conditia 2 este echivalenta ell urmatoarea :
2') oriee vecinatate a punctului m contine puncte .ale muljimii A.

Existenta st unicltatea acestui punet se demonstreaza tn mod asemanator,

construindu-I efectiv.

Ezemple

1) M:ul~imea. de numere (--:1r'n natural, este marginita inferior ~i superior de

m = -1, M = -.!.. ~i ambcle punete apartin rnm -mii•

•
2) Multimea de numere tI .. = tl - 1, ell n natural, eate de asemenea m'rginitii. j. ,

111 = 0 gi M = 1; punetul m apartine multimii, insi M nu apartina,
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Marginile inferioara m sl superioara Male multimii A se noteaza

m = inf A, M = sup A

~i pentru orice a E A avem

m<.a-<M.

4. Punet de aeumulare al unci multimi

Fie A 0 multime de puncte *i II un punet care aparjine multimli sau nu.
~pl!,nJ,n:Lcii ~es!~ UP1l~~d; ::::;"';: ~~tipliA4aca orice".GiA'lal., V

a lID IX con~ eel plil ~, ~~l~~ka~-da"punctul «, deci

V n A - {oc} * 9.

Pjl:Ldefinltie rez1!lHi ca.orice veclnatate V a lui a; contlne 0 infinitate de
punde ale multimii A, Orice punct de acumulare al lui A este punet aderent
allui At tosa pot exista punete aderente ale lui .:t fara sa fie puncte de aCl;lmu-
lare ale lui A. .. S" ? \

Exemple

1) Multlmea {I, 2.. , _ ,. _,2:.., __} are punetulOpunet de eeumularo, iuaa punc-
2 3 l!

till 0 nu apartme mulfinrii,
2) Multunea. A = [1, 2) arc once punet al siLu punet de acumulera. capetele lUtcTV8.·

lulni 1 !ill 2 idnt tot puncta de eeumulare ale multlmii A, 1 E A, tnsa 2 e A.
3) 0 multimefinitii.nu are puncta de aeumu!are. Multimea{l, 5, 7, 9} are toaee punetele

aderente, insii. nu Me puncte de eeumulare,

Un punet al muljimii A care nu este punct de acumulare se numeste punct
izolai. MUlti.ITIile finite slnt formate numai din puncte izolate. Multimea numere
lor naturale este Iormata rrumai din puncte izolate. Exista decl multlmi infinite
care nu au puncte de acumulare, tnsa orice multime care are un punct de acumu
Iare este infinita.

O multime fermata numai din puncte lzclate se numeste multime dis
cretli. Se poate arata ca orice multime discrete este Iinita sau numarabila. Mul
-timile finite stnt discrete. Multimea numerelor tntregl este 0 multime discreta.

Teo rem a. Condifia necesara ~l suficienti ca 0 multime sa fie inchlsa
este ca si·~ contini punetele de acumulare. '

Demonstratie. 0 multime A Inchisa t~i contine punetele aderente.
PuncteIe de acumulare stnt punete aderente, deci stnt continute in multi

mea A. Reciproc, sa presupunem ca A t~i contine toate punetele de acumulare.
Fie XI un punet aderent al lui A ; daca prin absurd Xu e A, atunci Xu este punet de
acumulare allui A (deoarece orlce vecinatate a lui Xu confine un punct allui A).
~i. cum A t~i conjlne punctele de acumulare, XuE A.

Teorema este demonstrate.

8-c.1Oll1'
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1b -a =b-lJ. _
... .. 2"

In leIiatura co multimile mi1rginite ~i infinite avem

)<1 Teorema lui Weierstrass-Bolzano. 0 rnulfitne rniirgfnita

~i inflnlt3 are eel puffn un punct de acumulare,

Demonstrafie. Fie A 0 muljime marginita ~i infinita de puncte. Fiind mar

ginita. urrneaza ca toate punctelesale aparjin unui segment [a, b] en a. b numere

rationale. Sa tmpartim segmentul [a, b] in douaparti egaleen ajutorul punctu

lui c. Multimea A este inflnita, deci eel putln unul din segmentele [a. c] sau

[c. b] va avea 0 infinltate de puncte din A. Sa presupunern ca este segmen-

tul [c.b]; t1 notam lilt, b1 ] ; numerele cj, ~ stnt rationale ~i ~ - lIt =b -lJ s.a.m.d.
. 2

Sa presupunem ea am gasit doua numere rationale an' b....astlel tncrtsegmentul

~. b. contiue 0 inflnitate de puncte din multimea A si
c c

1

egale. Deoarece segmen
putin una din cele doua

:--1 J'

Numerele all+I , b"+1 stnt ratio-
C\. \--,> ~_,

I, (_., ~

~ b~a

a" -< a..+! < b..+1 -< b.., b..+1 - a..+l = ~ •

Sa trnpartlm segmental [a...b.] in dona parti
tul [a.,b,,] contine 0 infinitatede puncte din A. eel
parti .contine 0 infinitate de puncte din A.

sa notam acea parte cu [a,.+1' b"+1]'
nale ~i

Obttnem astfel prin inducjie complete strut de Intervale
qui) ,

[0:1. b1 ] :) [a!, b!]::J '" ::J La", bll ] :) · •• ,

unde sirurlle de numere o ,

~ '- .

lIt.C1, a.....

b1.b!, b•• '"

au urmatoarele proprietati :

1) llt<a2o-<.a:a--<. --<.a..--<. ..

2) b1>b2o>b;> »»:» ..
3) b.. - a.. = b ;'lJ pentru orice n e N. b,>a

Q
• p, qe N.

4) Segmentul [a,., b•.l contine 0 infinitate de punete ale multimii A.

Daca ne amintim cele spuse la numere irationale, urmeaze tii cele doua

sirurl (a,.), (b.) definesc un numar real Xo.
Sa aratam cii Xo este punct de ecumulare al lui A. Fie V 0 veclnatate a

lui Xo. V = (c. d). Putem alege pe n suficient de mare. astlel tnctt ~ avem

c <~_5.~...~b.. <d.
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Insa [a,." bill conjine 0 infinitate de punete ale muljimil A, deci vecinatatea V
a lui ):0 contine o infinitate de punete a lui A, tn consecinja, Xo este punet de
acumulare al lui A.

Daca rnultimea A nu este tnchisa, se poate ca punctul Xo sa nu apartina
lui A.
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.. } arc punctnl 0 puuct de acumulare, insa. nu-I
•{

1 1
1) Multim ea I, 2"'3'

aparpne.
2) MuljJmea [L, 2, .. , n, . .} este infinita, insii. nu are punet de acuuiulare, deoareee

nu eete mii.rginitii..
3) Intervalul (a, b) are toate punctele sale punete de aeumulare. Capetole interva

Iului (a, b) sint tot puneto de acumularc, dar nu apartin intarvalului.

5. limita superioara r;;i limila inferioara

Conform teoremei precedente urmeaza ca orice multime A marglnita ~i
infinite are cel putln un punet de acumulare. Evident, 0 astlel de multi me poate
avea mai multe punete de acumulare, chiar *i 0 infinitate. Fie A' multlmea punc-
telor de acumulare. -

Muttimea A Iiind marginita, urmeaza ca *i A' este marglnita.
Marginea superioara a muljimii A' se numeste limita euperioarii a

mul/imii A, 0 notam cu L

L = lim A = lim sup A

~i are urmatoarele proprietati : pentru orice e> 0:

1) exista 0 infinitate de numere aE A ell a> L - e :

2) exista un numar flni t de numere b E A eu b> L + E:.

Intr-adevar, la dreapta lui L + E: nu poate sa existe un numar infinlt de
punete ale multimii, deoarece, tn acest caz, conform teoremei lui Weierstrass
Balzano, ar avea un punet de acumulare, L' > L st L nu ar mai fi marginea su
.perioara a multimii A'.

La dreapta lui L~· E: trebuie sa existe 0 infinitate de puncte ale
multimii A, deoarece L este punet de acumulare.

In mod asemanator, marginea lnferioara a multlmii A' 0 vom numilimita
inferioara a mulfimii A ; 0 notam ell 1

1= lim A = lim inf A

*i are urmatoarele proprietaji, pentru oriee E:> 0:
1) exista 0 infinitate de numere ae A ell a < I + E:;

2) exista un numar finit de numere bE A ell b < I - E: ~ se demonstreaaa'
ca mai sus.
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.Nurnerele m, M, I, L asociate multimii A satisfac inegalitatile

m.<I.<L-<:M.
E:l:6'mple

1) Multimea {(--;~)nJ' n = 1,2, ... arem= -+, M =+, 1= L =O.NuillerellJl~i

L nn apartin mul'[imii.

2) Mnltimea {Sin n %}, "tntre/!" are m = -I, M = 1, 1= -1, L = 1 ~i toate

apertin muldmii.

I "±'}
3) Multimea l2" Ii = 1, 2, 3, ... are m = 2, M = 4 §i L = I = 2. Numerelc m,

I, L nu apartin multirnii.

o multime C de numere reate se numeste multime compacta daca este
inchisd si mtirginitii.

E:l:emple

1) 0 multi-me finitil. {al , a2, ••• , a..} eete tnchisii. §i miLrginitiL, deci este ~ompactii..

2) UniutervaJ tnchie [a, III san 0 reuntune finitii. de intervale inchiee U [~, bi] este
i~l

o multi-me compacta. ~

3) Mnlpmea numerelnr reale :l:::;;:" a nu este compacta, deoarcce nu este marginifa,
4) Dreapta rcalli. R nu este compacta, deoarece nu eete marginita,

Vom spune ea 0 Iamilie de multimi {B I , B~, .. .} constltuiejo acoperire a
multimii A dad A c U Bk , adica oriee punet .ee A aparjine eel pujln unei,
multimi BI:'

Dad multimea {~, B!, ...} este Ilnita, spunem ca ea formeaza 0
acoperire {inita a multimli A.

In legatura eu multlmlle eompacte avem

Teorerna lui Borel-Lebesgue. DaciiCesteomulpme compac
ta, din orice acoperire a sa cu intervale deschise se poateextrage 0 acoperire finita
asa.

DtHnonsuatle. Fie (I1X)o:EIO aeoperire a multimii C formatl\- din intervale deechise,
1) Dad, 0 = {2i.,••• ,:lfl} eete finiti, n intervale 11X1, IiX>' .•. , IIX,. en:l:,l: eI1X1: ccnstl,

tuie 0 aeoperire a multimii. C.
2) Sa. preaupunem cl\- C eete infinitii.j fiind compacta, este marginitii., deci C c; [a, 111

a,b numere ra.tionale. Yom demonstra prin redueere 1& absurd. Vom prc~upnne cil. 0 ~n ~d.
mite 0 aC9perire finiti. de intervale desehille vi v;om ajunge la 0 ~nt~~dictie.~ Si im~~m
tervalul [a, b] in doui. subintervale egale j mnltimea c: ae va I.mpii.qi~ dODa~ubmul~l 01 ,

Ct, 0 _ CI U C., oontinnte reapeetiv in eele doni aubmtervele. Dad, fl~ea.re din mulpmile 01 ,
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c, ar pu~ea Ii a?Operita eu u~ n.u'?li'i.r~t de interval~ des.chise, reu?it~uea lor, multfmea C,
a: putea fi acope~ta cu un num~ fimt d~ ~t6Ivale desc~lse.' ~ con~radictle eu afirmatia Iacuta,
Sa preeupunem ea 01 nn poe.ee Ii acopenta eu un numar finit de mtervale deschise' sa notam
eu [al>bll intervalul care contine pe 01 , dod '

Mulpmea 01 este neaparat infinita, Avem, de asemenea,

Sa presupunem ca am gasit dOllanumere rationale a.. < bn' astrel tnctt b.. _ a.. = -..!... ,
2'

Ier mulpmee 0.. = [a", b.. 1n°nu poate H acoperita eu un numar finit de intervale deschlse.
Multimea 0.. este infinita.

. 1mpi'i.rpm i~tervalul. [a", b~l ~ dona parp egale prin punctul c". In baza aceluiasi re
ponament, eel puun una din multimile [a.., CII] n0 san [c.., b..] n 0 nu poate Ii eecperita en
un numar foot de intervale din familia [Je] j nots.m aeea multime cu

G"+l = [an+l' b"+l] n 0,

unde

In modul eeeeta so construiesc dona ~iruri de nurnere rationale

1) a,.<a:< <a.. -c
2) b1>bt :> >b,,> ...

3) b.. _a,,=b-a, b... >a.., "I, nEN.
2'

4) Multimea. 0" = [a", b..[ n 0 nu poate Ii acoperitg eu un numar Hnit de intervale di
familie ~i pentru criee fI multimea 0" eontine 0 infinita.te de pnncte ale mulfimii C.

Sirurilc (a..l, (b,,) dcfincsc un numdr :l1J; au-< Xu -< b.. pentru orioe tJ E N (A, cap. I.
§2 al. 2). Punetul :l1J este punot de ecumutere al multimii G, rntrcctt orice interval [a.., b.,J
eontine 0 infinitate de puncte ale lui G. Punctul XoE 0, deoarece 0 eete compacta ~i, prin urmare,
i,I eentine toate punctele de aeumulare.

Punctul :l1J fiind punct de acumulare, exista un interval I din familia (la) care contine
pe :111, deci I eete 0 veeinatate a lui :l1J.

Putem gasi nn numar n astfel incit [a., II..] c I, deoerece b" _ a.. = b - ~ --+

2'
dnd n --+ 00 ; prin urmare, [au, b"l nO'c I jam gisit asUel un interval din familie care ace
pera multimea [a.., bill n0, ceea ce este in eontradietie;, eu proprietatea 4.

Ipotcsa pc care am faeut-o mai sus. anurne \la multimea compacta 0 nu poate ti ncoperitj,
eu 0 multime finita. de intervale din familia (I"J IlE 1, a due la 0 ccntrasicere , lema este demon
strata.
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§ 2. NUMERELE IMPROPRII + oo ~I -=

1. MuItimi ne:mil'ginite

o multi-me A care nu este marginita superior spunem ca este marginita
superior de + 00 (plus infinit). Marginea sa superloara este + 00 ~i se serie

sup A = +00 sau sup X= + co.
'EA

Din definitia marginii superioare avem :
I) x < + 00, pentru orice XE A;
2) dacfee <+ 00 *i A nu este marginita superior, exista eel putin un

punct x> a !ii x e A.

E:J:emple

1) Multimea numarelor naturale cetc miirginita. superior de + 00

supN=+oo.

2) Mul~imea nnmerelor reale este marginita superior de + 00

sup R = + 00.

Daca R este multimea numerelor reate, atunci X < + 00 pentru orice nu
mar real x E R.

o multirne A care nu este marginlta inferior spunem ca este marginita
inferior de - 00 (minus infinit). Marginea sa tnferioara este - 00 ~i se serie

inf A = - 00 sau inf x = - 00.
xEA

Din definitia marginii inferioolTe avem :
1) x> - 00, pentru orice XE A;
2) dad a> - oc ~i A nu este marginita inferior exista eel putin un

punct x <a ~i xEA.

E:{;cmplc

1) Multimea numerelor lntregi este marginita inferior de - 00.

2) Mu1timca numcrelnr (--1)" 211 eate miirginitii. inferior de - 00.

Dad R este multi mea numerelor reale, atunci x> - 00 pentru orice
numar real XE R.

o multime A care nu este marglnita superior :;;i inferior spunem ea este
marglnita superior de + 00 ~i inferior de - 00, care stnt, respcctiv, marginile
sale, superioara si inferioara

m = inf x = -t co. M = sup x = +00.
~EA ~EA



Numerele improprii + co $i - 00

Putem deci enunja propozitia :

Orice mnltime A are 0 margine superloara ~ 0 margine lnferloara (finite
san infinite).

Multimea numerelor ~e tmpreuna eu + 00 ~i - 00 se numeste dreapta
incheiatii ~i se noteasa cu R.

Oricare ar fi x =F y, X, yE R, nu putem avea decit situatiile

-oo<x<y<+oo
sau

-00 <y<x<+oo.
Cu aceasta structura de ordine, dreapta Incheiata este 0 mulitme total ordonatii.

2. Vecinutatile lui + 00 ~i - 00.

Punete de llcumulare infinite

Numim vecinatati Vale lui + 00 multimile care conjin intervale deschise
st nemarginite de forma (a, + 00) (fig. 23).

Numim vecinatati Wale lui - 00 multimile care conjin intervale deschlse
sl nemarginite de forma (-00, a) (fig. 24).

·(1, ....-) a

Fid. 23 Fig. 24

Multimea numerelor reale Rare deci pe + 00 limita superloara ~i pe - 00·

Ilmita inferioara.

Fie A 0 multime nemarginita superior. Proprletatlle
I) x < + 00 pentru orice XE A,
2) dace a < +00, a E A, exista eel putin un X> a, XE A, arata ca +00

este punet de acumulare al multimii A, anume limita superioarii, deci

+ 00 = lim sup A.

pentru 0 muljime A nemarglnita inferior, proprie-In mod asemenator,
iatile

I) x » - 00 pentru orlce XE A,
2) daca a> -00, ae A, exlsta cel putin un x< a, XE A, arata cii

este punet de acumulare al multi":lii A, ~i anurne limita sa inferioarii

- 00 = lim inf A.



'2. Siruri {Ii ~erii de numere

Cu Introducerea lui+00 ~i - 00, teorema lui Weierstrass-Bolzano are urma
toarea Iormulare:

Orlce multlme infiniti are eel puttn un punet de acumulare.- Punctul de
aeumuJai'e este tinit daca multi-mea este nWginita.

Unci multimi de puncte A i-am asociat astfel patru numere : m, M. I ;;i L

m = inf At M = sup A

I = lim inf A, L = lim sup A

;;i avem inegalitatile
-oo<m<I<L..<M<+oo.

Exemple

1) Mul~IlIea II.. = sin ~. n E N are M = 1, m = -1, L = 1, 1=-1.
2

2) Mulpmea. numerelur naturale {It 2, ... ,n, ... ] are m = 1, M = + 00, 1= L=
= +00.

u. = (-1)" n -1 • n E N are m = -1, M = + 1, I = _ 1, L = + 1.
0+'

3. Opera-pile ell + 00 ~i - 00

Numerele improprii + 00 ;;i - 00 (se numesc astfel deoarece nn respecta
toate operatiile ell numere reale) stnt supuse 1a urmatoarele reguli de calcul :

1) -(+=)~+(-=)~-=. -(-=)~'I-(+=)~+=

2) a ± 00 = ±oo (c e R). + 00 + 00 = + 00, - 00 -- co = - 00

3) (+=)(+=)~(-=)(-=)~+=. (+=)(-=)~ (-=)(+
+ (0) = - 00

4) a(-=)= _oo.a='~oo, a>O, a(+oo)=f~:'. a>O
1+00, a<O 1 ~ a<O

5)~=-'-~0
= -c cc

6) a~~f+=· a> '. a-~~!+=' O<a<1
lO,O<a<1 0, a>l

7) (± oo}" ~JO. m<O
l(± 1)".=. m>O

Operatiile + 00 -00, - 00 + 00, ±=. 0 (± 00). (± 00) ·0 nu au
±=

sens. Tot fara sens sint

if, l'<"~-, ooo ,

+ 00 :;;i - 00 se numesc st numere infinite.



1. Derinitie

Siruri numeric!!'

§ 3. ~IRURI NUMERI($
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Fie 0 multime E de elemente. 0 familie (parte, submultime) a multimii E
se mal noteeze ~i

(a..)"EI'

Multimea I se numeste mulilmea indicilor, iar orice element n Else
numeste indice. Daca J este multi mea numerelor naturale N = {1,2, ...}, 0

familie de elemente ale multimii E

(all)nEN

se nurneste sir, Dad a.. sint numere reale, avem siruri de numere reale, deci

De fin i tie. Un sir de numere reale este 0 familie de numere reale

(a..JnEN

eu indicii numere naturale.

De obicei, se noteaza un sir numai (a..), tnjelegtndu-se prin aeeasta
multimea

aI' U:!, •••. , an' ...

Numerele aI' ~, ... , a.., . . • se numesc termenii sirului ; an se numeste ter
menul general sau termenul de rangul n al sirului.

Exemple

1) Birul 1, 2, 3, ... este strul numercler naturale.
2) Sirul 1, 3, 5, 7,. estc ~irul numerelor naturale imparl.'.
3) $iruIl, 3, 1, 3,. are ca tormen general an = 2 + (-1)".
4) Sirul 1, 1, 1, 1,. are ca termen general pe Un = 1.

Prln definifie vom spune ca doua sirurt (a
B

) , (b)u sint egale dad termenli
corespunzatorl aceluiasi indice stnt egali, adica

a.. = b1 , a2 = b2, · · • ,all = b......

2. ~iruri marginile. ~iruri nemarglnite
- --_..t

( Un sir de numere (a,,) este marglni t inferior daca exista un'~':~~r m ast-fel tnctt a; >- m pentru arlee n EN.

t Un sir de numere (a..) este marglnit superior dace exista un numar M astfel .
ctt a" -< M pentru orice n e N.

,
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.. eatc mgrginit m = ~, M = l.
2

Un ~iJ" de numere (all) este marginit dace este marglnit superior ~i lnierier,
deci exiata doua numere m ~i M, m <M, astlel inca m<. a,.<. M pentru orice
n e N,

Observa j i e
Daca A = max( I m I. I M D, atunci

Ia,.l -< A pentru orice nEN.

Un sir de numere (a,.) este nemarginit daca, oricare ar fi numarul B> 0,
exista un terrnen all din sir astfel tnctt

I a.l> B.
E:Jlcmple

1) ~irul .!, 2, ~, n-l
2 3 4. n

2) f,>irul ((-I)" ~J' IJ E N cste marginit, deoarecc

!anl=!-<l.
fl'

"'.... 3) ~irul 1, a, a2, ••• , a", ... pentru I a 1 > 1 este nemgrginit, jar pontru I a I ,,1
este marginit.

4) ~nl (:I) este marginit.

3. ~iruri monotone

Se spune ca un str de numere (a,,) este crescator daca

a:.<a:s ... -<a.. < ...
*i ca este strict crescator dad.

~<ll:l< ... <a.. < ...
Ea:emple

1) ~j:rul numerelor naturale 1, 2, 3, ... eete strict erescator,
2) Sirul 1, 2, 2, 3, 4, 4, 5, 6, 6, este ereecator.

Se spune ca un sir de numere (a..) este descrescator daca

~>a2> ... >a..>
~i ca este strict descrescator daca

al> as> ... > an> '"
Exemple

1) ~irul1, ~,~ .•• este un pr strict descrescator.
2 3

2) ~irul a, a, a,. este un fir ji deseeescaeor ~i crescii.tor; se numeste fir eonslant,
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3) Siml j, -1. +1, -1, +1, -1, ... nn este nici crescator, niai deserescator.
4) Data girul ~,al' ... , a.., .... eete ereeegtor, sirul opuselor -all -al,· este des

erescator.

Un sir crescator sau descrescator se numeste $ir nwnoton.
Un sir strict crescator sau strict descrescator se numeste $ir strict monoton:
Fie (a,.) un sir ~i

n1 <na < ... < nIl < .. ,
un sir strict crescator de numere naturale. Slrul

a«, a...•. ", an'JJ •.. ,

se numeste sub§ir at sirului initial.
Se veriflca user ca orice subsir al unui sir monoton este tot un sir mono ton.

Exemple

I 1 .111 .
1) n !iirull, 2 3 fJ ••• , ~lru!2' 4' 6' ... este un subair. Primul ~ir cste

strict moncton ; eirul a! doilea eetc tot strict monoton.
2) glml 1, 2, 2, 2,3, 4, 4, 4, 5, G, 6, Ii, 7, .,. cetc moooton ; suhsirulL, 3, 5, 7,

este strict moncton.

4. Pnnctc limits

Un numar <Xeste un punet Iimita al sirului

U:!, /l:l•••. ,a......

dad orice vecinatate Va lui a; contine eel putin un termcn al sirului, diferit de <X

{numarul <Xpoate sa aparjina sau sa nu apartina sirului). Orice vecinatate V
a lui a; contine oinfinitate de termeni ai sirului. Dad notam cu £ mul timea punc
telor limite a sirului (Cln). se numeste limita superioarii a sirului (Cln) marginea
superioara L a mul timii £ :;;i se noteaza

L = sup 1: = lim sup an ~ lim a,..

Marglnea inferloara l a multimii £ se numeste limlta inferioarii a
sirului (a..) si se noteaza

1 = inf £ = lim inf a" = lim a".

Din :--definitia data numerelor si L rezulta cii au urmatoarele
proprietati :

Pentru numiirul 1:
1) la sttnga lui 1 - e, e> 0, se gaseste un numar finit de termeni at siru

lui (an);
2)la sttnga lui 1+ e, se gaseste 0 inflnltate de termeni ai slrului (a,.).
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Intr-adevar, daca 1a sttnga lui I - e; s-ar gasi 0 infinltate de termeni ai
sirului (aw), ace~tia!if a~ea !!n punct.1i~ta diferit de I (eventual- 00) ~i I nu
ar mai fi margine mfenoara a multimii £.

La stinga lui 1+ e, e> 0, se gaseste 0 infinitate de termeni ai slrului,
deoarece veclnatatea (1 - s, 1+ e] confine 0 infinitate de termeni ai sirului,
1 fiind punct limita.

Pentru numarul L:
1) Ia dreapta lui L + e:, e:> 0, se gaseste un numar finit de termeni ai

sirului (a,.);
2) la dreapta lui L - E, se gase*te 0 infinitate de termeni ai strului. Se veri.

fica to mod asemanator.

E:x;emple

1) ~irul {sin n:}, fiE N, are M = 1, m = -1 Vi elnel puncta limiti: 11 = -i,

Y2 V2 d . L l' 11,=-2,18=0,1'=2,1,.=1, eel = .1=-.

2) ~irul(~), nEN, are I=L=O.

8) ~irul (-1)" (~2)' nEN, are I=L=O.

§ 4. ~IRURI OONVERGEN'IlE

1. Definipa I

Un ljir de numere

~,-%, .. ", s......

se numeste convergent dad exista un numdr s astfel lnelt pentru oq,k
II: > 0 sA exlste un numb natural N (e) [eare deplnde de e) astfel Inett
pentru n » N (e) sa avem

JS-snl<e.
Numarul S se numeste Ilmita sirului (s,J; se noteaza

lim s, = S

"~-

~ se clteste .Hmlta termenului general s. ctnd n tinde catre inlinlt este numa
rut s".

Daca un sir este convergent se spune ca are limita.
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Exemple

1
'1

2'
•.. cste convergent ~i are limita zero. Intr-adev1i.r

2. Definitia n

Un ~i(de numere (5..) este eonvergent daca exista un numar 5 asttel
incU in atara Iieearei veemalati a lui s se ana eel mult un numae
linit de termeni ai §i.rului. .

Fie e>.O un numar oarecare. Din Iaptul ca in afara oricarei vecinatatl
a lui s exlsta numai un numar linit de termeni ai sirului rezulta

15-5.1;;>, (1)

numai pentru n c; N(e), N(e) fiind un numar natural care depinde de e. Pen
tru n> N( e), toti termenii sirului sint in veclnatatea]

Is-s..l<e,
~i sirul este convergent conform co definitia I.

Reciproc, prima delinitie implica pea doua. Intr-adevar, deoarece pentru
n » N(e) avem

Is-s"l<e
urmeaza ca I s - s.. 1>- e numai, eel mult, pentru n = 1,2, ... , N (e), adlca
pentru un numar finit de termeni ai sirului.

Un ~ir este convergent daca L = 1.

Daca 1 = L = 5, atunci, conform proprietatilor lui 1 ~i L, pentru e> 0 *i
arbitrar la sttnga lui 5 - e se va gasi un numar flnit de termeni ai sirului, iar
1a dreapta lui s + e se va gasi tot un numar finit de termeni ai sirului, deci de
[a un rang N( e) tnainte toti termenii sirului satisfac neegalitatea

Is-s..l<e.

lnvers, dad 1s - s.. 1< e pentru n> N(e), urmeaza ca la sttnga lui s - e
se gaseste un . numar Ilnlt de termeni ai sirului, iar la dreapta lui s + &

se gaseste un numar finit de termeni ai sirului, deci s este si limita superloara,
~i limlta inferloara : s = t. s = L, deci 1 = L.

Un sir care nu este convergent se numeste !iir divergent.

1) ~irnl ~, .!- ,
1 2'

I~---o\ -c e, pentru n>N(e), cuN(e) primul intreg >*;dacii.e=l~'

N(e) = 104• ~
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f!EN.

2) l$1rnl Un = n I eete divergent; lim fI I = + 00•...
3) ~irul u.. = (-1)" + 2 este divergent, deoarecc are doua. puncta limita, 1= 1 §i L =

= 3. -Iln tit tare are mai multo puncte lim itii se numoste §i fir oscilant.

4. Snb~i:ruri eonvergente

Sa demonstram urmatoarea

Teo rem a. Orlce subslr al unui sir convergent este convergent.

Demonstrafle. Intr-adevar, daca lim 5.. = s, conform definitiei II, to afara...
oricarei veclnatatl a lui s se ana un numar finit de termeni ai sirulul, deci eu
aut mai mult un numar linit de termeni ai oricarui subsir al sau. Deci
orice subsir al unui sir convergent are aceeasi BmW! ell sirul initial.

Ezemplu

1) Sirnl ( :2 )este convergent ~i ~~ ~B = O.

Subsirul r_'_1 eeee convergent ~ lirn .-!..- = o.
_ (2n)2J _OX> 4112

In legatura ell sirurile marginite sa demonstram

L e mal u iCe s ar 0. Orice ~r m8rginit confine un subslrconvergent.

DflllonstrH~le. Dadi (e..) eetc un ~ir mgrginit, put,em giisi doua numere ratio.
n ale a, b aatfel ineit

Sa impartim intervalul [a, b] in dona pii.rti egale ell c = b --; a

Numarul c este rational. In unul din intetvalele [a, e] sau [e, b] cxistii 0 inlinitetc de
termeni ai ~irulni, deoareee reuniunea lur eontine toti termenii eo-ulm. Fie [a, t] ecest interval;
II notam en [Il:t, b:i] ~i

Proeedeul se continua. Fie un segment (a.., b..], (a.., b.., numere rationale), care con
~ine 0 infinita.te de termeni ai sirului (x...)

b.. -a
ll

= b-a.
2"

lmpii.r(;im segmentnl Ia.., b..l in doU:a parti egaJe en numdrul rational o.. = b..-a...
2

Unnl din segmentele {a.., c..] san [e.., b"l contine 0 infinita.te de termani ai airulni (X,.). Notgm
eu [a..+1, b..+t] unul din aeeate dona segments, care eontine 0 infinitate de termeni ai
~rului (x.,,). avem

,i



Sa eonstrutm acum un suhsir al firullli (x..) convergent ciitre xu'
Fie XIII un clement al §ulllui (x,.) ~i x,.IE[ar, bl ]. Deoarece intervelul [a2,b21 ecntine 0

Infinitate de termeni ai sirului x"' crista un termen xll 2 ul §irului(x,,), eu 112 > n1 §i x"2E[a2.b2].
SA presupunem fiL am ales un termen x" al sirului (x,,) §i x" E [ap , bllJ. Dcoarece inter
velul [ap +!. bV+l] eonj.inc 0 infinitate de t~rmeni ai sirului (i,.), extstn un tcrmen x
eu "JI+l>lI:1' §i X"lI+IE[0:l'+l' bV +1 ] ' Am aratat astfcl prin induotie completg Ca' putem "gts1
un ~ir (xll1» ' 1 <:p < 00, astfel ineit

1) nl > n2 > ... > flJl > ..
2) a:l' -c x" -< b:l" pentru orice pEN.
~irul (X"I) :ste un subsir al ~irului (x,,). Sa arat-am ell. este convergent entre :1:0. Denurcoe

Ilv-<xo-<b'/>

tip <: x"p -< bv'

$iruri eonoergente

Am obtinut aatfel doua siruri de numere rationale (a,,), fI,,), cu proprictfttile :

1) lI:L<~-< -<a,,-<.
2) b1>b2 > :;;;"b,,>.

3) b" -a" ~ b-a, bv > au' p, q, nE N.
e-

4), Fieeara din intervelele [a.., b,,] confine 0 infinitate de termeni ai sirului (x,,)
Dill proprietatile 1, 2, 3 rezulta ca exista un singur numnr xo, usttel incit

a'lI -< Xol -< b", pentru once II E N.
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urmeaza

pentrup = 1, 2, .... fnsa pentru once mlmll.r e > Oexistii. un numilr N (e) astdol incit peutru
nrice s > N (e) vom avea

I x"p--xo , ~,

deoarece b-a bsi I ) t t ~t .2p --+ 0 dud P --+ 00. Prin urmare, su srru (x"1> es I' convergen ell. re Xu §l

lema este demonstrata.

In deflnitia convergentei unui sir intervine tnsasl Hmita sirului, care numai
in rare cazuri este cunoscute. Cauchy a dat un criteriu pentru a determina dace
un ~ir este convergent, fara sa intervind llmita sirului considerat.

O. Criteriul general al lui Cauch~'

Un sir de numere
Sl',s~,. ", s~, ...

este convergent dad ~i numai daca pentru mice numar e > a exlsta un namar
N [e] asttel iocit oricare ar fi n > N (e) ~i p intreg :> 1 sa avem

Is..+» - s..1 < e.
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+. (_1)..-1 2.. cste convergent.
•

Demonstratle. Condltia estenecesara. Intr-adevar, sirul, fiind convergent,
are 0 limWi s; deci pentru oricee > 0 exista N (1;), asUel inert pentru n> N (e:)
sa avem

18 - 8.1<2.."
2

deci ~i
1

[s- 5"+1'1 <""2E:

pentru p>- I, deoarece n + pr» N (e). In egalltatea

(8 - 5..+,) + (s, - 'i) = S" - 5.. +1'
avem

• 1 1
15"+1> - s..! <:Is - s,,+,,! + Is - 5"\<21:: + 210: = e.

Conditia este, asadar, necesara.
Condilia este sUficientii. Sa dam lui n valoarea fixa N.
Conform Ipotezei

i SN+p - sNI < e, p = 1, 2, ...,

deci, ell exceptia termenilor s., SlI•.. .,51'0':"1> toti ceilalti termeni SN+p (p = 1,2, ... )
se ana in Intervalul (SN - S, SN + e). Sa presupunem eli L* 1; rezulta de aid
cil L ~i 1se gasesc in acest interval, deci

O<L-l<2e:.

e> 0 Hind arbttrar, Iar L ~i I fixe, dlferenta lor nu· poate fi arbitrar de mica
dectt daca L = it iar sirul este convergent conform deflnijiei III.

Exemple

l)~irul s.. = 1_~+~_2..+
2 3 4

18"+1'-8.. 1= [ __'- _ ~_ + ... + (_1l'-1_'_1 < -~ ,deoarecesumeJe
n+1 n+2 n+p »+1

(- _,_ + _'_), [- _,_ + _'_) e.a.m.d, sint toate negative,
fJ+2 n+3 »+4 n+5

Pentru fl > N(&), undc N {e] este eel mai mare intrag <:1 - & , uvem
e

18,,+p-8.. 1 < E.

2) ~irul 8. = 1 + ~ + ... + 2:.. este divergent.
2 •

'+_,_ + ... + _'_ i pentru p >n
n+2 n+p

18,,+p-s,.I> _P- do-'-
n +P 2

,i condi~ia din criteriul lui Oauchy nu este lndeplinita.

Avem s,,+p- s,.- -'-+
,+'



6. ~iruri di\'e~ente

Spunem ca un sir (an) are limita + 00 dad orice vecinatate a lui +00

contine to]l termenii sirului cu excepjia unui numar Iinit sau:
Un sir (a,,) are limita + 00 daca pentru orice numar A exista un

numar N (A) astfel tnctt pentru orice n> N (A) sa avem

Observatie

Dace la un sir convergent se adauga (sau se suprima) un numar finit de ter
meni, sirul obtinut este convergent st are aceeasi limlta, deoarece, prin adauga
rea (sau suprimarea) unui numar flnit de termeni, in afara fiecarei vecinata]!
a punctului Iimita sse afla tot un numar finit de termeni ai sirului obtinut, deci
~i acesta are limita s.

129:;iimri cotwergetue

si se serie

lim a.. = +00 sau a" -+- +00.

~-

ExemplI'

]) Sirul numerelor 2, 4, 6, ... , 2t1,. arc limite + 00.

2} ~irul numorclor 2, 2".1, ••• ,2", .. are limita + 00.

Spunem di. un sir (b,,) are limlta -00 dad ariee vecinatate a lui -00

contine totl termenii sirului cu excepjia unui numer flnit sau :
Un sir (b,,) are limita - 00 daca pentru orlce numar B exlsta un

numer N(B) astfel tnctt pentru orice n>N (B) sa avem

b" <B

lim btl = -00 sau b,.-...+ -00.

~-

ExemplI'

1) ~irul -1, -2, ... , -n, ... are limitll. - 00.

2) ~irql (-I)" 1'12 are douii.puncte limiti L = + 00, l = - 00.

-/ Un sir care are [imjia jnfinitii ede 1m sir divergent
Tot sir divergent este un sir care are mai multe puncte llmita, adlca t=fL;

astfel de siruri se rnal numesc st oscilante.

Exemplu

~irul a.. = (-1)" -"- are 1= -1, L = 1, deci nu este convergent; rste un ~ir

"+'oacilant [divergent),
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§ 5. ~rnURI MONOTONE

1. $iruri monotone eonvergente

,.,t:

Fig. 25

Teo r e m it Un ~lr monoton ~ mlirgfnit este convergent.

Demenstratle, Sirul (5..), fiind marginit, nu poate avea limite infinite. Ra
mine sa mai aratam ca no are declt un punet limita.

Sa. presupunem di are doua puncte limite 1 si L, I < L; daca tmparttm
intervalul (I, L) tn trei, fie £; = L -l , intervalele (I ~ e, I + e), (L - e; L + e)

3
stnt disjunete (fig. 25).

Fie ~ un indice pentru care s.., apartine primului interval.
Exista un indice n2> I1t

pentru care So.. aparjine celui
de-at doilea interval, deoa
rece, tn cazcontrar.intervalul
al doilea nu ar mai contine 0

infinitate de termeni ~i L nu
ar mai fi punct limlta. In consecinta, sirul fiind presupus crescator,

5... <5.... Ttz>~· (I)

Pentru n> n2• intervalul al doilea nu poate confine tcti termenii sirului,
decarece, in acest caz, in primul interval am avea un numar finit ~i I nu ar mai
fi punet limlta ; rezulta pentru n = ns> n l ca

s~>s". n,>n,. (2)

tnsa aceste doua inegalitati (I), (2) sint incompatibile cu monotonia sirulul con
siderat, deci 1= L, sirul este convergent.
Teorema este demonstrate.

2. ~iruri monotone divergente

Teo r e ill a. Un ~ir monoton ~i nemarginlt este divergent.

Demonstratle. Sa presupunem ca slrul este crescator .'?i nu este marginit
superior. Pentru orice numar A> 0 exlsta un numar no pentru care avem

s...>A
~i cum slrul este nedescrescator urmeaza ca pentru orice n » flo avem s.. > A,
deci sfrul este divergent, avind ca limifa -l-oo.

In mod analog se arata ca sirurile monoton descrescatoare nemarglnlte
inferior stnt divergente ~i au ca Iimita -=.
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1 1 ( ')u..=1+-+- 1-_ +.
til 21 n

Prin urmare, sirurile monotone au 0 singura Iimita, Iinita sau inflntta.
Sirurile monotone TIU stnt oscilante.

Exemple

1) Sirul s" = 1 +~ + ... +~ nu cste convergent (B. eap. J, § 4, al. 5), cete mo.

noton erescator, deei are Iimita + 00.

2) Sirul u.. = 11 + ~r este convergent. ~irul eato mii.r6rinit: intr-udeva- dezvoltind

dupa binomul lui Newton

1 1 1 n 1 til
Un = 1 + -;0; + ... + ~c: =1 +-;. 11 + ... + ~. ti1

+2.. < 1 +1 + 2.+2..+ ... +_'_ <1+_'_ =3.
n 1 2 22 2"-1 1

1-_
2

Sirul eete erescator

1I,,<1+~ +2..+
11 21

+ 2.. cste convergent. Sirul este ereacator
"P

+__, .1 > __" '_ =0.
p (n + 1) n p (n + 1) n + 1

,i U"+l> II".
deoarece fiecare termen ce inter-sine in ~czvoltarea lui u"H eete mai marc seu eel putin ega!
en termenul eorespuneator din u",

3) Sirul u,,= 2.+_'_+ .
tJ n + 1

1 1
ull +1-u..=--+--. +

np+l np+2

Sirul estd marginit, deeareee
np

u,,<-=p,
n

deei eete convergent.

3. Revenire la ~irurile de numore rationale,
aproximantele prin lipsa san execs ale nnm nnmar lratlonal

Sa consideram sirurile monotone

Uo<ut<~<: <a~<

bo> b1 > e«> >b" >
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1)'+ _ ~i (k + I)".
2

astfel tncit pentru orlce indtci p st q sa avem

ap<bq I)

~,in plus. p~entru orice numare » 0 exista un numar N(e), astfel tnctt pentru
n z-N (s) sa avem

b,,-a..<s 2)

siruri care au aceleasi proprietati ca sirurile (1..) si (e,.), care aproximeaza un
numar irational (A. cap. J. § 2, al. 2), unde e era --..!.....

10'
sa aratam ca cele dow! sirurl (a,.) ~i (b..) au aceeasi limita. Deoarece c, <bo,

urmeaza ca slrul (a,,) este moncton crescator marginit, deci este conver
gent ;;i are limita ox.'. De asemenea] din bp .>. Clo urmeaza di ~iru1 monoton descres
cater (b..) este marginit inferior, este deci convergent, si are limita 13. Pentru
orice n E N av~m sirul de neegaiita]l

a,,<IX<~<btl'
deci

f3 - IX < b.. - a" <e

pentru n> N, de unde rezu\:ta f3 -,- IX,<.e, insi f3 *i '<:( stnt fixe, iar Inegalita
tea trebuie sa se mentina pentru orice e> O.Diferenta Intre cele doua numere Cl:

si f3 este un numar ~i aceasta dilerenta nu pcate ramtne arbltrar de mica decit
dad Cl: = ~.

Dad reprezentam pe a axa numerele a.., b", n= 1, 2"" urmeaza ca
avem slrul .infinit de incluziuni

[a" b,J 2 [a" b,] 2 ···2["., b.J::>

iar intersectia tuturor acestor intervale nu este vida, ci, conform rczultatului
de rna] sus,este numarul Cl: limita comuna a celor doua sirurl. In cazul ctnd siru
rile (a,.) si {bIll stnt siruri de numere rationale, aproxi .nantele prin lipsa sau
exces ale unui numar irational IX, limita comuna estevnumarul virajional a,

Aplioofie

SiI. consideriim ecuatia x" = G, a :;;;.. 0, real §i n natural. Sa aratam cii. accastii.ecuatie are 0
singura. r1i.dii.eina-pozitiva..Existi un numar natural p > a; deoerece n:;;::" 1, avem p" > P> II.

deer numjtrul a se gase*te cuprins tntre doua numere consecutive din urmatorul *ir

sa; presupUlll'm
k" -< a < (k + 1)", k:>- O.

Fie k < k + 2- < k + 1. Numiirul a va n euprins lntre
2

k" *i (k + ~rsau lntre (k
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Fie

1
notam xl=k, Y1=k+"2;

k"<a«k + +f
1

avem Yl - Xl = 2"' ci > O.

Sa pre~upunem ell. am gasit doui nu~erc xp §i YP' astfcl incit

1
Numarul xp + este cuprins Intre xp ~i yp, deci

2,,-1

1
x" < xp + 2P+1 < Up

aau

"( ')""$p < $p + 21'+1 < yp.

Numarut a eate euprine intre $;§i U:, deci se gasc~te lntr-unul din intcrvalele

sa nctam eu ($PH' YJi+l) intervalul care [I cupnnde ; numcrele $"+1' YpH au proprietiijile

x:+l < a < Y;+l

In modul acesta eonatruim doua siruri de numere

cu

X, < x,.<X:l < ... <x,,<..
Yl>Y3>Ya:;;"···».Yp:;;"

(1)

(2)

(3)

,i
x;<a<y:, Xp<yq, p,qe;N.

~irurile (1) §i (2) defineac un numar Xli' limite eomuna a lor

lim x;= lim y;=?o=a
i>"~ Jl"OC

(4)

§i X
D

aste solutia pozitiva a ecuatiei x".= a. Solutia cste nniea, deoareee dar.a ar fi doua ,
x,Txl,x1<xt.ll.mavoa $i<:I:;, insii x~=a.$:=a, deci x~ = x~; am ajuns Ia u
crmtradictie. deci :1:, = x,..

Dupg cum am apus (A, cap. I, § 2, al.9), solutio. pozitiva unica a ecuatiei x" = a se no-
" ,

tCll.zil. y-; Sll.~ a" §i se numeste rada-cirri de ordinal n a lui (.I.
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§ 6. OPERATIl CU ~IRURI CONVERGENTE

1. Adunarea,u-m;Ior eonvel1lente

Teorema I. Data (all) 'Ii (b•.) sint doua slruri convergente, atuncl
'Iirul suma (a,. + b,,) este convergent ~i

1i!11 (a.. + b.) = lim a" + lim b...
..-+"" ..-+"" ....... ""

Demonstrafie. Fie

lim a" = IX, lim b,,=~.
f1-+"" ....... ""

Sirurile fiind convergente urmeeza ca pentru orice numar e» 0 exista un nu
mar N'(e) asUel tnctt pentru orice n ;» N'(e) avem

10-0,,1<'

~i un numar N" (e) astfel lnclt pentru orice n> N"(e) avern

Sa plecam de la cgalltatea

(0 + ~) - (a. + b.) ~ Co - 0,,) + (~ - b.)

careia ti aplicam neegalitatile modulului, deci

10 + ~ - a" - b. I~ 10 - a" 1+ 1~ - b. 1< 2,

pentru orice n>N (e) = max (N'(e), N" (e», de unde rezulta ca
lim (a..+ b,,) = lim a"+ Jim b" = oc + ~ .

......."" ......."" .......""
Rezultatul se extinde eu u~urinta la 0 suma finite de siruri conver

gente Ca,.,.). i= 1, 2, ... , p; avern

lim (a., 1 + a,.,2. + ·.·+a.,'v)=lima"'l + lim a..'2+ ... -l-fim a",1'
.-+"" ......."" ....... "" ....... ""

~i se citeste : suma unui numar finit de siruri convergente este un sir convergent
~ limita sumei este egala Cll suma limitelor.

Observa tie

Teorema demonstrate ramlne adevarata ~i in cazul dod unul sau
ambele siruri all limite infinitji.



Putem scrie

1) daca all -+ + 00,

2) dad a. -+ lX,

3) daca an -+ a,

Operutii CI< $imri conuergesue

btl-+ + 00, atunci a,. + b..-+ + 00;

b.. -+ +00, atunci an + b1l -+- + 00 ;

b.._ - 00, atunci a,. + b" -+ - 00 ;
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4) dad. a", -+ - 00, b.. -+ - 00, atunci an + bn-+ - oo,

In cazul dod a.. -+ + 00 ~i b" -+- - 00, despre slrul (an + btl) nu pu
tern afirma nimic. Operatia + 00 - 00 este lipsita de sens.

Aceste regull justifica regulile de calcul impuse numerelor infinite +00

~i - 00.

2. Seaderea l;iirurilor eonvergente

Teorerna II. Darn (all) ~ (b..) slnt doua slruri convergente, atunci
slrul (a.. - b•.) este de asemenea convergent ~i

lim (an - b,,) = lim a.. - lim b"
,,"+00 _00 "--+00

san limlta diferentei a dona siruri convergente exlsta ~i este egala CD diferenta
limitelor celor dona siruri.

Demonstratle. Folosind datele de la teorema precedenta, av.em

~i apliclnd inegalitatile modulului, avem

1(.- ~) - (a. - b.lt -< i. - a.1 + I~ - bo I< 2,
pentru orice n> N(~) = max (N'(e), N"(e», de unde rezulta

lim (a" ~ b,,) = Jim a.. - lim b" = o: - ~.
"--+00 _00 "--+00

Observatii

I) Reciproca teoremeiI (sau II) nu este in general adevarata. Dad sirul
(c, + b,,) este convergent nu rezulta di slrurtle (a,.), (b,,) sint convergente.
Astfel sirurile

- I, + I, - I, + I, -I, +), ... , - a" ~ (-1)0

2, 0, 2, 0, 2, 0, ... , b" =:l~+ (_1)..+1

stnt divergente, tnsa suma lor este sirul c,,= I, convergent.
2) Teoremelc I iii II arata ca multimea S a tuturor sirurilor convergente

Iormeaza grup comutativ (abelian) fata de operatia de adunare.
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3. ProdiIsul §uurilor convergente

Teorema III. Daca (a..) ~ (b,,) sint doua ~ruri convergente, atunci
~ruJ produs (a"b,,) esteconvergent ~i

lim (a..b,,) == lim a",' lim b..
f1-+~ n-+oo_OD

sau Umita produsului a doua ~iruri convergente exlsta ~i este egala CD produsul
llmitetor celor doua sirurl,

Demonstrajie, Poloslm datele de 1a prima teorema si observam ca putem
scrie :

sau

tnsa avem

IX~-a..b.. = IX (~-b,.) + b.. (IX-a..)

1.~-a.b.1 <;; I .1·1 ~-b.1 + Ib,l·j .-a,l.

b, ~ b, -~ + ~

I b.1 <;; Ib.-~ I + In
Sirurile mod convergente, (1) se scrie

sau
1·~-a.b.I<;;<[I·I+I~1 +<!

pentru n> N (e) = max (N' (e), N"(e», de unde rezulta

lim (a"b:) = lim a,. . lim btl = IX • f3.
_'"' 11-+00 "-+""

(I)

Rezultatul objinut se mentlne pentru un numar finit de slrurl conver
gente (a,..i)' i = I, 2•.. .,p

lim (a,.,1 • a,,'2'·· a,., ..) = lim a,.. 1 • lim a.., 2" . lim a... "
_"" _"" ,,-+00 11-+00

Con sec j n t a. Dacii. a;." = a",; pentru orice it j. adici cele p slrurl
sint egale, atunci

lim (an)P = (lim an)P = a.7._00 n-+""

Observa tii
1) Teorema III rjimlne adevarata daca unul sau ambele siruri au limita

infinite.
Putem spune

a) daca an~ + =.o;;i b"~ + co, atunci a"b"....,.. + 00 ;

b) dad a,.~ - co si b"....,.. + co, atuncl anb" __ - 00;
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c) dad a"~ ~ 00 ~i b" -e- - 00, atune! a..b" -+ + 00;

d) dad. a"-+ rx> O~ib,.~ + 00, atunci a"b.. -e- -t- 00;

e) dad ~_rx> O~ib.. _ -00, atuncl anb.. _ - oo;

f) dad a" -+ rx < 0 ~i btl -e- + 00, atunci a,A --+ - 00;

g) dad a" -+ a. < 0 ~i b"-+ - 00, atunci a"b" -+ + 00.

Aceste reguli. justifica regulile de calcul impuse lui + co .'?i - 00.

2) Reciproca teoremei III nu este in general adevarata. Sirurile

-I, +I, -I, + I, , a, ~ (-I)'

+1, -1, +1, - 1, , b,,= (-1)"+1

slnt divergente, Iar produsul lor

-I, -I, -I,...

13

este convergen t.
3) Teoremele I, II, III arata d multimea S a sirurllor convergente for

meaza un inel comutativ.
4) Daca ~ -+ 0 si b --+ + 00 (sau - (0) nu putem afirma nimic despr

sirul produs a"bn• Operatia O· 00 nu este definita. Spunem ca nu are sens.

Ic z e m p l e

~ull, ¥2", Va-, ••. , vn; ... eete divergent.

1 1 1
Produsul lor 1, 5 ' ----; 5 , ••• eate convergent.

21: 32 ,,"2

1) llimll,.2...., 2...., ..
28 38

. .. este convergent..'

,t,:.--

2) ~irurilc a.. =.2...., b" = rH·I
n I 'j

etne eonvergente, Produsul lor a~b.. este convergent.

4. (itnI a dOllA. ~ruri eonvergellte

Teo rem a I V. Daca (a,.) ~i (b..) stnt doua ~ruri convergente ~ b. =1=

pentru crice n, iar lim btl = [3 =1= 0, atuncl !jolru) cit (~) este de asemenea eon-
_00' b..

vergent ~i

lim l~)=
11-+,", b..

lim a..
~

lim b..
,~~
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sau limita citului a dod slruri convergente existii 'Ii este ega1a ell, cttul limltelor
celor doua ¥ruri.

Demenstratle. Avern

C£/;.. -a,o~ _ a.(b.. -")-~(IJ,,-oc)

j3b,. - j3b.. (I)

tnsa

deci
b. ~ (b. -~) + ~.

Ib.i> I ~I-Ib. -~I (2)

deci

~i cum e > 0 este arbitrar 11 vom lua astfel tncit~ 1[11 > e.
2

Daca aplicam inegalitatile modulului in (1) si tinem seama de (2), obttnem

1

::... _ a.. I ,,;::: I oxl Ib,,-.j3j + 1(3,1 1a..-o:l
~ Ii,,""'" 1J31-(jJ3[-s}

[-"- - "'-1< -'_. ,.,+,~,
~ '. 1~ 1 ~ " I

2

pentru n> N (e) = max (N' (e), (N"(e:», de unde rezulta
Jim a,.

lim a.. _ ..~'""
n-+oo b;: - lim Ii"

.~-

Observatii

1) Teorema IV este adevarata si in cazul limitei infinitetn anumite cazuri :

c) dad a,,-++= sall a,,-+-=, atunci~-+O;
".

dad bft ==F 0 si f3 =1=0.
Eo n s e c l n t a, Dati a.. =1=0 ~i r:I.=FO. atunci

Jim (-,-)P _(_' )P _-"-.
"--j>"" a" - Ii~:.. - a.ll

b) daca all~a*i b..-+ + 00 53Ub.. _- 00, atunci ~: -+ 0;

c) daca €ln~ a ~i b.. -+0, atunci 1:: 1-+ + 00;

reguli care justifica regulile de calcul impuse lui + 00 ~i - 00.

2) Daca sirurile (a,.), (b..) au arntndoua limite infinite, despre i elrul
cit (.. ) nu putern afirma nirnic.

b. .
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Operatllle ."':,~,~,~ nu sint definite. Spunem cii sint lipslte de sens.
00 00 -00-00

3) Reciproca teoremei IV nu este in general adevarata.

Excmple

1) ~iruri!e 2, : ,2,
4 n+1
3

... ,2,
n

2 3 n
2,-,2,- ., 2,

3 4 ,+'
sint divergnnte. ~iru! fit

1, 1, ... ,1. .

eete convergent.

2) ~irurile 1, 2, ... ,11,

sint divergente. :;liru! cit

1,2
2

1

n

pentru n:;;"N(e)=N vom avea

1-"":"< (I,,+1-
a.. <I +....:...

3 b..+t-b.. 3

Bemenstra tte, 1) Sa presupunem eli

;~rr;, a..+l- a.. = I; (finit}
~-i-l-b..

~ exlsta ~i are aceeasl valoare (lema

'"

a..+1-a..

b"+l - b"

n
(a,,), a.. = n + 1

(b)b_ tJ + 2

.. ' ,,- Vn"+l

=_"_. Jfn'-1-1 este convergent ai inc limita 1.
n-~l n+2 .

lui O. Stolz).

lim
"~.

Ap l l c a t i e
Ple (a..) 1I,n ~ir uareeare ~i (b..) un ~ir ercseator divergent. Sa se

urate en, daea

3) :;;irurile

eete convergent.

.exlsta (fioita ~u infinlta), atunci ~rr;,,

i sint ccnvergente. Sirul cit ~
s,
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Sit dAm lui _,n succesiv valorile N, ,v -+- 1, ... , N + m -- 1 = tl

( 1- +)(b.'I'+1 - bN)< aN+l--dN < ( 1 + -i-) (bN+1- by)

(I - ;) (bNH - b9 +1) < aN_i-2 - aNH < ( I + -i-) (bs +! - bN+t)

Daeil. Ie adunii.m, obtinem

sa,u, hnp3l1ind ell b..,

(, _ -=-) (1- 'N) < -""-_ "N < (,
3 /).. b" b..

Deoarece b.. .... + 00, pentru fJ > N) putem avea simultan

de nnde

..u

deci

lim~=l.

_"" b"
2) Si presupunem eiL

lim a'd] -a.. =+= .
........ bllt-l -b..

Pentru ortce A > 0 exista N (A) = N, astirl inc~

aNH - aN > A Cbs+!-/)N)

tlNH-IlN+l> A (/)N+I-/)N+1)'

0.. - 01.. _ 1 > .A (bll-h" _ l )'

Dacii. adundm pe coloane, obtinem

all - tiN > A (b.. -bN )

I1=N+m-l.
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!Ii, impirtind eu II",

~>.(J." +A(l-~»A(I-~t
.~ .~ ~ ~)

De la un anumit rang :~Vt vom avea &N <.!,
btl l:l

deei pentru fJ > N 2

~ > 2.A .
btl 2

care eate ecbivalont eu lim~ = +DO •

"-+00 b"

Casu! cind (J,,-l-1 - (J~ -+ _ 00 sc trateaza la fel.
b"+l - . b..

E ;I;emp I e

1) Daea ~irul St' S2" ., JI". .. are limita s, atune! ~irul

r .. = ~-t_!~±-:~

•
arc aeeeast limits. Folosind razultatul precedent, unde

a,,=8l + s2 + ... +8", b,,=n,
ebtinem

limr,,=lim a
" + t - a.. = lim·s;;=8.

"-+00 ,,+-oo 11"+1 - b.. 11-+,.,

2) Sil. ae arate cil.

'+
1 1
-+ +-
2 n

lim o.
,~. n

,,,

Punern

a..=I+~+.
2

+2., b,,=n,
•

i 11+ -+. +-
2 •

lim
,~. •

= o.

-,
5. ecerea la limila in inegalitati

Teo rem a. Daca tofi termenll unui ~ir convergent (a..) sint pozltivi
a."> O. n EN,

atunci ~i Iimita sirulul (a,,) este pozitiv3.
lim all >- O.
,~.
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Demcnstratle. Fie lim a.. = oc. Presupunem ca IX: < O. Deoarece ex; este
-~ .

ptmct llmita ~l sirului (a,.). u~meaza c~ exi.sta 0 vecinatate a punctului oc care
conjine numar elemente negative ale sirului dat, ceea ce este absurd. deoarece
toate elementele sirului sint nenegatlve, prin urmare oc >- o.

Con sec i n t a. Daca (a..) ~i (b,.) sint doua sirurl convergente ~i daca pen
tru orice n E N

a,,>b...
atand

lim an >- lim b...
"-I''''' »-+oc

E:eempla

1) Sa. arii.tii.m ei lim Vn= 1.
n4_

n n

Avem, evident, Vn> 1 pentru »> 1. Si punem Vii-1 = a.. ; ebtinem

n n(n-l) 2
n=(a" + I)" = 1 + rr- + --2-- a..+ ...

..u
l'I(n-1) 2

">--2-,-"n'

de unde tezultii.

cr;; < __2_"_ ~ _2_ ,
n(Il-I) 'I-I

deci lim an =O~ilim Vn = 1.
"""ao _""

6. Puteri reate

Fie a> 0 *i oc un numar irational. Ne propunem sa definim a'1. Dad
(i..) st (en) sint doua sirurl rationale, aproximante prin lipsa sau exces al nu
merului irational IX (A., cap. I, § 2, al. 2), siruri care au proprietatile

I) 11<12< ... <1.. < ...

2) e1>e2>e3# ... #e..>

1
3) e, -1"=1(.'" ep > i.. p, q EN

sa aratam ca slrurile

a!". ae.,. "', u''', ...

(I)

(2)
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sint convergente si au aceeasi llmlta. Intr-adevar, a> 1, slrul (a1n) cste mo
noton crescator, iar sirul (a'n) este monoton descrescator. Avem ~i

Prin urmare, sirurile considerate (1), (2) stnt respectiv marginlte superior ~i

inferior, deci sint convergente. Dlferenta
,

erft - fin = d» (aJiifo-- 1) < a. (alOft - 1)

tinde catre zero ctnd n -+ 00, deci slrurile (aln) ~i (a<") au aceeasi llmita, care
este prln definitie puterea ax

hm"n lim In

ax = a-~ =a-~ .

Rezultatul este acelasi pentru orice ~r (rll ) convergent catre oc; deci, dad

lim r.. = a,--
limrn

lim arft=a-~ = a'1 ..~.
O'b s e r v a t l t

I) Dad 0 < a < I, sirul (alR ) va fi descrescator, jar sirul (a<n) va fi
crescator.

2) Dad a = 0, Qr.< = 0, IX> 0.

7. Propl'ietatile puterilor reale

Puterile reale au aceleasi proprietati ca st puterile rationale:

2) (aX)~ = aU;

(

. ) ' 0-3) (00)'" = aX • If, ~ = --,;;- = aX -tr»,

4) dad a> 1 ~i x> 0, atunci d"> I;

5) dad 0 <a:< 1, x> 0, atunci 0 < a'" < 1;

6) daca x < y, a> 1, atunci a"'< a";
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daca x <g. 0 <a < I, atunci a"> all;

7) dad. 0 <a <6 I pentru x> 0, (f -ctr,
1 pentru x<O, Ci'> if;

8) dad. x" -+ x, atunci a~" -+ if;

9) dad! a> 0, a 4= 1 ~i if" ~ a"'. atuncl x, -+ x.

(Dad exponentul este -s; 0, se va considera baza strict pozitiva.)

8. Logaritmi

Sa aratam ca ecuafia if = b, a> 0, a 4= I, b>- 0 are 0 singura solutio.
I} Vom presupune mai Intii a> I, b> I. Exista un numar tntreg

n >~ 0 astfel tncft

1
Daca m1 = n +2' avem

a"< ci"'l < an+!.

Dadl notam ell [.ti. gl] intervalul [n, mIl sau [mI, n + I] pentru care

obtinem
1

YI-X:t="2"

Imparttm segmentul [X:!. gd ell punetul m'j in doua parti egale

1 1
ma=x1 + 2i ' ~=Yl -""2-""

Avem
cP' < am- < all,

*i dad notam ell [Xli. ~12] intervalul [Xl' mJ] sau [rna. 91] pentru care

(ff. -< b < ars·
obtinem

Sa presupunem eli am gaslt doua numere x.. < Y.. asUel tnctt

ct'n -< b < (fill st Un ~ X.. = -!-
2"



I
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I
I

~i sa tmpartim segrnentul [x... y..l in doua parti egale prin punctul en; obtinem

(ff.. < a"" < cfI...

Numarul b este cuprins Intr-unul din intervalele ce.., [fn sau a'n, aVn;
sa notam eu x..+l' Y..+l exponentil eelor doue puteri consecutive pentru care

u"..+1 -< b < a V.. +l.

Obttnem de asemenea
1

Xn < X..+l< Y..~ 1 < 9.., Y..+1 - x..+1 = 2";-1
11

In modul aeesta construim doua siruri (x..), (y..) care au proprietatile

a) x1<x:a-< <xll<···;

b) 91> Y2 > > Y..> ...;
c)y..-xll= 2... ' Y1J > XQ ' n,p,qEN;

2"

dY ce"<b <cf!I";

deci sirurile (x..), (Y,J au 0 Iimita comuns Xo; prin urmare, st sirurile (cen
) ;

(cfI") au 0 limite comuna, anume

lim (ffn == lim avn' = ce·,
...... "'" ...... "'"

~i din d rezulta ca a~o = b, Xo fiind solutia cantata. Daca b> I, xo> 0; daca.
b = I, Xo = 0, deoarece cP = 1.

2) Daca °<b< l,..-!:-> 1 ~i ecuatia,
(ff=!.. >1b ' a,

are 0 solutie Yo' tnsa a-' = b, deci --Yo este solutia ecuatlel a'" = b,°< b < I

3) Daca °< aJ< 1, ~> 1 ~i ecuatia
"

b >0,

are 0 _solutie Zo

(~r -» deci cr'o=b

~ ~zo este sol utia ecuatlei ce = b. 0 < a < 1, b:>O.
Solutla gasita este untca: in adevar, doua solutii Xo -4= Yo' a'" = b. aVo =

= b conduc la (f't = avo, a=F I, ceea ce este absurd.

10-- e. lUI'
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Nurnarul

De fin I tie. Nwuand real unic care verifici ecuatla

r1'~b, a> 0, aoF I, b;PO

se nwnef!e togaribnul in baza a at lui b ~ se noteaza log" b ;

x = log" b.

Tintnd seama de proprietatile puterilor reate, dedueem ell usurlnta ur-
matoarele proprleta]l ale logaritmilor ;

I) lag" b~}og"c(~b~c;

2) log. a = I, log,. I = 0, alog4~ = b, log, aO = c;
3) log" (xy) ~ log" x + log" y;

4) 10g,,(~) ~ log" x -log" y;

5) lag" (X")~ • log" x;

6) lim x" = x <=) lim log, x" = log. x, daca x...> 0, x>°;
,,-+~ "-+~

7) dad a> 1, log, x>O, pentru x> 1;
log. x< 0, pentru 0< x < I;

8) dace 0< a < 1, J log, x< 0, pentru x> 1;
1 log, x> 0, pentru 0< x< 1;

9) dad a> I ~i x-c», atunci log" x<log.. y;

daca O<a<1 *i x<y, atunci log.. x>log.. y.

&hlmbarea hazel

Din N = if', N = b'll
avem

x ~ log" N, Y ~ log" N

x-log, a ~ y, y -log, b ~ x, (I)

Iar formula care permite sa calculam log, N eu ajutorul logaritmilor in baza a
este data de

log, N = log" a . log.. N.

M=lo&, a
se numeste nwdulul de transformare; avem din (I)

log" a . log" b ~ I.
Logari tmii in baza e se numesc logaritmi naturali sau logaritmi neperieni"i se ncteaza In x. in loe de log, x.
Logaritmii in baza 10 se numesc logaritmi zecimali ~i se noteeza 19 x, in

loe de loglo x.
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Modulul de transformare care ne permite sa trecem de la logarltmi in
baza 10 Ia logaritmii in baza e este numarul

In 10~ 2,30258 ...

In 2 = 2,30258·lg 2 = 2,30258 x 0,30103 = 0,69315 eu cinci seoimale exaete.

o consecinta importanta a proprietatilor logaritmilor este

Teorema V. Daca a,.-;. (I. (a..>O, (1.>0) ~i b.. -+~, atunci a:.. este
convergent catre (l.1i

lim ~

lim a:,,, = (lim a..)"...... .:.
"-l-'" ........ ..,

IIm~.. ln"..

= e«.... .., = &1",,= oc!>.

Teorema stabllita completeaza cele patru teoreme stabilite la R,
cap, I, § 6.

Teorema V ramlne adevarata ~i in cazurile limitelor infinite, anume:

I) dad all.....,. + co, b.. ....,. + oo, atunci a:,,,....,.+ oo ;

2) daca a,.""" a> 1, b.. -+ + <Xl, atunci a~"""" + oo ;

3) dad a.. -+ a, 0"" a < 1 ~i bn -+ + <Xl, atunci a~" -e- 0;

4) daca a.. -+ + co, b.. -+ - <Xl, atunci a:.. ....,. 0;

5) daca all. -;. a> 1, b.. -+ - co, atuncl a:"""" 0;

6) dad a,. ....,. a, 0 < a < 1, b.. -+ - co, atunci a:" -+ + oo ;

7) dad a.. ....,. +00, b,,-+ ~>O, :atund a:.. ....,. +00;

8) daca a.. -+ + 00, b.. ....,. ~ < 0, atunci a:;... -+ O.

Operajiile 1"', 1~"', 00°, If nu:=-sint definite; spunem di stnt operajii
lipsite de sens.

E~emple

2.. +2

(

2n -l- 1 --..-:t=l
1) Birnl r;-) are limite 2&.

2) ~irU,C~J. a> 0, are limite J.
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§ 7. SERII DE NUMERE

Fie sirul de numere reale

Cu ajutorul lor sa formam sirul

51 = u1

~=Ul+U2

S:I=U:I+U2+U3

Daca sirul'{s..) este convergent ~i are limita s, atunci putem scrie

s = lim (u1 + "2 + ... + u..)._.
Se obisnuieste a se scrie aceasta egalitate astfel

S = u1 + ud- ... + u..+ ... (1)

Membrul doi at relatiei (I) se numeste se-resi operatia de adunare repetata
de 0 infinitate de ori capata astlel un sens.

Rezultatul acestei operatii este un numar 5 numlt suma seriei,
o serle se noteaza astfel

~ v, sail numai LU" .
.. ~1

Numerele U:I. u2• • • • , ull • • • • se numesc termenii sertet, iar 51' 52' "', s.., ...
sirul sumelor par/late ale seriei LUn.

o e fin i t i eo Spunem cii seria

este convergenta, dlvergenta sail oscllanta, dupa cum slrul sumelor partlale (5,.)
este convergent, are limita infinita (divergent) sau nu are limiti: (are mai
multe puncte limite).

Sa observam de la tnceput ca, daca suprlmam un numar finit de termeni
dintr-o serie, serla ramasa are aceeasl "natura" ell serla initiala. Fie

~+U2+···+U.. + ...
UH i + U H ll + ... + u" + ...
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doua seril, ultima obtintndu-se din prima prin suprimarea primilor k termenj :

[.l.=U1+U2+ .•• +uk •

Sumele partiale ale celor doua serii vor fi

s, ~i s; - [.l.

si, cum [.l. este fix, urmeaza ca, dad seria (Sl) este convergenta, divergentasau
oscilanta, ~i seria (S:J) va fi, respectiv, convergenta, divergenta sau oscilanta,
~i reciproc.

Exemple

1) Am arlitat (B., cap. 1. §4 al, 5) eli. sirul

s,,=I+~+ ... +l, nEN,
2 n

1+~+~+.
2 3

este divergent. ~iml (0,.) eete sirul snmeler partiale ale seriei

r;
+-+ ..

n

deei sene (2), numita ~i serie armotJica, este dtvergenta,
ru aceeagi ocaaie s-a aratat ell, ~irul

s.. = 1.--~ + ~-2- + ... +(_1)"71 ~,
2 3 4 n

este convergent. Prill urmare, seria

liE N,

(2)

1 1 11-_+ +
2 3 4

+(_lril~-!-
n

numita ~i serie armQnica altemalii, este eonvergenta.
2) Sa consideram ~iru.l aumelor parfiale ale seriei

l+a+a"+. +a"+
numita eerie geometrica

s.. =I+a+a"+
a"il_l I a,,+l

+a"= -~-~~~+--.

a-I I-a a-I

a,,+1 .
Daci 0 < II < 1, -+ 0, deci s" --+ ~i aorta eate ecnvergenta ; daciL a> I,

a·--l I-a

a,,+l -+ + 00 ~i seria este divergenta; pentru a = 1, s,. = n .... 00, deci seria este divergentii ,
,-1

2. Cenditla ncecsara ~i sufiei~nta

de eonvergenta a unei s('-ri~

Criteriul general al lui Cauchy. Pentru ca seria

u1+u2 ••• +u,.+ ...
sa fie convergenta este neeesar ~i suficient ca la orice nnmar e> 0 sa existe un
numar N (e) astfel tncrt pentru orice n:» N (e) ~i orice p:>- 1 sa avem

! UB~H + U..+2 + ... + U.+st 1 < e.
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Demonstratle. Apliclnd sirului sumelor parttele s.. = Itt + ... + u.. cri
teriul gerleral al lui Cauchystabilit la siruri

I 511+P ~ s.. 1 < e; pentru n> N(e) ~i p> I,
giisim

5..+, - s.. = u..+1 + "..+1 + ... + U"+1> ,

din care rezultii Imediat enuntul de mai sus.

Pentru p = I,

I u"+11 < e, pentru n> N(e),

daca seria este convergenta ; avem deci urmatoarea

Teo rem a. 0 conditle necesara ca seria

u,+u.+.,.+u.+ ...
sl fie convergenti este ca sirul fonnat ell tennenii seriei sa fie convergent catre
zero.

Exemple

1) Seria. 1 +++ ... +~ + ... eete divergentii, dc§i ~ul termenilor sii (~)
eeee ooRvergent citro zero.

2) Seria 1-2.- + ... + (_1),,+l2.- + . este eonvergenta §i sirul termenilor
2 n

(( - 1)·+1 ~) eate convergent catre zero.

Din teorema precedents rezulta urmatoarea

Con see i n t a. Dad slrul format cu termenll unei serii nu este conver
gent titre zero, serla nu este convergenta.

Exemplu Seria

1 2 fl-l-+-+ ... +--+,
2 3 n

eete divergenta, dceareee II.. -> 1 ctnd n -+ 00.

De fin i tie. Se numeste restul seriel (Un) IIi se noteaza cu R" suma
seriei unnitoare (daca exista)

R" ='U~+l + U"+2 + ... + U.. , J> + ...
Din criteriul general a1 lui Cauchy deducem urmatoarea

Teo r e m a. Conditia pecesad ~j S1t!icienti'i pontO' fa sma

"1 + Us+ ... + u~ + .. '
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s!..1!.-e_.fcOn.¥~.g!i~L~trg orice "omit s:>0 sa existe un numar N [e
astfel incit sa avern

I R.I < ,
penh Price n> N (e).

Observa Pi
In practica, criteriul general al lui Cauchy este greu de aplicat, din car

cauza se folosesc criterii care stabilesc conditil suficiente de convergenta si care
au avantajul ca sint rnai user de folosit. Acelast defect tl prezinta ~i ultima teo
rema, deoarece aplicarea ei necesita gasirea unei majorante a seriei care repre
zinta pe R.., din care trebuie sa se deduce ~i faptul cs R.._ 0 ctnd n -+ co .

StudiuI seriilor conduce la doua probleme :
- stabilirea convergentei ~

- calculul sumei;
ultima problema fiind subordonata primei. Vom tncepe ell stabillrea de criterii
suficiente de convergenta.

3. Serii en termeni pozitivi

De f i n i t l e , 0 serle

U1+U2+ ... +u.. + ...
se "omeste serle cu tenneni pozitivi daea. inceoind de la un rang N mti termeni
UiI' n » N, sint strict pozitivi.

Prin urmare, 0 serie eu termenii pozitivi are toti termenii strict pozitivi
eu exceptia unui numar finit. Stirn ca tnlaturarea unui numar flnlt de termeni
dlntr-o serie nu schimba natura seriei, ci numai suma ei; de aceea, vom consl
dera in cele ce urmeaza serii in care toit termenii stnt strict pozitivi, deoarec
concluziile privind convergenta sau divergenta lor stnt valablle sl pentru seriil
in care un nurnar finlt de termeni slnt negativi.

Sumele parjiale ale unei serii ell termeni pozitivi formeaza un sir mono ion
crescator. Folosind rezultatele de Ia sirurtle monotone, avem

a) Cr i t e r i u I mo not 0 n i e i, Daca sirut sumelor partlale

$,,= ~+u!+ ... +u..

ale unei serii cu tenneni nozitivi ~ u..este mirginit, seria este coovergenta. iar da
.-,

este nemarginit, seMa este dlvergenta.
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E:u!"ple

1) Beria lui Riemann

I
+-+,"

pentru 11 > 1 este eonvergenta,
Putom aerie

(
t i i+-+ --+---+

2"'" (2'" + I)" (2'" + 2)'"

i 1-+-+ ...+-+.
1'" 2'" n'"

, (' 1') (' i 1 ')~-+ -+- + -+-+-+- +
1" 2'" 3" 4"" 5'" 6" 7"

1 1+ +.
(2"'+1 -~-1)'"

§i, dlLCli. considerim aumele partiale S"" p = 2"'+1 -1, avem

1 (' i )8.=-+-+-+ ..
1'" 2'" 3" (

1 1+ -+---+ ...
2"'" (2"'+ 1)"

1
---- , dacii. I:t > 1.

1-- 21-'"

". 1 1+-=1+-+ --+.
2"''' 2"'-1 22.«-2

i __,_

2"'-1

. ,
s; < ~ 2

k
( Il - l ) = --'---

a-o

2 4
8p<1+-+-+.

2" 4'"

Sirul sumelor partiale Hind margimt,' soria este ccnvergcnta,
Pentru 0: = 1, seria lui Riemann eate seriaarmonica,care stim d este dilJergenlri..

b) Primul c rl t e r i u al c o m p a r a t l ei. Fie !:un ~i LVv dona
serii co termeni pozitivi. Oaca exista un unmBr N astfeJ iudi DeDtr" orice n> N

(I)
atund :

- daca sena LV "de COnyergenta. si senft 2.:up este convergenta;
- dacii. sena LU. este divergenti, §i sena ~vp este divergenta.

Demonstratle. Putem presupune ca neegalltatile (I) sint ad evarate pentru
n>- I. Seria LV.. este convergenta, dect slrul sumelor partiale

V.. = tit + V2 + ". + v,. < M

este marginit. Deoarece ul -< VI' U2 -< V2. '.'. urmeaza ca sirul sumelor partlale
U" ale seriel LU,. este majorat de VII'

U,,-<VII <M,

deci st seria LU.. este convergenta.



Sa presupunem acum ca seria LU" este divergenta. Sirul sumelcr partials,
(U..) este crescator, nemarginit. Deoarece VI:;;" Ul, V, > U, ••. , urmeaza ca
astfel strut sumelor partiale ale seriei LV" este minorat de Un'

V..:;;"U..;

seria LU" fiind divergenta, pentru orice numar A exista un numiir N (A)
astfel tnctt pentru n» N (A), U"> A, deci-si V" > A ~i seria :rvn estc divergenta.

Exemple
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1) Seria lui Riemann ~ J-_ eu at < I este dtvergenta. Intr-adevar, avem~>
nil nil Ii

1
r.! < 1, deel seria ~ cstc divcrgenti!. pentru IX < L

n'

In eenelusia, scria lui Riemann

este eonvergenta pentru r.! > 1 ~i divergenta pentru ct < L

• 1
2) Soria ~ __._._._estc ecnvergcnts.

T n Vn +- r

Avem __~ _ <
11 VII + 1

data cstc ccnvergenta.

-,-
n

sene lui Riemann L -----.!s-- este convergents. ded sene

n 2

c) AI d o t l e a c r l t e r l u al c o m p a r a ti e L FieI:u.. ~i~v,doua
serii ell tennenii pozitivi. Dacii, ineepind de la un rang n >""N, avem neegali
tJljile- UJl~_l -c t'''-~L(n=N+l, ... ),

u.. f'"

atunci :

- dad seria ~ 0.. este coovergenta, ~i serla 'E Un este convergenta :
J I

- dad selia I; un este divergenta, ~i seria ~ v.. este dlvergenta.
I I

Demonstrafie. Putem presupune ~i aid di N = 0; din enun] deducem

Daca punem-fz- = k =F 0, obtinem
",

~ = krh. u, "" Iwz, "'J u" "" kv.., ...
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Intre sumele partiale U. ~i V. avem, prin urmare, neegalitatile

U..<'k V..,

din care rezulta punctele 1 sl 2 din enunt, folosind primul criteriu al
comparajiel.

Ea:emplu

Seria en termenul general u" = Vn + I-V; eete divergenta.
Obsenam ei. lim II .. nu exista, 1nsa putem aerie

H~

71+1-71 1 1
11,,= ¥n+l +¥;:; =Yn+l +¥n> 2¥;'

Sene en termcnul general~ este divergenta (serla lui Riemann eu 0: = 2.<1) •
2Yn • 2

aerie dati este divergenti.

deci

d) Criteriul r ad a c l n i I sau al lui Cauchy. Fie 0 serle cu

tenneni pozitivi ~ u.. ; dad exista un nwnar N astfel incit pentru orice n>, N
r

sa avem

V<4<q< I.

serla este convergenta, iar dad

seria este divergentii.

Demonstrafi-e. Din enunt rezulta ca pentru orice n » N, U" -< q", ;;i
cum q < I urmeaza ca termenul general al seriei este mai mic dectt termenul
general al unei serii convergente (seria geometrlca cu ratia mai mica dectt 1)

~i, conform prlmei teoreme a comparatiel, seria f U" este convergenta. In,
cazul al doilea, u..> q" ~i q» 1, deci seria :E un este divergenta.,

Pentru a aplica criteriul lui Cauchy unei serii date, calculam lim V~ = )..
".~(~aca existat ~i daca ).. < I, seria este convergenta, iar daca )..> I, seriaeste

dlvergenta. Intr-adevar, dad ).. < 1, putem gasl un numar e> a astleltncit
A+ e < I; ).. fiind punet limlta, rezulta ca exista un numar N (e:) astfelincit
pentru arlee n> N (e:) avem

A- s<Vit.:< 1. + e:=q<I,

adlca u" < q" cu q < I, ~ seria este convergenta. In cezul al doilea, A> I,
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deci pentru e:> 0 ~i A - e:> 1 exlsta un numar N' (e:) astfel tnctt pentruorice
n> N'(e:) avern .

VU:>A- e:=q'> 1

u~> q'n, q'> 1
sau

~ seria este dtvergenta.
In cazul ctnd A= 1, criteriul lui Cauchy nu se apllca.

E:umplu

Fie seria eu termenul
(nn + 1)"

general un = ----
(nn + 2)1J

A - . -" - C h u .\1("" + 1)"plioam entenu Ul aue y; 1m _ __ ~

n......~ (n" + 2)~.
~I[1+ :.t + 00, daea Cl: > [3

= lim n"-li
.~~ a 1,daeaQ:=13

( 2 J"1+ n" O,daeaQ:<13

deei pentm a.< f), eerie este convergenes, iar pentrn Cl: > [3, aeria este divergenta,
Pentru a.= f), lim un = 1, eerie eete divergenta, deoarcce sirul termenilor seriei nu este

-~convergent eatre zero.

e) Criteriul r a p o r t u l u I s a u al lui D'Al e mb e r t. Fie

seria cu tenneni pontivi 'E Un; daca exista un nwnar N astfel incit pentru once

n>Navem 1

seria este divergenta.
Demonstrafie. Presupunem neeagalltatue adevarate pentru n > 1; rezulta

in primul caz

11:+1_ < q«; I,

seria este convergenta, iar dacli.--·----

U,,+! > q» 1,
".

U2-<;QU1
us<.q U2<.q2 u1

Deci u1+ ull + ... + un <.~ (I +q +q2 + ... +cr- 1) si, cum q«; 1, dupa
grtma teorema a comparatlei, urmeaza ca serta E u.. este convergenta.

;",:~.I"~~·
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In cazul a1 doilea avem sirul de neegalitati

u2 > qUI
ua>q U2>q2.u,.

Prinurmare, U1+U2+ ... +u,,>u1 (l+q+q2+ ... +q"-l); tnsaq>l,

deci seria minoranta a lui "E U,. este 0 serie divergenta, deci ~i serta ~ U,.,

se calculeaza lim 10,,+1 = A (dad exists}: dad A> 1,
R-t.., 10"

seria este divergenta: dad A< I, seria este ccnvergenta: daca A --= I, criteriul
nu se aplica. Se demonstreaza la fel ca la criteriul radacinii.

Exempie

1) Fic serla ell termenul genera!

2"II" = •

1·3·5... (211-1)

Criteriul raportului dll.

Jim~ ~-~ lim _'_ = 0,
n-!-<Xl 10" »-t<Xl 2,' + 1

deet aeria este eonvergenta.
2) Fie aeum seria eu termenul general

II» =
4·7 ... (3/1 2)

3·G·!:!. .. 31l II +;)

a" Il" t-1+-+---+ ...
b" b"

lim ~ = lim _ (~I_I + 1) (11 -j 3t. =1
_<Xl II" "-,+<>0 3(n + 1) (n -14)

Criteriul raportului nu diL niei un rezultat.

Obscrvapc

Criteriile de convergent-Ii. nu alnt 111. fel de efieiente. De exemplu. eriteriul raporbului estc
mai slab declt eriteriul riLdadnii, ndica. ucolc nnde eriteriul reportuhri nu. ee aplica e-ar putea
sa. se eplice erlterlul radactntt. Pentru seria.

at al a3 a3
a +_+_+_+_ +.

bb3b2bl

crltenul rapnrtului conduce, pentru ell. sene sa fie eenvergenta, 111. a < 1 ~i b > 1, iar criteriul

radacinii, numai lai < 1 ~i se vede cu n§urintli. cli. eondieiile a < 1 ~i b > 1 slnt ffiai rest.ric-

tive dedt!!... < 1-,
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f) C r it e ri u I log a ri t m i c. Fie seria cu termeni pozltlvl t Un; daca,. --
incepind de la un rang N, avem nee£falitlitile

log ...!.-
~> 1, pentru orice n>N,
Jog n

seria este convergentil, iar daci

log~
-~ < 1, pentru orice n> N,
log n

seria esfe divergentii.

Demonstratle. a) Sapresupunem ca neegalitatile din enunt au loc pentru
n> I; avem

In~ >kln n, kr» 1,
".

sau

11<2... .'
Insa seria ~ ~, cu k » 1, este con~ergenta, deci, conform criteriul compa-

.'
ratlei, ~i seria ~ uH este convergenta.

b) Dad In~ < k In n, n >1, k < I, avem ~i
'.

tnsa pentru k< 1 seria ~~ este divergenta, deci si seria 1:: ulI este dlvergenta.
•lk

In practice se calculeaza

lim.~.
In 2..
--""
I••

= A (dad exista).

Daca A> 1, seria este convergenta ; dad A< 1, seria este dlvergenta ; pentru
A= 1, criteriul nu se apllca.

Exemplu

Seria eu termenul general

".
Vii"+! (n + 2)

i/»'+2(n2+1)
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este convergentii.. Criteriul logaritmie dii., ,
I
, In (n!+2)8 +In(n'+1)-ln(n+l)2-1n (n+2) 7 1
1m =-> .

fH>'"" In n 6

g) trite ri u I lui K u m m er. Fie seria cu tenneni pozitivi

Ut+ull + ... +u.+
Daca exlsti un str de numere pozitive 1l:L, ~. .." a,., ... ~i un numar N
astfe! iocit

a..~ - a..+1> 'A> O. pentruonce n> N, seria 'E u"este convergenta. (1)
u,,+t 1

Dad a,.~ - a..+l <).. < 0, pentru mice n> N,
..+,

~ 1 ~

lar seria E .c.. este divergenta, ~i seria E Un este divergenta.
, .. i

(2)

Demonstratie. Deoarece Un > 0, neegalitatea (1) se rnai poate serie

a.. u" - an+! U"+1 > Au..+1 > 0, (3)

deci slrul a.,UfI este moncton descrescator ~i marginit inferior, .deoarece a"u..> 0 i
prin urmare, seria ell termenul general v. = a,.u,. - an+! u..+1 este convergenta
;;i are ca suma

[l = ll:Lu1 -L,

unde 1= lim a..u... Din (3) avem
-~

deoarece ]I.> 0 ~i, aplicind eriteriul tntti al comparatiei, urmeaza ca seria~ u..,
este convergenta.

In cazul al doilea, pornind de la (2), avem

Sirul a,.u. este, prin urmare, monoton crescator, dect exista un numer A > 0
~i un numar N (A) astfel tnctt pentru orice n> N (A) sa avem a..u..> A. Daca
tmparjim cu a,.> 0, putem serie

u..>~..
si, cum seria ~ ....!.... este divergenta, conform primului criteriu al comparatiei,, ..~
urmeaza ca seria ~ u" este divergenta.
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Cazuri particu1are. Lutnd pentru sirul a.. slruri particulare, astfel tnctt

seria E~ sa fie dlvergenta, obtinem criterii cunoscute sau altele noi. Astfel,, ,-
dad a = 1, atunci objinem criterlul raportului al lui d'Alernbert. Daca a = n
~~~ . .. .

h) Criteriul lui Raabe ~i Duhamel. Fie seria ell termenl

pozitiviE u,,; daca exlsta un numar N astfe1 incit pentru orice n> N,
n (--""- - 1) >- "> I,

U.. +1

seria este convergenta ; dad.

n l ""--- - I) .< x < I,
11"+1

seria este divergenta,

In practice se calculeaza lim n (- -~ - I] = k (dad. extsta). Dad
11-+"" U"+l

k> 1, serla este convergenta ; dad k < I, serta este divergenta.
Criteriullui Raabe ~i Duhamel se .aplica in general in cazul in care criteriul

lui d'Alembert nu duce la riici un rezultat.

E:r;emple

1) F,ie sene en termenul general

1-4-7 (311-2)

u.. = 3.(j. 9 (3n) tl + 3

pentru care, dupii. cum am vasut, criteriullui d'Alembert nu dii uiei un rezultat. Averu

lim nl~--l) s.s Iim tl 3(1l + l){n +4)- (an + 1) (~_~~= £ > 1,
_OD Itll +! --".."0 (3 fl + 1) (tl + 3) 3

deci selia. este convergenta,
2) Serle,

__'_+_1_+_
21n2 31n3

1 - + ...
nln II

este'divergenti. Avem

2i~ 2+ (31: 3+4I: 4) + (5 I~fi- + ... + 81~ 8) + ...

1 2 4 2"'-1
+ ... > --+--+----+ ... +---+

2ln2 41n4 8In8 2"'ln2'"
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deel sumele partiale 8m • m = 2'" sint minorate de sumela partiale ale seriei armoniee

(
inmultitll eu _'_) • care cete divergcuta, dect eerie data, eete divorgentii..

4m~ .
~iT1l1 0" = n. In ~' lnloouit in eriteriul Iui Kummer, ne conduce Ill. un nou criteriu de

convergenta, detent lUI J. Bertrand. •

4. Serii CD termeni oareeare

o serfe Cll termeni oarecare are 0 infinitate de termeni pozitivl ~i 0 infinitate
de termeni negativi. Seriile care au toti termenii negativi ~i numal un numar
finit de termeni pozitivi slnt considerate tot serii cu termeni positivi, deoarece
tnmultind toti termenii cu -1 se obtine 0 serie cu termeni pozitivi.

De fin i1l e, 0 serle eu termenil oarecare

u,+u,+ ... +u.+
se numeste a b s o l u t c o n v e r g e n t a daca seria modulelor

(I)

este convergenta. Daca serlat1) este convergenta, insa seria modulelor este diver
gentii, serla se numeste s l m p l u c o n v e r g e n t a sau semieonver
g e n t a,

Teo rem a. Daca 0 serie eu tenneni oarecare este absclut convergenta,
atunci ea este convergenta.

Demonstratle. Serla modulelor fiind ccnvergenta, conform crlteriulul
general al lui Cauchy, pentru orice numar s> 0 exista un numar N (e) astfel
tnctt pentru orice n> N (s) ~i p:;>. 1 avem

Dar

1 ktl U"+k 1< k~ll U"tl: 1< e, n>N (e:).

deci cu atlt rnai mult pentru n> N [e) avem

\ f; u... I< e
k--l

sl seria este convergenta. Teorema este demonstrate.
Conditia aceasta este tnsa numai suflcienta, nu ~i necesara, deoarece exista

serii convergente fara ca seria moduJelor sa fie convergenta.
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• 1
b (-1)"~

.. _·1 I,

Serii de numue

.
Dad notam cu s, sumele partiale ale seriei "E a"u",ob,

Exemplu

Seria lui Riemann altemata

convergenta.

Demonstratie.

servam d

este

H

5"i'J> - S" = an-I_p 0""+1> _. a"-'-lap + ~ (an :-k - an ;k-Il) 0'''_1 k'
k~l

Sumele (in stnt marginite, deci ] 0'.. J < M pentru ortce n E N. Sirul aft fllnd
monoton descrescator a"H - a..., HI > 0; prin urmare,

IS"." - Sn 1-<' M (an+p + an i 1) + M (an+1 - an+I.) =

''''' M (ant" + an +l + a,,+1 - all+,,) = 2a"+l M
si, cum a" -+ 0, urmeaza eli pentru orice numar e > 0 exlsta un numar N {e)
astlel tnctt pentru orlce n> N (I::) avem

5..+p - 5" = a"+lun+l + a"-i-2. u..~2. + ...+ a"-i-pu"+1> =

= a"+1 (G"+l - G,,) + a,,;_2 (G,,+2 - G" f-l) + ... + D,.+p (G/l-i-p - a..+p _ 1) ,

deoarece

Putem deci scrle

Criteri ul I u i Abel. Fie seria cu tenneni oarecare

u1+u2.+ .•. +u,,+

astfel inclt slrul sumelor partiale GIl G2.' , G",

G,,=UI+U2 + +U"

este marginit. D3(~a ~, a~, ... a.., ... este un sir de numere pozitlve monoton
descrescator, avind ca llmlta zero, atunci seria

pentru IX> 1 este absolut convergenta, tar pentru I:t -"< I cetc numai aimplu eouverganta, In
particular, seria urmonica altemata este simplu convercenta.

SeriiJe ell termeni pozitlvi srnt absolut convergente. Criteriile de conver
genta stabilitc la seriile cu termeni pozitivi stnt valabile si pcntru seriile absolut
convergente.

Un critcriu de convergenta simple este

t
If
;~

;1

r

t.
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de unde .. , S"'i-" - 5,,1 < s , n> N (e) sl, conlorm criteriului general al lui
Cauchy, seria

este convergenta.

Exemplll

Daca luaru

It .. = ~ (X> 0 si u.,. = sin 11 e, 11 E N,
n'

. u;r, . (11+1).1:
Sin - SIn ----

2 2

. "Slll-
2

Prin urmare, snmele partiale 8.. sint marginite dll,ca x =r 2kx; sintem in coudiriile oriteriului
lui Abel, deei seria eu termenul general

sin i'IX, ~--
• n'

es-te eonvcrgenta, orieare ar fi 0: > O.

o serie simplu convergenta are 0 infinitate de termeni pozittvi ~i 0 infi
nitate de termeni negativi. Sa aratam ca attt seria fermata eu termenii pozitivi
cit ~i seria fermata co termenii negativi stnt divergente. Seria ll:J + ~ +...
. .. + a,. + ... Iiind simplu convergenta, rezulta ca seria modulelor

I~I+I~I+ ···+i~l+ ...
este divergenta. Fie IX.. suma termenilor pozitivi .;;i - I)" surna termenilor ne
gativi cuprlnsi in primii n termeni ai seriei date;
avem

S.. ="" - I)"

fJ,,= 0:" + I).,..

unde fJ... estc suma primilor n termeni ai seriei modulelor : avem

1
~. ~ :; (0. - ,.j

Inss lim s,. = s ~i lim fJ" 0-, CXl, decl
" ...= " ... '"

lim :z" -'-' CXl, lim {3" = CXl.

""'<00 ......""
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I. (_I)n--l ~ +
"

5. Serii alternate

Se numeste serie alternate 0 serie de forma

U1 - Ujl + U3 - U4 + ... + (-1)"+1 U" +
unde toti Uk stnt numere pozitive.

C r i t e r i u I lui Lei b n i z, Dad tntr-o sene alternata ~irul U" este
moncton, descrescater ~i are Iimita zero, seria este convergenta.

Demonstratle. Fie strurlle (an) = « -1)"+1) si (u,,), ultimul flind monoton
descrescatcr, avind ea limite zero. Sumele partlale

+ ~ll, n~2m+1
s,,=a1+all + ".. a"

0, n = 2m

slnt marginite. Conlorm eriteriului lui Abel, seria u1 - Ull + ...+ (_1)11+] U,.+ ...
este convergenta.

Exemp.l€
1) Seria armcntca alternata

1 1 1
2+3- 4 +

este eonvergentii, decarceo sirul (---;) eete convergent cafre zero.

2) Serle, alternata

1 _ 1 + 1
1'2 V3

1

n; + (_1)"-1 }:- +
Yn

. 1 teete eonvergcntii, deoarece sirul V;;=estc convergent ca, rc zero.

In general, sene lui Riemann alternata

ell 0 < oc -< 1 eate simplu ccnvergenra.
3) Seria alternata

I-In .!+~ -In ~-+ ~-ln i +
1 2 2 3 3

+ (_1)"-1 J:.. + "
n"

n + 1 1
+~;-ln~n~+n+l +

cite convcrgentii. Suma ei este eonatanta lui Euler

C = 0,577215..
Avcm

-.!.->lo. ff + 1>

" tl
Ii +]"'
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dad l;Iirul ta~manilo£ sertet date este moncton descreecaeor, convergent eatre zero. Suma primilor
211 - 1 termeni eete

82" _ 1 =!_+~ + ... +_.1 -In n.
1 2

Prin urmare,
lim 0"_1 = c.--4) Seria altaruata

estc eonvergcnta, deoareee

---.!:...> ~ > 1 --+0, ctnd n--+=.
VU' ¥; + Vn + 1 ~fj·i-l

§ 8. CALCULUL SUMEI SERIII,OR CONVERGENTE

1. Serii absolut conver~ente

o data stabllita convergenta unci serii, a doua problema de rezolvat este
calculul sumei seriei. In legatura cu senile absolut convcrgente avem urmatoarea

Teo rem a. Daca tntr-o serle absolut convergenta se schlmba ordinea
termenllor; se obtlne toto serte absolut convergenta ~i cu aceeasl suma.

Demonstratle. Fie seria absolut convergenta

ut+u2+···+u" ...
Pentru s> 0 exlsta un numar N (e) astfel rnctt pentru orice n> N (e) avem

(N (,J ~ N).

deci

oricare ar fi p, q, q ;» p.
Putem alege numarul N astfel tnctt sa avem ~i

1,. - 5 I<~E:_,
'N .. 2



en/eulul sumei st'l"ii/or conver>;:ente

Sa presupunem acum ca am schimbat ordinea termenilor tntr-un mod
oarecare. Fie noua serie astfel obtinuta

Vl+~···+v.. -I- ...
Exista un numar Nl astlel tncit pentru m> Nl tot! t;rmenii cuprinsi in s, sa

fie cuprinsi ~i in O"m' O"m Iiind sumele partiale ale seriei Ev". Evident, suma l'J", va
i

contine si alti termeni dectt acei continuti de 5.., tnsa toti vor fi de rang su
perior lui N, fie ei uN +U ' U N - l- k2' ..., UNHm, 11; avem

II1M-SNI<lmtNu.v+k,l<mirIUN_ikjl<-2E, (m> Nl )
I ;-1 '~l

st din egalitatea evidenta
S - 11m = S - SN -I- (s]/ - O",,.}

avem si
Is - 11,,;1< Is- s]/1 -I- Isx - O"ml < e,

deci s" ~i am au aceeasi limite s.
Teorema este valabila ~i pentru serlile co termeni positivi care sint absolut

ccnvergente.

2. Aproximarea sumei unei serii cn termenii pozitivi

Unei serii cu termeni pozitivi

UI+~-I- ... +u,,+ ...
convergenta nu li putem totdeauna gasi suma, ci ne multumtm de cele mat
multe ori Cll 0 valoare aproximattva s1" ce se obtine tnsumind un numar p de
termeni ai seriei, deci

S = s:I' + 'v'

Pentru a gasi 0 margine superioara a erorii pc care 0 Iacem asupra sumei 5

inlocuind-o cu 51" trebuie sa gaslm 0 margine superioara a restului 'v; aceasta
margine superioara se obtine inlocuind seria care reprezinta pe '1' cu 0 serie
majoranta, a caret suma se poate calcula user.

Sa presupunem ca seria data U t + Us + ... -I- u" + ... tndeplineste

conditla U.. +1 < k < 1tnceptnd de la un rang n >- p -I- I ; avem

""

deci
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~i am gaslt.astfel o-majoranta a restulul seriei. Daca e> 0 st cerem ca r, < e,
din conditia .

~UJ>+l < S

1 -- k

putem defermi tl3 , numarul p.

3. Serii semieonverlJ.ente

Intreseriife absolut convergente ~i cele sirnplu convergente (sau semicon
vergente) exlsta 0 deosebire esentiala, pusa in evidenta de urmatoarea teorema

Teo rem a lui R i e man n. Intr-o serie de numere reale, semlcon-
vergenta, se poate schimba ordlnea -taetorttor asttel inclt :

I) seria oblinuta sa atba ca st¥J1a un numar dat ;
2) seria obtinuta sa fie dlvergenta ;
3) seria obpnuta sa' fie osdlanta.

Dem~_~f.!e.,l)Am vii.~ut Ia §7 ca seriije formate numai en termenii positivi san numni
e u termenii. nega.tivl'ili unci serli semiconvergeute stnt arnbele divergent.e. Fie acum seria semi
convergentit.

+ rr.. '1- ••• (1)

§i 8 un numgr real oerecure, Vom ordona termenii seriei (I) iu a~a tel incit. primii termeni, toti
positivi, sil.aiba ell.auma un nurrrar care sa depseeesca numarulx, fapt ce esteposibil, decsreee
eerie ell termenii positivi este dtvergenta. Dopa acesti termeni vern useza termenii negativi in
nrdinea in care se preaiuta in ser.ie, plna ce suma tUtUTOT termenilur este depa§itii. de S (astfe!
inelt daci suprimam ultimul termen suma sa depa§cascii.pl~h'\ rapt ce este de asemenea posibil,
deoarece !;Ii seria eu termeni negativi este divergenta. In eontinuare, aseaam terruenii pozitivi
pina ce suma tuturor termenilor depa§e§te numarut S §i a§a mai departe. De tieoare data vern
Iua eel mal mie numar de tennent care lndeplineste couditia ceruta.Sa eratam ca sene a.stfel
reordonata clItecPlLvergenta ~i are oa SUllla numarul S. Sa nutam eu 8t" S, .... sumetc parfiale
11.[0 acestei;serii,i:e~r .. nnmarul tnturor termenifor positivi §i negativi luati tn prtmete n ope
ratii. Dati P'I eate impar, Sp" > S ~i uP,. este poaitiv

o <:'~v.. -uv.. < S
..u

o < 8"" - S < tl v,,'

iar dad. n este par, atunci Sv" < S §i ,ut>;; este negativ;
avem

san

deci crtcere ax Ii paritatea lui n

i 8 - -,'0,'1',,1 < I tip" I.

Seria (1) fiind eonvergentii., uP.. --+ 0 elnd n --+ 00, deoarece P. > I'l §i p,. --+ 00, de
unde rezultii.

lim 8 p = S.-- .
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(2)

(3\

2) Yom arata aeum ca putem ordona terurenii seriei (1) aatfel ineit suma serlei sa fie + 00.

Vom lull.intii eel ruai mtc numar de termcui poritivt, a earor suma (leJla~e~tcnumarnl1; in eon
tinuere, vom lull. eel mai mic numar de termeni negat.ivi. astret inclt suma totata. (termenii po
zitivi ~i cet ncgativi) sa fie inferioara numarulnt 1.

Vom lull. apoi eel mai mic numar de termeni positivi, aetdcl hleit sumu totala sii.depa
~eascli. numarul 2; dupa nceca, eel mai mio numar de termeni negatrvr, as tfal illdt suma tot ala
sa fie inferioarii. uumgrului 2. La a (2n -1) operatic vom lua eel mal mie nurnar de tcnueni
posttlvi, astfel tnctt suma totalii. sa fie superioara numarului n, 1;\i Ill. a 2n operatic vom lull.eel
mai mic numar de termeni negativi, astfel incit suma sa fie interioara numarului 11 s.a.m.d.
Deca p=" sint tcrmenii luati dupe 2n operatii, avem, in mod esernanator primului ('1[Z,

l) < 81>Z"_1- n < II ll ... _ 1

0< t1 - 81'.... < -ul'z"

Cind,n -+ 00, P2" --+ 00, P2l>~l -+ 00, deearece Pm > 11, P2III-l > n. ~irul

81>1' SP2' ...• S"2>O_1' 8 Pm"

eete eresditor, nemarclnit, Intr-adevar, A> 0 fiind dat, N eel mai mic uumar natural astfel
ineit pentru fl > 1'1 sa avem

A + 1 < n, I U:l>... _1 I < 1, i 11:1>2,,1 < 1,

in eeeste eonditii obfinum din (2)

SP2"_1 :>n-luPn )1> n--1 > A

lJi- din (3)
Sl'~,,:> tl---li PZ,. > n--l > A,

eeea ee eehivalcaza en

3) Sa ariitiirn acnm di. putem sehimha erdinea terrnenilor in (1) asUel tnctt strul aumelcr
parpale sa aiba dona punete limita.

Fie B' < S" dona nurnere. Sa ordcnarn termenii seriei (1) nsttel : Iuum eel mai mic numgr
de tennent poz'itivi, astdel ineit suma lor sa depa~casca uumarnt S": epci lnam eel mai mio nnmar
de tennent negativi, astfc! ineit suma tutala sa fie mai mica declt S·. In eontinuere, luam eel mai
mio uumar de termeni positivi, eattel ca sumu totalii. sa depa~casea pe B", apci, eel mai mie
numgr determeni negativi, asUel incH suma tot.alii.sa. fie inferiuuralui 8' ~a.m.d. Dace notii.m
ell PIt numarul termenilor Iuati dupg 11 nperafii, slrul sumelor parfiale

cate convergent catre 8", iar ~irul

eate convergent di.tre S', dect ~irnl sumelor partialc al seriei (1) &!ltfel ordonate este mdrginit,
insli.nu eete convergent. Tenrema eete demonetrata.

Rxemplu

Serle annonica attemata este semiconvergenta. Sa ordonnm terrnenii aceseet serf astfel
Incit un termen pozitiv sa fie ucrnat de doi termcni negativi; vom avell.

S'=(1_2._~)+ +(...._' '__-'-)+
2 4 ... 2n_l 4n-2 41'1
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deei

fi wi notim

evem

S' =

$iTwi ~i serii de "",mere

1 1
2,,· 4u- 2 = 4n--=-"2'

(_1)"-1 .+----T __
"

K =~8.
2

Si adunim acum termenii seriei astfel tncft doi termeni pozitivi sil. fie urmati de unul negativ;
v.om Ilona.

S"=(l+.!.-~)-13 2 . (
1 1 1 )+ --+---- +

4/1--·3 4n-1 2n

4n~3+4n~1-;n=(4n~3-4n~2+4n~1- 4~)+(4n~2- :n)'

deei

~(' 1 1 ')'~(' ')S"~ 1; ----+---- +-1; ---
..~l 4»·---3 411-2 4-t1~·-1 4n 2 ..~l 211--1 2n

8"=8+ .!-S=~S.
2 2

Se vede til. eumele S, S', S" nil slut aceleasi.

4. Aproximarea sumei unei setH alternate

Fie seria alternate, convergenta,

s=u1-u2.+u3-u",+ ... + (-1)"-1 U,,+ ...

Putem scrie

S = u1 - (U z - u3) - (u( - Us) - •.• - (U~II - UZII ! 1) - •• "

precum ~i

S "--' (u1 - uJ + (u3 - u4) + ... + (U2,._1 - u2,, ) + ..
. din care deducem, deoarece up> Up l l•

S < 8 2,,+1



deci

ealclI/ut sumci spriilof conliefj.(entc

din care obtinem
o < S - 52,. < u211+J

o< 5211+1 - 5 < U2,,+2.

0< (s - so) (-I)' < U. H,

care se expnma III modul urmator:
Daca adunam un numar finit de termenl dintr-o serie altemata, conver

genti, eroarea pe care 0 facern este Infericara primului termen neglijat, prin lip
sa sau adaos, dupa cum numarul termenllor tnsumatl este par sau lmpar.

Excmplu

Pentru a aiJa suma seriei alternate

Insa

1 1 11--+--_-+.
2 3 4

en einci zeeimale exacte, f .. < ~, trebule sil tneumam primii 105 -1 = 99 999 tennent
10'

Spuncm ca seria alternate eete slab cQnvergenlii.

5. Numarul e

Numlirul e este definit fie ca suma sertei

1+ -'- +< -'- + «< +
I! 21

1 +
.!

(1 )

He ca limita sirului

(2)

Sa consideram mai tutti numarul e definit ca suma seriei (1). Seria (1) este con
vergenta, deoarcce, dupe criteriul raportului,

lil11 tI"+1 = lim-~ = O.
,,~.., lI" _0 n -+1

Dad notam
1<

'< e=l+~+ +~
" 11"· III

r ~ __,__ + __1__ + ...
" (rl+ 1)1 (n + 2)1
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rezulta e = e..+ r... Sagasim 0 limite superioara a erarii pe eare 0 faeem asupra
lui e oprindu-ne la prtmil n + I termeni ; observam ea

r=~[_'_+ 1 + ...]<-'-[_'_+_'__ +]
.. 11 I 11 + 1 (n + 1) (n + 2) e l n + 1 (n + 1)$ ... ,

deci

Pentru n = I, avem e = 2+ e, deci 2 <e <3.
Daca n = 6, r, < ~ .~ = 0,0002; prin urmare, dad lnsumam primii

,. 61 \,

sapte termeni objinem pe e ell trei zecimale exaete; daca n = 8, obtinem
r. < --.!:.....~ ,oo3סס0,0= adica insumind primii noua termeni obtinem

II 81 8
numarul e eu 5 zecimale exaete.

Ne propunem sa calculam numarul e cu 15 zecima1e exaete. Pentru
aceasta trebuie sa calculam suma a 17 termeni. deoarece

r <-'-<~.
17 17! 17 1011

Fiecare termen din cei 17 trebuie ealculat ell 18 zecimele exacte, deoareee
eroarea pravenind de la termenul al 18-lea pentru toti termenii este mai midi

dectt -!o~;, ~i suma erarilor tndeplineste conditia ceruta, deoarece

-"- + _2_ ~ 0,000.000.000.000.000.215 <
1018 ru« 1015

Fiiclnd calculul efectiv, avem

I +~+~'----'2,5
II 21

.l, ex: 0,166.666.666.666.666.666
31

1
,,~ 0,041.666.666.666.666.666

-'- ~ 0,008.333.333.333.333.333
51

r6! D'.0,001.388.888.888.888.888

r71 ce 0,000.198.412.698.412.698



Calcmul _~unwi $erii/or ccueergcnre

18' ~ 0,000.024.801.587.301.587

:, ce 0,000.002.755.731.922.398

,: , ~ 0,000.000.275.573.192.239

1li! c»: 0,000.000.025.052.108.385

1i2i ex: 0,000.000.002.087.675.690

-'- ~ 0,000.000.000.160.590.4:17
131

1~1 ~ 0,000.000.000.011.470.745

1
151~ 0,000.000.000.000.764.716

1
1;' ~ 0,000.000.000.000.047.794

1
17~' ce 0,000.000.000.000.002.811

171

si tnsumind
2,718.281.828.459.045.053 < e < 2,718.281.828.459.045.268, deci valoarea lui e
cu 15 zed male exaete este

e ex: 2,718.281.828.459.045.

Numiirul e este iraiional. Folosihd seria (1), putem arata ca numarul e nu
este rational.

Dad p sl q stnt tntregi primi tntre ei, trebuic sa aratamcii nu putem avea

L= 1+ ~ -l- ... +- .L+~.~.o <6 <1.
q 11 ql q! q

Inmultfnd ambii termeni cu q! rezulta

P: (q - I)! - tntree + ~-,
7

ceea ce este imposibil. In 1873, Ch. Hermite a aratat ca numarul e este trans
cendent.
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Echlvalenta ceior doua deiinitii. Sa consideram acurn numarul e delinit ca
llmita sirului (2). Vom nota

E ~ lim (1 + -'-)".
~~ .

Am aratat ca strul E" = ( I + : reste crescator si marginit, deci con

vergent.
Sa aratam ca E = e. Avern

(3)

deci
(4)

~i lim E.. = E < e.
"~~

Daca pastram in (3) pe m fix ~i facem pe n sa tinda catre infinit, rezulta,
dad notam ell Em... suma primilor m + 1 termeni din (3), ca

lim Em...= e",.
"~~

deci
lim EII.I< =, lim E..>eo, . oricare ar fi m,
,,-+"" n-+oc

sau
E>~ ~

Comparind pe (4) si (5), urmeaza ca E »ce,
Rationamentele de mai sus au fost facute in tpoteza di n este un numar

natural. deoarece am Iolosit formula binomului lui Newton, care nu este va
labile dectt dad n este tntreg ~i pozitiv.

a) Sa aratam cii

,,~~.., ( 1+ ~r= e, (n tntreg negativ).

Avem

lim (1 +"-)" ~ lim (1 - "-)"" ~ lim (_.J"
n-+-<>o n " ......, n ,,-+"" n--l

l( 1 "-, ]-elim 1+--) .~-- =e.
n-+oo n-1 n--1



b) Presupunem acurn ca n este un numar real si pozitiv oarecarc. ExisHi
doua nurnere tntregl consecutive m ~i m + 1 astlel tnctt m < n < m -i- 1 :
atunci

Ca/ell/ut sumci seriilor w/lv('rg('n/e.

2->~>_'_
m n m + 1

I+~> l+~> 1+_'_.
TIl J'l //I + 1

Prin urrnare,

(I +-±-)""> (I +-;;-j"> (1+ m:,)"
*i trectnd 13 Ilmita

lim [(I -1- -'-1" .(H- -'-J] :> lim (I + "J" :>
"'~'"> III m "7'"> II
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, . [( 1 )"" m + I ]phm 1+-- .----.-,
"'"+'"> m+l '111+2

din care obtincm

sau

e<lim (l-+-!:')" <e, n E R,
''-+-'"> n

Jim (I + ~1" = e. n E R.
~'"> 11

atunci (I + :,.)"" _ e;

atunci (-I + ..2....)x.. -+ e;
x,.. I

a) dad x
n

_ + 00,

Avern *i

c) dad x" -+ 0, x"> 0, atunci (I + Xn)"'n -+ e;,
d) dad x,. -+ 0, x,. < 0, atunci (I + x");,, _ e.

b) dad x,. -+ - 00,



$inlri ~i serli de "",mere

.L1plie IJ J i i

1) ss aritAm di.

. ( , )""hm 1+- =L"J.
"'..7+<0 Xn

Putem sene

( 'J" I( ,)"]"lim 1+- = lim 1+-
....-+"" 3:,. "',,-++"" x"

2) Avem

In (1+~=1.
x,

Intr-adevar,

In- (I + 3:.. ) = lim In 11 -I 3:.. 1"" = In c = 1-
x.. ",,-+0

.... >0

Rezultatul este acelasi dad, 3:.. - .. 0 ell 3:.. < 0 ~.i 1 + x.. > O.

6. Rapidilatea de eOBvergeBta a BDei serii

Am vazut din aliniatele precedente ca pentru aproximarea sumei unci
serii convergente era nevole de tnsuma t un numar rnai mic sau mal mare de
termeni.

Pentru caleulul sumei seriei armonice alternate (vom arata mai ttrziu ca
suma ei este In 2) eu cine! zecimalc exacte este nevoie de insumat99 999 termeni,
in timp ee pentru calculullui e eu 15 zed male exaete a fost ncvoie de insurnat
numai 17 termeni.

Spunem ca seria lui e este mai repede convergentii dectt seria armonica £'11
ternata. Rapiditatea de convergenta a unci serf are 0 deoseblta importanta
practlca.

D e fin i tie. Yom spune cii seria L u" este mai repede convergenta dectt
i

seria L un daca,

lim ~"-- = 0,
"-+,,., R..



Transformarea lui Euler. Fie

are aceeasl suma ca (S).

(I)
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1

4tl (2n + 1)

Jim ~=O.
f1-+<» VfI

} + _~__ 2:_ + ... + (_I)'H + .
2 3 4 n

1) In 2 = 1

In2=~+}-~+~- ... +
2 -1- ]2 2-1- 4n (2,,-1)

Excl1I.plu

unde r; ~i Rn sint, respectiv, resturile serlilor ~ u, ~i 'E V"', ,

Cakulul suml'.i seriilor conver,I;rmtl'

.
genta dedi seria 'E v" este ca,

(5') ~_~~+ u,-u~_~ + ... + (_1)"-1 Un-Uo.':l + ... + ...
2 2 2 2 2

Prin transforrnarea lui Euler, unele serii se transforma in serii mai repede
convergente.

o condltie suficienta * pentru ca seria 'E u... Sa fie mai repede conver,

S" - S~ = (--I)" u -t 0, ctnd n -t 00.
- 2"

(S) u1 -- ua + u3 - u4 + ... + (-1)"-1 UtI + ...

Ne intereseaza, indeosebi, sa translormam 0 serie slab convergent a tntr-o
serie mai repede convergenta.

Demonstratie. Dad S" ~i S;, stnt sumele partiale ale celor doua serii,
avem

o serle convergenta, in care numerele u,. nu stnt neaparat pozitive.
Seria

Dara aplicam 0 data transformurea lui Euler, avem

Anali?lI llllltelllatic.ii., vol. I, Acad. Miron Nf e ul e s e u, Ed. t e h ni e a
1957, p. 264· 28().
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Daea aplieam scriei nhtinute acelasi pr~cedeu (Iua.m u~ = ~l
avem

In 2= 2+~__~+~ __"
8 24 48 120

+~~~
4n (4nt-l)

-c---'c' + .
8n (n + 1)(211 + 1)

~i inca. 0 data

3

8n (4112- 2) (2n +~)

17 33 1 I
In 2 = 48+% - 160 +400 - .. + c-cc-~.'C-cc--

3
-1- •••

Il>Ii (1'1 +1) (2)>+ 1) (2n + 3)

(2)

Pentrn calculul lni In 2 en trei sectmare exaete era nevnie, pleelnd de Ia seria armouica
alternata, sa tnsumam 999 tormeni. Daca. lnsumam in (2) tcrmenii

67 1 I---+---..:....,
48 .11,0 480

g-asim Pe In 2 en 3 zecimale cxecte. Intr-adevar

In 2 = 0,697 - 0,006 + 0,002 = 0,693.

In R, cep. J, §6, a]. Bam gasit In 2 = 0,69315 en einci eccimale exaetc,

Transformarea lui Kummer. Dad seria f u,. este conver,
genta, iar seria ~ a" are 0 suma cunoscuta a ~ ~ --t A dod n -+ 00, atunci

, a.
seria

ha+ ~ (u.-Aa.)~~ u.
n~l n~l

trensforma seria inipa1a tntr-o serie mal repede convergenta.

Demonstratie. Conditia suftcienta (I) este tndeplinita, deoarece

lim II,,--a'!!.~ = lim (1- ~_),,) = D.
"-+00 II.. "-+00 II"

Dad! notam ell S" si S~ sumele pattiale ale seriilor 'E utI si a)" +
i

+ ~ (u.. - All,,). avem
r

IS,. -- S~ 1= I )" I· I a - a l - at ~ ... - u" \< 1AI· e. dace n > N (e).

deci dod n _ 00, (S.. - S;) -+ O.



Luam pontru

Exemplu

Sa se verifies egalitatea

. ,
1: a.. pe ~ ----, tnsa

I 1 4n" ---1

~,
,

4»" -1

• 1
~2 ~--2 ~

I 2n -1 . I

__l_=:l.
2» + 1

Avem, de asemenea, lim
"~.

4n"-t
-. - ---- = 1, deci transtormuree lui Kummer dil.
n'

Stria din partea a doua este urai repede cOTIvcrgcntii.

12 - c. 1691



Capitolul II

FUNCTII. LIMITE. CONTINUITATE

§ 1. FUNC'fI1

1. Definitia funetiei.

Fie X .<,;i Y doua rnultimi.

De fin i tie. Daca, printr-un procedeu oarecare, facem sa corespunda
fieearui element x E X un element y E Y ~i n u m a i u nul spunem di am
definit 0 fun c tie pe X eu valori in Y.

Prin [unctie tntelegem ansamblul format din: multimea X, multimea Y
~i corespondenta x--+ y de la X la Y.

X se numeste muttimea de deiinitie sau domeniul de deitnute al functiei,
iar Y multimea in care Iunctia ia valori.

o Iunctie se noteaza cu 0 litera: f, g sau F, cI> etc.
Dad printr-o functie f unui element Xu E X ti corespunde elcmcntul

(unic) Yo E Y, spunem ca Yo estc valoarca Iunctiei in punetul Xu ~i se noteaza

y, ~ I (x,).

Un element oarecare x al multimil de definifie X se numara variahilii
sau argumental functiei f. Functia f se rcprezinta, de asemcnea, ~i prin

x --+ f (x), X E X
sau numai

I (x), X E X.
E xemple

1) Fnnctia f definita pe R, care face ClL tiecarut nurnar x sa-i corespundj, cubul sau x",
x --->- ;1;*, x (i;: H, sc noteaza

((x) = :r".
Domeniul de definitie eate H, domrniul valorilor tot R.

2) Un ~ir de numere reale (a..) esto 0 funetdc

n --+a ..

cu domeniul de definitie multimea numerelor naturale N '3 u ; multi mea in care Iunetia is.
valuri eate multfmea numerelor reale R.



s=~gt'
2 '

. N~t!unea de funeti~ s-a introdus ~n mate1!1atica ca ur~are .a nccesltatl!
studiuluiinterdependentei Ienomenelor din natura. "Metoda dialectica de studlu
a fenomenelor naturii st a proceselor tehnice cere ca marimile care parttclpa
~i care variaza lntr-un proces oarecare sa nu fie studiate separat, izolate uncle
de altele, ci in conexiunea lor, in interdependenta care Ie leaga in rcalitatc.
Ideea de dependents functionala este expresia matematidi a acestei conexiuni
dintre marimile reale, in cazurile cele mai simple" *.

Exemple

I) Spatiul s, in caderea punctului pe vertical a, sub actiunea gravitatii.
este functie de timpul t

1"unctii 179

unde g este acceleratia gravitatil.
2) Relatia tntre presiunea p si densitatea P a unui gaz in cazul adiabatic

este data de expresia
p = kpY , k, y constante.

3) Densitatca P a gazului in miscare este Iunctie de V, viteza partieulei
Iluide considerate,

p =-' Po [1 - "-; 1 . ~;r- 1

, Po, Co, '{ ccnstante.

pomeniul de definifie estc intervalul X = { V Ia -<- V -<- CO V~ ~ 1 }.

4) Volumul unei sfere de raza r este Iunctle de raza

V = ~~.1t" r~,

cu domeniul de definitie semiaxa reala r>- O.
Din deftnitia data notlunll de func[ie rezulta ca doua Iunctii f ~i g stnt

egale daca stnt definite pc aceeasi multime X, au valori in aceeasi multi me y
~i daca stabilesc aceeasl corespondenta

{ (x) = g (x), pentru orice x E X.

Se numesc [unctii reale de 0 variabiliI reala Iunctiilc ell valori numere reale
definite pe multimi de numere reale.

Exemple

1) f (x) = 2~, 1 -< x -<:l: domeniul valorilor este intervalul [2, 4J.

2) f(x) = {x",o-<x<a,
0, x> a,

are dnmentul valorilor intervalnl [0, (121.

• A. T. H i n Il i n, Curs scutt de IItlllli2a mllicmalicd, Ed. tehnica, 1956, I'. 21.
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s, Graficul"unef fu.'!,··tii

Corespondents X -+-1 (.r) stabillta de Iunctia f intre multi mea de dcfinitle X
sl multimea·valorilor Y se poate reprezenta prin pcrcchi ordonate (x, {(x)).
Dad! eonsideriim produsul cartezian X x Y, pereehea (x, f (x)) este un element
al acestui produs.

De fin I tie. Se numeste graficul Iunctiei f, x EX mutlmea Of a perechi
lor (x, f (x)), decl

G,~ {(x, f (x)) I x E X}.

si are urmatoarele proprietati :

I) fiecare clement x "= X face parte dintr-o pereche *i numai din una a
grafieului 01 ;

2) in Iiecare pereche (x, y) a graflcului, eele doua eoordonate x, y verifies
egalitatea

Pentru oriee alta percche (x, y) care nu aparfinc gralicului avem y * f (x).
Egalitatea

verificata de toate elementele (x, y) ale gralicului *i numai de aeestea se numeste
ecuajia grafieului functiei l: vom folosi din aceasta cauza pentru Iunctie ~i
notatia y '-= f (x).

Exempti!

1) Graficul functiei f(n) ~"(-1)" n --1 , n E 11,', este dat de figura 26.

"
y

o (I,~)

o (J,-j)

Fi~. 26

Valurue funetiei sint termenh ~iruilli 0; 1 2 . 3 • , (-1)" n - 1 ••.•2'-3'4"" n
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2) Grllficulfunctiei

((")~ JVI - x' ,
I 0 ,

estc dat de figurn 27.

-1<x<+I,
XE R- [-1, ~1],

181

3. Functie eempusa

(-I,U)

y

10,1)

o

Fig. 27

It,O)

Se fcloscstc adesea notatia f: X --+ Y pentru c Iunctie definlta pe X ell
valori in Y; se spune, de asemenea. ca f cste 0 aplicaiie a multlmll X in mul
timea Y.

Fief: X _ Y~ig: Y --+ Z, Un element XEX este transformat de functla f
in elementul unic f (x) E Y; Ia rrndul sau, elernentul f (x) E··· Y eate transformat
de Iunctia g in elcrnentul untc g (J (x)) E Z; am reallzat astfel 0 corespou
denta x --+ g (J (x)) de la X Ia Z.

De fin i tie. Punctia definitii pe X ell valori in Z de

x-+g(f(x)) XEX,

se numeste Iunctia compusa a Iunctiel g {>i f (in aceasta ordine).

Exe.mplu

{ (X) ~ t)", fJ (f (x)) = r2 (X) ~ 2~~ = 4"'.

4. Funetie Inverse

De fin i t i a I. Se spune ca functla f: X --+ Y este biunlvoca daca,
orieare ar fi elementele x' + x" din X, avem f (x') =1= f (x").

Definqia 2. Se spune ca f este o a p l i c a t l e a lui X pe Ydadi.
multimea valorilor lui f, care se noteaza f (X), este egalli 'CD multimeu Y.
deci daca t (X) - Y.
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a aplicajie biuniooca f a lui X pe Yare, prin urmare, urmatoarele pro~

prietati
a) '(X)~ Y;
b) x "px' ~> f (x) oF' (XO);
c) ,(x) ~ f [x") ~)X' ~ r":
d) pentru orice element y E Y cxista un element ~i numai unul x E X

astfel incil ,(x) "" y.
Proprietatea d arab ca putem stabili 0 ccrespondenta

I (x) -e- x, ,(x) ~ Y,

de 1a elementele lui Y la clementele lui X, corespondent.'! care se numeste apli
catia reciprocii sau [unctia inversii a Iunctiei f ~i se noteaza t-»,

De f l n i t l e. Se numeste t u n c t l a l n v e r s a a functlel biunivoee f
func(ia /-1 prin care fiecarut element y E Y ii corespunde acel element (unic)
x E X penttu. care f (x) = y.

Din definitie rezulta ca :
-,

1) ,(x) ~y(~) x~,(y);

2) I-I este 0 aplicatie biunivoca a lui Y pe X, deci functia sa inverse
este f. Funcjiile f ~i '-1 sint, prin urmare, una inversa celeilalte.-,

Graficul functiei inverse y = f (x) este format din pcrechlle (y, x), dccl
este simetrfcul fata. de prima biseetoare (x, x) al graflcului y =-. f (x).

Se mai observe ca multi mea de delini tie a Iunctiei f devine multimea va
lorilor pentru Iunctia f 1 ~i recfproc.

Exemple

1) y = f (x) = 4x, x.> 0, are functia inversa x = r\y) ,,= ..2..- y, ell y:;" O.
4

2) y = ((x) = z2, 1 < x < 2, arc ea Iunotio inversa

x= t(y)~· Vi; 1<y<4.

5. Operatii ell funetii real..

Fie E 0 multlrne, A si B doua submultimi ale lui E eu intersectia nevida
A n B * 0, f ;;i g doua Iunctii definite pe A si B respeetiv, eu valori ill R.

Domeniile valorilor lui f ~i g stnt submul Ilrm ale corpului numerelor reale ;
prtn urmare, efectutnd operatiilc algebrtce oblsnuitc asupra valorilor Iunctiilor,
obtinem Iunctii noi.

I) Suma a doua Iunctil i. g cstc Innctla f +g dclinitii pe A n B de ega
Iitatea

(f +g) (x) ~ f (x) +g (x), X E A n B.

2) Diferenta dintre Iunctla f ~i lunctla g este functi~ f - g definite pe
B de egalitatea

if - g) (x) ~ f (x) - g (x), X E A n B.
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3) Produsul dintre Iunctia f si Iunctia g este Iunctia f· g definlta pe A n
de egalitatea

(fg) (x) ~ f (x)·g (x), X E A n B.

4) Cttul dintre lunctla f *i functia g este Iunctia L definlta pe multirne
q

An B - C, unde C = {x l x E B, g(x) = O}, de egalitatea

(1-'. (x) ~ JJxl, x E A n B - C.
g J g (x)

6. Relalia de ordine

Fie doua Iunctii f *i g definite pe 0 aceeasi multime X. Vom scrle f <.
sau g > f dad. f (x) <.g (x) pentru orice x E X.

Relatia "f <.e: este 0 relaiie de ordine pe multimea Iunctiilor definite
pe multimea X *i are proprietatlle :

1) f « f;

2) t c e. g<f~)f~g;

3) i c e. g<h~)f<h;

4) f<g(~) f+h<g+h;

5) t c s. h>O~)f·h<gh;

h<.O=)!·h>g·h.
Dad f (x):> 0, x E X, spuncm ca Iunctla f este pozitlva pc X. Dae

f (x) > 0, X EO X, spunem di Iunctia f este strict pozitiva pe X. Daca f (x) <.0
x E X, spunem ca Iunctia teste negative pe X, iar dad t (x) < 0, X E X
spunem ca Iunctia f- este strict ncgativa pc X.

Functia I f I se numeste modulul tui f si este definite de

Ifl(x)~lf(x)I, XE X.

j f I este lunctic pozitiva pe X.

7. !,=-u-.!!.~Jii marginit(·.-Functii monotone

o functie f: X ---* R spunem ca este marginita inferior (sau minorate
pe multimea A t:;;;;; X dad exists un nurnar a E R astfel tnctt multimea valort!o
lui f pe A, f (A), sa fie marginita inferior de a

a < f (A).

Marginca tnfertoata a multimii r(A) sc numeste margtnea Inferioara a
Iunctfei f pe multi mea A~i se noteaza inf f (x).

"EA
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'Nurnarul m = inf f (X) are urmatoarele proprietati :
zEA

1) m <- f (x) pentru orice x E A;
2) dad. m < ex, exista x E A astfel tncit f (x) < ':J.

o Iunctie f:X --+- R spunern ca este marginlta superior (sau majorata) pc
multimea A ~ X dad cxista un numar b E R astfel tncit multimea valorilor
luit pe A, f (A), sa fie rnarginlta superlor de b

I (A)'< b.

Marginea superioara a multimii f (A) se numeste margtnea superloara a
Iunctiei f pe multimea A si se noteaza sup t (x).

"EA
Nurnarul M = sup t (x) are urmatoarele proprietati :

>EA
I) M:> f (x) pentru orice x E A;
2) daca ~ < M exists x E A astfel Incit f (x) > ~.

o functie f :X -+ R rnarginita superior ~i inferior pe multimea A ~ X se
numeste marginita pe multimea A. Multimea valorilor f (A) este marginita

m c; f (x) <.M, x E A,

:,;i avem m = M daca si numai dad. teste constanta pc A, adica ia acccasi
valoare tn toate punetele x E A.

Dad. 0 functie t este marginita pe tot domeniul de definitie X spunem ca
este miirginitii.

Faptul ca 0 functie t este marginite se mai scrie

II (x) I .< M, x E X, M> O.
Grafieul unci functii marglnite este cuprins tntre dreptele y ~ m ~i y '---

.= M, paralele cu axa Ox.

ExemplI'

Funotia f (x) = V1 - :il, - 1 <:x <: -I 1, fste marginita superior *i inferior; 51 = I,
m=O.

o Iunctle t :X -)0 R care nu este marginita inferior pe A ~ X spunem ca
este margtnita inferior de _. 00

inf t (x) = - 00,

>Ed

iar marginea sa inlerioara este - 00.

a functie t :x -)0 R care nu este margtnita superior pe A (;::;; X spunem
ea este marginita superior de + 00

sup t (x) = + 00,
>EA

iar marginca sa superioara este + 00.

Exemple

1) Functia fix) = x", XE R, pentru nE N ~ par are inf f(x) = 0 §i sup f(x) = +00;
pentru Il E N §i impar, inf .((x) = - 00, sup ((x) = + =, (fig. 28 ~ fig. 29).



Fanelii

s
s

-------,...k:'----- x

o------.:'+~----x

Fig. 28 Fig. 29

2) Funet,ia f (;x) = 2"', ;x E R, are m = 0, j}[ = + 00, (fig. 30).

a

Fig. 30

3) Funotiu ((:c) = x2- \ x E R, este mdrginita ; m = --1, Jl = +). :Graficul
x! + 1

funetiei eete euprins intre dreptele y = -1 ~i Y = -I- 1, (fig. 31).

y

(0,1)

-----__~-~____.;!;.,_-----~x

(0, -t)

Fig. 31
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o Iuncjie f: X ...... R spunem di este crescatoare pe multimea A c;;;; X daca,
oricare ar fj X < x", X E A, x" E A, avem f (x) -< f (x"), adlca

x' < x" ~) f (x) <; f (x"), x, x" 6 A,

Functia f estestrict cresdiioare pe multimea A <:: X daca
X < X'~) f (X) < f (X'), x', X' 6 A,

D Iuncjie t .X -+ R spunem ca este descrescaioare pe multimea A ~ X
daca, oricare ar fi x' < x", x' E At x" E A, avem f (x') ~ f (x"), adica

:" < X' ~) f (X) >- f (e"), x', x" 6 A,

Functla f este strict descresciitoare pe multimea A ~ X
x' < X' ~) f (x') > f (X'), X, X' 6 A,

Functiile crescatoare sau descrescatoare se numesc tunc/if monotone.
Functnle strict crescatoare sail strict descrescatoare se numesc Junctii

strict monotone.

Exemple

1) .Funepa 3", :r:E R. este strict creeeatoare.
2) l<'llnetia 2-", x E R, eete strict desereseatoare.
3) ]1'unetia ((x) = E(x), XE R, unde E (x) eate intregul eel mai mare continut in

unmarul :1:, numita iunctia in trepte, este ereseetoere, (fig. 32).

(0,21

(D,/!
(-l,OJ l-f,OJ II,OJ 12,0) (lOJ

0(0, ')

(D, -f)

1O,-2J

Fig. 32

Teo rem a. Functiile strict monotone se pot inverse.

Demonstratie. Fie f :X.,. Y 0 Iunctie strict monotone pe X; dace x' 4==x l '
,

X' E X, x" E X, atuncl sail f (x') > f (x"), sail f (x') < f (x"), deci avem
tntotdeauna f (x') 4== f (x"); prin urmare, aplicatia f este biunivoca : urmeaza
ca avern y _ X, Y E Y, pentru y = f (x), deci f sc poate inversa.

Sa arat am acurn ca dace f ; X ~ Y este strict crescatoare (sau strict des-



.,
crescatoare) functia lnversa f: Y -+ X este tot strict crescatoare (sau strict des.
crescatoare). Intr-adevar, prcsupunlnd ca f este strict crescatoare,

x' < x' -? f (x) < f (x"), x, x" E X.

puntnd g' = f (x'), y" = f (x"), sa araHim di
-1 -I

f (y') < f (y").

-1 -1

Sa presupunem prin absurd di f (g') >- f (g"), tnsa
_1 -1

f (y') ~ x', f (y") ~ x",

(I)

~i ipoteza lacuta conduce la x:):- x", ceea ce este in contradictie cu (1), deer
nu putem avca declt

_1 -1

f (y') < f (y").

ExemplI!

1) Funotia f (n) = ~ , IIEN cetc un ~ir strict deseresearor. Funofia inverse are dome
n

niul de delinit.ie muttim ea [1, ~, 2-,.. ... ) , dumeniul valcritor mnlttmen numc-
2 3 1'1

relor naturale N ~i eate tot strict descrescatoare, (fig. R3).

rO,o)

y

0(1,5)

or!., ¥)

o(J,3)

o(1'Z)

(1,1)Jz,l;

Fig. 33

-----
----:~~-----,.

Fig. 34

1 2n+l

2) Functia f [z} = x"..H, X E R, aste strict ereseatoare : fnnctia inversa f (.e) = I.'::;:
cst.e tot. strict crcscatoere ~i are graficul din figura 34, obtinut. prin simetrie tata de prima
bisectoare a gtafienlui lui t (x) (linia punctata), (fig. 34).
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§ 2. LIMITE DE ]'UNCl'II

. 1. Limits intr-un punet

Definitia I. Fie f 0 functie definita,pe X~R, co valor! in R,
f: X ~ R, Xo un punet de acumulare al mulflmil X. Se spune cii un Dumar-

~
E R~'este Hmtta functlel f Munetn! Xu daca pentru once v!:~_~te. " a l!'i

'.Yo xlsta 0 veclnatate Va lurxu)t.stfel tnctt, oricare ar fi XTxu nvrrx. sa
m f(x) E U ~i se scrle '>" •

lim f (xl ~ Y,·

Se citeste ,. limlta lui f (x) dod X tinde catre.:!u este egala cu Yo"·

(Lb s e r v a t i i

1) Punetul Xu nu este necesar sa apattina multimii de definitie~. Trebuie
sa fie tnsa punct de acumulare al multimii de definitie. Daca Xo este un punet
exterior sau punct izolat al multimii X, problema cxistentei limitei Iunctiei In
punctul Xo nu are sens, deoarece, in acest caz, V n X - {xe} = o.

2) Am numarul Xo cit ~i numarul Yo pot fi finite sau infinite, vecinatatile
V si U fiind definite corespunzator. '

3) Numarul Yo nu- este totdeauna valoarea Iunctlel in punetul ~,~ f.(~o)'

Din definitie rezulta ca Xo poate sa nu apartina domcniului de defini\i.e. In pro
cesul de trccere la limite ne Intereseaza ~mportqrgt [uncilei in jurul lui Xo -,?i
nu in punctul Xu; prin urmare, trebuie sa existe $:#---x;;ioricit de vecine de xo,
de unde urmeaaa ca Xo trebuie sa fie punet de aC'i:liTItilare al multimiiide de-
finijie. -'~

E e e vev i e

1) Sa se calculeze lim r (x) pcntru f (z] = V1=-x2, 0", x <:1 ~i xo = ~, Xu = 1.
. X~~ 2

:IiJ= 2.

a) Jim r (x) = V;- i = Va ;
x~t 4 2

b) lim f(x}=O;
.~,

w

c) lim f (z] nu are sena, deoarece Iunetia. Jill est e definita pcntru e > 1;
H'
",>1

d) lim r(x) nu arc aena, deoareee in veuinatatca lui 2 functia IlU este definita..~,
2) Sa sa calculcee lim In x ..~,



lIomeniul de definitie a] functiei f (xl = In x este (0, 00), deci uriec vr-cinutate a lui 0
contine punete ale domeniulu i de definifie

lim In x =
H'..,

Pentrn Iunctia In x lIU are sens ealeulul Iimit.ei intr-un punot Xo < 0, deoarece functia
estc delinita numai pentru x > o.

De fin i t i a II. Fie f :-X.::::±R ~i Xo un punct de acumulare al Iqi..~
Se spune ea f (x) ar,e limita Yo in punctul Xodaca pentru oriee E> 0 exlsta un
numar n (E)> 0 astfel tnctt sa avem

I/(x) ~~ y,l <,
pentru orice

I x - Xo I < 1) (E), X E X.
'---_/

Numerelc Xo ~i Yo stnt considerate finite.

(Lh s e r v a t i i

2) lim Y"X = lo1n acest exemplu se dil. e = _1_ ~i trebuie gasit"l) [e). Avem
>:-+1 - 10 {H)O

Exempie

1) lim ..!:..=~, xoTO.
"'...."'. z . Xo

e. este de fapt echi-

()l.q-"q) ()l.q,O) (Xq'J,O)

----------V
:Fig. 35

Q

deflnitia ell ajutorul lui

y

11<_1_,1__'_<VX<1+ 1
10000 10000 HI 000

IY;'

I) Definitia II, numita -,?i
valenta cu deflnitia cu ajutorul
vecinatatilor, daca ~dJ !in stnt
finite, deoarece veclnatatile U
si V sint tnlccuite cu oeciniiui
tile simetrice J f (x) - Yo I < e
-,?i Ix - XoI < 1) (E), respectlv.

2) Numarul n depinde de
E, din care cauza scriem 1) (E),
dupa cum si vecinatatea V
depinde de U.

3) 0 imagine geometrlca a
. deflnitlel Ileste cea din Iigura 35.

Daca luam pe axa Oy in
tervalul (yo - E, Yo + E), E> 0
fiind dat, putem gasi un inter
val pe axa Ox (xo - 1), Xo + 1)) cu 1) > 0, astfel tnctt pcntru orice
x E (.to - 1), Xo + lJ) sa existe y = f (x) cu Y E (yo - E, Yo + E), adica punetul
M (x, y) sa se gaseasca in dreptunghlul hasurat. de laturi 2s -,?i 2lJ, cu centrul
in punetul (.to. Yo).
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(101 _ 1)2 (104 + 1)1
---<:1:<---

108 tI)"

(101 - 1)' _ 1 <:r: _ 1 < (1Q4 + 1)2 _ 1,
HI" 1{)II

sau .

deci trebuie sa svem

Ix - Ii <
~-1

2.1(1'1-1 =_'__ = t(2 _ e) = 1j(e:).
1(1' 1

e

Pentru cazul dod unul sau amindoua numerelc Xo ~i Yo nu slnt finite, avem
urmatoarele definitii :

I) Functia f (x) are limita + oo in punctul Xu finit daca pentru orice numar
A exista un numar 1) (A) > 0 astfel tncrt sa avem

f (x) > A
dad

~i se scrie

Exemplu

I x - X, I < r, (A)

lim f (x) = + oc ,

lim __1__ = + <Xl.

"''71 (:I: - I)'

Puncta! (x, f (x)) ~e gase~te in domcninl hasurut, (fig. 66)

~Iu
(O,~_, •

o (1-'/,0)(1,01 (1+"1,0)

Vi
Fig. 36

2) Functla f (x) are Jirnita -00 in punctul Xu dad. pentru orfce numar A
exlsta un numar 1] (A) > 0 astfel tnctt sa avem

f (x) < A



daca
IX- x,1 <~(A)

si se scrie

lim f (x) '-= - 00.

H'"
Exemplu

lim In (1 + cos x) = - 00.
.~,

Punctu! (x, In (1 + sin x)) se
gaseste In domeniul hasurat, (fig. 37).

3) Functia !J = f (x) are
limita + CX) ctnd x _ + 00

dad pentru orice numar A
exista un numar B (A) astfel
tnctt sa avem

I(x» A
daca

x> B (A)
~i se sene

Limit" de funclii

s

v

(O,A) t-----'

Fig. 37

nn

lim I(x)~ +=.
",.... -i-..,

Excmplu
lim 2'" = + 00.

"'''''-'-00
Punotul (x, 211:), x > B (A), {(x) > A, ae gaseste in dcmenlul husurat, (fig. 3b).

0,11

-==;;;;;-;C+--;l;;~-----X

v
Fig. 38

4) Functia t (x) are limita -00 ctnd x-++oo dace pentru crlce numar A
exista un numar B (A) astfel tnctt sa avem

I (x) < A



192'-"'- Pnnctii. T.imile. Continuit"le

y dad
x> B(A)

Exemplu

lim a-" = + 00, dacd a > 1.
,,-+-ao

~i se scric

lim f (x) '---' - 00.

"'..... -'-""

f (x) < A

x < B (A)

f (x» A

x <B(A)
dad!

Exemplu

lim ]n~ = -0:'.

"-++00 X

6) Functia f (x) are lirnita
- co dud x -e- - 00 dad pen
tru orice numar A exista un
numar B (A) astlel tnctt sa
avem

In acost exempln, B (A) = eA,
(fig. 3D).

5) Functia f (x) are llmita
+ 00 dod x -* - 00 daca pen
tru orice numar A exist a un
numar B (A) astfel Incit sa
avem

dacaFig. 40

Fill'_ 39

y

v

10,01

si se scrie

lim f (x) =- - 00.

".. - "'"
Rxemplu

lim (x - 1) e-'" = - =.
",-,,-00

In rcgfunea hll~urata (x) < A, x < B(A), (fig. 40).

7) Functla f (X) are limita Yo tfinWi) dud x --+ --!-. 00 dad pentru once
numar e > 0 exista un numar B (e) astfel tncit sa avem

If (x) - y, I < ,



daca

:;;i se scrie

Exemplu

Umit" dr fu"ctii

x » B [e)

lim I (x) ~ Yo"
H~

u x-1,m __ =u.
X-+"'x' + 1

193

III dcmcniul hasurat I(x) I < e, e ;» li(e), (fig. 41).

s

v

Fig. 41

x

·8) Functia f (x) arc limite Yf1 ctnd x -e- - 00 dad! pentru orice 10> 0
exista un numar B (g) astfel tnctt sa avem

II(x) -:Yol<'
dad

x <B(,)

~i se scrie
lim I (x) ~ Yo"

~-+-oo

Exemplu
~ ,

Jim eX = lim e'" = 1.
"'-+-00 "'-++00

Observatie
Sirurile numerice stnt functii ell domeniul de delini tie multimea nume

relor naturale N.

Definitiile 3, 4, 7 euprind drept eazuri particulare limitele de slruri, ~i

anume 3 ~i 4 cind sirurile stnt divergente si 7 ctnd sirurile sfnt convergente.
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o e fin i t i a III. Se spune cii. Iunctia f: X ~ R are Ilmita Yo (finlta
sau infinita) in punetul Xu (pund de acumulare al lui X) daca pentru once
~lr (x,,)convergent catre Xo(x ..E. X, x" =F Xu) sirul valorilor (f (x,.)) este conver
gent cii.fre Yo'

Deflnitia data se numeste definitia limilei cu siruri,
sa aratam ca deflnitia ell ajutorul slrurtlor este echivalenta cu definitia I

ell ajutorul vecinatatilor.
Sa presupunem di lim f (x) = Yo, deci pentru orice vecinatate U a lui Yo

"""0exlsta 0 vecinatate V a lui Xu astfel tuctt, dad XE V, f (x) E U; sirul (care-
care) (x.) fiind convergent catre Xu, ~i x" E X exista un numar N astfel tnctt,
pentru n> N, X"E VnX, decl f(X,JE U pentru n> N, adlca f(xn ) ~Yo'

Reciproc, sa presupunem ca pentru toate sirurile x.. -+ Xo (X ..EX, x...=F xo)
sirurile corespunzatoare ale valorilor f (x,..) au limita comuna Yo st sa presu
punem prin absurd Yo nu este limita lunctiei in punctul Xu; aceasta tnseamna
cii exista 0 vecinatate Uo a lui Yo cu proprietatea ca, oricare ar fi vecinatatea
Va lui Xu, exista un punet ~=FXo, ~E VnX, astlel incitf(~)lE Uo' Sa Iuam
un ~ir de vecinatati (Vn) de forma

V"=(Xo - "; , Xo +~), nEN, Xo flnit.

In fiecare veclnatate V.. exista ~.. E V..nX astfel tncit f(c...)lE Uo'
Insa sirul

<" <" ..., <., ...
este convergent catre Xu, deoarece 1;"- XoI < ~ .Conform ipotezei f(;,,)-+ Yo'

deci in vecinatatea lui Uo se gasesc to]i termenii slrului f (~n)' ell exceptia
unui numar finit, eeea ce este in eontradlctie cu f (;n) e Uo' pentru oriee tr» N.
Prin urmare, lim f (x) = Yo'

""".
Observa Pi
I) Dad Xo nu este finit se ia

v, = (n, + C>O), daca Xo = + co,

sau
Vn = (- oo, -n), dace Xo = - oo,

~i ~ationamentul se continua in acelasi mod; necgalitatile \ ~n - xol < _1 se
"transforma in ~ > n sau ; .. < - n, respectiv.

2) Dacf eel putin pentru un sir xll -e- Xo (x" E X, x, ~ xo) sirul valorilor
t (xn) nu are Iimita, rezulta ca Iunctia f (x) nu are Iimita in punctul xo.

3) Dad pentru doua siruri x~ -+ Xt!, x~' -+ Xu (x", x~ E X, x~', x~ =F xo)
limitele sirurilor f (xn ) ~i f (x~') exista, tnsa stnt diferite, spunem cii Iunct!a f (x)
nu are limita in punctul xo'
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E.xemple

1) Panetta sin ~ nn are limita In punctut Xo = 0. Intr-adevar, pentru ~irUI
x

n Eo' N, ~rul valorilor
r(x~) = sin (2m!:)

este

105

0,0, 0, ... ,0, ... ,

deci are limit.'I zero, In timp ce pentru strul x~' = __1_"_, II E N, ~irul varoruor
2mr+-

2

este
1, 1, 1, ., 1,

deet are liurita. numiirul 1.

2)limxa.=x~, XoE(O,oo), «e n.
"'-+:<.

3) lim In x = In xo, Xo E (0, 00).
"'-+""

( ' )' ("4) 11m 1+ - = lim 1+-1 = e•
..-++"" x ",-+_00 x

•
5) Functta 2O:=i nu are Hmlta tn punotut Xu = 1.

Pentru ~irul x: = 1 -t- -~, 11 EN, convergent catrc 1, §irul valertlor 2" este COllver-
" n

gent eatre + 00; pentru strul x:; = 1 - ~, convergent catre 1, §irul valorilor 2 » estc con
n

vurgent cane zero.

2. Limita Ia stinga

D e fin i t i a I. Se spune ca functia f : X -+ R are in punctul Xli (punct
de aeumulare al mu timil X) Iimita la sttnga Y. daca pentru orice veclnatate U
a lui Y. exista 0 vecinatate Va lui Xli asttel lnctt, oricare ar fi x< xu' XE V nx,
Sa avem f (x) E U; se noteaza

lim [(x).~ lim [(xl ~ [(x, - 0) ~ Y.·
"-+-". ..• x-+z o

"<".
De fin i t i a II. Se spune ca tunctla f : X -e- R are in punctul Xo limita

la stinga Y. daca la orlce numar 8> 0 exista un numar "I) (8) > 0 astfel tncit
sa avem

I[ (x) - Y. I < s
dadl

o < Xo ~ x < "I) (8), X EX,
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\.

De ti nit i a III. Se spune ca Iunctia f : X -+ R are in punctul Xo limita
la stinga y daca pentru orice ~ir crescator x"' convergent catre Xo (x"eX,
x

n
<xo). ~n.lcorespunzatoral valorilor f (x.;) este convergent catre y~.

Observatii

1) Pentru ea problema determinarii Iimitei 1a sttnga tntr-un punet Xo sa
se poata pune, trebuie sa existe siruri x" < Xo convergente catre xo, ell x"EX.

2) Celetrel deflnitii date stnt echivalente.

Exemple

1) Limita Ia strnga a runcuci In x In punclul .To = 0 nu are sells, deoareee tunctta nu
este delinltA penlru x <. o.

I

2) lim a~ = 0, dad II> 1;.
"' ....0-

I

lim II'" = + =. dad 0 < a < 1.
"'....0-

3. Umita 18 dreapta

D e fin i t i a I. Se spune ca Iunctia f : X -+ R are in punctul Xo (punet
de acumulare at multimli X) Iimita la dreapta y,! daca pentru orice vednatate U
a lui Yd exista.o veclnatate va lui Xu astfel tnctt, ortcare ar fi x ;» xu' XE V nX,
sa avem f (x) E U; se noteaza

lim I (x) ~ lim t (x) ~ I (x, + 0) ~ Y,·
"'-+~.- "'-+~.

">"'.
De fi n i t l a II. Se spune ca tunctla f: X---+R are in punctul Xu llmlta

la dreapta Yd dad pentru orlce numar e> 0 existii un numar 1) (e) > 0 astfel
inclt sa avem

II(x) - Y"I < s
daca

D e fin i t i a III. Se spune ca tunctia f : X -e- R are in punctul Xo Iimita
la dreapta Yd. dad pentru orice ~ir descrescator X", convergent catre Xu (xn E X,
x..> Xu), slrul corespunzator al valorllor f (x n) este convergent catre Yd·

Ob s e r v a t f e

Daca 0 Iunctie t :X ---+ Rare limite in punctul "11, urmeaza ca limi
tele la dreapta ~i Ia sttnga {limitele laterale) sint egale, adica

lim.f (x) ~ I (x, - 0) ~ I (x" + 0).
H~



Umite J~ fUliclii

Re e m p t e
. 1

SID_

X
1) Functra f(x) = -----;-

1 + 2~

are limila la drcapta, Insa nu arc limitii In punctur :Co = O.

. 1
SIIl-

Avemlimf(x)=lim ~=O;
",...0+ ",...0+ _

1 + 2'"

. 1
SIn_

lim f (e) = lim --"- = lim sin 2., care nil crista.
",...0_ ",...0_ 1- ",...0- x

1 + 2'"
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2) lim ~=-1,
",... 0- z

lim ~J = + 1, (fig. 4~).
"...0+ x

i ,

",-I ;;~l
3) lim c =O,lim c =

., ... 1- ",-+1+

= + <Xl, (fig. 43).
4) :Functia lui Dirichlet defi-"

nita Pe R prin

1
1 daca z este rational

fix) ~
o daca e eete irationat

nu are limite laterale in niei un punet.

In legatuta ell Iunctiile
monotone avern urmatoarea

'Le o r e m a. 0 Iunctie
monotona f: X ---+R are limite
laterale in mice punct de acu
mulare al mulpmii X.

Demonstratie, Presupu
nem pe f crescatcare pe X ~i Xu
un punct de acumulare allui X,
astfel tnctt exista siruri x.. < xo
convergente catre x(I' Sirurile
~.. fiind crescatoare, sirul valo
rtlor f (x..) este de asemenea
crescator : daca este margtnit,
are 0 limita Y., iar daca este
nemarglnlt, are limita + 00.

s

(0,1)

(0,0;
,

0,-t)

Fig. 42

Y ..ro.1

~O) (/,01

Fig. 43
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E;J;cmple
1) Functia In :c eete ereecatcere pe (0, co) deel are limita Ill. dreapta in punctul 0

~i Ill. stinga in punctul + 00

lim In x = - 00 ; lim In X = + 00.

"'-+0+ ",-+00

2) }'unetia n", 0 < a < 1, eete descreacatcare pe (- 00, + 00), deci are limtta in pune
tete -00 ~i + 00

lim a"'= +00
"'-+-00

4. Proprjetatile limite.or de funetii

Jim a'" = O.
>:-+-j-",

Am vazut ca putem defini limita unei Iunctii cu ajutorul limitei de sirurl
(definitia I II). Din aceasta cauza, 0 parte din proprietatlle limitelor de sirurl
sint valabile ~i pentru limite de ftmctii.

Fie Xo un punet de acumulare al lui X si f. g doua Iunctf definite pe
aceeasl multlme X, care au limite in punctul Xu (finite sau infinite).

I) Dad suma lirnitelor are sens, Iunctta f +g are llmlta In punctulz; *i
lim (I(xl +g (x» ~ lim 1(x) + lim g (x).

"'-+"'t 0:-+"'. "'-+"'0

Fac exceptle cazurile

a) lim 1(xl ~ +=
"'-+"'.

b) lim 1(x) ~ - oo.~~
tim g(x) = - co ;
"'-+xo
lim g(x) ~ +=.
H~

In general, daca f1, f2, ... , f.. au limita in punetul Xo ~i daca suma
limitelor are sens, atuncl

~~ Ltl e; (X») = ktl ~~ t. (x).

2) Dad diferenta limitelor are sens, Iunctia i-« are Iimlta in punctul
Xo ~i

lim (f (x) - g (x» ~ lim 1(x) - lim g (x).
"'-+... "'-+". "-+"'0

Fac exceptfe cazurile

a) lim 1(x) ~ + oo
"'-+x.

b) lim 1(x) ~ - co
"-+"'0

lim g(x) ~ +=;
"'-+"',
lim g(x) = - 00.
,,-+xo

3) Daca produsul llmitelor are sens, Iuncjla f.g are limita in punctul
.to ~i

lim if (x)·g (x)) ~ lim 1 (x)· lim g (x).
"'-+"'. "'-+"'. "-+""""'
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Fac excepjle cazurile

a) lim I (x) ~ 0 lim Ig(x) I~ + co,
It-+,,_ ",-+0.

b) lim II (x) I ~ + cxx lim g (x) ~ O.
,,~~ z-+~
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In general, dad fl. f2• .. ., fit au limita tn punctul Xu ~i daca produsul
limitelor are sens, atunci

" "lim II I, (x) ~ II lim t.t».
Z"'''o '~l '_l (11-+"'_

In particular

lim (f (x»" ~ (lim I (x»". n E N.
",-+z. "'...,.

4) Daca citul Iimitelor are sens. functia 1.. are Jimita in punctul Xu ~i
9

lim ($)
limM=~.
",,<eo 9 (x) lim [/(x)

z-+"o

Fac exceptle cazurile

a) limg(x).~O;
.~~

b) lim II(x)1 ~ +=. lim Ig(x)1 ~ +=.
01-+... "'-1'''0

Observatie

Daca lim f (x) = 0 ~i f (x) > a pentru x 4=.to. atuncl Iim-'- = +00,
"-+x, "'-+"0 f (x)

iar daca f (x) < 0 pentru x:#.to, atunci lim -'- = - 00.

"-+". f (x)

5) Functia fa are Iimita in punetu! Xo ~i

llmal"l

lim (f(x)O{O:J) = lim f (x),,-t"·
"-+". ..~.

ell exceptia cazurilor

a) lim I (x) ~ 0
%-+".

b) lim I (x) ~ 1
1Il-+".

c) lim II (x)l~ co-"

lim g(x) ~ 0;-"lim g (x) = + 00 ;

"'''''.
lim g(x) = o.
-~



200 l'unc/ii. Um.;le. Conlinuilale

6) D,aca Iunctia j ~re l~mita tn punetul Xo ~i dace exista 0 vecinatate V
a punctului .to astfel Inclt sa avem t (x) >- 0 pentru orice XE XnV, x=F xo.
atunci lim f (x) >- o.

~'.

H

x
o A

Fig. 44-

E:I:'emplu

E ;remplu

Funotia In (2 + cos x) in vectnasatea lui 1'1"

Neste pozitivii,

In (2 + cos x) > (l,
x =r x , lim In (2 + cos z} = O.

0:-+"

atunci
lim [(x) ~ lim g(x) ~ lim h(x).
"'-+"'. "'-+". "'-Po

Pentrn :r < ~, avem din ligura 44
2

aria tr. OBM < aria seg. OEM < aria tr. VBN,

aria tr. OBM = W sin x, aria ecg. OBM = R2 X,
2 2

deci
sinx<x<tgx.

Impartind en sin e > 0, deoarece c > 0, avcm

aria tr. aBN = ~ R2 tg :1',
2

1 <----=-. <_'_san cos s > sinx-> 1,
sin x cos x x

rnea lim cos :t = 1, de nude
'4'

l»1im 8inx:;>1.
"'-+0+ x

Prin urmare, lim sin x = 1; eehimbind pe x in _ e, rupurtul
_0+ J:

lim sin x = 1. .
,"-+0 X

sin x
nu se echlmba, deci

8) Teorem a. Fie u: X-+ Y ~i f: Y --+ R ~i functia cornpusa

f (u (x») XEX.

Fie Xo un punet de acumulare al multlmll X ~i u (xo) = Uo un punct
de acumulare al multimii Y.
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Daca lim u (x) = Uo• daca u (x) =f= Uo pentru x4' Xo ~i daca lim f (u) = Yo-
~"""'. "-1'''.

atund Iunctia compusa f (g (x)), XE X, are IimWi in punctul Xo ~i

lim t (u (x)) ~ lim t (u) ~ Yo"
"'-+"'0 "-I'".

Demonstratie. Functia u (x) avtnd limita Uo in punctul xu' urrneazf d
pentru orice sir XII convergent cafre Xo sirul

u (",), u (x,), .. ", u (x.), .. "

este convergent catre uo. Functia f (u) avtnd limita Yo in punetul uo, ur
meaza ca sirul valorilor

t (u (",)), t (u (x,)), """' t (u (x.)),

este convergent catre Yo. de unde

lim t(u (x.)) ~ Yo"
"".......

Ezemple

1) lim sin x = sin xo; tntr-adevae..,
ISllX-sin:l''O ~21l:osx+XcII.lsinx--'::~I=lx--;l"ul.1cosx-<rol.

2 I 2 2 I

1,

. x-x,;,.n-
2lim cos x - Xo = 1, lim __.-'C_

"-1''"0 2 _.

tnsa

deci
lim Isin z-sin :l'",[ = lim I x-XcII = O.
"'.-+'" -"'0

2) lim In (x + sin x) = In (xo + sin Xo). Xu> o.
"'''''"'.

Functia In (x + sin x) este 0 fnnetic compusg f (It (x)); Iunctia u (x) = x + sin x are
Iimita pentru urioe xu, tnsx f (u) nu eete definitii. dedt pentru U > 0, dect pentru X> 0 avem

lim In (x-I-sin x)=ln (xu-l-sin Xu), a:u>O.
"'-+".

3) Sa se discute

lim R (x) = lim an x" -I- al :/:n_l -I- ••. -I- aD • Avem, daca bu *- 0,
..-+~ "'-+00 bn xm -I- b, xm-1 -I- •.. -I- b...

lim R(a:).."
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a) data m = n

b) dad'i. m> n

c) daca m < fJ

lim R (x) =!!. .
"'-+Ol> b~ ,

lim U (x) = 0;
.~.

lim R (x) = ~(+ (0).
"'-+Ol> bo,

4) lim (1 + x)'" =e.
~,

6) lim !!.... = + 00, a > O.
"'-+Ol> ~

Deoereee ttl! > x, numscul e Iiind mai marc declt 2, putem serte

Din (f1J> x rezulti x > In X, deci putem aerie

" 2 !.
ln e In (x 2)a 21nx 2 2 •
~--- =- - < ~ .~-l- 0, cmd X-l-OO.

~ ~ ax" a

"
Pentru siruri avem criteriullui Cauchy, care ne astgura convergenta unul

~!r Hira sa cunoastem Iimita sirului. Deflnitia limitei unci Iunctii cu ajutorul
sirurilor ne tngaduie sa transpunem acest criteriu ~i 1a Iunctii, ~i anume

Criteriul lui Cauchy-Bolzano. Fie f :X~R ~ Xo un
punct de acumulare al lui X. Functla f are limita fin ita in punetul Xli daca
~ nwnai daca pentru orice numar s> 0 existi 0 vectnatate V a lui Xo astfel
Inert pentru orice pereche de puncte x =1= Xo, x" =1= xo, din VnX sa avem

II (x') - I (x") [ < e.

Demonstrafle. Sa presupunem d f (x) -e- Yo dod x -e- xo'
Prio urmare, la orice s> 0 exlsta un numar l'l (e) 0 astfel tnctt pentru
orice X, x' din intervalul (xo - l'l, Xo + l'l) sa avem

11(x') - y,l <, , II[x") - y,1 < e.

tosa
I (x') - u« + y, - I (x") ~ I (x') - I V),

deci
II (x'l - I (x") I-c II (x') - y, [ + II (x") - y, I < 2,.

Am luat pentru V intervalul (xo ~ 11, Xo+ l'l)'



\

_________-'"U~m~"~'~d~.~f~,,~,"~'I~ii___ 203

Reciproc, fie un sir XII --+ Xu (x" E X, X" ~ Xu) *i un numar e> O. Con
form ipotezei, exista 0 vecinatate V a lui Xo astfel tnctt pentru x, x" =F Xo
~i apartinlnd lui VnX sa avem

1I (x') - I (x") I < e.

Strul x, fiind convergent catre xo• pentru n> N, x" E V nx, decl pentru
orice n, m» N. avem

II (x.) - I (x.) 1< c.

Prin urmare, sirul f (XII) are 0 limita finita, indepcndenta de strut x..' care
este, de altfel, arbitrar. Urmeaza ca lim f (x) exista.-,.

Exemplu

Functia f (xl =:/;" sin 2-. a natural, are Iilllita ctnd X""" O. Avem
x

I f(x')-f(x") I = Ix'" sill ~ __ X"OI Sill~l < i x'a + !x""1
e' «:

data l:r,'j <1). [x"[ <1)

If(x')-f(x")1 < 2r,",

deer etnd 1) -->- 0 (adica x' ...... 0, x" -->- 0) '1i f (x) --+-0; prin urmare funetia x" sin 2- are limita
x

cind x ---+O.

5. Infiniti miei

Defi n i fie. Fie f: X -+R ~i Xu un punct de acumulare al lui X.
Se spune ca f (x) este I n fin i t m i c pentru x = xI) dad

lim I (x) ~ O.

Punctia f (x) = x - XI) este de asernenea un infinit mie pentru X = XI)
~i se numeste infinit mic principal, deoarece serveste ea lunette de comparatle
pentru eornpararca inlinitilor mid.

De f t n t tl e. Sespunecii f(x) este infinit mic de ordinul IX

(0: numar real ~i pozitiv) pentru x - XI) infinit mic principal daca

lim~~ ~ k (k* 0 ji finit).
,,-+... (e -:1:0)

numarul real IX> 0 se numeste ordinul infinitului mlc f (x) pentru x - xo
infinit mic principal.

Sa observam di dad ord f (x) > ord g (x) atuncl

lim Jl..!2i = a sau lim I~L I= + (X)

"'-+"'. f(z) "'-+"'.- g (:I:)
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Intr-adevar, daca ord f (X) = IX, ord g (X) = ~, atunci

g(:1:) = lim[~. (.'l'-xo)':J. .(z -xo)~] ~ 0
f(x) " ........, (x - :Coi' 9 (x). (x - Xo)'" '

deoarece

~j ~> IX.

E:cemplu

f (x) = sin x arc crdinul <X = 1 pentru x infinit mie principal, deoarece

Jim sin x = 1.
" ......0 x

De fin i tie. Fie f (x) un infinit mic de ordinul IX pentru x - Xoinfinit
mic principal, deci

Functla k (x - xo)" se numeste p artea pri n ci p al a a in fi n i t u l u i
m i c f (x).

De fin i li e. Doi infinip mid f (x) ~i g (x) pentru x - Xu infinit mic
principal se numesc i n fin i p m i ci e c h -ival e n 1i daca au aceeasl
parte prindpala,

Se verifica usor cil pentru doi infiniti mid f (x) ~i g (x) echivalenf avem

lim f(x) = 1.
........ "', g(x)

Intr-adevar, daca k (x - xot este partea lor principala,

Rezulta de aid ca orice infinit mie este echivalent cu partea sa prin
cip ala.

Teo rem a. Fie f (x) un infinit mic de ordinul (I. cu x - ~o infinit mic
principal. Functia f (x) se scrie ca suma a dona funcftl

f (x) ~ ~ (x) + • (x),

unde l' (x) este partea sa prlncipala. decl infinit mtc de ordinul (I., ~i tjI (x)
infinit mie de ordin superior lui (I..
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Demonstratle. Din

lim~=k.
~ ...u, (x - xu)'''

daca punem

g(x)~~-k
(x - xoY' '

Putem scrte

~i teorema cste dernonstrata.
Avem si urmatoarea

Teo rem a. Limita raportului a doi lntinlti mid nu se schlmba daca
Ii lnloculm eu partite lor prlnclpale.

Demonstratle. Fie f (x) si g (x) dol inliniti mid pcntru x - Xo inlinit
mic principal ~i 11 (x), gI (x) partile lor principale, decl

Jim .ii~) = 1.
~--+"". gl (XI

f (x) ~ k (x - x,j" -]- (x - x,)' g (x),

~ (x) ss g (x - x,j" ~i t(x) == (x - x,,)'g (x).

Ne riimine sa mai anHam ca ord tjI (x) > IX. Putem scrie

lim --~~ = Jim g (x) -- lim (----.lJ!j-- - k) = a
~-+~o (x .- Xli)'" ~--+x. ~-+""' (x - xo)"

avem

deci

=lim~.lim!hJ:llim fI(X) =lim f1 (x L
"'--+"'. flex) "'-+"'0 g(x) "'--+"0 gdx) _,!II (x)

Exemp!e

1) lim siul1x = lim ocx a;
~--+o sin [3x "'--+0 ~x f.l

2~in2--=, 2 (--=.)'
2) liml----:-eosx = lim --'-= lim --' - =~.

",-+0 Sill" X ,,-+0 sin' x "'--+0 :1;' ::!
,

3) Deoare cc lim (1 + x)'" = e, rezulta lim 1_~J"!:..±~ = 1, dcci x este partea princi-
,,-+0 "'-+0 X

paUl. a inlinitulul mic ill (1 + x). Prin urmare,

lim sina;x = lim ~ = oc.
',,-+0 In (1 + x) _0 x
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Obse-rva tie

Daca Xo = + oo (sau - co], atunci se ia ca infinit mic principal ~

"

6. Infiniti m3l'i

De fi n i ti e. Fie f: X - R, Xo un punct de acumulare allui X.

Se spune ca f (x) este un infinit mare pentru x = Xo dad!

lim ![(x)l = +00.-'.
Functia -'- se numeste lnlinit mare principal. Daca I f (x) I ---+ + 00

;r;-:To

pentru x --+ Xu. atuncl -'- -+ 0 pcntru x -e- xo. deci inversul unui infinit mare
[(xl

este un infinit mlc. Aceasta observatie ne permite sa transpunem toate dcfi
nitiile *i rezultatele de la infinitii mid la inlinitii mari.

E:temple

1) Functia t'" pentru x iufinit marc principal are ordinul superior oricarui numiir real
oc > 0, deoarece

"lim - = + 00

......+00 xC>.

pentru urice numiir IX real ~i poeiuv.
2) Functia In x pentru .x infinit mare principal arc ordinul inferior orlcarui numilr

leal IX> 0, decarece

lim l~x=O
OJ..... "'" x""

pentru orice nurngr real IX > o.

§ 3. FUNCl'II CONTINUE

De fi ni t i a I. Fie f 0 lunette detlntta pe Xc R ~i XOE X. Se spune
ca funcfia f est e con tin u a in punctul Xo daca la once vednatate U a lui
f (x(I) corespunde 0 vectnatate Va lui Xu, asttet tnctt, orlcare ar fi x, E X n \I,
I(X)EU.
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In problema continuitatii se cerceteaza comportarea func[iei in vecina
tatea unui punct Xu fata de valoarea functiei in punetul Xu; din aceasta cauza,
Xu trebuie sa apartina domeniului de deflnifie X al Iunctlel considerate.

Functia este continua daca la valori ale variabilei x vecine de Xo func
tia ia valori orlctt de apropiate dorim de valoarea functiei in punctul Xo'

Pentru ca sa punem problema continuitatii tntr-un punct Xo trebuie deci
ca functia sa ia a valoare flnita in punetul xo'

(Lb s e r v a t i i

1) 0 Junette reala de variabila reala fiind definite pe Xc R, urmeaza
ca problema continuitatii in punetele + 00 sau - 00 nu se poate pune.

2) Daca 0 functle ia valoare infinita tntr-un punct Xu nu se pune pro
blema continuitatii in punetul Xo'

3) Intr-un punet lzolat Xu E X in care functla f (x) ia valoare finita, Iunctia
este continua, deoarece in definitia continuitatii nu se cere (ca la delinitia
limitei tntr-un punct) ca xosa fie punet de acumulare al lui X, iar conditiile din
definitie stnt tndeplinite.

4) Vecinatatea V depinde de vecinatatea U.
Despre un punet Xu in care Iunctia este continua spunem ca cste un punct

de continuitate pentru functia f.
Exempte

1) Functia. f (x) = x - 1 este continua in once punct zER.
z' + 1

2) Funr.tia f x) = In (1 + z} 'eato continua in oricc punct x > - 1. ="'11 arc sens pro
blem. cont.inuitd.tii in punctcie x -< -1, deourece Iunctia In (1 + x) nil cste ucfinitii pentrn
x<-l.

De fin i t i a II. Fie f: X -+ R st XoEX. Se spune di. functla f (x)
este continua in punctul Xo darn pentru orice numar e:> 0 exista un numar
7J (e) > 0 astfel incit sa avem

[f (x) - f (x,,) [ < ,
,pentru orice XE X, astfel lnclt

I x - XoI < 7J (e).

In aceasta dclinitle (numita definltia cu e), 1] depinde de e.
Se observe ca veclnatatilc U ~i V din definitia I (definitia cu ajutorul

vecmatatilor) stnt in acest caz vccinatati simctrice.

Ezemplu

Functia cos x este continua in once punct XuE R.

avem t cos x-cos xul =.~Isin :r:'f~J:°I' !Sin x--; Xo 1-<2I sill X---; xol_<

-c 21 ;r; --; X
o I=i x -Xo i,

lied pentrn I x - Xo [ < ~, I C(;S X - ecs :llt, I < E; aid lJ (~) = E.
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D e fin i *i a I II. 0 Iunctie f : X -+ R este continua in punctul Xu E X
daca pentru orice ~ir x" convergent catre Xo sirul valorilor f (x,J este convergent
cafre f (x,).

Observatie

Deoarece nu se cere x.. 4= .to, daca nu exista Xn o:f:= Xo• sc poate lua sirul
constant x.. = xu' n EN, deci 0 Iunctie este continua tntr-un punct izolat.

Exemptc

1) Functta ~" cetc continua in once punc t x E R.

Avem -x" -;:~ = (x - xu) (X"-l + Xo X"-2+ ... + X;1:;-2 + :r~-l), der-i

lim x"=:r~ , 'l'oEIl.
~'.

2) Funotia !l'" este continua pcntru 3;) E R, dcoereec

lim a'" = /I"•• zoE R.
"'-1'''0

3) Functia tg x nu cste definite in punctele x = (2 k + 1) r:..
2

I'entru mice Xo T (2 k + 1) .:::. avem
2

lim tg x=tg xo,
"'''''''0

deci tg x este continua pentru x E R - { (2 k + 1) i}'
Observapi

In delinitia continuitalii nu se cere ca Xo sa fie punet de acurnularc a!
multlmil de deflnitie X. In cazul cind XOEX cste ~i punct de acumularc
pentru X, contlnuitatea in punctuf Xu se poate defini eu ajutorul limitei
in modul urmator :

De tl nl t f a IV. 0 tunctle t: X ----;.R este contlnua in punetul XuEX
(xu punet de acumulare al lui X) daca

1) limlta la dreapta f (xo + 0) in punetut Xo exlsta ~i este flnlta:
2) Iimita la sttnga t (xo - 0) in punctul Xu exlsta ~i este finitol ;
3) cele doua limite stnt egale lntre ele ~i egale eu valoarea Iunctiel in

pnnetul Xo
f(x, + 0) ~ f(x, - 0) ~ f(xo)'

Pentru functllle definite pe intervale sau reuniuni de intervale tnchise.
definitia IV este echlvalenta eu orieare din delinitiile I, II, I II, dcoarece pcntru
orice interval tnchls oriel' punct al intervalului este ~i punct de acumulare.

De fin i 1i e. 0 lunette f : X --+ R este continua pe 0 multlme ACX dad.
este continua 1M ftecare punct al rnultlmll A.

j'
•,

I
~.
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E$cmple

1) Funetia r ($) = 12~, e e R - (O}
U ,x = n

209

nu este eontinua in punctul x = Il, deoareee

lim r (x) = + 00 ,
",-+0+

lim ((x)=O.
'" -+ 0 -

2) Functia rationala
R ($) = tl o$" + !l:l:r"-l + .. + a.. 1X + II..

baxm + b1x"l-1 + ... + bm _ l x ·1· /',,,

este continua pe tot domcniul de dofirutie. In punetele in care se anuleazii nurnitorul, functia
nu este definite, deci problema eontinuitatii Did nu eo pune. '

3) Functia ctg x = c~s x cste continua Pe tot domeniul de definitie. Funotia nil este
Sin $

definitil in punetele $ = krr. In aceste puncte, problema ecnf.inuitiiti i nu se pune.
4-) Funotia In (1 + x) este continua pentru c > -1. Pe'ntru x'" -1, Iuncjia nn este

definita, deci problema eontinuitiitii nini nu ae pune.
5) Puuctto In (1 + x") cate continua pe toata axa. R.

2. Continuitate~ In sting~

Definipa I. Fief:X---+R ~i XoEX. Se spune di tunctla f este
continua Ia sttnga in punctul Xo daca la mice numar g > 0 exlsta un
numar 'f) (E)> 0 astfel tnctt
sa avem

il(x) -- I (x,) I -c e
dace

O<xo-X<'f)(E), XEX.

In deflnitla contlnut
tiltii 1a stinga se cere [deci
ca x< xo'

Definitia II. Fie
f: X-+ R ~iXOE X. Se spune
ca functla feste continua la
sttoga in punetul Xo daca pen-
tru orlce sir x .. (xu < xu, X EX)
convergent catre f (X",;. "

Fil!:' 45

convergent catre Xo slrul valorilor f (x,,) este

este

h,mp" I 1
--- , X E R-{O)

1) Functin r (x) '=. -'
1 + 2'"
1 , x = 0

continua b st.inga in puuctul $.~ O. Intr-udcvs r (fig. 45),
lim f (a;) = 0, lim f (x) = 1 = f (0).

",-+o-! "'-+0_

H-e.H91
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(0,0)

J<lg. 46

______-jiO,-f)

(Q,I)f--------
2) "'",jlitx I

-, xER-{O}
f {z] = x

-1, x=O
este continua 111, stlnga in punctul
x = 0, (fig. 46).

Dad. Xoeste punet de acu
mulare al rnultimii de definitie
X, atunci putem delini contl
nuitatea la sttnga tn punetul
x(I ell ajutorul limitei.

Definitia III. 0
functle f: X ---+ R este conti
nua la stinga in punctul Xu E X
(Xu punct de acumulare allui X)
daca :

1) limlta la stinga f (Xu - 0) tn punetul Xu exista l;ii este finita;
2) Iimita la stinga este egala cu valoarea functtei in punetul xo, adica

f (x, - 0) ~ f (x,).

3. Continuitaten In dreapta

De fin i 1i a I. Fie f: X ---+ R l;ii .\U E x. Se spune ca Iunctia f este con
tinua la dreapta in punctul Xu daca pentru orice numar e> 0 exlsta un numar
1l(e»O astfel incit sa avem

If (x) - f (xo)1< e

daca

0< x - Xo < 1l (10:), XEX.

In problema continuitatii la dreapta, tntr-un punet x(I' se cerceteaza
eomportarea Iunc[iei in puncte x, situate la dreapta punetului Xo, fata de va
loarea functiei in punetul Xu, dupa cum in problema continuitatii la stinga fn
punctul Xo se cerceteaza comportarea functiei in puncte x, situate la sttnga
punetului Xu, fata de valoarea Iunctiei in punctul Xo.

De fin i1i a I I. Fie f : X -e- R l;ii Xu E X. Se spune ca functla f este con
tinua la dreapta in punetul Xo daca pentru orice str x.. (X,.:;;" x(I' x" E X) con
vergent catre x(I sirul valorilor f (X,.) este convergent catre f (x(I).

Daca XOEX este ~i punet de aeumulare pentru X, atuncl avem urma
toarea deftnitte eu ajutorul limite! 1a dreapta In Xo.
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De fin i t i a I I I. 0 functle ! : X - R este continua ladreapta in punctul
Xu E X (Xu punet de aeumulare al lui X) daca :

I) limita la dreapta in punetul xo, !(Xo + 0), exlsta ~i este Hnlta ;
2) limita la dreapta este egata eu valoarea Innctiei in punctul xo, adlca

I (x, + 0) ~ I (x,).

11,1i
fI,1}

y

Fig. 47

(0,0) (f,OJ---*"'-;f,,,----x

Exemple

{

X ,0<x<1
1) Fuuctia f (x) = x-I, I<x<2

eete continua pc [0.21- {I}; ill punetul x = 1,
este oontinualll. dreapta, insa nu este continua
lao stinga., (fig. 47).

I
Sin ~ , xE R-{O}

2) Functia f (x) = x

o ,x = 0

Observatii

I) Din deflnitle rezulta di 0 Iunctie continua tntr-un punet este continua
la dreapta ~i la sttnga in punetul respectiv ; reciproc, dad! Iunctia este continua
la dreapta ~i la stinga tntr-un punet, este continua in acel punet.

2) 0 Iunctie continua tntr-un interval tnchis [a,b] este continua in [iecare
punet a! lntervalului (a, b). In punetul a Iunctia este continua si Ia drcapta,
~i la stlnga. Continuitatea la dreapta poate fi Iormulata cu ajutorul limitel
(definitia Ill); continuitatea la stinga nu se poate formula cu ajutorullimitei,
deoarece Iunctia nu este definite pen
tru x< a, tnsa, folosind definitia II ~i

lutnd x" = a, n = I, 2, ..., rezulta si
continuitatea la stinga. Discutie analoga
~i pentru b.

nu este continua in punctul x = 0, denarece fuuctia nu arc Iimita in punotul x = o.

x =±= (2k + 1) .2 , k intreg, 2
3) Pcncua f (x)

x = (2k+ 1) 2, k jntreg
e

nu oste continua in punctele x = (2 k + 1) .2, deoareec ill aceete puncta limite!ela/craie sint
2

infinite. Limita. Ill. dreapta ~i Iimita Ia stinga se numesc ~i limite laterale, dupa cum continui
tatea lao dreepta. sau eontinuitatea Ill. stinga. ee numeete ~i continuitate latcrala.

4. Punete de diseontinuitate

De fin i tie. Fte f : X _ R. Deca XoEX nu este punet de contlnultate
pentru f spunem ca functia ! este dlscontlnua in punctul Xu, iar Xo se numeste
pund de dlscontlnultate.
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O(~o)

-----lfO,-1J 4) f (x, + 0) sau f (x, - 0) nu
exista.

Fig. 48

y

Observatie

Daca Xfl nu apartine dome
niului de deflnitie, problema dis
continuitatii nu are sens.

Exemple

1) :Functia t (~) = {X" ,
-1,

cste discnntinua in punctul ,x = 0,
(fig. 48).

1
~ ' X E R - {O }

2) Functia f (x) = x"

I ,:1:==0

0/0,0)===----+,,=-==~--x

Fig. 4!)

este dtscontfnua in origine, (fig. ,19).
Limitele Iaterale in punctul zero

slut egale, tnsa stnt infinite.

Punetele de dlscontinuttate
ale unei functii se impart in doua categorii : punete de discontinuitate de
prima speta ~i punete de discontinuitate de speta a doua .

. 0 e fin i tie. Fie Xo un punet de discontinuitate pentru functia f. Daca
Iimitele laterale in punctul Xo exista ~i stnt finite, se spune ea Xo este punet de
discontinuitate de prima speta,

Orice punct de discontinuitate care nu este de prima speta se spune ca este
de speta a doua, deci tntr-un punct de discontinuitate de speta a doua eel putln
una din limitele laterale este infinita sau nu exista,



FUllc/i, continue

ro,n

0(0,0)
,

Fi~. fil

51).

Y

V
(1,1)

(1OJ
X

0

(0,1)

Exemple

y

0,01

---""'"lO,-/}

Ire 'in pune!lll x = 0 0 discontinuitate de prima speta, (fig.

Ix. -1";;:x";;:I-1
~ S] Functia f (x) =

~ -:. 1, xEH-[---I,+l]
are punetul x = -1, punct de disconrinuitatc
de prima speta, (fig. 52).

(
"n-'- ' "fO4) Functia [(x) = x

o , x= 0

F;g.50

s

_ (1:1, xER-{O}
1) Functia f [z} -

o , ;I: = °
are punctul x = 0, punot de discontinuitate de prima speta, (fig. 50).

Avem f (0 - 0) = -1, [ (0 + 0) = 1. Diferenta f (Xu + 0) - f (xo- .01 so uumcsta
.altul func{ici ill punctul xo' In cazul ncstm, saltul functiei cetc 2.

-_ J'0',' ~ "<c_ 002) Funotia, f (x) 1 "" !J

__--'-i(-I,1) (1,1)
, "t:-'-'----

OW.O)

(-1, -f)

Fig. 52 Fig. 53

are punetul x = 0, punct de diseontinuitate de spete a dona, deoarece functia { {z) nu arc
limiti- in punc.tul x = O.

\

X
2

+ 1 , xER-{1}
5) Functia f (x) = x-I

1 ,x = 1
are punetul x = 1, punce de discontinuitate de spcta a dona, (fig. (3).
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5. Diseoiltinuifa!ile Junetlilor monotone

Teo rem a. 0 Iunctle monotona,dellnlta pe un interval [a,b], nu are decit
puncte de discontinuitate de prima speta.

D~moDStrntI~. Fie Xl'· X.' ;1:3 trci punete ale inbervalulni [a, b]. Functia (fiind ddinita
pe intervalul [a, b), urmenza eli {(XI)' {(x,.), l (x.) sint finite. Presupunem ca Xl < x,.. < x~.

Sa nratam eii. t (x,.. -I- 0) §i { (x,.. - (l) stnt finite. Dad. t este crescatcare, avem

{(Xl) <((X) -<.{(x.,), daoa Xl < X < X., §i f(x,.);;;; fix) ,f(x3), dara Xl < X < Xa·

unde prin trecerc III limita

f(xl ) ,lim {(X) ,{(x,..) ~i [(x.l'lim {(x),[(x~),

deci Iimitele 111, stinga ~i III. dreapta in punctul x. (arbitrar) sint nmte.
In punctul a, Iunotia {nu arc limita la stinga ~i in punctul b nu are limita Ia dreapta.
In cazlIl elnd [ este uoserescatoere, teorema se demonatreaaa in mod asemanator.

Teo rem a. 0 Iunctle monotone pe un interval I are eel mult 0 infinitate
nurmrablia de punetede discontinultate.

Demonslra!h·. Sil presupunem ca [estc erescatnure pe intervalul [a, b]. In oriee punet
x E [a, bl, {(x -I- 0) ~i {(x - 0) stnt mgrginite.

Fie A un numar pczitiv ~i Xl < X. -c , < ;r,. n puncte in care sultul tunctiei este
egai san superior lui A

Avcm ~i

Obtincm, prin tnsumaro,

O)-[(Xi- O) >- x

{(Xi+l -0) -f (Xi

i = 1,2, ... , 'I.

{(~ -0)- ·f(a) -I- {(x.-O) -[(XI -t 0) -I- t v, -0) -f(x. -I- 0)-1

-I- f(x,,-0)-f(xn_ 1 -I- 0) -i- [(b)-f(x" -I- 0) >- n A

I1A<{{b)-{(a)- ~ (f(Xi+1-0)-f(xo-l-O»-
'~l

-(f(xn + O)-{(xI-O».

Cum toti termenii din parantezli.- stne poaitivi, rezultd eli.

feb) - fI')
11< A '

deci numii.rul punetelor in care saltu! functici este superior numarului i< esre Iinit sau zero.
Dad 81 este multdmea puncte'cr pentru care sultul este > 1,81 cste Iinita.

1
Daea;,'. este multimea punctelor pentru earl' seltul este euprius intre 2~i I, multimea S~

eete finitii. ~.a.m.d.: dacii. 8", eate multimea punctelcr pentru care saltul este euprins intre

~ tli 1 ,mnitimea 8", eete finitii. Multimea S
m m-l

s= U s;.-,
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este 0 rcuniune numarabila de multirni finite, deci S, care reprexinta muttimea punctelor de
discontinuitate ale Iunotiei fpc intervalul [a, b], este 0 multime numllrabilg.

Am presupus in demonetre.tie ea intcrvalul I este lnchia ~i mjrginit, Daca

1) 1 = [a, h], i «; + co,

putem aerie pc I ell. reuniune numarabila de intervale miirginite ~i inchisa

~irul ~.. fiind strict crescator, convergent di.tre b (finit san infinit).

2) 1 = [a, b]. Il:>-oo.

Putem sene pc 1 oa () reuniunc numarabila de intervale miirginite ~i inchise

1= [0:11 b] U [a:2 , <tIl U."· U [11.n+1' 0:,,] U
§irul I1.n fiind strict descrescator, convergent catre a.

3) I = (a, b), a:;" - CX-', b -< + 00.

Scriem

ell III < 1'" eirul Cl.. Hind strict dcscrcscator, convergent catre (I, iar slrul [3.,. strict crescator
convergent egtre h.

In reate caznrile, multimile reunite aiut intervale miirginite ~i lnchise. In fiecaro di
intervalele ee intervin, Iunctia f avtnd 0 Infinitatc numarabua de punete de discontinuitate
reunfunea lor esee numarabila,

§ •. PROPRIETA'!'ILE FUNC'l'IILOR CONTINUE

.r, Operatii en iunctii continue

Fie [*i g doua Iunctii definite pe aceeasi multime X, XoE X uf! punet d
contlnuitate pentru f ~i g.

Din definitia continuitatll cu ajutorul slrurilor avcm urmatoarele pro
pozitii :

I) Functla [ ~ g este continua in punetul Xo _

Intr-adevar, deoarece pentru ortce ~ir x..convergent cafre Xo(x" E X) ave

t (x.) ~ t (x,). g (x,,) -e- g ("0).

rezulta ~i f (x,,) +g (x,,) -7 I (xo) +g (xo). In general, suma unui numar finit d
Iunc'[ii continue in XI" 11 (x) + [2 (x) + __ .+ I.. (x), este 0 Iunctie continu
in Xo- In mod asemanator se arata ca :

2) Functla I - g este continua in punetul!xo'
3) Functla I g este continua in punctul xo'

4) Daca g{Xo) =/=: 0, functla ((;0:), x EO: X, este continua in punetul x.
g(;o:)
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2. Funetii compuse

]ium:/ii. Limite. Cuntinuitate

Teo rem it. Daca u: X --+ y ~ f: Y -e- R, tuncpa u este continua in punc
tul Xo E X ~i f este continua in punctul Uo = U (xo) E Y, atuncl functla com
pusa f(u (x», xeX, este continua in punctul Xo.

Demenstrafle. Pentru orice sir XII --+ Xo (X,. E X), sirul valorilor u (x,,) =
= u..-+ u (xo) = uo, deoarece Iunctla u (x) este continua in punetul XO'

Functla f (u) flind continua in punetul Uo. urmeaza ca daca un -e- Uo *i f (u..) --+

- f (uo), deci

f (u (x")) ~ f (Ii (x,»),

3. Funetii inverse

Teo rem a. Functia inversi,3 unei functii continue este 0 Iunctie contl-
nua. j-f-<-L••; ;'~ / •

Demonstratle. Fie t: X -e- R 0 functic strict crescatoare, continua pe X,-,
:?i f Iunctia inversa. Avem cchivalenta

-,
x -e- y ~ f (x) (-) y ~ f (y) ~ x.

Functia -f (x) fiind continua in Y-oEX pentru orice sir x" convergent catrc
Xo (x" E X), sirul valorilor y" '--'-' f (xn) este convergent catrc Yll -=::=' f (xc).

Fie acum un sir y" strict crcscator, convergent catre Yo '-= f (xo)' Functia f
fiind biunivoca, sirului Y.. Ii ccrespunde sirul unic x:, (x: EX).

Sa atatam di sirul x: este convergent catre Xu. Sirul x,: este strict cres
cater, deci are 0 limitii ~E X. Deoarece teste continua in interval, avem

lim Yn = lim {(x') = Yo = {(xo),
n..,.<>:> .. ..,.00

tnsa sirul x: este convergent cetre ~, deci {(xo) = f (~) si, cum functia f este
biunlvoca, Xu = ~. Se procedeaza in mod asemanator ~i pentru un slr Y" strict-,
descrescator. convergent catre Yo. Functia teste dcci continua pc domenlul
valorilor.

4. Proprietati locale ale rUTIl~tiilor continue

Teo rem a. Daca teste continua in punctul x{I ~i dacii f (Xu) -=f= 0, exista
o vednatete V a lui Xu astfel rncrt pentru orlce x E V n X (X domeniul de
definitie al lui f) avem f (x) . f (xo) > o.
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Demonstratle. Sa presupunem l (Xu) > 0; vrem sa gasim 0 vecinatate V
a lui Xu astfel tnctt daca XE VnX valoarea !(x) sa alba acelasi semn ell f(x,).
Din definitla continuitatii avem (

daca
II(x) - l(x,)1 <,

Ix-x,I <,(,).

(1)

Putem scrie pe (I) astlel :

I (x,) - '<I(x) <, +I (x,).

lnmultim in (2) ell ! (xo)> 0

I'(x,) - 'I(x,) <1(x)·I(x,) <I'(x,) 1- o/(x,.)

~i luam e= ~ !(Xu)> 0,
2

Jed

o< .'c I' (x,) < I (x)· I (x,) < .". I' (x,).
2 2

Prin urmare,

(2)

l(x)·I(x"» 0

daca luam pentru V intervalul (xo - TJ', Xu + TJ'), eu TJ'(E) corespunziitor lui

e = ~ !(xo).
2

Dad !(Xu) <0, scnsul nccgalitatilor (2) sc schimba ~i sc ia E = +1!(xo)l·

Din dcmonstratia teoremei de mai sus rezulfa ~i urmatoarca

Teo rem a. Dacaf este continua in punctul -o . exista 0 veclnatatea punc
tului Xu pe care! este marginita.

5. PreluDgirea prio ~ontinuitate a un(~i runt,!ii

Fie J: X ----3- R si Xoun punet de acumularc allui X (xoe X) in care Iunctia f
are 0 limiui [initii Yo. Functia f nu este de[initii in punctul xo, deci nu sc poate
vorbi de contlnuitate sau de disccntinuitate in acest punet.

De fin i tie. Functla f: X --4- R deftnita in modul urmator

1(x) = If(x), dac~ XeF.xo, XEX

Yi) , daca x =_ Xo
se numeste prelungirea functlel [ prln.contlnuttate in pnnctul xu;.se verlflca
imediat ca f este continua in punctul xo' deoarece

f- lim f (x) =----' lim f (xV= Yo '''' f (xd)·
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Ezemple

1) Functia. f (x) = X" sin z a natural, definitii pe R - to} are limitli in punctul

x = 0

x1=0
f (x)s

Ix'J sin ~I < I xl" pentru ITO,

lim ;1:" sin.2.... = O.Prelungirea prin cnntinuitate in punctul 0 a Iunofiei f (x) este
"'~ 0 x

x = 0, deoareee

deci

to»

o

Fig. 54

1
",li~o f (x) = 2" '

deei se poate prehmgi prin eontinuitate in origine prin

6. Proprietatile funeliHor continue
pc un interval inellis ~i marginit (compact)

Teo rem a I. 0 functle continua pe un interval inchis ~i mlirginit {a, b]
este marginita pe [a, b].
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Demonstratie. Fie f: [a, b) -.,.. R continua pe [a, b]. Dad f este marginita,
urmeazd ca trebuie sa avem

II(x)l..;; M, XE [a,b].

Sa presupunem ca f (x) nu este marginita. Asta tnseamna ca pentru orice
numar M > a exista un punet ~M e [c, b] astfel tnctt

II«M)[> M.

Daca luam M = n (n = 1,2, ...), urmeaza ca pentru orice n EN exista
~.. e [a,b] astfel tnctt

1/((,)1> n. (I)

sau

Intcrvalul [a,b] fiind Inchis si marginit. din sirul marglnlt ~l' ~2"

~, ... , conform l~m~iJui Cesaro, se poate extrage un subslr ~..,' ~"" ... ,
~"", . .. convergent catre ~ E [a, b]. Functia, fiind continua pe [zz, bl~ cste
continua ~i in punetul ~, dcci

I «,) -e- I «)

1f«)J -, <I f«"l[ <11«)1 +" dad n,>N(,).

tun

Fig. 55

o

Din inegalltatile (I) rezulta ci:i.

11«.,)1> n,~=,

deoarece n" ""---* = ctnd p ""---* co, ceea ce duce la 0 contradictle, deoarece e este
fix *i f (~) este flnit. Teorema
cste demonstrata. 9

Observatii \>
I) Dace eondi tiile din teo-

rema nu slut indeplinite, pro-
prietatea poate sa nu alba lac. (0,1) (1,1)

Functia-i- este continua pe
x

(0,1], tnsa nu este marginita
pe (0,I], deoarece, oricare ar fi
M> 0, pentru x<--:' e(O,I],

M

I (x) ~ .'.> M, (fig. 55).
x

2) Teorema 1 ramtne adevarata ~i pe multiml compacte oarecare de numere
reale ~i se demonstreaza in mod asemanator.

Teo rem a 2. 0 functie continua pe un interval inchis ~i marginit [a, b] i~i

atinge marginile pe [a, b].

Demonstratle. Am vazut ca f (x) continua pe (a, b] este marglnlta, deel
exista doua numere m si M astfel tnctt

m-<.f(x) « M;
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--'--" -<. M1 > 0
f(x)-m

unde m; este,marginea lnferioara si M rnarginea superloara a Iunctiei f pe [a, h].
Sa aratam acum ca exista un punct ~ E [a,b] astfel incit f (~) = tn ~i un punet
<' E [s, b] ell f(n ~ M.

Sa presupunem ca. nu exist a punetul ; pentru care avem f (~) '-0 m.
Din definitia data marginil inlerioare, funcliatp(x) = f(x) - m, XE [a, b]

este continua ~i strict pozitiva pe [a, b], deci si .Iunctla

F(x)~ __,_
f(x)-m

este continua si pozitiva pe [a,bI, deci, conform teoremei precedente, F(x)
este marginita

sau
I (x) ;;, m + M,

51 m nu ar mai fi marginea inferioara a Iunctiei f pe [a, h]. Ipoteza facubl ne-a
dUs la 0 contradictie : deci exista un punet ~ pentru care f (~') -= m.

Existenta lui ~' Cll f(~f) -= M se demonstreaza in mod asemanator.

Observatii

1) Daca conditiile din teorcma nu stnt indepllnite se poate ca proprietatca
sa nu aiba loc. Functia f (x) = xZ, X E (0, I] este marglnita pe (0,1], Insa nu l~i

atinge marginea inferloara m = 0, deoarece intervalul nu este tnchis.
2) Dlferenta M - m se numeste oscilatia Iunctiei f in intervalul [a, b].

Pentru orice subinterval fa', b'] c (a, b] avem M' - m' -s;M .- m.
3) Teorema 2 ramlne adevarata si pe multiml compactc oarecare de

numere reale.

Teo rem a 3. Daca 0 Iunctle continua pe un interval tnchis ~i margtnit
[a, b1 ia valori de semne contrare la capetele intervalului f (a)· f (b) < 0, atund
exista eel putln un punet Xu E (a, b) astfel inctt f (xu) = 0.

Demonstratle. Fie f (a) < 0, f (b)> 0 ~i a l = a; b. mijlocul lui (a, b).

Dad f (~) = 0, a l este punctul cautat. In caz contrar, unul din inter
valele [a, all, [~, b] se bucura de aceeasi proprietate; it vom nota {t1:I, bl ],
ell I(a,) <0, I (b,)> 0; fie

hl + G1a2 = -~,.

mijlocul.sau. Sau f (az) = 0 ~i az este punetul cautat, sau unul din intervalcle
[aI' az), [a2' btl, pe care II vom nota [~, b2], se bucura de proprietatea din
enunt, adica f (~) < 0, f (b2) > O. Contlnutnd in acest mod, obtlnem un slr de
intervale la" b,), la" b,J, ..., la., b.J, ell

al-<~< <.an<.

b1 '» b2 > > bn >-
• b _ 'I

bI!> aq , p, q E N ~I bn - G" = ~ ,
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deci

n [a.. b.l ~ l x.,l,
i

x.,E [c, b),

punetul Xofiind limita comuns a celor doue siruri (a,,) ~i (bn) ; XoE [a, bI, deoa
rece intervalul (a,b] este compact.

Din modul cum au fast construite sirurile (aJ ~i (bn) avem ~i

I (a.) < 0, I (b.) > 0, pentru orlce n E N.

Deoarece lim an = xo• f fiind continua, urmeaza ca

DaT I (a.) < 0, deci I (x,) ~ 0.
In mod asemanator lim b" = 41. de unde urmeaza ca..-

lim I (b.) ~ I (x,),
.~-

insa f (b,,) > 0, de unde rezulta f (41) >- 0; neegalitatile f (xo)>- 0, f (xo) -< 0
conduc la f (xo) = 0 si teorema este demonstrate,

Teorema 8 serveste pentru separarea radacinilor unei ecuatii.
a consecinta a teorcmei 3 cstc urmatoarea

Teo rem a. 0 Iunctle continua intr-un interval inchis ~i marglnlt [a, bJ ia
eel pulin 0 data toate valorile euprinse tntre marginea sa superioara M ~i margi
nea sa inferloera m.

Demcnstratie. Intr-adevar, dad m < IX < M, Iunctia

g(x) ~ I(x) - "

este continua pe intervalul tnchis [a, bJ, daca t (x) este continua; daca ~.

~i f' stnt punetele pentru care

avem
g(O <0, g«") > 0,

deci exlste un punct

astfel tnctt

sau

X,E 1<', n c [a, b]

g(x,) ~ °
f(x o) = IX.

Proprictatea pusa in evidcnta de aceasta teorema se numcste proprietatea
lui Darboux. Propnetatea lui Darboux TIU este caracteristtca Iunctlllor continue.
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Ea:emple

\
Sin~ , data x *0

1) 'uncjJa. l(x) = x _ definHii pc R este dtscontinus in punctui

o ,daca x=O
x= 0 deoerece lin are limite laterale in x = 0, insa am proprietatea lui Darboux.

'2) Functia f (a:) = x! cstc continua pc [0,2}. )Iu1timca vulurilor este intervalul [0,4].

Funcjiile continue pe .o reuniune de intervale nu au proprietatea lui
Darboux.

Functia. f (x)

Exemplu

1
1,

-1, -2<x<-1

eete continua pe muttimea compacta. [-2, -I] U [1,2], insi nu arc proprietatea lui Darboux,
deoareee f (,1;) nu ill.nici 0 veloare eupnnes Intra -1 ~i +1. So ObSCIVii. ca multimeu de deti
nitie este compacta, Insa este reuntunea a dous intervale disjuncte.

7. Continuitatea unlterma

De fin it i e. Fie f: X -e- R. Se spnne cii f este uniform continua pe X
dad la orice numar e> 0 exlsta un numar l'J (e) > 0 astfel incit sa avem

If(x") - f(x'j I < e

pentru once pereche x', x" E X care satisface inegalltatea

IX' - x"l <~(,).
Din definitie rezulta ca l'J(e) depinde numai de e si este independent de

x', x", oarecare in X, care satisfac numai conditla lx' -x"j <l'J(e). Fief
continua pe X si x E X.'Daca pastriim pe x' fix, la e dat ccrespunde un numar l'J
care se schimba dad e se schimba, dar care deplnde :;;i de x, adica l'J (e, x').
Daca x parcurge multimea X, s fiind fix, multimea valcrilor lui l'J [e, x) are
o margine Inlerioara 1) (e).::;?- O. Daca 1) (e) > 0, spunem ca functla f este uni
form continua pe X.

Exemple

1) Functla t (x) ==: c, x E R eate uniform continua pe R, decarcec f (x') - f (x") = ()
orieare ar fi e', a" din R.

2) Funetia f (x) = In x, XE [1,2] este uniform continua pc [1,2]. Avern ell e", X'E [1,2]

1(x') -((x")1 = lin x'-In x"l = lin ~I < e

1) (e)<1) (&, x).

x' ix' - x"i
-;; < ce , --,-,.-.-,- = ee -·-1, I x' - x" I < I c" I (e<-I),

obrinem 1) (E) = co -1 ~i pentru oricedeci 1) (&, x) < ! xl (ee -1). Dar,a luiim x = 1,
XE [I,2} avem
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Teo r e ill a 4. 0 lunette continua pe un interval lnchls ~i marglnlt (com.
pact) este unifann continua pe aeel interval.

Demonstratle. Fie [a, b] Intervalul pe care f este continua ~i sa prcsu
punem di f nu este uniform continua pe (a, b]. Aceasta tnseamna eli, e > a
fiind dat, oricare ar fi numarul 1J> O. exista doua numere ~~ si ~~' astfel tnctt

1<', - <;'1 <" ,I 11«;) - m;')I>', Sa Iuam pe ., cc -'-, n ~ 1,2,3,.,
Obtincm astfel doua siruri de punete in [a, b]

<;,<;, ,~, ...
<;', <;', <'

astfel Inclt pentru orice n>N avem

1<;- <;' I< .'.
n

Intervalul (a, b] fiind marginit. sirul (~~) este de asemenea marginit ~i,

conform lemei lui Cesaro, e1 confine un subsir convergent

~;'JI ----)0;, p -c- co ;

deoarece avem ~i

1<; - i;: 1<-'- -·>0, P ~=,
Jl P flp

urmeaza ca sirul (1;;':') este de asemenea convergent catre 1;.
Intervalul [a, bJ fiind compact, punctul ~ E {a, b]. Functla f (x), hind

continua pe [a,b l. este continua ~i in ~, deci

m;,l -e- 1m, m;;) -e- 1m,
ceea ce este in contrazicere eu

1m;,) - 1«;;) I>', pentru orice p e N.

Ipoteza pe care am Iacut-o ne-a dus la 0 contrazicere. Am demonstrat
astfel cii f este uniform continua pe [c, b].

Observatii

1) Teorema 4 este adevarata ~i pe multimi compacte. Este suliclent sa
tnlocuim in demonstratie intervalul compact [a, b] cu 0 multime compacta
oarecare de numere reale.

2) 0 conditie suficientii de continuitate uniforma a unei Iunctli f definite
pe 0 multi me X este urmatoarea : pentru orice x, x" E X sa existe un numar
M > a astfel tnctt sa avern

I/(x) - l(x")I<MI x' - .e"]. (I)
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Intr-adever, daca luam 1)(e) = ..!-, atunci pentru Ix' - x" I< 1) [e)
M

avem 1fex') - [(x") I < M .~ = e ~i f este uniform continua pe X. lnegali
M

tatea (I) se numeste conditia lui Lipschitz.

E:J:emplu

1
Functia sin - cste continua in intervalul (0,1] deschis la sunga, Functia nu eetc uni

x
form eontinua pe (0,1]. Intr-adevar, data

2

(2p + 1) It

orieare ar fi lJ > 0, eYistii pEN astfel incit

2

deuarece ~irllrile xl" x~ sint convergentc catre zero dud p -+ 00, insa

sin -.!... -sinx, = 2,
x~

1
deci fllnctla sin - nu esto uniform continua pe (0,1]. Conditiile tecrcmei 4 lin stnt indo

x
plinite, deoarcce intervalul (0,1] nu este compact.

!-A

~

r{ '\

'\

, r
fO,O) (a,O) l T (b,D)

x

Fig. 56

Din punct de vedere geometric. continultatea uniforma are urmatoarea
interpretare : pentru orice subinterval I < 1) de pe axa Ox, mulfimea f(/) de
pe axa Oy cste interloara unui interval < e, (fig. 56), adlca pentru ortce X, x"
din orice subinterval J oscilatia Iunctiei cste inferioara lui e.



Capitalul III

FUNCTII ELEMENTARE

§ 1. POr,INOM\JL

I. Definitie. Operatii en polinoame

Definipi. I) Se numeste pollnom de gradul n tn variabila x Iunctia
P: R ......,.. R deflnlta de

p (x) =" a, + a, x-l-a,x' + ...+ a. X", a, E R, a,. + o.
Numerele aT: se numese coeflclentii pcllnomului : numarul natural n se numeste
gradul polinomului.

2) Spunem ca doua polinoame

P(x) = all + a1x + + u,.X"

Q(x) ~ b, + b,x + + b.X"'

sint egale dad. tlo = boo C4 = b1 , •. " up = b1)' ...
Doua polinoame egale au acelasi grad.
3) Suma a doua polinoame P(x) ~i Q(x) este un polinom

SIX)~ So + s,x+ ... + V',

unde So = Uo + bo, St == flt + ~... ". gradul q fiind egal ell eel mai mare dintre
numerele m si n dadi.m=fr n si eel mult egal Cll n (dad m = n). Adunarea
polinoamelor este asociativa *i comutatlva.

4) Elementul neutru rata de operatia de adunare este polinomul nul
P(x) == O. care are toti coeflclentil nuli.

5) Opusul unui polinom P(x) este polinomul - P(x)

- P(x) = -ao-~x - Il:lx2 - ••• - a"X"

~i suma P(x) + (- P(x)) este polinomul nul.
Am aratat astfel ca multimea polinoamelor de 0 variabila eu coeflcienti

in R Iorrneaza grup abelian fata de operatla de adunare.

u - c. IMll
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6) Produsul a doua polinoame P(x) si Q(x) de grad n st m. respectiv,
este un polinom T(x) = C(l + C1X + '" + c",-rnX"'+" de grad m + n, ell cadi
cientli dati de

Co = o.obo• C1 = a~bl + ~bo,'"

... , ck = Club): + ~bk-l + ... + akbo•· ." Cit,,, = afib,,,

[nmuliirea polinoamelor este comutativa, ascciativa si distributiva fata
de operatia adunare.

Elementul neutru fatii de operatla tnmultire este polinomut P(x):::::: I,
numit pollnomul 1.

Proprfetatile enuntate arata ca. multimea polinoamelor de 0 variabila Cll
coeficienti in R formeaza un inel comutatlv fata de operatiile de adunare si
tnmultire.

Observatie

Dace doua polinoame P(x) ~i Q(x) sint egale, ele ian valori egale pentru
orlce-,xER; de aceea, doua polinoame egale se numesc ~ polinoame tdentice
ji se scrie P(x) == Q(x).

Polinomul nul ia valoarea zero pentru orice XE R; din aceasta cauza se
numeste si polinom identic nul.

2. Divizibilitatea polinoamelor

Flind date polinoamele

A(x) ~ a, -I-a,x -I- -I-a.x"

B(x)=bo+b1x+ +b",X"', m.<n,

sa aratam ca exista doua pollnoame

C(x) = Co +c1x + + c"_,,,x"-·'"

R(x) = '0 + 'IX + + '",_IX"'-1

astfel Inctt sa avem identic

A(x) ea B(x) C(x) -I- R(x).

Egalind coeficientii puterilor lui x, obtinem sistemul
a.. = bm, c.._m

a.._1 = b",c,,-m_l + bm_1 c,,_m



eu solutia

Polirwmul

C,,-m =..!!!..,
b.
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si se vede di. polinoamele C(x) ~i R(x) stnt unice, deoareee coeficientil lor stnt
unie determinati.

Polinomul C(x) de grad n - Til se nurneste cit ~i polinomul R(x) de
grad -< m - 1 se numeste rest.

DeU n i 1i e- Polinomul A(x) se spune ca este divizibil cu polinomul
B(x) dacii R(x) sa O.

Exemple

1) A(x)=x'-3z3+4x2_x_J, B(x)=x2-x+1.

Avom xf.- 3 z3 + 4:r;'l. - x -I::=; (x 3 - X + 1) (x 2 _ 2 x + 1) +2 x ~ 2, deci
lJ(x) = x'J--'---2x+1, R(x)=2x-2iPolinomul A(x) nu 80 divide eu polinomul B(x).

~A(~=~+~-x-1,B(~=z3+x2+x+1.

Avem ~ + Xl - X~ I::=; (x 3 + x" + x + 1) (x" -1); polinomul A (x) se divide. ell B (x)

3. Eenatii algebriee

Se numeste ecuatie algebrlca ecuatia

P(x) ~ 0,

unde P(x) este un polinom. Pentru ca un polinom P(x) sa se divida cu x - a
trebuie ca tn

P(x) ~ (x - a) Q,(x) + R, (I)

unde R este 0 constants, sa avem R = O. Egalitatea, fiind adevarata pentru
orice x, este adevarata ~i pentru x = a, deci

R~ Pta) ~ O.

Teo rem a. Un polinom se divide cu x - a dad. P(a) = 0, adiciix = a
este rlidacina a ecuatiel P(x) = o.

In legatura cu ecuatiile algebrice avem urmatoarea teorema :

Teo r em a 1u i d' A I em b e r t, 0 ecuatle algebrlca de gradul n are n
r8.dlcini.

Daca Xl' x2, ••• , x" stnt eele n radacini ale ecuatlel

P(x) ee a, + a,x + ... + a.X" ~ 0,



Jium;#i elementare

atunci polinomul P(x) se divide cu (x - X:t), (x - xa),..., (x - x..), decl

P(') "" 0. (x " x,) (x - x,,) '" (x - x.) (2)

~i (2) constitute descompunerea in [aaori liniari a polinomului P(x).
Dad doua radacirii slnt egale X:t =:' ~, atunct spunem ca X:t este 0 radii

cina dubla ~i (x - X:t)1 Intervine in factorii produsului care dii pe P(x). In
general, dad p radacini slot egale X:t ,= x2 = ~ .. = x"' spunem ca Xl este
radacina multi pIa de ordinul P$i termenul (x - X:t)" intervine in descompunerea
tn;fac.tbri a lui p(x); Prin urmare; dad 0 eeuatie algebrica de gradul n are riida
cinile Xi,~,·· 0' x". de ordinul AI' A-z, .•• , 1."" respectivide multiplicitate
_(~ m~rqe~, tntregi pozitive sau ,null?),-avem identitatea

P(x)"",," (x - x,'Y" (x - x,)" ... (x - x.j'., >., + >., + ... +>'. ~ n.
·,T~Dtema. Dacii.'edlatia P(x) ='0 cu coeflcienti reall admite ridacina

complen a; + i~, atund admlte ~i radlicina conjugata a;- if3,.

Demonstratie. Avem Pt. + i~) ~ A(., ~) + iB(., ~) ~ 0, deci A(., ~)~ 0
~i B(., ~) ~O, tnsa Pt. - i~) ~ A(., ~) - iB(.,~); prin urmare, P(.- i~) ~ 0
si a; - iii este de asemenea c radacine. Produsul

" Ix - (. + i~)J Ix - (. - i~)l ~ (x - .)' +~'

[ntervine tn descompunerea tn faetori a polinornulul P(x) astfel tnctt forma
generiila '3 acestei Iactorizarl este .

P(x) "" 0. (x - b,)" (x - b,j" '" (x - b.)'. [(x - .,)' + m', '"
" 0 [(x - CXp)2 + f3,;]:Ljl,

CU "1 + x,+ ... + A". + 2!LJ. + 2fLa + ...+ 211p = n. Conform acestel des
compuneri in Iactori, ecuatia P(x) = 0 are redacfmle reale Xk = hI< de ordinul
~ de multiplicitate (k = 1,2, ..., m) si radacinile complexe x,. = cx,. + if3,,.,
xI> = a;,. - i~h de ordinul 11,. de multiplicitate (h = 1,2, ... , p).

4. Conditis ea dona eeuatii algebriee
l; isH. aiba radiicini eom~ne

Teo rem a (E u I e r). Conditia necesara ~i suficlenta ca dona ecuatii
algebrice A(x) = 0, B(x) = 0 de gradul n ~j s respectiv sa alba 0 radacina
comuna este: sa existe dona -poltnoame A1(x), BI(x) de grad <n - 1 ~i

~ s or) ~ respectlv, astfel incit

A (x) B,(x) - B(x) A,(x) ss O. (I)

Demonstratie. Intr-adevar, daca (Xl este 0 radacina comuna a celor doua
ecuatlt

deci

A(x) ~ (x - .,) A,(x)
B(x) ~ (x - oc,) B,(x),

A(x) B,.(x) - B(x) A,(x) "" 0,



(2)

!}i At(x). Bt(x) stnt polinoamele cautate.: Reciproc, daca exista polinoamele
At(x), Bt(x) de grad n - 1 !}i s - 1 respectiv, astfeltncit

, 'i
'A(x) B,(~) == !l(x),iI,(x).

aceasta identitate arata ca.orice factor Hniar' al Iui It(x) este in acelasi timp
factor al produsului B(x) At(x) si, cum Al(~ este de grad n - I, el are eel
mult n - I factori liniati ai lui A (x) ; prin urmare,' eel putin un factor liniar al
lui A(x) divide pe B(x). Teorema e demonstrate.

Daca luam

A(x) = llo + a1x + + a..xn

B(x) ~b, +b,x + +b,x'

At(x) =tXo+ octX-+:' +0:.._tx"-t

B,(x) ~ ~,+ [3,x + + ~._,x'-'

Din identitatea (1) objinem n + s ecuajii liniare ~i omogene in' n +s
necunoscute 1Xo-. ~i' 'care pentru a nu, edmite solutiabanala (echivalenta cu
At(x). Bt(x) identic aule) trebuie ca determinantul sistemului sa fie nul. Sa
observant ca aceasta conditie este echivalenta ell conditia ca sistemul de n + s
ecuatli

xA(x) ~ 0, x'A(~) ~ 0, ::., x'A(x) ~ 0

xB(x) ~ 0, x'B(x) ~ 0, ..., X"B(x),~ 0

Iiniare ~i omogene in necunoscutele x, x2 , ••• , xn j
· • sa admita ~i solutii care nu

slnt toate nule. Determinantul sistemului (2) se numeste eliminantul celor doua
ecuatii saudeterminantullui Sylvesier-_~i este Qat de

a, a, .. a.. 0 0 ... 0

0 a., .. ; an - t a. 0 ... 0

D _. a, a, /1;l ~ •• u~

b, b, ... b'_ l b, 0.: .0

0 0 .... bo b, b, ... b.

E xemp 1«

Ecuatiilo

IS linii

In linii
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au 0 ridieini comunli. dacii. determinentul de ordinul einel

". '" ". 0 0

0 '" '" ". 0

0 0 '" '" ",
b. b, b. b, 0

0 .. b, b, ..
cite nul.

5. Rela1ille dintre riidAebii §i eoeficienti

Daeii Xt.~, .. 'J x" slnt redacinile ecuatiei

llo + OtX + Utx2 + ...+ a.._1x"-
1 + a..JtA = 0,

avem identitatea

a. + a,x + a,x' + ...+u"x" ea a,(x - x,) (x - x,) ... (x - x.).

din care objinem
,

x,+x,+ ... +x,~E x.~
f~l

.
XiX2Xa + .t.l~X4 + .,.+ X,,_2XIl_l XII = ~ xj Xj xk =

/*i*k~l

XtX 2 .•. x" = (~I)"~,
",

numite ~i relajlile dintre radacini st cceflcien]i sau relatiile lui Viete. Relatiile
de mai sus nu pot servi la rezolvarea ecuatlei din care provin, deoarece prin
eliminarea succesiva a lui x.. , x2 , ••• I xll _1 se ajunge la ecuatla de ia care am
plecat. Daca se dan Iegaturl suplimentare tntre radacini, relajlile de mai sus
stnt adesea folositoare pentru rezolvarea efectiva.

ExempJu

Sa. se ant eondijia pentru ca eeuatia

x\l+ax!+bx+c=O

Ii aibii, radaetnne in progresie geometrieli., apol sa so resolve.



Poliltomul

Punem :Ii.=.!., ~ = u, 3:~ = IlV. Relatillll dintre ridicini ~i eoefieienji ne dan,
U(l+V+~)=-O

1l2(V+~+1)=b

231
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I
,

Din primele doua rela.til avem u = - -;. cere inloeuiti in a treia ne conduce la oonditla

dutatii.

,
Am gisit ~i~=-~. Avem,

b" ( 'J( ,'-' "Jx3+a~+b3:+-= :e+- :1;1+ __ 3:+_'
a3 a a al

Celelalte doua. radjicini sint r3daciitilll ecuatiei

al _ b IJ2""+ --:e+ -=0.
a "

6. Formula lui Cardan
pentru rezolvarea eeuatiei de, gradul trei

~i pentru

Fie ecuatia
x3 + px+ q= O.

Daca punem x= u+u, X3=U3 + v3 + 3 uu (u + u), avem

x3 - 3 uu (u + v) - u3 - uS = 0

-3uo = P. US + u3 = -q

este Identica cu ecuatia datil. Sistemul

uv=_Y-. U3+U3 = _ q
3

sau

conduce la ecuaiia

X2 + qX - L = 0 (Xl = u3• -X2 = (3).
27 '

(1)

(2)
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Realizantul acestei ecuatii este

A=L-+K.
27 4

Ecuatia (2) are solufule

deci

u, ~!!,jX.,

",~!!,jX" tJg = &V X 2 ,

unde & este 0 radacina cubica complexa a unitatii. Cu aceste rezultate putem
scrie solutiile ecuatlei (I):

x,~y-+q+V(fJ'+(-H+y-+q-VlfJ'+(f)'

x, ~ (-+ + Y; iJ\/-+q+ V(f)'+ If)' +

+ (-+- V; il\!-+q -V(f)'+(f)'

x,~( -T- Y
2
3 ilV-+q+VlfJ'+(f)' +

+(-++ i Y;)y- +q -V(f)'+Ifi'-
Discuue. a) Dacd A>O, atunci VX1 ~iVX2 stnt reali, Xl este real ~i

X2, Xs stnt complexe conjugate.
b) Daca A = 0, atune! VX;= {/X 2 , Xl este real, X 2 = Xa = - V~ ,

deoarece e + £2 = -1.
e) Dacii A < 0, Xl si X2 sint complexe conjugate. Fie

Xl = p (cos t'f' + i sin iF), X 2 = P (cos If' - i sin iF),

VXI=p-i-(COst+isint), {/X2=P-i-(COS~'P +isin -a'P),
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( 2IT + .. "")Hx;-+( 4IT + .. 4IT) .3'-X2 = COSS tSIll
S

v> COS
S

lSJn 3 VX2=

-2V'-P tp+2:n:- _cos·_-
2 3

( 'IT +.. 'IT),,-X +( 2IT + .. 2IT) 3,X-Xa = cos- tsm- V 1 COS- tSIn- V. 2=
3 3 3 '·3

= 2V-p COS'll+4:n:
2 3

~i cele trei solutii sint reale.

·Observa tie

Expresille radacinilor Xl' X2, Xa pot fj strrnse tntr-o singura formula, numita
formula lui Cardan

din care obtinem pe X:I, ~, -'3. lutnd pentru primul radical cubic cele trei valor!
ale sale, iar valoarea corespunzatoare a celui de-al doilearadical cubic este
aceea care satisface relatia u 00 = - .!!...

. 3

Exemplu

Sil. ae rezolve eeuatb Xli - {) X - 2 = o.

EeulI.l;ia are trei radii.cini reate. Procedlnd ea mat sus, obtlnem

Z:1 = 2, :1:: = 1~ Y2-, e, = 1 + Y2.
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7. DetfJrmlnarea :rii.di...inilor rationale
all' unei eeuatii algebrice

Fie ecuatia

a, + a,.x + "ox' + ...+ a,.X" ~ 0, C4. = numere Intregl, (I)

~i sa presupunem ce adrnlte radacina x = !-" p, q Intregi primi tntre el. Trebuie

sa avem q

(2)

sau
q(If-;'a, + If-'Pa,. + ... + a,.~,P"-') ~ - a,.P".

care este 0 egalitate tntre.numere intregi. Deoarece peste prim Cll q, urmeaza
ca a.. este divizibil cu q. Egalitatea (2) se mai poate scrie

P(a,.p'-' + a,.-.P":'q + ...+ a,1f-') ~ -"'If.

din care se deduce cit ao trebuie sa fie divizibil cu p.

E:lJempl e

1) Eeuatia z" + p.Z..-l + ... + P,,_Ia: + p" = 0 nu are radli.eini Iraetionare, deoe
race eoeficientul lui :r;" este numarul 1.

2) Ecuatia. 1 + a. Z + a l :r;I + ... -:- a" z" = 0 nu are radacini intregi, in alaIa pcate
de- +1 sau -1, deoereee a" = 1.

Daca X = l!.. este 0 radacina a ecuatiei (1), atunci avem identitatea,
'"+ a,x + ...+ a,X" =(qx - p) (b, + II,+ ...+ b.~.X"-'). (3)

unde bo. l1.•. . .•b"_l sint tot numere tntregi. Dad in (3) tnloculm pe x cu +1
apoi cu -I. rezulta ca

lQL1i f (-1)
q-p p+q

stnt de asemenea numere tntregl.

Ea:emplu

Sa ae gaseaseil. radacinile rationale "ale eoue'[iei

f (x):=:: 3 Xl + 8 Xl + 15 Xl + 18 X - 8 = O.

Radaeinile posibile stnt

1 1
-3' +"3'

4

3

8

3

-8, +8.

8+"3 -1, +1, -2, +2, ---4, +4
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Avern f (I) = 36, f{-I) = -16 ~i eonditia -.1QL, f (-1) intregi este indeplinitil. nu
p-q p+q

mai de

1 1-"3' + 3' +2, -2, -4, +4-, -8, +8.

Observam di pentru x:.> 2, f (x) > 0, deci singurele radacini pot fi

1, +..!.. ,-2, --4, -8.
3 3

Inloeulnd in eeuatde, gasim til. sint rlidacini numerele -·2 ~i..!...
3

JUi,dil.··l uet detc stnt 2 1 -1±V-=I5cmna eeuanei aesm a;.=- ,3:1=3,3:5•4= 2 •

8. Metoda lui Lobaeevski peoiru aproximarea

radaeinilor unei eeuatii algebriee

Fie ecuatia
f (x) sa a, + a,x + ...+ a._,X"-' + X" ~ o.

Sa presupunem mai rotrt ca are toate radacinile Xi, x2, •••, x.. reale ~i

distincte, ordonate in ordinea modulelor astfel

Ixd>lx,I>I.<,I> .. ·>lx.l·
Avem

f (x) sa (x - x,) (x - x,) ... (x - x.).

Sa formam si ecuatia

f(-x)c= (-1)' (x + x,)(x+ x,) ... (x+ x.) ~ O.

Ecualla

f, (x') ~ f(x)f( - x) ~ (-I)' (x' - xl) (x' - xl) ... (x' - x;) ~ O.

daca tnlocuim pe x2 cu x, are redacinile ~, ~". o,~. Pqn urmare, ecuatia
ft(x) = 0 are ca radacini patratele r-adacinilor ecuatiei !(x) ~ o.

Sa observant ca dad punem

f(x) sa P(x') + x Q(x')

f( - xl c= P(x') - x Q(x')

atunci ecuatla care are ca radacinl patratele radacinllor ecuatiei lnitiale se
obtine din
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tnloculnd pe :x,'J ell x, deci

t, (x) es P' (x) - xQ'(x) ~ o.

Daca ell ecuatia fl(X) procedam in acelesi mod cum am procedat ell ecuatia
[(x) = 0, objinem 0 ecuatie care are ca radacini pe 4, 4•..., ~. Continuind
operatia de pori, obtinem a ecuatie fp(x), fie

til (x) == xll + q,,_lX"-l + Q,,_2X"-2 + ...+ qtX + qo =~ O.

care are radacinile

otT, xr,···, x:, unde m = 2P•

Sa consideram acum relatiile dintre rjidacini ~i coeflclenti pentru ecuatia
f.(x)~O

Xl" + otT + + X:;' = - Q"-l

Xl" . .xr + + x::'-l' x:= Q.. -2

xf'xT ... x:'= (-1)"%

sau

Deoarece I:: I< I ;;~ m cre~e repede ell p, urmeaza ca dupa un numar

anumit de operatii suma~ (..:~) este neglijabila fata de 1, astfel Incit putem
k~2 Xl

scrle .
Xi"~ - q~-l' Xl ex: V- q,,--t·

A doua relatie da, pe baza aceluiasi rationament,.
~~~q x~V' q'll-!.....1"'2·- ,,-2' 2- --

q..-l

;;i in general .
X ~ V - q"- k,-

q.. -kH

(k~ 1,2, ...• n).



Polillt:tmu!

Daca radaciaile Xi: stnt toate reale si distincte, atunci avem efectiv

;.!37

m=2i>,

~i luam + sau - dupa cum Xk este pozitiv sau negativ.
Daca radacinile stnt. complexe conjugate, doua cite doua Xl = oc + i~,

X2. = IX - i~, polinomul !(x) se divide prin x2. - 2IXX + OC2. + ~2.. Insa opera
[iile de mai sus ne dau pe IXa I = VIXlI+ ~2. = p,' deci remlne de determinat
numai IX. Dad facem tmpartirea lui !(x) ell xl! - 2ax + p2, obtinern un rest de
gradul tntti R(IX) + x 8(1X), care trebuie sa fie identic nul, deoarece tmpartirea
se face exact.

Polinoamele in IX, R(a) ~i 8(0:) au, prin urmare, 0 radacina comuna ~i

admit decl un divizor ccmun de gradul tntii.
In modul acesta ~i a este determinat.

9. PoliRoame Hurwitz

De fin i 1i e. Se numeste pollnom Hurwitz un pollnom cu coellclenti
real! sau complecsi

I(x) '" a, + a,x + ... + a.X"

asrfel inctt ecua1iaf(m) =0 are toate radacinile eu partile reale negative.

Noi vom considera numai polinoame ell coeficienti reali. Prin urmare,
un polinom Hurwitz are radacinile reale negative *i radacinlle imaginare ell

partea reala negativa. In probleme de mecanica *i in primul rind tn te~rja
stabilitatii miscarii se tnttlnesc probleme care conduc la polinoame Hurwitz.
Ne propunem sa determinam conditli necesare *i suficiente pentru ca un polinom
!(x) sa fie polinom Hurwitz. In accst scop vorn stahili ctteva Ierne. Fie

I (x) ss a, (x - x,) (x - x,) ... (x - x.)

I(-x)", (-I)' a.(x+ x,) (x+ x,) ... (x+ xJ.

L e m a I. Daca f (x) este un pellnom Hurwitz, atunci

O<II(x)I<II(-x), pent," R(x) <0,

°< 11(-x)I<1 l(x)l, pent," R(x» 0,

0< II(x)l ~ II(-·x)l, pentru R(x) ~ 0,

unde ell R (x) am notat partea reala a numarulul complex "X.

( 1)

(2)

(3)
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~l dacii polinomul

Demonstrafie. Daca x = u + iV'X"l- = ul: + ivrc• avem

Ix + x.,12 -Ix - X.l:1 2= (u + "1-}2 - (v - V.ly - (u - UIY + (0 - tit)! = 4uu,t.

deci dad UI: < 0, atuncl

]x+xkl<[x- xkl, dad. u>O,

Ix+x,l> Ix- x,l, dad u <0,

Ix+ x,l ~ Ix - x,l, dad u ~ 0,

de unde rezulta imediat lema I, deoarece

If(x)1 ~ la.I·lx - ,,1·lx- x,1 .. ·Ix - x.1
1f(-x)1 ~ 1a,,1·lx + ,,1·1 x + x,I .. ·1 x + x.1 ~ la.. I·1 x + :<,1 .. ·1 x +x.l·

L e m a 2. Daca IX ~i [3, sint doua· numere carecare satlsfacind condltia

locl>I~I,

un polinom f (x) este un polinom Hurwitz daca ~i numai daca potinomul

g(x) ~ ocf(x) - ~f(-x) (4)
este polinom Hurwitz.

Demonstratle. Daca !(x) este un polinom Hurwitz, pentru R(x) > 0 vern
avea, conform lui (2) sau (3),

locf (x)[ > 1M (-x)l·
Prin urrnare, relatia I1.f(x) - M( - x) = anu poate avea loe decit dace R(x) < O.
Polinomul g(x) are deci toate radacinile de parte reala negative. Din (4) avem

/I'(x) ~ ocf(x) - M(-x)

I(-x) ~ - M(x) +ocf(-x),
de unde

f(x) ~ .,·g(x) - ~,.g(-x),

ell oct = -"-. ~l = - -~-, deci 1'X:l1 > !~ I. si, cum g (x) este polinom
<):2_[32 . 11.'-[3'

Hurwitz, urmeaza ca f (x) este polinom Hurwitz.

L e rna 3. Dacii ~ este un numar asttel incit R (~) < 0, un pollnom f (x)
de gradul n va fi un polinom Hurwitz daca ~i numai daca

IfC<)i<lf(-<)[

I,(x) ~ f(~;)f(,)-m)f(-')
,-;

de gradnl n - I este polinom Hurwitz.
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Demonstrafie. Conform lemei 2, _polinomul

g(x) ~ 1(- ()I(x) - f «() 1(-x)

este polinom Hurwitz daca f (x) este polinom Hurwitz, pentru di

!W)\<If(-()I·
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Deoarece g(x) se divide ell x - C;, urmeaza ca si fl(X) este poJinom Hurwitz.
Reciproc, daca It este polinom Hurwitz, polinomul

g(x) ~ (x - ()f,(x)

este pollnom Hurwitz, deoareceR (E;) < 0 ~i toate radacinile lui fI(x) au partile
reale negative. Conform lemei 2, urmeaza cil. [(x) este polinom Hurwitz.

Observatie

Daca consideram pe !J(x) ca polinom F(i, E;) in doua variabile -. X, C; de
gradul n - 1 in fiecare din ele, putem scrie

F (x, () ~ f(- ,)f(,~- ~(,)f(- ,) F, (x) + (F, (x) + ... + (':'F,_, (x).

Daca tnmultim acum ell (x - ;) ~i tnlocuim pe f(E;) ~i f(-f,) ell expresiile
lor, avem, egaltnd coeficientulliber ~i coeficientul lui C;,

a,{(x) - a,J( - x) ~ x F,(x)

- a,1(x) - aJ(-x) = - F,(x) + x F,(x),

iar daca 'P(x) = I10X - al~x + 110 C;, t}(x) = £lox + a1;x + 110;,

avem si

(5)

(6)

x' [F,(x) + (F,(x) I ~ f(x) o/(x) - f (- x) f(X). (7)

Lema 4. Daca ~ este un numar astfel tncit .R(~)<O, atunci poli
nomul f (x) de gradul n va fi un polinom Hurwitz atunci ~ numai atunci ctnd
coeficienfii sai 110, a1 satisfac conditltle

a,*O, R(::»O
~i clnd polinomul de gradul n - 1

H(x) ~ F,(x) + (F,(x)

este un polinom Hurwitz.

Demonstrafte. Sa presupunem ca t(x) eete un polinom Hurwitz. Coefl
cientulllo:::/::0, deoarece, in caz contrar, x = 0 anuleaza pe f(x), ceea ce nu se
poate, deoarece f(x) este polinom Hurwitz ~i R(O)9= o.
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Conform relatiilor dintre. radacinile ;;i coeflcienlil ecuatiei f(x) = 0, avem

~+~+ ...+....!...=-~.
;Xl $. x.. ao

Polinomul f (x) fiind polinom Hurwitz R (x.) < 0, deci *i R ( :.) < 0 pentru

Xi reale san complexe, suma inverselor tadacintlor este negatlva. de unde

rezulta ell necesltate ca R (~-) > O.

Sii aratam acum ca H(x) este un polinom Hurwitz; trebuie sa aratam ca
dad. R(s) >- 0 atunci s nu este 0 radaclna a lui H(x). Intr-adevar, daca nuntarul t
are R(t) < O. atunci, conform lernei 3, {(x) = F (x, t) va fi un polinom Hurwitz

~i F (s, t):::f= O. Data punem t = ....!..., deci ~i R(u) < 0, obtinem
u

U"-'F(s. +l.~ <l> (s, u) ~ F, (s) U":' +F, (s) U":'+ ... + F._,(s)4= O.

Sa presupunem mai tntti ca FO(5) =1= D. In aceasta situatie, (I) (s, x) este
un pofinom de gradul n - I, ale carui radacini au parjile Teale nenegative,
deoarece R(s) >0 (lema 3). Suma tuturor radacinilor va f nenegativa, deci

R(- PJ'l) ;;. O.
Fo(s)

Dace 5 ar fl totusi 0 radacina a lui H (x), deci daca

H (s) ~ F, (s) + I; F, (s) ~ 0,
avem

- F1(8) ~. ....!._ real (-' _)< 0
r, (8) e ' i; ,

ceea ce duce 1a 0 contradictie ; H(x) nu are radaclna pe s eu R(s) >- 0, decl
H(x) este un. polinom Hurwitz.

Sa presupunem acum.ca Fo(s) = 0; atunci din H(s) = 0 urmeaza ca ~i

F1(s) = 0 ~i din relajlile (5) ~i (6) urmeaza

a,(J(s) - f(-s» ~ 0

a, (J(s) + f(-s)) ~ 0
sau

a,a, f(s) ~ O.

Insa 1(5) =1= 0, deoareee R(s) >- 0 ~i !(x) este poJinom Hurwitz; prin urmare, nu

putem avea dectt Ilg~ = 0, adica sau ao = O. sau a 1 == 0, deci R (::l = O.

ceea ce este in contradlctle eu ipotezele din lema.
Prin urmare, H(s) -=I: 0 ~i H(x) este polinom Hurwitz.
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Reciproc, sa presupunem ca H(x) este polinom Hurwitz, ao4: 0, R(~) > 0

~i sa arefam ca lex) este polinom Hurwitz. Relatia (7) se scrie 0

x'H(x) ~ I(x) ~(x) - I(-x) t(x)

x'H (- x) ~ 1(- x) ~(- x) - I (x) t (- x),

din care obtinem

[~( -x) ~ (x) - t (-x) t (x)]f (x) ~ x' [H (x) ~ (-x) + H(-x) t (x)l. (8)

Fie nurnarul s cu R(s) >- 0; deoarece H(x) este polinom Hurwitz, avem,
conform lemei 1,

IH(s)I>IH(-s)1 sau IH(sli ~ IH(-s)I>O. (9)

Sa presupunem ea s este 0 radacina a polinomului !(x). Deoarece s=i= 0
~i C1tl 4: 0, rezulta din (8) ca

H(s) ~(-s) + H(-s) tis) ~ 0,
tnsa

pentru ca

1-"'- + -"-- -'-I > 1-"'-1- -'-+ -"-I· (9')ac. s ~. (lo S :;

Intr-adevar. polinomul y - beste, pentru R(b) < 0, polinom Hurwitz,
dect, conform lemei 1, daca R (y)> 0 atunci I - y - hj < Iy - bl ~i dace
punem

y ~ -"'- + -'-. R (Y»O. b ~- -"- R(b)<O,
'" s , •

neegalltatea (9) cste echivalenta ell

1~(-s)I>lt(s)l·

Daca tinem seama de aceasta neegalitate ~i avem in vedere lema 1, nu putem
avea

H(s) .(-s) + H(-s) t(s) ~ 0,

deci s nu cste ri'idi'icina a polinomului lex).

Ramtne sa mai aratam ca poJinomul H(x) este de gradul n - I:. Deoarece
in prima parte din (8) avem un polinom de gradul n + 2, tar <p(x), tjJ(x) stnt
polinoame de gradul rotn, urmeaza ca H(x) este eel mult de gradul n - 1.
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Daca ar If de gradul n - 2, ar trebui ca atunci coeficientul lui xn-1 sa fie nul;
tnsa din relatla (7) acest coeficient este

a.(a" - "'<) ~ (-I)·a.(a" +",<) ~ 0,

din care rezulta egalitatea

ceee ce nu se poate, deci H(x) este pollnom de gradul n - 1.
Stntem in masura acum sa enuntam

Teo rem a lui H u r wit z , 0 condifie necesara ,i suficlent8 pentru
ca toate radidnile unul polinom de gradul n

f (x) '" "" + ",x + a,x' + ... + a,.x"

co coeflcien1i reali sa aiba piJ1ile reale negative este ca toji determlnantil

D, ~ a." D, ~ a" D, ~ I~ ~ I, D, ~ I~ : ~ I,
as 04 Ua

",,,,,00 a, a, 00 ... 0

D" = as a. Cl:J llo , "', D
n

= aa a l tlt Qo'" 0
~ ~ ~ ~ . . . . . .
a, De ~ 0... ~-i ~-1I ~-3 a2n _ 4 ••• a..

(uncle a, ~ 0 pentru k> n) sa fie pozitivi.

Demonstrajie. Vom dernonstraprtn inductie complete. PolinomulClo + ll:tx
este pollnom Hurwitz dad Uo> 0, a1 > O. Presupunem adevarata tecrema
ptna la n - 1. Sa ara-tam ca este adevarata ~i pentru n. Daca punem

g (x) ~ "" + a, x' + a. x' + .
h(x) =tltx+aax"+a/;K> + ,

atunci f (x) ~ g (x) + h (x) ,i f (- x) ~ g (x) - h (x); dad Ie tnlocuim In (7)
obtinem

.. H (x) ~ 2 "" (x + <) h (x) - 2", <xg (x),

deci

~HW=~~-~~~-~~x+~~~-~~~-~~~+•
+ a, a, x' - «", a, -- a, a,)x' + ...
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Tinlnd se~ma .de lema ~, pent!u. ~ = ". I, deoarece ao > 0, poli
nomul {(x) va Ii pollnom Hurwitz daca ~I numai dad a1 > 0 ~i dad poli-

nomul2" H (x) este polinom Hurwitz. Pentru ~ = - I, avem

1
2"HW=~~+~~-~~x+~~~+~~-~~~+

+""a,x' + (a,,,,, - ""a,) x' + ...
Polinomul +H (x) de gradul n - I este polinom Hurwitz daca ton determi

nanjii

"', A"_1

o
o

slnt pozitivi. Insa pentru I -s; k -<: n - I, transformind pe At tntr-un deter
minant de ordinul k + I,

llo al 0
llo~· ~a2 - Cloll:J
~as a1 a4 - Cloas

o
""a,
"" a,

o
o
o

unde daca adunam coloana intii 1& a doua, a treia la a patra s.a.m.d., obtinem
k+l k

determinantul Dt +l tnmultit cu {ao~r2, dad k este impar, ~i Cll (aoaSj
,

daca k este par. Prin urmare, condijiile ca polinomul H (x) sa fie pollnom
Hurwitz stnt ca toti determinantii V1< (k = 0, I, "', n) sa fie pozitlvi. Conform
lemei 4, f{x) este polinom Hurwitz. Teorema este demonstrate.

Exemplu

Polinomul ((x)=1 + x+2 X~+X3 estc pcllnom Hurwitz deoareee Du=D.=D.= D~= 1.

Observa tie

Un polinom Hurwitz are in mod necesar toti coeficientli pozitivi, deoarece
faetorizarea sa nu confine dectt termeni (x + a) ~i {x + 1X)2 + ~2 cu a, IX pozi
tive. Aceasta condi tie nu este suficienta, dupe cum rezulta din teorema lui
Hurwitz.

"~
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§ 2. FUNC'!'IA EXPONEN,!,IAI,A. FUNO'!'IA LOGARITMICA

1. Funetia exponentials

Functia f (x) = ct, X E R (a> 0, a 4= l)~ se nurneste [unciie exponen
tiala; pentru 0 < a < I este monoton descreseatoare (fig. 57),

Xl-eX! 0 1+0::>
y +00',11'>\11,.0

Fig. 5~

pentru a> este' moncton crescatoare (fig. 58),

"1-00 0 1 +=
Y 07\-17a7'+=

E :terd/ill

y

u»

oin

Fig. 58

Daea a::;;. 2, atunei a'" '> e. Din formula hincrnului avem (IX + 1)" > 1 + lXii, deei
daea e » 1 ~i n<:t -cn +1 avem a"'>1 + 11> z,

2. Functia logaritmica

Functia f (x) = log"x, X E (0, co] (a> O. a 4= 1), se nurueste Iunctle
logaritmica. Functia log" x este inversa functiei exponentiate if; prln urmare,
pentru 0 < a < 1', tog"x este descrescatoare (fig. 59),

"1 0 a-,l +00
y +00,>\1'>l0'>l 00



iar pentru a> I,

s

FlU.el;; hiperbolii:e $i rirru""e

este crescatoare (fig. 60),

'1 0 1 a +00
y -CXlI'OI'17l+00 ,

Fig. 59

Exerciliu

.Fig. 60

Anma:na" = u, Intr-adevar, daca luam Iogarit.mii in bnsa a. obtincm IOl;aU = JOl;aU

§ 3. FUNCTlI HIPERBOLICE
FUNC'j'I! HIPERBOLICE ~I C1RCULARE INVERSE

1. Funetii hjp~rbolice

a) Functla sh x, x E R, numita "sinus hiperbolic", se deflneste eu
ajutorul Iunctiei exponentiale e in modul urmator

e"_e- Z

sh x=--,--' xeR.

Domeniul valorilor este (- co, + co). Functia sh x este a functie imparti,
deoarece sh (- x) = - sh x.

Grallcul este simetric fata de originea axelor, (fig. 61),

:1:1-00 0 +00

!II-co 71 0 l' + 00

b) Functta eh x. XE R, numita ..coslnus hiperbolic", este delinl ta de
e'" + e-'"

ch x=--,--, x e R,
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-----,;&;;----- •

Fig. 61

(0,1)

(0,0)

Fig. 62

Domeniul valorilor este iI, + 00). Punctia chx este 0 Iunctie para, deoa
rece ch (~x) = chx. Graficu estesimetric fata de axa og. Graficul Iunctiei
chx se numeste ~i curba ldnti$Or. Curba y = ch x da pozitia de echilibru
a unui fir omogen, flexibil, inextensibil, supus la actiunea gravitatii ~i ale carui
capete sint fixate (fig. 62).

•
(0.0

o,OJ

0,-0

Fig. 63

ro.o
(~O)

----::::----118,-1)

Fig. &l

:1:1-00 0 +c:o
y +co'-:,lI71+w

c) Functla th x. XE R,
numita "tangenta hlperbo
Ilea", (fig. 63), este defini ta de

e2"-1

e'UJ + 1

x/-oo 0 +00
11 -11'0/,+1

d) Functla eth x, x E R - {O},
numita .xotangeuta hiper
bollca", (fig. 64), este defl
nita de

ch :l:
dhx=--~

sh x

"1-00 0 +00Y -1'":1-001+ 00',j 1
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2. Propriet5.tile functiilor hiperboliee
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Functiile hiperbolice.au proprietatl care Ie apropie de functille clrculare.
Dam citeva din ele:

(1) chs X -.!. she X = i;

G?
' "I 2) ch (x ± y) ~ ch x ch y ± sh x sh y;

~;../ \ 3) sh (x ± y) = sh x ch Y ± sh y ch x;

I 4) th (x ± ) ~ th x ± th y .i / y l±thxthy'

l 5) cth (x ± y) = eth x cth y ± 1 ;
cth y ~I: nth x

toate se dovedesc tnlocuind Iunctiile hiperboliee eu expresiile lor in functie de
exponentiale. AsHel, pentru 1 avern

(t" -l~ e-"Y' _ (t"-;C-" f=+ (ellx+ e-2"+2 _ e2z _ e-2x+2)= I.

3. Functii hiperboliee- inverse

a) Functla sh x este strict monotone pe tot domeniul sau de definijie R.
Avem

&' c-"
sh x = y =~, e2a: - 2yt" - 1 = 0

sau

Solujia care convine este

e'~y+YI +11'.

Schimbind pe y in x dupa logaritmare, obtlnem Iunctia inversa a func
tiel sh x

f'(x) ~ argsh x ~ In (x + YI + x'),

numita "argument sinus hiperbolic-', Graficul se obtine din figura 61 prin
simetrie fata de prima bisectoare.

b) Funcfia ch x este strict monotona pe intervalele (-00, 0] *i {O, +00).
Avem

ch x =Y = e" + e-" , e2'" - 2ye"+ 1 = 0
2

sau
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Schirnblnd-pe Y ell x, obtinem funcjia inversa a Iunctiel ch x numai pentru
ramura monotona definite pe [0, + 00)

t'(x)~argch x~ln (Vx'-I+x), xE[I,+~),

numita "argument cosinus hiperbolic'"; pentru ramura din intervalul [-00, 01
avem

t'(x) ~ argch x ~ - In (Vx' - I + x), X E [I, + cc].

Grafienl celor doua Iuncjil se obtine din figura 62, prin simetrie tatii de
prima bisectoare.

c) Funcfia th X, XE R, este strict monotone pe tot intervalul de deli
nitle. Avem

deci

e'Jz=~±1L,_,
sau

-Y(x)=argth x=~ In l+X. xE(-I, +1),
2 1-x

numita "argument tangenta hiperbolica''. Graficul se obtine din figura 63,
prin simetrie fata de prima blsectoare.

d) Functia cth x. x E R - {O}, este strict monotone pe intervalele
(-~, 0) \1 (0, + 00). Avem

cth x=y= t"+e-'" =r!''''+l,
L"-e-" -&"'-1

deci
2:r y+le ~--.,-1

Schimbind pe y ell x, obtinem Iunctia inverse a Iunctiei cth x, pentru ramura
monotona definite pe (- 00, 0),

-1 1 x + 1f (x) = argcth X= - - In --~, xe(-oo, - I),
2 x-l

numlta "argument cotangenta hiperbolicii"; pentru ramura din inter
valul (0, +00) avem

_1 1 + 1
f (x) = argcth x = - In -'-, XE (1, + 00).

2 x-I

Graficul celor doua Iunctfl se obtlne din figura 64, prin simetrle fata de
prima bisectoare.
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4. Fune~ii eireulare inverse

deci

I) Functla I (x) = sin x este strict monotone pe intervalul [-~, ~_]
;l ':! '

pe acest interval se poate inversa

I (x) = Arcsin x, xe[-I,+IJ.

sin x,

g

Fig. 65

Fig. 66

H.O!

(-I.lI! r------{

Graficul Iunctiei Arc sin x se obtlne din gralicul Iunctiei

x E r- -i, -i]' prin simetrie fata de prima bisectoare (fig. 65).

Functia Arcsin x are
graficul simetric fata de ori
gine, deci este 0 Iunctie
impara.

Observa tie

Functla 110 (x) = sin x,

XE [krc-;,krc+~J'
k tntreg se poate inversa
in intervalul de deflnitie

[k1C - -i' krc + ~1~ Iunctia
inverse sc noteaza are sin x.
Functia Arc sin x se numeste
determinarea principald a
Iunctiei arc sin x.

2) Functla I (x) = cos x
este strict monotona pe in
tervalul {O, a], deci pe acest
interval se poate inversa

'-
1 (x) = Arccos x,

XE [- 1. + 1].

Gralicul Iunctlel Arc cos x
se obtine din graficul Iunc
tiel cos x, XE [0, rcj, prln
simetrie fata de prima bi
sectoare (fig. 66).

Observatie

Functia t, (x) = cos x.
X E [k1C, krc + n], k tntreg,
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inversa pe intervalul de definitie *i Iunctia inversa se noteeza
Funcjia Arccos x se numeste determinarea prlncipald a functiei

se poate
arc cos x.
arc cos x.

g

10J!>

--~--~f"ii>"----'---X

3) Functia f (x) ~ tg x
este strict monotone pe in-

tervalul ( - %. %), dcci pe

acest interval se poate in
versa

-,
f (x) ~ Arctg x,

XE (-00, +00).

Fig. 67

y

lO,m

10,0)

-,
f (x) ~ Arcctg x,

xe(-oo,+oo).

Fig. 68

Ob s e r v a j t e

Functiafc (x) = ctgx, X E (k1t', kn + Te), k Intreg, se poate inversa pe
intervalul de deflnijie ~i Iuncjia inverse se noteaza arc ctg x. Functla Arc etg x
se numeste determinarea principata a Iuncjiel arc etg x.



Copltolul IV·

DERIVATE l;jl DIFERENTIALE

§ 1. DERlVATA

1. Funetii derivabile

Fie f 0 Iunctie deflnita pe un interval I ~i Xu un punct din I.

D e fin i *i e. Se spune eli Iunctia f: I -t R este derlvabila in punetul
XcI E J daca raportul

(:I;) - ((J'o)

, x"

are in pnnctul Xo Ilmlta finita. Limita i~ se numeste dertvata Iunctlel f in
poneto) Xo ~i se noteaza f' (xo):

lim f(x)-f(x,) ~f'(x,).

"'-+"'. X - Xo

f' (xo) se dteste .. derivata Iunctiel f in raport cu x in punctul x~' .
In Joe de f' (xo) se mai folosesc pentru derivate ~i notatiile

rlf(~) Df(Xo), f~(Xo).
~'

(1)

Daca limita f' (Xu) exista, Insa este lnlinita (+00 sau -00), spunem ca
derivata Iuncjlei in punctul Xu este inflnita. In aceasta situajie tnsa, functla
no este derivabila in punctul Xu.

Observa t i i

1) Din cele de mai sus rezulta ca lunctia trebule sa fie delinita tn pun
etul Xu. Daca 0 functie no este definlta tntr-un punet, nu se pune problema de
rivabilitatii in acel punct.

2) Derivate tntr-un punet este un numer.
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E xqnple
1) Pentru functia In (l + .:1:) nn are aena problema derivahilitati i in punetul x = --I,

deoareee fURetia. uu este definitii. in punctul x = ~ i.

2) Functia f(z) =" YX, IE [0, 00), nu cste tlerivabilii. in punetul x = 0, deoerece in
aeeet punet derivate este inlir.ita :

lim ((x)-((O) lim ~_ =+ co.

"'....0 x "'.....oVx
"'>0 ",>0

Teo rem a. Daca funcfia i : I~ R este derlveblla in punctul xI) E I,
atunei f este continua in punetul Xu-

Demonstrafie. Pentru x =1= xo, x e I avem egalitatea

f(x)ccf(x,) + (lxl-((x,) (x- x,,)
x - Xn

Jim(x-xo) =0, lim f(x)-f(:fa) =f'(x
ll
) (HuH),

" ..... ". '"""'''. x -.r:a

de unde rezulta ca f (x) are limita in punetul Xo pe !(Xo).
Intr-adevar,

lim f (x)~f (x,) + lim (x) - (x,I . lim (x - x,J ~ f (x,,).
"''''''zo "''''''''. x __ x" "'-+"'.

deci f (x) este continua in punctul xl)-
Reciproca acestei tcoreme nu este adevarata. 0 functle continua tntr-un

punet XoE I nu este ell necesitate derivabila in punctul Xu.

nu eate derivabila ill. runctul x = fJ,
decarece

lim ({xl - ((0) = lim sin~
"' .... 0 x "'~o x

9

-------"I''''=-;::----A

Fig. 69

Exemple

[

. 1
X 810-,

1) Functi~ f(x) "'" 0 x

~i lim Sill~ uu exista.
"' .... 0 x

x = 0

2) Functla. f(x) =1 XI + x', continug pc R, nil estc ..:'l rival ilii n nuuetul x ,. ~'

(fi~. 69),

avem
f{x)-f(O) = Ixi +;r" ...... J + 1, ;r 0, e > 0

X ;,; l- 1, x 0, x < 0
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2. Interpretarea "eometrica a derivalci

Fie f: I ~ R ~i 01 graficul Iunctiei f pentru XE I,
G, ~ (x, /(x) [xElI,

care est~ uI1: ~r~ de curba plana. Dad Xo.E! estc un punct In. care Iunctia I
este derivabila, tar x un punct oarecare dip interval, conform ligurii 70, avem
din triunghiul MoMN,

(1)

(x,O)

s

(o,O)
---,---+~l----cLc---'

tg .~f(x)-f("o),

'-"0

unde tg IX este eoefidentul un
ghiu1ar a1secantel MoM. Dad
punctul M -+ Mo' secanta MoM
se apropie ca pozitie de dreap
ta MoQ, tangenta la graflc in
punctul Mo (dad graficul I are
o tangenta unica in punc
tul M o), decl

lim tg IX =
M-i-M.

lim ((x)--{(Xo) = tg e. Fig. 70
M-tM. x-"Xo

Prin urmare, derlvata functlel I(x), xEI. tntr-un punct xoEI este egala ell
tangenta trigonometrica a unghiulul pe care ll face tangenta Ia gralic in punc
tul (xo, (f (xo)) cu axa Ox.

Dad derivata este infinita (+ = sau - co], 8 = .::.. drcapta MoQ cste
2

paralela eu axa Oy.
Dad raportul (1) nu are limita, graficul 01 nu are tangenta unica in

punetul Mo (punct unghiular) sau tangenta nu exista.

3. Interpretarea elnematlea aderivatei

Fie M un punct mobil care descrie axa Ox. La Iiecare momentz, drumul
parcurs pe axa este 0 Iunctle x (t) care ne da: legea de miscare a punctului.
Punctul se rnisca uniform dad legea de mlscare este data de relatla liniara in'

x (t) = Xo + vol, Xo = x (to), vo, constante.

Spatlul parcurs tntre doua momente oarecare '1 < 12. este
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1li raportul

X (~)-X(tl) =.--' V
o

I:-f,

se numeste viteza punctului M in miscarea rectilinie 1li uniforma.
Prin urmare, tntr-o miscare rectilinie ~i uniforma viteza este constanta.
Fie acum 0 miscare oarecare a punetului M pe axa Ox, miscare data

de legea x (t), ~i sa conslderam doua momente 11' 12, precum ~i raportul

X (t,,)-X(f1)
t~-fl

(1)

Daca substituim mlscarii date, in intervalul (t1, IJ, 0 miscare unilorma
a unui alt punet, care coincide cu punetul M Ia timpul 4 ~i 4., raportul (1)
poate fi considerat ca viteza medie a punctului M in intervalul de timp (/1, tf'>
~i el ne da 0 caraeterizare a mlscadt Intre aceste momente, caraeterizare
care va fi cu aut mai buna eu cit intervalul (/1 , t,J este mai rnie. Stntem astfel
condusi a considera limita vitezei medii cind 12 - 4, adica

lim x(4.)-x(I,).

1,-.1, ~-t,

Dace aceasta iimita exista 1li este finita, ea este prin deflnitie viteza punc
tului M la momentul t1, deci

v(tJ = lim x(I:)-z(f1 )

I,-H, II t,

4. Funetii derivabile pc un interval

D e fin i tie. Se spune ca funqia f: I .... R este dertvabila pe J dad
este derivabila in fiecare punct XE I.

Functia f': I~ R care face ca Iiecarui punet »e J sa-l corespunda deri
vata Iunctlei in punctul x, f' (x) se numeste Iunctia derlvata a functiei f sao,
mai simplu, derioua lui f :;;i se noteaza

1'. "L sau Df.
dx

Cu ajutorul acestor notatii, derivata Iunctlei tntr-un punet Xoo f' (.10)
se mai scrie
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Ezemple

1) Funotia (x) = c, XE R, eete derlvabilj, pe R ~i f' (x) ss O.
Intr-adevar

deci lim (x)-(4J) =0, pentru oriee XuER.
~-+"'. x - Xu

2) Fllnctia ((x) = ax, xER, este derivabila pe R §i (' (x):=; a.
Intr-edevar

f(x)-(Xo) ax-aXo
~ --~=a,

x-:Eo x-Xu

deci

lim (x)-(Xo) = a, pentru crlce XtJER.
"'..... "'. x-Xo

3) Fuuetia f (x) = ax", ZE Il, tI E N, eete derivabila pe R §i f' (x) = fla x.. - I.

Intr-edevar

255

(xl ~("')

deci pentru oriee XoE R avem

lim (x)-(Xo) = nax..- 1 •

"'-+"'. z- Xo 0

4) Fllnctia f (x) = az + b , :J;ER-{~ "-}. este derivabila.
cz + d c

Avem

(x)~((",)

x~",

vi pentru oriee "1J =t=-!.,

~ _'_ (ax + b_ a.t;,+ b) = ad - be
x_ox. ex+d C"1J+d (ex + d)(eXo +d)

5. Derivata la dreapta. Derivata la stlnga

De fin i t! e. Fie functla f: 1-+ R iJi x E I. Se spune cli functla f este
derivablla la dreapta in punetuI Xodad raportuI

x>xo' XE J
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are limlta Ia dreapta in punctul xo' Aceasta llmita se numeste derivate la dreapta
a functlel f in punctul Xo ~i se noteaza f~ (xo) :

/;(x.,) ~ lim ((xl· (("0).
",+0:.+ X-Xu

spune ca functia f este

XE!x <';%1"

n e t l n l t t e. Fle functia f: 1-:,. R, xoEI. Se
derivablla la 5tlnga in punctnl Xo daca raportul

f(;Z:) - ((:Co)

x-xu

are limlta la stlnga in punetul Xo. Aceasta Ii'mifii se numeste derivata la stinga
a tunctiel f in punctul Xo ~i se noteaza t: (xo) :

/;(x.,) ~ lim f(,)-f("o).
,,-+,,_- X-Xu

(Lb s e r v a t l I

I) Din definitie -rezulta ca 0 Iunctie este derivablla fntr-un punet Xo
dad este derivablla la dreapta ~i la sttnga in punetul Xu ~i dad cele dona
derivate (numitedcrivate lateraIe) sint egale

I' (xo)~ I; (xo)~ /; (xo)'
2) Pentru 0 functie deflnita pe un interval compact [inchis si marginit)

[a, b] are sens problema derivatei in orice punet din interval. In punetul a
are sens problema derivatei la dreapta, iar in punetul bare scns problema
derivatei 1a stinga.

3) Daca derivata la dreapta (sau la sttnga) a unei Iunctii f tntr-un punet Xli
este inflnita (+(Xl sau -e co], Iuhctia nu este derivabila 1a dreapta (san la
sttnga) in punctul XCI'

Exemple

1) .I<'unctia f (x) =c I x I + 1 este darivahila po R - {O}; in punctnl x = 0 are derivate
laterals diferite (fi'.1;. 71).

• If Avom pentru 4J E R - {OJ

Jim f(x)-f(xo) = lim IXI-1Xo!=/1' x'O>O
",o-jo". x-.$o "'"""Xo x-Xo -1, ::r::u<O

In punctnl $0 = 0 avem

Ix! (l,daClix--->-o+-->
$ -1, daca ;;;--->-0_

deci

f~ (0) = 1, f; (0) =-1.

2) Functla f(x) = VI +- x,·x:;;; - 1, are in
punctul x = - 1 derivata la. drcapta infinita. Pro
olema derivate! la stlnga in punctul x = - 1 nu are
sene, deoarcec fUllctill nu este definita pentru X< -1.

ro,"

Fig. 71

(O,O)~---In;;;;----x
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Derimta

(x) - f{-1) Yl+"'i 1

x+1 = ;:+1 =Y1+x'
x>-l,
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deci

lim _1__ = + 00, deer (~(-1)=+ 00.

0:-+-1+ Y1+ x

In orice punct x, > -1 avem

lim ((x) - ((1)

"-+"'t x-Xo

6. Interpretarea geom;triea a derh..atei la dreapta
~i a derivalei Ia stinga

a) a functie f: 1~ R este derivabila la .dreapta tn punetul Xu E I dad

lim ((x)-f(~)_ = f~(xo)'
"'-+"'0 X-Xe
II >"'0

Prin urmare, conform figurii 72, semidreapta MoMctnd M --t Mo(M Ja dreapta
lui Mo) se apropie ca pozltie de semitangenta la dreapta in punctul Mo' MoQ.

Coeficientul unghiular al-semidreptei MoQ este t: (xu).
Dad t; (xo) = + 00, semitangenta MoQ este paralela cu axa Dy ~i

este situate deasupra punctului Mo (fig. 73).

17 _ e. 1e11

y

o

Q

Fir. 72

9

(Q,f}J
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a---h~---------'

Fig. 74

Daca t; (Xo) = ~ 00, semidreapta Mo Q. semitangenta la grafic 1,1
punctul Xoo este paralela Cll axa Oy ~i este situata sub punctul Mo.

b) 0 lunette f: J-+R este derivabila 1a sttnga 111 punctul x" dad
lim (17.) -(:Col _-, t; (xJ. Prin urrnare, conform figurii 74, semidreapta MoM
"'.-t"'. x-x.
'" < "'.

9

a

ss
2

Fig. ,5

dod M --+ -Mo (M la -sttnga lui Mo) se apropie ca pozitie de semitangenta 1a
sttnga in punetul Mo. MoQ. Coeflclentul unghiular al scmldreptei Mo Q este
t;(xJ. Daca f~(xo) = + 00, semitangenta Me Q este paralela ell axa Oy
~i este situate sub punetul Mo (fig. 75).
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9 a,

o-i;;--------x

Fig. i6

Dad. t; (Xo) = - 00, semitangenta MoQ este paralela eu axa Oy ~i este
situata deasupra punctului Mo.

c) Dad. funcjia t are in punctul Xo derivate laterale diferite si eel putln
una din ele este linita, punetul Xo se nurneste punct unghiular al graficului
Iunctiei t (x), iar eele doua semitangente fae tntre ele un unghi =1= n ~i =1= 21t"
(fig. 76 si 77).

Oz

Fig. 7~

d) Dace Iunctia f are in punctul Xo derivate late-ale infinite ~i egale,
cele doua semitangente stnt in prehmgire; punetul x este un puna de inflexiune
al graflculul Iunctlel f (x) (fig. 78).
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o

,

-+.---------,o

.I<'ig. 79 Fig. 80

e) Daca Iuncjla f are in punctul Xo derivate laterale infinite sl diferite
[f~(xo) = oo , [;(Xo) == - 00 sau f~ (x) = - 00, t' (xo) = + 00], cele dOU3
semitangente se suprapun ; punctul Xo se numeste punet de tntoarcere a1 grafi
cului functiei fIx) (fig. 79 Ii 80).

§ 2, lIEGULI DE DElIIVAIlE

1. Opera~ii eu[unctii derivabile '

T eor e mat. .Daca tuncfllle f (x) ~i g (x), XE I sint derivabile tnrr-un
punet XOE I,atund functia f(x) +g(x). XE I este derlvabila tn punctul Xu ~i

[f (xl +g (x) J: __,~ I' (xo)+g' (xo)'

Demonstratie :

lim f(x)+g(x)~f(:ru)-g(Zo) = lim nJ-)-f(Zo) + lim g(x)-g(Xu)

"'... ". x-x" ,,-jo"'. x-x" z-t". X-:lil

si, pentru ca f ~i g stnt derivabile in punetul xu' avem

lim f(x)-f(:l;,} =f'(xo),
"'-+". X-Xct

lim g(x)-f(x.,) =g'(Xo),
"''''''0. x X.

(1)

dect
If(x) +g (x)]: _~ ~ I' (x,) +g' (xo)' (2)
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•

Ob s e r v a t t t
. I). Teorema ramin~ adevarata pentru .suma unui nurnar finit de functl!

derivabile h,12' "', I.. Intr-un punet xo, ~t anurne

If, (x) + f, (x) +,,.+ t, (x)); ~" ~ f; (xo)+ f; (xo)+...+ f; (xo).
2) Regula (2) ramine adevarata ~i in cazul ctnd derivatele f' (xo) -,?i g' (xo)

slnt infinite, cu conditia ca suma f' (Xu) + g' (xo) sa alba sens.

eon s e ci n t a. Daca Iunctllle 1(x) ~i g (x), XE I sint derivabile pe I,
atunci suma 1(x) + g (x) este derivabila pe I ~i

[{(x) +g(x))' ~ f' (x) +g' (x), x e I.

Teo rem a 2. Daca functille I(x) ~ g (x), X E I srnt derivabile lntr-un
punct XOE I, atunci functla 1(x) - g (x) este derlvablla in punetul Xu ~i

[f(x) -g(x)l;~e, ~f'(x,) -g'(x,).

Demonstratle. Avern

lim f(x)-g(x)-f(Xol+g(Xo) = lim f(x)-f(xu) _ lim '1rx)-g(xu)
"'-+"'0 X-:liJ Z-+"o x-xu "'-+"" x-xu

~i pentru ca 1(x) ~i g (x) stnt derivabile in punctul Xo obtinem

[f(x) -g(x)J;_,.~f'(x,)-g·(xo)' (3)

Observatie

I) Regula (3) ramtne valabila ~i in cazul ctnd derivatele f' (xo) ~i g' (xo)
stnt infinite, cu conditia ca diferenta f' (xo) - g'(xo) sa alba sens.

eon see i n fa. Daca Iunctiile 1(x) ~i g (x), x E I stnt derivabile pe I,
atunci dlferenta 1(x) - g (x) este derivablla pe I ~i

[f(x) - g (x))' ~ f' (x) - g' (x), x e I.

Teo rem a 3. Dacii Iunctlile f (x) ~i g (x), XE I stnt derivabile tntr-un
punet Xu E I, atuncl Iunctla 1(x) . g (x) este derlvablla ln punetul Xo ~i

If (x) g(x) I; _e, ~ f' (xo) g(xo)+ f (x,) g' (xo)'
Demonstrafte. Pentru x'* Xo din I avem

f(x)g(x)-f(Xu)g(Xu) = g(x) rf(x)-f(x.'l+ f(Xu)[g(X)~g(1)]= g (x) f (x) - (.l1I) +
X-Xu x-Xu x-:ro

+ f(x
o
) g(x)-g(xu).

x '.

Prin lpcteza, functiile 1 ~i g stnt derivabile in punetul Xu, deci

lim ((x)-f(4,) =f'(Xo), lim g(x)-g(x,.) =g'(x
o
),

"'-+"0 X Xo "'-+"0 X Xo
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iar g(x) ,,~i ((x) stnt continue in punetul xo; prin urmare, lim g(x) =g(xo)
~ lim I(x) = I(x e). asHel tnctt putem scrie .....".

IIJ->IIJ.

lim {(x),(x)-{(,,),(,,) -g(x,,)f'(x,,) +I(x,,)g'(x,,),
,11-+"'. x Xc

adica
[I (X)g (x)]: _x. ~ t' (x,,) g(x,) + f(x,,) g' (x,). (4)

Daca II (x). 12 (x), "', In (x), XE 1 slnt n functii derivabile in punctul xo.
produsul lor Il (x) 12 (x) ... In (X) este derivabil in punetul Xo sl

[I, (x)I,(x) .. . I.(x)l:~ ... ~ t I,(x,) ... 10-> (x,) I;(.<,)I>+,(x,) .. ·1. (x,). (5)
k~1

Demonstratie. Pentru n -= 2 formula este adevarata. deoarece este
formula (4). Presupunem ca este adevarata pentru n - I; sa aratam cii este
adevarata *i pentru n:

~,(x)I,(x) .. ·1.-, (x)l. (x)]; _'. ~ ~,(x,) I,(x,) .. ·1.-, (x,)]' I; (x,l+

+ I. (x,lIl, (x) I, (x) ... fd (x)]: _" ~ I, (x,lI, (x,) . . .1.-,(x,) t; (x,) +
.-,

+ I. (x,,) ~ I, (x,) ... 1,-, (x,lI; (x,lI'H (x,) ... f.-, (x,),
t~l

care este tocmai formula (5).
In particular, dace 11 = I'}, = •.. = In = I, atunci

(f"(x»:_"~ nr-'(x,)f' (x,).

c o n s e c Ln t a. Daca funcfiile I (x) .'ji g(x), x e l slnt derivabile pe
intervalul I, atunci funcpa I (x) g (x) este derivabila pe 1 ~i

~(x)g(x)r ~ t' (x)g(x) + I(x)g'(x), XE I.

Aplil''1he

SiL ecnetdcram determinantul de ordinul n

Dn(x) = I f>i(x)l, i, j = I,?, .... n,

cu clem,entde (ii(X) functii derivubile pe liccc~~i multime 1. Ne propunem sa culculam den
uta DII(x). Avem

deci

n: (x)= ~ (__1)1 f;f1.' (X)f2"'.{X) ... fll«n (x) + ~ (__ 1)1 (1"', (X)f~",. (x) ... f..",,, (x) +

. + ~(-lVf'''',(XJf."Jx) ... f.. P"_l(x)f~'n(x), xEI,
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f~l(X) f~2 (X) ••• f;,,(x)

. f21(x) fft(x) fttl (:II)
D,,(x) = +

fu(x)

f~l (X)

fn(x)", (1" (X)

f~~(x) f;n(x)
+ ...

fnl (X) fRi (x) ... f".. (x) f"1 (X) ffl2 (x) ... f..;,(x)

(11(:11) fl~(X) ••• flfl(X)

... + f21 (X) fft (X) ••• f2.. (x)

f~l (X) f~2 (x) ... f~..(x)

adica D~ estc suma a n determinant! Dk, k = 1,2, , fl. Dk so cbtiue din D
fl

, lnlucuind
ulemcntele liniei k en derivatele lor f~l(X), f~(x), ,f~,,(x) §i liisind toete celclalte HnH
nesehimbate ,

f(x)g(xo)~g(x)f{Xu) _

X-Xo g(x)g(JlI)X-'o

Teo rem a 4. Daca funcfiile f (x) ~ g (x), XE I sint derivabile lntr-un

punet XoE I ~i g (xo)"* 0, atuncl functla f (x) este derivabiUi in punctul Xo ~i
9 (x)

[
f l' IJ' = f' (,,1 g (,,1 - g' Ix,)! ('oj
q(x) "-"'0 g2(XO)

Demonstratie. Functia g (x) ia in punctul Xo 0 valoare difertta de zero;
deoarece este continua in punetu! xo, exista 0 vecinatate V a lui Xo in care
g(x)"* 0, XE V. Pentru XE V avem

(x) ~ (Xl!)

g(x) 9 (xo)

__'_. g(Jo)(f(x). ((Xu» f(x'II)(rj(x)-g(xn))_
g(x)g(xo) x-:ra

= __'_ [g (xo) (x) -fJx,,) _ f (xo) .9 (x) -9 (x,,)] ,
g(x)g{xo) X-Xe x-x"

tnsa
lim f(x)-(x,,) =f'(x

o
), lim g(x)-y(xo)=g'(x

o
)

"-+". x-Xu "....~. x-Xo

~i

deci

lim _,__ . -'- lim f(x) = f(xo)
"""'" 9 (x) - 9 (xo) , II .... ",

avem, la limita,
f(x) _ (Xu)

lim 9 (x) 9 (xll)

"...." x - XII

r (:ra)9 (Xu) g' (Xu) (:11»

g'1'o1,

I
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adica

[
(( x) ]'
g(x) .,~"" 1'(:1:u)

Con sec in t a. Daca functille f (X) ~i g (X), XE I sint derivabile pe I

~i g (x) # o. X E If atunci~ este derivablla pe 1 ~i
9 (x)

[M]' = f'(x)g(x)-g'(x)f(x) , XE I.
9 (x) if (x)

Exemple

. l)Polinomul P (x) = ~ + ~~ + ... + a"x" este derivabil pentru once x E 1l ~i

P' (x) = IJ1 + 2~x + ... + nallx ll- 1•

2) Funetis rapowtJi R (x) = P (:1:). unde P (x) §i Q(x) stnt polinoame, cstc dcfi
Q(x)

nita pentm ortee zeR, en exceppe punctelor care anulclL'.ii, numitorul. li'unctia 1l [z] este
derivabilii. in crice punet al domeniului de definitie .

(

R'(x)
P'(x)Q(x) P{x)Q'(x).

Q'(x)

2. Derivabililalea fun(~tiilor eompuse

Sa considerarn lunctla u (xl, XE I ell domeniul valortlor J ~i
funcjia f (u), U E J; pentru functia compusa F (x) = f (u (x», x E I avem
urmatoarea

Teo rem a. Dad Iunctla u (x), x E I este derivabilii in punctul XoE ! ~
Iunctla f (u) este derivabilii in punetul corespunzator Uo = U (xo)E J, atuncl
Iunctla ccmpusa F (x) = f (u (x)), XE I este derivabili in punctul Xo ~i

F' (x,) ~ I' (u (x,)) u' (x,).

Demonstratie. Functla u fiind derivabila in punetul xo, avem

lim It(x) It (Xo) = u' (xo). (I)
"'~"'. x~xt

Functia f (u) fiind derivabila in punetul uo,

lim (I1)-((uo) <i' (uo)·

Inainte de a trece la limita putem scrie
f(a)-f(..' I'(u,) + .(u),

It-Ito
(2)
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Relfuli de dcrioare

lim rx (u) = O.
u-+".
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(3)

Functia rx (u) data de (2), cu C< (uo) = 0, este continua in punetul uo'Intr-adevar

I·(u) I~ IfI"~=~~"") - I" (u,)[

~i pentru Iu - UoI <"l'J avem

I. (u) I < e

deoarece f (u) este derivabila tn punetul uo.
Sa revenim acum la derivabilitatea Iunctiei F (x):

P(x)- P (x,,) ((u)(x)) - ((u (Xo») = (u (x) - 11(x,,) (f' (110) + oc (u))

x- "

= f' (~)tI(x)-u(Xo) + rx (u) 1I(x)-'1I(xo) ,
X-Xo X-Xo

deci la limita

I" P(x)-F(x,,) r ( ) I' u(x)-u(xtJ) + I· () l' u(x)-u(a;,)
l Hl ---- = Uo tm 1m rx U • tm

'"-+'". x-Xo '"-+'". X-Xo '"-+'". '"-+~. x-x"

~i daca tinem seama de (l) si (3)

lim F (x) -oF (xtJ) = f' (Uo) u' (xo) = F' (xu).
:l:-+,". x-Xo

Con sec i 0 t a. Daca functla u: J -+ J este derivabila pe J ~i tunctla f
este dertvablla pe J. atunci Iunctia compusa f (u (x», XE J este derlvablla
pe J ~i

u(u (x)]' ~ f' (u) u' (xl, XE I.

3. Derivabilitatea funetiilor inverse

Teo rem a. Fie Innctla f (x), X E 1. care se poate inversa pe 1. Daca-,
f (x) este dertvablla in punctul Xu ~i f' (xu)=1= O. atuncl functia sa inversa f (Y),
y E J este derlvabtla in punctul Yo= f (xu)E J ~i

-l 1
f' (Y,)~ f' ("oJ. (I)
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-,
Demonstratie. Am atatat ca Iunctia f este continua pe J (B, cap. II,

§ 4, al. 3); famine sa mai aratam ca pentru orlce slr Y.. -+ Yo (y.., Yo E J)
-1 -1

f CY,.)- f (Yo) 1

Yn-Yo ....... ['(;1''0)'

Functia f flind biunivoca, la Un E J corespunde un xn astlel tnclt-,
U.. = f (x..). deci x" = f (y,,), astfel tnctt

-1 ~l

f(y,,)-f(yo) _ x.. -Xo
Yn-Yo -,(x..)-frxo) (J'.) - Ii,.,,)

XII-Xu

1

f' (,.,,)
1

lim f(x)-f(Xo)

....... ". x-Xu

deoarece sirul u" este arbitrar,
-1 -l

lim reg) - f(yo) = -_cc',:-~--c
11.... 11. Y-Yu

~i la lirnita,

Gu n s e c l n t a. Dad functia !(x), XE I, este derlvabila pe I ~i t (x) =1= 0,-,
atuncl funcfia inversi f este derivablla pe J (J = {y \ y = f (x), XE /} ~i

-, 1
_/(y) ~ f' (,) , yE J, XE t,

unde y~f(x)!i x~f(Y).

O'b s e r v a tt I -,
1) Am aratat (8 cap. II, § 1, al. 4) di Iunctille y = f (x) ~i y = t (x)

au graficele simetrice fata de prima bisectoare a axelor. Rela]!a dintre deriva
tele lor in punctele corespunzatoare

-,
f' (y) f'(x) ~ I

conlirma acest lapt, anume ca tangentele la cele doue curbe in punetele (x, f(x),-,
(Y, f (y)) slnt simetrice fata de prima bisectoare.

2) Daca f' (xo) = 0, relatia (1) se rnentine, anume derivata Iunctiel-,
inverse este Inflnita. Mai precis, daca f (x) este strict crescatoare, f'(yo)= +00,
deoarece

1(')-11,.,,) > 0
z-a:v -1

pentru orice x 4: Xo din I, si dad f(x) este strict descrescatoare, f'(Yo) = -00,

deoarece
f(:I:) - fl':l;.) <0

'.1:- oro

pentru oricex =1= Xu din 1.
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4. Derivatele fune\iilor tri!Jonometriee

a) Funcfia cos x este derivablla pe domeniul de delinitie R. Avem

267

~=-eos,,".=
x-xu

z sin x-J'lI Sill ~+ :to

2 2

;x-;ro

lim~O:S-!-,-,-lim
"'-+"'0 Z--Xo "'-+".

. $- ""0
"n--

2 I
, . $ + Xntm SIO -2- = - sin xo, xJ E R,

",-+ ...

decl (cos x)' "'~ - sin x, XE R.

Con sec i n 1 a. Darn u (x), XE I este derivablla, functia cos (u (x)) este
dertvabila pe I ~i

[cos (u (x))]' ~c - u' (x) sin (u (x)).

Exemplu

(cos (:& + 1))" =-2x sin (x~ -1 1).

b) Funcfia sin x este derivabila pe domeniul de delinitie R. Deoarcce

. (r.)sm x e- cos 2- x t .

Ioloslnd regula de derivare a Iunctiilor compuse, precum *i rezultatul prece
dent, avem

(sin x)' = cos x, XE R.

c) Functia tg x este derivabila pe domeniul de delinitie R - {kr. + f}'
k tntreg. Pentru x 4= kr. + ~, avem

2

d) Functla etg x este derlvabila pe domeniul de deflnitie R _. {kn} ,
k tntreg. Pentru x 4= kr.

(tg x)'~ (~n ")'
cos x

ros' X + sin2 x
coas x eos2 x

-1
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e) FunCfia sec xeste derivabila pe domeniul de deflnitie R- {k7l; + ; },

k tntreg. Pentru x4=: krr. + ;

(sec x)' = ('_'_)' = sin $ •

cos X cess X

f) Funcfia cosec x este derivabila pe domeniul de definitie R - {k1t},
k tntreg. Pentru x =1= krc

,I
1

(cosec x)' ~ (_')'
sin x

cos x
sin~ x

5. Derivata funetiei logarifmice

Functla log" X (a> 0, a=l= 1) este derivabila pe tot domeniul de deli
nitie (0, +(0). Avem

log" x -log.. Xo

x-"
deci

lim log" x-Iol"a Xo _ 1 I- I (I + X-Xn)"'- "'· __ 1 I--- - -_. 1m og" -- - - Og,. e,
Z-+'"o z - X. 2 0 "'-I'''''' Xo :To

deoarece lim if; -:to = 0.· Din formula log" e. In a = 1 rezulta
"'''''"'. Xo

Observatie

Daca u (x) > 0 ~i este derivabil pe J, atunci

(In (u (x)))' ~ .' (x) ,
1.1 (x)

E:cemple

XE I.

1)

2)

(In (1 + cos! x», = - 2 sin x cos x
l+costx

(In In X)'=~. • x>1-
x lnx

XER.
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6. Deriva1a funetiei exponen!iale

derlvabila pe tot domeniul de dellnitie

(d')' ~ a' In a.

( I)

este inversa Iunctlel logaritmice log, x, deci

a~ =y, x = log..y

(log, ttl' = ....!.... ~ sail (a")' = y In a = a~ In a.
In a y

Observatii

1) Daca a = e, In e = 1, deci

(e')' ~ e",

2) Dad u (x) definite pe I este derivabila pe I, atunci

(<<,("1)' = u' (x) au!",) In a • XE I.

Funcfla d\ a> 0, a* 1 este
(-=,+=).

Functia a"

deci

si dad dertvarn cao Iunctie. de Iunctie obtinem

oXER, cx* I, xe(O, oo] este der-ivabila pentru orice

Exemple

1) (x")' = :t" (In x + I). e > O. x 1" 1-
2) (In a:fn", este dcrivabila pentru x> 1 ~i are derivda

{Inx)lu[~lnln a:+~1' :l:E(l. +oo}.

(x":)' = a;~ e"'\ll:lt = 1X.x"-1~
X

Aplicatii
I) Functia XX,

XE (0, oo]. Avem

Dace IX: = I, atunci x'" = x ~i (x)':==; L

2) Functia u (x)" (,,It ell U (x), v (x) derivablla pe I ~i u (x) > 0 pentru
oriee XE I, este derivabila pe l- Avem

u"= e",n", (u")' = (e"ln,,)'= (0' In u +~) e"'Ii",
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7. Deriva(ele f~etiilor hipcrbolioo

a) Funcfia sh x este derivabila pe domeniul de definijie R

(
e'"~ c-"')' t'" + c-"(sh x)' -= -2- ~ ·-2- = ch x XE R.

b) FunctJa ch x este derlvabila pe dorneniul de delinitie R

, (~ + e-")' t'" - c-"(ch x) = -2- = --2- = sh x , XE R.

c) Func1ia th x este derivat.ilf pe dcmenlul de delinitie R

{th x)' ==(s~)'=tl~!_~-Sh'~ = -'-, xER.
ch ~ ch2 :I: c11~ X

d) Funcfia cth x este derivabila pe domeniul de delinitle R - {O}

(eth x)'

E~:erct1ii

1) Fnncpa f (x) = In Iah z ] este derivabilii. pe R - {O} ~i are deriveta

('(z)=ch zcth z • :1:"1=0.
ah "

2) Sa Be eefeuleee derivata funetiei f (e) = V~ ~ ~~-:;

':r :_1'1 + chx . ~_x_~ sh z + 1 , .
f ( ) = 2 .- 1 + ah .i (1 + eb X)I pentru sh x + 1 > O.

8. Derivalele ftmeliilor circulate iDl'erse

a) FunctiaArcsin x; delinita pe [-1,

y=Arcsinx • x=sin y
deci

+1], este derivabila pe

(sin y)' = cos y.

(-I. +1)

(Arcsin x)' = _'_ = J .
cosy Vl-;&

In punetele +1 sau -I, Arcsin x are derivata + oo,

b) Functla Arccos x, definite pe [- I, 1], este dcrivabila pe (-I, +I)

Y = Arccos x , x -= cos y • (ccs y)' --"-- sin y.
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In punetele +1 sau -I, Arccos x are derivate -- oc ,

c) Punctta Arctg x, definite pe (- 00, + 00), este derivabila pe domeniul
de defini tie

(Aretg x)' = __'_ = 1
1+tg2 y 1+:&

(Arccos X)' '--'-' -
sin y

1

V J _;1:2

(tg y)' ~ _,_ ~ 1 + Ig'y,
eos~ y

x~tg Y ,

deci

deci

Y ~ Aretg x

d) Functia Arc ctg x, definite pe (-00, +=), este derivabila pe domeniul
de defini tie

y=Aretg x , x=etgy, (etg y)' ~ -.,_ ~ - (I + ctg" y),
Sill! Y

deci

(Aretg x)' = _ 1

'+'"
Observatii

I) Functiile Y1 = Arcsin x si Y2 = Arccos x au derivatele egale si d
semn contrar. Din x = sin Yl' x = cos Y~. rezulta sin Y1 = cos y" decl

Y1 + Ya =;,. ; prin urmare, surna lorestc constanta pentru orice XE [-I, + 11·
2) Functiile Y1 ~ Aretg x ~i Ya = Arcctg x au derivatele egale ~i de sern

contrar. Din tg Y1 = x; etg Y'A = X urrneaza tg Y1 = ctg Ya. deci Y1+ Y2 = !:..;
2

prin urmare, suma lor este constanta pentru orice XE [-=. +00].
',~

Ezerdl;u

Derivetele Innetfilcrihiperbcfice Inverse

a) (argshz)' = [In (z+ VI + z'I')l'~--yl (1 + If Z ----) = If-"" -,
. z+ l+z2 ,l+::a ,1+z2

deei

L

b) (argth z)' = ..!.-Iln 1 + Z I'~ -'-, xE(-l, + t),
2 1-z 1-zI'

iI! punetcle :t = 1 san z = - 1, derivate elite +co.
Derwetete fu:ne~iilor argeh;J; Vi argeth;J; ee uleuleazi In mod aseminitor pentru

Heeare ramura.
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§ 3. DIFE~EN1'IALA
N, \.l,.,::..

\'~'-1-{" ...,,;:., r<A-'_(~~:"
1. Definilia deferentialei 1. 6 ~ .~ .t:if"" ::_,;,<.-~,...:~-

Fie 0 Iuncfie f deflrrita pe un interval I, derivabila tntr-un punct Xu E I.
Pentru x* Xo putem serie

f (x) - f (x,) ~ I' (;c,) (x - x,) +• (x) . (x - x,). (1)

Deoarece f (x) este derlvabila in Xo ell derivata f' (xo), avem

lim (x) - «"0) I' (x,) + lim. (x) ~ I' (x,),
_... Z-1 ""''''.

(2)

deci IX (x) este infinit mic pentru x - Xu infinit mic principal. Din aceasta
causa, pentru valori ale lui x suficient de apropiate de xo, avem

f (x) - f (x,) ce I' (x,)(x - x,)

si, daca notam x ~ Xu = h, x = Xo+ h, (2) se ~rie

f (x, + h) - f (x,) "" ti]' (x,).
De fin i t I e. Funcpa-hf' (Xu), hER, care depinde liniar de h; se numeste

diferenfiala functiei f in punetul Xo ~i se n6teaza df (xo), ded

df (x,) ~ hI' (x,).
Observapi

1) Diferentiala functiei I, in punctul x" este produsul dintre dlferentiala
Iunojiei- If.!' (x) =X ~i derivata functlei fin punctul Xo; prin urmare, putem
defini diferentiala uneifunctll Intr-un punct Xo dad *i numal daea Iunctia f
este derivabilatn punctul xo.

2) Diferentlala df (Xo) este Iunctie liniara de h, pentru orice h real, tnsfi
pentru h sulicient rle -mlc avem

t (x + h) ~ f (x,) ce h.]' (x,),
decl pentru h suficient de mic, diferentiala [unctiei aproximeaza cresierea

t (x, + h) - t (x,).
3) Deoarece h este dllerentiala Iuncfiei q.l (x) = X, XE R, deci h = dx,

este obiceiul sa se noteze diferentiala Iunctiei df (Xo) in rnodul.urmator.:

dt (x,) ~ r (x,) dx,

unde dXE R ~j este-independent de:x. Cu aceasta notaue, dertvata Iuncjiei
tntr-un punet x in care functia f este derlvabila se scrle

d':zX) = f' (x),

adioo derioata f' (x) in pundul .x este ega/a cu rasonut.consuuu dintre diferenfiaia
fU/'l£/iei f (x) ~i tliferentiala tunc/iei <p (x) = x.
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2. Intcrpretarea geometricii a diferenlialei

Din flgura 81 rezulta ca MP ~ f (x, + h) - f (x,) si QP ~ I' (x,) • h
deci a. (x)=MQ. God aproximam cresterea f (Xo+h)-f (xc) ell df (xo)=hf' (xo):

g

J(X)

dfrxo)

(0,01
---;:=+--,----.......--'---_x

Fig. 81

d!l

(o,h'tx~) t----;>(,i,!flh,hf'{X,')

---~."..--"""'-----_h

Fig. 82

tnlcculm de faptsegmentul MP ell segmentul QP, adica tnlocuim in
vecinatatea lui Xu arcul de curba MoM cu segmentul de tangents QMo•

In planul (h. g), diferentiala y = hI' (.to) are graficul 0 dreapta ce trece
prin originea axelor (fig. 82), dreapta care are panta f' (xo)'

IS-c. 11191
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.-ldx=~,__ ,
W 2x2 + 2x·+ 1

3. Reguli de cale~ pentru diferellp.ale ~

Daca u *i v slot doua Iunctii derivabile pe I, avem :

a) d (u + v) ~ (u' + v') dx ~ du + dc ;

b) d (u - v) ~ (u' - v') dx ~ du - do ;

c) d (uv) ~ (u' c + v' u) dx ~ v du + u do;

d) d(.':.)= u'v-v'u dx =VdU-KUV.
V ~ ~ ,

e) d ~ (u (xl) I ~ f' (u) u' (x) dx ~ I' (u) duo

Se observa 1a punctul e ca diferentlala unei Iunctil compuse are aceeasl
forma ea *i cum f ar n Iunctie de argumentul u si u ar fj variabila Indepen-
denta. .

ExemplI'

1) d cos z=-sin z da

2) d sin e e ccs v de

3) d tg X= _,_,"

eoss x

0) d arcsin (7"+ 1) = 1--= de
Vl-(l+ x)"

6)darctgx+1= 1

x l+{X:l_f

§ 4. DERIVATE ~I DIFEREN'I'IALE DE ORDIN SUPERIOR

L, Derivllt~ d(' ordin superior

De fin i tie. Fie f: 1 -e- R 0 tunctie dertvabtla- pe 0 vednatate V a
lui Xu E I eli derivata t'(X), X E V. Daca derlvata f' este derlvablta in punetul xo.
se spune ca f este de doua on derivablla in punctul xo_



Derivate lui f' in punctul Xo se numeste derivata a doua (san de ordinu
doi) a tunctlei f in panctul Xu ~i se noteaza

f" ( ) d'f('.) D'f( )
xo,~-' Xu,

decl

Observatii

1) Pcntru ca derivata a doua sa existe tntr-un punct xu' trebule ca Iunctta
sa fie derivabtla pe 0 vecinatate a lui .xu, adica f'(x) (numitii <~i deriuaia intii)
sa existe pe 0 vecinatate a lui ~.

2) Dad Iunctia f (x), XE I este derivabila de doua ori pc intervalul I,
Iunctia

x--+ I" (x), XE I
se numeste derivata a doua a lui f pe 1.

D e fin i tie. Fie t: I --+ R 0 functie derivabila de doua ori pe 0 vee!
natate V It lui xO' Daca f" este derlvabila in punetul Xu se spune di. f este de trel
ori derivabila in punctnl xO'

Derivata lui f" in punetul Xo se numeste derlvata a treia [sau de ordinu
trei) a functiei f in punctul Xo ~i se noteaza

r. ) f" ( ) d
3f(x.)

Xu , Xu , dxB D3 f (xo)'

Ezemplu

Sil. se caleuleze derivata a' treia a lui ardg z :

1
(arctg x)' = --, (arctg c)"

1 + x~

-2
(1 + xZ)3

(arctg e]" = - 2 (1 + x')! + 2 x ·4x . (1 + x2) = 6:1:2 - 2 , XE H.
(1 + X2}1 (1 + x2J'

Prin recurenta se poate defini derivata de un ordin oarecare n EN.

D e fin i p e. Fie f: J -+ R 0 functle derlvablta de n - 1 ori pe 0 vecl
natate V a lui xo' Dad t,,·-I) este derivablla in punctul Xu se spune ca functla
este de n on derlvablla in punctul Xu- . •

Derlvata lui tr:" in punetul Xose nnmeste derivata a n - a (sau de ordl-
nul n) a functlei fin punetul Xo; se noteaza

fin) (Xu). dn~~o), Dfn1f (Xii)



Observatii

1) Daca f: I-+R este derivabila de n- I .ori pe I ~i derivata de ordinul n
este deflnita to fiecare punet XE I, atune! Iunctla

se numeste de,ivaia de ordinul n a lui f pe I ~i se noteaza

dllf(z)to' (x), --.;;;-' D· f (x), D (0"-' f (x)), XE I,

2) Daca t . 1-+ R are derivate de once ordin pe I, se spune ea este lnde
finit de,ivabilil pe I.

2. Exemple de functii indefinit derivabile

a) Un polinom P (x)'este 0 Iuncjie indefinit derivabila pe R

P(x) ~ a, +a, x +".+ a.x"

P' (x) ~ a,+ 2", x + ... + na.X"-'

P" (x) ~ 2a, + 3· 2a, x +".+ n (n - 1)a"X"-'

P{II) (x) == all.nl

r--» (x) = O.

Toate derivatele de ordin superior gradului polinomului stnt identic nule.

b) Funcfia ~ este indefinit dertvablla pe R

(a"'y = ~ In a, (a"')" = ~ In2 a, ... , (a"'){") = ~. In"a.

c) Punctla sin x este indefinit derivabila pe R

(sinx)'=eos x=sin(x + ;)

(sin x)" = - sin x'= sin (x +2;)
~ tn general

(sinx)tl» = sin (x+n ~).
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d) Functta cos X este indefinit derivabila pe R

(cos x)' = - sin x = cos ( x + ;i)
(cos x)" = - cos x = cos ( x +12 ; )

~i tn general

(cos X)(II) = cos (x+ n ; ).

e) Functla In (ax + b) este indefinit derivabila pe ( - --;, + 00)
(In (ax + b))' ~ -,-

ax + b

(In (ax + b))" ~ - --"
(a:J: + b)2

(In (ax + b»)''' 0---"-~
(ax + b)3

st in general

(In (ax + b))(I') = (_1)"-1 (n -1) 1a"
(ax + b)"

3. Formula ·lui J..eibniz

277

Teo rem a. Daca u (x) ~i v (x) sint derivabile de n ori pe un interval I,
atuncl produsul u(x)· v (x) este de n on derivabil pe Intervalul I ~i

produsul u (x) . v(x) este de n orl derivabil pe intervalul I

(Utl)(") = u(n j V + C~ U(II-1) v' + ... + C: u • un),

relatle care se numeste formula lui Leibniz.

Demonstrafle. Formula este adevarata pentru n = I, deoarece avem

(uv)' = u' v + v' u.

Presupunem ca este adevarata pina Ia n - 1, adlca
(UV)lll-') = U(n-ll V + G;-1 U(n-2) rl + ... + C;:i UU"-l). (I)

Observant mai tntti ca fiecaredin termenii ce intervin contln pe u ~i v
derivati de ordinul n - I eel multo Functlile u ~i v Hlnd derivabile de n ori
pe intervalul I, urmeaze ca fiecare Iunctie care intervine in dezvoltarea (1)
mai este derivabila eel putin 0 data. Avem deci

(uv)ln) = (UI"-I) vr + (CJ_l U(,,-2) v')' + ....+ (~:}uun-l)' =

= ullll V + u(n-l) v' -l- C~_l U("~l) v' + CLI U(II-2) v" + ... .+C::l u' d"- 11+
+ c=d Uvl"l,
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tnsa

deci
C~_l -l- C~=l '--'" q,

(UV)jD) = Ull>l V + c:. U(n-I) r/ + ... + C::- J u' 01n-11 + c: U V l fl)

~i formula este demonstrate.

Ezcmplu

SA58 ealculeee derlvetada ordinullOO 3. Innctiei xl' c""; (J:8 e"")ll OOl =(1100 eat ;r;3 +
+ qoo an ~·3x= + qoo a98 e'lle· 6.0 --r- eqoo (1'1. 1""'.

Co m p l e t a r i

a) Dad Iunctiile u (x) ~i v (x) sint derivabile de n ori pe I, atunci ~i

Iunctiile u + e, u ~ e, ~, v (x) * 0, X E 1 slnt derivabile de n ori pe 1.,
Intr-adevar

(u+o)'=u'+v', (U-O)''''=U'-O',(-''-)' = u'v-v'u ,
r v2

funcjiile din partea a doua sint n - 1 derivabile : asupra tor se electueaza
operatiile : adunare, scadere. tnmultlre, rmparttre, care pastreaza dertvabili
tatea; urmeaza cii stnt derivabile de n - lori, deci ~i functiile din partea
tntii stnt derivabile de n -1 ori; prln urmare,

u + v, u - u, ~-, (0 (x) =F 0, X E 1) slnt derivabile de n ori pe I.,<

b) Folosind acelasi prtnclpiu al inductiel complete, se arata ca daca
rp (x) = f (u (x») este 0 Iunctie compusa u : I-+J ~i f: J-+R ~i dad lunctia u
este derlvabile de n ori pe /- si f este derivabila de n ori pe J, atunci
cp (x) = f (u (x» este derivabila de n ori pe I.

Intr-adevar, avem
(x) ~ f' (u (xl) u' (x), XE I.

Functille f (u) ~i u (x) fiind n derivabile pe J ~i I, respectiv, urmeaza ca f' (u)
~i u' (x) sint n - 1 derlvabile pe J ~i I, respeetiv, deci ~i produsul

f' (u (xl) . u· (xl

este derivabil de n ~ 1 on; prln urmare, rp (x) este derivabila de n ori.
Daca

y ~ f (u (xll,
atunci

rly d, de
d;=d;'d;

d211=.d·f'(~I·~ ~L.d'lI
d# duO dx dll dx"

dlig = d'f(~U_)S + 3 ~C~ d"u +..if.- d"u
dx3 du' dx duO dx d# du dzl'
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Definitie. Fief: I_R{>i XoE I. Sespunedfunetiafestedife~
rentiablla de dod ori in punctnl Xo dad 1 este derivablta intr-c vecinatate V a
lui Xo {>i daca f' (x), XE V este diferentiabila in punetul Xo. Dlferentiala de
ordinul doi in Xo se noteaza d21(xo) {>i se detineste prin egalitatea

d't (xo) ~ l" (x.,) drs.

Observatie

Impiirtind cu dx", obtlncm

iI"~~o) , = f" (xo) ,

care este notatia diferentiala a derivatei a doua. Prin dx~ se tntelege dx . dx,

D e fin i tie. Fie I: 1-+R ~i Xo e- I. Se spune ea Iunctia 1este dlferentia
bila denori in punetul Xo dadf este derivablla de n-l ori tntr-o veclnatate V
a punctnlul Xo {>i dad ' 1" - 1) (X), XE V este diferentlablla in punctul xo' Dife
rentlala de ordinul n in punetu1 Xo se noteaza d"f(xo) {>i se deftneste prin
egalitatea

Observatii

1) Imparjind ell dx", obtinem

dnf(xo) =/("1 (x)
dx" 0 ,

care este notatia diferentiala a derivatei a n - a.
. 2) Dilerentiala de ordinul n este a Junette de dx, ~i anume este un mcnom

de gradul n in dx.

E e e m p l e

1) Sa ealculam difcrentiala a doua ~i a treia a unei Iunctii compuse

'I' (xl = ((u (x)).

Avem

C<p = (;u' de = f~ du

d2'P = r(~~ 14'2 + t; U"] dz2 = f;~ dlt~ + t; d" u,

dill !l.ITC ae deduce eli. diferenriaJa a doua,este diferentiala diferentialei intii, decarece

d ((' dl;f) ~ i" du· du + f' dSu = (" du' + (' d2u.
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In mo!l ucmiinli.tor

d.'P = [("'u'S + 3f" l.I'2 U" + f'u'''] da;3 = t'" duB + 3f" du1d"u + ('diu

Ii se verifici imediat ell dB'P este dilerentiala diferentialei a dena.

2) d" sin z = sin (z + n
2
7tJ dz".

3) d" a'"~ a"'·Ii:l." a' dx".

§ 5. PROPRIETA'I'I ALE FUNC'I'IILOR DERIVABILE

1. Kaximele ~i minim('le nnei funetii

Def l n l t l e. Fief: I~R ~i XOEJ. a)Se spune ca Xo este un punct de
maxim (local) al funcfiei f daca exista 0 vecirultate V a lui Xu astfel tncit sa
avern

f (x) < f (x,) pentru orice x E V n I.

b) Se SpURe ca .to este un punct de minim (local) al functiei f dad exlsta
o vecinitate V a lui Xu astfel iricit sa avem

f(x»f(xo) pentru orice xeVnI.

Observa tie

.. Punet~le de maxim sau minim local se numese ~i puncte de maxim sau
minim relauo sau punete de extremum relaiiv, deoarece un punctde maxim local

Fig. 83

(san minim local) nu este in mod necesar un punct de maxim absolut (sau' minim
absolut), adica nu este un punct in care Iunctla ia valo~reacea mai m~r~Jsau
cea mai midi) din interval. Din figura 83 rezulta ca tntr-un punet de mmim re
lattv valoarea Iunctiei poate fi mai mare dectt tntr-un punet de maxim relativ.



Teorema lui Fermat. Daca 0 functle f: l-.+R are detivata
tntr-un punet Xu din interiorul intervalului I ~i daca Xo este punct de rna
xlm sau minim local pentru functia f. atuncl derivate sa este nula in punc,
tul x,: t'(x,) ~ o.

Demonstrafie Fie Xo un punet de maxim. Exista 0 vecinatate Va lui Xo
astlel tnctt pentru x E V avem

t (x) - t (xo) -< o.

l'ropri..,/ri/i ak funcpiJor derimbile 281

Fie acum un sir x.. ~ 41' x.. < 41, xn E V n I; dad punetul Xo este interior
intervalului I. astfel de sfruri exista. Avcm in aceasta situatie

[(xn) - f(z,,) >- 0
x.. -z"

*i, deoarece f este derivabila in punetul Xu, rezulta cii

{'(xo) :> o.

Sa consideram acum un sir x.. -+ xo, x.. > xo, x..E V n !. Daca punctu! Xo
eete interior Intervalului !, astfel de siruri exists. Avem in aceasta sltuatie

((x.}-{(",) -< o.
x.. -z"

deci, la limita, functia fiind derivabila in punetul xo_

f"(x,) c O.

Comparind cele doua neegalitati, urmeaza ca ('(xo) = O.
Daca Xo este un punet de minim, se procedeaaa in mod asemanator : se

observe numai ca. sensul neegalitatilor se schimba.

Observa Pi

1) Intr-un punet de extremum care nu coincide cu extremitatile-grafi
cului, tangenta este paralela cu axaOx,deoarece in acel punet derlvata este nula.

2) Daca punetul Xu este unul din capetele Intervalului J. punetul Xo poate
fi punet de extremum fara ca derivate sa se anuleze in punctul Xu.

Exemplu

Func tia f (x) = xli, 1 <.X-< 2. are un minim in punctul x = 1 ~i un maxim in punctul
x = 2. Derivate f' (x) = 2 x nu se anuleasa in aceste punetc.

3) 0 Junette poate avea un extremum intr-un punet Xo fanl a avea derivate
in punetul Xu.

Exemple

1) Functia [(x) = xJ + 1 z ] [v. fig. 69) are in punetul x = 0 un minim ~i nu arc
derivatll. In punetul x = O.

2) Functia «1;) = I x I nu are derivati in punctul (l: = 0; functia are in x = 0 un
minim.
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Reciproca teoremei lui Fermat nu este in general adevarata. 0 functie
derivablla Intr-un punet Xu, care are derivata nula in punctul xu. nu are tn punc
tul Xu in mod necesar un extremum.

Ezemplu

Functia: ((:xl = Xl sin x, XE R, derivabila pe R ell {' [z} = x (2 sin x -+ it COR Xl. are
,(0) = O. In punctul x = 0, functia f (x) nu are un extremum, deoarece

f(x)-f(O)=x~ sin x>O, darii.O<x<n:,

f(z)- ((O) = x~ sin x < 0, dadt-1t <;I; < 0,

deei eondifiile de extremum nn aint indeplinita,

Probleme praerlee

1) Stiind ca 0 grtnda de latime b :;;i tnaljime h, supusa la tncovoiere, are
rezlstenta proportionala ell bh2, se cere sa se taie dintr-un bustean circular 0

grinda de rezlstenta maxima la tncovoiere (fig. 84).

Daca notam ell r.r rezistenta Ia Incovolere,

(J" = kbh2, b2 + h? = 4r2• deci 0" (b) = kb (4r2 - b2) .

~ = k(4r2 - b2) - 2kb2 = O. bo = ~r.
db Va

P t b 2 '·2 V2 t·den TU 0 = -r- r, ''11 = -r- r. 0" es e maxim, eoarece
V3 V3

O"(bo+ a.) - 0" (bo) = k(~.: r+ a.)4r2 - k( 2_ r+ Gt)3 _ k 1~ __ r3.
ra Va aj!a

O"(bo + a.) - 0" (bo) = - ~ r3 - ~----= rGt2 <0.
3V3 V3

h

-+-+---,

Fig. 84

pentru orice a. pozitlv sau ne
gativ.

2) Un element galvanic
de forta electromotoare E ~i re
zistenta Interloara r produce
un curent 1 lntr-un circuit ex
terior de rezistenta R. Intensi
tatea curentului este data de

1=2-.
,+ R

Puterea elective a ele
mentulul galvanic este

L=RI2=~.
(T + RY'
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pentru orice x oi= Xo din I

Cit de mare trebuie sa fie R pentru ca L sa fie maxim?

Trebuie sa gasim valortle lui R care anuleaza pe ~
dR

~=E2r+R 2R
dR (r+/l)8

Propriet"" (III.' fuw'tiilor dl'rilHlbi/,'
---~=

Teo re m a. Fie f: I"R 0 Junette derivabila pe I. a) Daca f este cres
catoare pe I. derivata sa f' este pozitiva pe I. b) Daca f este descrescatoare
pe I, derivata sa f' este negatlva pe I.

Demonstrafie. a) Dace Xoeste un ptmct oarecare allui I, iar f este cresca
toare pe I, avem

deci d~ = O. daca R = r.
en
Pentru R = r. avem uti maxim, deoarece

pentru ex pozitiv sau negativ.

2. Funetii mono_one pe un in1el'val

b) Daca f este descrescatoare pe I, avem

.!(x)-f(xn) <0
x-x,

pentru arice x +: Xo din I ~i Ia limita

('(xo) = lim f(x)-f(4,) < O.
"'-''''0 x-x"

E xempl~

1) Funetia 't (x)' = sin x eete cresoatcare pe [-~, ~l; derivata sa f' (x)= cos !Z
2 ,

eate poziti.a pc [_..::.., ..::..1.
::: . 2

2) Functia f (x) = In x eGte::uesrUtollre pe (0, +,00); derivata sa f'(x) = x

eete pozitiv& pe (0. + 00).
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Observa ti e

Dad tuncttaf este strict crescatoare pe / nu rezulta eu necesitate ca deri
vata sa este strict pczitiva pe /.

E:eemplll

Funetia f (x) = ~ eete strict erescatoare po R; derivata sa f' (x) = 5: z4 se anu!('lLza
in punctul x = o.

Exists Iunctii strict crescatoare pe un interval, derivabile, a caror derivata
se anuleaza in orice subinterval al intervalului de definitie. AsHel de Iunctii se
numesc fun.ctii Pompeiu.

3. Teol'ema lui Rolle

Fie f : /.,. R IIi a. b E /. Dad fare urmatoarele proprietatl :
1) f este continua pe intervalul inchis [a. b I.· f
2) ! este derivablla pe intervalul deschis (a. b);
3) f (a) ~ f (b).

atund exista eel putln un punet C E (a, b), a< C < b, in care derivata se anu
Ieaza, rtc) ~ O.

Demonstratle. a) Daca f este constanta pe /, !(x) ==: m, x E /, atuncir (x) == 0, X E / si teorema lui Rolle este demonstrate in acest caz.

b) Daca Iunctia f nu este constants, prin ipoteza este continua pe interva
luI compact [a,b], deci exista doua purrcte L, si ~M in intervalul [a, bI in care lsi
atinge valorile extreme m, M, m = f (~"'), M = f (~M)' m< M, dcci ! (~) <
<f((M) ji

f (f,.) ,;; f (x) ,;; f ((M)' pentru orice x E [a, b].

Daca 1;". este punct interior al intervalului [c, bJ, conform teoreme.i lui
Fermat, r (~"') = 0 ~i teorema este demonstrate. Daca ~". = a sau ~ = b,
atunci

Prin urmare, punetul ~M estc interior intervalului fa. b] j luam c = ~M.

Teorema este eomplet demonstrate.

(Lb s e r v a j H

I) Daca una din conditiile din enunt nu este tndeplinlta, teorema in ge-
neral nu este adevarata. '
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Exemple
g

1) Functia ( (x) =

{

X , dac,a 0<x<1
= x+1, daca -1,x<0

nu este eonunua in punctul
x = o. Derivata nu se enuleesa
in nici un punet din iutervalul
[-1, +1J (fig. 85).

2) Funejia ( (x) =

~(aJ+1, dadi -1<:x<0
1-x. daea. 0","x<1

(-1,01 (0,0)

Fip.86

(f,f)

eete continua pe iutervalul] Ide
definijie [-1, +1), insa nut are
derivate in punetul x = 0_ Deri
veta nu se Mmleaza in nici un
punct din intervelul [-1. +1]
(fig. 86).

3) Functia

f (x)=x', x E[l. 2],

g

ft,O

!J,f Un)

Fig. 86

Fig.8j

(0.0) (1,01

g

(oJJ)

(-/,01

este continua ~i darivabila Pe in
tervalui de definitie, insa nu ill.
valori egale in pnuetele 1 ~i 2.
Derivatll. nu se annleaza In ~nici

an lpunet din intervelul [1, 2].

2) Teorema lui Rolle
afirma ca daca condltiile din
teorema stnttndeplinite exis
t80 eel putin un punct in in
teriorul intervalului in care
derivata se anuleaza. In ge
neral, numarul punctelor in
care derivata se anuleaza
este Impar, adica exista
un numer .impar de puncte
ck , (k = 1,3,5, ...) in care
tangenta la grafie este para
lela cu axa ox, (fig. 87).

3) Teorema lui Rolle
ramlne adevarata daca in
puncte din intervalul des
chis (a, b) derivata este infi
nita, deoarece s-a folosit
in demonstratle teorema lui
Fermat. care nu cere ca de
rtvata sa fie flntta.
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In punctul d derivata este Inlinita, Iar tn punctul c derivata este nula

(fig. ~~ca f(a) = f{b) = 0, adica c si b sint radacini ale ecuatiei ((x) = 0, atunci
teorema lui Rolle are urmatorul enunt :

I
s

(O,(fiI)

(1,0) 111,0) (e,l) (b,O)

Fig. 88

lntre cloud rddiicini reale consecutive ale functielexisid eel putin 0 riidiicinii
reala (un numitr impar) a derivaiei.

o deosebita importanja in aplicatii are urmatoarea :

Con sec i n *a. Intre dona radacini reale consecutive ale derivatei
exlsta eel mult 0 riidiicina reala a functlel. ~'-~ ,e----

Demonstratie. Fie c, si C2 dona rudacini reale consecutive ale derivatei. Sa
presupunem di tntre ct ~i c~ exista dona radacini reale diferite (/, ~ ale Iunctlei

Ct <ex: <~ <c2

/ (0) ~ / (~) ~ D.
Conform teoremel lui Rolle, lntre IX si ~ treauie sa existe 0 radiicina a deri

vatei, ceea ce nu se poate, deoarece C1 ~i Cs stnt radaclni consecutive ale dertva
tei. Prin urmare, tntre doua redaclni consecutive ale derivatel existii. cel mull 0

radacin~ a Iunctlei.tsi anume atunci dod f ia valori de~e contrare in punc-
tele c1 ~t C2 ~,I;." -i c'~'--"'~

/(c,)·/(c,) <0. ' ~

Aceasta teoremil permite sa separam radacinlle ecuajiei f(x) = 0 dad
cunoastem radaclnile ecuatiel f(x) = O. Fie

c1<cs<,,·<cl>
toate radacinile reale ale ecuatiei ((x) = 0 asezate in ordine crescatoare.
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:l) ~i It douu in Intervulul
2

Formam sirul lui Rolle

1(-=), I (e,), I (e,), ... ,I(e,), 1(+=)·
Conform eonsecintei enuntate, in fiecare interval (f(- oo], !(cI )) , (((c.),

f(Ci -H)) sau (f(c'l')' f(+oo)) exlsta eel mult 0 radaclna reala a functiei;
exista 0 radacina numai dad la capetele intervalului Iunctia ia valori de semne
contrare ; prin urtnare, ecua{ia f (x) -....;: 0 are autea rddiicini reale cite uariaiii
de semn prezintd !jifUI lui Rolle.

Exemple

1) Sa 8\1 separe rii.dacinile reale ale ecuatiei

f (x) ss 'ix' + 2x 3 - B3r - 36x + 1 = O.

JJcrivata f' (x) ;; 3Gx~ + Gxll- 6Gx - 36 arc radaciutle x, = -1, x~

~ = f. Formam sirul lui Rolle

(00), (-1), II-f). ((fl, 1(+ 00)

-r. +11, +~!, _ 403, +
27 2

2
l'~cuatia are doua radaelni reale, una in intervaI111!- "3'

Ii, 3), daoareoe f('!) > 0

2) Sa se discute en ajutcrul teoremei lui Rolle er-untia

f(X):=2 x'- 2 x3 -- 2 x2 + A = O.

( 1 ',= 2.Avem {'(x)",,4x3-6x'-4x=O, x1= I, x2 =- "2'
Formam sh-ul lui Rolle

. 11 Na.t.nra raduetnuorx I( -, 00) 1(-,- f (0) f (2) f(+ aJ)

3 x >-8+ >-- +
16

+ + 2 radactnt Teale

0 +. 0 + 4 riirJiidl1i renlo , 1 dublu

+ + + 4 rii.dii..cir,i Teale

3
0 + + 4 radacini reale. 1 rlublit+

16
+ + + + 2 radacini reale

8 + + + 0 + 2 radacini reale (dubla)

+ + + + + nici 0 Tiitlii.dnii reata

+=
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4. Teorema lui Cauehy rnC ,',I jJJ:'
C,-, :..-: -

'Fie f ~ g dona functii definite pe un interval J!ji a < b dod puncte
din J. ,Dad

I) f ~ g sint continue pe intervalul inchis [a. b 1.
2) f ~ g sint derivabile pe intervalul deschis (a, b),
3) i(x) + 0 pentru urice XE (a, b),

atuncl exlsta un punct C E (a,b), a < c < b, astfel lnctt sa avern

f(b)-f(a) xs:
g(b)-g(a) g'(c)

Demonstratle. Functla F(x) ~ Af(x) + Bg(x) + C, A, li, C constante,
este continua pe [a,'b] ~i derivabila pe (a, b). Sa determinam pe A, B, C
astlel tncit F(a) = F(b) = O. Aceste conditii De dau

AI (a) + Bg(a) + C~ 0

AI (b) + Bg(b) + C ~ 0

sau, scazindu-le,

A(f (b) - I (a)) + B(g (b) - g (a» ~ 0,

deci putem Iua

A ~g(b) -g(a); B ~I(a) - I(b).

Nu putem aveag(b) = g(a), deoarece, conform teoremei luiRolle, ar exista
~E (a, b) astfel tnctt g(1;) = 0, ceea ce nu se poate, deoarece g(x) =1= 0, Xe (a,b).
Cu .4 st B astfel determinati ~i C = O. avem

F (x) ~ (I (a) - I (b))g (x) + (g (b) - g (a» ((x)

~i Iunclia F tndeplineste toate condltille teoremei lui Rolle, deci exista un punct
ce(a, b), a -cc-cb. in care derivata

F(x) ~ (f (a) - I (b» g'(x) + (g (b) - g (a» r(x)

se anuleaza

(f(a) - (f(b»g'(e) + (g(b) -g(a)) r(e) ~ 0

~ a «:c «;».
g. (c) ,

si, cum g'(c) =1= 0, g (b) - g (a) 0::/= 0, putem scrie

f(a)-f(b)

g (a) g (b)
(I)

Formula obtlnuta se numeste "formula generals a mediel-' sau ..a doua
formula a medlei-'.
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Observatii

I) Teorema lui Cauchy ramine adevarata dad functiile f ~i g au derivata
lnflnita in puncte din intervalul (a, b) ~i daca in flecare punct XE (a, b) eel putin
una din derivatele r(x), g'(x) este finite. Ultima restrlcjie se datoreste faptului

ca I :: ~:~ I trebuie sa nu fie nedeterminat. In ceea ce priveste prima afirmatie,

ea rezulta din observatia (3) de la teorema lui Rolle.
2) In aceleasi conditii din enuntul teoremei lui Cauchy, dad f(a) = g(a) =0,

pentru orice XS (a, b) exista un punct ~ cuprins tntre a ~i x (~ 1= a, ~ =f=: x)
astfel tnctt sa avem

fix) f'1()
--~--,

g(x) g'm

formula ce se obtine din (I) tnlocuind pe f(a) ~i g(a) cu 0 ~i pe b cu x,

5. Formula ere~lerilor finite

Teorema lui Lagrange. Fie f 0 Iunctle detlnlta pe un interval!
~ a ,b doua puncte din I. Darn

1) f este continua pe lntervalul tnchis (a, b1
2) f este derivablla pe intervalul desehis (a ,b),

atund exista eel pufin un punct e E (a, b), a < e < b, astfel tncit sa avem

f (b) - f (a) ~ (b - aj I'(e).

Demonstratte. Teorema lui Lagrange este un caz particular al teoremei
luiCauchy st se obtine din teorema lui Cauchy, lutnd g (x) == x. Functla g (x)
tndeplineste conditiile teoremei lui Cauchy, deoarece g'(x).=: 1; eu g (b)-g(a) =
=b-a, avem

(1)

(biD)(C,O)

Fig. 89

(aiD)

I' (e), a -c c <b.fIb)- f(a)
i-a

Formula (I) se numeste "formula cresterilor finite" sau "formula medici",
( ~£lnterpretarea geometried a formulei creaerilor finite
") CrUaca consideram graft
cul_Iunctiei Y= f (x), raportul

f(b)-t(a)

i-a
este coeficlentul unghiuler al

/ coardei care uneste punetele
- A,B de abscisec si c. Prin ur

mare egalitateaJ(b)-((a) ~
, , b-a

= r (e) arata ea exista eel --....";;;;I--,J'::--..,..l-----,,J--~x
putin un punctc cuprins tntre
a ~i b astfel incit tangenta
la graflc, in punctul x = c,
este paralela eu eoarda A B
(fig. 89).

ltl-e. llll1



... Derivate ~i diferentiale

,
Ob'serva pi
I) 'Ieorema lui Lagrange famine adevarata daca f (x) are derivata finiUi

sau infinifa in intervalul deschis (a. b). -
2) In general exista un numar impar de puncte ell "'2" ... , C2.. _ 1• in

care I' (e,) ~ O.
Daca stntem in condifiile teoremei lui Lagrange ~1 x E (a, b), evem urma

toarele formule echivalente ell formula cresterllor finite:

I (x) - I (a)~ (x - a)f'(f.), a < f. <x
sau

I (a + h) - I (a) ~ hI' (a + Bh), 0 < B < 1.

6. Conseeinte ale formulei ere~terilor finite

a) Stirn di. derivata unei funcjii constante pe un interval I este nula
pentru orice XE 1. Reciproc

Teo rem a. Dad f are derivata nuUi. pe un interval I, atund fun cpa f
este constanta pe acest interval.

Demonstrafie. Fie a un punct din I. Pentru orice x E I, x =1= a exista
un punct ~ cuprins Intre x ~i a astfel tnclt sa avem

I (x) - I (a) ~ (x - aJ I' (0.

Ins. I' (x) ~ 0, XE I, deci I' (f.) ~ 0 ,i, prin urmare, I (x) - I (aJ ~ 0,
de unde rezulta !(x) = I(a) pentru orice x E I, adica f este constanta pe I.

b) Fie doua Iunctii f ~i g derivabile pe un interval I; daca dilerenta este
constants pe I, atunci derivatele lor sint egale, deoarece din t (x) - g (x) = C
avem, prin derivare, f' (x)-g'(x) = 0, adica f' (x) = g' (x) pentru orice XE I.
Reciproc

Teo rem it Darn f ~i g sint doua funqii derivabile pe un interval I ~

daci rex) =g'(x) pentru orice XE I, atuncl dlferenta lor f (x)- g (x) este con
stanta pe l,

Demonstrafie. Functla h (x) = f (x)- g(x) este .derivabila pe I;;i are
derivata h'(x) ~ I'(x) - g'(x) nul. pe I,

l'(x)-g'(x)~O

sau
f (x) ~ g (x) = C .pentru orice x E I.

e) Am vazut la acest capitol, § 5, al. 2, ca a Iunctle crescatoare pe un
interval I, dertvabila pe l, are derivata pozltlva pe / si 0 functle descrescatoare
pe /, dertvablla pe l, are derivata negative pe I; mai scurt, pentru 0 Iunctle
monotona pe un interval I, dertvabila pe interval, dedyata pastreaza un sewn
eons~ant pe _~cel interval.
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Reciproca aeestui fapt este data de urmatoarea

Teo rem a. Fie f: I-.R, derivabila pe I. Daca f' este strict negativa
pe J, atunci f este strict descrescatcare- pe I. Daca f' este strict pozitiv, atuud
teste strict crescatoare pe I.

Demonstratie, Avem, conform formulei cresterilor finite,

f (x,) - f (x,) ~ (x, - x,) f' «), x, < << x"

daca ~ < Xz shit doua punete oarecare din I. Deoareee f' (x) < 0 pentru
orice x e I, rezulta ca f'(~) <0, deci

f(x2) <!(.t:t), Xl < x2, Xl E I, XZE I.
adica f este strict descrescatoare pe I.

Daca l' (x) > 0 pentru orice X E I, rezulta ca f'(~) > 0 si, cum X2>~,
urmeaza ca

!(x2»f(xJ, Xl <x2, X:t.E/, X2E/,
deci- f este strict crescatoare pe I.

O'b s e r v a t t t

J) Cele trei teoreme enuntate la acest aliniat nu stnt in genera! valabile
pe 0 reuniune de intervale.

Ezempie

1) Funefia "": I 1, x> 0
. -I,x<O

are derivata. nula pe fiecare din Intervalele de definitio, tnsa nu este eonstanta pe domeniul
de definipe (-00, 0) U (0, +(0).

2) Funetiile (x) = e, XE R- {OJ ~i

9 (x) = { z + 1, a > 0
x-I, x<O

au derivatele egale pe domeniul de definitie R - {OJ, tnsa difcrcnta lor nu este consteatg
pe R....;.{OJ, daoarece

f(X)_g(X)={-l, x>O
+1, x < 0

3) Functia (z) = tg x definira pe (-x, n) _ {-~, ~}. are derivata __'_,
·22 cos! X

strict pOlitivil. pe dumeniul de definitie, insa (x) nu este erescstcere pe domeniul d.
definitie, deoarece

.((-3:) ~ -1, t(-~) ~ - n, (0) _0.

In ultima teorema putem inlocui semnu! > Cll >- ;;i < eu ..< , astfel tnclt
ave m urmatoarea

Teo rem a. Fie i : l--:.:R derivabila pe I. Daca f' este pozitiV3pe I, atuna!
este crescateare pe I; daca f' este negativa pe ·1, f este descrescatoare pe I.·!
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d) Pentru Iunctiile eu dertvata marginita enuntam urmatoarea

Teo r e ma, Fie f :L~ f_~e.ri\:':abiUipe I; dad f are deri~~ta_~~~~!~
pe J, awca 1. - '}\.:o" L ...... ,

II' (x) 1<M, M > 0, pentru orice x E I,

atund f este Ilpschitzlana pe I.

Demonstrafie. Conform formulei cresterilor finite, avem

Ideci
f (x) - f (a) = (x - a) f' «), a < ~ < x,

If (xl - f (a) I< I x - a I· M

pentru.orice XE I, adlca f este lipschitziana pe J.

con s e c t n t e
1) 0 fnnetie f: I-+R, derlvabila pe I, co derivata marginita pe I, este

mfonn continua pe I.

Demonstrafie. 0 functie lipschitziana pe un interval este uniform conti
nua pe interval.

2) 0 Iunctie f: I_R, derivablla pe lntervalul rnargtntt I, cu derivata
mlrgfnita pe I, este marginita.

Demonstratie. Daca 1 este lungimea intervalului I, atuncl

If (xl - f (all< /. M pentru orice x e I,

deci f(x) este marginita pe I.

1. Evaluarea erorii din calcule nutnerice

o alta aplicatie a formulei cresterilor finite 0 tnttlnlm la evaluarea erorlt
tn calculele numerice. .

Eroare absolutd. Fie a un numar real care nu se transforrnii tntr-o Iractie
zecimala exacta. In ealculele numerlce ne multumim eu 0 valoare aproxima
!iva a', prin lipsa sau exces. Diferenta a-a' poate fi pozitiva sau negative,
dupa cum a' aproximeaza pe " prin lipsa sau exces.

Valoarea absolute a acestei diferente Ia-a' I se numeste ercc-e absolutii..
In general, cunoasterea erorli absolute nu este posibila *i in practice ne mul
tumim ea 0 majoranta a ei, adlca un numar pozitiv e, astfel tnctt

la ~ a' 1< c.

Daca a este un numar real *i a' este numarul rational care aproximeaza
pe a ell n zecimale exacte, atunci e = _,_.

2·10"
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E~emple

1) Dad. a = ¥2, a' = 1,41,

a-a'< -'-.
2·10'

2) Daca II = 'If, a' = 3,1459265,

a-a'< -'-.
2.101

293

Eroare reta/iva. Eroarea abscluta nu ne dii nici 0 iniormatie asupra gra
dului de precizie cu care s-a efectuat 0 masuratoare. Pentru determinarea
preciziei unei masuratori nu se considera eroarea absolute, ci eroarea retativa,

care este data de raportulj a -= a' I. De obicei, eroarea relative este data

tn procente

p~ IlJ()r~"'I'

Deoarece a-a' ~ a nu stnt cunoscute tn practlca, se Ia 0 majoranta P~
a lui P, data, tn procente, de

P' = 100---'--,
la' - e ]

unde e este 0 majoranta a erorli absolute.

Exemplu

La mssurarea unei diatante de 30 km se face 0 eroare ebsoluta de 6 m Vi III. miall
tarea nnet store de 3 m se face 0 eroere ebsolufa do 6 em. Sa se compare precizi& eeler
~oui masuritori. Eroarea in proeeute III. prima miisuritoare este

tar III. masnritoarea atofei

l',= 100· ~ = 2%.
300

dod prima masuratcere este do 100 ori mai preerea deelt a done.

Expresia erorii tn calculele cu aproximafie. Fie !(x) 0 Iunctie derivabila
pe un interval I *i a un punet din interval. Ne propunem sa gasim 0 majo
ranta a erorii 'absolute pe care 0 facem asupra lui !(x) daca tnlocuim pe a eu
valoarea sa aproximativa a', astfel tncrt Ia - a' I < e.

Aplicind formula cresterilor finite, avem

'(aj - '(a'j ~ (a - a'j I'm. a'< «a.
deci

I' (c) - '(a'j I ~ I a - a' I . II' «)I.
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to care, daca tnlocuimpe I a -'a' I ell e ~ pe If' (;) \ ell valoarea maxima a
functfel Il' (x) Iin intervalul (a', a), avem

If(a)-f(a'll<' max [{,(xli, xE(a, a')

~i deterrnlnarea erorii absolute I f (a) - f (a') I s-a redus la determinarea valorii
maxime a modulului derivatei lui f in intervalul (d, a).

Ezemplu

Care este ercarea pe care 0 Iacem esupra lui ~ dad!. luam pentru Tt" veloeree aproxi.
mativi 8,14-

In aeest eas, t (z) = 'Y"Z, a = 3,1416 •.. , a' = 3,14, deci

YTt" _ YS,14 = [rr _., 3,14) _'_ ~,OO1G ,,",0,004,
2V~ \'3,14 -

dec:i eroarea este mai mica declt _4_.
1000

§ 6. REGULA LUI L'HOSPITAI,

In operajii cu limite de Iuncjii ajungeam uneori la rezultate de forma

!. ~. 0 '00, 00 - 00, =0, 00, I'",
o =

care nu au sens. Ele se numesc forme nedeterminate *i in cazul lor trebuie
facot un studiu directpentru a vedea daca exista limita.

o
1. Regula lui I'Hospital pentru eazul -0

Teo rem a I, Fie f ~i g dona tunctll definite pe / ~i Xu un punct de
acumulare. finit sau infinit, at lui I, in care tunctlile f ~i g pot sa nu fie
definite. Daca

I) lim f (x) ~ 0, lim g (xl ~ 0,
.,......,.. .,......"'.

2) f ~i g sint derivabile pe / sau pe / ~ {Xo},
3) g'(x) =F 0 pentru orice x =F Xu din l,
4) exist!

lim, f' (x) -'--" A (fit~.ita san Inflnlta),
x.......,.' g' (x)
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atunei funqia !.... are limitli in punctul Xo ~
9

295

lim f(x) = lim f' (x) •

"~". g(x) Z-+'" g' (x)

Demonstratle, a) Presupunem mal Intii ca numiirui Xo esie finit. Daca f
~i g nu sint continue in punctul xo, sa Ie prelungim prin continuitate pe
I U (x,), astfel :

j (x) ~ If (x), dac~ X oF x" g (x) ~ Ig (x), dad x ~ x,
.O,dacax=O O,dacax=/=xo

de unde rezultd
lim j (x) ~ j (x,) ~ 0, lim g (x) ~ g (x,) ~ 0,
"-+Zo "'-+".

Functiilef (x) ~i 9 (x) sint derivabile pentru orice XE I, x 1= xo, ~i anume

j'(x) ~ I' (x), g' (x) ~ g' (x), XE I, x oF x"

Functiag(x), deci si g(x), nu se anuleaza pentru x =/= Xo, XE I. Intr-adevar
g' (x) nu se anuleaza nici la sttnga lui xo, nici la dreapta lui XI» deci g(x) este
strict monotona am Ia sttnga lui Xo cit ~i la dreapta lui xo, deci II (x) =/= g(Xo)
pentruorice x =/= xo, XE I.

Fie acum un slr arbitrar x..E 1 convergent catre xo'
Functiile 1(X), g(x), XE 1 U {Xo} tndepllnesc conditlile teoremei lui

Cauchy; pentru intervalul (x.., Xo) avem

I ex.\ -I (x.) ~ I' «0\
g(x..) g(4J) g'(~)'

tnsa j (x,) ~ 0, g (x,) ~ 0, f (xo) ~ f (xo)' g (x.) ~"g (xo) ' r (1;,,) ~ I' «ol,
it' (1;,,) ~ g' «0)' deci

f(xo)_~ ('('oj
g(xn) g'(~..)

Deoarece XII < ~.. < Xo, urmeaza 1~ - Xo I< I x, - XoI ~i ctnd xll--+
~i ~.. -+ Xo, insa

f' (;..) -+ A (Iinit sau infioit),
g'(",)

daca ~n --+ Xo, ~.. =/= xo• deci ~i

. [(xn) -+ A dad x.. -+ XO,g(x..) ,

adica
lim fez) = lim L.J&
"""0 g (x) "-+"0 e' (x) ,

dad ultima llmlta 'exlsta (Iinita sau infinite). Demonstrafta pentru Xo finit
s-a terminal.



... Derimte $i diferentiole

b) f.(umdrul Xo este infinit. Yom presupune Xu = + 00 ~i loam pentru 1
intervalul (a, + 00), a> O.

Functiile

F (y) ~ f (~), 0 (y) ~ g [~), 0 < y <~

verifica taste conditiile teoremei pentru Yo = O.
I) lim F(y)~O; lim O(y)~O.

....0 .....0

Intr-adevar, pentru x,.-+ + 00 slrul ~ = Un -+ 0, 0< YII<~. decl
"" "

Iimf (~) ~ lim f (x.) ~ 0, lim g (~l ~ lim g (x.) ~ O.
".. -+0 Yll .,,,....... "'" .....0 U.. "..-++00

Sirul U...... O. y..>O, a fast arbitrar, deci

lim F(y) ~ 0, lim 0 (y) ~ O.
_0 so-+o

2) Functille F (y) *i a (y) sin! derivabile pe (0, ~). deoarece rezulta

din compunerea functiilor f *i g Cll funcfla u (g) =.!.; u (y) este derivabila,
pe (0, ~J ~i f *i g sin! derivabile pe (a, + 00). Avem

F' (y) ~ - 2. f' f~), 0' (y) ~ - 2.g' (~),
yl Y yo y

dupa regula de derivare a functiilor compuse.

3) 0' (y) "" 0, 0 < y <~, deoarece 2.1lioO li g' (~J "" 0, Intructt
a yB y

g'(x) "" O.
4) lim F' (y) = lim f' (.x) = A.

_0 G' (9) :0-+<» g' (x)

Intr-adevar

_;:1'(_,')
lim F'(y) = lim :I

NO G' (y) w-+O _ -.!:..-. g' (.Ie)
y' y

rosa pentru x,.-+ + 00,~ -+ 0, deci
'0

I' /.'.)
= lim--Y- .

,~, g' I~)



lim F'(y) = A
11-+0 G' (y) •

strut Y.. fiind arbitrar, deoarece sirul x.. este arbitrar.
Putem deci apliea functiilor F (y) ~i a(g) teorema demonstrata in punctul

y ~ 0 (finit).
Deoarece G (y) Indepllneste toate condijllle teoremei, rezulta G (y) 1= 0,

y E (0. ~J, deci g(x) =F 0 pentru orice XE (a, + 00).

Pentru un sir oarecare XII -+ + co, slrul corespunzator U" -+ 0 (Uti = x:)
ell Yn >0; prin unnare,

297Regula lui [,Hos/'ital

Prin urmare,

-------~~"'-'-'==-- ------

Iii

f[

F(y,,) -+ A
G(N..) •

fosa

urmeaza ca
de unde rezulti:i '"di f (~) -+ A; deoarece slrul x.. -+ + 00 este arbitrar,

,(x,,)

lim «x) = lim f' (x) ,
_+"" 9 (x) "'++'" g'(x)

dad limita din partea a doua exista (finita sau infinlta).

Demcnstratia teoremei s-a terminat.

\

Exemple

1) lim eZ __ l -e Hm ~=1.
_0 x "'-+0 1

2) lim a"'+sin x-I = lim '!''''In a+co~ x 1+10 a.
_0 In (1+:1:) _0 _,_

'+"
3) lim o"'+b"·-c"'-d" = lim a"lna+b"'lnb-c"'lnc_d"lnd =In~;

_0 :r: ",..0 1 cd

•
Observatii

I 1) Reciproca regulii lui l'Hospi tal nu este in general adevarata. Se poate

~. ca ~~;, sa alba limiti in punctul Xo ~i ~:~:~ sa nu alba limita in punetul xo'

~.



E :tempi",

Fie Iunetiile f (x) = x2 sin ~ ~i g (x) = In (1 + z) definite Pe (-1 + 1) - {O}; avem,
X2....em 2.. x sin 2-

lim lJ!l = hm ---~- = hm '_ = ~ = O.
HO g(x) HO In(l+x)'7'Ho In(1+x) 1

,

deoarece lim In (1 + x) = lim 1 + x = 1.
_0 Z "'-+0 1

Functiile f(zhig (z)sint derivabtle pe intervalul de definitie ,i derivate g' (z) = _I_
1+,

IIU se alluleazA pe (-1, + 1) - to), totusi funetia~ nu arc Jimitll, in punctulO
g

2z sin 2. ros ~
lim f' (z) = lim '_ -lim __"
11\-0+0 g' (x) HO 1 ",-+0 1

l+x l+x

~i ultima limita nu extsta pautm ca funotia. cos 2. nu are Iimitii. eind e -.. O.

"
2) Daca derivatele l' ~ig' au limite 0 tn punctul Xo ~i daca Iunctiile f' ~i g'

tndeplinesc conditiile din teorema, atuncl lim f' (x) se poate calcula apllctnd
"'-+0 g'(x)

Inca 0 data regula lui l'Hospital. In ge~l, dad:
10 Iunctiile f ~ig stnt derivabile de n ori pe I sau pe 1- {xo}, unde Xo

este un punet de acumulare finit sau infinit allui /,
20

gift) (x) * 0, pentru orice x * Xo din /,
30 lim flk) (x) = O.;;i lim gkl (x) = 0, k = 0, I, ... , n - I,

"'-+"'" "'-+".
40 exista lim (I"l(x) = A (Iinita sau infinlta), atunci

"'-+"'. gU'l(x)

lim lJ:t "--' lim {'(x) =- ... = lim (("-11(X) =1im (:"1 (x) = A
'''-+'''. g(x) "'-+.<, .q'(x) :<-+"'. g:"-l)(T) "'-+"'0 g(Il) (x)

.;;i se demonstreaza prin recurcnta.

E e c m p! 1<

tim ,~"'.- ros x -- sin x

"'....0 ax"

= lim
"'....0

eO' -+- sin x-ro~ x = lim ," -to (·os X + Sill X 1
Gx ,.....0 ;, = ii"
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I

lui

Teo re m a 2. Fie f IIi g dona functtl definite pe un interval I san
{xo}. node Xo este un punet de acumulare allul I. Daca

I) functla g(x) este strict monotona atlt la dreapta cit ~i la sttnga
Xo ~i lim Ig (x) I = + co,

!2)"'functiile f ~i g slnt derivabile pe I san I - {xo},
3) g(x) 4: 0 pentru orice x:l= Xu din I,
4) exlsta

atunci

lim l' (x) = A (flnlta san lnfinita),
"''''''0 g' (x)

deoareea

lim ((x) = IimLJ:L = A.
"-lox. g (x) %--1-"'0 g' (x)

DemoD~tmtle. Sii. preaupunem eil g (x) cste strict crescd.toare la stinga lui :ro. Deca
oX.. este nn sir strict erescator convergent catre x.., sirul g (x n) eare de ascmenea strict cres
cater ~ ale limita +00. Data aplieam funetfilur f f}i g formula generals a mediei pe inter
valul (:1:", x-..+ 1 ) , evem

'.(:1:,.+1)..-( (x ..) = f'(~..), X" < ~ < :1:»+1'

y(x..+1)-g(J:..) g'(;")

§i pentru ea J:n -+ :1:0, deoarcee I ~ -- Xo I < i x.. - XoI -+ 0, urmeaza ca ~ -+ ;(0' e.. < :1:0'
deci .

nF".l ~.4,
g' (e..)

lim ('(x) =.1.
X""'''o g' (x)

9unl 9 (x..) fund monoton creseator, nemarginit , putem aplica. lerna lui O. Stolz
[B. cap. T, § 6, al 4] sirurilor f (J:,,) ~l 9 (x,,), de unde deduoem ca daca e.. -+ Xo rezu!ti ei
f (J:..) -+ A; prin urmare,
9 (x ..)

lim f(x) = A,

"'''''''"e 9 (J:)
"<"0deearece sirul XII eate arbitrar.

Acela§i rezultat so obtinn data eonsjderam pe 9 (x) strict moncton Ill. dreapta lui ~.
Cele doua limite fiind egale, rczultii. ta

lim~ = lim f' (x)

"''''''''0 9 (x) """'''. g' (x) ,
daca limita a dOUR extstu. Dacil 4' este 0 extremita.te a intervalului J, de exemplu extremi
tatea sting-a. atunci se ccnstdera numai ~iruri x"' strict descrcsoatoare catre xo'

'Observatii

I) Daca lim f(x) = -1- 00 (sau-oo), obtinem regula lui I'Hospital pentru
"''''''Xo

cazul Z.
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2) Observatiile lecute pentru cazul ~ stnt valabile ~i pentru cazul :

Ezemple

. a~ . a"'lna a"'[n"a
1) hm -= hm -- = ... = lim --- = +00dad a> 1.
_<r;l~ ,"""ootl;J;"-l ~oo u l

1

3) lim ~ = Jim -'- = lim ~1_= + co, daea e > O.
-a+ zo: .....0+ Ilt :l:"-1 _0+ 0::1;'"

3. Cum 0'00

Fie f st g doua functii definite ~i derivabile pe lsau 1- {Xo}, Xo un punct
de acumulare al lui I. Daca

lim/Ix) ~ O. lim Ig(x) I~ +=._lfo _ ..

pentru Iunctia f (x)· g (x) dod x-+xo stntem in cazul nedeterminarll 0.00.
Functia gl(X) = _,__ 0 dod x-+ Xo-

g(:I:)

Daca scriem f (x)· g (x) = ({x) , nedeterminarea este de forma~ *i am
91 (x) 0

ajunsastfella un caz cunoscut. Se cere ca g; (x) = - g' (x) '* 0, deci trebuie
!f (x)

sa avemg' (x) =F 0 pentru XE l-{Xo}, pentru ca sa fim in conditiile teoremei 1
(B. cap. IV, § 6. aI. 1).

Exemple

1) lim x etg x = lim -'- = lim -'- = 1.
_0 _0 tg;r: ",...0 _,_

ooaeX

2) lim x'" In ;,; = lim~ = lim _'_ = lim (_2.;,;") = 0 dadi. IX> o.
...... 0 "'-+0 _1_ "'-+0-«;,;"-1 "'-+0 IX

Z" z2"
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4. Cazul 00 - 00

Fie f ~i g doua Iunctli definite ~i derivabile pc (sall I - {xo}, Xo fiind
un punct de acumulare a1 lui I. Daca

lim fix) ~ +=, lim g(x) ~ - 00.

"'-+"'. Z-+,".

pentru functia !(x) +g (x) cind X-+Xo stntem in cazul nedetermlnarll 00 - 00,

Funcjllle

h (x) = .. '- ---+ a st gl(X) = _1_ -+ 0 ctnd -+ '1:".
t (x) g (x)

Daca scrlem

/ (x) +g (x) ~ _'_ +_1_ ~ (,Ix)+ g, IXl,
flex) !Jl (x) Yl(X)fl (x)

nedetermlnarea este de forma %~i am redus-o astfel 1a cazul infii. Trebuie sa
avem tnsa

(g,(x) /,(x)]' ~ .. f'(x),lx) + ,'Ix)f(xj * °
r(x)g!(x)

pentru XE 1- {xo}, pentru a fi in conditiile teoremei 1.

Exomple

(
' ) u sin x-eOB x u cos ;l:-COS x + x sin x

1);~ -;-c,tg x =",-+"'g XSllZ =",~ sinx+zco8X -=

= lim sin x =~=O.
",-+0 ein e 2

--+1:08:1:,
2) lim (x-c"')=llm lX_~)=limxe-"'-l=-00,

"'-+"" _"" e-'" "'-+00 e-«

decereee lim x e-e = lim ~ = lim ~ = O.
"'-+00 "-+00e" "'-+<>0 t'"

Fie f ~i g dow! Iunctli definite si derivabile pe 1 sau 1- {Xo}, Xo iiind un
punct de acumulare al lui I. Daca

lim fix) ~ 0, lim g(x) ~ 0, f(x» 0, XE I-{",,},
"~"" ",... "'t

pentru Iunctla f(x)a("'l ctnd x-+ Xo stntem in cazul nedeterminarii Cf'. Sascriem
f(x)a("'J = e"(") Inf(,,).
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\

rtuncl

ObservaID ca Iuncjia g(x) In !(x) pentru x--+xo este de forma 0.00, nedeter
minare pe care 0 tratam ca 1a punctul 3. Dad

lim g(x) In f(x) = a, atunci lim !(XYIOl) = e",
-2\1 .........

E3:emple

I) lim (sin ri)Zare eens pentru e > O. Punem-,
y = (sin x)", In y = x In sin e.

cos x

.. Insinx . sinx . [ X1cos;r;j ,
Iim:l: In BIn x=bm --- eelim --=hm --.-- =0,
",-+0 ......0 ~ _I)_~ _0 ,8m 3:

deet
lim (sin z):e = e" = 1.-,

2) lim (a"'-1)'", a> L-,
Punem Y= {a'" -1)'", In y = x In (a'" -1), d.eci

a'" In a

lim In y = lim In (a"'-I) = lim a"'-l = -i. In a-lim ~,
_0 .,....0 1 _0 1 or-+oa"'-l

Insi

lim .r: = lim~ =0; prin urmare lim In y =0
.....oa"-1.......oa"'lna ,"....0

Jim (a"'-l)'" = e" = 1.

-"

5. Cazul 1"'"

Fie f ~i g doua functii definite si derivabiIe pe I sau ! - {xo}, xI} fiind
In punet de acumulare al lui I. Dad

Jim{(x) ~ 1. Jim g(x) ~ + oo,-... -...
oentru functiaf(x)~('" dod x-e- xl} stntem tn cazul nedetermlnarii 100

• Sa scrlem
f(X)~Ig:) = eo("') In }(O'I.

Dbservam ca Iunctia g(x) In {(x) pentru x-Xu este de forma 0.=. nedeter
nlnare pe care 0 tratam ca la punetul 3. Dad

lim g(x) In {(x) ~ a.
-~

lim {(x)O(It) = e.-'.
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Exemple

1) lim (1 + X)ctll"'. Punem y = (1 + x)ctl:"',
HO

Iny = ctgxln(l + x); lim ctg x In (1 + a:)=Iim~ (1 + x) =
",-+0 ......0 tg x

= lim 1 + x = 1, deci lim (1 + xrg
ill = e.

_0 1 "'-+0

cos' Z

2) lim (1 + In (1 + e) + In (1 + 2x) + .. + In (1 + I1x)) '" .
HO

Punem

-'
y = (1 + In (1 + x) + In (1 + 2 c) + ... + In (1 + 11:1:)) "',

lim In y = lim In [1 + In (1 + :1:) + ... + 1n (1 + tlx)]

00-+0 ",-+0 x

3HiI

deer

= lim
.~o

1 2 •--+--+ ... +-
l+x 1+2:r: l+nx

1 +In(1 +x) + ... -s In (1 +l'Ix)

n(n + 1)
--2- ,

7. Cazul 00"

1 ,,(n+l)

lim. [1 +In (1 + x) + ... + In {I + nX)I-;- =e-'-.
HO

Fie f ~i g douli Iunctfi definite ~i derivabile pe I sau l-~xu}, Xo fiind
un punct de aeumulare al lui I.

Dad lim f(x) = + oo, lim g (x) = 0, pentru functia f(X)~I"'} ctnd x-+ Xo-... . _...
stntem in eazul nedeterminarli 00", Sa scriem

Observamca funetiag(x) In f(x) pentru x-txoeste de forma 0.00, nedeter
minare pe care 0 tratam ca la punetul 3. Daca

lim g(x) In f(x) ~ a,
H~

atuncl
lim f(X)"1 0l1 = ft'.
H~
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E xemplu

lim (ctg x)"' pentru a > 0 are sene.-,
Punem y = (ctg xf', In y = a:: In ctg a, deei

1 1--_._-
0,

sin! x ctg x

1..
lim In y = Jim In etg x = lim _--"":C~-"'L'-
..-+0 ..-+0 1 ",,+0

•
deci lim (ctg x)'" = 1.-,

§ 7. REPREZENTAREA GRAFICA A FUNC'l'IILOR

Fiind data 0 Iunctie Y = f (x), XE /, unde / este un interval sau 0 ~~:
~nita sau infinita de intervale, se poate cere sa studiem Iunctia f tntr-un

interval (a, b) c 1 sau pe tot domeniul de delinitie I.
Dad intervalul (a, b) este relativ mic, putem sa tabuHim Iunctia, adica

sa trecem pe doua coloane, respectiv, valorile variabilei independente ~i valorile
functiei. AsHel de tabele s-au facut pentru functil de utilizare curenta. ca: x2,

x3, V~ ~, pentru valori intregi ale lui x. Pentru Iunctllle sin x, cos x, tg x,
x "

etg x sau 19sin x, Ig cos x, 19tg x, Ig etg x, 0< x < 2:., s-au tntocmit tabele
2 ---

eu clnci sau sapte zedmale.
Pe masura ee al te Iuncjii si-au impus necesitatea tn probleme curente

puse de tehnica, fizica etc., s-au facut noi tabele. Functiile eliptice, Iunctiile
Bessel au Iost de asemenea tabulate.

Insa 0 problema noua conduce de obicei la relatii noi, decl la functii noi,
~i cunoasterea comportarii unei Iunctii pe domeniul de deflnitie este 0 necesl
tate ee seJmmm.e...irnediat. Reprezentarea graficii a Iunctiei pe tntreg domeniul
de definijie este mijlocul praetic eel mai potrlvit pentru a cunoaste aceasta
comportare.

Trasarea graficului unei Iunctii y = {(x) necesita parcurgerea mal multor
etape, pe care Ie _elllJ.!Ileram mal jos:

1) stabilirea domeniului de definitie ; intersectia cu axele de eoordonate;
2} ealculul derivatei tnttl : interyaJgle---de. .monctcnje: puncte de extre-

mum relativ;
3) asimptotele;
4) tabelul valorilor stablllte mal sus;
5) graficul.



Reproz;cntarea grafi<:ii a fuoc/iilar

1. Domeniul de definitie

30>

In general ni se cere sa trasam gralicul unei functii elementare y = I(x).
Domeniul de deflnltie, dad nu este specificat, va fi format din multimea punc
telor pentru care operatiile cerute de I au sens. Daca domeniul de definitie eate
format dintr-un interval sau reuniune de intervale, se va cerceta eomportarea
funcjiei la capetele intervalelor. Dad domeniul de definitle este R, se va
calcula lim [(x) si lim {(x).

_+00 "'-+-00

Exemple

1) Domeniul de definitie 1101 funetiei [(x) = In x -1 este (-00, -1) U (1, + 00).
:t+1

2) Dome'niul de delinitie a] Iunetied y~ 10 W --to 9 este (-00,. --;3] U (-1, ::tIl U
:I: -- --

U [3, :too) - {OJ.
----.3) Domeniul de dcfinitie 1101 func-pei sin x + cos x este multlmea (_ 00, + oo}

sin x -cos x

- { kn + f} , k intreg oereeare.

Intersecjllle ell axa Dx se obtin rezolvind ecuatia [(x) = 0; punctul
(0, {(O) daca apartine domeniului de definitie represinta intersectia eu axa Dy.

2. Derivata 1ntH. Intervale de menotonle,

Ponete de extreinum

Reamintim rezultatele obtinute :
I) Dad pe un interval (a, b) derivata {'(x) este strict pozitlva, functia [(x)

este strict crescatoare pe (a, b).
2:) Dad pe un interval (a, b) derivata rex) este strict negativa, Iunctia [(x)

este strict descrescatoare pe (a, b).
Deci pentru a se stabili intervalele de monotonie ale Iunctiei [(x) se gaseste

domeniul in care Iunctia lex) este derlvabila, se calculeaza derivata ('(x), se
gasesc radacinile derivatei. adica ale ecuatlei r (x) = 0, se determine inter
valele pe care derivata rex) pastreaza un semn constant.

Pe un interval in care r (x) > 0, functia este strict crescatoare, Iar pe un
interval in care 1'(x) < 0, functia este strict descrescatoare.

Punctele de extremum dintr-un interval in care f este derlvabila se
gasesc printre punctele in care se anuleaza derivata tntii. Dad tntr-un astfel de
punet xu, in care functia este continua, avem

I(x)-I(x,) <0, x<x"xel,

f(x)-/(xo) <0, x » Xu> XEf.

ao _ c. lOin
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adid la stinga lui Xo functla f(x) este strict crescatoare, prin unnare derivata
este pozitlva, lar la dreapta lui Xu tunctia f(x) este strict descrescatoare, deci
derivata este negatlva, punetul Xu este un punct de maxim.

In mod asemangjor punetul Xu in care Iunctia este.continua este un punct
de minimfdaea .' " '

T"7 "·,,->r /(x)-!(x,) > 0, x < x" XE I,

!(x)-!(x,» o, x>x" x E I,

adici la stinga lui Xu functia f(x) este strict descrescatoare, prin urmare deri
vata este negatlva, iar la dreapta lui Xu Iunctia este strict crescatoare, deci deri
vata este pozitlva,

Daca derivata are acelasi semn de 0 parte ~i de alta a punetului Xu, in
punetu1 Xo nu avem extremum. Tangenta in punctul Xo la grafic este paralela
cu axa Ox, tnsa curba traverseaza tangenta ; avem un puna de inflexiune.

Dace derivate exista pe 0 reuniune de intervale, se va eereeta compor
tarea derivatei Ia capetele intervalelor pentru a se gasi semitangentele la grafic
in punetele respective.

3. Asimptotele

a) A'simptote verticale. Dreapta x= Xu este asimptota verticala a gran
cului Iunctiei f(x) dad eel putin una din limitele laterale ale functlel !(x) in
punctul Xo exlsta ~i este inflnita.

Observatii

I) Din definitie rezulta ca punctul Xu trebuie sa fie puna de acumulare
a1 multimii de delinitie X.

2) Pentru ea dreapta x = Xu sa fie asimptota vertlcala trebuie ea Xo sa
__7fie punct de discontjo!Jjtate at functiei--lW-- Sa!LtuJ;!~~U fie definiHi in

£J!IlcluL<~
Ezemple

1) 0 fractie rationalii. are dreptele z = X,t> unde Xk slnt ra.dacinile reele ale numito
mlui, eslmptote verticale.

. 2) Functia~_s..l_!:.~in:,:): XER~{2kn- + 3;_} , are dreptele x = 2 kn-+!!f aeimptote

vertrceta. -~-

3) Functia tg .:... XE R - {(2k + 1) e }. are dreptele ;l; = (2 k + 1)7t" aalmptote

vertieale. 2 ,! -d 'n- '

b) Asimptote orizontale. Dreapta y = Yo este aslmptota orlzcntala a gra
ficulul functiei f(x) dad

lim f (x) = Yo sau lim f(x) = Yo-
"'....+~ "'.... -<»
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Observatie
Pentru ca gralicul Iunctici I(x) sa alba asimptote verticale trebuie ca

multimea de definttle X sa nu He marginita sau sa nu fie rnarginita superior
sau inferior.

Exempl p

1) Fun-tie ((x) .1'-1 xEU-{-ll. are y=l asimptota crizcntala ~i
x +1

:r: = - 1 3simptotii. vorlicalii. ~ - ~ -I"·

. Vxt + l2) Puuctie f (x)=~' XE R - {-I-l}, are dreapta x = 1 asimptota verticals,

,i dreptcle y = + 1. Y = -1 asimptote nrizontale, deoarece

lim f(x) = + ()G, lim ((x) = - 00,

"'-t1+ ,"-+1-

lim (x) = 1,
"-1>+ 00

lim ((x) =-1-
"'-+- 00

c) Asimptote oblice. Fie rex) 0 functie pentru care multimea de definitle X
este nemarginita sau nurnai nemarginifa inferior sao superior. In aceasta situatle,

101

Fig. 9U

punctele + co st -00 sau numai += ori -(Xl sint puncte de acumulare
ale multimii X.

De fin i tie. Se spune ca dreapta y = mx + n este aslmptota obllca
la ramura +00 a graficului y = f(x) dad

lim [f(x)-mx-n)-O. (I)
"'-+ I ">

Conform figurii 90, avem MN -~ f (x) - mx-n, MP ,= MN <sin IX,

deci ctnd x.-+ + 00, M P -+ 0, deoarece MN -+ 0; prin urrnare, dreapta D



(2)
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este asimptota obllca la ramura +00 a graficului (C) daca distanta unui punet M
depe eurha C, la dreapta D, tinde catre zero ctnd punetul M.,. 00 pe
ramura +00 a graficului.

D e fin i tie. Se spune cli dreapta y = m'x + n' este aslmptota obllca
la ramura -00 a graficului y = f(x) dad

lim [[(x) - m'x - n'] ~ o.
",-+-oo

Ne vom ocupa doar de asimptota oblica la ramura + 00 a graficului
curbei Y = f (x), deoarece pentru cealalta se procedeaza in mod asemanator.

Din (I) rezulta imediat
lim [[ (x) - mx] ~ n-+-sau

lim x[f(X) - m]=n.
"'-++oo x

Pentru ca n sa fie finit este necesar ca

lim (((X) - m) = 0,
",-++oo a:

prin urmare m, daca exista, este dat de

m = lim (x).
",-++00 1£

Ordonata la origine se obtine din (I) .
n ~ lim [[(x)-mx],

",-++oo

unde m este numarul dat de (2).
Reciproc, daca

1) lim .«1£) = m, exista ~i este finlta,
",-++oo 1£

2) lim (f (x) - mx) = n, exista ~i este finite, atunci dreapta y = mx +-+-+n este asimptota la ramura + CXJ a graficului Y = f (x).
Intr-adevar,

lim [[(x) - mx-n] ~ lim [[(x) - mx) - n ~ o.
~+oo ",-+00

Functia f(x) = 1£2+ X + 1 are dreapta Y = x + 1 asimptota
x

Exemplu.

oblicii

lim ((x) = I,
,,-++ 00 a:

lim ((x) = l,
"'-+_.., X

deci m= 1 m'-,----l'
n='1im lX~+'X+l-xj=l; rt'=lim [;l:'+X+l_x]=+l.

"'-+·10<; x "'-+-00 z

Cele doua ramuri la infinit ale curbei au aceeasi aslmptota obllca. Curba
are ~i asimptota vertlcala x = o.
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Tabelul valorilor contine pe trei linii: linia valorilor variabllei, linia
valorilor derivatei, linia valorilor Iunctiei, toate datele obtlnute rnai sus.

Exemple

1) Sa S~ studtese variatia ~i sli.S6 represlnte grafic pe tot dcmeniul de definitie functia

y=}n (l+Cos~).

a) Domeniul de definitle este : R - {(2 k + 1) xl, k = intreg. Pentru z = 2 kx,

r = In 2 ~ y = 0 pentru cos x = 0, amea x = kx + ~. Funcda In (1 + cos e} este _p'erio~2 . --
,diei., avind pertoede 2re. 0 putem studia in intervalul [Q, 2n:J §i pe urma 0 prelungim pe
toata. exa,

b) Derivata y' = - sin z se anuleaza in pnnetele x = kn ,
l+eosz

La stinga punctului z = 0 (sau 2 1>71-), derivate este pozitiva, §i Ill. dreapta negativi,
deei In punctul z = 0 (~ 2xk) gratieul are un maxim Intervalele (1m, (k + 1) x) sint inter
vale de monctonte. Toate punctele Xk = 21m sint punete de maxim.

c) Dreptele z = (2 k + 1):n; sint esimptcte verticale, decareee

lim In (1 + cos x) = - 00.
_(2k+l)"

Il) Tabelul :do varia tie pentru [0, 2,,]:

I 0 • ,.
2.• •2 a

~I
0

~J + + + ++ + + +
In,

" 0 -s -00 " 0 " Ill'

Il) Grantul este dat in figura 91.

y

\
Fig. !II



arc

o funetie f (x) definitii. pe R se nurnegte Iunctie periodioa eu perioada co daea f (x) =
= (:1:+(0») pimtru onee xE R. Din definitie lCzulti ea avem ~i f (x) = f(x+n w), pentm orioe
z eB ti n Intreg,

Fnnctille periodice se studiaza numa i in intervalul format de 0 perioada [0, w1 ~i ee
prelungese apoi pe tuata axe,

2) Sa se sfudiese vaziefie, §i ti sa reprezinta grafic functia y = Vx'" 5 Xl + 4

a) Demeniul de definitie esta (-00, -21 U [-1. +1] U [2. +(0) - {O} ~1 se obtfne
punbtd conditia ~..."..ow + 4>0, y = U pentru :l:) = -2':li! = -1, Xs = + 1, x~ = + 2;
pnnctul x = 0 nn aparfine domeniului de definitie, deci curba nu taie axa Oy.

b) Derivata y' == a;4- 4 ,y' = 0 pentru x~ = - V2, x~ =Y2. eare nu
z2y:? 5xl+4

apartin domeninlui de defiuitie.
c) Funcp& are aaimptota vertleefa x = 0 §i aslmptota oblica '!I = x. atit la Tamura t Ol;l

cit §i 1a ramura -00 a cnrbei,
d) 'I'abelul de variatie este

+ + IIIII/IIII!

o '>I-col +00':>\0 0

1- - -1- - -1111/11111111 +++++++

2-1 0 ~

o

-2• 1-00

Y 1-00 "

Y' 1+ + + +

Fig- 92

Avem y' (-2-0) = + 00, y' (-1 + 0) =-00, y' (1-0)=-00, y' (2 +0)= + 00.
e) Graficul uu are maxima san miulme (fig. 92).

5. R~olvarea graticA a eeualiilor

Ecuatia f(x) = 0 se poate scrie tntr-o infinitate de modurisub forma
fl{X)-f'l(x) = O. Daca alegem una din forme *i reprezentam gralic curbele
y = ft{x) si y = f'l,(x) pe un acelasi slstem de reterlnta, punetele de intersecjie
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(I)

ale gralicelor celor doua curbe sint radacinile ecuatlel f(x) = O. Intr-adevar
in acele punete avem !](x) = !2(X), deci fl(X)-f2(X) = O. Cu aceasta metod~
se objine user atit numarul de radaclni reale ale unei ecuatli cit ~i intervalele
tn care se gasesc,

s

Fig. 93

Ezempltl

Ecuatia Bin z = In z are 0 aingura ridii.einit Xv reaIit. Conform figurii 93, rii.t\ii.eina z~

elite pozitivi §i Be ana in intervalul (2, e).

§8. FORMUI,A LUI TAYLOR

1. Formula lui Taylor. Formula lui Mae--Laurin

Fie Iunctia f(x), definita pe intervalu! tnchis [a, bJ, care tndepllneste ur
matoarele conditii :

I) functia f(x) ~i toate derLvatele ei ptna la ordinul tl..sint continue pe [a, bl;
2) derivata de ordinul n + I exista in flecare punet al interva!ului deschis

(a, b).
Sa conslderam numarul A definit de egalitateal

'f(b) ~f(a) + '-a {'(a) + ('-eli' f"(aj + .., +
11 21

+('-;;;)' f"'(a) + (b-a)' ·A,

unde peste un Intreg pozitiv -s; n + I, precum st Iuncjia F data de

F (x) ~ f (x) + •- Z {'(x) + ('- z~ f" (x) + .,. +
11 21

+ ('-z)' f'"' (x) +W"-x)',A.
nl '
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a < ~ «».

Puncjia Fare urmatoarele proprietatl :
1)'F(x) 'este continua pe intervalul tnchis [a, b];

"2) F(i) este derivabila pe intervalul deschis (a, b)t
3) F (b) ~ F (a).
Deoarece lex) Impreuna Cll derivatele sale pina la ordinul n sint continue

pe intervalul tnchis (a, b], Iunctia F (x) este derivabila in intervalul (a, b),
Intructt toate Iunctiile care 0 compun slnt derivabile in (a, b). .

Avem F (b)~ F (a)~ 1(b) daca jinem seama de relatia (I), care deli
neste numarul A.

Functla F (x) tndeplineste in intervalul tnchis [a, b] toate conditiile teo
remei lui Rolle. Prin urmare, exista un punet ~ e (a, b), a < ~ < b in care
derivata P' (x) se anuleaza.

Sa calculam derivata F' (x~:

F' (x) ~ f'(x) -I' (x) + ,-x I" (x) - b-x I"(x) + ('-xl" f"'(x)-
11 11 21

__ ~b ---: :t)! /,,,{x),+ .... + (b - X)"-1 f!") (x) _ (b- ;,;)"-1; f(fI) (x) +
21 (n-I)I (n-l)t

+ (b-: ~)" 1<,,+1) (x) - p (b.- X)JI-l. At

deci

, (b-x)"F (x) ~ -- . p"+u (x) - P(b - x)'-·· A.
,I .

Pentru x =;, aceasta derivate se anuleaza

o~ (' -})"p"+u «) _. p (b- ~)'-" A,

relajie din care scoatem pe A

A (b - ~,)"-JlH /(Hl) (;),

p·nl

pe care dad 0 introducem in (I) obtinem formula lui Taylor

f(b)~I(a)+ ,-, I'(a)+('-')" /,,(a) + ... + ('-')" I'"' (a) +
11 . 21 n l

I

I

+ (b_f;)"+l- Jl(b_a)JI f<"+I)(~).

p·»1

unde ~ este un numar cuprins ,tntre a ~i b, a < ~ < b. .Termenul R,.

R,. (/:I - ~)"+l-Jl(b - a)JI /1'Hl) (!;)
p·nl

(2) l
,\
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se uumeste restul de ordinul n at formulei lui Taylor sau restul lui
Schlomllch-Roche.

Pentru p = J obtinem restul lui Cauduj ;

R.. (b~ f,~"l (b~ a) {(.HI) (~),

iar pentru p = n + I obtinem restullui Lagrange:

R = (b_a)"+I fl,,+Il (~).
n (n + I)!

CU ajutorul restului lui Lagrange, formula lui Taylor se scrie

+(b~a)"+I !(,,+11 (~) a < ~ <b.
(n +1)1 '

Dad inlocuim pe b cu x, pentru orice XE [a, b] avem

I(x) ~ I (a) + x-, {'(a) + ... + ('-'J' I'" (a) +
l! 'III

+ Sx~a)~~ fl,,+1) (a+(x- a)el,
(n + 1)1

unde de asta data () este un numar cuprins tntre 0 ~i I, 0 < B < L In fine,
dad tnlocuim p~ b cu x + a, avem de asemenea

I(x + a) ~ I(a) +~ I'(a) + x'I" (a) + ... + x· I'" (a) +
11 21 ,il

+~ r'+ll (a + ex)
(n + 1)1 '

(3)

,
!

cuO<6<1.

Observatii
I) In formula restului (2) ; depinde de a, b, n ~i p, decl in cele trei

forme ale restulul : Sch16mlich, Cauchy sau Lagrange, ; nu este acelasi.
2) Dad tn formula lui Taylor facem n = 0, obtinem formula crestertlor

finite a lui Lagrange:

I(b)-I(a) ~ (b-a) I' (a + e(b-a»), 0 < e< 1.

3) Dad. neglijiim restul R", obtlnem

I(x) "" l(aJ + x- , I' (aJ + ... + (x - 'J' I'" (a),
11 nl
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adicaJormul<a lui Taylor permite sa aproximam in intervalul [a, b] Iunctia [(x)
cu un polinom de gradul n. Eroarea facuta prin aceasta aproximare este
data de maximul lui I R" (x) 1in [a, b].

Daca in formula lui Taylor (3) facem a = 0, obtinem formula lui
Mcu::-Laurin;

f(x) ~ frO) +~f' (0) + ...+~ f'"' (0) + R".
11 nl

cu restul R" dat de

R = X-+
1
(1- 6)"-Jl+I fl"+I) (6 x) (Schldmlicb)

II pnl

R = x"+1
(1 - 6)" {In+1) (6 x) (Cauchy)

" n l

R =~ 11" + 11 (6 x) (Lagrange)
.. (n + 1)1

cu 0 < 6 < 1; 6 depinde de n ~i p ~i x.

Exemple

1) Pentru funet¥to (x) = a"',a > 0, x E R, fIn) (x) = a"'ln a, fi") (0) = In a, formula lui
Mal}oLa.urin en restul lui Lagrange ae eerie

a",=I+~ In e } ~In2a+ ... +~ln"a+~lnll+la.all<o",
11 21 nl (n + 1)'

Pantru a = e.

= (-1)"-1 (n-l) l a", avem fi..l (0) = (-1)..-1 (tI-l)I(~)".
~z+~ b

• x:r;'J x" X"+1
~ =1+-+~+_ .. +-+---....

11 21 til (11 + 1)1

2) Pentru fnnepa f (x) = In (ax + b), X> _.!.., b > 0, fin) (x) =
a

decl

In (ax + b) = In

iar dacia=l, b=l,

x a "'(a)' "'(a)"b+~·~-~ _ + ... +(_1)..-1_ ~ +
1 b 2 b e l b

i
I

I
J

In (1 +z) =.....:..c _ ~ +... +(_1)"-1~ +(-1)" Z..+1 1
1 2 t1 t1 + 1 (6x + 1)"+1
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2. Rada(~~ile multiple ale unci eeuatii algebrice
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Ne propunem sa gasim conditiile necesare si suficicnte pentru ca ecuatia

p"(x)~o,

unde P ..(x) este un polinom de gradul n, sa admita riidaclna x =-' a multtpla
de ordinul m, adica sa avem identitatea

p. (x) == (x-a)'" Q(x), (1)

unde Q(a) =:f O. Formula lui Taylor pentru polinomul p .. (x) ne da

P, (x) ~ p. (a) + x-, P;(a) + ,.. +-,=-=_.)". P~"' (a). (2)
11 n I

unde IX..") (x) este 0 constants, deci R" == O.
Pentru ca p ..(x) sa se scrie sub forma (1), adica x = a sa fie rMacina

multiple de ordinul m, este necesar :;;i suficient ca

P.(a)~O. P;(a)~O, ... ,p,·-" ~O, p,m'(a)opO.

lntr-adevar, dad aceste condltil slot satisfacute, in descompunerea
in factori a lui p..(x) apare termenul x-a la puterea m, ~i nu la 0 putere
mai mare sail mai midi.

E e emp t e

1) Si gii.sim eonditia p6 eare trebuie s-o judeplineasca p ,i q aatfel ell. eeuatia. de
gradul at treilee,

x3+px+q=O

sa albit 0 ridieinli. dublii. Eeuatia derivate 3a:'- +p = 0 are radicinile x = ± V- t; rada..

elne dubli nu poate Ii deei.t reala, deei p < () ; inloeuind in ecuatie

obtlnem eoudidile

eehivalente en

adid. discriminantul trebuie sit fie nul.
2) Sa ee resolve eeuatia ti» = 4 x-+ 5 Xl - 7 x + 2 = 0, §tiind eli. Me ritdAcini

multiple.
Trebuie gisit eel mai mare divizor eomun al lin f (x) ~i aJ derivatei f' (x) = 16 xB +

+ !Ox - 7. Avem

4 (4:.:1 + 5 ~ - 7 i + 2) == (16 xli + 10 x - 7).:l: + lOa:'- - 21x + 8.
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Re6tullmpi.I~i lui 16:1;3 + 10 x- 7 en 10 rr!'- 21 x:+ 8 eate 2 x-1, care imparte
exaet pe 10~ - 21 x + 8, deei eel mai mare divizor comun dutat este 2 x -1 ~i rsdactne

x = 2:.. este dubla. tmpartind pe f(x) en 4, z2 - 4 x + 1, cbtinem
2

[(x)=(4x2-4x -I- 1) (z2 + e + 2).

Celel alte riLdiicini etne

3. Convexitatea!;ii eoneavitatea unei curbe.

Puncte de inflexiune

Fie f: 1-+ R 0 Iunctie derivabila pe un interval I ~i a < b dow! puncte
din.J. Am aratat cs daca derivata f'(x), XE [a,b] este strict pozitiva pe [a,b]

(U,OJ

y

B

Fig. 94 Fig. 95

8

Fig. 96

(3,OJ

s

(0,01

atunci f (x) este strict crescatoare pe [a, b] ~i daca {'(x) este strict negative
pe [a,b] atunci f (x) este strict descrescatoare pe [a,b]. Insa tntre punetele a, b
Iunctia poate sa creasca in
diverse moduri. In figura 94 se
vede ca graficul Iunctiei ((x) tn
intervalul [a,b] famine sub tan
genta in Hecate punet XE [a,b].
Spunem ca in intervalul [a, b1
graflcul este 0 curba conoexa.
In figura 95 grafieul Iunctiel
f (x) tn [a, b) ramine dea
supra tangentei in fieeare punet
XE [a, b]. Spunem ca in inter
valul [a, b) graflcul este o curba
concavii. In fine, in figura 96,
la sttnga punetului Xo, funcjia
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este convexa, iar la dreapta punctului xo, functia este concava. Punctut Xo se
numeste punet de inflexiune. Intr-un punet de inflexiune, tangenta traver
seaza eurba.

Vom anita ca derivatele de ordin superior oe dau indicatii precise in ce
caz ne situam.

Sa consideram functia f, derivabila de n + 1 ori tntr-un interval I, :}i
a un punet interior intervalului T.
Vom studia mai tntii comporta- 9
rea functiel f in vecinatatea punc-
tului a. Ecuatia tangentei in punc- 8
tul a la grafic este

y - I(a) ~ (x-a)f'(a). 0"

Prin urmare, daca curba famine C
deasupra tangentei in vecinatatea

C"punetului a, urmeazaca pentru h,
suflcient de mic, pozitiv sau ne-
gativ, diferenta

C' 8'
E ~ I (a + h)-I(a)-hf'(a), x

(x ~ a+h), (I) (,·h,OI ("OJ (,'h,OI

care reprezina segmentul BB"
sau CC", dupa cum h este pozitiv
sau negativ, este strict pozitiva Fig. 97
(fig. 97).

Formula lui Taylor pentru Iunctia f(x), cu x -= a + h, este

h h" h"+lI (a + h) ~ I (a) +-/'{a) + ... +~I'"'(a) + ... - I'"'" «),
II nl (n+l)1

deci dlferenta (1) este data de

h" h3 h" hn+1

E ~ ~I" (a) +-1'" (a) + ... +-1'"' (a) +--I'"+>' «).
2! 31 nl (»+1)1

Sii presupunem acum ca in punctul a avem

/" (a) ~ 0, /'" (a) ~ 0, ... ,I"'" (a) .- 0, I''''(a) =P 0, (2)

astfel tnctt E rarnlne

E ~ s:[I'"' (a) + _h 1'"+" m].
n! n -1- 1

I~~~rante'za, pentru h suficient de mic, semnul este hotartt de flnl (a) 4: 0,
care nu depinde de h, fiind 0 constanta ; prin urmare, pentru ca dilerenta E
sa pastreze un semn constant, pentru h pozitiv sari negativ (suficient de mic),
trebuie ca h" sa pastreze un semn constant, deci n trebuie sa fie par. In con
secinta :

- dad f(nl(a) > O. n = 2m, E > 0, deci in vecinatatea punctulul a curba
esie concavii;
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~ daoa fin) (a) < 0, n -= 2m, E < 0, deci in vecinatatea punctulul a
curba este convexii

Sa presupunem acum ca n = 2m -t- 1, deci impar; semnul diferentei E
depinde "de h, si anume:

- dad [I") (a) > 0, n = 2 m + 1: E > 0 pentru h:» 0 ~i E < 0
pentru h< 0; curba este concave 1a dreapta punctului a ~i convexa Ia stinga
pune tului a;

- daca f1nl(a) < 0, n = 2m + 1 : E < 0 pentru h:» 0 ~i E> a pentru
h< 0; eurba este convexa la dreapta punetului a si concave la sttnga punetului Q.

Deci ;;i tntr-un caz -,?i in celalalt curba schimba de concavitate in vecina
tatea lui a; punctul a este un punct de inflexiune.

Observatii

1) Conditiile

f" (a) ~ 0, l'" (a) 0_ 0, ... .r: (a) cc °
nu pot avea loc in toate punetele intervalului de definitie a! Iunctici !(x) fara
ca t(x) sa se reduce 1a functia liniara Ax + B; prin urmare, pentru orice alta
Iunctie in aiara de cea liniara avem l" (x) .z; O. Putem enunta urmatoarea

Teo rem a. Fie f 0 functie deftnita ~i derlvabtla de doua ori pe un
interval J.

1) Daca derivate l" este pozitiva pe I, functla f este concava pe 1.
2) Dad derivata f" este negatlva pe I. funcpa f este convexa pe I.
3) Dacii intr-un punct Xo interior lui A r(xo) =. O, r'(xol =1= O. punetul Xu

este un punet de inflexiune..

Exemple

1) Fun~tia ((x) = sin x, xER, arc derivata a doua (" (xJ =- sin x pozitiva in inter
valele [(2 k-l) 1'1", 21mJ §i negativa in intervalele [2 kTI", (2k+l) 1'1"}; prin urmare-fn intervalele
((2 k -.1) n-, 2 hi functia sin x este concava ~i in intervalele [21m, (2 k + 1) n-1 eete
convexa. Punetele in care f" ee anuleaaa slnt e = kn-; derivata a treia f'" (x) = cos:z: nu
se anuleazi pentru x = 1m, dcci x = 1m slnt puncte de inflexiune.

2) Funetia (x) = tl! x, x E (- 2:-,2:-) , lire derivate a doua f" (z] = 2 Ri,:!:_..~ nega-
2 .a cosax

tivaiuintervalul (-%,o) §i pozitiva in intervalu! {o, %l; prin urmere, in primul

interval functia tg z este couvexli.~i in intervalul (0, ~) eoncava. Punctul x =1) este un punet

de inflexiune, deoarece derivata a treia nu se anuleaza in aeest punct. .

4. Conditiile ne(:e~_al'e !}i sutlclenre de extremum

Stirn Ca punctele de extremum ale unei Iunctil se gasesc prlntre punctele
care anuleaza derivate tnttt. Conditille necesare ~i suftclente de extremum se
obtin cu ajutorul derivatelor de ordin superior.
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Teo rem a. Fie t 0 functie derivabiUi de n + I ori, n > 2 tntr-un punct
a E I, astfel tnctt

('(a) ~ 0, t"(a) ~ 0, ... , t,,-v (a)~ 0, t'"'(a) =F 0..

I) Dad,! = 2m,~ fl~1 (a) < Q. atunci a este punct de maxim.
2) Daca n = 2m ~i r: (a)> O. atuncl. a este punct de minim.
3) Dad n = 2m + 1 ~i a este un 'punet interior intervalului I, atunci

a nu este punct de extremum pentru functia f. Punctul a este un punct de
Inllexiune,

Dernonstratie. Folosind formula lui Taylor ~i [inlnd seama de conditiile
din enunt, avem

deci, pentru ca sa existe 0 vecinatate Va lui a astfel inctt dlferenta f (x)-f(a)
sa pastreze un semn constant pentru XE Vn I, trebuie ca n sa fie par, deoa
rece, pentru x suflcient de aproape de a, fi"l(a) 4= 0 ~i paranteza are sernnul
lui f{"J (a). Prln urmare, daca:

I) n ~ 2m si t" (a»O.

punetul a este un punet de minim;

2) n ~ 2m ,i t'"' (a) <0,

punetul a este un punet de maxim;

3) n = 2m + 1 *i 112.,; + 1) (a):::/= 0,

dilerenta I(x)-f(a) schimba de semn dupa cum x se gaseste Ja dreapta lui a
sau 1a stinga lui a. Punetu! a este punet de inflexiune. Tangenta la curba in
punetul x = a este paralela cu axa Ox st traverseaza curba. Teorema este
demonstrate.

Exemp/e

1) SA ee atudieze Vll-riatia ~i sa se rapreaiute grafic Iunctia, y = e -""; sa ae gaseesca iP
puncteJe de inflexiune.

Domeniul de existentli. este (--=, +=). Funetia este tot tirnpul l'ozitivii, e simetriei
lata de axa Oy ~i are asimptcta x = u ;

y' = __ 2 xe-"", y' = lI,. J." = 0; y" = (.Ix' -2) r-"", y"=.O. x = ± r.~.. ' 2

In intervalul (_ Y; ,Vf) estc eonvexa : in daTa aeestui interval e eoncava,
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Tabelul.de variaFe eontfne incli 0 lillie, a semnului §i valorilor derivatei a dona.

Gnfieul estll dat tn figura 98.

1

V2
o 1+-

V2-
+00

y' + + + + + 0

y"

.y

+ + + 0 -------- 0 + + +
1

~I\
1

00 ~ V, ~ " V, -s

s
(0,11

0/
• X

.VI Yl
2 2

Fig. ss

(4-x)R

R+VI(,,~+ (4

Suma celo(doua volume 0 notlim Y (x)

V (x) = ~ ",x (4- X)2+
16

+~",(4-x)"=...!-r.(4-.J:)·(4+ 7x)
128 12fl.

RR

Fig. 99

4_1--
2

Gurba se numeste "curba erornor« san "clopotnl lui Gauss" ~i se tntttneste in teoria
distributiei erorilor.

2) Intr-un con circular dropt ell raza bazei de 3 ill §i iniiltimea de 4 ill se inserie un
cilindru de Inaltime :1:, iar In conul ramas,
care are ell. baza baza supenoera a cilindru
lui se Inacrie 0 sfcrii. (fig. 99).

Sa se gaseascii. inaltimea z pentru care
suma volumelor cilindrului §i sterei este ma
ximiL

Raza R a cilindrulni §i laza." a alerei

sintR= 2.(4-:1:)
4



1. Metoda tangentelor san metoda lni Newton

§ 9. APROXIMAREA RADACINILOR IRAfIONALE
ALE UNEI EOUAfII

o ~ f(o +h) ~ f (o)+l!...f' (0) +!!:r (0) + ...
_' ->I " ': _ 1[21

o ~ f(b - k) ~ f (b) - l!... f' (b) +!:'- f"(b) - ...
11 21

(I)

321

V'(Z)=~l'l"(4_Z)[_8_14z+28_7xl=O, :r!=4, :r:"=~m 21

V"(x) =~l'l"(-20+ 21 x-84 + 21:r:) = ~(42 :1:-104).
128 128

Pentru x = .!Q., avem un maxim, deoarece V" (~) < O.
21 21

Metoda tangentelor consta in a neglija puterile h"', m> 2 ~i a determina
in prima aproximafte pe h sau k din relajllle

flo) + h,f' (0)~ 0
f(b) - k,f' (b) ~ 0

Fie [(x) = 0 0 ecuatle pentru care stim di in intervalul (a. b) are 0 rada
cma reala Xu. Putem mlcscra intervalul (a. b) astlel Inclt in acest interval
derivata a doua sa pastreze un semn constant. Vom avea urmatoarele patru
posibilitaji (fig. 100):

Daca notam Xo = a + h = b-k (b > a), dupe formula lui Taylor
avem :

3) SAae giseasei valorile maxime san minime ale Iunctiel y =:1:" e~

y'= z"-1(n+z)~, y"=z,,-z [n(n-l)+2nz+z~1~

Y("}=nl~(1+0;. :1 +0;· ~ + ..+0:· :~}.

'Pentru z = 0, y(") > 0; deei pentrn n par avem un minim, iar pentru n lmper ua
punct; de inflexiune.

Pentrn z = - n, y" = (- n)"-1 e-"; daci n este par avem un maxim, iar daci
" este impar, un minim.

_______"Aproximarea rii.dacinilor iro#onale ale lUUli eCUlifii

Avem, asadar,
h= __U!L,

1 f' (II)

:21-~.111l1



... Derivate $i diferllntiale

Numerele, a +~, b-~ au urmatoarea semnificatie geometrlca. Tangenta in
punclul (a, f(a) J la curba y ~ f (x) are ecuatia

y-f(a) ~ f' (aUx-a),

9

A
I)

9

A

9

B

I)

A

c) d)

Fig. 100

lar punctui" de intersectie al tangentei cu axa Ox are abscise

x,~ -~+a~a+h".
t' (G)

Tot astfel, tangenta tn punctul [b, f(b)] Ia curba y = f(x) 'are ecuatla

y-f (b)~ f' (b) (x-b)

'\.1 ·.),1.... ·.r
J

- }., \.



x ~b- .1JbL~b-k,.
a l' (a)

Deci in metoda tangentei se aproximeaza radiicina .:to ell abscisa punetu1ui de
intersecjie al tangentei in A sau Bell axa Ox {curba se tnlccuieste cu tangenta).

Din figura 100 se vede Insa ca nu putem alege la tntlmplare punetul A
sao B. In cazurile a ~i c, tangenta tn punctul A da rezultat favorabil, iar in
punctul B nu, pe dod tn cazurlle b ~i d, tangenta in punctul B taie axa Ox
tntr-un punet de abscisa Xx. care se apropie de radaeina Xo• pe clod tangents
tn punctul A nu.

Pentru ca a +h sa fie-mel aproape dedi a de punetul .%0. trebuie ca sirul

a. a+h,. x,~a+h

sa fie crescator. Tot asUel, pentru ca b - k,.sa fie mai aproape de Xo dectt
punctul b, trebuie ca sirul

X, ~ b-k. b-k,. b,
sa fie crescatcr. Acesteconditil se mai pot serie

h,(h-h,) > 0

k,. (k-k,.l> O.

deoarece dilerenta dintre termenul at doilea ~i primul trebuie sa alba acelasi
semn ca dlferenta dintre al treilea ~i al doilea. Cum putem serie

l(a+h)~O~I(a)+~f'(a)+ :' !"(,). a<,<a+h

I(b - k) ~O ~I (b) -kf' (b)+ ~n,')' b - k < " <b,
h-h

1
= ~:. r (;)

2 f' (a)

k-k,. ~ -~. (,,("J.
2 ('(')

I

I
f

I

I
I

Aproximar"a riIdddllil"r irationale ole 11M ec..l1,ii

sl punetul de intersecjle al tangentei ell axa Ox are abscise

328

~•.

urmeeza ca
h,(h-' )~ ~.f (oW (,)

'OJ. 2 f'I (a)

k,.(k-h) ~ _ ~.f(')f""').
"'1 2 t' (b)

Prin urmare, metoda tangentei apllcata in punctul A (a < b) ne apropie de
punctul Xu (prin lipsa) daca f(a) ~i I" (~) au acelasi semn.

Deoarece f (a) • f (b) < 0, urmeaza ca. Elaca aceasta condijie nu este
tndeplinita in punetul A, atunci este sigur tndeplinita in punetul B ~ aplicam
metoda tangentei tn punetul B.



·..
2. Metoda coardelor

Ikrivate $i dijererlliale

Metoda consta tn a aproxima curba Y = f (x) ell coarda care uneste pune
.tele A. B. Dreapta AB are ecuatla

y-f (a)~ I (')-1(') (x-a).,-,
iar lntersecjia ell Ox ne dii punetul de abscisa XII

(1I-a) ((a)
Xi = a - feb) f(a) Ii!:

Se observe din Iigura 100 di tn toate cazurile metoda coardelor este
complementara metodei tangentelor, ~i anume dad una ne da 0 valoare aproxi
mativa ~ prin lipsa [sau exces) cealalta ue. da: valoarea Xli prin exces (sau
lipsa).

Ea:emplu

Sit se aile ridaeina reali a eeuajiei

f (:1:) = :&-3.:1: + in a; = 0,

ell doni eectmete exeete. Derivata lui f (z) este

('(x) = 2z-3 +.!..
e

,i sa anuleazii. peutm ~ = 2:.. ¥ %2 = 1. ~inil lui Rolle
2

1(0+0) I(~) 1(1) 1(+00)

+

ae epune eli. couataa are 0 sin!!llri riditeinii. rea.lJi. 1;. ~i euume 1; > 1. Avem f (2) =
= -2 + In 2<0, f (3) = In 3>0: dee! ridicina elite cuprinsa intra 2 ~i 3. In Beast interval,
derivate a doua

f"(x) = 2-...!:..-= 2:r
i_1

>0'/

"' 2

este l'0zitiva, deei metoda lui Newton aplicatii. In punctul (3, f (3) = 1,10) ne apropie de
ridiiemi.

Folosim atlt metoda ta.ngentei cit ~ cea a coardei:

kt= (3) ~ 1,10 c.: 0,3
r (3) 3,33

.. ~ 1(')
((3)-({2)

1,31 ee 0,6•
1,10-1,31



_______ Aproximarea riidiicillilar ira/ional" ale Ullei ecualii

Radaeina ~ se gase§te tntre 2,6 ~i 2,7. Mai aplieim 0 datil. cele doui metode

325

2,63 ~i 2,64,

f (2,6) = - 0,08,

hi = 0,1 x 0,08 =0,03,
0,26

Radacina 1; ee ~iLse~te intre

f (2,7) = 0,18

k = 0,18 = 0,06
I 28

, /'

r (i;) ~ I,

deci 2,63 este ritdaeina cautata, ell dona zecimalc exaete (prin lipea),

3. Metoda aproximatillor sueeesive san metoda iteratiei

Fie f (x) - x = 0 0 ecuajle ell Iunctla f continua ~i derlvabila tntr-un
interval (a, b). Ecuatla x = f (x) are 0 singura radacina in (a, b) dad
If' (x) 1<; k < 1 pentru orice XE (a, b), iar f (a) . feb) < O. Intr-adevar, nu

poate avea doua radaclnl Xo ;;i X:t, deoarece din

x, ~ / (x,), x, ~ / (x,)
avem

x, - x, ~ / (x,) - f(x,) ~ (x, - x,) f' «), I; E (x" x,).

rosa egalitatea nu poate sa alba loe pentru Xi. =F Xo> pentru cil simplifictnd ell
X1-xo ajungem la

ceea ce este contrar ipotezel.
a) Ne propunem sa ddm un procedeu de calcui al ri1diicinii. Fie Xo un ptmct

oarecare situat tntre a ~i b, a < Xo < b, ~i sa consideram sirul urmator

x, ~ /(x,)

x,~/(xJ

A arata ca acest sir are 0 limita A lose amna a arata ca seria

X, + (x,-x,) + (x,-x,) + ." + (x. -x._,) + ... (I)
este convergenta, deoarece suma partlala de ordinul n + I, 8'0+1 este

8..+1 = xo+ (x1-xo) + ... + (x..-x._J = x..
Sa observam ca putem scrie folosind for mula cresterilor finite

x,- X, ~ / (x,)-/(x,) ~ (x, - x,)/' «,)
X,-x, ~ / (x,)-/(x,) ~ (x,-x,) /' «,) (2)



." D"riwle $i diferpntiale

Daci toti termenii sirului (x.) se gasesc in intervalul (a, b), atunci

1x,-x,1 ~ 1x,-x,I' II'(!;J 1< Ix,-x, I·k
Ix,-x,I~ 1x,-x,I· 11'(1;,) I < Ix,-x,1 ·k' (3)

si, deoarece k < I, urmeaza di seria (1) este absolut convergenta: dad). este
surna seriei (1)

limx.. =i.. ....~
(XII) se gasesc tn

Avem

deci

Sa arata.m acurn ca. tntr-adevar tott termenii sirului
lntervalul (a, b). Sa luam pe Xo E (a, b), astfel tncit

X, ~ I(x,) E (a, b).

~-x, ~ I (~)-f(x,) ~ (~-xQ)1' (I;,). a < i;, <b.

1~-x,1 < I ~-x,I·k< I~-x"

de node rezulti eli punctul ~ este mai aproape dectt Xo de radacina ).. Sa pre
supunem acest lapt adevarat ptna la n~ I, ded

I ~-x._, I < I~-x., 1< ... < I A -x, I·
Avem

~-x" ~ I (~)-I(x.-J ~ (~-x._J f'(f",-J
si pentru ca x._ 1 se gaseste tn intervalul (a. b),- ;"-1 E (a, b), deci
I I'(f",-J 11< k < I, atuncl

I ~-x" I < I ~-x._, I . k <I A-X._,1.

Prin )rmare. tott termenii sirului (x ..) se gasesc in intervalul (a, b).
b) Sa arliilJm cit numiirul A, suma seriei(1). este riidiicina cdutatd.

Ietr-adevar avem
x. ~ I (x._J

¥. cum I(x) este continua.turmeaz a ca

lim x" ~ A ~ lim I (x._,) ~ I (A).
......... ..-too

~ solutia gasita verlfica ecuatia. Valoarea aproximaiivii. x.. calculate pe aceasta
cale este cu attt mai buna cu cit n este mai mare; metoda prezentata se numeste
metoda aproxifTUlliiwr succesiue s au metoda iterauei.

c) Evaluarea erorii. Restul serlei

x" + (x,-x,) + 00. + (x. -x,,-,) + .-.
este



Aproximarea riidticillilor ira#ona1e ale unei ecualii '27

~, cum

urmeaza ca

Ra+l < I x.+l-x.l· (I + k +kS + ... ) = IX"+l-x.l· ,_
1-'

0,249024 < ). < 0,2490386
deei

k"
IR•.,I < 1-' '1.<,-x"I.

care ne da 0 majoranta a erorli comise daca tn loc de radacina A luam pe x•.

f(z) 5 .!c (1- z'l,•x= 2:. (l-zI'),•

Ezenlplu

Eeuatia. sin' I' + 4 Bin tI -1 = 0 are 0 eineura ridieini, euprinsj, lntre °~i i .Sl.

se calculese valoerea lui tI cu aproximntie de 0 eeeunda do arc.
Punem sin u=z, ]/'(z'=zf.+4z-1; F(O)=-l, F(1)=4. deci F(z)=O

are eel pu~in 0 radacina reali cupriaag intre °~i 1. F' {e) = 4xl + 4 este strict pozitivi
pentru zE(O,l). deci F(z) = 0 are 0 lIingura radaeinli. rcalli. in intervalul (0,1). Peutru
aproximerea radaeinii vom folosi metoda aprnxima.tiilor suceeaive.

Eeuapa 0 seriem Bub forma

~ = ..:. (1 _ 2..) = 0,249024. .'
Derivatil. flind negativ&, urmeazi'r. eli.

0,249024 -cx< 0,25,

dati am gisit po ). "'" 0,249 en trei zecimale exeete. In eontlnuare,

1
Zs - f(z,) ... "4(1- 0.249024·) = 0,2490386,

f' (x) = - Zl <0 pentru z E (0, 1); If' (z) I < 1 pentru z E (0,1).

Lllim pentru :lit valoarea 2:., deearece curbele y = 2.. zf. ~i y = ..:. - Z 116 taie tncr-un• ••1
punet en abseisa apropia.ti de leo = 4" ' dopa cum se poate verifica gratie. Avem

sau

Ob e e r v a t t e

Din egalitatlle (I) urmeaza ca dad r(x) > 0, XE (a, b) ~i (a, b) este suli
dent de mic, astfel tnctt r sa pastreze un semn constant, diferenjele Xj, - xt - 1
paetreaza un semn constant, deci dad Xu va fi 0 valoare prin adaos a lui Atoate

.valortle Xa,...,x., ...vor fi valori prin adaos. Dace r (x) <0, XE (a, b), atunci
diferentele x.t+1- X,I<> xJ:+l\-xt +1 stnt de semne contrare, deci, dace xl: va apro
xima prin adaos radadna A, Xi+! 0 va aproxima prin lipsa.



Derivate $i diferpntiale

Ii am g18it aatfel pe ). = 0,2490 eo petru secimale exaete. AJll"oximatia a trela

1
:1:3 = ((x,) = "4 (1- 0,24903864) = 0,2490884

DO di pe ). en 6 zeeimale eaeete, pin lipsa,

x= 0,249088.

Revenind 1& unghiul u, sa gliscl?te

en aproximape de 1" prin lipsa.



Ccpttolul V

SIRURf Sf SERII DE FUNCTII. SERII DE PUTERI

§ 1. ~IRURI DE FUNO'!'II

1. ~iruri de funetii. Multimea de con~ergenla

Sa considet«m 0 familie de Iunctii (fJ OlE] definite pe 0 aceeasl multime X.
Daca multimea indicilor 1 este muljimea numerelor naturale, avem un sir de
functii

I,. I" "', I.....
Un sir de Iunctll tl vom nota (flO)'

D e fin i 1i eo Un punct a E X este un punet de convergenta al slrulul
de Iunctil (f..) daca slrul numeric (f.(a» este convergent.

Muljimea punctelor de convergenta ale slrului de funeti! (jn) se numeste
mulfimea de convergenta a sltului (j.J.

Ezemple
1) Sirul de Iunctit f..(x) = x", fJ = 0, 1, 2, ... , are multimca de COnYCT/!."entii, inter

valul [~1, +1].
z

2) Sirul de Iunctil f..(x) = ;2 are multimea de ecnvergenta R.

2. Funelia limiti a Doni !(lir de funetii

Fie (1..) un ~ir de Iunctii definite pe 0 aceeasi multlme X ~i Z multimea de
convergenta a sirului. Daca notam ell f(x), pentru orice x E Z, limita, sirului de
numere (f.(x» am stabilit 0 corespondents

xo+l(x)

a multimii Z in multimea R a numerelor reale. Funcjia f(x), definlta de
lim I.(x) ~ I(x), XE Z,.. ~..,



330 .'$iruri $i lIf1rii de Junetii. SeTh de puleri

se numeste 'unclia limiti1 pe muljimea Z a slrului de Iunctii (fA)'

z·
1}~irnl de funeVi f..(~) = -;j are mnltimea de convergen{;il. (- 00, + 00) ~i pentru

ortce z din multi-mea de convergenti

lim frl..z) = 0,-=deci. fnnctia limiti:-a ~irullli (..(z) eete functia (11:):;;: O.
_H

2) Sirul de IUROpi (.(x) = Q"'i0+2, n E N, (J > 0, este convergent pentru once z E R
lJi &le functfu, limiti

((x) <= lim (.(z) = aI', II: E R._.
3. Convergenta simpUi

De fin i tie. Fie (J.J 'un ~r de functii definite pe 0 m1tlfime X.
Se spune ca slrul de functlt ifR) este simplu convergent pe X catre f dad.,

orlcare ar f x E X, pentru orice e: > 0 exista un numar N(e, x) astfel ineft
sa avem

I f.(x) - f(x) I < e

pentru oriee n> N{ e, x).
Din delinitie rezultii ca numiirul N depinde aut de numarul e: cit ~i de

uumarul x,

EzempLu ,.
SiTUI de Iunctil (..(x) = ;t delinit pe R este convergent pe R catre foncpa I(x) ea o.,. ,.

Ne propunem S3.gastm pe N (E, x). Trebuie sii. avem -;1 < I. deci 111 > -; ; prin urmare,..
N(e, x) = Y'C'

4. Convergenta uniformi

D e fin I tie. Fie (f,,) un ~ir de functll definite pe 0 multime X.
Se spune ci slml de funcfii (f,,) este unifonn convergent pe X catre funcfia'

dad pentru mice I;; > 0 exlsta un numar N(e) astfel incit pentru orice n >N (e)
sa avem

If.(x) -f(x) [ <,
oricare ar Ii x e X.



,
Siruri de fuw;(ii

Observatii

I) In definijia convergentei uniforme, numarul N(e) depinde numai de
~i este acelasi pentru orice x EX, adica este independent de x.

2) Un sir de Iunctil uniform convergent este ~i simplu convergent. Reci
proca nu este in general adevarata.

E~emple ..
1) ~irnl de funetil f.(2:) = fit. en f. definite pe intervalul [-1, + 1], eete nnifor

'4Ionvergent pe aeeat interval.

Runctia Iimitli.este fez) sa O. Pentru eonvergenje simpli trebuie ell. N(e, 3:)= ;;. Dec

Iuam N (e) = :e. avem

z'
- < •.,

pentru oriee n> N (e) !;Ii orice z E [-1, +1].

2) ~irul de funetii f,.(z) = ~, z E [0, 'It]eeee uniform convergent catre f(z) es 0
n! +1

Intr-adevar,

eos 113: 1 1 tf~-- < s dad. -- < <; san n! + 1 > - , e < 1; prin urmere, N(e) = ~
"1+1 nl + 1 II: e

Pentru stabilirea convergentei uniforme a unui sir de funcjii avem urma
toarea

Teorema. Fie(j,,) un ~r de functtl definite pe 0 multJme X ~l to funcp
definita pe multimea X.

Dad exlsta un ~r (a,.) de numere pozitlve convergent clitre zero, astf
lnclt sa avem....pentru orice n natural

I f.(x) - f (x) Ic a".

orlcare ar Ii xe X, atund flrut (f.) este uniform convergent pe muljfmea
dire luncjia f.

Demonstratle, Sirul (a,.) are Iimita zero, deci pentru orice numar ~>
exista un numar N(e) astfel tnctt pentru n> N(e) sa avem Q" < e ; prm u
mare ell aut mai mult

I f.(x) - f(x) I < e,

oricare ar Ii n>- N(e) ~i oricare ar fl. XE X, deci strut (j.) converge unlfor
pe X catre Iunctla f.



$iruri si serii de juoc/ii. Scrii ile pureri

El1lempJe

cos IIX
1) ~irul (..(x) =~ , 01: > 0, X E R, este uniform convergent pe R elitre Iunctie,

(x) ;::;; C. [ntr-adevar

I~ I .,;;;;: ~ -..0 dacii 01:>0, pentm oriec zER.
n'" nl>.

z(l + n")
2) ~irul (.(x) = --.-,- , 0 < x -< 1, este uniform convergent catre f(z);::;; z pI!'

ntetvalul [0,1].
z (1 + fl") X

Intr-adevar, f.(x)-f(x) = --",- -x = -;;;: ,

leei

If..(x)- f(x) I .,;;;;: ~ -..0 pentru once XE [0,1].
n'

;. !>il"Ul'i uniform eonvergente

In legatura eu sirurile uniform convergente de Iunctii vom demcnstra
loua teoreme fundamentale privind continuitatea si derivabilitatea functiei
imita.

Teo r ella. I. Fie (fJ un ~ir uniform convergent pe multimea X catre
uncfia f. Funepa llrnlta f este continua Intr-un punet .xu EX daca toate func
iile ~rului (j.J sint continue in punctul xu'

Demonstratle. Sirul (f..) fiind uniform convergent pe X catre Iunctia f.
ientru orice numar E> 0 exista un numar N(e) astfel inert pentru n » N(E)
,a avem

I f.(x) ~ f(x) I < e, pentru orice XE X.

n particular st

1!.("o) - !("o) 1 < e.

Functia f.(x) fiind continua in punetul xl» exista 0 vecinatate V a lui Xo
etfel inert pentru XE Vn X aver-

1!.(x) - !.(x~ I < e.

Din egalitatea

!(x) - !(x,J ~ !(x) - !.(x) + !.(x) - !.(x,) + !.(x,) - !(x,J

1,(x) - !(x~ I <;; I!(x) - !.(x) 1+1!.(x) - !.(x,J I+ I !.(x,J - !(x,J I.
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I ((X) - f(x,) I< ,+ ,+ ,~3"

ceea ce dovedeste continuitatea functiei limita I(x) in punctul Xu. Teorema
demonstrata.

Con sec i n t a. Un slr if..) de funepi continue pe X, uniform conver
gent pe X, are Iimita 0 functle continua pe X.

Ezemplu

z! (1 + nt )
1) ~irul f..{z) = -.-,- , fi E N, :zE [0,1] este uniform convergent catre functi

f (z) = z'.l pe [0,1] §ifuncfiile f..slnt continue pe [0,1]. Funotis, limita este continua pe [0,1J

Teo rem a 2. Fie if..) un sir de funepi definite ~ derivabile peun inter
val marginit I. uniform convergent ciitre I pe I. Daca elrul (f~) format cu deri
vatele tennenilor slrulul (f.) este uniform eonvergent catre 0 Iuncfie g pe inter
valul I, atuucl I este derivabila pe 1 ,i r = g pe I.

! Demonstratle. Fie Xoun punet oarecare din I. Saaratam caI este deriva
blla in punctul Xo ~i ['(Xu) = g(xo). Strut (f~) fiind uniform convergent pe I. ur
meaza Coii. pentru orice numar e> 0 exista un numar N( e) astfel trcrt pent
n> N(e) avem

!f~(x) - g(x) I < e, pentru orice XE I.

Functia f,,(x) fiind continua ~i derlvabila pe l, urmeasa ca exista 0 vecina
tate Va lui Xo astfel tnctt pentru acelasl e> 0 ales mai sus sa avem

I,.Cx) '.Cx,) - f;(x,) I< "
x-x,

pentru orice XE I ~i:orice n> N( e). Din egalitatea

I,.cxl-,.Cx,) _ f.(Xl-f.CX,ll ~ ICf.(X) f.(x)) (Mx,) f.(x,l)I
z-Xg :z-:zu :Z-Xa

~ If;(c) - f~(c) I
obtlnuta aplicind formula cresterilor finite, crnd m -+ 00. rezulta

I
f. (X) - f. (X,) _ f(xl f(X,ll <"

z-:z. :r:-:zg

deoarece slrul (f~(e» este convergent in punetul eel. Intr-adevar, pentru oric
n> N'(e:), m:» N'(e:), N'(e) >- N(e:), conform criteriului general al lui Cauch
pentru sirurl, avem

I t;(c) - t~(c) I < c.
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Din egalitatea
fe·) - fe..) _ g(x.,)~ 1(.) - fC",)

.:!:-l!:o ;z-:r;,
f.C') - f.e",) +

$-:1:0

+ f'C') - f.e",) - /;("'" + /;(x,) - g(x.,).-'"
obtlnem

I1(.) - fC",) - g(x.,)I<; I1(.) - 1("0) _ f.C')- f.("o) I+
a;-:liJ x-Zoo a;-:I;j

+ If.J..) - f.("o) - /;("'" I+ I/;(x,) - g(x.,) I.
'-"0

deci pentru orice x e V ~i n> N' {e)

If(a:) - f(:r:.) -g(Xoll <e:+ e+>:=3e:..-'"
Prin urmare,

lim ((x) - f(x.) = g(Xo) pentru orice XoE I.
a.+.... x - Xo

Am aratat astfel di Iunctia {(x) este derlvablla pe I ~i derivata sa esteg(x);
teorema este demonstrata.

Ezemplu

sin nz
~irul f..(a;) = n

l
a:E [O,2nJ tete uniform convergent pe [O,2nJ. t.JU funelia.

... IBinnZ! 1. . .Iimlta (1£) es 0, decereee -- -< -- ...... 0, eind n -+ 00. Sirul format eu derivatele
n' nS •

f,.(:)= COB tl:l: eete de eaemenee uniform eonvergent pe [O,2n] catre funetia limitaf'(a;) =O.
nO

Observatie

Reciproca acestei teoreme nu este i~ .U:,eeneral adevarata. Un sir (fR) poate fi
uniform convergent catre f, ell f,. derivawe ~ f dertvabile, fiira ca sirul (f~) sa
fie uniform convergent.

EltcmpJu

eirul t.{lt) = sin nw ,ltE [O,2x] este uniform eonvergent pe [O.2x] citra funcp&
n

f(w) == 0, tenneDil firului ti mnrtis. Iitniti stnt derivabili pe (0,21'1"], tnsi timl deriveteler
•r.. = cos nz nu este eonverji\'ent pe [O,2nl Intr-adevir, pentru z = "2 . ;irul valorilor

0, -1, 0, 1. O. -1•...
nil elite convergent.
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§ 2. BERII DE FUNC'j'II

1. Serii de funeill. Moltimea de eonvergenta

Definipe. Seria

I,+ I,+ ... + I. + ...,

33,

undel1, I", ..., I.., ... este un slr de funcfii definite pe aceeasi multime X, se

numesteseriede funcfii. 0 serie de funcfii se noteaza f I... sau numai ~ I,,·,
Pentru orice Xo E X avem seria de numere

I,(x"j + I,(x,,) + ...+ I. (x,)+ ....

fermata cu valorile sirului (ffO) in punetul Xo E X. serle care poate fi convergenta
sau dtvergenta.

D e fin i tie. Multimea 'punctelor x E X pentru care seria ~ t, este
eonvergenta se nemeste multlmea de convergenta a seriei ~ fn'

Daca consideram strul sumelor parjiale

81 = t,
S,~I,+I,

urmeaza ca seria j; !.. este convergenta tn punetul Xo E X dad slrul de Iunctf,
al sumelor partiale (8..) este convergent tn punetul Xo' MuItimea de convergenta
8. sirului de Iunctii a sumelor partlale (8..) este multimea de convergenta a

seriei ~ I....

[Exemplu

leu sirul de func-pi f.. (x) = :1:". Z E H, n _ 0, 1, 2, ,., ;Sa formam serla de functji.,
, :c:c' x..1+-+-+ ... +-+ .. ·

11 21 nJ

Mulpmea de convergenti a eertet obtiRute eete (....,-00. +QO).



2. Convergenta simpla a seriilor de functii

De fin i pal. Fie fl' f'D •••, f~ ... un slr de functll definite pe aeeeasl
multlme X ~ f 0 functle definlta pe X. Se spune cii seria de functll

I. +1,+ ... +1.+ ...
este simplu consergenta pe X catre functla f dati sirul sumelor partiale (8J
este slmplu convergent catre functla f pentru orice x E X.

Funcjla f delinlta pe X se numeste suma seriei f f.. pe multimea X.,
Folosind deflnitiacu e: a convergentei sirului (8,,) catre Iunctta f pe multi

mea X, avern urmatcarea definitie echivalenta

Definipa 2. Seria de funcf:ii

I. +1,+ ... +1.+ '"
este simptu convergent! pe maltimea X citre functia f dad la orice numar
E:> 0 fi pentru orice x E X existii un numar N(e:, x) asUet Inett pentru orice
n » N(e:, x) sa. avern

11.(x) + I.(x) + ... + I. (x) - I(x) I < ..
E:a:implu

Serle de Iunetii
sin a:: sin 2x sin n x __ R
~+~+ ... +--;:;;-+... ,:r:E ,

este simplu eonvergeata pentru urice x E R. Intr-adevar, ~nl sumelor putiale (S..) eeta
maiolat nentru orice a:: E R de ~irul

1 1 1
u..=P+21+·"+~'

care este convergent, deeereee ser'ia lui Riemann ~ ~ en e > 1 este eonvergenta, Serla

" .'de funlltll este ~i abaolul convergenta pentru once a:: E R, deoerece sumele partiale ale seciei
modulelor

I'i~: 1+['in,;"I+ ... +\'in.7"!+···
admit majorante pe II...

3. Convergenta uniforma a seriilor defunetii

D e fin i fi a 1. Fie flO f't•. . ., tn' '" un fir de functil definite pe aeeeasl
mulfime X ~l /0 funefie deftnlta pe multimea X. Se spune ci seria de functll

I. + I. + '" + f.+·..
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este unifonn convergenta pe X catre functia I daca sirul sumelor paJ1iale
(8..) este uniform convergent catre functia f pe multlrnea X.

Folosind delinijia ell e a convergentei uniforme a sirului (S,,) catre Iunctla f
pe multimea X, avem urmatoarea deflnltie echivalenta

D e fin it i a 2. Seria de funcfii

t.+f.+ ...+f.+..·
este unifonn convergenta catre luncfia f pe multimea X dad la orice namar
e > 0 exista un nmnar N (e) astfel inclt pentru orice n> N(e) sa avem

It, (x) + f.(x) +...+ f.{x) - f{x) I < e,

oricare ar fi x E X.
Din deflnijie rezulta ca numarul N( e:) depinde de It ~i este independent de

x E X, adica este acelasl pentru arlee x din multimea X. .

tExemplu

Seria. 1 + x + xl + .. + x" + .. en functiile f..(x) = :If' !definite pe [0, ~] eete

uniform ocnvergenta pe ecest interval,
:~irul aumelor paqialc

:.;..+1_1 1 :1:"+1
l+x+ x'+ ... + :I:"=---~--+--

x-I I-x x-I

eete uniform convergent titre f (z);:; _,-. Intr-adevar,
1~x

[
S. (x)__t [<,

I-x

peutru I:~: I< & san (tf < e aau n>

orice XE[o,{l'

In.!
__Ir. deci
In 2

1In
t

_
putem lull. N (i) = _pcntJll

In 2

D e fin i tie. Se numeste restul de rang n al seriel 2: f.. seria
•

'II+! +1..+2 + ... + f"+1J + ...
.,i se noteaza cu Ra •

Multimea de eonvergenta a seriei I.. este ~i multimea de eonvergenja
a seriei R... Avem tnsii urmatoarea teorema reciprcca, analogs unei teoreme
IB, cap. I, § 7, at. 2] de la seriile numerice.

Teo rem a. Condifia necesara .,i suflclenta pentru ca seria 2f.. sa fie
•uniform convergenta pe mulfimea X este ca restul sau R.. pentru oriee-n > N

sa fie uniform convergent pe multimea X.

11! _ c. 10111
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Demonstrape. Fie

S. ~ t, +t.+ ... + t,
crJl = 1-,.+1 + I.. H + ,.. +1..+#

sumele partiale ale seriilor de Iunctii i I.. si f I..H'
I k~l

Din egalltatea

rezulta ca sirul de functii (S"+v)' p = I, 2, 3, .,. este uniform convergent pe
multimea X dad sirul (O'Jl)' p = 1,2, ... este uniform convergent pe multi
mea X,

Ob s e r v a t l I
1) Teorema' enuntata mai sus este adevarata ~i pentru convergenta

simple.

2) Dad notarn eu I suma seriei f I.. ~i cu R.. restul sau de rang n, urmeaza,
ca avem

t~ S. +R"
de unde rezulta ca sirul (8..) este uniform convergent '(sau simplu convergent)
catre Iunctia I pe multimea X daca ~i numai daca restul RlI este uniform (sau
simplu) convergent catre zero pe multlmea X,

Exemplu

:rJ x' x8 xSfI
S~ria1-2+4-6+ ... +(-1)tl2;+' .• eu ljirul func~iiIorf.. =

.., (-1)- :: definite pe to, f] este uniform eonverl':"cntJi. pe t0, ~]-

Pentru once :l: E (0, +J serla eete alternata,

:r:~_+a (' )2"+2 1I R.(z) I < --< - --_0 pentrn »_00,
2»+2 3 2»+2

dod aeria este uniform convcrgenta pe multi-mea de definitie.

4. Un eriteriu de eonvergenta uniforma

'Le o r e m a. Fie

" +t,+ ... + l, + ...
o serte de functii definite pe 0 multlme X -1i

~ +az+ ... +a..+ ...



o Sene de numere pozitive, convergenta. Daca pentru orlce n > N ~i once
XEXavem
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II. (x) I <a.,

atunci serla 2: fll este uniform convergenta pe mulfimea X.,

Demonstrafie. Seria ~ a.. de numere pozitive Iiind convergenta, pentru
i

orice numar e> 0 exista un numar N (e:) astfel tnctt pentru n> N (e:) avem

U..+I +u"+2 + ... < e,

tnsa

I~ I.+>(x) 1 <,~y.+>(x) I<,~. a.+> <,
pentru n > N( e:) ~i orice XE X; prin urmare, seria de Iunctii este uniform con
vergenta pe multimea X.

Exemplu

sa. consideram sirul de funcpi «(to) eu t.. (x) = ~. :1:5 (1, 00); seria." -
eete uniform eonvergeuta pentru crice :I: E (1, +(0). decarece, oricare ar fi :I: e (1, +00).
existii. lIe(l, + 00) ell II <:I:, II> 1, deci

Ii eerie

1 1-<-
n'" n"

~ 1 ~E - eete scria lui Riemann en II > 1, care este eonvergenta,

, ."
•

15. SerB de funct}i uniform convcrgente

In legatura cu seriile de Iunctii uniform convergente vom da doua teoreme
fuadamentale privind continuitatea ~i derlvabilitatea Iunctiei limita ~i care slot
analoge teoremelor demonstrate la siruri uniform convergente.

Teo rem a 1. Fie f1, f2. "', 'n" .. un ~ir de functil definite pe 0 mul
time X ~ f 0 Iunctle definita pe X. Daca

1) seria de funcfii

1.+1,+ ... +1.+ .. ·
este uniform convergenta catre Iunctla I pe multlmea X ~i daca

2} toate functiile fn sint continue pe X, atuncl func1ia suma f este con
tinua pe X.
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Demonstratie.
partlale

Deoarece toate Iunctiile t, stnt continue pe X, sumele

f. +I. + ... +1, + ...
este uniform cenvergenta catre functta f pe rnultlmeaX ~i daca

2) seria de funcpi

srnt Iuncjii continue pe X. Sirul sumelor partiale (Sn) fiind uniform convergent
pe multlmea X cafre I, conform teoremei 1 de 1a siruri uniform convergente,
limite f este continua pe X.

Teo rem a 2. Fie fl' [2" .. t..,... un sir de Iunctii definite ~i derivabile
... muljimea X. Dad

I) serla de lunejil

I; + I; + ... f; + ...
este uniform COIIvergenta:. caire funcpa 9 pe mulfimea X, atanci tenctta f esse
derivabiUi pe mulfimea X ~ derlvata ei este g.

Demonstratle, Sirul sumelor partiale ale seriei i f.. este uniform conver,
gent pe multi-mea X cafre tunctia f. Sirul sumelor partiale ale seriei f f~ este

t
uniform convergent pe muljimea X cafre funcjla g. Conform teoremei 2 de Ia
slruri de functii uniform convergente, Iunctia f este derivabila pe multimea X
~ derivata ei este g.

Ezemplu

Seria eOBz+eOS2z+ ... +eosnz+ ...
13 2~ fiB

ell functiile cos nz, fl E N, definite pe [0, 2 e], este uniform eonvergentli. pe [0, 27t),
n'

funetia Buma este derivabili pe [0, 27t] ~i tate egala eu Burna. derivatelor termenilor ~eriei.
Serre dati eete uniform convergenta pe [0, 27t], deoareee

I,.. nzl~_',...... Z E [0,2 a],
fiB nB

Seria formatil. eu derivatele termenilor

sin z sin 2z sin nil:----
l' n'

elite uniform eODV'ergerrlii pe [0,2 ee], intruclt

I- ' in nXI~_'....... z E [0, 27t].
nB fl2

Dacii. notam ell f (a:) auma eeriei 1, atunci

r(a:) = ~ 'E sin fiX, e sa te. l:llr].
1 jj2
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§ 3. SERIA TAYLOR

1. Seria Taylor. Seria Mae-Laurin

(I)I (a)+ ,-a I'(a) + ...+ e,-aj' f"(a) + ....
11 nl

atund seria

numlta seria Taylor a [unctiei f tn puru:tul a, este convergenta pentru xeJllrC I
cstre f(x). deci

l(x)~I(a)+,-al'(a)+ ... +J,-aj'I"'(a)+... (2)
11 ;,11

Formula obtlnuta (2) se numeste formula de dezvoltare a functlel f in
serie Taylor in jurul punetulul a.

Se observe di seria (1) este convergenta pentru x = a. Ne intereseaza
to primul rind sa existe puncte x:f=a pentru care serla (I) sa fie convergenta.
o condijie suflclenta pentru existenta unci rnultimi de convergenta care sa con
tina ~i alte puncte tn afa.a de puoetula este data de urmatoarea

Teo rem a. Seria Taylor a Iunctiel fin jurul punctulul a este conver
gentlintr-o vedrUitate Va ,luia daca derivatele de oriceordin f1ft ) sint egal mar
ginite in V. adidi

Dace sirul (R..(x) pentru XE X C I este convergent dare zero, adlca

lim R, (x) ~ O. X E X C I.
~~

l(x)~I(a)+!-a I'(a)+ ... + e,-,j""'(al+R,(x). xEI.
11 nl

Fie f 0 Itmcjie deflnita pe un interval I, indefinit derlvabila in punc
tuI aE I. Formula lui Taylor pentru Iunctia f in punctul a este

11"'(x) I<M. M> O.
pentru orice x E V ~i orice numa.. natural n.

Demenstretle, Reetut R.. sub forma lui Lagrange este

( t+l
R (x) ~~ ",' (.) • E (a. x) CV.

ft (n + 1)1 •

deci

I R (x) I <1<x-aj'HI M.
.. ,. ("11 ;-l)J



342 $iruri $i urii de funclii. Serii de puteri

tosa I R..tx) I -+ 0 clod n -+ 00, deoarece seria ell termenul general

I,x-,r '!u~---·M
II. (n +1)1

este conv;;gentii pentru orice XE R. Intr-adevar,

n ".H _ I· Ix-, 1- 0tm -- - im -- - .
_~ 1.1.. ",""GO fI + 1

Teorema este demonstrate.
Daca in (2) Inlocuim pe a ell 0 ~i f este indelinit derivabil in punctul O~!.

obtlnern

{(x) ~ {(OJ +2../'(0) + ...+ ~f"'(0) +
11 0" til

numita formula lui Mac-Laurin.

2. Exemple de dezvoltari in serie Hae-Laurin

... ,

a) Functia f(x) =~, XE R este indefinit derivabila Pe R
r J (x) = e, x E R.

~i pentru once XE (- 11., + <xl, e-a. -< ~ -< e, deci conditia suficienta este In
deplinita. Deoarece r (0) = I, avem

:I:;r} $"ea= 1+ 1T+ 21 + ... +~+ ... ,
formula valabila pentru orice x E R. Dad. tnlocuim pe x ell - x avem ~

a:: z2 x·'· :1:11

e-' ~ 1- -+ ---+ ... +(-1)'-+ ...
11 21 31 til

b) Functla f (x) = sh x = e'" - e-" deflnita pe Rare urmatoarea dezvoltare
2

in serie Mac-Laurin:
a; a;" a?"+1

shx=-+- + ...+--- + ...,
11 31 (2f1,+1)1

convergenta pentru orice x E R, ~i se obtine Icloslnd dezvoltarile in eerie ele
lui i!" ~i e-" scrise rnai sus.

c) Funqia f (x) =' ch x = f1'l + C· delinita pe Rare dezvoltarea in serie
2

:rJ.x' zl'''
ch x = 1+2T+ 4T+ ...+ (2fJ) I + ....

convergenta pentru orlce x E:R; ~i se obtine in acetast mod.
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d) Punctia f(x) = sin x definita pe R este indefinit derlvabila pe R ~

r l
(x) = sin tx + tl

2
l't ).Conditia suficlenta este Indeplinita deoarece i sin (x

+ n
2
l't )I-< 1 pentru orice x E R. Avem ..

"'"' (0) ~ 0; i":" (0) ~ I, r":" (0) ~ 0;

t fm H l (0) = - 1. m = 0, I, 2, ...,

deci pentru orice xe R
. z ~ ~ ~ ?1

sin X= -'1 --3' + r:-, --7' + ...+ (_l)n +
" (2n,. 1) I

e) Funcpa!(x)= cos xdefinita pe Resle indefinit derivabila pe R si t ' J (x)

= cos (x:- n;). Condlfia suffcienta este tndeplinita, deoarece ;cos (x +~)! -<
pentru once x e R. Avem

F" (0) = 1, t'":" (0) = 0, t":" (0) = -1, t":" (0) = O.
m= 0.1,2, ...•

<led pentru orice x E R -

:rJl x4. ~ nZ
2n

cos x e- 1--+---+ ... +(-1) - +
21 41 61 (2)>)1

.3. Formulele lui Euler

Sa consideram numarul complex

• . ,,:rJl z' xi .(z Z3 X
5;r,7

)
("os X+l smx= 1 --+---+ ...+ t ---+----+ ...

21 41 61 11 31 51 71

deftnit pentru orice x E R. :;;i sa observam ca

&'" = 1+~+ a.
2

'Jj2 + ... +ocnxn+
11 21 n 1

pentru <X= t si x e R este numarul cos x+ i sin x: Putem scrie deci

cosx+i sin x=eu

cos x - i sin x= e- u,

de unde obtinem imediat formulele

e'"+ e-iJf. efz - e-'"cos X= --- sin X = ---,
2 ,;

(I
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nl1ll1Ue /f1tvttuJele lui Euler. J ustificarea riguroasa "a formulei (1) Cll IX = i se
va da la teoria Iunctillorde 0 vartablla complexa. Am vazut (A., cap. It §4, al. 3)
ca un numar complex a + ib sub forma trigonometrica se serie

a + ib = r(cos 6+ i sin 6).

Daca jmem seama de formula (2), urmeaaadi un nurnar complex a + ibde mo-
dul T = Vas + b2 st argument 6 are ~i urmatoarea forma .

a + ib = fe-fl ,

numita '~j forma exponent/ald a numarului complex.

4. Se:ria binomului gene:raIizat (1 + x)A

Sa aplicam formulalui Mac-Laurin functiei lex) = (1+ x)A. XE R, unde
). este un numar real oarecare. Avem

I(x) ~ 1(0) +-"-f(o)+ ... +~I'"'(O)+R.(x),
11 til

ell

Avem tosa

,x"+1(1_6)"+1-P •
R.(x) ~ I 1'"'" (Ox),

• p
0<0<1.

deci
f'''(x) ~ A (A - I) (A - k+ I) (I + x)'-',

I'" (0)~ A (A - 1) (A - k + I),

astfel tnclt putem scrie

{(x) = 1 +2- x+ >.(),.-l) x!+ ... + A().-l) ... (i..-fI +1) xn + R,,(x),
11 21 III

cu

(1 6)..+1-11 ,
R.(x)~ - A(A- I) '''(' - n)x"+'(1 + Oxr-·-'.

p-1l1

Ne propunem sa determinam conditllle pe care trebuie sa Ie tndeplineasca
x ~i A pentru ca slrul (R.. (x» sa fie convergent catre zero.

Luam p = I ~i punem .

R.(x) ~ u•. (1 - 0)".(1 + Ox)'-'-',
unde

u = ).(~ -1) ... (A-Il) ,X"+1.
• .1



lim R"(x) = 0, pentru orice AE R, daca Ix] < I.--Prin urmare, pentru Ix] < I ~i AE R, avem urmatoarea dezvoltare in serie
Mac-Laurin

(l + x)}. = I +~x +),(),-1) xt + ... + ),.(),.-n.. (A-n + 1) X"+ ,..
11 21 n I

-
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I + ~_+ A(),.-l) + ...+ A(A-1) ... (A-n+I) + ...
j ! 21 'II

Observapi

1) Seria numerics

Seria eu termenul general u.. este absolut convergenta pentru 1x I < 1.
Intr-adevar,

lim 1"""1 ~ lim I>-"-'I"X'~'XI <I.
_"" 1I.. "-+00 'I + 1

Prin urmare, lim u" = O. In R..(x) mai intervine Iactorul
-~

este absolut convergenta daca A> O.
Dad aplicam criteriullui Raabe ~i Duhamel seriei modulelor, avem

lim n (I n + 11_ 1) = lim n ('I + 1 - 11 + A) = A + 1,
11-)00 ),.-n f1-+oo '1-),

ded daca a > 0 seria este absolut convergenta. Rezulta de aid ca seria binomu
lui generalizat este convsegenta pentru x = :!: 1 daca 1> O.

2) Seria nurnertca

I +~ + A(A-1) + ...+ ),.(A-1) ... (),-11 +1) + ...
11 21 n I

este convergenta pentru 1 > ~ 1.
Seria este alternate, deci este sufident sa aratam ca sirul termenilor seriei

este convergent catre zero.
Putem scrie termenul general astfel

V,~H)"(I- >~') (1- >;').+ - ;~T
tosa A+ I > 0, deci

v ~(I- 6)'(1+6x)'-'-' ~('-'I' (1+64-'
" 1 + 6x '

Insa pentru Ixl < I, i 1 - 6 ,I < 1, deci Iv..I --+ 0 clnd n -+ 00,
[I + Ox,

Inclt
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Prin urmare,
-O.+li(-!. + 1:. + .. +2.). .•Iv.. 1-c e 1 2 It -+ 0 cmd n -+ 00, deci v. --+ 0 cmd n...-+ cx),

o consecinta a acestui fapt este ea seria binomului generalizat este conver
genta pentru x = + 1 dad ).. > -1.

Acestea stnt toate cazurile in care seria btnomuiutgeneralizat eae con·
oergentii.

Ezemple

1) _,_ = (1 + Z)-1 = 1 ~X + w_xs + ... + <-----;-ltzll + ... peutru ] xl < l.
'+"

2) _.}- =(1_21)-1 =1 + z+ 17 + ._, + z"+ ... peatru j a] <1-
1-"

3) 1 =(1+z)-1=1__'_:l:+~~_1'3'5zll+...
Yl+:z 2·1! 21 . 2 1 23·3! .

... +(-1)11 1·3·5 ... (2n-I) x"+ ...
2".n [

pentru l:z I < 1. Serfs eete convergenta ~i pentrn z = 1.

__ 2. 1 2 2·5
4) ttl +z =(1 + Z)8 =1 +--:\:---- ·x~ +~- .:1:'- ,_,

3·11 32·2! 'P·31

... +(-It-1. 2.5.8 ... (3n-4)ztI+ ...
s"'flr

{Icntru I z I < 1. Soria eete eonvergenta ~i pentru z = ± 1.

6) SA ae eelculese -t'fiiiIT ell 5 seetmele execte. Avem

V'1001=10Y1+ 1 =10['+_'_.---! 2_ . ....!-+ ... ].
.. 10' . 3·11 10' 3'·21 lOG

Seria fiind a.lternatii., eate suficieut sa ne oprim la primii doi tennent

\11 001 "'" 10 + 0,00333 = 10,00333.

§ 4. SERII DE PUTERI

1; Definitie. HuItimea de eonvergenta

Se numeste serie de puteri 0 serie de Iunctll L I.. tn care I.. (x) = lln x:
o

sau t, (x) = a..(x - a)", x E R. a serie de puteri are deci forma

a,+a,x+a,x' + ... +a.X" + ... (I)



1

,
.~,

1+1I:1:+21:1:'+ ... +nlx"+ ...

este convergenta numai in punceul a: = O. Intr-adevar, peneru orice Xu *0 cxistiL un rang
pentru eare I flXu I > 1, deci ~~ In) :c;l = + 00.

2) Serle de puteri

a,,+a,(x-a)+a,(x-a)'+ ".+a.(x-a)·+ ... , (2

unde a, ao. al • • • •, a,. , ... slnt numere. Deoarece prin tnlocuirea lui x- a ell
seria (2) are aceeasi forma ell seria (1), vom considera serii de puteri numai su
forma (1). Seria lui Taylor san seria lui Mac-Laurin, inttlnite, stnt serf d
puteri.

Multimea de convergentaa unei seril de puteri contine eel putin un punet
~i anume punctul x = 0, deoarece pentru x = 0 seria (I) este convergenta ;;
are suma flo.

Exista serii de puteri care au multimea de convergenta fermata dintr-u
singur punet x = 0, dupa cum existii. serii convergente pentru ortce XE R.

E:z;emple

1) Seria de putcri

z z·
1+ 1i + ... +;]+... ..

este convergentii. pentru orice :t:ER. Intr-adevar, pcntru orice Xu ER avem I "::1 I
*= l.=!.l -+ 0 clnd n -+ QQ.

,+'
In legatura eu multimea de convergenta a unei serii de puteri, avem urma

toarea teorema fundamentala.

Teo rem a lui Abe 1. Pentru orlce serle de puterl

a,,+a,x+ ... -\'-a.X"+ ....

exlsta un numar ~ > a tinit sau infinit astfel incit :
1) seria este absolut convergenta pe intervalul deschis (-R.R);
2) pentru orice x astfel inclt Ixl > R serla este divergenta.

34'Serii de puten

sau

Demonstrafie, a) Daca seria de puteri este convergenta numai in punetu
x = 0, luam R = 0, ~i teorema lui Abel este demonstrate.

b) Sa presupunem ca multimea de convergenta conttne punete diferite d
'Zero si fie Xo::f= a un punet in care seria este convergenta, adlca seria numeric

este convergenta. Deoareee an~ -e- 0 ctnd n -+ 00, exista un numar M> a est
fel tnctt sa avem

ja..X::1 .< M, n =0,1,2, ...
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Daca X este un punet astlel tnctt Ixl < l.to], atunci

10.-'"1 ~ la,x;I·1 :'1' <MI :'1'
Jnsal ~,\ < 1; urmeaza -. a,.X"I este majorat de termenul general al unei

serli geometrice ~ M 1-"-1" convergente si, conform primului criteriu al com-
o x"

parapei, -seria de puteri este absolut convergenta in punctul x pentru care
Ixl <I-tol. deci pentru orice x situat in intervalul (-xo• + xu)·

Dad Ai. este.un punet de divergent~ al seriei, atunci pentru orice x pentru
care [xl> I~I seria este divergenta. Intr-adevar dad ar exista un punet
Xi! ell l.xal > I~l pentru care seria este convergenta, deoarcce Ix1J < IX21, ar
urma, conform celor demonstrate mai sus, di seria este convergenta inpunetul
~ ceea ce este imposibil. Sa notam ell A multimea de convergenta a seriei date
~i ell R marginea superioara a acestel multimi. Deoareee DE A, urmeaza ca R> O.
Fie x E (-' R, + R), Ixl <R ~i un punct Xo>O asUel tnctt j z ] < Xu < R.
Punetul Xu este punet de ctmvergenta a seriei ; deoareee I x I < Xu urmeaea ca
seria este absolut convergenta in punctul x, conform celor demonstrate mai sus;
prin urmare, pentru orice x astfel tnctt I x I < R seria este abso!ut convergenta.

Sa aditam acum cd pentru arlee x astfel incU I x J > R seria este diver
gentd. Daca R = + 00, neegalitatea Ix I> R nu are sens. Ramine sa conside
ram numai cazul R < 00. Dad! Ix I> R, exista un punct Xlastfel lncit R < Xl <
< I x I. Dace x ar fi punet de convergenta, atunci si Xl ar li punet de conver
genta ~i ~ E A; tnsa Xl> R si R este marginea superioara a multimf A.
RelatiiIe

Xl E A, Xl> R, R = sup A

etnt contradictorii, deci seria nu este convergenta in punetu! X; am atatat deci
ca pentru orice x astfel tnctt x> R seria este divergenta. Teorema e demons
trata. Numarul R se numeste raza de convergenfii a serlei de puteri, iar interva
lui (-R, +R) se numeste intervalul de convergenta a! seriei de puteri.

Ob s e r v a t l e
Teorema lui Abel nu spune nimic in legatura eu convergenta sau divergenta

seriei de puteri in punete!e - R *i R. In unul sau in amtndoua aceste puncte
seria poate fi convergenta, divergenta sau oscilanta.

2. Determinarea razei de convergenla

In intervalul de convergente seria de puteri

a,+a,x+ ",+0.-'"+
Iiind absolut convergenta, raza de convergenta se determlna folosind criteriile
de convergenta de la seriile cu termeni pozitivi.
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Pie ~ a"X" 0 sene de puteri. Dadi
c

daca 0<),<+=

3411

(finita sau lnfinlta),

daca 1= +=
daca ).~ 0

lim I"+' I~ x
_~ aD

R~I t
+=

Teorema 1.

atunci

Demonstratle. Fi; Xo un punet oarecare; dad apllcam criteriul rapor .

tului seriei numerice ~ an X;; ~i daca
o

lim I '..," I
_'"" a..

exlsta, urmeaza di seria este convergenta pentru I Xo \ < limI~]I ~i~ver.
_'"" a..+1

genta pentru I Xo I> lim 1--"-[' de unde rezulta imediat teorema de rnal sus.
,,-+'" a"+l

Teo rem a 2. Fie ~ a" X" 0 serle de puterl. Daca
u

lim IYra:l = 1 (finita sau infinita),
.~~

atund

• I
,
"R~
O.

oo ,

daci O<A<+=
daca 1= +=
daca 1=0

Demonstrate. Fie Xo tin punet oareeare; dad aplicam eriteriul

seriei numeriee ~ a" XO ~i dad
o

radacinil

lim~. -~ ,
exista, urmeazii ea seria este convergenta pentru 1.to I < lim ",r:---: *i diver_OIl v 10..1

genta pentru I Xo! > lim JII/
1 , de unde rezultii imediat teorema emmtata._OIl via"l
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are raae de converf'en~3 R = 1. Intr-adevar.

este oscilanta §i in punctul x = 1 seria este

are rasa de COIlvcrgcnta infiaita, Intr-a-x"+--+ o.

n!
• x'

1) ~eria 1 +11 + 21+

. 1""1 J. 1 0davar, lim __ = lID -- ~ •

11-+'" "- 11-+«> n + 1

2) Seria 1 + z + W + ... + x.. + ..
lim I~I =1. In punctul x=-1 sen a.

fl-+OO II..

divergenti.
3) Sena 1 + til. x + 2". x2 + ... + nil. x.. + ... este ccnvergenta ~i are raza de

convergenti R = 1. Intr-adevar, lim 1a"+ll = Jim (n +')<l = 1. Dad. a>- 0, in punotele
11-+00 till _"" fJ

Z = 1 ~i X "" -1 sene este divergenta, Dad, -1 <: tl < 0, in punctul x = 1 scria este dj
vergentii.~ in punetal x = - 1 aeria este convergentu. Daca II < -1, eerie este convergcntii
in pnnctele x = 1 §i it = -1.

3. Proprietalile seriiIor de puteri

Seriile de puteri sint de 0 deoseblta importanta in cercetarile-teoretlce
sl in stiintele aplicate. Vom prezenta mai multe proprietati ale lor, in cele
ee urmeaza.

a) Convergenta uniiormaa seriilarde puteri in intervalul de convergenta.

Teo T e m a. Fie ~ a. x" a serle de puteri convergenta in Intervaiul
u

(- R. + R). Pentru orice numar r astfel lnclt °< r < R, seria este uniform
convergenta pe intervalul [- r, r].

Demonstrafi:, Pentru ca r < R ~i r> 0, urmeaza, conform teoremei

lui Abel, ca seria ~ anr" este absolut convergenta, deci pentru I X I .c; r seria
o

t a" x" este absolut ccnvergenta. Deoarece I a"X" 1-< 1a; I t", conform crite
o
riului de convergenta uniiorma a seriilor de Iunctli (B., cap. V. § 2, al. 4),
urmeaza ca seria de puteri este uniform convergenta. Aceasta teorerna are
doua consecinte :

Con sec i n f a 1. Suma S a unei serii de puterl ~ a"x" este a functie
o

continua pe intervalul de convergenta.

Demonstratle, Pe ortce interval [-r, r] C (- R, R) serla de puteri este
uniform convergenta *i totl termenii seriei stnt Iunctii continue, deci, conform
unui rezultat obtinut [cap. V, § 3, al. 5], suma seriei S este 0 functie con
tinua pe [- r, r].
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Can see i n t a 2. Suma S a unel serii de puteri 'E anX" este uniform
u

continua pe orice interval compact I continut in intervalul de convergenta.

Demonstratie. Pe orice interval compact I = [a, b] c (-R, R) suma S
este continua, deci, conform [B., cap. II, § 4, a1. 7], este uniform continua.

b) Derivarea seriiLor de putert in intervalul de convergenta.

Teo rem a. Fie b anX" 0 serie de puteri, convergenta in intervalul
o

(-R, R). Seria b n a..X"-l, fermata cu derivatele termenilor seriel date, are
i

acelasi interval de convergenta ca ~i seria data.
~

Demonstratle, Daca notam cu R' raza de convergenta a seriei b nail X"~l,,
avem

R' ~ lim • +1I"HI ~ lim I"HI ~ R.
"-+00 11 + 2 a"+2 n-+oo '1"+2

Aceasta teorema are mai muIte consecinte : -.

Con sec i n tat. Suma seriei Iormata cu derivatele termenilor de pu
teri este derlvata sumei seriei de puteri, in lntervalul de convergente. Daca notam

S(x) ~ b a.X" ,i
o

atuncl
S' (x) = If (x) pentru orlce x E (- R, R).

Demonstratle. Seria derivatelor avtnd aceeasl raze de convergenta ea
~i serla inltiala, urmeaza ca seria derivatelor- este uniform convergenta in
intervalul de con""rgenta a seriei initiale. Conform unui rezultat anterior
(B., cap. V, § 2, al. 5], derivata sumei S este egala cu suma seriei derlvatelor
termenilor, deci S' = If.

Con sec i n t a 2. Suma seriei fermata cu derivatele termenllor unel
seril de puteri este 0 functie continua ~i derisablla pe intervalul de convergen1a.

Con sec i n 1a 3. Daca 'E aftX" este 0 serle de puteri cu raza de con
o

vergen18 R:
1) seria fermata cu derivatele de ordinul n ale termenilor serlel are aceeael

raza de convergenta R;

2) swna S a seriel t aftX" este indefinit derlvablla pe intervalul de conver-
"gen18 (- R. R) :,i derivata de ordinul n, S("l (x) este egala cu suma seriei deri-

vatelor de ordinul n pentru oriee x E (-R, R).
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Observa tie
Sa gasim dezvoltarea in serie Mac-Laurin a unei Iunctii f tndefini t deri

vabili. definita tntr-un interval (- R. R) de 0 serie de .puteri

I (x) ~ a, + a, x + ... + a. x" + ...
Avem

deci

I,.,( ) I + I' + n I +X = n. a.. ~-'-I-a..+] x "', n=O, 1, 2"."

I" (0)~ a.·n I sau a ~ ("10) . n ~ 0,1,2, ....
• • I

astfel Inctt obtinem

I(x) ~ /(0) +3-.1' (0) + ... +-"'- ,., (0) + ...
11 n !

Prin urmare, seria de puteri este serla Mac-Laurin a functiel suma f(x),
x E (-R. R).

Ezemple

x Xl zllll+l
1) Serio. + ... + (-1)"-- + ,. (1)

1 3 2n+l

are Taza de ecnvergente R = 1. Berta ell derivetele termenilor

1-z2+ ... +(-1)"~"+

are acee~i rasa de convergenja §i sutna f(x) = -'-, deci Burna eeriei initfale este
1 +"za

(J + arc tg z. Pentru z = 0, C = 0, prin urmare (1) eete desvoltarea in serte a lui
Arc tg e, l z ] < 1,

Pentru :l: = 1, seria din pertee a doua eete ccnvergenta, deci

arc tg 1=~ = 1-~+..!..-..!.. + ... + (_1)"_'__ +
4 3 0 7 211+1

Aeeasta este prima aerie care a eondus Ill. ealculul Iui 7>. Bate insi§, slab eonvergenta ,

2) Functia y 1 • I z 1 < 1 are urmatcarea desvoltare in serle,-'"
1 1 1·3 1·3·6 ... (2n -1)

Y1-w- =1+~W-+ 21.2[ zI+ ... + 2".nl zZ-+ .. "

Seria. urmatoare

Z+..!..._'-Zl +~.~ ~.+ ... + _'_.1·3·6·(2n-1) a;h+l + ...
3 2·11 6 21'·21 2n+1 2*'nl
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arc ell. derivlI,tiiseria lui VI ~ xl! . Printr-un rationament analog cu eel de Ill. exercifiul preee;

dent. obtinem deevcltarea in sene a lui arc sin x

I x I < 1.

AcelaJji rezultat n obtinem daci desvoltam direct in eerie Mae--Lalll'in pe In (1 + s) •
.Pentru x = 1, sene eete eonvergentg, deci

In 2= 1_2:.. +2:.._2. + ... + (_1)"+12. +.
2 3 4 ti

In (1 + x) = s.:»: + .£._.::. + ." + {_1),,+1'=':' + ... , I xl <1.
1 2 3 4 n

(1)

-

+_'_.1.3.5 ... Cln- 1)
2n+l 2s".nl + ...

Pentru x = 2.. arc sin x = 2:... deer
3 6

2:..=1+2:..~.,~+2..1.3.J-_+ .
3 3 11 2a 5 2! 26

tn mod esemanatcr avem §i

In(l~x) = -!..-~- ... _.=.:. - ..
12"

are aceea§i razii de convergent,a, cu eerie (1) §i suma _,_ pentru [x I < 1. Rezulti de aici
1+_

do eerie inipalii are ea Burna In (1 + z} + C; pentru x = 0, 0= 0; prin urmare,

are raza de convergenta R = 1. Seria cu derivatele termenilor

l-x+x'I._za + ... +(-l)"x"+ ...

eerie care permite eelculnl lui ~, deoareca eate repede convergcnta.

3) Seria-=--~+"'::-~ + ... +(_l)"x,,+l + ...
1 2 3 4 n+l

4. Operatii eu serii de puteri

Fie ~ aft X" ~i ~ bll x:' dona serii de puteri de raze de convergenta RI-
o 0

,*i R2• respectiv.
a) SUmtl celor douii serii este tot a eerie de puterl

care are ca raze de convergenta R:> min (RI • R2).

23 - c. IMiI
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Intr-adevar, pentru orice Xu, astfel tnctt 1XoI< Rl> IXul < R2 , seriile

numerice ~ a..~ ~i 'E b,.x~ stnt convergente, deci ~i suma lor este con-
, o

vergent:'L
Daca A(x) ~i B(x) sint sumele celor dona serii si Sex) este suma

seriei I; (a,. + b.) x", 'vern
e

S(x) ~ A(x) + B(x) pentru once Ixl < R.

In mod asemanator se arata cii
b) Diferenfa celor doud serii cste tot 0 serie de puteri

I; (a. - b.) x",
n

care are ca raza de convergenta R> min (Rt , RJ.

Daca D(x) este suma seriei 'E (a.. - b,.JX", avem,
D(x) ~ A(x) - B(x) pentru orlce Ix]< R.

c) Produsul celar doua serit de puteri este 0 serie de puteri

a"b, + (a"b, + a,b.) x + ...+ (a"b. + a,b._, + ...+ a.b") x" +...,
care are ca raza de convergenta R> min (Rl , R2 ) .

Daca T(x) este suma serlei produs, avem

T(x) ~ A(x) ,B(x) pentru orice Ix] < R.

d) Cuui a douii serii de puteri A (x), B (x), bo=1= 0 este 0 sene de
puteri C (x)

Co + C1 X + C2X
2 + ... + c..X"+

ell coeflcientl Co'CI •... definiti de egalitatea

A(x) ~ B(x) • C(x).

Coeficlentii Co' CI, ••• se determine din sistemul infinit de ecuatll liniare

ao = boco
lIt = bOcl + ~co

~ = bOc2 + bici + b2Po



avem

Serii de puteri

E e e m p t e

1) Si facem suma seriilor

x x' x' ... + (_1)"+1 ~ +In(l+x)=T-2'""+B- n

x x"- x" x"
In(l-x)=---~--- ... ---,

1 2 3 n

x"- x' xl'"In(1 + x) +In(l- x) = ----__ ... --- ..
1 2 •

Ixl < 1,

[z ] < 1;

Ix! < 1,

355

care este tocmai deevcltaree in eerie a lui In (1- Xl) pentru 1:1:I < 1-
2) Desvoltaree in sene a lui tg x 0 putem obtine impiirtind seriile lui sin x ~i cos :I:

5. Aplieatie. [alculul numeric al logaritmilor naturali

Sa presupunem ca In Neste cunoscut ~i ne propunem sa giisim pe In (N+1).
Trebuie sa calculam diferenta

In (N + I) - In N ~ In (I + ~ )

Folosind dezvoltarea in serie obtinuta la acest paragral, al. 3, pentru
N> 1, avem

In(I +....!....)=2-._2- ..!- +2-.2-._..!...2-.+ ... ,
N c',. 2 Nt 3 S3 4 lV'

tnea seria din partea a doua este slab convergenta, mai ales dad. Neste mic. '
Sa consideram tnsa dezvoltarile in serie

X x" :1:5---+---
tgx= sin:l: = 11 31 51

cos x 1-~+~- ...
2! 41

valabila pentru !:I: I< :::.....
2

=X+..!..:I:"+-.!...x5+.
3 15

avem

x" x" x4

1n(1 +x) = x--2" +-B-4 + ....

X' x" x 4

In(1 -x)~ -x-,--,-,-

(1+ ') ( " " )In -~ = 2 x +- + - + ....
I-x 3 5

Ixl<I,

Ixl<l;

Ixl<I,



'5O Siruri ~i serii de [unatii, Serii de paten

~ 1 +:1: 1 + 1 decl 1 bti d It!}idacapunem~ = Ii' eel X= 2N +1' 0 mem ezvo area

'( ') 1 1 1 ] 12"10 I + Ii = 2N + 1 + 3"' (2N + 1)3 + [;. (2N + 1)$ + ... ,

convergenta pentru N> O. Seria obtinuta se numeste seria lui Mercator ~i

serveste pentru calculul logaritmilor naturali.

Ezemplu

Pentru N >= I, avem

Ne propunem sa eelculam pe In 2 ell 10 seeimale exacte,
Conform unul remltet eunescut [B., cap. I, § 8, 81. 21. eroarea pe care 0 tseem tnsu-

mind primii 11 tennent este Werioara lui -'- u.., nude 1 > k:> unH. In easul neetru,
l-k u..

1l1l+1 = _'_. _'__ 3'"-1. (2n-I) < 2:..= k
w.. 2" +1 3'..+1 9

_'_ u,. = ~ < ~'-, deci Us < _8_, care ue dii tl = 10.
l-k 8 10lD 1010

Trebuie si ealculgm termenii en 12 zecimale exaete, dcoareee eroarea facuta. Ill. seee

tlllrllleni. dat.o;ntil. ultimei aeoimele, este~ = -'- si
, IOu IOu

u.1I 1 1 1 6
8="21'31&'"8< 1012 '

astfel melt ercerea totaJi ~ oste data de

~o<2.~+2. 10 32
10~ IOu = 1012 •

Avem ,
3

i

"'" 0,333 333 333 333

"'" 0,012 345 679 012
3· 32

-'- <:>I; 0,000 823 045 26,
5 ·3"

_'_ "'" 0,000 065 321 052
7 ·3'

-'- "'" 0;000 005 645 029
~.~~



ercereu fiind mai mica decit

I Serii de paten

_,_ "'" 0,000 000 513 184
11· 311

~.-..!.. "" 0,000 000 048 248
13 313

_,_ """ 0,000 000 004 646
15·31$

_,_ """ 0,000 000 000 455
17.317

_,_ "'" 0,01;0 000 000 045.
19.319

Am obtinut pc In 2 ell 10 zecimale exaete :

In 2"" 0,693147 1805.

32 1 1
--.;;:;u "" "3 . !OIO'

357



Capitalul VI

FUNCTII DE MAl MULTE VARIABILE

§ 1. SPA'I'IUL OU n DIMENSIUNI

1. Definitie. Stmctura de spatiu vectorial

Multimea R'" fermata ell toate grupele ordonate de n numere reale
(Xt, X:I ••• •,x..) se numeste spatiul cu n dimensiuni. Un element san un puna
a1 san se noteaza

x = (Xi. X:l ••.., x,,).

Numerele X:L, .• ". XII se numesc coordonatele san proiectitle punctu!ui x. Dad.
eonsideram n drepte egale ell dreapta reala R. atunci spatiul ell n dimensiuni
este produsul cartezian R X R X ... X R, deci

R" = RXRX ... XR = {(xl> x2•.. " X,,) I XJ.E R, X2E R, ... , X"E R} .
.. fiwlklri

Cu punctele spatiului R" se pot face urmatoarele operatii :
a) Adunarea. Fie a=(l2:t. £2:!, •••• ~).b=(bl'b2•... ,b,,) doua

puncte din R".
Suma a + b este deflnita de

a + b = (~ + b1 , a2 + b2 , ••• , a.. + b,,)

~i reprezlnta tot un punet din R", care are ca proiecfii suma prolectiilor ce
lor doua punete.

Adunarea are urmatoarele proprietati :
1) este comutativa

2) este asociativa
(a + b) + c ~ a + (b + c);



Spatiul ell Il dimensillni 359

3) exlsta elementul neutru, punetul 0 (0, 0, ... , 0), numit originea spa
tiului R", care are toate coordonatele nule, astfel tnctt

a + °= a;

4) pentru orice punet a e R" exista opusul sau -aE R", definit de
-a = (-~, -/1:l, ..., -a,.), astfel tnclt

a+ (-a) ~o.

Am aratat astfel ca mutumea R" formeazii un grup comuuuto fatii de
operaua de adunare.

b) Ln m u l t l r e a c u scalari. Senllme~tescalaroricenumarrealA.

Pentru orice numar AE R ~i orice punct ae R" produsul Aa= aA, numit
produsul cu scalari sail produsul cu numere, se defineste astfel :

Aa ~ (All,. xc, "', Aa.l

~i are urmatoarele proprietati :
I)__este dtstrlbutiv

),(a + b) ~ Aa + tb.

(~+ A)a ~ ~a + Aa,

2) este asociativ

a.b e R",

aER",

I,E R;

A,ILE R;

3) exlsta element neutru numarul I

I.a= a.

De fin i f i eo 0 multlme A pe care s-au deftnit 0 operatie de adunare
(a, b) _ a + b !ji 0 operatie de tnmultlre ell numere (io., a) -+ AU care au proprie
tatile enumerate mai sus se numeste spa f i u vee tor i a I, iar elementele sale
se numesc vectorl.

Conform acestei definitii, muutmea R" formeazii un epaiiu vectorial. Punc
tete sale a = (a., as, ... ,a.) se numesc vecfori, iar componentele al , · · · , an'
proiectiile vectorului a pe axele de coordonate ;;i se noteaza

a.=pr1a, tl:!=pr2a, •• ', a"=pr,,a.

Eltemple

1) Multimea perechilnr ordonete de numere reele (It, y) formeaza muljdmea pune/em
lin plan Ball spatiul cu dQua dimen.riuni R'.

2) Mulpmea. grupelcr nrdonate de trei numere reale (:1:, y. z) formeaza mu!limca purn:
telm din $paJiu Ball 8palild eu Irei dimen8iuni RI.
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c) lJaz8. in s p a j i u l R"o Fie vectorf ~=(l,OO•.. ,,0), ej!=
= (0,1,0,.",0), .. " e.. = (0,0, .. 0' 0,1). Orice vector a = «(h,~ •.. " an) se
scrie ea 0 comblnatie Hniara a veetorilor tit e2 •••• , eA , cceficientii combinatiei
Iiind componentele vectorului a. Intr-adevar

a,e,~ (a" 0, 0, , 0, 0)

a,e, ~ (0, a" 0, ,0,0)

all en = (0, 0, O•... , 0, an)'

de unde urmeaza ca

a,e,+ a,e, + ... + a.e. ~ (a" a" ••. , a,,) ~ a.

z

Fig. 101

Se spune ca vectorii el. e2•...• e, formeaza 0 baza in R".
Tn spatiul ell trei dimensiuni, vectorii ti. eil , ee se noteaza_i.}. k, astfel

tnctt un vector (tl:I, ~. Cl:J) din spatiu se scrie Chi+ fl:!j + aak ; i, j, k se numesc
fJeTsorU axelor de coordonate Ox, Og, Oz (fig. 10I).

2. Produsul scalar a doi veetori

a) Delinijie, Fie a~(a" a" •.• , a,,)ji b~(b" b«, ... ,b.) dol
vet:torl din R".

Produsul scalar al vedorilor a. b este numarul

(a, b) ~ a,b,+ a,b, + ... + a"b•.
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Din deflnitie rezulta proprietatile :
1) (a,a)~al+al+ ... +a:;;,.0, (a,a)~O,

2) (a, b) ~ (b, a),
3) (a, b + c) ~ (a, b) + (a, c),

(a + b, c) = (a, c) + (b, c),
4) ),(a,b) ~ (Au, b) ~ (a, Ab),
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dace ~i numal dad. a = 0;
comutativ;
distributiv;
distributiv ;
omcgen.

Exemple

1) Veetorii bazei eH ea,···, e.. verifica urmatoerele rela~ii (eil ej) = 8oi(~1 simboluJ
lui Kronecker).

Intr-adevar, (eo, ei) = 1 ~ (ei, ej) = 0 dad i T j. Se epune ea veetorii bazei sint crtc
normali.

2) InegaZitalea lui Sehwarz-Butliakot!ski. Deca a = (a1 , az, .. ., aA) iP 11 = (111 , 112 , •••• 11..).
avem (a,lI)I«a,a).(b,lI)..

Expresia E = ~ (a. - .:1:11;)2 este pozitiva pentru oriee .:1:; dezvoltind-oavem E =._1
= (a, a) - 2 (a, 11) x + (11, 11) x2, Discriminantul (a, 11)1 _ (a, a) • (11, 11) estc negativ,

b) De fin i tie. Fie vectorul a = (al'll:!•... , aA) din spafiul R". Se nu
meste nonna veetorului a numarul pozitiv

II all~ V(a, a) ~ Va"l~+"'al~+'-.-..-+~a:;
are urmatoarele proprietati :

1) IIali>- 0, IIall = 0, dad. si numai dad a = 0;
2) lI),all~I),I·llall;

3) II a + bll< II a ".+11 b II;
4) 1£1,1 <lIall< ~ la,l·

'~1

Primele doua proprietati rezulta Imediat din definitia normei.
Pentru 3 avem

.. .. n ..

~ (a;+b;)'~ ~al+ ~b1+2 ~a;b"
'~1 i_l i~1 .-1

Insa avem neegalitatea (Schwarz-Buniakovskl)

<i a.bil « t~, i; bi,
'~1 i~1 '~I

deci

sau

V~(a;+b,)'<V~al+ V~bl.
Un spatlu vectorial pe care s-a definit 0 norma Cll proprtetatile I, :l, 3

se numeste sptl/iu vectorial normai.
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c) D e.f in I *i e. Dlstanta dintre doua puncte a (al • U:! •.••• all) ~

b (b
1

, hz, . . . . btl) din Rfl
este namantl

d(a, b) ~ Ha, 1>,)' + (a, b,)' + ... + (a. b.)' ~ II a - b II;

are urmatoarele prcprietati, care se deduc imediat din proprietatile normei :
1) d(a,b),O; d(a,b)=O, daca st numat daca a=b, adica al=~"

llj=bl ••••• a.=b,,;
2) d(a, b) ~ d(b, a);
3) d(a,b)-<d(a,c) + d(c, b).

B:z;emple

1) tn spapul en dona dimensiuni, d(a, b) eete distanta dintre dona punote din plan:
b,.~ H., .,~.

2) In spapul en trei dimensiuni, d(a, b) eete distant;a dintre doni punotc din spatiu :

bJi+ (~ b»+ (a3 bal'.

§ 2. MUL'l'IMI DE PUNCTE IN SPA'l'IUL CU n DIMENSIUNI

1. Intervale. Sfera

D e fin i fie. Fie II' ['I.' •• " / .. n intervale deschise pe 0 dreapta, Se nu
m~e interval n dimensional / p~usul cartezlan II X 12 X ... X 1... ded

1= {(Xi, Xa ••.., x,,)] ~ Ell' X 2 E I2, ... , xnEI,,}.

Intervalele II' /2"'" I .. pot fi marginite sau nemarginite.

E:cemplt

1) In plan, un interval bidimensional II X ["" uude

l~={YI c<y<d},
eate un dreptuughi.

2) In apatiu, un interval tridimensional I = II X It X Is. eu

I1={:clu1<:c<a., It={ylh1<y<bt}, Is={zle,,<z<cd,

oeste un paralelipiped. Intervalul este Inchis, deoereee multimee I eentdne atit punctele inte
rioare cit Qi punctcle de pe fetele paralelipipedului,

D e fin i tie. Se numeste sferl cu centru in a ~i fad. ,. muljtmea

V,(a)~{xIXER', IIx-all <r},

fonnata din toate punctele x a carer distanta la punetul a este -c r,
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Daca 11 X - a II -<'" sfera se numeste tnchlsa,
Multimea punetelor unei sfere inehise eu eentrul in punetul a ~i raza ,

este definita deci de neegalitatea (X:1 - a)2+ (xz- ll:l)Z + ... + (xn - a,,)2< r2.

Exemple

1) In spatlu, 0 sfera tnchiea "V, (a) cste definita de

(x-ap + (y-W + (z-c)' <r'

'§i repreZintll. multimea punctelcr din interiorul ~i de pe stere eu centrul in punctul (a, 11, c)
"i ro.za s,

2) In plan, 0 mera inchisi V, (a) eete definitii. de

(x-a)'+(y-lt")<r2

~i represtnta punetale din interiorul ~i de pe cereul ell centrul in puuctul (a, b) §i raza r.

Observatie

Orice sfera de raza , contine un interval n dimensional ~i este continuta
tntr-un interval n dimensional.

Fie

~i

I' = I~ X I~ X ... X I~. unde Ii = (aa: - r, a" + r) .

Avem

1 C V,I"l C 1'.

2. Veeinatati

De fin i tie. Se numeste veclnatate a unul punct a din spaflul co
n dimensiuni orice rnultlme care contlne 0 stera deschtsa V, (a) CD cen
trul in a.

In vlrtutea observatiei precedente, avern urmatoarea deflnifie echivalenta.

De fin i t i eo Se numeste veclnatate a unui punct a E R· orice multlme V
care confine un interval n dimensional I care contlne punctul a, deci a E leV.

Exemplu

NeegalitaPle

IXt-al!<e, Ixe.-~I<&,···,Ix,.-a,.I<&

definese tot 0 veeiniiotate a punetulni a = (al, a., ...• a,,) iP anume 0. vecinatate sillletricli..
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3. Hnltimi"· desehise.

lIultimi inebise. Frontiera

Fie A 0 submultime a spatiului R" ~i a e Rf
". Se spune ca a este un punet

interior a1 multirnil A daca exista 0 vecinatate Va punctului a contlnuta in A,
deci

a E VcA.
o multlme fermata numai din punete interioare se numeste muuime

deschisii•
...se spune ca a este un punct aderent a1 multimii A daca, oricare ar fi veci

natatea V a lui a, V nA =f= f!)~Multimea punetelor aderente lui A se numeste
tnchldereall}i A ~i se noteaza A. Orice punet a E A este punet aderent al lui A,
deci A CA.

Se spune ca 0 muliime este inchisddaca i~i contlne toate puncteleaderente,
adica este egala Cll tnchtderea sa: A = A.

Un punet a E R fl se spune ca este punct [rontierii at multlmil A daca orice
vecinatate V a lui a confine punete attt ale lui A cit ~i ale complementarei CA ;
prin urmare, un punet frontiera este punct aderent atlt pentru multimea A
cit ~ pentru complementara CA. Multimea punetelor Irontiera ale multimii A
Iormeaza frontiera lui A ~i se noteaza FA.

E:umple

1) :M:ultimea. puncrelor Interioare unui cere de razi f eete 0 multime deschisii.
2) Multimea punetelor unei sfere tnehrae eete 0 multime incbisa.
3) Fejele unni paralelipiped Iormeaza Jrontlera multimfi formate en punctele tntenoere

paralelipipedului.

4. Mu1timi eompaete

Fie A 0 submuljlme a spattulut R" ~i a E R". Se spune di a este punct
de acumulare a1multimil A dad! orice vecinatate Va lui a contine eel putln un
punet x =f:= a din A; prin urmare, orice veclnatate V contine 0 infinitate de
puncte ale multlrnli A.

Din definitie rezulta ca un punet de acumu1are al multlmli A este punet
aderent al multimil A. Prln urmare, 0 muljime tnchisa i~i contine toate punctele
de acumu1are.

. Se spune ca 0 multimeA este marginita daca exlsta 0 sfera V.(O) cu centrul
in origine, care contine muljlmea A; adica

UxU -< r pentru orice x E A.

Mulpmile lnchise ~i miirginite din R" se numese muutmt compacte.
E(l:cmple

1) 0 stera inchisa este 0 mufjdrne compacta.
2) Un interval fI dimensional II X 12 X ... x I" eu h. = {a: Ia:E Rt ak" a:i;"; bk}

aete 0 multime ecmpacts.
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o. Multimi conexe. Domeniu
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De tf n l t l e, 0 rnultime AcR" se nurneste multlme conexa daca, ori
cum am descompune-o in doua multimi A] ~i A2• disjunete ~i ambele diterlte
de 0. eel putin una din mulfimile Al sau A2 are eel pufin un punet de acurnu
lare in cealalta.

Ezemple

1) Un interval" dimensional este 0 multime eonexa.
2) 0 siera din If:4 este 0 mnltime eonexa.
3) Yultimea punotclor euprlnee rntre dona etere eonecutrice este 0 multime conexa,
4) Mulpmea punctelcr interioare a doui eereurl cere nu au nici un punet comun nu

este 0 multime conexi.

o notlune care va fi Iolosita des este aceea de domeniu;

De fin i tie. 0 multlme deschisa ~i conexa se numeste domeniu.

Exemple

1) Un interval deschia n dimensional eate un domeniu.
2) 0 sferli. deschisj, din R" este un domeniu.

Intr-un domeniu D, oricare ar fi punetele a, beD, exista 0 linie poll
gonala LCD, care uneste punctele a ~i b.

§ 3. ~IRURI DE PUNcTE IN SPNI'IDL orr n DIMENSIUNI

1. ~il'Uri convergente

o multi-me de punete din spatlul (ap)pEI se numeste !jir daca multlmea
indicilor I este multi-mea numerelor naturale N = I, 2, 3, ... ~ se noteaza

(a")"EN sau (a..),
uncle a,.. = (an. au, ... , ak .. )·

D e fin i tie. Se spune ca un ~ir de punete din R"
'h, ~, ..., ap ' •••

este convergent catre punetul a E R" daca pentru oriee numar E'> 0 exista un
numar N [e] astfel tnctt pentru orice p> N (e) sa avem

lI ap - all<e
~l se scrle

lim ap = a.

Observatie
Conditia lIap - all< e pentru orice p » N (e) atrage conditiile

Jup1-a"I<e, jUps-tljjJ<e, ... , IUp,.-a"I<1>
pentru orice p » N (1)).
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Se poate demonstra 1a fel ca pentru sirurile de numere, inlocuind modulul
ell norma:

Criteriul general al lui Cauchy. Un ~ir (a,,) de puncte din
R" este convergent dad pentru orice numar e > 0 exlsta un numar N(€:)
astfel tucK, oricare ar Ii o» N (e), qr» N (e), sa avern

lI ap - aqll<e.

Din criteriul general allui Cauchy results imediat convergenta sirurilor-
proiecflilor (cz".t). Intr-adevar, neegalitatea .

{(a.,l - allI)Jl + (OS/2 - aqilf' + ... + (aj m - aq.Y~J! < e

pentru oriee p> N (e), ~i q> N {e) atrage neegalitatile :

raS'l - adl < e, pentru orice p :» N(e), q» N(e);
lap'''':'' alit] < e, pentru orice p :» N(e), a» N(e);

J Up.. - aq.1 < E:, pentru orice pr» N (e), q> N (E);

~i reciproc, modifietnd convenabil pe E. PutCID scrie deci implicatia

(apt, up!'.'" aI''') --+ (tl:!,~, ..., a.) (=) {::::~
0p" -+ a..

dad p ~OO, pEN.

Exemplu

In plan, Viml de punete (u", bp ) cste convergent raue (an, bn) dadi. ~irllilop) eate con
vergent eatre Ot ~ lPrul (b,,) este eenvcrgent catre boo §i reeiprue, adi'eii.

(up, b'Jl) -+ (00' 00) (=) { uj> -+ an
op -+ bn

dati p -+ 00, PEN.

Intructt, convergenta sirurilor de puncte din R" atrage convergenta siru
rilor prciectiilor ~i rectproc, toate demonstratiile privind multimi st slrurt din
R" se obtln transpuntnd convenabil demonstratlile din cazul muljimilor sau
sirurllor de numere. Teoremele urmatoare, demonstrate pentru multiml de
puncte din R. se mentin ~ pentru multimi de puncte din R".

Teorema lui Weierstrass-Bolzano. Once multime mar
ginita ~ infinlti are eel pupn un punct de acumulare.

Teorerna lui Borel-Lebesgue. Din orice acoperire cu mul
timl deschise a unei multimi cornpaete AeR" se poate extrage 0 acoperire
finlti a mulptnil A.

L e m a lui C e s it r o, Once ~ir rniirginit de punete din R" contlne un
subslr convergent.
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§ 4. FUNC'j'I! DEFINITE PE MUL'j'IMI
DIN SPA'j'IUL CU n DIMENSIUNI

1. Funetii reale de 0 ,"ariabila veetoriahi

Defi ni ti e. fleX o multime din R". 0 funcpe f: X~R deflnlta pe X
cu valori reale (multimea valorilor cR) se numeste 0 Iunctie reala de varia
bill vectoriala x = (x.. x2• • • • • x,,) E Xc R" ~i se noteaza

f (x" x" ..., x.) sau f (x).

(O,!J,OJ

lSI

(l,g,Z)

Fig. 102

z (1.0,1.)

Argumentul Iunctlel este vectorul x = (Xl. X2,... ,X,,)i multimea de defl
nltle este 0 multime din R".

Deoareee valorile functlei f depind de coordonatele lui X, adica de Xl'

~, ....• x"' 0 functie reala de
o variabila vectorial a se rna!
numeste funcjie reala de n oa
rtabtle reale; ceea ce rndrepta
teste nctatia f(x., x2, · · · , x,J

Graficul unei Iunctii reale
de n variabile reale f(xl , X2• • • •

.'., x,,), definite pe 0 multime X
din spatiul R'" este format
din multimea punetelor (x."
X2• • • •, x". f(x., X2• • • ., x,,)) din
spatiul R"+1 clnd (x., X2' •••'

X•.) E XcRfl
•

Exemplu

o functin de doui veriahilo
Z = ((4:. y). (e, y) E DeW- arc gra
fieul 0 supraiata (S) in spatiu
(fig. 102).

Ftmctille reale deo variabila vectoriala definite pe D C R" se mai numesc
[unciii scalare pe D sau ctmpuri scalare pe D.

2. Funetii veetoriale de 0 variabilii veetoriala

Fie m Iunctll reale fl' f2" ..' f", definite pe 0 aceeasi multirne X c R".
Punetul (fl (x), f2 (x), ... , t; (X» are drept ooordonate valorile Iunc
tiilor fl. f2.···' f m in punetul X E R". Corespondenta

(x" x" ... , x.) ~ (f,(x" x" ... , x.), f. (x" x" ...', x.), ... , f. (x" x" ... , x.J)
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defineste 0 lunette I = (A. Iz, , . ,,1m) pe X c R" cu valori in R"', Se spune di
functia teste 0 Iunctie vectcrtala de variabila vectoriala, deoarece aut argu
mentul x = (Xt, Xj,.", x,,) cit ~i valorile Iunctiei

f (x) ~ (f,(x). f,(x). """. f.(x))

sint vectori (x este vector in spatiul RIO ~i I(x) vector in spatiul Rm).
Functiile reale h,lz, .. ,,1m de variabilele reale Xt, XiI, ' , " x" se numese

componentele Iuncjlei vectoriale f.
Ob s e r v a t l l

1) Daca ne dam m functii reale II, 12' .. " t; de n variabile reale
Xt, xz.·' '. x... definite pe x c: R", ~i daca punem

11 = pr1I, 12 = pr2 f.·· ,,1m= pr". f.

f ~ (f,. f,. " " ". fm)

este 0 functie vectoriala pe R" eu valori in Rm. Prin urmare, m functii reale de n
varlabile reale definesc 0 Iunctie vectorfala eu valori tn R'" si reciproe.

Aceastii observatie reduce studiul unei Iunctii veetoriale de 0 variabila
vectorfala la studlul unor Iunctii reale de variabile reale.

2) Daca m = 1, functia vectoriala de variabila vectoriala se reduce la
o Iuncjiereala de n variabile reale, adica la un ctmp scalar definit pe multimi
din R".

E zemple

_1) Funepile fl(t), fz(l), f.{f) definite pc 1 C R sint componentele unci Iunctii vecto.,
riale F (I)

F{f) =1 t, (I) + Jt.(I) + kf3(t)
de variabili I'e&li I. Graficul func~iei F(I) este 0 eurba (0) in apatiu (fig. 103), iar ansamblul
eelor trei fnnctii z = fl{f), y = f3(f), z = f3(t) eonstituie 0 representare parametriea a.eurbci 0;
argumentul 1 ae nUmt1§te parametru.

1

(el

!I'
n

(f,(n,!zfb), 'J{bJ)

;
(r,(~)} fZ(,J), fJ{iJ)

I ;

0 • !I b (0.0.01

/,
Fig, 103
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2) F~ctiile ft(u, tI). (.(11" tI), 1.(14, vI definite pe leD} gint componcntele unei fnne~ii

vectorlete ~ (14, tI)

1

(0,0,0)(0,0)-fm;,,----- u

x

Fig. 104

eu valori in R8. Gretleul functiei 4l eete 0 suprafa1a (8) ill spatiu (fig. 104), iar aneamblnl
eelor trei fune~ii :.:= (1(14, v), Y = (8[u, tI) B = fs(u, tI) eonatituie 0 repreaentare para.metriei
3 sllprafe~ei S.

3) Functia vectoriali If de variabili veetoriali r=-;:.: +Ty + kB,rEI c._R8 dofine~te
trei Iunetii reate X. Y, Z de trei variabile reale (x, y, e), componentele fuuofiei F:

F(f) = T X (e, Y.:il)+ lY (:.:, y, e) +kZ (:.:, y, z).

Veetorul f"ee numefte tlectorul de po:o'ilje al punctului M(x, y, B). Functia. If{r) definiti
pe I ee apune d, este un cimp vecle;rial doiinit pe 1.

Cind punctul M(:e, y, z) deacrie mnltlmea I, punctul M'(X, Y, Z) deacrie muljimea J
din spapul JtI (fig. 106).

l

(O,o,OJ
},;;-;;c;;;-----~y

(o,o,OJA;;;;;;----y

,
x

F~. 105

k-o.ll1Vl



f'llIu/i, de rnai ",wit,> l'IIri.aJ,",,,,,,,-" , _

Olunctle vectortala f = (fl' 12•. . ., fm) definita pe X c R" eu valori in R""
se spune ea este marginita pe X daca exista un numar M> 0 astfel tnctt

Ilf (x)11 « M pentru"orice x E X.

Definijla esfe echivalenta eu

I fJ) (X:t. Xt.···. x,,) I '" M'. pentru orice (X:t. x2•• ,·. x,,) E X

~i k= I. 2, •. '. m. Prin urmare, 0 functie vectoriala I este marginiUi dad functlile
eomponente sint marginite ~i reciproc.

3. Operatii en functii vectoriale

Fie f ~i g doua Iunctii vectoriale definite pe aceeasl multime Xc Rn,
ell valori tn Rm.

a) Suma { + g a eelor doua functii este 0 functie definite pe Xc R"cu
valori tn RIA

f(x) +g(x), x EX C W.

Daca f ~ (f" f,,· .., f.), g ~ (g" g" , g.), atunci

f +g ~ (f, +g" t,+g" , f. +g.).

b) Produsu1 Af al Iuncjiei { eu numarul real A este 0 Iunctle A{ definite
pe X c R". eu valori in R",

>.f(x), x EX C W,

data de

c) Produsul CPt al Iunctiel_vectoriale { eu Iunctia reala <p deflnita pe
X c R" este Iunctia

~ (x) f (x), X E X C R",
cu valori in Rm ~i

~f ~ (of" ~f,,···, .f.).
d) Fie f: X....,.. Y c Rm, g: Y -e- RI>. X E R".

f ~ (f" f" ..., f,,), g ~ (g" g" ..., g.),
eu

node
(Xl' X2' ••• , x..) E X c R". (YI' Y2 • • _ ,,9ft» EYe R-,
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Funcjla compusa glf) realizeazii corespondenta X ---+RP ~i este definite de

g(f(x» ~ [g,(f(x)), g,(f(x)),,,,, e, (f(x))), x EX c tc, (1)

si se objlne prin compunerea functlilor reale gil componentele lui g, cu functia f.
In contlnuare, compunerea Iuncjlei Teale gj:(yu Yt, ..., Yrn) ell functia vee

tori alii f = (II, ft, .. 0' I...) se reduce la compunerea Iunctlei Tealegk ell compo
nentele reale fl' 12' .. "J t.: adlca

e, (f) ~ e, (f" I""" 'm);
prin urmare,

g, (f(x» ~ g, (f,(x", x" " " X.), I,(x", x" ' '" X.), ,,,,'m (x", X" ' . " X.»,

pe care daca Ie inlocuim in (1) obtinem ftmctia compusa glf).

4. Limite de funetii vectorlale

D e fin I t i eo Fie functia vectoriala f: X -..,..Rm, Xc RR ~i a un punct
de acumulare al mulfimii de definifie X. Se spune cit un vector b E R'"este
limlta funcfiei f in punctnl a daca pentru orlce numar e:> 0 exista un numar
1] (e) > 0 astfel incit, oricare ar fi x =1= a, x E X ~ II x - a II < 1] (e), sa avem
III (x) - bll < e sl se serie

lim [(x) ~ b.
.~.

(I)

Daca punem a = (~, ~, .. 0' a,,), b = (b1, h2, 000' b",), x = (Xl' ~, •• "X,.)j
1= (h, 12,···, 1m)' atunci deffnltia data este echivalenta cu

IMXt, X2'·'" Xfj) ~ bI 1 < s'

11,(x", x" "" x.) - b, I < ..

Ii..(Xt, .ta, ..., x,,) - bm I < t,'.
daca

7 1
Ix" - '" I < ~ (oj, Ix, - a, I < ~ (e), "" Ix. - ""I < ~ (0),

~i se serle

lim It. (Xi. Xl • • • •, X,.) = b1r:' k = I. 2, 0 • '. m.
"',...a,
......a..

Se pot da delinitii echlvalente attt cu ajutorul veclnatatilcr cit *i cu aju
torul sirurilor.

Proprietatile stabilite 1a limitele runctrnor de 0 variabila se extind ~i

aid, tnlocuindu-se valoarea absolute ell norma.



5. ContinUitatea funetiilor vectorial..

Definifie. Fie functla f:X--+Rm, XcRIa~iaEX. Sespuneci
funqia f este continua in punetul a, daca la orlce numar e> 0 exlsta un
numar 1) (s) > 0 astfel tnm, orlcare ar fi x E X, sa avem

III (x) - I (a) II < ..
dad IIx - all < ~ (0).

Folosind componentele, definitla este echivalenta cu

11,(x.. x,• . . '. x,,) - I,(a" a, , a.ll < " (..-e- 0 daca ,~O)

If,(x.. x,•.. ., x.) - I,(a" a" , a,,) 1< e

II. (x., x" .... x.) - I. (a,. a, a.) I< ...
dad Ix. - a,I < ~ (,). Ix, - a,I< ~ (,) , Ix. - a.1 < "( 0).

Daca a este punet de acumulare al muljlmil de definitie X, atunci con
tlnuitatea tn punetul a este echivalenta cu

limf(x)=f(a) sau limllf(x)-I(a)II=O.- ~.

Urmatoarele proprietati, stabilite la Iunctille reale de 0 variablla reala,
continue, se menftn st pentru functiile veetoriale continue.

I) Daca 1este continua tn punctul a, exista 0 vecinatate a punetului a
to care Iunctia este marginita.

2} Dad Iurrctia (x) este continua in punctul a, atunci Iunctia II f(x) "
este continua to punctul a. Reciproca tn general nu este adeverata.

3) Daca f ~i g stnt continue in punctul at f +g ~i A f sint .continue tn
punetul a.

4) Dad lim f(x) exista in R'" .;;i f nu este deffnltli in punetul at atunci f
se poate prelu~ prin continuitate tn punetul at punlnd f (a) = lim f (x).

5) Fie Iunctiile i : X --+ Y e R"', g: Y --+ Rp, X e Ria. D'";~a functia f
este continua tn punctut a E X, Iar functia g este continua tn punctul b =
= 1(a) E Y, atunci Iuncjia compusa g(f): X --+ R!' este continua in punc
tul a E X.

6) Fie Iunctia reala I: X -R, XeRfI;'daca tn punctul a EX, f este
continua ~ 1(a)* O. exista 0 vecinatate V a lui a astfel tnctt pentru
x E V n X

l(x)·I(a» 0,

din care se deduce ~i

7) Dace Iunctia vectoriala f: X _ RBI. XeRn este continua tn punc
tul a E X ~i I(a) =1:0, atunei exista 0 vecinatate V a punetului a astfel tnctt
pentru x E Vn X
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6. Continuitatea partiala
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Defioi tie. Fie f: X -7R"', Xc R" ~i a E X. sa ccnslderam sub
mulfimea Xi a multimii de definlfie X, data de

Xi = {Xi I X, E R, (al'~"'" ~-l' Xi' aH 10 •••' a,,) E X};
pe aeeastii. submaltlme, tunqia I este 0 functle f, de 0 singura variabila reala Xi

I, : Xi -7 f (llt, ~, .., a'_I' Xi' aH 1 l · · · , a,,), Xi E Xi'

Daci tunetia fi este continua in punctul ai E Xi' spunem ci functia f este
continua (par1:ial) in raport cu variablla Xi in punctul a = (aI' a2, . · .oall)'

Sau:
Se spune ca Iunctia I(:€t. Xt, ••. 0 X,,) este continua partial in raport cu

variabila Xi in punetul a daca pentru orice numar e> 0 exista .un numar
'l (a:) > 0 astfel lnctt sa avem

11(a" a" •.., a,_" x" am,···, a,,) - I(a" a" •••, a.) I <l e

pentru orice Xi E Xi si I Xi - a j I < 1j(g).

Teo rem a. 0 functie f continua tntr-un punet a = (al'~'" .,aJ este con
tinua in acest punct ln report cu fiecare variabiUi..

Demonstratle. Daca f este continua in punetul a = (Ut,~ •... , aJ E X,
atunci pentru orice numar e> 0 exista un numar 7J (e) > 0 astfel tnctt

111(.<" x" ..., x.) - I(a" a" ..• , a,,) II < e

daea
1.<, - a, 1< ~ (e), I x, ~ a, I < ~(,), ..., Ix. - a.1 < ~(,).

In particular, daca luam X:t = ai' ..., Xi - 1 = ai-I' XiH = a f +! , •..• x"=
= all' avern evident

IIf(Ut, ...,ai - 1 , x.,a. H , ... , atl) -f(a1 , ~, •••• a,,)IJ< s ,

dace J Xi - a, I < 'lJ( e), deoarece celelalte neegalltati sint satisfacute.
Reciproca acestei teoreme nu este in general adevarata. Daca 0 func]i

este continua tntr-un punet in raport ell liecare variabila in parte, nu rezulta
ea este continua in acel punet.

Exemplu
Fie Iunctia (x, y) dofinitll. pe II!- aatfel

I
3 x y6

-.-~.-, (x, y) "1=' (0,0)
f(x, y) = x + Y

lo,x=o,y=O
Dad, x = 0, lim.(O, y) = 0, dod f(x, y) eete continuii. in raport llU y in punetul (0,0).

~"Daei y = 0, Jim ((x, 0) = 0, deei f (x, y) elite eontinug In raport eu x in punctnl (0, 0).

-"
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Daea:

:J:-+ 0 Vi Y-+ 0, de exemplu pe curbs y' = m 1/;, atunci

3mV! 3m
lim (1/;, y) = lim = ---.

(:8, W)-Io(I}, 0) _0 xl (1 + ml) 1 + ml

Limita~ depinde de parametrul m, deoi nil eete unica j prin urmure, funetia f (a, y)
1 +",-

nu are limiti in origine. Results de aici en. f(x, y) nu elite continua. in origlne.

7. Funetli veetoriaIe uniform continue

De fin iti e.' Fie [: X-+RIA continua pe XeRR
• Se spune ca functla f

este unlfonn' con"tiona pe X daca, pentruorice Damar E:> 0 exlsta un numar
'l( e)> 0 astfel indio oricare ar f punctele x:, x' E X cu II x- x II < 1;(&), sa avem
III(x) - I(x) II< "(E).

La fet ca *' pentru Iunctiile de 0 variabila, numarul 1l(e) nu depinde de x
~i X, ci numai de e.

Cu ajutorul.componentelor fl. ft,· •. , 1m ale functiei f. avem urmatoarea
deflnitie echivalenta.

De t t nt t t e, 0 'nncfie f: X-+R'" este unifonn continua pe XeR"
daca ~l numai.daci toate componentele sale fl' 12' ... ' t; sint unifonn con
tinue pe X.

Intr-adevar; avem Implicatiile

II I(x) - I(x) II< E -) I I,(x) - I, (x) I < e, i ~ I, 2,..., n.

1I,(x) - I,(X) I < -.0, i ~ I, 2,..., m~) III(x) - I(x) II< e,
m

dad IIx -.xu< ll(s), x, X E X, care rezulta din neegalitajile

I {,(x) - {,(X) I <;; II ((x) - I(x) II <;; 1; It.(x) - t,(x') I,
;~I

adevarate pentru i = I, 2, ... , m.
Avem urmatoarea

Teo rem a. 0 funcfie f unifonn continua pe 0 mulfirne X este uniform
continua in raport cu fiecare variabila,

Se demonstreaza la fel ca si teorema de la aliniatul precedent. Reciproca
acestei teoreme nu este In general adevarata, ~i anume continuitatea uniforms
tn raport cu fiecare variabila in parte a functiei f nu atrage continuitatea uni
forma a Iunctlei f.
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8. Fnnelif vcetoriale continue pe intervale eompaete

37.

Reamintim ci:i un interval compact in R" este un interval indus ~i mar
ginit in RI>. Proprietajlle Iunctiilor reale de 0 varlablla reala continue pe un inter
val compact. se menjin in parte ~i pentru functii vectoriale continue pe un
interval compact dinlRIO. Anume:

1) 0 Iuncjie vectoriala continua pe un interval compact I este marginita
pe I.

2) 0 Iuncjie vectoriala continua pe un interval compact I este uniform
continua pe f.

3) Pentru 0 Junette vectoriala continua pe un interval compact I exista
un punet ~ E I ..lfel tnctt IIfm II~ sup IIf(x) II.

OE'

Aceasta proprietate rezulta din faptul ca. f(x) este continua pe I dad
nf(x) II este continua pe f (8., cap. VI, § 4, al. 5, proprietatea 2).

4) 0 functie reala de n varia bile f(x l , x2 , •••, x,,), continua pe un interval
compact I C RI>. i~i atinge efectiv marginile pe f.

Exemple

1) Functia f(x. y) = y ;If' + !/. definitii. pe discul Xl + y' <:R!- este continua pe de
meniul de definitie. Minimul funetici f(x, y) este etins in punctul (0, 0), unde f(O, 0) = 0.
Maximul funetiei este atina in oriee punet (x. y) situat pe eercul ss + 11" = RJ *i are valoarea R.

2) Funcpa ({x. y) definitil. pe dlscul ;r;a + If ,R' in madul urmator

\

3 xy'
---.. ' pentru (x, y) '* (0. 0)

(x. y) = ". + yll

° , pentru (e, y) = (0. 0)

nu este uniform continua pe domeniul de definipe. deoarece nu este continua. tn'punctul (0, 0).

§ 5. DERIVATE PAR'l'IALE. DIFEflEN'l'IALE

1. Derivate .partiale. Definitie. Proprietati

De fin i tie. Fie lex, U) 0 tunctle reala de doua variabilereale detlnita
pe 0 multime XC R2 ~i (a. b) un punet interior al lui X.

I} Functla f(x, y) este derivablla partial in punctul (a,b) in raport cu varia
bila x daca

lim ((x, b) - (a, b)

If-+oJ :l:-a
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exfsta ~ ~efiniti. Umita ins~i se numeste derivata partlala a functlei {(x,g)
in raport co x ~ se noteaza

f; (c, b). afC'. 'j • D. f(a. b).
ax

2) Funcfia f(x,y) este derivabila Partial in pundul (a,b) in raport CD varia
bila 9 dad

lim f(a, y) - f(a, b)

,-+6 y-b

e>lsta Ii este linlta. Umila ins~i se numeste derivata parjialli a Iuncjiei f(x,y)
in raport CD Y ~ se noteaza

f;(a, b). afC" ') • D.f(a, b).a,
Observatii

I) Din deflnitle rezulta ca., atunci dod derivam partial in raport eu x
variabilai:J:St~Q§ider.ataconstanta :?i derivamca iii cum am avea 0 sing!:.lJ::a
variabiHi x. Aceasta observatte este valabila ~ do derivam paitTiirin ra
port ell g.
o 2) Daca 0 functte este derivablla partial in report cu x in Iiecare punet
al multimii de deflnijle X, spunem cil. este derivabila partial in raport co x
pe multlmea X.

Ezemple

1) Fnnet;ia f(x,y) >= e"+" definiti pe Jt! este derivabili partial In raport en :& p
Y pe JZI

f~(:&, y) = 2:t: e"+»"', t;C:t:.y) = 2yec'+tP 0

2) Fllne~ia (:t:, y) = In (1 +:t:y) definita pe X = {(:t:. y) I :t:E H, y E R. :t:y> -I}
eete derivabilll, paJ1;ial in raport ell :t:,i Y pe X

(

I

(

1'=--'-.
'" 1 +:t:y

f'=-"-·
II 1 +:t:y

In mod asemanator se definesc derivate1e partlale ale Iunctiilor reale de
mai multe varia bile reale.

De fin i tie. Fie [("J., X:!, • , " x,,) 0 functle reala de n varlabile reale
definita pe 0 multime XC R" ~ (Ut.. az, 0 ~ 0' Uti) un punet interior al lui X.
Funqia !(Xt, X!, •• 0' x,,) este derivabila partial in punetul (lJj" az. 0' .,£1,.) in
raport cu variahila x,t daca



existl ~ este finiti. Limita tnsl¥ se numeste derivata parfiala a functiei
!(Xt, ..., XII) in raport cu ~ ~:se noteaza

I

~

Derivate par/iale. Di/eren#"le

r( ) a(_" .......> D f(Cl:t, •.. , a", ' "'J: ~ •••• ,
"J, dZJ:

o functie !(Xt, X:2 •••• , x,,) are n derivate parjiale.

an)'

377

evem

AplieaJie

o Iunctie (:1:, y, e) definita pe XC R3 are trei derivate partiale. Daca (a, b, c) E X.

2) lim
((a, y, c) - ((a, b, c)

(;(a, b, e).... .-,
3) lim

((a, b, z) - ((a, b, c)
t; (a, b, c).~. ,- c

Excmplu

((:c, y, e} = In (1 + ;ily2Z2) definitii. pc HI are derlvatele partialo

f' = 2x y21J •
'" 1 + x"-!fz"

pentru orice (e, y, s} E R2.

f' = 2yx'-Z2 •

1/ 1 + :t:Vt'

Proprietatile Iunctiilor reale de 0 variabila reala, derivabile, se mentin
tn parte si pentru functiile reale de mai multe variabile.

1) Dad Iunctia realaf(Xi, X2"'" x..) este derivabila partial in raport
Cll xj: in punctul a = (a..•..., an), atuncl ! este continua partial in raport cu
variabiJa XI; in punetul a.

Intr-adevar, Iunctla de a variabila !(a.., ..., aJ:_l' xl:, ak+u"" all)' fiind
derlvabila in raport cu xI: in punetul a, este continua In punetul a in raport cu
variabila xl:'

2) Dad functta reala !(Xi•..., x,.) este derivabila partial in raport cu
fiecare varieblla Xl ••••• X"' in punetul a, atunci teste continua in raport cu
fiecare variablla in parte in punetul a.

3) Deoarece dertvarea partials in raport ell a variablla x.t este de fapt
derivarea Iunctlei In raport cu xl:' celelalte variabile fiind considerate constante,
urmeaze ca

a) regulile de derivare stabillte pentru funcjiile de 0 variabila se mentin
~i pentru derivarea parfiala ;

b) operatlile algebrice efectuate asupra functiilor derivabile partial conduc
tot la functli derivablle partial, adica 3}Uma. diferenta. produsul, cUul a doua
functil derivablle partial reprezrnts tot 0 functie derivabJia part;"l.

.. ,
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Deli nill .. flef(x) 0 Iuncjie vectorial. f ~ ({"f" .. "f.) de variablla
vectoriali 'x = (Xi, .. "' xJ definita pe 0 mulpme XC R" cu valori in RIfI,
componentele fl' ft•.. ,,1m fiiod tuncfii rea1e derlvabile partial in raport en
flecare variabili X:l. X1l •.. ", XII' Intr-un punct (al • tl:l•.•., all) E X.

Derivata partiala.a luncfid f in raport ell ~ in punctul a, pe care 0 notam
f;.(a). este definllii de

lim ((al' a" , •.• , Ok_t· Zit, «1H' ••. , a",) ~f(al' 0,., ... , a..) •

Irk-+41; :I'll - Ok

Daciiconslderam functla !(x) raportata la 0 bam e1 , ••• , e",. atuncl

f(x) ~ e,f,(x,.,,·. x.) + 'J,(x,., ". x.) + ...+ '.t.(x,.,. '. x.).

ded derivata partiaUi f~k (a) are componentele

8Ma., ... ,IJII )

ax.
8f:(a1, ••. , a..)

ax.
at.Cal"'" a..)

ax.

AplicaJii

1) Fie F(1') = t Mz, s, z) + -, fa(z, y, z) + kfs(:c, y. z) cu t; f•• Is definite §i derivabtle
pe un domeniu Iu: Bar _

Derivatele parpale ale funcpei F(¥) stnt

811 =i afl +3 aft+k at.
8z 8z ax f);r;

8"F =ifJf1 +j8'. +k8fa
ily f)y 8y By

81" =i8f1 +,8'. +_k~
a~ a~ a~ a~

pennu (:1:, y, z) E D.

E:l:emplu

F(r) = "1 x +j ·Y +k ~---''c--c-
~+~+1 ~+~+1 ~+~+1

deffniti. pc Ware derivatcle parttale

i:lF(r)=1~-- +1 -2yz + Ii 1 .
az (yl + z'l. + W (x2 + z'l- + 1)1 ...1 + 11 + 1

i:lF(r) ="1
ax

1 +J--":"'-=~+k -2:1:2
~ + z~ + 1 (xl + z~ + 1)11 (~ + yl + 1)1

-2;ry + J -o----':C-C-,:-- + k - 2yz
(y~ + zS+ I)Z z~ + XZ + 1 (x2 + ~ + 1)1



/
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Derioote partiale. DiJerentiale

2. Derivate parliale de ordin superior

Fie [(x, y) 0 Iunctie reala de doua variabile reale deflnita pe X C R2,
derivabila partial in raport ell fiecare varlabila X, y in punetele interioare ale
lui X. Daca derivatele partiale f~ (x, y) si f~ (x, y) definite pe XC R2 stnt 1a
rtndul lor derivabile partial tn raport ell x ~ifg, derivatele lor partiale se numesc
derivatele partlale de ordinul doi ale Iuncbet f si se noteaza

Deci 0 Junette de doua variabile are patru derivate parjiale de ordinul doi.
In general, 0 Junette reala de n variabilef(x... ~•.. '. x,,)are n2 derivate partiale
de ordinul doi, ~i anume

fJ'f

a:t. &Xl I

i, j = 1, 2, ..., n.

E;l:emplu

Fie functia. ((:1:, y) = In (1 + z2 + yi) defmita pe R2. Avem

4x'

f•
2.

(1+w+!f)2

r:
~

~i se cbaerva cil f~ = f;~.

-4"" -4""
f;~= (l+w+y!)2

Derivatele partlale f~~ st f~~ (numite ~i derivatele partfale mixte) in
general nu slnt egale. Urmatoarea teorema stabileste conditii suficiente ca
derivatele partiale mixte sa fie egale.

Teo rem a (A. S c h war z). Daca functla f(x,y) are derivate partlale
mixte de ordlnul doi intr-o veclnatate V a lui (x,y) E X ~i daca f;"; este conti
nua in (x,y), atunci f;';' (x. y) = f;;" (x, y).
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Demonstra(ie. Plecam de la expresia

E ~ f(x + h, y + k) - I(x +h,y) - I(x,y + k) +I (x, y).

Fie
~ (x) ~ I (x, y + k) - f(x, y),

unde presupunem pe Y deccamdgja constant. Co ajutorul lui cp (x), E se serie

E~~(x+h)- ~(x).

Funcjia ep(x) este continua ~i derivabila, deci

~;(x) ~ ,; (x, y +k) - I;(x. y). (I)

Daca apllcam formula cresterilor finite lui E, avem

x<,<x+h,

si daca ttnem seama de (I) obtinem

E ~ h If; (" y + k) - I; (" y) J.
Daca li mai aplicam 0 data formula cresterilor finite, avem

E ~ hkl;;(" ~), ,E (x. x +h), .~ E (Y, Y + k).

Revenind la Iunctla ep,

lim..!J..:L = lim f{x,y+k)-f(x,y) r ( )
,~,k.., k ,x,y,

deci

(2)

lim~=lim q:>(x+h)-(f'(x)

k-+O k k-+O k
I; (x + h, y) - t: (x, y), "I

~i. in continuare, tintnd seama de contlnuitatea lui f;~ si de (2), obtinem

-"-- ~ hi;; (,,~) ji lim-!. ~ h/:;(" y).
k k-+O k

Am objlnut egalltatea

h I;' (" y) ~ I; (x + h, y) - I;(x, y).

Imparttnd Cll h, avem

r;(x +h,Y)-f;(x, y)

h

Avind in vedere continuitatea lui t;; si exlstenta derivatei t;;, la limita, dod
h _ O. rezulta .

,;; (x, y) ~ ,;; (x, y)

~i teorema eete demonstrate.

I,
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Rezultatul obtlnut se mentine ~i pentru derivatele de ordin superior ~i

d ~ as f aSf aSf itt" , t " 't t "enume aca ~~. ---. -- 5 n con inue 10 r-o vecma a e a punc-
axsa y axayax fhJaxa .

tului (x, y) ele slnt egale. Intr-adevar

aSf _ a l a'f)_ a(a'f)_ aSf
axaay - ax axay - ax ayax - axayax

~i

In general

aSf _ fP (af)_ a' (af)_ aSf
axayaz - artiJy a; - aya:t a:t - aya:t' .

a-+II f _ alll +1If _ am+1I f
azllagm - ay"'a:tll - ay'" laxllay = ...

Teorema ramtne adevarata ~i pentru Iunctlile reale sau vectoriale de trei
eau mai multe variabile.

Pentru 0 Iuncjie reala f (~, x2 , ••• , x..), derivata de ordinul k in care
se derlveaza partial de lX.t ori in raport cu X:t, de ~ ori in raport cu X2 s.a.m.d.,
de IX,. ori tn raport ell x..' .'?i lX.t + ~ + ... + IX.. = k, se scrie

a'f
~, dad. Iuncjla tmpreuna cu toate derivatele pina la ordinul k inclusiv stnt con
tinue, ordinea de derlvare partlala nu iniluenjeaza rezultatul. In aceste condltii,
numarul derivatelor partiale de ordinul k, dlstincte, este dat de combinarile
cu repetitie a n obiecte luate cite k

-r: = C:+k-l.
E:templu

o fuucpe de trei variabile [(x. y, z) arc Cl = 10 derivate pariJale
distincte

de ordinul trei

as[ . aSf iJ3f. (J8[

oxs ar' :azs away'

.si.:
axoyoz

3. Diferentiala unei functli de mai multe variabile

Fie ((x. y) 0 Junette reala derlvabila partial pe un interval JeRi. (a, b)
un punet interior lui J, in punetul (a. Lb) derivatele parfiale f~ (a.. b) f~ (a. b)
fiind continue. Dlferenta

f(x, y) - ita. b)

-' ,
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se mai scrie ,

1(x, g) ~ I (a, b) ~(I(x, gl:- I (a, g»+ lJ(a, g) - I (a, b»

si, dace aplicem formula cresterilor finite in fiecare paranteza, avem

I(x, g) - I(a, g) ~ (x - a) I;(~, g), a < ~ -c s,

1(0, g) - I(a, b) ~ (y - b) I;(a, r,), b <~ <g,

deci

I (x, g) - I (a, b) ~ (x - a) I; (~,g) + (y - b) I; (,a r,),

Insa derivatele parjiale slnt continue tn punctul (a, b); prin urmare, putem
pune

1;«, g) ~I;(~, b) + 1J;(~,g) - I; (a, b)) ~I;(a,b) + 0,(.<,g),

I;(o'~) ~ I; (a, b) +I;(a, r,) - I;(a, b) ~ I;(a, b) + O,(x, g),

eu 61 (x, g)~ 0, all (x, y) -+ 0 dod x -+ a, y ----)0 b, asUel tnctt avem relatla

I(x, g) - I (a, b) ~ (x -a) I;.<a, b) + (y - b)/;(O, b) +

+ (x - a) O,(x, g) + (x - b) 0, (x, g),

iar pentru punete (x, g) suficlent de aproape de (a, b)

I(x,g) - I(a, b) <0< (x - a) I; (a, b) + (y - b)I; (a, b) (1)

~i. daca notam x - a = h, Y - b = k, (I) se scrie

I (x, g) - I (a, b) <0< h I; (a, b) + k I; (a, b).

De If n t t l a d l f e r e n t i a l ei. Functiahf~(a,b)+kf~(a.b),hER,
k E R. care depinde liniarde h ~i k, se numeste dlferentiala Iunctiel f (x, y) in
punctul (a, b) ji se noteaza

dl(a, b) ~ h I; (a, b) + kl;(a, b).

Sa observam c.ii. h = x - a este diferentiala Iunctiei tp(x, y) = x, Iar
k"= y - b este dfferenjiala functiei "'Y(x, g) = y, ambele definite pe Ri

.

Intr-adevar, 1fI~::::::: I, 'f~ == O, r.Y~ == 0, o/~ == 1; prin urmare,

h ~ d~ ~ dx, k ~ d~ ~ dg.

Cu acestenotatii, di{erentiala Iuncjlei f (x, y) intr-un punet (x, y) tn care fare
derivate parjlale continue se scrie

dl(x, g) ~ I; (x, g) dx + I; (x, g) dg

sau

. i
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Operatorul

d~~dx+~dy
ax ay

care aplicat functlei f ne da diferentiala Iunctiei fin punctul (x, y) se numeste
operatoru! de diferentiere.

a) Pentru 0 runctte reala de n varia bile f (~, ~, ... , x,.), diferentlala
se dellneste in mod asemanator

iar operatoru! de diferen/iere este

d ~~d>; +-!'-dx, + ... +~dx•.
aX1 8Xy, ax..

b) Pentru 0 functie vectoriala f(~, ~, ..., x..) definite pe a multlme
X C R" ell valori in Rm, diferenjiala se defineste in mod asemanator

df~ !Ldx, +!L dx, + ... +!L dx.
a~ aXa ax..

ca ~ pentru Iunctlile reale.

Exemple

1) Functia f(x, y, c] = yx· + y' + z2 definitil. pe R3 este derivahila partial pe
R3 - to}. Avem

deei

[z, y, z) E R3~{O}.df
xdx+ydy+zdz

YxS+Y"+ZI

2) Functia [(Xl' Xa,' , ., x..) = In (I + x~ + x~ + .;. + x;) definita pe R" este deri
vabila partial pe Rn

Diferentlala unci Iunctil f de mai multe variabile se numeste ~i diferen
liala totalii a tunctret f·

2x", dx,l:

l+x~+x~+ ... +x;

l+x~+x~+ ... +x;
of
a,.

.
df~ ~ ..,.---~~~--c-

i

Ii are difcrentiala
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4. ProprietiPJe diferentialei funetiilor de mai moUe variabile

a) Teo rem a. Condlfia necesara ~ saftclenta pentru ca diferentlala
unel funcfii I (x, y) definita pe un interval I CR2sa fie identic nula pe I este ca
f (x, V) sa fie censtanta pe L

Demonstratie. Daca f (x. y) = a pentru crice (x, y) E I, atunci

~,=O, ~"'O,
oX oy

deci
df'=O pe l.

Reciproc, daca dl (x, y) ~ Ei dx + !'£ dy ~ 0, pentru orice (x, y) E /,ax vy
tn particu1arpentru x constant, df = 0; tnsa in aceasta situafie df = !L dy = 0

oy
pentru orice (x, y) E I (x constant) si, conformunui rezuItat objinut anterior
(B., cap. IV, § 5, al. 6), Iunctia I(x, y) nu depinde de y pe /.

In modasemsnetor,pentru coordonata gconstanta, avem df =.!!.. dxes 0,a,
(x, y) E I, deci pe It f nu depinde nici de x. In concluzie, t(x, y) este
constants pe I.

b) Teo rem a. Oaca 0 expresle diferentiala

E ~ P;(x, y) dx -l- Q(x, y) dy

CD funepile P(x, y) ~i Q(x, y), continue pe uti interval IcR2, este dlterentlala
unei functli f (x, g) pentru orice (x, y) E I. atunci

P( of of
x; y) ~ ih-' Q(x, y) ~ iI'

pentru orice (x, y) E I .

.Demonstrafie. Pentru (x, y) E I avem

dl~~ dx+~dy
iJx iJy

~i

dl ~ P (x, y) dx + Q (x, y) dg,

deci pentru orice (x, y) E I

(P(x, y) ~ :~l dX+(Q(x, y) - :~) dy ~ 0,

de unde rezulta, conform teoremei precedente, ca

P (x, g) =~, Q (x, y) =!L.., pentru orice :(x, g) E J.
iJz ay
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Proprietajlle a ~i b se menjin ~i pentru Iunctii reale de mai multe varlabile.
a') Conditia n~ra ~i sJ..1ficienta pentru ~a .di!erentiala unei Iunctil

f (~. xz,· •.• xn ) definite pe un interval 1 C R· sa he Identic nula pe I este
ca f(~. x!.•... , x.J sa fie constanta pe I.

V) Daca 0 expresie diferentiala

p.(x,•. .. ,x.) dx, + P,(x,. x" ....x,) dx,+ ... + P.(x,. x,.... ,x.) dx••

cu Iuncjiile componente P.t(X:t. X:ll••••• x.). k = 1, 2, . . . .n, continue pe un
interval IcR·. este diferentiala unei funcjii reale f (x.•... ,xn) , pentru orice
(Xi. x", ••• , x.) E J. atunci .

P,(x" .... x.) ~!L. p.(x" .••• x,) ~!L, .... p.(x" .... x) ~.!L
ihll aX, • ox"

pentru. orice (Xl>"." x..) E J c R".

D e fin i tie. Fie f(x, y) 0 Iuncfie de doua variabile definita pe I eR!. de
rivabila partial de doua ori in J cu toate derlvatele parfiale de ordinul doi (deci
~ de ordinul intii) continue. Dtferentiala de ordinul doi se noteaza d!.f(x, y) ~i

est. definitii de
d'i (x. y) ~ if'( dx' + 2 -"'.L dxdy + if'( dy'.

a~ o~oy ~

Se observe ca d2f se objine diferentiind diferentiala tntiia

d (dl (x, y» = d (iJL dx + !L dy)
az oy

Cll d (dx) ~ O. d (dy)~ O.
Operatorul

if' if' if' r a a)'"- dx'+2- dxdy+-- dy' ~ - dx+-dy
az~ o~ oy or a;J; i)y

se numeste operaiorul de diferentieredeordinul dol. Cu ajutorul acestui operator
diferentiala a doua se scrie

d2f = (~ dx + ,~:dyll2-) f.1
az, lOy

De fin i fie. Fie funcpa f(x, y) de dod varlabile deflnitii. pe feR!. care
are in I toate derivatele parttale de ontinul n ~i toate aceste derivate sint conti
nue; dlferentlala de ordinul n a funcflel f(x, y) se noteazi d·f ~ este deflniti de

d" ~ ..( dx" + q,~ dx"-' dy + '"
O;J;. oz«-l8y

...+~~ dx"-.t dif + ... + c:: ~~! dy".
ox·-.I: ayk Us

ferentiale de ordin superior

'U>_o.lUl
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Dad introducem operatorul de diferentiere de ordinul n

, (" a),"d ~ -,- dx+-dy ,
iJx . iJy

atunci
, (" J )'"'d i > _. dx+-,-dy t

ax Jy
!li. se.ohserva ca

d' t ~ d (d'·'n·
Pentru functli (reale sau vectoriale) de n varia bile, diferentiala de ordinul p

se detineste in mod asemanator :

(a a . a),,,
d' t ~ - dx, + - dx, + ... + - dr, f.

aX l JX t OJ;"
Operatorul

(a J a),,,- dx1+-dx2 + ... +-dx,.
aXl o:rz ox"

este operatorul de diferentiere de ordinul p ~i se dezvolta dupa regula de
dezvoltare a unui polinom [A., cap. II, § I, a1. 9].

Exemplu

d'lf(x, y, a) = _ (adz -+ bdy + cdz)" , ax + by + cz > u.
(ax + by + CZ)2

d"f(x, y, z)=(-1)"-l'(ll-1)! (adx+bdy+cdz)"
(ax + by + cz)"

In general

deci

Diferentiala It dona a Iunctiei (x, y, :) = In (ax + by + ee} defintta pentru ax + by +
+ cz >0, (x, ",z) E R3.

Avern ~ =. a .!!l = '__ .!!L =
ax ax + by + cz ay ax + by + oe iJz ',x-·";-h",-'-:-co

atf "__ f)~ = _ ali

ax l (ax + by + I:z)" o:J: iJy (ax + by + tz)"

J
6. Derivatele. ~i diferentialele

funetiilor eempuse

. a) Teo r e rna. Daca funcfiile u (x), v (x) definite pe aceeasl mul
time XcR au derivate continue pe X, dacii funcjla t (u, v) definita pe Y C R2.
are derivate partlale continue pe Y, atunci functla

F (x) ~ t (u (x), v (x))

are derivata continua pe X, data de

.!J..r"(xj =..!!1... .~ +!!L. dt!
dz Ju dz Jv dx



Derivate partiaIe. Diferenjill{p 38

I
Demonstrafie. Fie Xo un punet oareeare al multimii X.

Punem

deci
f(u, v) - flu"~ v,j <T. (u - u,j +f; (v - v,j + (u - "0)·0,(", v) +

+ (v - v,) 0, (u, e)

si, conform rezultatului obtinut rnai sus la aliniatul3, {II (u, u) ---Jo-O, {I:a(u, u)---Jo
ctnd u -+ uo• v -+ uo'

Prin urma~e,

F(xl-F(xll ) = f(u,v)-f(uo, 1'0) =/~(uo, v
o)

u-uo +1; (u
o
, v

o)
v-t'o +

X- 41 x $0 X-Xo x-xo

v,j

este demonstrate

{II (u, v) -. 0, a:a (u, v) -+ O.

La limi Hi, dod ~ ~ Xo. U -+ Uo, v -+ vo, avem

11 - 1,10 -+ u' (xo), v - Vo-+ v' (xo)
3;-;;ro X-Xo

~i

pentru ca Xo este un punet oarccare din X, teorema
In mod asemanator avem pentru .

F(x)~f(u,(xj, u,(x), ... , u.(x))

urmatoarea regula de derivare:

F' (x) =.!L. dU l +.!!L . dU2 + ... +.fl..... ~J!.
JU I dz " 01,12 dx otl..dx

de unde obtinem

F' (x,) ~ u; (x,) . f: (u" v,j + v; (x,) . f; (u"

"

l

b) Diferenfiala funcfiei F (x) este data de

dF(x) = F(x) dx=-"-,!!L. dU I dX+.!L. dU 2 dx+ ... +!L ~I!'dx
JUI dz aUll ds ., au .. dx

sl, pentru di. dUk dx = dUb' k = 1, 2, ... , n, diterentiala se mai poate scri
dx

dF (x) = ,)f dUl + af dtL,: + ... +.2L dUn'
dUI a!l~ a1l"

anume "diferentiala este Invarianta fata de operatia de compunere
Iunctiilor".

In particular, pentru F(x) = I(u(x). v(x)) avem

dF=..!!!... dU+..!!!... de.
i)u Jv

Rezultatele obtinute se mentin ~i pentru functll vectoriale.
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BzempJu

Fie P(a:) = ((1 + ;it, sin x) definiti pentru 2: E R. Avem, en u = 1 + ~. t' = sin e,

F' (:1:) = !L2:t + !L cos z.
iIu a,

DiferenPaJa 0 pntem calewa direct, ti eaume

dF = F' (2:)d:c = (!L 2z +!!.. cos 2:) d.au alJ
••u dupi formula

dF =!L du +!L dv =!L 2 ede +..!!L coszd:l:;
QU iW au (h,

rellU1tatul e:'te aeela~i.

~ Funclii onwgene. Relalia lui Euler .
~,- .\1s••• •,x..) 0 Iunctiede p variabile; 0 asUel de Iunctte se nurneste

omogenii de grad m fiJ. %:1. Xz, •• 'ox" dad, tnlocuind pe X:L ell tX:L, pe xJ ell
Ix,.. .•0' pe xp ell tx•• avem

f(1x" Ix,." '. Ix.) == t'" f(x,. x,..... x.).

Daca aceasta ultima relatle 0 derivam partial in raport ell ''t; apoi
facem t = I, obtinem egalitatea

iJf+ iJf a'-mf )X, - x,- + ... + x.- - (x" x" .. "x.'
a~ a~ ~p

~
. mi v • relafia lui Euler. Ea caracterizeaza Iunctiile omogene de grad m.

c) vate1e fi diferentIaiele de ordin superior se calculeazii in mod
ogcalaa~ib.

AsUel, dad F (x) ~ f (u (x), v (x», avern

F"(x)~ ~(~ ~+~ ~l =(0'1,~+~ d')~ + at. d'. +
dz Ju d:J: i)1) de iJu' dz au av ds . dz pu d:ct

+I~ dll + aar~) ~+~ tPv -'-..1
av au dz ,~avl dz dz av dzl'

d'F ~ F" dx' ~ '" du' +~ dud. + air d'u +aut au av au"

+~ dudv-t O't dv'+~ d'o.
av au avl av

Se vede ca f(u, v) trebuie sa alba derivate parjiale de ordinul dot continue,
iar Iuncjiile u(x). v(x} sa fie derlvabile continuu de dona ori. Se observe ca
d*P se scrie

( a a I' (a 8)d'F ~ - du+-dv f + - d'u +- d'o [,au av a" av



38

(t

I,
d) Te o r e m a. Dacli.funcfilleu(x,y), v(x,y), definite pe aceeasl mol

pme XcR 2
• au derivate parfiale continue peX, daci f (u, v) are derivate partial

continue pe YCRlI, atund functla

F (x. y) ~ t {u(x, y), 0 (x, y»

are derivate partlale f.ontinue pe Xc R2, date de

of_of iJu+ot Of)
a;-au'a; a;'J;

!!!-=!J... . ~~ +!L . !!..
iJy au Jy ov iJy

Demonstratia rezulta din teorema de la punctul a, deoarece in cperatt
de derivare partiala tn raport ell X, de exemplu, y este constant, deci
este conslderata Iunctle numai de 0 variabila.

e) Diteren/iaIa tunc/rei F(x. y) este data de

dF ~ aF dx +!!' dy
0$ 8y

~i dad tinem seama de (I)

dF ~ (.2L !!o +.2L !!c) dx + (.2L !!c +.2L !!c) dy ~au a~ av az (hi iJy OV ay

~.2L l!!o dx + au d J+.2L (!!c dx +!!c dy)
.malt: ayY &vaz iJy

au au d a, d 'a, d
du~-dx+-dy, o~- x+- y,

az iJy iJz Jiy

dF are urmatoarele doua forme echivalente :

dF~aF dx+ aF dy~.2L dU+.2L do,
iJrx; ay au ill}

adlca "diferentiala este invarlanta fata de operetta de compunere a functiilor"

E:eemplu

Fio P(z, y) -= «Ii' + 11', 1 + xy) definfii pentru (ll:, $')E 8". Avern, daci pnne
If = ;r;! + y', II _ 1 + iq/,

~1!....=!L2ll:+-!Ly; aF =!L 2y+!Lll:.
iJll: au iro By iJu iJlI

DiferenpaJa dF 0 putem eaJ.eula atit direct

dF _ iJF da:+ iJF d!f='(~L 2a: + !L y ) dx+ (.!L 2y + .!La:) d.,
aa: ay au 811 iJt! iJy
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cit ,i rna intennediul diferentiaJelor lui tl §i t';

elF = !1... du +!!1. de = !!1. (2xdx + 2ydy) +!!1. (:My + ydx),
au ~ Bu ~

,i se vede ei eate aceealri·

f) DerivateIe partiale de ordin superior ~i diferenjlalele de ordin superior
se calculeaza in mod asemanator

iJ!F _ a ('F)_ D(J' iJu + Bf 8V)_
iJz2 iJx iJx iJx au ax 8v ax

a~F =~(DFI_.!..-(!.L~+!L~)_
ax By Dy Ox ay Bu ax 8v ax

~ (fJ't au +~ !3:)',iJU + -ar~+(~ au + Qlf !!3!...)~ +~.~.
But ay all iJv ay ax Bu iJx ay Ov auiJy a~t ay ax 8v iJx By

Pentru dlferentiala a doua avem

d2F = iPF dxl!+ 2~ dx dg + iPF dy2,
iJlffax iJy ay?

deci

d2F = [ "I (!!".)2 + 2~~~ + iJ2f (!!".)2 +~ DIll +
Bu? ax au 8v ax ax fh? fJx au 8!lfJ

+!L ~jdX2+2[a2r~ !!..!!-+~(a1J ~+~~)+
av Jx"- Ju 2 ax iJy au Bv ax ay ay iJz

+ uSf.!.'!_ ~ +!!L~ +!L ~I dx dy +['" (~-)' +
B"a ax iJy au 8x ay av iJx By Jut ay

+ 2~ !!!!.- ~ + EJ2f (!!".)S + i!L iJ2u +!i iJ"v] dy'
all at' iJy ay [Jv~ ay au Br iJv ay2

~i pentru ca au dx-l- au dy = ds, at' dX+~ dy = de,
ax f)y ax uy

J"u dx2 + 2~ dx dy + J"u dy2 = d2u,
ax" (/x ay oy"

_a"v dx2 + 2~ dxdy + iA' dy2 = d2v,
Jx" ox Jy Jy"
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diferentiala a doua se mai scrie

d2F = iJ2[ du2 +2~ dudv-l.
iJu2 du ov

sau
d2F=d21+ of d2u -L.!!L d2v

ilu 'iJv '
forma din care se vede ca "diferentiala a doua nu mal este intarlanta fata
de operatia de compunere a Iunctiilor".

g) Peatru tunc/We de mai multe argumente

!(ul , u2, ••• , up),

eu UJ: = u,.(X:!, x2 , · · · , x,,), se procedeaza in mod asemanator. Dad punem

F(xl , x:a.... , x,,)=f(u], U:a,"" up),
avem

~i

dF = _iJ~_ dx] +,-~ dX:a + ... +.!!!.... dx".
o:ra iJx2 iJz"

in care dad tnlocuim pe !!..!'.... eu expresiile lor obtinem
iJxk

dF =!!Ldu1+!!Ldu2 + ... + iJf dup •
811.1 iJu2 i)UjI

deci.fn acest caz ..diferenjiala de. ordinul tntii este invarianta fata de operatla
de eompunere a Iunctlilor".

'i. Derivata dupa 0 direetie.
Gradient. Dhtergenta. Rotor

a) De f i 0 i t i eo Fie f (x, y, z)\ functle reela definita pe X C R3
derivabila partial pe X ~i (a, b. c) un punct interior lui X. Fie dreapta (D)

X= ctp+a, Y= ~p+b, z=yp+c.

care trece prin punctul (a, b, c) ~i are coslnusurile direetoare (ct,~, r). Limita

lim f(M)---,---- [(Mg
) , M(x. y, z), Mo(a, b, e),

M-+,V. M .JIg
MED

se numeste derivata dupa directia L deflnita de cosinusurile dlrectoare [e, ~, r)

in punctul Mo(a, b, c). Se noteaza.i!L ~i expresia ei este
dL

df(a, ~,~ = ct '!1(a, b, c) + ~ ilf«((, b, c) + y ,)[(((, b, c). (1)
dL ax ay az



unde p = ± V(x a)' + (y b)' + (z c)', deoarece
x - a = lXI', Y - b = ~p, Z - C = yp

(x - a)' + (y - b)' + (z - c)' ~ p'(.' + ~'+ p') ~ p',

Daca consideram Iunctia de p

~ (p) ~ f(.p + a, ~p + b, rP + c),

392 Functii de mni mwte f!ariabilll

Demonstra1ie. Observam ca
f(M)-:- (M,) _ terr.? + 4, Bp + b,"yp + C)- (Ca. !I,e)

MMo - p •

I

I

!
!

atunci
lim f(M) - f(M.) ~; (0).

M-+M, MMo
MED

Insa
'(0) = .afC" b,,) +-;;"af(•. b. ,) + afC" b,,)

ipp ax l"'ay '(az'

daca calculam derivata lui o:p(p) tn punctul p = 0, dupa regula de derivate la
Iunctlilor compuse. Formula (I) este demonstrate.

b) 0 e fin l ] i eo Fie U(x, y, z) 0 functle reala definita pe XcRs, deriva
bUI~ pe X. Se nam~te gradientul functlei U sao gradientul dmpului
scalar-0 ¥i se noteazi grad U tuncfia vectorlala

grad U~jau +,au +k au• (x. y. z)EXcR',
ax iJy 8z

Dad consideram familia de suprefete U(x, y, z) = C, C Hindc constants
arbitrara, prin fiecare punet (a. b, c) eX trece 0 suprafata din familie, defi
nita de U(x, y, z) = U(a, b. c), numita suprafala de nioe:l. Normala 1a supra
fata de nivel U(x, y, z) = U(a, b, c) tntr-un punct (Xo, Yo, Zo) de pe supralata
are parametrii directori derivate1e partiale

au au au
a;'8;"'&;"

calculate tn punctul (Xo, Yo, zo), de unde rezultii imediat cii vectorul grad
U(Xo. Yo, .to) este normal la supralata de nivel in punctul (Xo, Yo, zo').

Daeii se introduce operatorul \l = I~ + i -i... + k..!-, nurnit ope-
a:r. ay az

ratorul nabla sau operatorul lui Hamilton, observam eii putern eerie

grad U = \l U.

c) D'e Ii n i II e. Fie V (x, y. z) ~ jP(x, y. z) + ,Q(x, y. s) + kR(x. y, z)
o runcfie"vectorlala definita pe Xc R3 cu valori in R3. derivabiUi parfial

r
r
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pe X. Se numeste divergenta functlel V sau divergenta :cimpului vectorial 'V
~i se noteazadiv V functia scalara

. - l'iJP 'aQ iJRdiv V ~ - + - +-, (X, y, e) E X,
ax ay fJz

Cu ajutorul operatorului \I. div V se scrie sirnbolic ca produsul scalar
tntre operatorul \I ~i vectorul iT

div V~ v.v,
,A) Fie 11 (x, y, z) ~ jp(x, y, z) +jQ(x, y, z)+ kR(x, y, z) 0 lunette

v~toriala definite pe XCR3 cu valori tn Ra, derivabila .l!-artial pe X. Se
numesterotorul Iunctiei V sau rotorul ctmpului vectorial V ~i se noteaz8.
rot V functia vectorlala

rotV~j(&R _aQ)+J (ap _aRj+k(aQ:_aPj.
ay az az ax a:l: ay

Observatii

:. .11 Divergenta cimpului rot V este 0 Iunctie identic nula pe domeniul
de definipe daca P, Q. R au derivate de ordinul doi continue.

Avem

dlv rot V = ~(aR _:aQ] +.!.[~__ aRI +.!.[8Q _i!!-] ss O.
fJ:l: ay az ay fJz ax fJz a.c ay

2) Sa calculam divergenta ctmpului grad U.
Avem

div (tau + -, au + kau) = iJlU + iJlU+~.
a:l: J ay fJ.¥ aa!- 8y' a~

Operatorul]
ag 82 ()2

V'V = b. = 18z2 + ay2 + 8z2

se numeste "laplasianul" sau operatorul lui Laplace.

Ezemple

1) Fie r = ix + Jy + kz, numit eimpul vectorilorde posltie,
Avem div T = 3, rot T~ O. _ _ _
2) Fie r = Ix + jy + let. a = illl + ;~ + kill: avem grad (r. a) = a, a vector

eonstant.
3}r=V:l:~+!f+z2

gradr=t :l: +i y +k-"=~~"'C'7
V,;!+y'+Z2 Yz2+!f+z' V:t'+r+zI

deci

graol r=....!.....
r
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§ 6. FORMULA LUI TAYLOR
PENTRU FUN0'l'II DE MAl MULTE VARIABILE

1. Formula lui Taylo!
pentrn funetii de dona l'ariabile

Fie f(:c, y) 0 functie de doua variabile definite pe Xc R2 , derivabila
de n+J ori pe X, ell toate derivatele mixte egale [adica nu are lmportanja
otdinea in care se deriveaza), ~i (a, b) un punct interior lui X. Sa consideram
functia de t

F (~ ~ I (a + (x - a) I, b + (y - b).~

(a, b) E X, (x, y) E X !i 1 E 10, II. Pentru I ~ 0, F(O) ~ I (a, b) ,i I ~ I,
F (I) ~ I (x, y).

Deoarece f are derivate plna la ordinul n + 1 pe X, urmeaza di ~i F(f)
este derivabile ptna la ordinul n + I pe [0,I] Iar functiel de t, F(t), Ii putem
apliea formula lui Taylor stablllta pentru functllle de 0 variabila. Avem

F(I) ~ F(O) +-'- P(O) +-'-- F"(O) + ... + -'-- F'"'(O) + R "11 21 n! .. ,

ell

R" = .~1~_ F(lHl) (6), 0 < {I < 1.
(n + I)!

Dupa cum am vazut,

F(I) ~ I(x, y), F(O) ~ I (a, b).

Pentru calculul derivatelor de ordin superior ale .Iunctiei F(t) in punctul 0
folosim formula obtinuta la functii compuse; anume, dad scriem

F(~ ~ I(x(~, y(~),

x (~ ~ a + (x - a) I, y (~ ~ b + (y - b) I,

aceasta formula (B., cap. VI, § 5, a1. 4) are expresla

la a)"'dmF(~ ~ -dx+- dy f(x(~, y@,
ax ay

deci

(
i> a "'dmF(~ ~ -. (x - a) +~- (W - b)) I(x(~, y(~) dim
ax iJy ,

sau

amF!') ~ (x _ a)-"-- + (y - b) -"--)"'f(x(~, y(~),
.dlm Jz' Jy
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astfel tnctt pentru t = 0

(
a a )mpm' (0) ~ (X - a) - + (y - b) -r- / (a, b).

ax iJu

395

Cu scest rezultat, formula lui Taylor pentru Iunctia [(x, y) in punetul (a, b)
se serie

1 ( a a )/(x, y) ~ Ira, b) +-~ (x - a) -,-- + (y - b) - Ira, b) +
11 ihi; oy

'( a aj'+- (x-a)-+(Y-b)-,- Ira, b)+ ...
2! ax iJy

'( a 0)•...+~ (x - a) - + (y - b)-,-- Ira, b) + R.,
u l ax iJy

ell
1 ( a a )0+'R ~-- (x~a)~+(y~b)-

,. (n + 1) I f)T- Jy

unde
0<6<1.

f(a + 6« - a), b + 6(y ~ b»,

Ob s e r v a j i e

Deoarece functia f are derivate de ordinul n + 1 pe X, urmeaza ea
tntr-o vecinatate Vc X a lui (a, b) E X toate derivatele parjiale ale lui f de
ordinul n + I slnt margini teo Dace punem

x-a= peas t, y-b= p sin t,

p ~ Y(x a)' + (y b)',

exista un numar M > 0, astfel tnctt

IR.i<p·+>·M, pentru (x, y)eV,

de unde rezul ia ca
Iim~1 =0.
~-+Q p"

2. Formula cre~teri)or 1inite
sau formula lui Lagrange

Teo rem a. Daca f (x, y) detinlta pe XcR 2 are derivate partlale de
ordinul intii pe 0 vecinatate V a lui (a, b) E X. atunci pentru orice (x, y) E V
exlsta un punet (~, "/l) E V co 1; E (a, x), 1] E (b, y) astfel tnctt

/ [x, y) ~ / (a, b) ~ (x - all; (~. ") + (y - bll; «. ").
Demonstratle. Daca in formula lui Taylor Iacem n = O. obtlnem formula

lui Lagrange.
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3. Formula lui Taylor
pentru funetll de p vatiabile

Fie f(Xt. Xj,." _,x) 0 functie de p variabile deflnita pe XcRP. deriva
bila de n + 1 crt pe X. ell toate derivatele mixte egale (adlca nu are impcr
tanta ordinea tn care se deriveaza) ~i a= (~, .. _, up)un punct interior lui X.
In mod asemanator ca. la Iunctii de doua varia bile se demonstreaza formula

I (x,. ,.•...• x,J ~ I(a,.. a,•...• a,J +
. 1[ a al'"+ I; - (x, - a,)- +...+ (x, - a,) - I(a,. a,....• a,) + R. 0)

... _1 ml iJ~ OZp

Cll

1 (a a )("+1)'R. ~-- (x, - oJ- +...+(x, - a,) - I (a, + 6 (x, - oJ... ·
'(ft+1) I /)%1 o;r;p

•• 0' ap + 6(xp - £1,»,

numita formula lui Taylor pentru {wu:tii de p variabile.
Daca tn (1) luam n = 0, obtinem formula cresterilor finite san formula

lui La~range pentru Iunctii de p variabile

I (x,. ,. •...• x,) - I (a,. a." •..• a,) ~ (x, - a,) I;, I<J ~J +
+ (x, - aJ,1;. «...... ~) + ... + (x, - a,) 'I;,1<,. < ,~).

Cll

4. EvaIuarea eroriIor ee provin dinealeule numeriee

Fie f(Xt. ~, .. o,x",) 0 Iunctie de m variabile careia trebuie 58.-i aflam
valoarea pentru x. = a. (i = I, 2, .. . ,m), tnsa numerele ai nu sint cunoscute
exact, ci se cunosc numai a;. De exemplu, Q. sint numere irationale, iar
numerele a~ pe care le introducem in calcule stnt numerele rationale cu p zecl
male exacte care aproximeaza pe Qi' Sa punem

la, -1(1 <€oJ $,>0. i= 1.2...... m

b ~ f.(a,'. a, a",)

b·~I(a;. 0;, 0;,).

Ne propunem sa determlnam 0 limita superloara a modulului erorii abso
lute Ib-b' I. Conform formulei cresterilor finite, avem

b-b' ~ I(a,. a, ..... a",) - n«, a;..... 0;,) ~ 1; (a, - a;) a «0) •
f _1 UIJ:i,
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unde am notat af(f1) valoarea derivatei parjiale~ tn punetu1 (~. <e. ...
&:t, iJZj

.. ,a:...)cua;<IX.j,<a1.···.a;,.<a:...<a",·
Daca

j = I, 2•... ,m.

putem scrle

Ib - b' 1< f;.,. A"
'~I

de unde se vede ea eroarea totala este suma erorilor produse de fiecare varia
bila tn parte sau, Iizic vorbind, este suma erorilor provenind de 13 diversele
cauze ce pot lnterveni.

Ezemple

1) Se miLsoarii. laturile b ~i ~ ale unui triunghi ABC cu 0 ercare rela.tivii. de 1%0 ~i
unghiul A cu 0 eroare absoluti de 20' de are. Sa. se gaseaseii. eroerea relativii. (in procente)
ea care peate fi ealeulatrl. suprafa('.a. triunghiului ABC.

Pornim de Ill. formula

S = .!:..b.:'Sin A••
pe cere 0 logaritmim

In S=In.!:..+Inb+lnc+lnsinA.
2

Caleulirn diferentiala lui In S

dS =~+~+ tosA dA,
S b o sin A

deei

I~ \< \ ~b 1+ 1:6 I +I etg A I . I dA I.

Broaree relativa se nbtine inlocuind pe \ ~ I, I~c 1cu erorile relative ,i pe 1dA I eu

eroerea absoluti, date.

IdS I 1 1_ <--+--+l etg A I
S 1000 1000

In prccente, ercaree relatlvli. eete.dati de

. .!:.. . ..2:...
8 180'

P% < 0,2 + 3,14 letg A\.
5,4

Se observi el. eroaree relativll. depinde de ungbiul Ac Pentru ell.eroarea relativa in eva
IU&16& ariei triunghiuhti sa fie minima, trebuie ell.A=9O'; deci dintre eele trei unghiuri ale
triunghiul¢ S\I reeomandii. sa. se determine eel en valoarea mal apl:opiati de un unghi drept,
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2) Sa-eonsideram un pendul fizic euruia ii eorespunde un pendul matematie de lungime 1
Vi: oscilatiecompleti T. Ne propunem sa gasim eroarea absoluta pe care (I facem asupra accele-

ratiel <JTlwititii dati lungimea I se aproximeaza ell 0 eroare de -!... em ~i t.impul T ell 0 eroare
t c' 103

de 2.... s. Din formula
10'

avem

deel dati dilllIenpem

Prin ujmare,

T= 2~Yf

'''''g=-i2'

dg = 4re'-[~- 21dTj.
:r- TS

IdYl < 4'1ts [~__1_+~.~l'
103 T2 T3 104

en l = 52' em, T = 1, 45 8,obtincm efectiv

[
2 104- 1] 2I dgl < 40 --+-' - =--cui/sl •

• 103.2 3 104 10

Daciinlocuim T §i t in expresia lui 9 obtinem

21"1:21
9 = P = 980,72 em/s2,

deei accelerapa gravitatii'in punctul considerat este euprinea inter valorile 980,52 em/s2 §i
980, 92 em/s!.

§ 7. MAXIME ~I MINIME
PENTRU FUNOrI! DE MAl MULTE VARIABILE

1. Maxime ~i millime penlrll fUDctii de dona variabile

De fin i t i eo Fie f{x,y) 0 functle reala de dona variabile, deflnlta pe 0
multirne X E Ri •

I) Un pund (a,b)E X se numeste punct de minim al functiel f(x,y) dad
exista 0 veclnatate Va lui (a,b) astfel lnctt pentru orlce (x,y) E vnx sa avem

f(x. y) > f(a. b).

2) Un punct (a, b) E X se numeste punct de' maxim at tnnctlel f(x,y) dad
exista 0 veclnatate V a lui (a,b) astfel jnctt pentru once (x,y) E Vn Xsa avem

f(x. y) « f(a. b).
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Maximele sau minimele unei Iunctii, asa cum slnt definite, stnt maxime
sau minime locale sau relative.Se mai numesc ~i extreme relative.

Teo rem a. Fie f(x, y) 0 funcfie de doua variabile detinlta pe 0 mul
time Xc R ~i (a, b) un punct interior lui X. Dati

I) functia f(x,g) are in punctul (a,b) un extremum,
2) functla f(~Y) are derivate parfiale de ordinul tntli in punctul (a,b),

atund derivatele partiale se anuleaza in punctul (a,b), adlca

t; (a, b) ~ 0, t; (a, b) ~ O.

Demonstratle. Intr-adevar, dad luam x = a, functia f(a, y) este deri
vabild In punetul y = b ~i are in acest punet un extremum, deci, conform teo
remei lui Fermat, f~ (a, b) = o.

Tot astfel, dad luarn y = b, Iunctia f (x, b) este derivabila in
ptmctal x = a ~i are in acest punct un extremum, deci, conform teoremei lui
Fermat, f~ (a, b) = 0; teorema este demonstrate.

Ob s e r v a t t t

I) Intr-un punet (a, b) de extremum avem f~, (a, b) = 0, f~ (a, b) = O~
prin urmare, diferenliala df(a, b) = O.

2) Reciproca teoremei demonstratenu este in general adevarata ; dad!
tntr-un punct (a, b) avem f~ (a, b) = 0, f~ (a, b) = 0, nu rezulta ell necesitate
ca punctul (a, b) este un punet de extremum.

Un punct. (a, b) pentru care df(a, b) = 0 sau, ceea ce este acelasi
lucru, t; (a, b) = 0, f; (a, b) = 0, se numeste un punet stalionar.

3) Din teorema stablllta mai rezulta ca punetele de extremum se gasesc
ell necesitate prlntre solutiile sistemului

:: =0, ~-=o, (I)

iJisa nu toate solutllle sistemului (1) stnt puncte de extremum.

Exemple

1) Fie tunctia f(x, y) - x~ + yil 2z.

!!L= 2x ~ 2, !!L = 2y. Aveni df = 0 pentru :1; = 1, Y = O.
(]:I; oy

Punotul (1,0) este punet de minim, deoarece
f(z,y) ·~f(l,O)= xl- +1/2 _ 2x _ 2 = (x~l)i1 + yl-l <0, peutru (x, y) sutletent M
aproape de (1,0).

2) Fie funetia f (a, y) = x2 -if + 2:1;,

!!L=2x+2, ,af =~2y. Avem df=O pentru :1;=-l,y=O.
ax iJy

Punctul (-1,0) nu estc punet de extremum, ueoareee ."

(x,y) -t(l, U) = x" yil + 2x + 1 = ex _L.l)·_y2;

((x,y) -((1,U) > 0 daea i x + 11> r s ! ~i f(:1;,y)~(l,O) < Udaca I x + 1: < Iy:·
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Ca sa.putem recunoaste in punctele stajionare unele punete de extremum,
trebuie sa jinem seama ~i de derivatele partiale de ordlnul dol.

Te 0 rem a. Fie !(x,g) 0 funcpe definita pe XjC:RlI, derivabmi partial de
trei ori pe X. Fie (a,b) 0 solutie asistemulul·

.!'L = 0; .!'L = O.
0:': By

1) Dad in punetul (a,b) avern

a'f . a'f ~ (-"-L)' > 0
axJ oyl axoy

a'f 0oW'> ,
atund punctal (a,b) este un pand de minim al funcjiei f(x,y).

2) Daci in punctul (a,b) avem

iJ'1 !J'I -l-"L)'> 0
J:i' ·oyl 8;r,iJy

a'f <0a.. '
atund panetul (a,b)· este un punet de maxim al fllnctiei !(x,y)..

3) Daci in punetal (a,b) avern

iJ'f .'!L _ (--"'L)'< 0,
Jza oyl, iJrt{}y

atunci pundul (a,b) nu este punet de extremum al functiel f(x.y).

Demonsttape. Formula lui Taylor aplicata iunctiei l(x, y) cu restul R2 ,

este

f(x, y) ~ f(a, b) + (x - a).!'L + Vi - b) .!'L +~ (x _ a)' a'f +
fix 8y 2 a~

+ (x - aJ( y - b) '"'f +~ Vi - b)'iJ'[ + R••
iJzi)y 2 8yB

unde toate derivatele partlale ce intervin stnt calculate in punetul (a, b).

Sa presupunem acum ca punctul (a, b) este un punet stajionar, adica
este 0 solujle a sistemuIui.!i = 0, .E[ = O. In aceasta.situatle avem

d% Jly

f(x,Y) - f(a. b) ~~(x - a),iJ'f + (x - a) , .. - b)--'!L+
• 2 8:rP ,\J:I' azay

+ ~ Vi-b)' iJ'f + R,.
2 ay2



1 1
E ~ 2(X - a)" + (x - a) (y - b) s +2 (y - b)'t,

Am vazut (cap. VI. §6, al. 1) di lim~ = 0, unde x - a = P cos 6,
p.-w p~

y - b = Psin 6, P = V(x a)i + (y b)l. deci pentrup sulicient de mlc
adica pentru (x, y) suficlent de aproape de (a, b), diferenta !(x, y) - f(a, b)
are semnul trinomului

Ma~ime ~i millime pentru func~ii de mlli multe vW';al,ile
I

l
I
i'

unde am pus
, = (pfeil, b)

ow •
s = iPf(a. b) • t = iJ'f(a, b) •

iJzoy oy2

'0'

Putem serie pe E in modul urmator :

E~.'e(y - b)'['(~)' +2S(~) + t]
2 y-b y-b

~i pentru cil raportul :r: - a poate lua orice valoare pozitiva sau negative.-.
clod X __ a, y --+ b, in mod independent unul de altul, urmeaza ca E pastreaza
un semn constant in vecinatatea lui (a, b) numai dod realizantul 52- rt< 0;
prin urmare, conform rezultatelor cunoscute de la dtscutia trinomului de gradul
doi, avem:

1) E> O. daca rt-sl > 0, r » 0, dod punctul (a, b) este un punct de
minim pentru Iunctta !(x, y) (fig. 106);

2) E < 0, dad rt-s!> 0, r < 0, clnd punetul (a, b) este un puna de
'maxim pentru Iunctia !(x, y), (fig. 107);

N(i,fJ,fa,bJ)

,

2G - a. 1691

(0,0,01

Pig. 106

(J,b,O)

,

(O,D,DJ

Fig. 107

(,1,",0) I
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3) Daca rt-s2 < 0, E nu pastreaza un semn constant in vecinatatea
punctului (a, b). In aceasta situatie, punetul (a, b) nu este punet de extremum
pentru {(x. g). Un asUel de punct se numeste punct sa (fig. 108).

z

,
I---_...

Observa ti i

1) Daca rt-s2=O, nu pu
tern afirma despre punetul (a,b)
daca este sau nu punet de ex ~

tremum pentru lunette f(x, y).
Intr-adevar, expresia E se mai
poate scrie, ell r =* 0,

E ~ -"- (rt-s~ (y-b)' +
2,

+ -"-ls(Y - b) + r(x - all'.
2,

(1,1,61
k-:c:::----!---......'7

Fig. 108

h

-b

Prin urmare, daca rt- st. = O.
pentru s(y - b) + r(x - a) ~ O.
x=/=a. y,*b. E=O,deci sem
nul diferentei fIx. y) - f(a. b)
depinde de valorile derivatelor
parjiale de ordin superior
lui doi.

2) In teorema conditia
r» 0 (sau r < 0) se poate in
locui eu t;» 0 (sau t < 0), dupa
cum rezulta din demonstratie.

Exemple
Fig. 109 1) Be cere dimensionarca unui

canal avind ea sectiune un trapes
rsoseer (fig. 109), eu soetiunea constanea a'\ in R§3 Iel tnetr perimetrul udat sa fie minim. Lngm
ca. variabile independeute pe h §i eJ:. Avem

P(h,eJ:) = b +-;~~,~,
am e

"'en aa = (b + h ctg Ct) h, b = h - h ctg Ct, ~i functia de s tudiac ramtne

a~ 2h
P(h,eJ:)=-+ ---h ctg e.

h sin a.
Avem

8P 2 a~ OP (-2COSa.
-=-----dgCt=O,-= h - --+
Oh sin a. h" oa., sin"a.

§i,cnmh't'O,trcbuic ca cos a=2:.., a=(:O", 1t2=~, h=~-.
2 Va va
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I
Avem de esemenee.

fJlP 202 a2 p

ah2 h3 iJhaa.

1-2eosa.

sin2 a.

~ = h 2sin3a.-2sin a.cos a.(1-2 cosa.) .

aa.2 sin~.

,
Pentru a.=~. h = tJ 3-', avem

s

rl_s2=8>O, 'a'r=->O,.'

l

deci un minim.
2) Sa Be constrniascii. dintr-o cantitate de tabli dati 0 cisterna avlnd lorma unui para

lelipiped drept, fiIi capac (fig. 110). Se cere sa ee giseasea. dimensiunile cisternel astlel intit
capacitatea si fie maxima. Nu se tine seama de pierderea de ma-
terial prin eonstruetie,

Daci %, y sint dimensiunile bazei, e iniltimea, iar a2 ostc",; /
sllpralat;a. de tablii.pusa Ill. dispozitie, avem ~::...+- -{

V = xyz. a2 = xy + 2zz + 2yz,

deer fUDepa, al eirei maxim trebuie gisit, eete

V(x,y) = zy(a2_zy)

.2(z + y)

AvemiJV = !f(a3-2zy-~) , av = z2(02_2xy_y2)

iJz 2(z + y)3 iJy 2(z + }y

Punetele staponare sint solupile aistetnului

,,/)------- A
X

Fig. 110

Solutia II:, = 0, y = 0 nu coreapunde problemei tehnice puee. Sciizind ceuatiile slstemutui
dupi ce inliturim pe z2lji y2, obtinlm;f2 = y2, dct i % = ± y. Haminc numai e = y;

a~_3z2=O, a2 - 3!f = O,
,deci

Pentru aceste dimensiuni, avem un maxim, deoarece

,i
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2. lIamne ~i minime pentru fnnctii de p variabile

De fin i • i e. Fie {(xu X:!, •••, x,,) 0 functle reala de p vartablle, definiti
pe 0 rnaltlme Xc R".

1) Un pand (~,~.•.a.,)e X se numeste un punct de minim al funcpei
f(Xi. Xt• • . •• x,,) dad exlsta 0 vecinatate Va lui (llJ.. ~••.•• a..) astfel
inclt pentru orice (Xt. Xt•.. " x..) E V n X sa avern

I(x" x" .. " x.l> I(a" a" .. " a.l,
2) Un punet (al ~ •••• ,a~ E X se numeste un punct de maxim al funcpei

/(xt. X2••..x.> dad existi 0 vednatate V a lui (all~...,aJl) astfel inclt pentru orice
(Xl. Xi,•••• x,,)E V nX sa avern

{(Xj. Xt. ••• " x..>< f (al • U:2 ••• " Up).

Maximele san minimele, asa cum slnt definite, slnt maxims sau minime
locale san relative. Se mai numesc st extreme relative.

Te 0 rem a. Fie l(x1,x2l •••• x,,) 0 faoctie de p varlablle definita pe 0 mul
time XcRJI ~i (al' U:!, •••• a,,) un pund interior lui X. Dad:

1) funcfia {(Xl' Xol, •••• x,,) are in punetul (al • ~ ••••• ap) un extremum,
2) funetla f(xt,~"", XII) are derivate partlale in pundul (a1.Uo.!..... a,,),

atund derivatele partiale se anuleaza in punctul (attUo.!,••., up), adicii

f~ (a" a" .. " a,,)~ 0, t:..(a" a" .. "a.) ~ 0, ....

.... !~ (Ut. aa, ... ,all)=O.

Demenstratle, Intr-adevar, daca luam X:t = tIt, X:.1 = Uo.!,".". Xt~l =
=U.l:_t, . " "' x.l:+t = a.l:+1'" • " x. =all , Iuncjia !(elt. Uo.!. " ..• Uj,-l. x.l:. a.l:+1' • " ".a,,)
este derivabila in punetul X.l: = at (k = I. 2, .. ", p) ~j are in acest punet un
:t:e~::n:~ta~onform teoremei lui Fermat. !~.l: (0:1. U:!••••• a,,) = O.Teorema

Solujiile sistemului

."L~ 0, ."L~ 0, .. ', ."L ~ 0
oXt o~ ax.

Iormeaza multimea punctelor stationare ale Iuncttet [(Xl. X:.1•• "••x,).
Se observe ca pe multimea punetelor stajionare

dl(x" x"" "X,) ~ 0

~ reciproc, punctele care anuleaza diferentiala tntti srnt punete stationare,
Punctele de extremum ale functiei f(~. X:.1••• •,xp ) se gssesc, asadar,

prlntre punctele stationare ale ei. '
Ca sa putem recunoaste in puncte1e statlonare unele puncte de extremum,

trebuie sa tinem seama de derivate1e partiale de ordinul doi.
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Teorema. Fie f(~.~ ...,xJ» 0 funcfie deftnlta pe XcRr>. derivabil

partial de trel ori pe X. Fie (ll:t.~•.•.•a.,) 0 solupe a sistemului

-'L~O. -"L~O, .... -"L~O.
oXl o~ oX.,

I) Daca toate numerele
!Au AIll · · · AlP]

Ll = A Ll = IAu Aisl 'Ll _ AnA I 2 • • • A2p,
I 11' 2 An Au •...•. P- • • . • • • !'

Av1A"s ...Apv l

unde Au iJfC/J:t, .••• op) , sint pozitive, atund funcfia f(~; Xo.!, ••• , x) are in
Ollt oZ, l'

pundul (l!t., UtI••.•• a,,) un minim.
2) Daca toate numerele

Au AI 2 • •• At.

d~=-A11' a;=! Au Au l..... a:=<_I)1' An Az2' " ~
An A zs •.•.•.•

Ap.A"2··· An
sint positive, atund funcfia f(Xlt~ •••• x.,) are in punctul (a.,~....ta,,) un maxim.

Nu dam demonstratia acestei teoreme.

El:emplu

Sa ee atndieee variatia eumei patratelor distantelor nnui punct variabil {e, y, 2) di
speriu lao m puucte fixe.

Dad. P,.(at, bk' c.0,k = 1, 2,... , til sint cele m puncte fixe. atunci Iunctia de studiet eete.
u(z,y,z)= ~ [(x-ai:)g+(y-bli)~+(z-c.l:)21..-,

Pnnctele de extremum sint date de sistemul

auT- Bu'" 8u'"
_ =2 ~ (z-a):) = 0,- = ~ (y-bj:) = 0,-= 2b (z-c,) = 0,
ftx 1:_1 ay k_l oZ .1:_1

care admite solutio.

Xg= o.+a,.+ .... +o.. ,1/0= b1+b2+····+b". .~=Cl+C2+···+C...
m m m

Deoarece
a2u a2u a2u
-=_=_=2,
a~ ay2 ar

iar
(Pu 82u iJ2u
--~--~--=o,
ax ay ay 8z 02 01:

, 2 0 I 1
2

0L\,,= =4>0• .6,= 02
o 2 0 0

Functia II(Z, Y. 2) are in punctul (:ro• YO,ZD) un minim".



oc<x<~, oc:;;;"-l, ~<1

XE[-l.+l]-[oc, ~]

Ccpitclel VII

FUNCTII IMPLICITE

§ 1. FUNC'fII IMPLICITE DE UNA SAU MAl MULTE VARIABII,E

~." F(:t.HliJlt-) 1'1' '!. f ,1

1. Fune!ii implieite definite de eeuatia F (x. y) = ·0

De fin i *i e. Fie eeuatla F(x,y) = O. unde F(x,y) este 0 func!ie reala
de doua varlabJle deflnita pe 0 multime XCR2. 0 funcjle

y ~ f(xl

definita pe multimea AeR. astfel tnclt pentru orice XE A. (x,f(x)) E X se nu
meste solutie in raport cu y a ecuatlei F(x,y) = 0 pe mulfimea A daca

F (x. f(x)) == 0 pentru x EA.

o ecuatte F(x, y) = 0 poate sa aiba pe A mai multe solutil sau nid
una, dupa cum rezulta din urmatoarele exemple.

ExemplI!

1) Eeuatia xt + If -1 = 0 arc in raport ell y 0 infinitate de solutii definite
pe [~1. + 1] de ,

fix) ~ IVI-x'.
-VI-xl',

deearece Heeare vermea eeuatia ;# + 11' - 1 = o.
Se obeerva cii. solutlile nn sint continue in pu nctul x = oc sau x = ~. Intr-adevli.r, peutru

punctul x = 0: avem
Iimf(x)=Vl-o:t,.-.,
•>.

lim f(x)=-Vl-o:t..,.
.«

Be verifiea in mod asemanii.tor §i pentru ~.

a) Daea cerem solntiei f(x) sa fie continua pe domeniul de definitie, din multtmee solu
j;iilor definite mai sus numai doua sint continue, §i anume

".
f(x)=V1-x", :tE[-I.+1}

f(x)=~Vl-:rf, xE[-l, +1].
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b) Dalla. eerem solujiei f(z) ea. pe ling-a continuitate sa eaneteea ~i cOlldiJiIJ illiJiall.i

( ' ) V· 'f "2 = --;.., numai aolutia f {z] = VI ~ x:2 indcpline~te aceasta conditie. In ccnehrzie, eeuat-ia

zl+y2-1=0

are 0 singura solutie continua pe [--1, + 1], care pentru x =..:. ia valoaruu Va .
2 "2

2) Ecuatia a;f + y4 + 1 = 0, (x, y) EO 1(/-, nu are nici u selutic rcalii.
3) Ecuatia 2:1: - 3y + 5= 0, (x, y) E K', are u singura solntie,

((x) =~ + !x, e e R.
3 3

De fin i t i eo Functille y-=f{x) detillite---cu--ajutorPllcuapilor,F,(x-,-Yl.= 0
se n_umesc...tuncpLimplid1e.. sell fnnqii definite _i t11p1irit.
---' In general. determinarea solujiilor unei ecuatii F(x, y) = a nu se poate

face sau nici nu este necesara. De exemplu, studiul conicelor definite de un
polinom de gradul al doilea

lltlx2 + 2cz12xy + ~2Y?' + 2l1:lsx + 2cz2sY + fl:Is = 0

se face pe aceasta ecualie, sub forma implicita, desi explicltarea se realizeaza
user.

Se pune problema studierli proprletatilor solutiilor ecuatiei F(x, y) - 0
direct pe aceasta ecuajle, fara sa He nevoie de explicitarea lor. Teoremele
care stabilesc astfel de proprietati se numesc teoreme de existentii.

Dupa cum teoremele de exlstenta contin conditil mai mult sau mai
putin restrictive, rezulta pentru funcjiile definite de ecuatia F(x, y) = 0 pro
prietati mai rnulte sau mai putlne, asa cum s-a vazut la primul exemplu pre
zentat mai sus.

2. Teorema de existenti

Teo rem a I. Fie F(x,y) 0 funcfle reala definita pe Xx Y, XcR. VCR
~i (x~.Yo) un punct interior lui X X Y, deci XU interior lui X ~i Yo interior lui Y.

Daca :
I) F(x" y,) ~ 0,
2) F(x, y), F~ (x, y), F~ (x, y) sjnt continue pe 0 veclnatate U X V a lui

(x" y,), (U x VeX x Y), ~

3) F; (x" y,) * 0,
atund

1') exlsta o.veclnatate Uo C U a lui Xo ~i 0 vecinatate Vo C Va lui Yo ~i 0

functie unlca y = f(x): Uo-+ Yo. astfel incit

f(x,) ~ y, Ii F(x, f(x) ) == 0 pentru x E U,;

2') Iunctla f(x) are derivata continua pe Uo data de

l1(x) ~ _ F~ lx, yJ ;
F'J ((1:, y)
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. 3') Daell; F(x,g) are derivatele partiale de ordinul k continue pe U x V,
atuna f(x) are derivata de ordinul k continua pe Vo'

Demonstrape. a) Functia F; (x, g) este diferita de zero pentru (xo• Yo)
~ continua tntr-o vecinatate a lui (Xu. Yo). deci va f diferitii de zero intr-o
veclnatate a lui (Xu. Yo)' Fie aceasta vecinatate U X V; prin urmare,

F; (x, g) +0, XE U, ge V.

Vom presupune F;(x, y» O.xeU, yeV.
b) Funcfia F(Xo. y) de variabila reala y se anuleaza in punctul Yo. are

derivata pozitiva pentru ge Vo c V, deci este strict crescatoare pe Vo- Daca
notem Vo = (IX, ~), atuncl

F(x" 0) <0, F(x,,~)> 0.

c) Functia F(x, 11:) de variabila reala x este continua in punctul Xu ~i

F(Xo. !X) < 0, deci exista 0 veclnatate V' a lui Xu astfel tnctt, pentru orice
XE if, F(x. IX) < O. Functia F(x, ~) de variabila reala x este continua tn
punctul Xu ~i F(Xo, ~) > 0; deci exista 0 veciniitateU" a lui Xo astfel tnctt,
pentra orice xe U", F(x, ~) > O. Daca luam Uo = U' nun. atunci pentru
orice x e Uo

F(x, 0) < 0, F(x, ~) > 0.
cl) Fie acum X oarecare E Uo; Pix, y) considerate functle de y este

strict crescatoare pe [e, ~J. continua pe [a, f:SJ st

n«, 0) < 0, F(x, ~) > 0,

deci exista un singur punet y' E (oc, P) care verifica egalitatea

r t«, y')~0.

Deoarece x a fost luat arbitrar in Uo. urmeaza ea la orice XE UO exlsta
un singur punet y = f(x) E Vo astfel tnclt F(x. g) == O. Punctul (1') a fost
astfel demonstrat.

e) Pentru (2') observamcs daca x = Xu. F(Xu. Yo) = O. insa Yo E Vo ~i
este deci singurul punet ell aceasta proprietate.

Continuitatea Iuncjiei f(x) pe Uo rezultii din context. Intr-adevar, la
vecinatatea Vo (arbitrara) corespunde vecinatatea Uo. astfel incitpentru
once x e Uo. [')e Vo• care este tccmai deflnitia ccntlnuitatll funcjiei f(x) tn
punctul Xu. Pe: tru orice x E Uo condljille teoremel stnt tndepllnlte, dect
Iuncfla f(x) este continua pe Uo.

fl Fie F(x, g) - °Ii (a, b) e U, x V, aslfel lnctt F(a, b) ~ 0. Avem,
conform formulei cresterllor finite.°~ F(x, g) - F(a, b) ~ F; (I;, ~) (x - a) + F; «, ") (y - b),

unde"Y = f(x), b = f(a). Asadar, putem scrie

f(~) - f(a) _ F;(~. lJ)
x-a - - F;(~.lJ) ,

deoarece, conform punetului 3 din teorema de existenta, F; (~. 7):=1= o.
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Derivatele parfiale F~, F; fiind continue, urmeaze ca

lim ((')-f(') ~ nu) ~ _ Fi(" b).
_.. It-a F,ICa, b)

40

deci

~

Observatie.

Daca derivam pe F(x, y) = 0, considerate ca Iuncjie de doua argu
mente x ~i y = y(x), dupa regula stabilita la B., cap. VI, §S, al. 5, avem
acelasl rezultaf

sau

deoarece F; (x, y) oF O.
Observafla facuta ne permite sa calculam derivatele de ordin superior

dupa aceeast regula. Anume

F;;'+ y' F;;'+ y" F; + if (F;; + F;; y') ~ 0,

s'> _ F;';'+2Y'F~+Y"F;~,
F.

F;
iosa y' = - - astfel rncrt obftnem in definitiv

F~ ,

" F;?F;';'-2F~F;F:';+F~?F;;
Y = - F;s

y" este continua dad F~, F;, F;';', r..', F:U sint continue ~i F,=j:0. Prin
Inductie complete rezulta ~i punetul Wal teoremei.

Aplical'e

Ecuap.lI.Y = ((x) sau y - fez) = 0 defineste po rJ: ell. func~ie implicita de y in condi(ille

teoremei de existenti. Avem F; =1, F; = _ ('(rJ:), deci rJ:' = -'_.
f'(·)

ErJ:emple

~) E,n·li. M'G,gy ++In ('" + y') ~ t defineste pe y ca Iunctie d••

, 1 1 Y + ~
FlI = - +~~-~@=r-o data x+y=r-0.

x l+L X2+y2 +y.'
SA aalculam .pe y~ §i y". Avem@

(
L _ JL __,__

X x
2 l+ I

'"..n

xy'-y+x+yy'=o, y'=Y-x..+.
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Mai derivinl 0 da.ta:

FllIU:/ii implicite

y' + :ry"-y' -I- 1 -t s" +yy" =0

y,,=_l+y'~ sau s"
x+y

2:1:2 + 2!f •
(X + y)3

2) Eeuatiaf«(l;- y, x + y) = 0 deline~te pe y ell. functia de «Pe D cR". Siise ealculese y'.
Puaem u=;£-y, v=x+y. Avem

f~(l-y') +f; (1 + y') = 0,
deei

t: -t:
y' = ,~ I"

t> -- ~

pentru multimea (:t, y)ED, pe care f~-f; TO.

3. Interpretarea geometrica a derivatelor partiale F~ §i F~

Ecuatia tangentei 1a curba y = {(x) in punctul (a, b) de pe curba este

y - b ~ f' (a) (x - a).

Sa presupunem acum ca y = I(x) este Iunct a implicita definita de
ecuatia F(x, y) = O. In aceasta situatle

f'(a) ~ F; C'. ')
- F;(;:b)'

deci ecuatia tangentei se sene

(x - a) F; (a, b) + (y - b) F; a, b) ~ 0,

adica derivatele partiale F;, F; in punetul (a, b) sint parametrf directori ai
tangentei in punetul (a, b) la curba definite de ecuatia F(x, y) = o.

EXl'mplu

SiL gaelm ,-,cuatia tangan tei 1D. elipsa

~+l[~"-l=O
a~ b"

tntr-un punet (Xo, Yn) de pe elipsa. CoefieientuI unghiular al tangentei in punetul (:0-0, Yn) estc

Eeuatia. tangentei este

y-y =_.!_~(x-.,._)
n " ~" y,

""
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Punctul fiind pe elipsa a2yij + b!x~ = a21l, ecua'[ia tangentei se serie

YYo + xXo = 1,
b" a"

adieu se ubfine prin dedublare.

4. Funetii implieite
defin!te de ecuatia F(~, X2,., .,x..' Y) = 0

Definitie. Fie ecuatla F(x1 • x2 , ••• ,xn , y) = O, undeF(x1 , xt , •••

•.. , xn , y) este 0 functle reala de n + I variabile definita pe 0 muljime X C R"+1.

o functie
Y = !(x1, x2, · · .,x,,)

definlta pe multlmea A C R" este solutle in raport cu y a aeestei
mnltimea A daca pentru (Xli x2••• "x) E A avem

F (x,. , x2 , · ..,x.., !(xI , x2 , ••••,xn)) := O.

ecuatil pe

Exemple

1) Ecuatia

~+L+~-1=O
a" If' &-

define~te pe z ca funet.ie de x ~ y. Ecnatia are 0 infinitate de aolutii pe J) C Jl2 definit

de"'::" + JL -1 % O.Daea,Al ~i A, stnt dona multimi aatfel ineit Al U As = D, Ai n112 ... 0
a" a"

(fig. 111),

(0,")

(-iI,oJ

(0, -IJ)

Fig 111

, [z , y)E Ai'

'((" y) ~I ,V 1_~_JC..a" b" , (z, y) E A 2,

sclutii care nn slnt continue pe multfmea (e), ~ontiera eomuna lIo ce!ordoua mulpmi,

atunoi solujfile cautate slut
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Ecua~ are numai doui 80lutli continue, §i anume

V
J:' y2

ft(:t)-=-c 1--;;;--~-. (x,y)ED.

2) Ecuapa zI + 11 + zS+ 1 = 0 nu are nici 0 sulutie reala.

Functiilef (At. Xs.· ..• .x;.) definitecu ajutorul ecuajleiF (Xl' Xi;,•• •,X",g)=O
se numesc functii implicite sau Iuncjll definite implicit.

5. Teorema de existentA

Teo r emall.FieF(~.Xz •...•x... g}ofunctierealldefinit8.pe
X X y, X C ~. Y C R. Xo = (.lto. Xao, •• .•x",,) un punet interior lui X ~i
Yo un pand interior lui Y. Daca

1) F(x", ....... .,x..' g,) ~ 0,

2) funqia F(x,.. XZ •••.• x". y) este continua impreuna ell derivatele
parfiale £;1' F;., ...•F:.,.. F~ pe 0 veelnatate UX V a punetului (x10 • Xao•..•
.."x.., g,). (UCX. VC Y);

3) F; {.lto • .tao•.. .•x"o. Yo} '* 0,

atuncl

I') exista. 0 vecinatate Uo C U a lui (Xio •...,x"o), 0 veclnatate VoC V
a lui Yo ~i 0 functle unicli

g ~ {(x" x" ...,x.): U, ~ V,
astfel inclt

f{Xto. Xzo.·· .,x"o) = Yo

F(x,.. Xz • . . .,X... f{Xi, XZ •.••,x,.)) es 0 pentru XE Uo;

2') funqla f{x,.. Xz ••• •,x..) are derivate partlale continue in raport cu
x" i = 1. 2•.. ••n pe Uo• date de

pI (~,... ,J:", y) •
f' = - "', , I = I. 2, ...• n;
~~ F;(J:1 ,. .. , J:". y)

3') daca- F (Xi. oX,;, ••••x". y) are derivate partrale de ordinal k continue
pe U XV. atundfunqia implidt8. tv«. X2, •••• x,,) are derivate partlale de
ordinal k continue pe Uo'
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Demonstrafie. Dad consideram variabila vectoriala x = (Xi. x2 ••••• x,,),
atunci F(Xi. X2 ••. .•x,.. g) se serie ca 0 Junette reala F (x. g) de doua varia.
bile x; y. una vectorial a x ~i a doua scalara y. Cu aceasta natatie, demonstratia
de la teorema precedenta se transcrie punet ell punct la aceasta situatle.
Intr-adevar :

a) Functia F;(x. y) este diferita de zero pentru (xo• Yo), unde z, = (x
I O

•

Xoo •••••x"o), ~i continua Intr-o vednatate a lui (xo• Yo). deci va Ii diferita
de zero tntr-o vecinatate a lui (~. Yo). Fie aceasta vecinatate V X V; prin
urmare, F;(x. y)=frO, xe U, yeV. Vom presupune F;(x. y» O.

b) Functla F(Xo. y) de variabila reala y se anuleaza in punctul Yo' are
derivata pozltiva pentru YoE Vo( V. deci este strict crescatcere pe Vo.

Daca notam V, ~ (0, ~), atuncl F(x" 0) <0, F(x" ~» O.
c) Functla reala F (x. «) de variabila x este continua in punctul xl) si

F (Xo, lX) < 0, decl exista 0 vecinatate U' a lui Xo astfel rnctt pentru oriceXE V',
F(x, 0) <0.

Functia reala F (x. ~) de variabila x este continua In punctul Xo
~ F(Xo. ~» O. deci exista 0 vecinatate V" a lui Xo astfel tnctt, pentru
orice xe U". F(x. ~»O. Dad luam Vo = V'nV". atunci pentru orice XE VO•

F(x, 0)<0, F(x, ~»O.

d) Fie acum x' oarecare din Vo; F (x, y) considerate Iunctle de y este
strict crescatcare pe [IX, ~l,continua pe (ot.~] ~i F(x. IX) <0, F(x, ~»O.

dect exista un singur punct y' E (IX. ~) care verifies egalitatea F(x', V') = o.
Deoarece x a fast luat arbitrar in Uu• urmeaza di la orice x e. Vo exists un
singur punet y = f(x) e Vo asUel tnctt F(x, y) = O. Punctul I' este de
monstrat.

e) Pentru 2' observam ca. dad x = xo. F (.to , Yo) = O. losa YeE Vo.
deci este slngurul punet ell aceasta proprietate. v

Continuitatea functtel f(x) pe Vo rezulta din cele de mai sus. Intr-adevar,
la vecinatatea Vo (arbitrate) corespunde vecinatatea Vo estfel tncrt, pentru
orice XE Vo• f (x) e Vo. Pentru arlee x E Vo' condltiile teoremei sint tnde
plinite, deci functia f(x) este continua pe Vo'

f) Fie (~. a,•.. .,at- l• xp aHI" ..' a.., y) E Vo X Vo ~i
. (ClJ..~, ...,~, b)e Vo X Vo astfel inctt

F(~, a,. ' .. '~-l' X,t. at +l , .. . ,a... y) = 0

F(a" a" ... ,a., b)~O.
Aplicfnd formula cresterilor finite, avem

F(~. CZz, .,'.' CIt-I' xk ' aH I , · · o,a,., y) - F(~,a2 •..., tift' b) =

= F~k(~' U:! ••••• a,t~l'_ ~,t, a.t-ll.···,a". 1]) (x", - aot) +
+ F; (a" a, ....,a,_" <" a'H'" .,<1", ~) (y-b) ~ 0,

unde
y = f (al • CZz.···, !It-]. X,t. Ur.:+l'···. a,,)

b ~ f(a" a" ..., ".J,



si, pentruca F; =1= O. evem, tmparfind eu Xk - at ~i trectnd la llmita,

F' + ay F'=O
~k ax,." • (I)

deci
(Jy F~k
aXk -F; ,

adica aceeasi lege de derivare stabilita si la aliniatul precedent.
Derivatele de ordin superior se calculeaza in mod asemanator. Derivata

a a'aU se obttne derivind pe (I) inca 0 data in raport eu x,," Avem .
". "

F" + F"!1 iPy F' + By (F" F H
iJy)_ 0"" ~11 +~~- V -- "II + 11»'- - •

t A k iJ:Ch aT,. ax" iJx!:" ax" (2)

F;; stat continue ~i dace r; =F O. Din (2) avem

F'•
F'

-~.
F'•

--".L
iJx" iJZl:

~i. pen tru ell

avem

Prin inductie completa rezultd ~i punctul 3' din teorema.

Ea:emple

. " 1)"Functia e"'+11·-;"'. + xy + yz + zx = 1 defineete pe e ell, Iunctic de z §i y. Avem,
denvmd.ln report en :z: §l tmind SeII.lU& cil e estc Iunctie de x ~i y,

deei
( a,) '+ '+ , ( a, )' a,2x+2;;- e"" v',: +y 1+-~ +;;+-x=o,

iJ:c iJx ax

iJz 2xe""+~'+:' +y +;;
ax 2zez'+v"+:' + y + :c

In mod aeemanator evem ~i

az 2ye""-t~'-;z'+X+2

ay 2ze""+~'+" + y + z
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deci

Functta z ~i derivatele ei partiaI~ existi in tot planul, ell exceptia punctelor pentm care
2zco:"'l v"-l" + Y -i- z = O.

2) Functia F(x2 - yl, y2-'--. z2, z2 +- z2) = 0 define~te pe t ea Iunetie de x ~i y. Sa se

eeteuteee ~ ~i!!!..-. Punem u = z2 - yl, V = yt - Z2, W = Z2 +- x'. Aveni, derivfnd inax ay
raport ell x ~i [inind seama ea a este Iunetie de x ~i y,

of, of ( a,) OFt" "a,) 0a;; 2x+~ -2z ii; + ow wX +- _Z a;; = ,

aJ.' aF-+-
x au ow---,

iJF' aF
ow av

In mod analog, derivind in raport ell y, avem

of aF( a,) of ( a,)
~(-2y)+- 2g-2z- +- 2z- =0,
au iJv ay iJw ay

dcci

aF er
az _JL iJv iJu.

iJy aF er '
iJw iJv

dcrivatele partialc crista in tot planul, en exeep'[ia punctelur pcutru care

,('aF _iJF)=O.
ow at)

6. Interpret8l'ea geometriea a derivatelor partiale

ale.,~mei ("BetH Fe x, y._,_~)

Ecuatia planului tangent la suprafata z = f(x, y) In punctul (a b, c)
de pe supralata este

z _ c = iJ?Ca, oj (x _ a) + J? (a. b) (y _ b).
ax oy

Sa presupunem acurn di z = {(x, y) este Iuncjla Implicita definifa de
ecuatia Fix. y, z) = O. In aceasta situatie avem

rJ?(a,~) F;(a,b,c)
------;;;- = - F;(a, b~ ,

02(1:1, bj = _
'y

/1'; (a, D,c)

F; (a, b, c)

deci ecuatia planului tangent se scrie

(x- a) F; (a, b, c) + (y - b) F; (a. b. c) + (2 - c) F; (a, b, c) ~ O.
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adica derivatele perliale ~. F;, F~ in punetul (a, b. c) stnt parametrii directorl
ai normalei tn punctul (a, b,c) la suprafata definite de ecuatla F(x. y, z) == O.

Dace in punctul (n. b. c). F; (n. b. c) ~ O. F; (c, b. c) ~ O. F; (n, b. c)~O,
supraiaja nu are plan tangent. Punctul (a, b, c) se numeste puna conic: Un
astfel de punct, de exemplu, este virful unui con.

E ltemplu
Ecuo.tia planului tangent 18 elipsoidul

~+..t.+~-l=O
a' b' ~

In punetul :1:0, 11,> Z. de pe elipsoid. Avem

F; (xo•Yo. :;v) = !.-~, F; (Xo, Yo. ~)= 211" P' (~. Yo. z.) = 220...
at P,

Planul tangent &l'e ecuetia

.au

Punctul (:to, yo' til) se gAse,t-e pe elipeoid, decij
, , e

...il'..+.!!.+.!~=l,
a~ bB et.

astfel Inctt obpnem forma definitiva

x:r.e+ 1IYo+.5-=1,
a" Ii' e2

eere se obtine tot prin dcdublare.

§ 2. SISTEME DE FUNO'l'II IMPLIOITE

1. Definitil.

a) Un slstem de m ecuatii

Fl(Xl, x2, · · ·, x.. ; Y1> Y2." 0' Urn) = 0
F2(~. x2, ... , x.; Yl' Y2'" ", YrIl) = 0 (I)
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unde Ft (Xl' X::!, •••, XII; YU" Ut,.·., Y",), k = 1,2•...• m, slut rn Iunctll reale de
n + m variabile Xl' X:l •.. ", X.. ; Yl' Y2' ... , Y rn , definite pe 0 multtme X X Y
Xc R", Y C R"', se numeste slstem de m functil implicite. •

b) Un sistem de m funcjtl reale

Yt = t. (Xl' X2• . . OJ X,.>

Y2 = '2 (Xl' x2, · · OJ x,J
(2)

u; = i; (Xl. X2"'" X,,)

de n variabile Xl' x2••••• XII' definite pe 0 multlme A c X c R". este 0 solutle
a slstemului de ecuatil (1) in raport ell variabilele Yll U2"'" Ym pe multimea A
daca tnlocntnd pe y; in sistem ll verifica identic:

PI (Xl. X2 " " j xn ; {I (Xl' ~"", x..), ..., t; (Xl' X2•·• OJ X.. )) ss 0

PI!. (Xl' XI!." XII; 11 (Xl, x2 , · · · , x")"',j fm (Xi, Xt . · · · , X.. )) es 0

Exemplu

Funotiile XZ + yZ + t' = 1, Xl + y2 = 22, definesc pe

[
1 '], I W" I":J; E - V~f' V2-- . Sistcmu are 0 inifate de so utii

y(x) = € V'!- -x~
2 '

s uu

Y ~i e ca Iunetii do :l' pentru

Y(X)=-c:V
1

- X 2
2 '

eu e, &'=+15au-\.
Dintre acestea numai patru atnt continue, ~i anume

y,(x) = V~ - x2
, z,(x) = V~

y,I·) = - V~: - .', ,,(x) 0' ]/;

y"I') = If -'-- - x' "I·) ~ - V-'--
~' 2

Y4(X)=-V-}--x!, z.(x) =~V~', XE[-V~'}i~J

!7 _ c. 1001
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paM Ciutilll solutia continua care trees prin punctul x = ~, y = ~, z = 2.
2 2 V2

'/-,--
aeeastli. solutie y = I. - - x2,r 2

s ~ _,_ este umca.
Y2

2. Teorema de existenti pentru sisteme de {onctH implieite

Teo rem a. III. Fie un sistem de m funepi rea1e de n + m variablle

F1 (xt. ~ •.. " x.. ; Ul> Y2.··" Ym) = 0

(I)

P", (xt. x:\•. '" x.. : Yl. Y2.···. Ym) = 0

definit pe X X Y, X c R", Y c Rm ~i (xI O I xoo , " " x..o; YI0. Yoo.··" Y,,,o)
un pund interior lui X X Y, adica Xl} = (XtOl xzo,.. " X.,o) interior muljimii
X. C R" ~l Yo = (YIG' Ymt.··, U",o) interior mulftmli Y c R"'.

Dati

1) F,,(Xio • .120, •• " x..o; YIO' Y2O' •. ·• YmO)=O, i= 1,2, ..., m;

2) functille reale F, (i= 1,2, .. " m) au derivatelepartiale aF., h= I, 2, ... , n,a,.
oj';, (k = 1, 2, .. " m) continue intr-o vednatate U X V a punctului
iJYk •

(Xto, .roo •...• x,.o; U10' yUl.···. y",o);

3) determinantul urmator

D(F1 , }'t,·

D (Ytt Yt,"

aFI aFI ••• oFI

0YI UYI ay..

oFt er, of.
aYI 0Yt •.• oYm

of,,,of • . . . fiPm

aYI all, oy",

numitdeterminahtul functional san iacobianul tuncttllor F1.F•• . . .• F", in raport
cu variabilele lit. !h •...• y.... estediferit de zero in punctul (x10 ' x2Qt ..•• x,.o;
YIO' Y20.'··. YIIIO), atune!
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I') exlsta 0 veclnatate Uo X Vo a punc!ului (Xl.'" xw, ... , x"o; YIO' Y20, ...
. . " YmfI) ell Uo C UC R". Vo eVe R"" ~I un sistem de m functiireale
de n variabile XI' X2, .•. , X Ii' Un~ Vo•

Yl = It (xt>~• . . ., X,,)
Y2 = '2 (Xi, x2, .. " xn)

9rn = f... (Xt, x:!, •.•, x,,)
astfel tnclt

giG = f. (xt Ol X;10' •• '. X,.u). i = 1,2, ..., m,

~i care verifidi identic sistemul (1)
Ft (x.., x2, •• " x,,; h(Xi. x2, •• " xo ) , ••• , {",(Xl' x2, •• " x",) == 0;

t= 1,2, ... , m

2') Iunctlile realefl,f20···,f... au derivate partiale continue pe Uodate de
aFt of, aFt of, ~! _~~

0Xi ay. Oy", ay, ay. Ou",

~ of! iJF! iJF! BPz of,
aft = _ rn. dYB ay". 0Yt (ly. ilYmax;

iJP.". aF",

fix. ay~

aFm·~Fm

iJYt iJY2

--.!!!.L 8F t

Oy"'_1 0Zi

~aF2

J.'Im_l ax.

aFl !.&
Oyl iJy,

~F2 aF2
hi ay,

_iJ!'m_ aF",
iJYm_l OXi

aFm'
By,

iJF.,. of,,. (IF",

iJyl :jy, ay",

i = 1,2, ... , n

3') daca Iunctiile Ft , F2 , •• " F". au derivate partiale de ordinul k con
tinue pe U X V, atunci Iunctllle t.. 12, .. OJ t; au derivate'partlale de ordinul k
continue pe Uo'

Demonstratie. Yom demonstra teorema de mai sus pentru m = 3. adica
pentru sistemul

(I')
F1(x" , x2• . . •• x.. ; 91' Y2'Y3) = 0
F2(x". x2, ••• , x,,; 91,92' 9s) = 0
Fs(x". X2' ••• , x.. ; lit, Y2. 9s) = 0,

prin indue tie complete. Teorema a fest demonstrate pentru 0 slngura ecualle
(teorema JI de la aliniatul precedent). Presupunem teorema adevarata pentru
m - I = 2 st sa aratem ca este adeverate ~i pentru m = 3.
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a) Deterrninantul functional

deci eel putin

D(Fl>F.!l =
D(Yl'Y.)

D(Fl , F., F.)

D(y).y.,y.)

aFt aF, aFt

i)YI iJy. ay.

aFa BFa BF. *0
aYl Dy. BYI

BF, iJF. aF.

BYl By. By. M.

este diferit de zero tn punctul MO(xlO' Xoo•..•• X"o; YIO. Y20' Yao).
unul din minorii de ordinul 2 este dlferit de zero. He acesta

aFt aFt

aYI By. 4'0
aF. ~aFI

flyl iJy. M.

b) Dad. consideram sistemul format numai de ecuatiile F1 = 0, Fa = 0,
teorema de existenta Hind adevarata pentru m = 2, tntr-o vecinatate Uo X Vo
a punctului Mo avem

astfel tnctt
YI0 = IJ'l(xtO' ~•.. -. x"o; Yoo}. Y20 = IJ'a(x1o• X20•.. -. x..o; Yoo).

solutil care verifica identic cele doua ecuatii
F1(X1• Xi • • _ •• X.. ; t'PI(xt.···, X,,; Ys). t'P2(X1" __, X.. ; Ys), Ys) == 0
Fi(xt. Xi• . . •• X,,; 'P!(Xt. _. " X.. ; Ys), t'P2(xt,··., X,,; Ys), Ys) -== 0
c) Dad. inlocuim pe (2) in ultima ecuajie din sistemul (1'), avem
Fs(xt. X2' . : ., X,,; (fll' 'f2.yS) = l)(xt> Xs, .•. , X,,; _Ys) = 0, (3)

ecuatle care contine numai pe Xl' X2, __ ., x" ~i pe Ys- Conform teoremei de
existenta de la aliniatul precedent, pentru a putea fj rezolvata tn report cu Ys
trebuie ca Ill;'* O. Avern

lb' = aF. + aFa .~ + aF.• , !!Jb.. .
if> ay. iJYI ay. ay. Oy.

Derivatele .!'Jb..-. Oy. Ie obtinem din ecuatlile
iJy3 Oyl

F1(x!. X2• _. _. X,,; Yl' Y2. Ys) = 0
Fi(Xl, Xi• • . ". X,,; YI' Yi' Ys} = 0,

si anurne derivam In raport ell Us si tlnem searna de (2)

iJP. , '!Jl!. + ~~~1. '!J~ + ~& = 0
ay, ay. iJy. aYI i)y.

of. (lyl + iJ~. i}y. + ~! = O.
Oyl a'h ay. ov, ay.

Ih: = 'P!(XI• Xi.···. X.. ; Ys)

Yi = t'P2(X}' Xs• . . ., X,,; Ys)
(2)
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ecuatil care au solutiile

oFt 8F t 8F l &1'\

°Y3 &y~ "y, °Y2

f)F~ 8F! 8F~ 8F2
ay, ay, °YI ay,

8Ft oFt aFt ~_~

'Y, ay, ily, ay,

8Ft aFI ~~ ':!!~
aYl O!13 aYt OY2

pe care daca Ie Inlocuim in lJ);' obtinem

D(Fp F2) !!(Fl' F l1
cD' _ oF3 8F, D(y" Y2) 8F3 D(yl' Y.)

1'3 riYa - oYt . !i(F;-:FI) - ay---:'" D(Ft> F'.2)'

D(Yt, !It) nis.. Yt)

deci

<1>' =D(F1,Ft,F,l.D{P1'J'2)=FO
~. n(y., !fl' Ya)'D(y" YI) •

'"

Conform teoremei I I de existcnta. demonstrate la aliniatul precedent, din (3)
rezulta pentru (x., Xl!'" _, x..) E Uo

(4)

care veriflca conditia Yoo = fs(xI O' x20' " •• , x"o) ~i care verifies identic ecuatia (3)
pentru (x., ~, ..., xn ) E Uo:

d) lnlocuind pe (4) in (2), obtlnem, asadar, slstemul de solutii

YI = Cfll(X1, x2, · · · , X,,; f3(X1, X2•·· 0' XII» = fl(Xt , X:l, .•., x..)

Y2 = Cfl2(Xt , X2, .. 0' X,,; f3(XI, X2, . ° ., x n») = f2(X1, X2, ... , XII)

care verifica conditiile de la punctul l' ale teoremei enuntate.
e) Inlocuind in sisternul (1'), avem identitatile (XE Uo)

F1(xl> ~, .. -, x,.; t.. f2' fs) sa 0

F,(x" x" ••., x.; f" t" t,) ss 0

Fs(Xt, x2,• "" x,,; fl' f2' fs) es 0,

(5)
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din care, prin derivare in raport ell x" obtlnem

~1!.!+aFl.iJfl + iJF1.Of2 +8Ft • iJfa == 0
ax. Ml iJXj afa· ax, iJf. ax;,

I (6)

(6) poate fi considerat un sistem liniar tn necunoscutele aft. afa, iJfa, ell de-
OXi OX,; ax;

terminantul sistemului determinantul functional al Iunctiilor Ft. F'}., Fa in
raport ell varlebilele Yl' Y2, Ya. prin Ipoteza diferit de zero. Dupa regula lui
Cramer, avem

D(F~, Fa. FaloD(Ft , Fl' Fa)

D(x" Yi> !Ia)"D(Yl' !II' !la)

DCFt , Fa' Fal-D(FI' Fl' Fa)

D(y!, :1:.. !/a)" D(Yl1 YI' Ya)

D(FI' Fl' Fa).D(FI' Fl' Fa) i = 1,2, ... J n,
D(Yt. !II' x,)-D(Yl' UI' Ya)'

deci punctul 2' al teoremei este demonstrat.

Pentru punetul 3' observam ca derivatele lJfm contin derivatele parjiale
0..

de ordinul Intti ale Iuncjiilor F.,., care stnt derivabile continuu de k ori, lied ar""
8..

sint deriva bile continuu de k - I ori. Prin urmare, derivatele parfiale de ordinul
doi ale funcjiilor f... exista ~i stnt continue s.a.m.d. Prin inductie rezulta
punetul 3'. Teorema este demonstrate.

E:"t8mplu

Sistemnl
x+y+u2+v!=1

x'+y'+U4_v4=2

defin&fte pe 11 ~i v C3 func~ie de II: ~i y. A\'cm, derivind par~ia1 in report en x, eeuatiile
etstemului



Depc"den{a flme/;una!.'

deci pentru punctelc (X, y) E i,J, pentrn care

, !=_UIJ(UZ + v2l of. 0,-,'
evem

I~ 2, I
au _2v3 -IJ~-X

ax 4uv(uz+ v2) 2u(uz+~)

1

2u

~Ia, 'u' :I:-Ul

a;= 4 UIJ(ul + v2) 2v(ul +v2)

In mod asemanator, derivlnd partialln raport eu y ecnatiile sietemulni, nbtlnem

1+2u~+2v~=O
ay ay

y + 2us~_2vS!!- = 0
ay ay

423

au
oy

t;2 Y •

2u(u2 + v2) ,

a,
uy

y_u2

2v(ul + v2)

§ 3. DEPENDEN'I'A FUNC'I'IONALA

1. Functii de mai multe variabile in dependenta funelionala

Definipe. Fie

y, ~ f,(x" x" ... , x.)

Y2 = '2(~' M.l •.•• , x..)

Y.~ f.(x" x" ... , x.)

m functll reate definite pe 0 multlrne X C R". 0 funcfie reala F (xu ~, ...• x,,)
definita de X depinde de funcpilel1 , f2' . • . , t; pe multimea X, daca exlsta 0

functle reala de m variabile <D Vh, Y2' ... , Ym) definite pe 0 mulfime Y C R'"
astfel tncrt pentru x E X sa avem identic

F(x"x" ... ,x,)=<1>I/,(x"x" ...,x,), ...,f.(x"x" ... ,x')l·
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Exemplu

Fie fnnetdile (x, y, z) = x + Y + e, 9(x, y, a} =:# + y2 + zt, h(x, y, z) = xy + yz+zx,
definitepe RI. Avem

(x +y +Z)2 =:# + y2 + Z2 + 2(xy + yz + zx),
dee]

9 ""f2--2h.

Fonctia 9 depinde de Iunctiile ( ,i h pe R8,

o e fin I tie. Punctlile male

Yl = '1 (Xl' X2"'" XII)

Y2. =ft. (Xl' X2,··, XII)

Y",=lm(Xt,xll , ••• , X..)

definite pe 0 mulfimeXCRlIsint in dependenta functlonala pe 0 multlme ACX
dad. eel putln una din ele depinde de celelalte pe mulfimea A.

Ezemplu

Fie funetiile ((x) = $, g(x) =:# definite pe R.
Pentru mice x E R, a.vem 9 (x) = P(x), deci 9 este Iunctie de (pc R.
Pentru crice x E [0, + oo! evem f(x) = }'9 (x), deci (este Iunctta de 9 pe [0, + 00].

Teo rem a. Conditia necesara ~i suftdenta pentru ca n functii de n va
riabile independente

Yl= 11 (XI> x2 , "', xJ
Y2=f2(Xt,~, .,x..)

Y.. = I" (Xl' Xli' .. , X,,)

definite pe0 multime XcR", cu derivate partiale continue pe X, sa fie in depen
denta- functlonala pe multlmea ACX este ca determinantul functional

ar, ar, i!.l!.
aX, a., ax"

D(y" Y2" "'1/,,)
ar, Of! • ar,

1/(:1:1, :1::1 , •• . , x,,)
ax, ax, ax.

!!1'!. ar. !!1"!.
uXt ax, ax"

sa fie identic nul pe A.



,
________"D'1,·p"'"""'d"''"'''',,"L!'",m",o'",i"'C'"'C'"'",j 42

Demonstratle. Yom demonstra teorema pentru cazul a trei Iunctlt

Yl = fl (x.. Xz. Xs)

Us = ft (Xl' x2, Xa) (l

Us = fs (Xl. X2, Xa)

a) Sa presupunem di tntre lunctlile Yll Us, U3 avem legatura

<I> (Y" y,. y,) ~ 0, (2

independenta de (Xl' x2• Xs)E A si neidentic nula in Yll Ys. !Is-
Dlferentlind in (2), avem

~~+a~~+a~~=O, (3
O!f, 0Y2 iJYa

tnsa din (I) obtinern

care tnlocuite in (3) ~i rcgrupate dupa dx j • dx2, dxs ne dau

(a 11l afl + alP. Jr. + ~~. dfa) dx + td l1)~ + alD. af. + aI1J • ar.\ dx2--f-
~aYl ox, iJYa i)x, aYa ax! 1 aylox", 0Yt ax", JYa 8xt )

relatie care trebuie sa fie adcvarata oricare at fi dxl' dX2. dx, si care conduce.
in baza acestel observatii, la sistemul omogen

o¢l.. 8ft +u<1J. iJft +iJ(J). ara =0
[)Yl OX 1 Oy: iJx, aYa ax,

In care nccunoscutele stnt ,J'P illD 8lD Asupra relatiei <b WI' Y2,' Y3) = 0 am
.. ilYl' iJy,' By, .
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facut [poteza di nu este identic nula in Ul' U2, Us, deci a41, a<D. Jill nu trebuie
aYI BYa By,

sa fie simultan nule, ceea ce, conform teoremei lui Rouche, conduce 1.1 conditia

afl aft aft
aX t ax! aX:!

ar. ar. ar.
~Oa,. a" aXa

ar, ar, fl~a,_ a,. a"
pentru orice (X:t, x2• Xs) E A, adlca determinantul functional trebuie sa fie
identic nul pe A.

b) Sa aratam acum ca daca determinantul functional D(y.,Yz,Ya) este
D(x1•x" xa)

identic nul pe A exista eel putin 0 legatura tntre UI.Y2' Us pe A.
Vom considera trei cazuri:
1) Cel pujin unul dintre determlnantil minori de ordinul doi .11 determi

nantului functional nu este identic nul pe A. Fie deci

DeYI' Y3)~ 0, (Xl' X:\. Xa) E A.
D(xl'a:s)

Conform teoremei III de existenta (B.. cap. VII. § 2 .11. 2). din primele doua
ecuatii (I) putem seoate pe .t;.~i X1l Iunctil de Ul' U2.' x~. ~i anume

.t;.= 61 WI' U2.• .ta). X:l = 62 WI'US. xs).

si, tnlocuindu-le in ultima ecuatie din (1), obtlnem

y, ~ 'Y (Y" y,. Xx) ~ f (6, (Y,. y,. XX). 6, (Y,. y,. XX). XX)·

Insa derivata lui 'Y tn raport eu xs, ce se obtlne din aceasta relatle, este
(B., cap. VII, § 2 al. 2) data de

'Y~ D(Yl'Y2'YJ). D(YI'Y2)
D (Xl' Xs X:i) • D(Xt,:til)

si este nula in fieeare punet .11 multimii A, deoarece prin lpoteza D (Yl' Y2'Y3) === O.
D(xl,Xs, ~)

~((Yt'YI)~ 0 pe A. Acest fapt arata ca 'Y nu depinde de Xs pe A; prin urmare,
X:t, x,)

s« = 'Y WI' Y2.),

adlca Yl> Y2.. Ys stnt in dependenta Iunctlonala pe A.
2) Sa presupunem acurn ca totl minorii de ordinul doi ai determinantului

functional stnt identic nuli pe A si eei putin unul din minorii de ordinul tntti
este diferit de zero '

BYl =F o.a,.



T.

In aceasta situatie, determinantul functional are liniile proportionale

(i ~ I, 2, 3),

ceea ce este echivalent ell

dYl = 1dY2' dYl = tLdys"

Sa revenim acum la ipoteza di aft ;;E O.
ox,

In virtutea teoremei I de existenta (B., cap. VII, §1 al. 2) putem explicita
pe X:t, din ecuatta Yl = '1 (x., ~•..t3), in functie de YI' x2 , Xs" Sa tnlocuim pe Xl'
astfel obtinut, in celelalte doua ecuatii ramase, care devin astfel Iunctil de X2•

x3~i Yl
Y2 = '¥'2 (X2• Xa • YI)

Us= Va (X 2• Xs• YI)'

pe care dace Ie diferentiem obtinem

dY2 = J'Y 2 dX
2
+ 0'1'2 dx:J, + J'Y2 dYl

0:t1l a~ JYt

Insa trebuie sa avem

ceea ce implica

J'Ya = 0
aX, ,

pentru orice (x., x2 , xs)-E A.
Relatiile (2) se transforma in

Y2 = 'F2 (til), Us = '1'"3 WI)'

(2)

adica Intre Yll Y2. Us exista doua relatil Independente de x", ~. Xs pe A.
3) Mai putem face ipoteza ca toate elementele determinantulul functional

D (y" y., Ya) sa fie nule. In aceasta sltuatle, dYl = dyz = dY3= 0, iar
D(:t:l'~'~)

Yl' Ys. Ys sin! constante.
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E:ecmjJie

1) Funcpile

Yl = U' +vl-w, y~ = «'-/P, 113 = 4ut vl' -'lw(u' + Vi) + w
definite pe RS sint in dcpcndentii. functionaJa pe RI.

Intr·adeviir

VCYIYt,lh2=1:: -~: -~ I
D~,~~ =

Suv' - 4uw Svu2 - 4t'w - 2 (u t + vl') + 2w

= _ 81ww + Buv(ul + t,2) - Suv (2«" _.ow) - SIW (2v'- w) + Sut' (ul + tJl ) -Buw t' sa O.

2) Sa se arate ca 0 Iunctie omogena de grad zero in e ~i y este de forma f 1';'-)'
Dati 21 = JL ~i 2, = f (x, y) stnein dependent! Iunetianala., atunei iaeobianul lor este nul,

,; \
1 ~ 0

" ,

""
.2-..(:rr~ + Yf~) = o.
"

tnsa 0 Iunctie omogenn de grad eero verified relatia lui Euler

xf~ + Yf~ = o.

Prin urmare f(x,y) eatu de forma r(;-J.
De fi nit i e. Funcpilefl(x(, Xz, ••• , x,.),Mx" x2• . • "' xn ), •• "f fn(xlOXt• . . "'x)

definite pe 0 multlme X C Rn se spune ca slnt Independente tntr-un punct
(x1(lO ~•.. " x"o) E X dati nid una din functii nu deplnde. de celelalte tntr-o
veclnatate a lui (Xao, x20 , •• , x"o)'

Functllle 11' f2' ... , In slnt Independente pe X daca slnt independente in
mice punet interior al lui X.

Cu aceasta defini[ie, avcm urmatoarea consecinta a tcoremei precedente.
Consecinta. Fie functtlle 11f2, ...,f.. , definite pe 0 mulpmeXcR",

cu derivate partlale continue intr-un punct (x lO ' x20 , ••• , x"o) interior mul
timll X. Dati determinantut functional

D (f" f2' ... , f.,)
D{x1 , 4"'" x..)

este diferit de zero in punetul (X10'X20' .•.• x..o), atunci functllle 1I,/2' .,In
sint lndependente in acest punet.

Demonstratle. Determinantul functional

D(fl,f2• ···,f.,)

D{~,xl' ... , x..)
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r este 0 Junette continua in punctul (Xto, X:ro, "', xIIO) , .deoarece toate elementele

~ sale ~ stnt continue in punetul Xu·
f aXj

Determinantul functional Hind diferit de zero in puncul (xI O' x20 , •• ", x"o).
exista 0 vecinatate V in care nu se anuleaza, prin urmare, in V Iunc
tiile t.. f2' ... , til nu stnt in dependents functionala.

§ 4. MAXIME ~I MINIME PENTRU FUNC'l'lI DEFIN1TE IMPUClT

1. Maxime !jii minime pentru funetii supuse la legatllri

·, x") ~ 0

.,x")~O

Fie Y = f (XI'~'
~i un sistem de p < n

... , x,.) 0 Iunctie reala
ecuatii

Ft(X:t, x2 '

r, (x., X2 l

deflnita pe 0 multime X c R"

(1)

F.,(xt • Xll, ••• , x,,) = 0,

Iunctiile realc F
I

, Fz, ... , F", fiind definite pe aceeasi multime X C R".
Extrernele Iunctiei y = f (XI'~' ... , XII) dod punctul (Xl' XIl • . •, x,J

parcurge numai multimea A a sclutiilor sistemului (I) se numesc extremele
Iunctiei f condiitonaie de sistemul (I) sau extremele Iunctiei f supuse La
legaturile (1).

Punctele stationare ale Iunctiei y -= f (Xl' X2, •.. , X,.) ctnd punctul
(.t;., X2, •••, X,.) parcurge numai multimea A a SOIU\ii!OT slstemului (1) se I1U
mesc punaele suuionare legate sau pundele stationare condiuoruue ale Iunctiei f·

Punctele de extremum conditionat sau punctele statlonare condltionate
se delinesc in mod asemanator ca punctele extreme sau punctele statlcnare
oblsnuite (sau libere), cu conditia ca punctele respective sa aparjina multimii A.
In cele ce urmeaza presupunem functiile FI , F2, ••• , Fp independente si deri
vabile pe X, cu determinantul functional, de exemplu

n(F"F., ,F,,)~O, pe X.
D(X:t, :r., x p )

'p e o r e m a. He tuncfla lI>(X1,X2, .,x.. ; A1', " 2. , .• I.p ) de 1'l+p
varlabile detlnlta de
lI>=f(x1.xa, ... ,x,.)+}.tFl(':';'x2, ... ,xn)+ ... +ApFp(x1,xa, ... ,x..)

~ (U:1. a2, ... , all; 11-1' 11-2 • . . •• 11-,,) un punct statloner Iiber al tunctiei lIt.
Punetul (Ut, Cl:l, ... , all) este punet statlonar al functieiy = f (Xl' Xa' ... , x..)
cu legatartle F1 = OJ Fa = 0, ...• F" = O.



Funcui implicile

J)emonstratie. Funcjiile f, FI , F2 , •••• FfJ stnt presupuse derivabile pe X;
. .a) pimctele stati~n~re ale Iuncjtel y = t (Xi, x2 , " ••, XII) sint punctele
pentru care dy = 0, adica

(2)

Deoarece cautam solutiile ecuatief (2) pe multimea A a solutiilor sistemului (I),
pentru care sistemul (1) este identic nul, urmeaza ca avem pe A ~i

dF ~ O. dF, ~ O. ,,'. dF, ~ 0;

prin urmare, dace "'1' "-2, ..., A1' sint p numere oarecare, punctele stationare ale
Iunctiei f cu Iegaturile (I) slnt solutiile ecuatiei

(3)

oricare ar fi dxl , dx2 , •• ", dx,., "'1' "'2' ...• 1p "

Relatia (3) se scrie

(-'L +', a~!. + '" 'F. + .. , + " 'F,) dx,+
ax. aXl ax. Ox!

(3')

b) Sistemul de Iunctii Implicite FI = 0, F2 = 0, ... , F" = 0, determine
pe Xi. Xi, .. ",xp Iuncjii de xp+1 ' xp +2, ••• , x,.,deci dlferentlalele dX;,·dx2, •• ". dx,
se exprima Cll ajutorul difereritlalelor dxp H , " •., dxlI • care sint slngurele
independente, deci nu putem proceda ca Ia extremele Iibere, si anume sa
anulam coeficientii lui dx•• dXi, . " ", dx

lI
• fara 0 prealabila justiflcare.

c) Saconsideram slstemul de n ecuatil

F1 = 0 • F2 = O•. "". Fp = 0

(4)

cu n necunoscute X;. XI' ••• , x... Sclutiile Xl' X2' . "". XII vor Ii Iunctli
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de AI' A~, .. ". J.p , arbitrare. Dace inlocuim pe Xl. X2, •• '. x" astlel determinat!
in sistemul de p ecuatii

!!L+ Al aFt + ...+ ~ of1> = 0
OXl oX l ox!

(5)

obtinem p ecuatf in necunoscutele AI'~' .. _, Av • care rezolvate De dau sclutia
(sao solutiile) fLi, [1.2. "", [J.p' Dace Ie Inlocuirn in expresiile lui Xl' X 2 • • • _, x"'
determinam asUel sisteme .de solutii (Cl:t, ~, •.., a,,; 111' (.1.2' .• _, 11-,,) care verifica
sistemul

FI = 0 , F2 = O•.. _, F'l) = a
si

i = I, 2, ... , n.

d) Din rationamentul de mai sus rezulta cil. punctul (al'~' .. _, an) este
un punet stationer legat al functiei f. deoarece verifica sistemul PI = 0,
F! = 0, .. _, F" = 0 \'i dt = O.

e) Se observe ca sistemul (4) + (5) se formeaza anultnd toate derivatele
partiale ale functiei ~ (X:t,~, ... , x,,; AI' ~, ..., AI')

~ =/1 + AIF1 + ... + AJlF",

considerate ca Iunctia de n + p variabile Xt. x2• • . •• X,,; AI' A2, •• ", AI" decl
solutia (tit, tl:!, ..., a,,; fLt., ••• , tLi» a sistemulul (4) + (5) este un punet sta
[iortar (liber) al functlei ~ deflruta pe R"+fI.

Teorema este astfel demonstrata.

Observa tie

Punetele de extremum Iegat al functiel y = f (Xl' X2, •. ", Xn ) CU F1 = U,
F! = 0, ... , Fi> = 0, se gasesc printre punetele stationare legate ale func
tlei y = f (Xl, X 2• • • • , x,,), deci printre punetele stationare ale functiei de
n + p varia bile

<I> ~ f + A,F, + ...+ '-. F, .

Numerele AI' ..., A, se numesc multiplicatorii .lul Lagrange, iar metoda
folosita mai sus pentru determinarea extremelor legate se numeste metoda mul
tiplicatorilor lui Lagrange.

In rezumai, pentru aflarea punetelor in care Iunctia

y = f (Xl' XJ:, .•. , X.. ),
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eli legiiturile
FI (Xt , X2' . -, X,.) = 0, .. _t FlI (Xl X2• . • _I XII) = 0,

poate avea un extremum (condltionat), se procedeaza in modul urmator :
1) Se formeaza Iunctia ajutatoare

4) (Xt• • . _t XII; "1' .. -, )..:1') = f (Xl' ~•.. -I XII) + AIF} (Xl' x2, •• -, XII) +..
...+ AV Ffl (Xl, X2' ••. , x,.),

ell AI' Aa' .• -t x, parametri.
2) Se anuleaza derivatele partlale in numar de n + p ale lui lD in raport

cu .li, .....,x... At' ...,Ap

~=O, iJlIi =0, ...,~=O
JXI oX2 ax"

F1 = 0 , F2 = 0, ... , F, = O.

Se rezolva acest sistem de n + p ecuatii ell n + p necunoscute

3) Daca (ilt~, "'1 an' ILt, "'1 [lop) este 0 solutie a ecestui sistem, punctnl
(al • a,•.. -I a..)este un punet statlonar condltionat al Iunctiei y=f (X:J, :S, ..., xn ) .

Punetele de extremum conditionat ale functiei f se gasescprintre punctele
stationare conditionate.

In continuare, pentru a stabili dad. unele punete stationare conditionate
sint punete de extremum conditionat, trebuie sa stu diem dlferenta

t (x" x" ..., x") - t (a" a" ..., a") (6)

pentru puncte1e (Xr, .. _, x..), care verifica slsternul F1 = 0, F2 = 0, , F,,=O,
de unde rezulta ca avem

/(Xr,x2 • . _-, x,,) -f(~,~, _.. ,a,,)= ~(Xl' X 2, •.• ,x,) -- q.(a1 , ... ,a,,)

adica studiul dlferentei (6) se reduce.Ia studlu! diferentei

E ~ <l> (x" x" ... , x") - <l> (G" a" ... , a,,),

unde x, , '-2, ..., Ap s-au tnlocuit eU!1-t, fL2' . _', fLp - Sa presupunem acum ca f
~i Fl' F2, ...., Fp au derivate partiale de ordinul trei pe X. Aplicind formula
lui Taylor Iunctlei f1) (XI' X2, ••• , x,,) in punetul (aI' a2 , . __, all)' avem ell
II - a. = dx, (i = I, 2, _. _, n)

E = 2.. ~ a2
~ (a.. . . . , a,,) dX

j
dz, + R.,.

:2 oz"az j ,-

Semnul diferentel E este dat de semnul formei patratice in dx. dXj.,

dZl1l (~ •. 0 0' a
R

) = L a'~ (al •... , a,,! dx. dx;.
• az; iJXj
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Daca diferentiem sistemuI legaturllor PI = 0, .. _, Ffj = 0

oF l dXI + aF I dX
2

+ ... + iJF1 dr, = 0
aXI aa:a ax..

of! dXI + aFt dX2 + _.. + of! dx, = °
04. aX, ax"

433

(7)

, t .. , , t vD(P'I,Pt,···,Fp ) 0 F F fii d i ddtsr pen ru ca pnn IpO eza -------~ , 1>" " p lin III epen en e.
D (xu Xi' •. _. Xl!)

din sistemul (7) obtinem cu ajutorul regulii lui Cramer pe dxt, dx ll , _., dx, in
Iunctie de dx p -l1' .. _, dx". Daca Ie inlocuim in d 2 <I), rezulta

dl1 (1) = ."f Au dx; dx j ,

'.l~I

adica 0 forma patratica in n - p argumente dx;. Prin urmare, conform teoremei
en untate la B., cap. VI, § 7, al. 2:

I) daca toti determinantii

t> ~ A t> ~ I' Au Ani
1 11' 11 An A

Il2
'

r An Au .. AI'

6.,= I A 2 I A 22 .,. A 2s

alb =2z+Ac=O
J,

Ad A,2 ... A"s

s = n - p, sint pozitivi, punctul (ut, ., _, a,,) este un punet de minim condi
[ionat :

2) dad. (_1)1< ~k> 0, k= I, 2, .. ,n - p, punctul (a}, a2 , .,an )

este un punet de maxim conditionat.
Exemple

1) Sa se gasensca extremele Iunetiei

U=Xi + y2 + J\

Cll logatura ax + by + CJ = L Formam Iunctia

W(x,y,z; A) = x" + yt +zt + A (ax + by +cz-l)

pentru care cautam punctele stntionare

(]lJl = 2x + AU =0, ~lJl_ = 2y + Ab= 0,
ox oy

~i

J W = ax + by + ee _ 1 = 0.
a,

28 - e. 16J}
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2

,
,~--- ---.

II' + b" +&

Pentru a vedea dacli, punctul gasit eeee un maxim san minim, catcutam difercntiala de
ordinul doi a lui ill. Avem

de (II = 2dxa + 2dy" + 2d&,

lusaadz + My + edc = 0, de = _ adx + My,
c

ded

Forma pitratieii. este pozitiva, deoareee este 0 surna de piitrate, d" (II > 0; prin urmare, in
punetul

• y
a"+b2 + c"

funetie u (z, y, 2') are un minim.
2) SiLee dlraeneioneze 0 eutle paralelipipedicil.de velum dat, astfel ell. suprafata cutiei,

fira. Mpae, 8a fie minima.
Daei z, y, e slnt dimensiunile eutiei de velum a3 , avem de studiat:variatia iunetiei

S(x,y,z) = xy + zee + 2yz

eu legitura xyz = aa.
Formam Iunctia,

(II (x, y, e, A) = xy + 2xz + 2yz + A(xyz _ ( 3 )

pentrn care ciutam punetele etatlonare

~~ = y + 2z + AYZ = 0,
ax

~~ = 2z + 2y + Axy = 0,
0,

a(ll=X+2Z+AXZ
Jy

alii = xyz-as = 0
0,

Avern 80lutis

2..+~+ A = 0,
, Y

~+~+A=O,
Y x

2V4A=-- -,
•

2
x= --/I

Vi
2

y=-a
{'4

1
Z=-II.

1'4
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Pentru a vedea dad, solu~ill. gasita. este un minim pentru S. calculgm di.erentiala
a doua a lui I1J dat de

2V411l = a:y + 2a:z +2yz - (xyz _ ( 3 ),
d3 W = 2dxdy + 4dydz + 4dzdx - 4 (dxdy + 2dydz + 2dzdx)

dlw = 2 (dxdy + 2dydz + 2dzdx),

In care rrebuie sa. tinem scema de

yzda: + zxdy + xydz = 0

eelculat in puuctul risit. Avern

§i dll1l se transform! in

dZeIl = -2dxdy-4 (da: + dy) (- %- da:-+cty) = 2d:& + 2dyl + 2d;rdy > 0.

Prin urmare, pentru

S (;r, y, e) este minima,
3) Sil.ga9im extremele Iunotiei [(a:,y) = a:y en legiLtura ;r?- + s' = a2, Formam tunene

ajutatoare

l1l(a:,y, A) = xy + A (;r2+ y3_ (2),

pentru earo cautam pundele stationare

~~ = y + 2Ax = °ax
aw =X+2AY=0
ay

Bistemul 2Ax + y = 0, x + 2Ay = 0 nn trebuie sa. aiM numai aolutia x = 0, y = 0,
deed

I" '1=0; A1=+"!"· A2=-..!:..·
12A 2' 2

Pentru 1..1 = ..!:..,
2

a -a -a a
;r = - Y; Xl = v2"' Yl = V"2; 07:2 = V2' Ys = + ria"

Pentru A2 =-~,
2

Avem, prin urmarc, patru puncte stationarc.

Pentru Al =2:.., il>1=xy+2:..(XI+y2_ a2)
2 2

d241
1 = 2dxdy + dz2 + dt = (de + dg)!,

deei in punctele (Xl' gl)' (07:2, g2)functia [(x, y) este minima.

Peutru A2= _..!:.., till = :l;y-..!:.. (v + gl - ( 2) , dl 11l2 = 2dxdy - dx 2 - dt
2 .2

= - (dx- dyf; in puncteJe (x3 ' Ya) §i (x" g,) funetta [(x. g) eete maxima.
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Pentru aceastil. problema putem precede §i in modul urmator,
Funetiile z = a cos /, y = a sin t, 0 <: t <:2rr, verifiea identic ecua~ill. zS + 11= a':

prin urmare, nu avem deete a eauta extremele Iunotiei :
F (0 = f (a cos t, a sin t) = a l sin 1 cos I, 0 <: / <:2rr, deoareee relatia de legii.turli

este identic satisfacuta

F' (t) = a l cos' t - a' sin' / = a l cos 21

F' (" 0 21 0 ' • '.= 3rr , 1 O. "=~_.,= . cos = , "1=4' 4 3=4' 4

Derivata de ordinul al doilea

F" (I) = - 2a2 sin 21

ne arata cll in punctele I) !}i t~ evem maxima, iar pentru I: §i 14 avcm minima.
Geometric, problema puss revine Ill. a gasi maximele !}i miniruele eotei s a eurbei de

lnterseotie dintro eilindrul x' + y' = a2 §i parabnloidul hiperbolic a = xy_

Observape

A dena metoda poate fi Iolositg cind se cnnoasee 0 rcpreee-uare paramelriclj 'I lcgdfuT1wr

F I = 0, F,=O, ,Fp= 0,

§i anume Zt = 'PI (81, "', S,,_p}, xt = '1'. (81, 000' 8,,_p), 000' Xn = 'l'n (81, • 00' 80>_1»' dcfinita pe
B c Jr-', care sii. vcnttce identic legaburile, iar pentru (81,8., , 8"_1» E E, (Xl' 000' x,,) sa
parcurga mul timea A. In lLr,eastA situatie, dctermlnaree extremelor legate ee reduce la deter
minarea extremelor libere ale Junctiei

Y = f ('PI (811· -, S"'_.1»' "', '1'10 (81, 00_, 8,,_p» = F (81, ~, •••• 8,,_,,).

§ 5, TRANSFORMAIlI I'UNOTUALE

1. Transformiiri punetuale in R"

Definifje. fie

u, =.0 fl (Xi. X2, •••• x,,)

Y2 = f2 (Xl' X 2 • • , 0' Xn )
(1)

Y.. = flO (Xl' X2, •.• , X,,)

un sistem de n functll definite pe 0 multlme XcR". Cind punetul (Xl' X1l •. _., xJ
parcurge multlmea X, punetul (YI' Y2' .. _, Y..) parcurge 0 muljime Y c R".

Se spune ca rnultimea Yeste trenstorrnata. mulfimti X prin intermediul
sistemului (I). 0 transformare definlta de slstemul (I) se numeste 0 transformare
punctuala in spatiul R".



TrallsftJrmiiri puncuude 437

Aplicatii

I) 0 transformare

x ~ f (x ,y)
y ~g(x, y)

cu functiile t si g definite pe un domeniu D C R2 este 0 transformare punctualii
plana (fig. 112).

Of0,0)
-bc;;;-----x(J((J,O)

Fig. 112

2) 0 transformare

x ~ f (x, y, z)

Y~g (x, y, z)

Z ~ h (x, y, z)

cu Iunctiile I, g, h definite pe un domeniu V C R3 este 0 transiormarepunauala
in spatiu (fig. 113).

z

H'rx r,n

Ul)

to,U.S}
b.,,-------y

Ix
Fig 1111

,



FmICtii implicite

E~~mple

1) 'I'ransfonnarea

x = x+y

y= x-y

definiti pe IJ!'trensrorma planul R?- in el lnsusi, Ftecarut punet (x, y) din R2 IT corespunde punc
tul (lJ + y, x -y) din IJ!'.

2) 'Irenstormarca

x = x +y

y = y + 2

Z = 2 + x

definiti pe RB transforma spatiu1 R3 in el insuei.

2. Translo:rmiri :regulate

Definifie. Fie

y, ~ t.t». x" •.. , x)

Y2= 12 (Xl' Xj;, ••• , x,.)
(I)

y,. = f,. (Xl, x2, ••• , x,,)

un slstem de n funcfii reale definite pe0 multime Xc R" ~i 4> = (xIo, ..•, x"o)
un pund interior lui X. Daca

I) functllle 11,/2' ..., I" au derivate partiale continue Intr-o vecinatate
a punetului Xo.

2) determlnantul functional

D(hJI~..L (2)
D(xt> :ta, ... , x,,)

este diferit de zero in punctul ..til, atunci se spune di. transformarea punctu
.la (I) este 0 transforrnare regulata in punctul ~I.

Daea transfonnarea este regulate in fiecare punct x interior lui X, se spune
ca transfonnarea este regulata pe X.

Observatii

1) Dad transformarea este regulate Intr-un punet interior multimii de
defini\ie X, atunci transformarea este regulate tntr-o veclnatate V a lui xO'

ntr-adevar, functiile!I, .,., I.. fiind continue ~i derivabile continuu tntr-o
vecinatate a punctului Xo, cu determinantul functional nenul in punetu1 Xo• in
virtutea eontlnuitatil dertvatelor parjlale, Iacoblanul este de asemenea 0 Iunctie
continua; prin urmare, exista 0 vecinatate V' c V a punctului Xo in care de-
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rivate1e partiale sint continue, unde iacobienul ~ 0, deci transformarea este
regulate pe :V'.

2) Iacobianul unei transformari regulate pe un domeniu D pastreaza
acelasl semn pe domeniul D.

'Intr-adevar, iacobianul transformarii regulate este 0 Iunctle continua
pe D, care, dad ar lua valori de semne eontrare in doua puncte din D, ar
trebui sa se anuleze tntr-un punet din D, ceea ce nu se poate, deoarece
transformarea este regulate pe D.

'Le o r e m a. Fie
YI = It (X:t, X2, ••• , X,.)

Y2 = f2 (x.. X2' "', x..)
(3)

Y.. = f.. (xl> X2, , ••, x,,)

o transfonnare regulata tntr-o veclnatate U a unui punet Xo interior
lui X(XcR", fiind multlmea de definifie a funcfiilor fl,f2, ... ,f..) care
transtorma punctul x, = (xi O ' .tID, ... , x..o) in punetul Yo = (YIO' Y20' ... , Y"O)'

1) Bxlsta 0 veclnatate U, C U a lui xn ~i 0 vecinatate Vo c R" a lui
Yo astfel incit Hecarul punct Y E Vo sa li corespunda un punet x E U»
definit de

Xl = !'pI WI' Y2' ••• , V,,)

X2 = !'p2 (YI' Y2, "" Ytt) (4)

X" = !'p.. WI' Y2• . • . , V,,)

2) Transfonnarea definitii de (4), numlta transformarea Inversa transfer
marll (I), este regulata in punctul Yo.

3) Dad
. D(y" Ya, .. , ,'I,,) D(xu ~, .", X,,)

D(4.,~, ... ,x,,) D(yu Y2' ... ,yJ

slnt determinanfii Iunctionall ai transformarii (3) ~i (4), atuncl avem relatia

m», Y2' ···,Yn) I. D(xt • x,.,' .. "X_~1 = I.
D(x1, x,." ... ,:41) ,0;, D(y" Yz, ... ,Yn) "'0

Demonstratle. Fie Yo = WIO' Y2n, "" Y,.n) valorlle. Iunctiilor 11,/2' .. .,1..
in punetul Xo =(x.n' X20, ••• , xnn)e U. Dad considerem acurn sistemul de
n functii implicite

YI - II (Xl' -"'2, •.. , XII) = 0

Y2 - f2 (x., X2, ••• , x..) = 0

Y.. - f..(x., ..1:2, ••• , x..) = 0



(5)

(6)

Funclii implicit/!

de variabllele ~,x!' ...• x"' YI' Ya, ,Y", definite pe XXR"c Rtlh, in
punetul (~o, X:2fl' "':' x"o, YIO, Yoo, , YnO) indepl.in~~te toatt; conditiile te~:
remei III de existenta de la B., cap. VII. §2, a1. 2, privitoare la sisteme de Iunctii
Implicite, in care se considera x , xa, ..., x"' funcfiile definite de sistemul (3).
Prin urmare, sistemul (3) defineste pe 4' Xa, ...• x"' Iunctii de YI' Ya, ...• YtI

tntr-c veclnatate a punctului (Xu. Yo), u, x Vo, Uo c U. v, c n-,
X. = 'PI WI' Ya• . . . • Y,,)

Xa = Cf'a(YI,Ya, ""YtI)

x" = Cf'1I (fit. Ya• . . ., YII)'

asHel incit x,o = 't'. WIll'YIll' ... , Y"ll)' i = I, 2, ...• n. Functiile (5) veriflca
identic sistemul (3) ~i au derivate parjiale continue; prin urmare, punctului
y = (YI' Ya, .•.• Y,,) E Vo ti corespunde punctul unie x E Uo de coordo
nate (Xi,~ •..., x,,).

Sacalculam determinantul functional al transformarii (5) si sa aratam ca
este diferit de zero pentru orice punet (YI' Ya, ... , Y,,)E Vo'

Pentru eceasta inlocuim pe 'Pi: in sistemul (3)

'1 (!Pl' !Pa, ... , !p,,) - YI= 0

fa (CfII, !Pa •...• !PII) - Ya = 0

t, (!Pl' !Pa, ... , 'FII) - YII = 0,

pe care 11 verified identic, si derivam in raport ell Y. ; avem

.!!JL.~ +~. B'll2 + ...+~. B'llll = I
B'lll BYl 8'1'2 BYl a'll" BYl

.!!L B'Pt+~.~+ ... +~. B'llll = 0,
B'I'1 By" B'PI By.. Uh By"

care se scrie, folosind slmbolul lui Kronecker,

. i ~ 1, 2, "', n.

In general avem



f

Transformiirl puncsual«

Sa observam ca produsul determinantllor function ali

D(fl~&. D('Pl''t'2''''''P,,)

D(:I;,X:! • . . . ,x..l D(y,. Y2, ' .. ,Y..)

este determinantul

441---

(7)

'I i; "-'- 0., I ~ I 8,; I ~ L (8)
k~l O"'/,: 0Yi

Prin urmare, _D(xi' ~, .•. , 3:,,) =F a pe VII' deoareceP{Yl'_Y2~~ Yn) 4= 0 pe Uo'
D(Yt'Y2"",Yn) D(X1,X2, ... ,xn)

VO' In fine, din (7) .;;i (8)

I

(u, t') E Jl:l

Am aratat astfel di transformarea (5) este regulate pe
rezulta ~i relatia

D(YI'~riLl' D(Xl>X2""'Xn ) I = I.
D(x1 • X:!, .,.,xn) ... D(Yl, Ys, ···,Yn) v.

Teorerna este complet demonstrate. a transformare regulaiii se
meste .;;i transiormare proprie. reoersibilii sau nesingularii.

Aplica/ii

1) Rctutranela.tiile din plan sint transtorman regulate pe R2,
Formulelo de transform are siut

x=xQ+u cos 6+v sin 6

y=Yo-usinO+vcosO

Detcrminantul functional al traneformarii

mai nu-

D(x,!!2. = Icos 0
D (u, v) -sinO

Avem ~i

adieu

sin 0 I '= 1, pentru once [u, to) E W.
cos 0

sin 01 ICOSO
cos 0' v= -sinO

~i

It = (x - 211) cos 6 - (y - Yo) sin 6

v = (x-Xu) sin 6 + (Y-Yo) coli 0

D (fI, II) = 1, pentru orice (x, y) E R2.
D(x,y)

2) Rocctranslatiile din spatiu sint transformiiri regulate in tot apatiul.
Formulele de transformare alnt

x=Xo+ua;+v~+wy

y =Yo +ua;' +vw +wy'

: = 20 + va." + tl~" +wy"
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Funcjii implicite

oc" +W' +'(" =1 , a."2 +1'''' -t-r'" =1«' +1" +y' =1

t¥.a.' +~' +rr' =0 ocrx" -I- 13W' +rr" = 0 a'a." -I- WW' -I- t't" = (I

Diltenninantul functional aI transfurmarii

D(··y")~l:' ~, Y I
D (u, v, w) t' r'

oc" W' y"

arc pitratnl ega! eu 1, deci pantru orice (1.1, V,1/') E R' transformarea eete rcgulatil. §i se poere
Inverse,

3) Transformarea prin eoordonate polare in plan

x=pcos6,y=psin a. pE[O,OO) ,'0<6<271"

are determinantul functional

.. D(x, y) = [COS e _I' sin ,'I
D(p,e) sine peos =1',

deei pentru p > 0, (I <: (I < 2T, se poate Iuversa :

p = V:r!- -I- yS , sin e = ~-- Y_-. cos e = --"-- •
yx'+y2 V.c2+yZ

4) 'rranerormerea prtn coordonatc polere in spetin (fig. 114),

x=psin6cosql g=psin6sin<p. ~=pcosa

I'
I

8

N{X,!I.l)

N'(x",Oj

Fig. 114

deflnitapentru p e [0, 00) , 0,6,7l" ,0<:'P<271"

are determinantul functional

I

sin 0 cos <p p cos a CUS,? -p sin a sin <PI

~~::~:~) = sin 0 sin 'P P cos a sino:p ,P sin 0 cos 'P = p2 sin e
.c086 -psin6 0 I

este reverstbtls intr-a veeinatate a punctului (Pu,6u•<Po) daca Pu -t- 0, 11 0 *- 0 ~i Ilc. =t=:rr,
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3. Cornpunerea transformirilor

Fie

Ut = II (Xl' ~, ... , X,.)
Ut. = fa (Xl' Xat •• OJ X,,)

U.. = t, (Xi, ~. " _, X,,)

o transformare T1 a multimii Xc R" in multimea U c Rn ~i

Yl = Ifli (~, U2• • • •, un)

Y2 = CPt. (~, U2• • • -, Un)

Un = qI.. (UI, Uat •. ". U,.)

o transformare T2 a multimii U C R" in multimea Y c R".
Transformarea -r data de

y, ~ <p, if, (x" x" ... , x"), , i, (x" x" ..., x"))

Y2 = IPs (/1(Xl, Xat···, x,,), , f.. (Xl' X2t .. OJ X,,»

Un = !POl (/1 (Xl. Xat •. " X,,), •. OJ t, (Xl. x2, •. ", X,,))

care transformli pe X in Y se numeste tranalormarea compusa a trans
Iormarii T1 ell T2 : -r = T2 (T I ) .

In legaturaell compunerea a douatransformarl avem urmatoarea

Te o r e m a. I), Fie

~ = fJ (Xl' Xat .• _, X,,)

UiI; = f2 (Xl' Xat •• '. X,,)

Un = .f" (X:t, X2' •• _, X.. )

n funcfii definite pe Xc Rfl cu valori in Uc R". care tormeaza 0 transformare
regulata in punctul Xo = (xlO,XOO••••• x"o) interior lui X.

2) Fie
Yl = ~ (u1 , us• . • ., uti)

Y2 = 1f12 (u1 ,U2, .•., U,,)

Y.. = Ifln (U 1, Us, "', uti)

, )
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FU1ll:/ii implicite

n functii definite pe lJ valoti in R", care tormeaza 0 transformare regulata in
punetul Vo = U(Xo) interior lui U.

In aeeste condltii
1') transformarea compusa a celor doua transformari

Yl = ~ (/1 (Xl' Xli' ... , Xn ). "', In (Xl' X2, ••• , Xn ))

Y2 = !fill (fl (Xl' X2, "'j X,,), .• -, t.. (Xl' X2, "'j X,,))

translorrnarll T1 in punc-

... , xoJ)Yn = t'Pn ([1 (Xl' Xli' " -, X..), ••• , fn (Xl' X2,

este 0 transforrnare -r regulata in punctul xo;
2') dad

D(""",, ""'0)/
D(xt,X:!,···, Xn """',

este valoarea determlnantulul functional al
tul Xu = (Xio, Xoo, .. ", x~o) ~i

D(Y1>Y~' ... ,y,.) )

D(ur , Jl2,···,u..) lu~".

D(u1,ull •••. ,un) I
n(~,X2' ... ,x,,) ",_ ..,

D(Yl>Y2' ... ,y,,)

D (Xl> Xz •••• , xn)

este valoarea determlnantulul functional al transformarli
tul Uo = (ul (xo), U 2 (xo)•..., u" (xo», avem relatia

_ D(Y"Y2' ,y,,) I
D(U1 , tl2, ,u,,) «_II.

Tll in punc-

unde D(YllYt, ...• Y..) I este valoarea determlnantulul functional at
D(~.X:! •...• x..) "_0;,

traasformarli compuse T in punctul xo'
Demonstratie, Daca Tl este 0 transfcrmare regulate tntr-un punet Xo =

= (~o, x20 • • • • , x"o) interior multimii X, exista 0 vecinatate Va punctului Xu
in care fl' f2' "', In stnt continue, cu derivate partiale continue .;;i cu
D(u,.,Us,·:·.u,,) ~O,

D(x" XI' .«,x..)

Transformarea T 2 Iiind regulate in punctul Uo = (u1 (xo), ~ (xu),
< < " U.. (xo)) interior rnultimil U, urmeaza ca exista 0 vecinatate W a punc
tuiui Uo in care Iunctiile 'PI' lI'2' ,. <' lI'.. stnt continue, cu derivate partlale conti
nue ~i D('Pt,'Pt,···,'P..) ~O, Putem alege pe V;;i W astfel tnctt pentru

D(llUUt, ... ,u..)
XEV,u(x)eW.

Rezulta de aici ca functlile compuse

Yl = !PI (/1(~. X2••. " x..), .. " f.. (~, X2, ., <' X,,))

y, ~ ~, if'<x" x" ..., xo ) ' ••• , t, (x" x" ..., xo) )

Y. ~ ~o if, (x" x" ..., xo ) , •••, t, (x" x" "', xo»)



Trarls!ormtiri punduale 445

stnt continue ~i au derivate partiale continue pe V. Pentru a arata cii trans
formarea objlnuta este regulate tn Xu, ramlne sa mai aratarn ca J) rYt, Y2,~

A v • Y A D(X1 ' 1 ' ... , :rIO)
nu es~~ nul In punetul Xg_ Sa denvam pe Ut, ... , U" In punetul (Xl' ... , X,,), ca
functii compuse; avern

~=~.~+a'Pl .-'!!:!..+
oX/o st, aXk af2 OXk

~= alp! • .?h-+~ .~+
ax/c iJtl i);Z:J: Jfa iJXk

..+~. af,..
et, f)Xk

+ Dept. Df..

af.. ax!';

ell k = 1, 2, .. " n. Dad! observam ca determinantul care are ca clement G:il
de pe linia i ;;i coloana j pe

iJy, = 1; O!J'i • {lfk

iJ:r:j k~l ofk iJXj

este produsul a doi determinan]t de elemente

I IX,i I = I ~ij I· I Yu I, urmeaza egalitatea

adlca

1'!1f.!- 1~ /-""'1'1 DI'Iax; ari ax;
care nu este altceva dedi egalitatea

(I)

D(Yl'Y2' .... Yn)

D (Xl> XI."" x ..)

D (<PI' lpz' •.•• (f',,)

D (11)(2' ,··,f..)

Determinantii din partea a doua, calculati in punctul ur ~i XI" respectiv.
stnt dileriti de zero, deci si determinantul functional al ttansformarli compuse
este dilerit de zero In punctul :co- Punctul I' este dcmonstrat. Daca se schimba
rpj cu Y. ~i f, ell u., rezulta ~i punetuI2'.

Teorema este complet demonstrate.

Exemplu

Fie transformdrilc

(1\) til = :I: + y, liB = X - y, definitii pentru c, y E Ri,,i
(T.) lI) = tI,u'l' V. = vi- ,,~, dcfinita pe RO -(0, 0).

Transformarce compusn -r = T. (T))

'VI = (:I: + Y) (x - y) = x" - y'

t'. = (x + y)' -(x---,--y)' = 4xy



... FURem implicite

este detiDiti pe 1l"~ (0. 0). Intr-adevar, evem

D(u1.tL,,) =1 ' '[=_2; D(VI,t'E) =1111 III 1=-2(tli+U~)
D (z, y) 1 -1 D (Ul> tl2) 2u1 -2u2

D(vl' 1'2) _12i -2YI_ B '
D(z,y) - 4y 4x -+ (z2.+y).

Allelalji rezultat it obtinem din compunerea eelor doua transformsri

D (VI> t'2)
D (x, y) = 4 «:I: + y)! + (x - y)2)= 8(xS + y2).
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Capitalul VIII

SCHIMBARI DE VARIABILE

Rezolvarea multor probleme se simplifica prin schimbarea variabilelor
independente sau ale Iunctiilor care intervin in relatiile care reprezinta faptul
teoretic san practic respectiv. In acest capitol regrupam 0 parte din rezultatele
obtinute in diferite parf ale cursului, completindu-le ell alteJe noi, pentru a pre
zenta unitar diverse aspecte ale acestei metode matematice, "metoda schimbarii
variabilelor", una din cele mai des folosite ~i ell cele mal variate aplicatii. Vom
face exemplificari suficiente pentru a pune in evidenta importanta ei.

§ 1. SCHIMBAREA VARIAB1LELOR 1NDEPENDENTE

1. Schimbarea varlabilelo.r independente

18 functiile de 0 variabila

Fie functia y = f (x) definita pe X C R ell valori in Y C R si Iunctra
x = 'P (t) deflnita pe T C R ell valori in X C R),

Functiile f ~i rp stnt derivabile de n ori pe X ~i T respeetiv ~i rp' (f)=F 0, t E T.
Transformarea .

y ~ f (xl. x ~ • (~

realizeaza 0 corespondenta Intre multimea T ~i multimea Y Wg.,,115).
Ecuatille y = f (x), X E X sau y = f (rp (I), x = If' (t); t E T repre

zlnta aceeasi curba (C). Studiul curbei (C) tn noua variabila t necesita expri
marea derivatelor

dy , dey, dUy, ••.
dz dz' dx'

eu ajutorul derlvatelor

~, d'. dUg, •.•
ill ,,' ill'
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d

dI

1

<p'(I)

astfel tncit obtinem

d

d.

Dupa regula de derivare a
Iunctiilor compuse avem

dy dy dj
dx =di-' d;'

insa dx = ~' (t) dt sau ~
d.

1

<p'(l)

ilL =_'_.~.
dx 'fI' (I) dl

Pentru calculul derivate
lor de ordin superior sa obser
vam di operatorul

Fig. 116

care ne da regula de calcul a dertvatei y~ ell ajutorui derlvatei y; ne conduce
imediat la y';,.; tntr-adevar, nu avem declt "sa aplicam" acest operator deri
vatei tntti. Avem

deci

d'y 1 [ '(~ d'y " (~ dy ]
d# = "1"3(1) tp d; - iF ill'

In mod asemanator avem ~i

d: (:::) = "P'\) :1 ['P~3 (~I~_tp"~_)]
deci

Ap licaJii

1) Formulele stabilite permit studiul curbelor date parametric z = "P (/), Y = y (n·
Intr-adcvar, dad in y = f [z} puncm x = 'P (I), obtincm y = f (<p (/» = y (/).

1.1) Eouatia tengentci
y _.. Yo = y' (Xu) (x ~ XII)'

Dad], pcntru t = I", x = Xu, Y = Yo' atunci

dy I 'V (In)- = --;----, 'P'(lo) =1= 0,
dx .. _". 'I' (In)

:!Ii ecuatia tangentei se sene
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b) Rasa de eurburj,
•

(1 + y'i)2
R~--,"

pentru eurbe datiL parametric are espresie aimetricf 11

(op'2+<jI",)i:
R~

.'<!-"-."<!-'
2) Sii. gilsim in ce ee tllloilllfolma eouatia difelenFalii.

azlrI'Y +b:J: dy +C1J=O

"". ""dacii. Iacem sentmberee de variebile :J:= el.
Avem

II d'y +(b-a) dy +cy=O,

'" '"Se va, vwea mal tirziu eli. pntem gasi IIOlntiile ee~iei (2). Inloeuind pe I en In e,
objinem utfel fi aolutlile eeuatil'i (1).

dy =e-jdy, ifl-y =-e_II(IfIY _ fly)
d:J: dt ihfI. dts dt

" ecuatia. se tlansfonni in

2. Sehimbarea variabilelor independente la funetiile de dona variabile

Fie Iunctla e = {(x, y) deflnita pe X C R2 ell valori tn Z C R ~i Iunctiile
x ~ .(u, e), y ~ ~(u, v)

definite pe VeRI astfel ca (x, y) E X C R2. Transformarea
z ~ f(x, y) x ~ ~(u, v) y ~ ~(u, v)

reallzeaza 0 corespondenta tntre multimea V ~i muljimeaZ (fig. 116).

(JI,O,ff'fIlJ,VJ,'ilil,vrJ).>: ------.,

----

to,o.O}

~.'I,D),
Fig. 116

Ecuajiile z ~ f(x, y), (x. y) E X sau z ~ f(~ (u, v), ~ (u, v», x ~ ~(u, v),
y = t/I(a~ v), (a, v) E V repreeinta aceeasi suprafaja (8).

"- .. IMl
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In ipoteza ca f este derivabila partial de n ori pe X ~i <po \fJ derivabile par
tial de n ori pe V, studiul suprafejei (8) in noile variablle (u. tt) neceeita exprl
marea derivatelor partiale

iJz ik 81z 82z JIZ

a;' ay' az" zs; Btl'

ell ajutorul derlvatelor partiale

ali: 8z iJlz JIZ iPz-, -, _. --, -'"
Dudi! &ul au 8v av"

Dad diferentlem pe z, ca Iunctle de x, y sau ca Iunctle de u, Vf avem

dz= ~dx+~dy=~du+~ de,
ax iJy 814 at!

tnsa dx = alp du+ Oql dv, dy = iJy du-l- 8y de,
au av ,)u av

deci oricare ar fi du ~i de trebuie sa avem

-"=-(&<P du-l- a'll dU) + ~(a'f du + 84> dV) = ~ dU-+!!!... de.
OJ! au ihJ iJy ov al! au av

(I)

Dad determinantul

x ~ ~ (u, 0), y ~ ~ (u, 0)

pe~.~. st anumeaz ay

prin urmare, coeffclenjii lui du *i dv trebuie sa fie egali

~ J<p +~.ao/ =~
ax au iJy au au

~~+.~.iJ4>=!!!....
8z av By ov at!

functional D (<p, <jI) ~ 0 in V. adica transformarea
V(tI, v)

este regulate in V, din sistemul (I) obtlnem

=dx

d' ...
a. a.
d' ~
d, d,

~ ~
d. d.

d. d.
a, a,

d. d'
a. a.

~ a,
d' '" d, (2)-=
dy a. ~

a. a.
a. a,
a, a,



(4)
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Pentru calculul derivatelor de ordin superior putem proceda 1a fel. Sa
observam tns3 ea formulele (2) introduc doi operatori

-"- = __,_ (a. -"- _a. -"-J (3)
fJ-r, D(o:p,lji) 8t! au au 8t!

D (u,'II)

~ =__,__ (~ .!- - 8'1' .i.-J'
ay D(lp, <j.) au iiI) Of) au

D(u,v)

care ne permit sa calculam derivatele partlale de ordin superior.
Pentru calculullui (j2

Z este suficient sa ..aplicam" operatorul (3) lui ~.
az2 ax

AplicaJii

1) Formulele atabillte eervesc Ill. atudlul supradetelor date parametric c = 'P (u, tI),
II = 0/(u,1I), z = X (1I,v). Intr-adevar, dacii. in z=f(.:z:,y) punem z= o:p(u,v), Y= 1\««,11),
ubtinem II = f (, lu, v), <j. (til tI)) = X (u, II).

a) Eeua-pa planului tangent la snprafala s = t{a, y) in punetul (0!1l, Yo, 20) este

a _ to = p (e _ XcI) + q (y _ yo), ell p = as (xo,y,) q = az (;11), Yo) ,
ax 'ay

insi avem
da = pdx + qdy (5)

da = !!.X du -I- ax de, de = af tItI + !!.:i dv, uy = ~ du + ay dv
h ~ au ~ all ~

fi tnloeuind in (5) nhtinem, egaiintI coefidcn(;iilui du ,i dv,

ax,.
ax

=pacp+qaljl
au i)u

=p~af +q aljl
at! av i)v

(6)

Derivatele parpaJe ale lui X, f, <\I in (6) sint calculate in punetul (uo' "'0)'ea.r~ corespu~tIe pune
tului (;11), Yo,~) de pesuprafata. Eliminind pe p ~i q intre ecna~iile (6) ,i eeuataa planului tangent,
nhtlnem ecuatia planului tangent al suprefetei date parametric

.-'" II -Yo e-zo

~ a. 'X
a. a. a. ~O

a. a. aX
a, a' a,

(7)

sau, eu ajutorul determinantilor tunetioneh,

(:t-:f,,) DN, x) +(Y-Yo) D(X, '£I) +'(z- Zo)D(<p, ~) =0 (7')
D(II, v) D(II, v) (Du-;v)
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&) DUt('1')rezulti Vi ecua¢a normelei 1& supra.fa~ii. in punctul (Zo,gOt 80) He pe supra.fati

x-:to y-Yo ll-Za
D(<j>. x) = D(X,o:p) = D(ql,'¥) ,

D(u, tI) D(u,v) D(u, v)

determinantu functionalei de 1& numltor fiind ~ aiei calculati In punctul (!to. tlg).
2) In: Ilcuatia en derivate parpah:

all' _ /II iPu. II= conat.,
all iJz1

numiti ti "eeuatia. eoardel vibrante", si Iaeem sohimbarea de variabile

AveID, folosind Iormulele stabilite anterior,

~=...!....~+...!....~
a~ 28-x 2aiJ/

Qs18z18z
ihj 2 a;-~8t'

deci

(8)

all az all
-=/1--11--
i)t 8; all

Am obpnnt operatorii

~-~+.!!.-,
ax a~ alj

a.. a a
=o--a-,

a~ a'll
care ne permit si eaJculim derivatele par~iale de crdinul doi

(J12l=(~+~) (~+~)_al~. + 2~ iJlll
i),r a!; &1] a~ a.,,- 8;1 a~a1) + OYJI

::.~(a:; -II ~)la:~ -0 ~l=al(:~:-2 a~~ +~:I)'
In noile variabile ;, 'I ecua~a data. sa eerie

:;:1] =0 san ~ (:~) =0.

Prin urmare au nu depinda de l). Dad. punema,
:~ = r (~),

~~a:. e1 II (1;,1)) d ((/;,) + 9 (ll), unde f p 9 sint doui fu.netll arbitrere derivabile do
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Din relatiile (8) avem, rezolvind in raport eu

~ = x + at, l'l=x-al,

Am objinut astlel urmgtoaree solujie a ecuatiei coardei vibrante

,,= ((x + (II) + g(x-(lt),

aelutde care contine doui Iunetii arbitrare. Functte Il gisiti se numeste "integrala generulli-' a
ecuatiei eoardei vibrante. "

3) In aeaatia en derivate partiale

al u + 8I,, = 0
ax! 01/ '

n1uniti "ecuatia lui Laplace", sa. Iacem aehimbaree de variabile

x=1cos6, y=rsin6, r>O, 0<6<21'1:.

Avem
au au
-=-eos
a1 ax

sin (I

din care obtinem

~ = -r au sin (I + r au cos e,
a6 ax ay

au = cos e~- sin 6. au
ax ar rae

o. _
_ =sm

"
OJu+cos6au.

or T 00

Am obtinut astfel operatorii

.!.....=eosO~_sin6 .!.....,
o;r; aT T 00

a _
-=sm
0'

6~+coso.a
ar r w'

•'.i'
;\

care ne permit S3 ealculam darivatele de urdinul doi

8Iu = (cos 0 ~ _ sin 6 ~) (cos (I au _ sin 0 :u,] ~
azt aT r80 ar ru

, a21l, sin2 0 a2u sin 26 a=u sin 26 au sinl 0 au=:eos2 -+--------..,--+----+---
',_ i)# r2 862 1 arao r ao r or

a2
u = (Sin 0 ~+reo8 6 .~](Sin (I ~+~.~] = sin!

o!f or roO ar roO
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Adunindu.l!. obpnem transformata ecuatiei lui Laplace in eoordcuate polere

aau+-.!.... alu+.!...~=O.
;ns rio a8' , a~

4) In ecua~i& eu derivate partiale

sa facem schimbarea de variabile :I: = u, Y = tlv. Deoereee

II = e , tl = L. z '=f= 0, putem folo9i formulele

•
az ~~.~+~.~.~=~. au + az. av
all: au azav aill au au iJy av ay

Avem

.!!!.-=!!..._~ ..!!!...~= -.!.....~, ur o.ox au uavay tlav

Am obpnnt operatorii

deci

a', (a v a)(' a,) 1 a2
% 1 Oil Valll

ordJy au tI av u au u iJuiJv 8 2 iJu 1.11 alP

iJ" (' a)(' a,) 1 a',a:# - --;- a;; --;- au = --;p 01-" '

astfel melt eeuatia ee eerie OIZ = 0, £apt ce ne permite s-o integrim.
av'

Intr-adevir, ~(~J = o. ~ = f (v); prin urmere, Z = uf (v) + 9 (I), f lJi 9 fiind
au au au

doni functii arbisrare derivabile. Revenind Ill. variabilcle Initiale, objinem inlegrnla jenerald a

eell&tiei date, Vi anume II >=:1:1 (:) + 9 ( : ,.
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§ 2. SCHIM.BARI DE VARIABILE ~I DE FUNC'I'II

1. Transformarea punetualii. a eurbelor plane

o transformare punctuala

45

x ~ f(x, y)

Y-g(x,y)

cu f ~i g doua Iunctll definitepe A C R2 transforms 0 curba C : y = !fI(x) intr
eurba I' : Y = 4t(X). In ipoteza ca f ~i g sint derivabile partial de n ori pe
ne propunem sa calculam derivate1e

dY d1y . t ul d . tIdy dSy A' t v tex ' dXI ' ... eu aju or enva e ord;' d~' ... , 10 IpO eza ca aces

din urma existli.

Avem

dX ~ ."L dx +."L dy,
ax oy

Prin urmare,

dY=!!!..-dx+!!..g-dy.
ox ay

daca !!.... +.!.L dy =1= o.
aill 811 dg;

operatorul

~+~~
dY = dY : dX = iJg; Og dz

dX dz dx .!.L+!!.... ay
iJx oy aa:

Pentru ealculul derivatelor de ordin superior, folosi

d~ =;~ . d:' X~:f=O.
Avem

.Aplicajill

o tranBformare punlltu&li eurenti este treeeree eeuatiei unel eurbe plane in eecrdoa
polare z "" r cos 6, 11""r sin 6, unde-r trebuie eoI1Biderat funcpe de e, r (6). Ne PJopunem
gasimexpresia razei de eurbura

e
(1 + 11'1)2R _ ~-'-"-'-

y"

In eoordcnete pol&re.



,..
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In &eelIt IllOPtrebuie sa exprimam derivatele s'. y" en ajutorul lui r', r", Avem

d:e = dt' cos a~, sin. 6 dO

dy *= dr sin 6 + t' eos 6 de,

dy dt'sin 6+r cos 6 dO

da: = dr COB 6~r sin 6 dO

,'sin6+reos6

r cos 6-r sin a
d'g= d r'sinO+roos6

dz2 r' cos 6-r sin 6 dO r' cos 6-1' sin e

tnlocuindn-Ie In (2), obtwem

"+2 ,'I_ r r"

(r'!lOS a-rllin 6)8

2. 1'rans'OI'mbi de contact

R r + 2,'1_""

Fie (C) ~i (C') doua curhe plane, avtnd UTI contact de ordinul Intii Intr-un
punet Mo. Inlpunctul Mo cele doua curbe stnt tangente. Se spune ca cele doua
curbe au tn punctul Mo aeelasi element de contact dad sistemul de trei numere
(.%'e. Yo. y'(xJ) este acelasl pentru cele doua curbe.

De fin j tie. Se spane ca 0 fransformare este 0 transformare de contact
daci pistreaz8. elementele de contact.

Teo rem a. Transformlirlle punctuale sint transformari de contact.

Demenstratle, Daca X = it»; y), Y = g(x, y) este 0 transformare definlta
pe A C RS cu f ~i g derlvabile pe A, avem

dY g: + g~ y'
dX = ,; + or;, y' :I

Doua curbe tangente se transforms in doua curbe tangente, deoarece elementul
de contact (Xu, Yo, y'(xJ) este acelasi pentru curbele translorrnate, tntructt
X, y ~i dY depind numai de x; y, ~.

dX dx

Transformarile punctuale nu stnt singurele transformari de contact.

TeoremlL Fie
x ~ f(x, g, y')

y <st».s. g')



r
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o tramfonnare T definiti. peAcR2, CD funcfille f ~ g derivabile partial in report
CD X, Y. if pe A. Transfonnarea Teste 0 transfonnare de contact pe A daca

!JL+~.~
ax ay dx

iJf of dy
-+-.~

Jx iJy de

~
ay'

= of '
ay'

pentru (x, y) E A,

0'
ay'

'!L
dy'

Demonatrafie. Pentru ca transformareasa fie de contact este suficlent ca
d Y sa nu depinda declt de X, y, ~. Avern
dX d~

dY
iJg +~ .~ +~ . d'y
ax ay dx ay' dWl

dX et ar dy af d2y
ax +ay' dx + oy" dzll

Sa observarn ca 0 expresie de forma a + bx este independenta de x daca
n' + I/x

.!!- =!.-. Intr-adevar, ell a = ka', b = /W' obtinern
a' 11'

a + bx ka' +xkb' _ k
a'+b'x =~~- .

Tlntnd seama de acest Iapt, pentru ca~X sa nu depinda de y", daca
dX

t;" * O. gil' ;;;: 0, este suflclent ca

~+~.~-
ax ay dz

!.L+jL.~
ax ay tix

~i teorema este demonstrata.
Transformarile punetuale sint un caz particular a1 acestor transformari

rnai generale.

Ea;emple

1) Transformarea X = 71', Y = zy' - y, numita transfurmaree, lui Legendre, este 0
trenetormere de eouteet, Intr·adevi.r

dY ~"+y'-y' = x, y" =;=0.
dX y"

2) Transformarea X,.. x - J!...... Y = ~' - y, y' =;= Oeste 0 trenetormerc de
y'

contact. Iner-adevar, daci y, y', y" =;= 0,

dY

<IX
xy" + y'-y'

l-l+ YY"
y"

xy'l.

Y
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3. Trans'Ol'marea punctuali a supraf~lelor

a transformare punctuala
x ~ I(x, y. z)

Y~g(x,y.z)

Z ~ hex,y. z)

cu f.e, h functii definite pe 0 muljlme A C R3 transforma ecuatia e = 1I(x, y)
tn ecuatla Z = ~(X. Y). In ipoteza ca t.e. h slnt derivabile partial de n on
pe A, ne propunem sa calculam derivatele parjiale

az az i)2Z ViZ iPZ

iii' iJY , axa' aXi)Y 'BY" ...

ell ajutorul derivatelor

daca aceste derivate exista.
Avem

dZ~azdX+azdY
ax aY'

tasa

dX~~ dX+.iif- dy+~ dz
i)IJ: ay iJz

dy~ilL dx + "J_ dy + s. dz
ae ay 8z

dz =~dx+!!...dy.
iJz ay

care. inlocuite tn (1), conduc la relatia

(~ + ah!!...) dx + (~+ ~~) dy =
au; oz iJz &y all ay

= aZ[(~L+ ~~) dx + r~+ ~~)dY]+ax lJz az ax ,Oil 8;; ay

+ az r(~ + .£!.~) dx + (~ + ~,~) dyJ.
BY fJz az ax iJy az ay

(1)



&himbiiri 'de t1Qriabile si de fmu.:{ii 459

egalitate ce trehuie Sa fie adevarata oricare ar fi dx ~i dU. Ajungem astfel I
sistemul in az ~i az

iJX BY

az (!.L + !1...!!....) + az(~+ !J...~) =~ +~!!!..
ax ax De ax ay ax Be ax ax Be ax

care rezolvat ne da

ok + oh!!.... ~+~~
ax iJz ax ax' az ax

~+~~ !!+~!!..
ay iJz ag iJg iJz ay

!L+!L!!.. ~+~~:.
aft ill iJz iJx az iJx

Of ar ax 8g ag az-+-- a; +a; a;ag az ay

!1...+J!.~ ilk iJh az
ax iJz ax &;+a; lJz

!L+.!i~ iJh iJk Bz
ay az ay a;+ihay
ar of iJz 8g 8g az
fJz +-az-a; iJ:l! +&;&;

!1...+!L~ ~+~~
lOy iJzJy iJy ail ay

daca determinantuI de Ia numltor este diferit de zero..'

sau

h; s; z;
h' g; z.•

az h; s; -1 az
ax f; g; .; ay

t: g; .;
t: g; -1

t: h' .;•
f; h' .;•
t: h; -1

t: g; .;

F- g; .;

s: g; -1

(2)
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BlI'6I'Iipl"

Fie tranafonnarea. punctualiC

u = tp, 11 = zx, w = xy.

iJz {}z
z-+y-+zax ay

iJz az
-x~+y-+zax 8y'w ,

a;;=-'
il, 8z

z-+y-+z
iJz ay

aw,.

Avem, apliclnd Iormulele de mai sus,

a: azx __ y_+ll
ax ay

pentru toate punetele eupretetei 8 = 'P (x, y). astfel tnett

,(z~+y~+ zl"!".·ax oy

o transformare T tn Spa-till se numeste transformare de contact dad!

transforms doua suprefete tangente in doua supralete tangente.

In spafiu, elementul de contact este format de sistemul de cinci nurnere

(
Xt! Yo. Zo. Oz(Xv. Yu) • az (XI' Yo) ). deci pentru doua suprafete tangente in

. a, au
punctul (.to. Yo, Zo) elementul de contact este acelasi. Transformarile punctuale

ale suprafetelor sint translormsrt de contact, deoarece, dupa cum rezulta din

formulele de transformare (2), elementul de contact se pastreaza, pentru ca.

az ~i iJZ .nu depind deett de x, y, z,~ si~. a transformare mai generals
U iJY . ~'~

x=t(x,y,z.2.=., .!!!_J. y=g(x,g,z. :z, ..E!.....),
aX. 0y <IX ay

Z=h(X Y z~, ~.), •• iJa; ay

este 0 transformare de contact daca az, az nu depind de derivatele partiale
ax ay

de ordinul doi ale lui z.

z=y~-z
ay

E zempl",

Transformerea lul Ampsre

X=x., y=~.,

"este 0 trenstormare de contact. Avem

dZ= az dX + az dY,
ax ay

dX = dz, dY =~ dz + iPz dy, dZ = !!!-dy +y~ de +
iJzay iJy~ ay axiJy

+ iJlz dy-~dz-~dy
Yay"- aa: iJy
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fj2z . atz fJz az az ( fPz azz)y__ dx+y_ dy---dx = - dx + - -- dx +-dy ,
awy or ax ax ay axay fJlf

deci

daea.

461

atunci
az
ax

Prin urmare, tranalermarea este de contact.

azay = y .
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