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CALCULUL INTEGRAL



Capitolul I

INTEGRALA DEFINITA. INTEGRALA NEDEFINITA

§ 1. NOTIUNI DE TEORIA }L~SrrRII

1. lIasur8 UDui interval

Fie I = (a, b), - 00 < a < b < + DO, un interval oareeare.
Se numeste mdsura intervalului I numarul positiv b - a ~i se noteaza

m(I) = b - a.

Masma Intervalului 1 este lungimea sa.
IntervaJele [a, b], (a, b], [a, b) au aeeeaei masura ea l}i intervalnl

deschis (a, b).
Dacl\ x ~ y sint doua numere reale, carom le corespund doua punete

M, N pe 0 dreapta masura aegmentului MN este

m(MN) ~ I x - Y I,

adica. norma diferentei x - y.
Daca punctele M ~ N stnt eonfundate, deei x = y, atunci 'In (M) = O.
Maaura unui punct este numarul zero. Bpunem ea punetul este 0

multime de mitsurd nuUi.
Fie III 1 2 " " ,1,,, un numar finit de intervale disjuncte ; mesura

lor G eete prln definitde

G = m(l}) + m(12) + ... + m(I,,).

o multdme finita de puncte eete 0 multime de masma nula.

Teo r e m a, Daea I} lji 1 2 sint domt intervale, desehlse, mar
ginite, atunel

m(I} U 12 ) -< m(I}) + nt(lz) j

daea latervalele III 1 2 stnt dtsjunete, I} n 12 = f), evem egalitatea

1u(1}U12) = m(l}) +m(Iz).
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Demonslratie. Sa presupunem ea intervelele stnt diajuncte :

11 = (a, b), 12 = (o, d); a < b, c < d, b -< o,
m(lt U 12 ) = b - a + d - c = m(It) + m(I2 ) ·

Dam intervalele desehise 11 ~i 12 nu slut disjuncte (fig. 1), atunci
au comun intervalul Is = (c, b), C < b. Avem

Fig. 1

'lII(ll} = b - a, m2(I2) = d - c,
m(lt U 12 ) = d - a, daca d> i,
m(ltUI2) = b - a , da(',3, b>d;

in toate cazurile avem

m(I1U 12) < 1n(11) + m(I2) = b - a + d - c.

Tcorema eete adevarata pentru 0 reuniune finita aau numerabilit de
intervale continute tntr-un interval margmtt 1.

AI,lfcatie

Fie II ~i It dona intervale margtnite ~i 13 0-= Ii - It; dncii II ~ I., atune!

deci

sau

m(fl-I!) =m(lI) - m(l.).

Fie II = (a, b), I! = (c, d) cu (/<c,/>, a,d<b,

I. = (a, c) U (d, b),

m (13) = m (a, c) + m (d, b) .~ c - (I + b - d = (I> - (I) - (d _ c)

m (I.) = m (11) - m (1.).

Observatie
Daca 1 2 C III din relatia de mat sus rezulte imedtat ca

m(I2 ) « m(It)·

2. Masura unui internl plan

Fie I = It X 1 2 = {(x, y) I x E (a, b), y E (c, dn un interval plan.
Se numeete maaura Intervalului I numarul posttiv (b - a)(d - c)

~i Be noteasa
a(I) ~ (b - c} (d - 0).

MaRura intervalnlui I este aria dreptunghiului 1.
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,
Aria. unui interval plan eate nula daca unul sau ambele intervale

ee intervin in prodnaul cartesian It X 12 se reduce la un puuct. De uici
dedueem :

a) un segment este 0 multime de arle nula,
b) un punct este 0 multdme de arie nula.

Fie l u 1
2
" . 0, 1p un numar Iinit de intervale plane, disjuncte j aria lor 'l-

este
G ~ a(I,) + a(I,) +... + a(I,)·1

Teo rem a. Dae" I' ~i I" sint dona intervale eontinute in aeelasl
interval I, atunei

alI' U 1") -< alI') + a(1").

af['n/')-O

Fig. 2 Fig. 3

Demenstrutte, a') Daca Intervalele sint disjuncte san intersectie
lor eete 0 multdme de arie nula (fig. 2),

«u: U I") ~ a (I') + a(I").

b') Daca l' n I" = I"', atunei (fig. 3)

a (I' UI") ~ a(I') + a (1") - a (1''') < a(I') + a(l").

Teorema eate demonetrata.
Numim poligon domeniul plan marginit de 0 linie poligonaHL inchisa,

fara. punete multiple. Vom spune ca mt'tsura multimii de puncte interio?,r
unui eontur poligonal L eete aria mdrginitii de conturul pQligonal, adtc
aria poligonului marginit de L.

Da.cli. 0 figura Peste reuniunea unui uumar finit de poligoane, dis
junete dona cite doua, figure Iormata 0 vom numi tot poligon

P=PtU P2U,··UP"

aria P = aria P t + aria P 2 + ... + aria P,

eau

alP) ~ alP,) + alP,) + ... + alP,).

Punctele, segmentele de dreapta Ie vom eonaidera tot poligoan
(degenerate). Ele sint poligoane de arie nuld.
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Fig. 4.

Daca dintr-un poligon PI deeupam un poligon PaC PI (fig. 4),
figura resultata P 0 vom numi tot poligon, deci

P = e,»: P2

.(P) ~ • (P,) - .(P,).

In fine, daoa luam PI = P 2'poligonul rezultat Peste mul1imeavida 0.
Aria unui poligon in clasa .poh

goanelor, definite mai sus, are urma
toarele proprletati :

1) a(P)::> 0,

2) .(PUQ) -; .(P) + .(Q)

(avem egalitate dacil. P n Q eate 0

multdme de arie nula),

3) .(P - Q)~,(P)-'(Q), <lac. Q e P,

4) .(P) > .(Q), <lac. Q e P.

3. Aria moltimilol' plane

Fie A 0 multdme plana ooreeare, ma1"ginitit. Fiind marginita, existS,
poligoane P care connn toate punctele multimii A (fig. 5)

P~A. ,----,

Vom numi un astfel de poligon, poligon lextel'ior.
Exista de aeemenea poligoane IQ ale caror

puncte apartdn toate multimii A

ileA.

Vom numt un astfel de poligon, poligon
interior.

Un poligon interior poate fi eventual chiar
un punet, daca mnltimea A este fermata din Fig. 5
puncte Isolate.

Oricare ar fi poligonul exterior P t;li poligonul interior Q avem
incluziunile

P => A=> Q,
deci

• (P)?> .(Q).



Daca notam

avem neegalitatdle

Notiuni de eeorte mlisurii

a. (A) ~ inf a(P),
POA

9

a (P):> a. (A) :>a. (A):> a (Q).

Definitii
1) Numan" ae(.A) se nameste aria exterleara a multlmii A.
2) Numirul a. (..4.) se numeste aria interioarii a multlmil A.
3) Daea numerele a. (A) l1i ae (A) sint egale, spunem ea multfmea A are

o arle seu ei este masurabiHi. Jordan. \Taloarea eemuna a eelor doua arjj;
se numeste aria mullimii A §i se noteazi a (.A)

a(A) ~ a,(A) ~ a, (A).

Observatii
1) DaM. multdmea A este masnrabtla *i Me aria a(A), atunci orieare

ar fi poligoanele P l1i Q avem neegalitatdle

a(P):> a(A):> a(Q),
de nnde resulta ca

a(A):>O.

2) E.xis~ multimi pentru care aria interioara eete diferita de aria,
exterioara, deci care nu stnt masurabile Jordan.

E;z;emplu

Fie A mult.imea punctelor de eoordonate numere rationale situate lnlr-nn cere de raea R.
Toate pengoanete exterioare VOl' eontlne cercul de raza H, ded

Multimea A avfnd toate eoordonatele rationale nu are puncte tntenoare. Urice poug on
interior va fi format dinlr-un numar finit de puncte, deci

ai(A) = O.

Mn11imea A nu este masurablla Jordan.

4. Criterii de mii.surabilitate

Teo rem a. 0 multhue plana A este masurablla daei pentru eriee
numar e > 0 exists un poligon P, => A ~i Q. C A astlel inch

a (P,) - a (Q,) < e.

v Demeustratfe, Go-ndi/ia eete neceeora. Sa presupunem ca A este
masura-bila, deci

adA) ~ a, (..-1) ~ a (A),
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iusa.
ai (A) = sup a(Q), a~ (A) = in! a(P),

QC.t P::J..t

prin urmare pentru orice numar e > 0 exista dona poligoane P, ~i Qc
estfel incit

alA) < a(Q,) +~.
2

alP,) < alA) +~.
2

sau, adunindu-le,
alP,) -a(Q,) < e.

Conditia eue suficienta. Sa. presupunem ca pentru oriee numar
e > 0 exista. doua poligoane exterior ~i interior P, ~l Qe astfel incit

alP,) - a(Q,) < ';
lusa avem

deci

eau

a (Qc)'< u, (A) « «; (A).:( a (Pc),

a,(A) - a,(A) <; alP,) - a (Q,) < e

a(P,,), .••

a(Q.), ...

a(Pa), · · .,

a(Q2)'·· .,

a (PI)'

a (Ql),

so. aiba aeeeasi limiti&.

lim a (P.) ~ lim a (Q.) ~ a (A);
h-+OO ..-+00

a, (A) - a, (A) < e

~i pentrn ca. e > 0 eete arbitrar, iar ue (A) l}i U j (A) slut doua numere,
diferente lor nu poate fi arbitrar de mica dectt daca

a, (A) ~ a, (A).
~eorema este demonstrata.

Teo rem a 2. 0 multime A este masurabila daca exisla un i;iir
de poligoaoe exteeicare p .. :,i un ~ir de poligoaoe interieaee Q", astfel incit
strurile arUlor lor

limita eemuna a (A) este egala eu aria muljimll A.

Demenstratle, Conditia este neceear«; Presupunem multdmeo A

maeurabila. Pentru e = ~ (n = 1, 2, ... ) exisf.:l doua poligoane P" §i
n

Q.. aRtfel incit

t;i

p .. :::;l..a:::;lQn,
a(P.)";;> a(A)";;> a(Q.)

a(P,,) - a(Qn) <~,
n



din care reznlta

deci

sau

No1iuni de teO'l'ia mdsurif

alA) - a(Q.) < a(P.) - a(Q.) <~,
n

a(P..) - alA) <a(P..) - a(Q,) < .l.,
n

lim [a (A) - a (Q,)] ~ 0,
H'

lim [alP,) - alA)] ~ 0,
,~.

lim a (P"l = lim a (Q,,) = a (Al·
"-+00 " ....oo

II

Condi,ia este suficienta. Sa presupunem ell, erista doua sirurl de
poligoane P" ~i Q" aatfel Inert pentru oriee n natural

P,,=>A =>Q",
lim a (P.) ~ lim a (Q"),
" ....oo ,,-+«>

Avem strul de neegalitatd

a (P.):> a, (A):> a, (A):> a (Q,)

pentru orice n, de unde reaulta cit

a, (A) ~ a, (A) ~ lim a (P.) ~ lim a (Q,),
"-1-00 ,,-+0'0

deci A eete masurabile ~i aria sa a(A) este egala ell limite comuna a celcr
dona. siruri. Teorema eate demonstrata.

Aceasta. teorema arata ca· se poate atabilt masurabtlitatea unei
multdmi ell ajutorul airurilor.

A p t se a t t t
1) Dac:i HI ~i E z slut doua mutttml mcsurabue, reuniunea toe BlUE. este 0 multime

masurabtla.
Deoarece E

l
~i £2 sin! masurabtle, pentru once e > 0 cxistii patru poligoanc P l, Q1'

p z• Q! astfel Ineit

,I
Folosind inc1uziunea

(1)

~'i dat fiind ca
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~i tntructt reuniunea a donii pollgoane este nil pougou, tar difcrcnta a dona pongoane este tot
un poligon, din (1) avem

a I(P1UP~) - (Q1UQZ) ] '" u (PI - Ql) + «(Pz - Q2) < ae

~i, conform teoremei I, E1UEz este masurabita.
Proprietatea este adevllratii pentru o reuniune fiuit.'i de multfm! masurabtle.
2) Dad. E I ~i Hz slnl dona muitfmi masurabue, dllerenta lor HI - E z este o multtme

masurabtla,
Deeareee E I ~i E z slnt dona multtml masuraotle, pentrn once E > 0 el'ist:l patru

p"ligoane PI' Ql' 1'2' Q2' astfel luelt

PI::> E 1 ::>Ql; 1'2 => E 2 r> Q2,i
Folosind Incluzfunile

(PI - Q2) - (Ql - 1'2) C (PI - Qt)U(Pz - Q2)'

1'1- Q2::>E1- E 2=>01- 1'2'
obttnem

u «PJ - Q2) - (Ql - Pz)J '" a (PI - Ql) + a (,1'2 - Q2) < 2<:,

de nude rezulta cii. E 1 - E z este miisurabilii..
Se poole arata dl masura multtnutor plane are ~i urmatcarele proprfetatt :

3)

4)

egalttatea are Joe daeii Intersectla E 10 Ez cste 0 muittme de arie nnra .

•
a(UEil< ~ a(Ej);
i~l j~l

egalitatea are Ioe dad Intersecune EinES slut rnultimt de arie nuW.

5)

6)

a (£1):> a (E 2), daca E2 C E I·

a (E1 - E2J = a (E1) - U (B2), daca .H: C 1:.",.

5. Kasnta nnni interval din spatiu. Poliedre

Fie 1= 11 X 12 X Is eu 11 = (a, b), 12 = (e, d), 13 = (e,f) un interval
tridimensional.

Be numeste masura intervalului 1 numarul positdv (b-a) (d-e) (i-e)
~i se noteasa

"(I) ~ (b - a) (d - c) (f - e).

Miisura intervalului I eate volumul paralelipipedului I.
Volumul unui interval apatdal este nul daca eel puttn unul din ceJe

trei intervale ce intervin in produeut cartesian I) X 1 2 X Is se reduce
la un punct, prin urmare

a) 0 mulume plana. are volumul nul,
b) un segment eate 0 multtme de volum nul,
c) un punet este 0 mnltime de velum nul.
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Fie 1
11

1
2

, _ " , i ; p intervale apatiale disjunete; volumul Ior G cstc

a ~ v (I,) + v (I,) + ... + v (I,I·

La fel oa ~i in casul plan avem urmatoarea

Teo:r e In a. Daea l' ~i I'' stat dona Intervale eontlnute in ueelasi
interval I, atuuei

v(l'Ul")<;;v(I'1 +v(I"I·

Daca consideram acum un poliedru (0 figura margiulte de fete
plane), vom spune ca meaura mnltimii de puncte Interioare unci supra
fete poliedraleS eate volumul corpului marginit de supralata poliedrala,
adtce volumul poliedrului marginit de S.

Da.ca () fignra Peate reunlunea unui numar Iinit de poliedtc, dis
[uncte, doua cite doua, figure Iormata 0 vom nurni tot poliedru

P ~ P,UP,U··. UP,

vIP} ~ v(P,1 + v(P,} + ... + v (P.).

Punctele, segwentelede dreapta, figurilc plane le vom considcra
tot poliedre (degenerate) de volum nul.

Daca dinte-un poliedru PI aooatem un poliedru P 2C P ll flgura
resultata P se nurneste tot poliedru

P = Pi - P2

vIP) ~ v (1\1 - v(P,I,

iar daca P
1

= P2' polledrul Peste multimca vida, 0.
Din cele de mai sus results di volumul poliedrelor are proprie

tayile 1), 2), 3), 4) de la sfirsitul alineatulut 2, stabilite pentru poligoane.

6. Volumul multimilor din spa~in

. Fie A 0 multdme spayiatii" marglnita. Exiata un poltedru P, nnmit
poliedru eazerior, care contdne toate punctele multimii A, ~i un poliedrn Q,
numit poliedru intm"ior, ale carul puncta stnt toate continute de mul
timea A, deci

P::JA::JQ

v(P);;> v(Q).
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Daca notam

avem neegalitatdle
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Vi (A) = sup v (Q),
QCA

·V, (A) = inf v (P),
"A

v(P) ~ V, (A) ~ v; (A) ~ v(Q)

orieare ar fi poliedrul exterior P l?i orieare ar fi poliedrul interior Q.
Numerele v. (A) ~i 'Vi(A) se numesc respectiv volumul exterior ~i volumul
interior aJ multimii spatdale A.

D e r i nit i e. 0 multlme spatiala A are un velum san esre masura
hila Jordan da('a vclamul exterior este egal ell volumnl interior

v,(A) ~ v, (AI ~ v (A).

Numarlll v{A) se numeste velnmul multhnil A.

Observapi
1) Daca multimea A este rnasurabila, deci are un volum v (A),

atunci oricare ar fi poliedrele P §i Q avem neegalitatdle

v(P) ~ v(AI ~v (Q),
de unde results. ell.

1J{A) >0.
Teoremele urmatoare dau criterii de masurabilftate pentru mul

pimtle spatiale.

Teo rem a 1'. 0 multlme spaliaHi A are un velum dacs penrru
orice numar e> 0 exlsta un poliedru P a ~i un poliedru Qg astfel fnett

v (P,I - v (Q,I < e.

Teo rem a 2'. 0 mulrime spatiala A are un volnm daea exista
un .~ir .de peliedre exteeicare P" ~i un ~ir de peliedre fntericare Qnastfel
tuetr slrurtle volumelor lor

V (PI)' v(P2), .•. ,v(P,,), ...

v (Ql)' V(Q2)'···' v(Q..), ••.

sa aibii aeeeasl llmlta

lim v (P,.) ~ lim v (Q,,) ~ v (A);
,,-+ <» JI-+<»

limita eomuna v (A) este cgala en volumnl multfmii A.
Be demonatreaza la fel ca in caeul multdmtlor plane.
Proprietatdle enumerate la sttrsitul alineatului 4 ee menpn l}i pentru

volumul multtmilor spattale.
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§ 2. INTEGRALA DEFINITA

1. Aria unei suprofele plane miirginite de 0 corbo

•'-.

Fie y = f(x) 0 functie continua, positdva ~ creeoatoare in intervalu!
(a, b). Graficul acestei functdi este un arc de curba situat deasupra axei
Ox (fig. 6). Ne propunem sa cal-
cnlam aria trapezului roixtiliniu I
ABB'A'.m aeeat seop vom construi
un ~ir de poligoane exterioare ~i un
l}ir de poligoane interioare de 0

forma enumtta, care ne VOl' duce
la rezultat. Sa Impartdm intervalul
A'B' prin punctele

Xo < Xl < X 2 < ... < X,,-I < X"' o " z,
8

"-.
Po =..4, PH.'·' P,.-H
apare ca. reuniune a n

in n aubintervale, iar prin aceete
punete sa dueem paralele 131
axa Oy, paradele care tale aecul AB in punctele
P,.=B astfel Inert trapesul mixtiliniu ABB'A'
trapeze roixtilinii

(x" PotPhI X,1c-:t), k = 0, 1, ..• ,1 n - 1.

Daca notam

(il.t = ari~ trapezului (x", P", PHI X:'+I),

atunci aria totala d este suma ariilor elementare (ilk

Aria (ilk a trapezului mixttllniu (Xl.: PI< Pt.H XkH) eete ouprlnea
intre aria dreptungbiului exterior (x k P~Pk~I xk+1) ~i a dreptungbiului
interior (xk P k P~+1 xk +1) ; daca notam eu S" ~i s" aceste dona arii

8 1c = (xlc" 1 - x lc) !(X.t),

Sk = (X H I - x,,) !(XH I)

urmeaea ea avem neegalitat-ile

8,t < (ilk < Sk

tnsumtnd, obtdnem
s<d <8
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unde

-8 ="f.'lk = (Xl - xo)!(xo) + (X! - Xl)! (Xl) + ... +(X.. - X,,_l)!(X.._l),-
k~O -

.-,
B ~r. B, ~ (x, - x,)!(x,) + (x, - x,I!(x,1 +...+ ('.-".-,I!(x.).

k==O

Sumele s ~i S se numeac sumele lui Darboux.
Sa observam ca S eate aria. poligonului exterior, obtinut ca reuniunea

dreptunghiurilor exterioare (xI< p~ P k+1 X,,~ 1)' iar 8 este aria poligonului
interior obtdnut ca reunlunea dreptunghiurilor interioare (x" P kP~H xk+1)
eorespunsatoare divisiunii xm xn ... , x".

Inainte de ji merge mal departe sa definim clteva notduni.
a) Fie [a, b] un interval tnchie "i marginit. 0 familie finita de puncte

d = (Xm Xl' ••• , X,,)

a == Xo <. Xl <. X 2 <. ... <. X~-l <. x" = b

se numeste 0 diviziune a intervalului [a, b].
Un interval oareeare [xH X k+l] al divtsiunii Be numeate interval

paryial san subinterval.
b) Vom numi norma diviziuni-i d = (XOl x ll .•• , x,,) numarul positiv

v (d) =- max (x" I-I - Xd,
lI~k-""_l

adlca lungimea cclui mai mare interval partial al dlvisiuntt d; deci pentru
orice k = 0, 1, ... , 11 - 1 a ..'em

X k_l_l - x~ -< v (d).

e) Vom spune cit 0 divisiune d' a intervalului [u, b] cste moi fina
dectt diviziunea d "i se aerie «:»d san de d' daca toate punetele divizi
unii d aparpin diviziunii d' (care contdne 1}i alte puncte}. Dace d' este mat
tina dectt d, atuuei

(1)

Reciproca nu cste iusa in general adevarata, adica neegalitatea (1)
nu atrage inclusiunea de d', deoarece divtstunca d' poate fi formate
din intervale partdale mal miei decit ale diviziunii d, fara, ca toate punctele
diviziunii d sa apartdna diviziunii a'.

Sa consideram acum un ~ir de divistuni (d,J ordonate dupa relutia
de tlnete

d l e d2 Cds e ... Cd" e ... ,

prin urmare normele lor tormeasa ~irul descresca tor

v (dl ) > V (d 2 ) > ... >- v (d..> >- ...



Integl'tlla detinitii

Sa oerem ca lim v (dll) = O. tn aceete conditdi, eirul aumelor 8

17

~ al sumelor S
S~~, S~., ... , S ... , ...

sint convergente oatre 0 limita comuns care eate aria trapezului mixti
linin A'ABB'. Inte-adevar avem

8," - 8,. ~ (x, - x.) (f(x,) - /(x.)) + (x, - x,)(/(x,) - /(x,)) +
... + (x. - x.~,) (f(x") - f(x"~,))

deci ~i

\8,,, - 8,"1-< I x, - x.I·I/(x,) -/(x.1I + ...
... +lx.-x"~,I·I/(x")-/(x"~,1I

(2)

Ix' - o" I < ~ ('I·

I/(x,) - /(x'+11 1< e

';}

' " Functiaj(w) fiind continua in intervalul [a, b] eate uniform continua.
in [u, b], deci pentru orice numar e > 0 exista un numar 'Il ( e l > 0 astfel
meit sa. avem

~ 1/(x')-/(x"II<'
ortcaee ar fi x', e" E [a., bJ, care satisfac neegalltatea

~
Sa consideram ecum numarul N astfel Incit pentru n > 1'1"" toate

diviziunile d.. sa tndeplineaeca conditia

v (d") < ~ ('),i
!apt ce eate poaibil, deoarece v (d..) ---+ 0 cind n---+=. Deci pentru dona
puncte consecutive oarecare x., XHl' ale unei dlvisiunt d n , avem .('~)-

deoarece mace I xi+l ~ Xi I < 1] (e), deci ~ I XH 1 ~ Xi '[ < 1] (:::). Ou a~
oeste rezultate neegalit,atea (2) ee eerie

ISd,. - 8
01

,, 1<e(x1 - XO+:lt.l-XI + ... + X.. - :T,.-I) = e{b -al,

de unde resulta imediat ell, Sol" ~i SIl" au aceeaei ttmtta; cnume aria dl
a. trapesului curbiltniu A'ABB', conform teoremei 2 de la § 1, al. 2

Numarul 01. ae nnmeete §i inte[J1'ula dejinita a Iunctiei f(x) in inter
valul [a, b] ~i se noteaza

01 ~ \!(X)dX

(se oiteetc integrala de la ala b din f(x)). Semnul ~ se numeste semnul de

integrare j a, b ae numesc Iimitcle__tle_int;egrare, u Iimita tnterioera ¥ b
< •• --~,-~

'~'i<6l1,~:!\..
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limite 8uperioo.ra; intervalul [a, b) fie numeate intervalul de Integrare,
iar f(a;)funC1Ja' de integrat aau integrant.

Observa"pe
Rat;ionamentul de sus ramtne vaJabil in eonditdi mult mai largi

pentru func~ia !(w}, fapt pe care n vom Ina in considerare in alineatul
u.rmitor. In particular ramine vaJabil daca f{x) eate descresoatoare Jn
(a, b) san presinta un numar finit de extreme relative, deoareee in acest

•
•

Fig. 7

caz (fig. 7} putem lmpartd intervalnl (a, b) in intervale paetdale, 'in care
functia eate monotona iar aria totala este suma ariilor partiade. Astfel
(fig. 7),

Exemplu

S:'i calculam prln proeeceut de mal sus aria unet bucle a sinusoidei

u=sin:l:, O<x, -n,

Din motive de stmetrtc vom lua Intervalul [o.~] ~i rezultatul H YOm dubla. uaca
1my;'tr~iJJl lntersalul [0, 2:] In n subintervale egale de lungime 7': • avem

2 ~

2" (- 0 -"s= -- SID + SIll- --+
2/l 2n

. (/1 -1)1": )
+Slll--~~ •

s= s -:: (sin.2.- + sin 211: +- +-. 117l")
2/1 2n 2n'" Sin -;; .

Cuaoastem Insa suma

Sin(~/I)Sinnh

s.1nh-j-,in2h+ ... +sin(n_l)h= 2 2

sin ~
2
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,i
n . ,

sm-

"

lim s = lim sin (~. "-_1). Jim -'-"-'4 sin ~
....,.""n--+"" 4 n <>-too sin 3_ 4

4"

Se verifie" user ca ~i lim S = 2, deci aria ci'iutatii este 2.
~.

2. Sumele lui Darbuux

=2.

Fie f(x) 0 functie marginiUt, definita pe un interval [a, b]

m <'f(x)<, sr.

Sa implh1im intervalul [a, b] in n aubintervale prin punetele X o = a <
< Xl < XI < ... < X"-I< al" = b. Notam en Nt, mk marginile Impelioarii.
fji inferioara ale functiei f(x) in intervalul [xk , xt +1] (fig. 8).

Fig. 8

Aria- c, c, trapesului mix:tiliniu (XI; PI: PHI Xk+l) este euprinsa
Intre ariile dreptunghiurilor exterior (x", p~' P~~l xk+l) ~i interior
(x", r; P~+l Xkt-l), deci

'1Ilt (Xl:-rl - xd -< WOo -< MOo (rotH - it't) j

fnaumtnd in report ell k = 0, 1, ... , n - 1, obtinem

s<;'d<"S



20

nude

Integrala definitd. Integl·a~._nedefin~"~' _

•

8 = mO(xl - ito) + mdxl! - Xl) + + m.._dx" - x..-dt

S = Mo(xt - ;];0) + Mt(x::: - il'l) + + M"_l(X" - :T,,-I);

sumele 8 l}i S 80 numesc tot sumele lui Darboux relative la diviaiunea
oonsiderata, s este 8uma injerioa,raDarboux, iar S 8um,a 81fperiQard Darboux
lJi au urmatoarele proprietatd :

1) m (b - a) '" s -< S '" M (b - a).

Intr-adevar, pentru orice interval [xu xt ~d avem

1n,,?-mj M c Jfi
deci ~i

m (XH 1 - Xi,) <: mk (Xt " 1 - X k) -< J1L: (:rt~l - x/;,) -<.. M (Xt _l_t - il\_),

din care prin tnaumure obtiuem
<I-I ,,_1 »-1

m:E (xt +! - XL:) -< ~ ml< (x;c+l - xk ) < ~ (X!-+l - x.\,)Mk <
t=9' k ·~O kdl

decl

(i)

m (b - a) <: 8 -<.. S <. .J! (b -'- a).

2) Daea ~k este uu punct oareeare 01 intervalulul [Xk 1 x~ i-II ~i (j suma

(J = (xt - xo)f{~o) + (Xl! - xl)f(~l) +
atunci

8 <. cr -< e.
Intr-adevar, pentru mice ;k E [x/<, XH 1] avem

mk -<f(;d -< .JfJ,"

deoareee M k , 71/,,, stnt marginile functaei in intervalul [XII:' xHd j daca.
tnmultlm en (x".,-1 - x,,) ~i tnsumgm reaulta neegalttatile (1). Sumele !5

Be numeae 8U'I'JU Riemann relativ la divtziunea considerate.
sa. obaervam ea pentru 0 divlzlune data d avem 0 inflnitate de

sume (J'~, insa numai doua sume Darboux S,j l}i 8,j.
3) intre sumele Riemann si surnele Darboux ale unci diviziuni d

hem urmatearele relafil .

S,j = in! 0<1
~kE["/,;. ,,/,;+.]

Sd = sup ad
~kE["k. "'Ii 11

Intr-adevar, fie <; > 0; in orlce interval partial [.x:." XH l] extsta
un punct ~ astfel Inert sa avem

f~;,,) - mk < -<-;
'-a
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deci

dacii. alegem pentrn suma 0d punctele ~O, ~1l"" ~n-1 care fndeplinesc
eceaera condltde, obtdnem

n-l n-1

0d - Sa = b f(~k) (XkH - Xi;) - b ml;; (X H 1 - XI;;) =
k_ k_O

atl - E:,< 801. < a.,
de unde rezult.a ca SrI = inf ad Pentru egalitatea a doua ee Pl'O-

!;.kEl"'k. ".k+t]

oedeaza til mod a~emanatol'.
4) Baei diviziunea d' este mal fina de(:it dlvizlnnea d, atunel

8<1 « S,jI c S,j' -< Btl,

adiei sumele inferioare erese, iar sumele superlcare deserese da(:a treeem
de la 0 diviziune la 0 alta dlvlziune mai fina.

Daea [xli" Xk-r1] este un subinterval al diviziunii d, atunci punctele
Xli' XJl-r-1 apartdn l;Ii diviziunii s:: d, insa in int-ervalul [Xl;;l xk_,.l] poete sa
ecdste l?i alte puncte ale dtvisiunti d', fie (fig. 9)

Yo. Ii: = xk < Y1.k < Yu < ... < Y,.-l. k < y .....k = xk+1'

Daca m
i H

X
i k

stnt maeginile inferioara l;Ii superioara ale functdei f(x)

in intervalul [Y,.k' YH1. k]' atunci
m;, -< mn -< Mill; -< J[k

deci ~ ",·-1
(Xki-l - X./<) 11t.k -< b (YH1.1;; -Yi,k) 1It.;./<-<

'~l,l

m-'-< 'E (Y.+l. k -Y i.lI) .MIl< -< M" (Xk+l - iVk ) j
i~O

I'ig. 9

fneumfud acam in raport en indtcii k obtinem

8 d -<. SrI' -<. Btl, -< 8,..

5) Orieare at fi dh'iziunile d' ~ d" evem

8d, < 8<1" l

.' .., 841ieA ertee suma iute-rioara este mai mica sau eelmult eualiii eu 0 sumi

iii.".... ,SUperioara.
~;
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," " sa: eonsiderem dtvisiunea d formate en toate punctele diviaiunilcr d~

~i d", Diviziunea d va fi mai fina decit divisiunea d' san e", prin urmaee
conform proprietatii 4 avem

Sd' c sa< s, < s;
~i

de unde

sau
(2)

Con see i D t e. 1) Daea D este mnltlmea tuturor dlviziunilcr Inter
valulul [a, q], atunei

sup Sd «; inf Sd'
dED ee»

~dro results. Imediat din neegalitatea (2).

.: '" 2) Multimea 8,j este marginit~ superior, iar multtmea Sd este margi
~ti'i in~erior.

D e fin i lie. 0 Iunetle miirginita'.f: [a, b) -:>- Rse spune cit este
integrabila Riemann pe [a, b) daca pemru orlee ~ir de dhizhmi (d,,) cn
norma v(d,,)·~ 0 etnd n --+ 00 slrurile sumelor Darboux B d n ~i Sa" au I)

liniita eemnna. finidi I, ~i se neteaza

1 ~ 1>(X)dX.

al.

Aceasta definitde corespunde teoremei '2 de la A, cap. I, § 1, at. 4·

Observat i e

Tintnd seama de definifja muttirnilor masurablle La, cap. I, § 1,
3), urmeaea eli definljia, de mai sus eate echivalenta ell

sup 8,j = inf "S" = I,
«en dEn

uude D este multdmea tuturor divisiunilor intervalului [a, b].
De obicei se noteaea

sup s". = ,II f(,'t')dx,

"'-00
inf s, = \ f(x)dx

.0

,#'!>e numesc, respectiv, integrala inferioara Darboux ~l i,ntegrala 8nperioara
DarbouflJ.



sa avem Sjj - Sd <e.

lntearala definitii

3. triteriu de integrabilitate

Criteriul lui It a r b e u x, Oiunctief:[a,b]--+R,ma,r
ginita, este integrabill1 pe [a, b] daci pentru mice numa- E> 0 exista uu
numar "fj( e) > 0, astfel inch pentru orlee dlvlalune d eu

v(d) < lj(E)

.-
Demenstratle, Condifia eete necesart'i,: Sa presupunem ca f este

Integrabila. Fie dll d2, • • • , d.. ,. '! un ~ir de divtsiuni, asttel inelt dt C d2 C
C ... c.s.. C ...

Ii

cu
lim ,(d.l ~ O.

,,-+ "'" I

jjeoarece f este integrabila, pentru orice numar e > 0 exista un
nurn ar N (&), astfel tnctt pentru n> N ( e ] avem

Sjj > I-~. 8<1 < I +-.:..,
n :1 " 2

deci
~ SIl,,-8jj ,,< e.

CQndifia este 8uficientit. Fie dte d 2 c ... un ~il' de divisiuni (arbltrar)
pentm care. v (d

n
) --+0 cind n --+00. E::x:ista· N( e) astfel tnctt pentru once

w > N(e) avem

Din neegalitatile

unde.• am pus

rezulta cl),

I' = lim Sdn ' I" = lim 8<1" 1
,,-+"" ~-+QC

1"-1'<"

r,i cum e eate oarccare, iar r,irul (d n ) eate aebitrar, urmeaza ca L' = I",
deci f este Integrabila Riemann.

Observat,ii
1) Daca tj<l" este 0 suma Riemann oorecare, relativa Ia divisiunea

d
ft

, evem
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iar da.ca J este Integrabtla resulta ca

lim Va" = 1,
H_

adica. ~ samele Riemann sint convergente cake 0 limita comuna care
este aria marginitU. de arcul de curba y = f(x), a <. x <.b. Beciproca
aceetni rezultat eate de aaemenea adevarata, astfel inert avem nrmatoarea
definitie echivalenta a integrabtlitatdi.

De fin i tie. Spunem ea 0 funetle f(x) detinila pe Intervalul [a, b]
este integrabilu. Riemann pe [a,b] daea pentru oriee ~ir de diviziuni (dn ) en
neema v (d,,) -e- 0; eind n -+ 00 ~i penteu orice alegere a punetelee in
teriDediare ~.t ~irurile Riemann eorespunzatoare a'd" au 0 limita eomuna,
finitii 1.

2) 0 functie marginit4 nu eete neaparat integrabila Riemann.

Exemplu

poucua (x) aeuons pe un interval [a, I>J astfel

(x) = { 0, dad % estc rational

1, dadi x este Iratloual

au este llitegrabilii. Riemann. Intr-adevar, oriee subinterval al unet divi;r;iuni d a intervalulut
fa, bl eontme ~i punete rationale ~ puncte Irllponale, dec!

fflI;= 0,

Sci = 0,

sup s~ = 0,

,I f nil este integrabilll RlelllllDD.

M.,=1,

SIJ. = (b-ll),

iul S<l """'b-a,

3) Dacii. am dovedit ca 0 functte f este integrabila Riemann pc un
interval [a, b], pentru calcnlul efectiv al numii.rului I eate suficient sa
luAm un F particular de diviziuni d.. eu v(d,,) -e- 0 etnd n -e- co, precum
J)i un ~ particular de puncte intermediate in Iieeare diviziune.

ExemplI!

Puncua f(x) = r, XE R estc lutcgrabil/i. pc [0, 1]. Lu:1m ~irul de diviziuui d., 11 ....
= 1,2, ... cn

1 2 n-1 k
d,,:O,-, -, ... , -··--,1 ii ~=

n II 11 II

1r = 6, 1, 2, .. , 11 - 1. Avem

,i

lim a,l =2..,
<H-" .. 3 \

' ,dec! rd;c = _ .•

•• ::I
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Daca iuam Insa ;t _ k + 1 , k = 0, 1, """, II - 1, cbtmem
n

de unde

lim a~» = !- ; rezultatui estc acetast,
..-+~ 3

4. Clase de fon~lii integrabile

Teo rem a. Funepile continue pe nn interval [a, b] sint integra
bile pe [a, b].

Demonslratie• Fie f 0 functie continua pe [d, b]. Functia f este

marginita pe [0, b], deci
m<.f{x) <.s:

Fie d 0 diviziune a intervalului [0, b] ~i [Xt, X.t+l] un subinterval

al lui d; avem
'lIIrJl<.f(x)<.M", xe[xk , x"+I}'

Exista doua puncte wZ, x~' pentru care

f(x;) = 'tltk, j"(x;') = .JV.,.

sa eonsideram aumele lui Daeboux relative la diviziunea d

»_1 ,,_1

Sol = ~ f (x~) (Xk_,1 - XI,,) = 'E m k (Xk'l - :tk ) 1
k=O k~O

1>_1 ,,_1

8,.= ~ /(x;') (X"-'-1 - x.,) = 'E Mit. (::Ck+l - xk ).
k.-_O k=·O

o functte continua tnte-un interval tnchla este ~i uniform continua,
deci pentru un numar e > 0 exiita. un numar 1)(e:)> 0, aetfel inelt pentru
erice pereche de puncte x', e" situata in intervalul [a, b] sa avem

1!lx') -!lx")I<-'-'-0

lx' - x" I < 7j (e:).
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sa, alegem divisiunea d astfel fnctt '1(d) < 1J(E:); in aceasta situatie

Mj; - ml: < -'-, k = 0,1,. "j n - 1,
b-"

--"-~'[f(b)~f(a)]~ e
f(lJ) - Hal

,,-1 "-1

StJ - StJ= ~ (Mj; - mi:) (XI:+1- :rk ) <.~~ (X~'~l- XI;) = E,
k~O h-Uk=.l1

we,a ce dovedeate ca.f este Integrabila.

Teo rem a. Funetille monotone Pe un Interval [u, bJ stnt integra
bile pe [a, b].

Demenstratie. Presupunem f(x) crescatoare pc [a, b]; daca d este
<0 diviziune a intervalului [a, b], avem pent-ttl un subinterval oarecarc
[xt , ""c-d]

deci

~i
"_I

81t = -:E f (Xt ) (X/;:+1 -Xl:h
t'~lI

"·-1

BtJ =~ !(XI:+l)(Xk+l - Xl;) ,
I:~O

"-,
8<1, - 8<1 =:E [!(Xhl) - 1(;1JI;)] (Xk+1 - x/.,).

1:=(1

Pentru e: > 0, oarecare,sa adegem divisiunea d Rstfel'iiwit

v (d) < -------(6) - ((a)

deoareee

reaulta ca
Ed - 8tJ < .' e: ~l[f( ) f( )]

f(b) - ((a) 1:"=0 'Xj;+l -XI;

.§i teorema este demonstrata,

Observafii

1) Functiile monotone uu stnt neeparat continue.
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,
'/;':"

'if:'!j;i]\',
'~\;If'

i
·~; ,

"~,, ,',

.' ,,'

.Am aratat in vol. I, B, cap. II, § 3, al. 5 ca pot admite 0 Infinitats
numarabila de disoontinuttati de prima speta. Bezulta de aici : claaa
functiilor- integrabile este mad cuprinsatcare dectt claea Iunctdilcr continue.

2) Deoarece un segment de dreapta este 0 multime de arie nula
urmeaea ea daca schlmbam valoarea 'unei Iunctdl integrabile fink-un
numar finit de puncte, Iunctia f rcsultata estc de aeemenea integrabila,
deci : '

o Iunerie marginitil pe [at b], ('oolinna pe [a, b] eu exeeptia unul
numar finit de punere, este inlegrnhiJa pe [a, b].

a. Proprietiitile [uDelmor intt'grahil..

Fie f{x) 0 Junctie integrabila pe Intervalul [a, bJ. Intcgrala functdet
f(x) pe intervalul [a, b]

se numeate ~i integrala defin-ita a functieij(x) pe intervalul [a, b]. Varia
bile x se numeste t'ariabilade integrare. Integrala definitd eete un nmnar,
deci nu depinde de varlabile de integrate. Din accasta causa, variabila
de integrare se poate nota en oriee litera

1:1 (m) de = 1:1 (I) dl = I:1(,)ds.

a) Daea a < h, (af (xl dx se deflneste prin egalitatca
J"

I" f 1m) de = ~ 1"1 [rr] de,
"'~ ."

de unde urmeaed' imediat

I"1(m) dm ~ o.
."

'b) DaeaJ(;t)':;>'o, XE [a, b] ,~i este in,tegr~biHi pe [0, oJ, :.t(Ul:l'i

1'1(x)dm;> o.
."

Intr-adevar, daca f(x) >- °pentru mice XE [a, b}, rezulta ca pentr
orice diviziune d avem m~ >- 0, M~ >- 0, deei ~j

8d >- 0, s, >- 0"
de unde results;

,~ !(x)d,x:> 0 .
." '
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c) Da~ f fi 9 siDt fntegrablle pe [a, b], Iunetia f + 9 este lute
grabili pe [tI, b] ~i

~: [f(x)+g (x)ldx = 1.I (x) dx +» (x) dz

[proprietatea d~ ~tivita~ a integr~i fala ~e functai},
Fie d 0 divtsiune a intervalnlui [0, b] I'll ~I: un punet oarecare al

intervalului [x,1:' x.l:+t],
B-1 ~-1

t [f«,) + g( <,)] (x,+>- x,) = t I (I;,)(x, " - x,) +
10=0 k~O

0-'+ t 9 «,)(x", - x,) ~ a,(f) + a, (g);
10=11

putem eerie deci
a, (I + g) ~ a;(f) + a, (g).

Fie acum un ~r de diviziuni d,. ale intervalului [a, b] en v(d..) -+ 0;
vom avea

a.. (j + g) ~ a"(I) + a....(g)

~ pentra ea J f}i 9 Bint Integrabile,

lim Gd .. (/) =(bf(;,v) de-,
~-+"" J.
lim Gd,,(g)= (to g(x)d:w,
n-+*" ).

de nnde urmeaea ca f + 9 este integrabila pe [a, b] l:i

~ [f(x) + g(x)]dx =~>(X) dx + ~>(X)dX.

Ob8erva~ie

Beelproee aeeetei proprietat;i DU eete in general adevArata, deci
da.ci f + 9 este integrabilA pe [4, 11] nu trebuie sa dedueem ca f tP- 9 sint
integrabile pe [tI, b].

d) Daci Iunetla f este integrabilii pe [a, b], atunel Iunetfa AI, AE R
este integrabili pe [a, b].

lntr-adevar avem

(I(j (1f) = "~l ).f(~) ("'H] ~ XI;) = 1 ,:£If(~I;) (X1:+1 ~ xd,
It=& k,=lI

deci
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I' "flx)dx ~ )·I'fIX)dX.." ....

,bj{X)dx>\b g(x)dx
.·11 •. /1

si pentru ca f este integrabila pe [a, b] urmeass ca Af este integrabila pe
[a, b] ~i

Obseryatii

1) Din proprietatdle (0) ~i (d) rezulta ca daea. f ~i 9 flint doua functdi
integrabile pe [a, b), Iunctda. AI + Bg, .A, B fiind conatente, este lute
grabila pe [a, b] ~i

I' [Af(x) + Bg (x)] dx = AI' f(xldx + BI'9 (xld.n.
<I" .1I.d

2) Proprietatdle (c) :,i (d) arata ell. multimea functiilor integrabile
pe [a, b] Iormeaza un spatdu vectorial.

e) Daca f(x) >- g(x) pemru mice XE [a, b]!;ii daea f ~i g slnt ime
iJrabile pe [a, b], atunel

(proprletatea de monotonic a Iutegralei).
Functia l'f'(x) = f(x) - g(x) eete nenegativa pe [a, b], deci confer

proprietatdt (b) avem

~: (jl(x)dx> °
.san

1'[f(X) - glx)]dx:> 0;
.<

.aplicind proprietatea (c) rezulta cit

~:f(X) dx >-~:g(x)dx.

f) Daca f este intl:'grabila pe [a, b], atunel oeieure ur Ii punetu
c E [a,b] nvem

I' f(xl:dx + l'fl X ) dx=I' f(xldx.
• a .·G .a

Daca c = a, ,"nX) dx =0, deci '~f(X)dX = ,b j(x)dx
.a •.0.'"

(1

~i relaVia (1) este veriflcata. In mod aaemanatcr ue arata ca· relatia (1
eete adevarata daca o = b. Sa, preaupunem a < c < b. Fte d~ un str
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diviziuniaJe jntervalului [a, c] en v(d~) --+ O. Dad (adi,) este un ~ir oarccare
de snme Riemann relativ la aceste dlvlsiuni, atunci

au' --+ \c f(x) dx.
."

Fie s; un air de divtzluni ale intervalului [e, b] en v(d~') -e- O. Daea
(0"0';;) este un~iroarecare de sume Riemann relativ la aceate divisiuni,
avem

"'Cd" -+\ j(x)dx.
" .,e

Daca notam en d" = d~ U d;", am obj.lnut un sir de diviziuni ale
intervalnlui [a, b] en v(d,,} -)0.0, deoarece

,(d.) <; ,Cd;) + v(.I:'),

Fie (I"IJ" suma eelor doua sume Riemann G'in .~i O"d''; j avem

ad" -':'\~f(X) de,
, "

la limlta, egalitatea de mai sus ne conduce la

1'/(X)dX = I'/(X) dx + I" f(x)<1",
• a ." ••

Relat;ia obtinuta este adeviiJ.'ata orleare ae fi auccesiunea pnnctelor
a, b, c, Intr-adevar, fie e < b < a; avem

insa

I"/(x)dx= -\'/(x)dx,
.~ ."

\"/(X)dx= -\'f(X)dX,
.C ."

Ieci

\"/(X)<1X-\'/(X)dx= _\'/(X)dX
• e • a • II

eu

\' \' "f(x)dx= f(x)dx+\ f(x)dx.
• a .a .' i
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Din demonstratie resulta ~i reciproea aceatei proprietati, anumc ,
g) Daei 0 funetie f este integrabila pe lntervalele [a, c] ~i [c, b)

atnnel f este integrabila pe [a,' b).
(proprletatea de aditivitate a. integralei 1a14 de intervale).

h) Daea funetia f este integrabili pc intervalul [a, b], atunei f este
integrabili pe orice subinterval [e, ~] C [a, b].

Fie e > 0, arbitrar l}i 0 diviziune d a intervaJului [a, b]. Deoarecs f
eate integrabila, erista. 7j(e) > 0 aetfel incit v(d) < 1)( E) !}i

8,(f)- s,(f) < e.

Fie d' 0 diviziune a Intervalului [ll, ~] cu v(d') < 1)(e).
Sa completamdiviziunea. d' a lui [e, f3] ptna Ia 0 diviziune d" a lui

[a, b], astfel incit d":Jd, deei en v(d") < 1)($) vom avee

SU" (f) - S<111 (I) = ~ (Mit - mit) (X"+l - xk ) < e,
I".I>J

insa

Sd,(f)-Sd'(!) = t (M,l; - mk) (xl:+l - xk) -< 'E (H" - ntk)(xk+l - xk)< 0:,
~.~ ~~

deoareee rot, (3]c[a, b] ~i Mit, - ml::> 0; din aceste neegalltati rezulta

8,. (f) - 8,. (f) < e

ceea ee dovedeete ell f este integrabila pe orioe interval [ot, [3]C [a, b].

i) Daei Iunetla f este integrabiHi pe [a, b], atunei ~i If I este Inte
grabiUi pe [a, b] l;i

Ij:f(X)dXI<\>fIX) I de,

Fie d 0 diviziune a intervalului [a, b]. Daea notam ell f = 1f I,
avem

m «;f(x) -<. ..I.11

m -<'f(x) -c M,
iar Mea [XII' XH 1] eate un subinterval al lui

mk -<'f(x) -<. Mit

mk-<,f(x)-<.M",

Avem mai multe casurl de conaiderat :

·a') ti~k 3- 0, H k :> o. In eoeaeta sttuatde

m" = mil, M k = j1fk

XE [a, b],

[a, b], avem
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h') mk-<:O, Mk-<:O. Atunci
mk=-Jlt , Mj;=-m.(.:l

deci
Mk-m,,=Mk-'mk·

c') m
k
< 0, u,» 0. Atunci

Mk=sup [Mj;' lmki]
Mj; - mk-<:Mk = SUp [.lIi:' Imk IJ-<Mi; -mk,

deci in toate cazurile

putem aerie
ft-l ft-l

"E CMI; - md (XI;+1 - X t ) -< ~ (M" - '»~t) (XH 1 - :Ui;)
k~O k_O

san

-lfl<f<lfl,
aplieind proprietatee e) resulta

-I: IflXj\dX<I>X)dX<\:lf(Xj1dX,

S, (Jj - 8, II) < S, (f) - s, (f)

,*i pentru ca f este integrabila resulta din aceasta neegalitate cii. f eate
integrabila. Din

deci

II: f(X)dXH: If(xjldx.

'Tuate aeeste proprietatf stnt folosite des in uplicatii.

6. Formule de mediI'

Daca f este marginita ~i integrabtla pe Intervalul [a, b], am vazut ca
avem

(1),»~(b - a) -<~: f(x) dx-< -,'{(b - al,

nude m ~i jll stnt marginile functdei f in [a, b]. Din (1) urmeaea ca existe
un numae f.l. cuprins tntre m ~i M astfel tnctt

" f(x) dx ~ "(b - a) •..
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deci tJi

Integ1'l1la definit4

Sa preaupunem ca f(x) eate l}i continoo pe [a, b]; in aceasta, situ.ai~ie

exista. eel putin un punct ~=[a, b] astfel ineit

f(')~~,

deci I: f(w)dw ~ (b - alf«),

care se numeste formula mediti pentru integrale. Aceasta. formula are 0

tnterpretece geometries aimpla, ~i anume epune ea erista. eel putln un
punet ~E (a, b) astfel ineitaria
marginita de arcul de curba If I
AB, a,:< x <- b ~i de segmentele
a b, aA, bB (fig. 10) este egalli
en aria dreptunghlului de inM~

tdme f «I !i baza b - a.
Un rezultat mai general

eate oontinut in urmatoaree
Teoremi. Daea f §i P

sint dona Iunetii :ro.iLrginitc ~i
fntegrabile pe Ie, b] §i daea a)
p(x»O, xE[a, b],bJf(x)este ..,t
continua pe [a, b], atunei existi
un punet ~'E (a, b) asttel incH Fig. 10

I: f(wIP(x)dx~f«'1 I: p(w)dx.

Demcnstratie, Sa. presupunem mID intii pe f(x) numai marginiti
~i integrabila. Avern

m<f(w)<M

~ pentru ca. p(x) >- 0 urmeasa

mp(x)<f(x)p(w) < Mp(x)

m\><W)dW<\: p(w)f(w)dx< M\>(XldX,

neegalitatea care arata ea exista un numar Po' cuprins tntre m ~i .JI astfel
inctt

I: p(x)f(w) dw~~' I: p(w) de. (2)

sa preeupunem aoum citj(x) eete ~ continua in (a, b], deci ea exista.
un punet ~'E (a, b) astfel ineit

f«') ~~';
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in aeeasta.situat;ie relatia (2) se aerie

'" \"~. j(x)p(x) dx~ j( (') •• pix) de.

Formula obtdnuta se numeete formula generaUJ, a medici pentru
integrate.

Pentru p(x) cs 1 obtdnem formula medici.

tj b a e r v a j i e
Oele dona forrnule de med.ie obtinute sint valabile f}i pentru b < a.

avem

Aplicafie

IntgaUlalea lui Sctuuatz-Buniokoosld, Oricarc ar fi tuncttne t; 9 integrabile pe (a, b]

l~ (x) 9 (x) dxr<~: t2(X)dX~: g2(x)dx.

Sil eonstderam forma patratlca tn A ~i !J.

\~ {i.. (x) + fLg(X)J2 dx = ,.2 (b (2 (x) dx + 2AIJ. (b ((x) 9 (x) d.'!' + [L2 r~ gil (x) dx
... J.. Ja )..

poetuva pentru crrce A !ji fL; discriminanlul el este negauv

[~: f(X)9{X)dJJ -~: (2(X)dX~:g2(x)dx,O,

de unde deducem neegatttatea din cnunt.

§ 3. INTEGRALA NEDEFINITA. PRIMITIVE

1. Funetii primidv€'

Fie f(x) 0 functde definita. pe intervalul [a, bJ. Ne propunem sa.deter
minam 0 Iunctde F(x) in [a, b] care sll. aibll, proprletatea ca in fiecaro
punct al Intervalului (a, b) derivata ci su. fie f(xh dcci

dF = f(x), e e (a, b)
dx

sau
d.F~ f(x)dx.

Functia F(x) ee numcste funcfie primitiv(i a functded f(x) in (a, b).
Problema deteeminarli primitivei unei functii date se dcscompune de fapt
in urmatoarele trei probleme r
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a) 0 problema de e:cisten~it. Trebuie sa. ar:'l:tam ca, problema puea nu
eate fa,ra. obiect, adica astfel de funetii F{x) exiata.

b) Gradul de generalitate al 8olu1iei. 'I'rebuie sa eercetam, in cazul
cind exista, daca sohrtia este unica sau sfnt mai multe solutdi ; in cazul
cind solutda nn este unica sa. gasim derma ei generala.

c) Determinarea junc1iei F(x). Trebnie sa. stabilim metodele pentru
determinarea functiei F(x) a carei derivata ostc few).

Pentru punetul b) putem raepunde imediat. Sa preeupunem cit
exista functdi lJ'(x) ~i fie FI(x) I}i F 2(x) doua primitive; avem penteu orice
XE (a, b)

dFl = f{x),
dx

dF2 =f(x),
dx

deci

,

•

~ conform unui rezultat cunoscut (vol. I, B, cap. ]Y~ § 5,a1. 6) urmeeza ca
F 2(x) = FI(x) + 0, XE (a, b)

unde 0 este 0 constants, arbitcara. Am obttnut urmatorul rezultat: daca
exista 0 primitive ]!lex), atunci exista. 0 infinttate care dilera de F(x)
prtntc-c conatanta arbi
trara.

Toate primitivele se
obtdn dintr-una (din F(x))
printr-o deplasare paralela
en axa Og (fig. 11), dcei so
Iutde,generals (daea exista)
eete formata. dintr-o familie
de eurbe paralele, numite
astlel, deoarece tangentele
la curbele din familie in
punctele de intcraectie en .L~'L*_..kj§,_..Lf£__~ !~.-_r
o paralela la an Oy, x = a a
= Xl sint paralele Fig. 11

tg e= [li'(X) -l- oj' = j{xl ) = const...~ ...

2. Legiitllra dintre nofiunile de primitiva
~; de nne ma:rginitiJ. de 0 eurbdplana

Daca notam y = F(w) 0 primitive a functiei f(x), atunoi problema
gasirii unei primitive a lui f(x), QJE(a, b) eate de fapt, problema gasirii
unci sofutdi a ecnatdei

y' ~f(",), (1)
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[F(x) -Ax]' ~f(x), xe(a, b).

~i dace F(x) este 0 primitive a
lui f(x) + A, atunci F (x)-Am
este 0 primitiva a lui f(m), de
oareee

8

p

"

•

care eate 001' maJ aimpHi. ecuajie diferen~iaUi. La. cepitolul care trateazA

deapre eoua~ii diferentaale vom presente 0 teorema de existen~a. in legatura.

en solupiileecua.Viei (1). Aeum ne vom multumi en 0 justifiea.re geometrica,

justificare ee ne ve permite sa stabilim ~i 0 legatnriir strinsa. tntee nottunee

de primitiri ~i aria marginita de 0 curba plana.

Fie f(a:) 0 funetde deflnita pe intervalul [a, b] continua, avtnd un

nllIllilr finit de puncta de extremum ~i pozitiva pe aceat interval. Aceasta.

ultima eonditde f(x) >- 0, WE [a, b] nn restrlnge generalitatee rezultatulni
pe care tl vom obtine, deoarece
daca f(x) nu este poaitiva pe
[a, b] putem gasi nn numar
A > ° astfel inch

f(x) +A:?o-O, e e ]c, b]

Graftcul functded f(ill) este
aituat deaaupra axet Ox (fig. 12).

Fig. 12 Daca Po este un punet de
abscisa xo, aituaf pe axa, Om

tntre a.ei b, atunci aria aAMoPo este 0 functie de $0' anutne 8(xo)' Sagasim

Iegature tntee 8(xo) §if(xo). Aria trapesului mixtiliniu (PoMoMP), (fig. 12),

eate diferenta

~i este cuprinsg intre valorile

aatfel 'ineit evem efrul de neegalitaii

(x - x,) f(x,) < S(x) - S(x,) < (x - x,)f(x)

dacl\ f(x) > f(x,) ,i
(x - x,)f(x) < S(x) - S(x,) < (x - x,)f(x,)

f(Xo) <S(:t)~ S(Xo) <f(x)
"'.- :1'0
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daca f(x) > f(xo); trecind Ia limita obtinem

lim S (x) - S(Xo) = S' (a:o) = f(xo)'

z-.t"'. x - xo

37

Acelaai rezultat il obtdnem ~ in caeul al doilea, cfnd j(x) < j(xo)·
Funqia S(x) este aJ}adar Q primitivd 0, fwru1iei f(x)~i represinta aria

marginita de graficul runottei f( x), axa Ox ~i paralelele la axa Oy in punctele
A (a, 0) Ii P (e, 0).

3. Integrala nedefinita

Fie f 0 functde Integrabila pe un interval [0" b] I?i C E [a, b]. Functda

F(x) ~ " f(t) dt (1)
~,

este definita pentru orlce valoare a lui XE [a, b]. Avem

~: {(tid' ~~: f(~)dt - I: f(f)dt'-

~ en notatia de la (1) I: f(t)dt~F(bJ:-F(a); (2)

de aiei rezulta ea valoarea integra:lei definite ): j(t) dt se obtdnc en ajutorul

valorilor functdei F (x) : anume valoarea lui F(x) pentru limlta superioare
b, F(b), minus valoarea luiF(x) pentru limite. inferioara a, F(a) j din aceaeta
cauza functda F(x) definite de (1) en C oarecare (insa fix) in intervalul
[a, b] ~i e > c se numeate integrala nedefinitii a junc1iei f.

Observat i e
Integrala definita represinta 0 arie, prin urmare daea. reusim

printr-un procedeu oerecare sa. obtdnem functda F (x), calculul ariilor 86

reduce la determinarea functdei F(x), adlce la determinarea integralei
nedefinite.

_4. Proprietlitilc integralei nedefinite

Teo r e ~ a 1. Fie f 0 tuneue IDarginita !}i integrabila je un
interval [a, b]; funetia

F(x) ~ ," f(t)dt, XE [a, b]

este continua Pe [a,' b]. .-
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avem

deci

aau

Integ?'aZa detinUit Integrala nedefinitd

Demonstratie. Fie X'o un punct interior lui [a, b], en

Ij(iD) I< M, iDE [a, b];

F(iDl-F(iD,) ~~: j(t)dt - ~:' j(t)dt ~ ~:.j(t)dt,

lim F(iD) ~ F(iD,)
'0-+"'.

"'.E(<l. OJ

lli pentru ca Wo este uu punct oarecare din interval, rezulta continuitatea
runctdet If in intervalal (a, b).

Teo rem a 2. Daea f estc 0 Innetle continua pe un Imervul
[e, b], lunelia

F(iD) ~ I: j(t)dt

este derivabila pe tntervalul (a, b) ~i dF = f(x).
d'

Demonstratie. Fie Xo un punct oarecare al intervalului (a, b) j avem

F(",) -F(",,) ~~: j(t)dt (1)

pentru oriee e e (a, b), x:;z::. xO' Deoareee f(x) este continua putem aplica
formula medici lui (1) ,

F(m) -F(xo) =(x - X'o)!(f,), x < ~ < Xo

deci

tntructt f eete continua. ~i lim f(;) = f(xol. Punctul Xli este arbitrar in
:I-l>".

(a, b), deciF (x) este derivabila in (a, b).
Aceasta. teorema are consecinte importante
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Con see i n t a I. BaCH fonetia f este continua pe [(I, b], atune!
funetla

F(a;) = ~:f(t)dt, 'xE(a, b), m> c

este 0 prlmttlva a lui f pentru orice cE(a, b).

Con sec i n t a II. Daca f este 0 funetie continua pe [a, b] !ji
daea <x, 11 E [a, b], atunel

~: f(t)dt ~ F(~) -F (.)

erleare ar fi primiliva F a lui f.
Intr-sdevar, functdaj'fiind continua are primitive; fieF 0 primitiva;

conform rezultatului obtinut Ill. acest paragraf al. 3, avem

~: f(t)dt ~ F(~) - F(.).

Fie acum PI = F + C 0 prtmitiva oarecare a lui f in intervalul
(a, b)j avem

F,(~) -F,(.) ~ (li'(~) + 0) -(Fl.) + 0) ~F(~) -F(.),

asadaa- diferenta F ([3,)-F(a.:) eate aceeaet oricare ar Ii primitiva F a lui [,
Formula

~: f(t)dt ~F(b) -F(a) ~ F(t)!:

se numeste formula lui Leibniz-Newton ~ este foarte importanta in aplicatdi
pentru eil. reduce calculul integrulei definite a unei junelii continue f la gdsi
rea unei primitive pa,rticulare F II lui f.

Observ',atie
Formula lui Leibniz-Newton nu estc valabila numad pentru

functiile continue, ci pentru 0 clasa mai larga. de funcpit Integrabile,
care au ~i primitive. Vom reveni mad tirziu Ia formula lui Lelbniz

_Newton, cind vom eonsidera integralele generalizate.
Fie f 0 functde definite pe un interval (a, b) care are primitive,

~i F 0 primitdva a sa.
Multdmea F + 0 a tutnror primitdvelor se numeete tot intcgrala

nedefinitd a sa ~i se noteaza

F(x) + 0 ~ ~f(W) de.



·0

• au

Integral4 definitif. Integrala nedefinitii

Deoaeeee avem F' ($) = f (ill) urmeasa ca. putem scrte

~F'(X)dX~F(W)+ a

\ d (F (x) ) ~ F (x) + o.
.Avem de saemenea

san
d \ f(x) dx ~ f(m) de

formule care ae 10108eso deseori.

i "
a-z dx. 0 primitiva a Iuuctfel :r,2 este~ xi". deoarece

3

Exemple
1) sa caleuIam aria cuprlnsa Intra

(fig. 13).

at = r Y2Pi dx =YiP foil

parabola yl = 2px, dreapta % = 2p et wsa Or

(
2 ~)' ~"3 x 2 = x 2 deci

[ 2 'J" 8at = Y2"P _ x2 =_pl,
3 o 3

adicA d este 2. din aria p1itratu1ui de latun' 2p.
3

Fig. 13 Fig. 14

2) Sa calculJl.m aria miirg:lnitii de arcul de curba y = cos x, 0 <: x <:2 §i axele de
2

eeerdonate, Avem .
cos:r::d:t'=sin xl: =1.

s.a calcuHim acum aria marginiUi. de 9 = cos x pentru 0 <:x"," IT; avem (fig. 14)



cA =\'" cos xdx=s!n Xl'"' =0,

." c
eeea ee nu este adevdrat. . Dad ttuem seams. de Interpretarea geometrtea a integra1ei deIinite,
rezultii ca ariile calculate au un semn, anume stnt pozitivctn tnte-veteie In care (x) > 0 ~i
negative 10 Intervalele in care ((x) < O. Rezultatul nul obtinut In exemplu arata numat eli aria
situata deasupra axel Ox este egala ell aria anata sub axa Ox•

•4.plic a r i i
1) Dupa cum se stie , tntr-o mtscare rectillnie viteea nnui mobilIa un timp I este data de

ds
v(f)=-".,

unde s = s (I) dii Iegea de vartatte a spatiului tn report en timpuI. Daca eunoastem tunctta
s <') putem gasl, prin derfvare, viteza v (f). SA presupunem Ileum ea ~tim Iegca de vartatte
a vttezet o (f) ~i ne propunem sa gastm mnctta s(l); avem

S(t)=\l o(t)dt

.'.
(am luat s (10) = 0). De exemplu, dad gl este vrteza de c1idere a corpurtlcr In vid (g = const.),

atunct

\

' 1 1
s(l)= gtdt=-gf~- _gI2.

2 ') (l
~t, ~

Am gastt aatfel regea de variatle a spapuiui in raport en timpul, in aceasta mi~eare.

2) Daca (x) este un polinom de grad mai mtc sau egal cu :~, atunci

(formula eelcr trel niveJe).

Fie f(x) = Ax3 + Ex?- + ex + D,

\
' ['" X'I = (x) dx = A _ + B -
a 4;)

XX l'+c- -i-Dx =, "

_'-,"[3,~ _ A(b3+b2a+ba"+a")-t 2B(b"+ab+a2) +3C(b-a)

b -"[--6- Aa3 + Ba' + Ca+D + A~ + Bb' + Cb+ D +

+ 6D] =

';-4C~
a

,I formula este demonstrata.
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§ 4. METODE DE INTEGRARE

1. Tabloul primitivelor curente

Pentru functdile continue j(x) fiind valabila relatda F'(x) =j(x),
putem obtdne, din tabloul derivatelor functiilcr ce apar in mod curent in
calcule, urmatorul tablou de fnnctdt primitive

1) ~ Odw ~ C,

2) (x"dm = x"+l + C, n nnmar real =1= -1,
) rt+1

3) ~~d"'~lnlwl+C,

4) ( (ax + b)"dx = --'- (ax + b)n+l + C, n, real, =1= -1,J a(n+1)

5) \~=..!..lnlax+bl+C,
"' ax +b a

6) (a"'dx = -'- a'" + 0, a> 0, a =1= 1,J In a

7) ~ ,"d", ~ ," + C,

8) ~ e"''''dx=~ em'" + 0,

9) ~ sin x dx = - cos x + 0,

10) ~ cos x de = sin x + 0,

11) \ sin (ax + b) de = -.!.. cos (ax + b) + 0,
, a

12) ~ tg X de = - In Icos x t + OJ

13) ~ ctg x dx = In Isin x I + C,



14)

15)

MetDd€' de integraTe

[ -"=...- ~ In [tg-"-I +C,J sin x 2

[ -"=...-dn[tg(-"-+-"-l[+c,
JC08X 2 4

16) \ dx~-=tgX+O,
eoss X

17) \ dx-r-r-'- = - ctg x + 0,
sma x

18) ) ch X da; = ah IV + 0,

19) ~ ah IV de = ch IV + 0,

20) \ _1_ dx = th ro + 0,
cb" x

\ dx21) -- = - cth ro + 0,
sh" x

22) ~ dz t x 0 arO,--~ =-arc tg- + l
X'- + a2 a a

23) \ -""- - -!...In 1-"-=-"-1 + c a;:{=:O,
xa_aa-2a x+a l

24) ~ dx . x ~ ° a =1= 0,y__ = arc SID - L ,

a2 _ xli a

\ dx V~25) y_ = In (ro + x 2 + (1,2) + 0,
x2+a~

26) ~ dx =....!....=arctgax+~+C,
(ax+ b)" + c· cc c

Jormule valablle pe un Interval continut in domeniul de definitie al Hecarei
functii in parte.

Observape.

Prin C se tntelegc Q constanUt (l,rbiM'art't,adlca 0 nedetermtnata c..are
poate sa parcurga toate numerele reale.
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Folosind tabloul de primitive de mad sus, precum ~i urmatoarele
reguli de ealcul :

1) \ [Af(~)+Bg(~)] d~~A \f(~)d~+B\g(~) de,

( {'(x) d~ ~ In If(~) I + C,
~ {(x)

3)

Avem

putem obtdne primitive noi.

Aplica1ii.

1) 8a caleulam primitiva unui pollnom

p ..(w) = ao,+ ~x + ... + anx".

~ P ..(w)dx = ao~dW + flt ~ wdx+ ... -+- a.. ~X"dX,

«eci

I
x! ,xA+l •

p.(~) d~~ C + a,~ + a, - + ... +a.--,
2 n+ 1

adica tot un polinom de grad superior cu 0 unitate.

Exemplu

I( 1 1 1 2 1xI_2x3+-X+ 1 dx =-xI' __ x3 + _x2+x+ C.
2 4 3 4

2) Regula de calcul

\
W'dw..r=: _1_ W'+1 + C

p+1

eete valab:il3 pentru orice p ~ - 1, real.

Bix e m p t a

3 6 1

2" 147 idx=;"-a:-+-x _2x +C.
3 5
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3) Integralele

~ cos mo cos nx de, ~ cos mx sin nx de,

~SinmWSinnXdX,m=tn

se obtdn transformind produaele in sume

cos mx cos nw = +cos (m + n) x +~ cos (m - n) :1',

cos mw sin nw =..!. sin{tn +n)x--.!... sin(m -n) iI',
:! 2

, 1 t
sin mw sin nx = 2" cos (m - n) x - "2 cos (m + n) x,

ale carer primitive slut imediate ,

(cos mx cos nx dx = __l__ sin (m +n)w+ --'-- sin{m - n) x + C,
) 2(m+n) 2(m-n)

~
' i 2 (cosmxsmnxdx= eos(m+n)x+---cos m-n)x + C,

2(m+n) 2(m+n)

(sin mx sin nxdx= __r__ sin(m_n)x i__ sin(m+n)x+C.
) 2(m-n) 2(m+n)

Alle e x e m p l e

1) ( x + IIl'C 10x dx =(~+ ( arc tg x dx = _1. [ d (1 + ~ +
) l+x2 Jl+X~) 1+ Xli 2) l+x2

~
t+ arc tg x d (arc tg x) = _In (1 + :&) + - arc tg l x + c.
2 2

r . ~1-COS2X x 12} ,sm1xdx = dx = sin2x+ c.
J 2 2 4

"\ ~1+C032Z x 13) eost z dz = ---- dx= - + _sin2x + c.
2 2 4

4 ) sin8xdx =- ~ Sill~ X d (cos x) = ~ ~(1 -- cess x) d (cos x) "'"

'= _ cos e +":'oo53 Z + c.
3
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5) ~ cos3 x d x = ~ cos~xd(sinx) = sinx-+Si1l3 X + C.

6) ( 3x
2 + 2:1: + 1 dx = ( d (Xl ..;- .1:

3
...!.. X + 9) = In Ix3 + X2 + X + 91 + C.

Jx3+~+X+9 J x3+~+x+9

7) ~.C~X dx= ~~ e=~e-#Jdx = ~~ dx + ~ )e-2~dx = ~_+e-Zm + C.

8) Sa"se gascesca lucrul mecantc de deformatle la 0 grinda tncastratii ~i tndircatli cu 0
sareine uniformdistribnitli (fig, 15). .

pentru 0 grinda tncesteats de lungime I, lnci'lrcatii ell 0 sarctnn uniform dlstribuitri
p kg/mi. lucrul mccantc este dat de

1 rl"x"dx =_" __ .
4Q EIFig. 15

deci

~
' M'L~ __ dx,

• 02Hl

L=LC
8EI Jo

x'M=p_
2

In formula fOlositii 1 ~i E stnt coustante, deoarece reprealnte respectiv momentul de
iner:tte al gnnzu ~i medulul de elast.icitate al materlalului, ~i consideri'im ca grlnda are 0 scctiune
constanta ~i este Meuta dinfr-un material omogen.

2. Metoda de integrare prin pitrti

Teo rem a. Baca 'U (x) §i 'I.l(x) stnt dona Iunetli eere au derivate
u· (x), v' (x) continue pe un interval [a, b], atunel

) u (x)v' (x)dx ~ u (x)" (x) - ) v(x) u' (x) dm.

Demonstratje. Functiile 'U ~i v atnt continue mud derivabile. Denva
tele u', v' fiind continue urmease eafunctdile u'v ~i v'u etnt de csemenea.
continue, deci au primitive. Din

(uv)' = u'v + v'u

san

(uv)'dx ='Vu'dx + uv' de

obtlnem prin Intcgrare

wv =~ vu'dx + ~ uv'dx
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Metode de integrare

aau

~ '!lV' da: = uv - ~ vu' dx ;

formula obtinuta se numeste formula integrii~i prin parti.

tj b s e r v a pi i.
1) Deoarece e'de = de, 1.t'dx = du, formula de integrare prin parti

se mai sene

~ udv =uv -~ vdu.

2) Metoda poate fi folosita eu succes deca integrala ~ vdu poate fi

calcnlata.
3) Formula de integrare prin paryi eete adevarata ~i pentru lute

grale definite; anume din

~: (u 'Vr de = ~:~v' dx + ~ ",'u dx

obtinem

Ezemple

\

" j
1) Sa se ealculeze In a de, x > O. Luam u = In x, dv = dx, deel u = z, du = -;; d r,

(In xdx = xln x _, x!..dz = xln x - x + C, x> O.

) " "
2) Sii se calculeze i arc tg x dx. Punern u = arc tg x, du 0", dx, tied v = x, du =

d"

\

arc tg x ax = x arc tg x _ (_"_d_"_ = x arc tg x _ '':'In (1 -i- x~) + C.
)1 +:z:2 2

:I) Sa ae ealculcze ~ are sin x dx. Punem u = nrc sin:l:, du = dX, deci u = :1:,

du dx
= Vl--=--;i'

~ arc sin x dx = x are sin
\

xd, y-
:t: _ ,r;--::;; = x arc sinx+ 1- x~ + C, ze{-l, + 1).

• fl - x"
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4) Sa se ealculeze t ...... = ): x'" (In X)II dx. m, n, tntregt, > O.

x"'+1 n
r.uam u = (In x)", dll = x'" dx, dec! l! = --. du = _ (In x)"-I, prln urmare

m+l x

1 I' n \'1"" .. = -~ X"'+1 (In x)" _ --- x'" (In x)"-1 dx

m+l 0 m+l. o

ob'[lnern astle.

I m:n = (_l)"_fi_'__ l",,n=(_l)" __'_' '_'_,

(m -I-1)" ~m+ l}n,l

T.e 0 rem i. Dadi 'it (X) ~i V(X) au derivate continue de erdlnul n

pe un fnterval [a, b], avem

) UV!II) dx = UVl"-l) _ uv1n - a l + ... + (-1)" u!!:) v(n-k-ll.+

... + (_1)"-1 u{n-ll V + (-1)" ~ uln) VIlX,

(formula Integrarii prtn partd generalizata},

Demonstratle. Avem, conform formulei de integrare prin parti,

~ uv('" de = UV1n- 1 ) - ~ U'V1n- 1) dm,

) 1t'V(,,-l) dx = U'V(,,-21 _~ U"Vln- lll de,

~ u(n-I) v'da; = U1n-1)V _ ~ u1nl·vda; j

Inmultim prima en 1, a dona en -1," .. , ultima cu (_1)"-1 ~ Ie adunam

\ uv(,.) dx = v"t1 (_l)k'ul.l:)'O(,,-t-ll + (-1)"\ u l " ) vdx; (It

~. .1:=0 ...

obtdnem astfal formula. din enunt.
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Pentru integrale definite, formula obtJnuta. Be eerie

Exr.mplr.

1) Sa lie caleuleze I = ~ cos (ax) e~ dx. Daca puncm

u -cos ax, P"=~

objlne m

I=.!. cos (ax)~ +~ sin a=" /II (Q:t)e'"'-,;;I,

decl

(cos a:t tI- dx = __I__ 1/1 cos ax + a sin az] tl'ilI+ C;J as+bZ

tn mod analog avem fl

( sin (ax) t;6:z dx = --'-- la cos ax - b sin bxl e&:Z + C.
) as+b'

2) SA se ealculeze

I = ~ (ax + Wat¥6dx.

Cil n = m _ 1 obttnem din (1)

"

Ap/icatii

I~

ml ..
~ (_1)1: ----·--(o:t+ b)"'I-kp.
10_1) (m - k) I tk+ 1

1) Formula lui Taylor eu restur sub rorma iutegrala~ to formula

sa punem

(/I _ x)"
IJ (x) = (x), u (x) = --n-'-'

( fiiud 0 rcnctte continua avtnd derivate continue ptnA la,ordinul (/1 + 1) In [a, bJ. Avem

u'(x) = (b - X)'I-I , u" (x)
(/1 -1)1

(b - X)"-I

(/1 -2)1
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dec!

(b(b - z)" f(x)dx = [f(X) + ~f'(X) + ... +
, III 11
"

+ (b~x)" f1nl(X)I
01 •

(II _ :1:)"-1

(n - 1) t
r(n-ll (x) +

II - a (II - a)" rill 1 ~b ( +1)
((II) = «0)+--('(0.) + '" + --- f (a) +- (/I - x)" f n (x)dx;

11 nl nl a

am onttnut sstrer formula lui Taylor ell forma integrala II rcstuluf

(1)

(2)R.. = ~ C' (I> _ x)" ,('0+1)(X) d.r;
111.\

Observam ca b-x:;>O in intervalul [u, /I]; deoarcee (II+II (x) este continuii pc [a, b], folosind
formula general! II medici cn q (x) = (II - xt chtinem

1 ~.R.. = - {(HI) (1;;) (II _ x)" dx
01 •

(/I _ a),*l

(n + 1)1

(3)

adlcl redu} lui Lagrange.

Dadi in (2) luam q (x) = (II - X)I'-I, P? 1, ~i aptteam formula gencrald II mcdtef,
obtlnem

adid restullul Schlomilch; In fine, dacA Iuam In (2), q(x) := 1, pe eceeasr call' obttnem restul
lui Cauchy.

Daca tmoeutm In formula obtinuUi (1) pe f' (x) cu 9 (x) ohtinem

~
b - a (b - a)- (I 1 ~.

9(x)dx=--g(a) + ... + ----g"- l(a) + - (b - X)"l") (x)dx.
,,11 nl n t "

2) Daca P (x) esfe un pcunom de gradul n, apuernd formula de integrare prin partt,
tleneraIi~ta. se obtine

r~ P(x) dx = [2. P (x) _ 2.... P'(x) + ... + (_1)1J_
1

- p(lI) (Xl] '"'.J a cs a"+l

In acela~i mod se pot cakula Integralele de fonna

~ P (x) cos ax dx. ~ P (x) sin ax dz.
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3. Sehimbarea val'iabilei de integraTe

in integrala definil8

51

Teo r e ill a. Daca f(x) este continua pe intervaluJ [a, b], iar
x = Ifl (t) este 0 Iunetle strict menetona, ell derivata continua pe [7:, B],
atunei

unde IX ~i (j sint solutllle eeuatiiler a = Ifl {e}, b = <p (~).

Demenstratle, Fie d 0 divisiune a intervalului [a, b]

a = Xo < Xl < 3]2 < ... < Xn-l < x n = b

oc=~<4<~<"'<~-1<~=~

divisiunea corespunzatoare d' a intervalului [IX, ~] ce se obtine rezolvfnd
eeuatiile Xl; = 'P (t/<), ecuatdi care an 0 aingura solutdc pentru fiecare k,
deoaaece 9 este strict monotona. Avem de asernenca

Xk+1-Xk = tp (tk+1) -tp (tk) = (tk+1-tk)tp'( Tk), 'rk E (t", tll;+1)'

Sa. conaideram 0 euma Riemann oarecore relative la. diviziunea d

l}i sa luam punctele ~k astfel incit

~k = Ifl ('rk) j

in aceaeta aituatde suma lId devine

a,(f) ~f[~ (~,)] .' (~,) (t,-t,) +f[~ (~,)]~'h) (t,-t,) +
... + f [~( ~._,)]. (~._,) (t.-t._,).

Fie (d
n

) un sir de diviziuni ale intervalului [a, b] caruia ii corespunde
sirul de diviziuni I(d~) ale intervadului [oc, ~]; daca v(d,,)-+O atunci
v(d~)-+O, deci Ia Iimita obtdnem

relatde care ae numeate formula 8chimbilrii de 'fJariabila in integrala
dejinitiJ..
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rj n a e r v a t i i .
1. Formula stabilita mai sus permite l1i calculul de primitive;

tntr-adevar putem serie

~>(X)dX ~ ~>[~(t)]~' (t) dt ~F(t)-F("')

deci

~ f (x)dx~F C~ (x)) + C,

unde am notat pe -F (IX') ell C (conetanta arbitrara), deoarece consrdersm
pe a' oarecare (inBa fix) in [a, b].

2. Oonditdile Impuae functdei q> se cer numai in intervalul [IX, ~],

transformatul inter-valului [a, b]. Dace conditdile din enunt nu slut fndeplt
ntte, se poate ajunge 10, rezultate false.

E:l:ercitii

1) Sa se calculeze

I = ~ VQ.d: :t~ •

Facem schimharea de variabiHi :J: = It sh t, dx = Q ch f dt,

~
achtdl

1-
~ fa~+a!sh!t

rcvenind ta variabila x -obttnem

~dt=t+C;

~ dx =argsh-=-+ C= in (x+ 1" x2+ a') + C.
a! + x" a

2) sa ae eatcuteee

~
dx

1- .
- (ax + b)" + c'

Pacem scbifl\barea de variabilii ax + b = et, dx = ~ dl,

1 ~ dt 11=- --=-arctgt+C;
oc 1+/' ac

rcvcnind Ia vartabtta x ob~lnel1l

( dx

) (ax + b)2 + c2

3) Sa sc calculcze

1 arc tg ax + b + C.
cc c

dx

4+cos x
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o astfel de tntegraja se caleulcaza cu ajutorut transrormarn

. 2f
SIllX=~-'

1 +12

1 ~I~ 2dl
cos x=--' dx=--·

1 T I'll 1 + t2

Observam tnsa clI pentru x = 0, t = 0, x = 2", / = 0, deci I = 0, ceca ce este tm,

posihil, deoarece 4 + cos x > O. Eroarea provtne din taptul eli tuuctta i = tg .....:.. nu eate
2

moaotona dectt pc mtervetete (kn, krr + rr), Implirtind fntsrvajut (0, 2r.) In dona ave m

\
'" dx r- dx \'" 'x

,0 4 + cos x = \ 4 + cos x + .." 4 + eos x '

ultima lntegrala, en substitutla x + 1: = u, se trensrorma In

r do

\ 4-cosu

deci

4-cos::&\

'" __dx [" __'_x__ + \- __,_'x__ .

..04+cosx-J04+eosx Jo
Pcntru a evita limite infinite mal tmpartim 0 data intcrvalul in doua

\

' " d.x \i dx \" dx \7 dx \, dx---- - ---- + --- ~ ---- ~ ---_ .
..8 4+cosx -,0 4+eosx ,." 4+cosx' ,,0 4-cosx' .1t" 4-cosx

-2 T

In tntegrala a dona ~i a patra f:'ictnd substttutla x + ~ = u, obttnem, In cete din urma
2

" 1tr" dx (' dx \T dx ('_dX +rT
dx

}o 4+cosx = Jo 4+cosx + ..0 4=.sinx +}o 4_cosx )0 ~;
x

putem face acum substltutta tg 2" = I; avem

dI

21"+ 1+2
C'" __,_x_ = C__,,_,_ + r__d_'_ + \' __,,_,_ + \' _.,..'''-.__
)a 4 + cos x Jo 5 +31" J02/2-t+2 .,0 3 + 5t2 ,,0

2 Y311 2 41_111 2 Y51'~ __ arctg--' +--a1'ctg-- + --arctg--' +
V15 ¥5" 0 Y15 Y15" 0 ¥11"" Y3 0

2 41 + 1 II 4 Y3" 4 ¥5" 2
+ Y 15 arc tg Y15 0 = V15 arc tg ¥"'5 + Y15 arc fg Va = Y15 n,

0+'
deoarcce arc tg a + arc tg b = arc tg~.
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4. Integrarea prin reeurenta

Vom presenta aceaata metoda prin example.
a) Sa se in tegreze

In = ~ tg" ede, n intrcg > O.

Putem aerie

unde tnlocuim pe ig2x ell -'.~ - 1
cos- X

In = (tgll - 2 w(-'- -1) de = - (tg,,-2 tv
) cos:l,r )

insa

,. (1.r
dx + \ tg"-2 x--.~,

J cos" X

~
ox ~ ,.tg"-2 x ~- = tg"-2 e d (tg x) = -- tgn - 1 c,

cos:lx n-l

deci

am stabilit 0 formula de recurcnta care ne permite determinarea prtmltivel
lui In' Pentru a = 2m avem

12 = - 10 + tg iV,

deci
",_1

1t m = ~ (-l)" OJ 1 tg2 11' - 2 1< - 1 x + (-1)'" x+C.
k~(j ~m ·'2k-l



deci
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Pentru n = 2m + 1 obtdnem in mod analog

Is = -11 + -.!..tg2 x,
2

15 = - Is +-.!..tgtx,
4

1
m

= 'fl (_1)~__1__tg2m_2~x+ (_l)m+1ln cos X+C.
2 +l t!.o 2m _ 2k

b) Sa ee calculeze integralele definite

55

, .
In = rsin"x dx, I: = ~oilcosnx de, e > 0, intreg.

Prin substitutda X = 2:.. - t se reduce una Ia cealalta, decl I .. = I:.
2

Pentru I" putem aerie

" .
I" = ~~ sinn-Ix sin X dx = ~02Sin ll

-
l

X d (COS X),

pe care 0 integrum prin partd eu u = sin,,-tx, dv = d (cos e),

(T·T
I,,=-cos xsinn-txl + (n-l)\ sinn- 2xcos!xdxj

o ~,o

inlocuind pe cos! e ou 1-sin2x, obtinem formula de recurcnte

Pentru n = 2m avem

12 = -.!.. 10 ,
2

I .. = !...12 l
4

1201 =~ 1211>-21
2m
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sf-cum 10 = ~, resulta fnmultdnd pe coloane
2

("2Sinlllll wda: = 1.3.5 ... (2m- 1)

)0 2.4.6 •. .2m

Pentru 110 = 2m + 1 obtdnem in mod analog

2
Is = -;IlJ

~ pentru ca.11 = 1, avem

2.4.6 .•.2m

1.3.5... (2m + 1)

.
,"2 sin",.-1-1 a:dill' = _-""C'O"-'e='-_

.'
c) Pentrn orice 11.> 0, intreg, l}i orice a; E (0, i) avem

sinll- - 1 :»> sin8ll a; > Sin. lItH 1 a; > 0

deci p

sau

2.4.6 ••• 2n

.3.5 .•. (2n + 1)

2.4.B (2n - 2) > 1.3.5 .•• (2n - 1) 11: > -c-c":==='-:,-
1.3.5 (2n - 1) 2.4.6 ••• 2n 2

iji tnmultdndu-le eu 2.f.6... 2n obtinem
1.3.5•.• (2n - 1)

21.41 •.. (2n - 2)U2n > 2! > 21.4 1 .•. 2(n)1

11.31 ... (2n -1)1 2 11.31 ... (2n - 1)2(2n + 1)

ultdmul raport difera. de primul prin ~, prin urmare Ia limita. are 10e:
2n + 1

egaJitatea

~ = lim. 21 .4 1
... (2n)1

2 "-+"" 11.31 ••• (2n - I)" (2n + 1)

formula. datorita lui Wallis.
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.4.plicat i e
jntegralele de forma

11\ = ~: (aZ _ x 2)" dx, J" = ~: (a2 _ XZ)2";1 dx

se reduc la cele studiate Ia punctut b) prtn transtormeree x = a sin t. Intr-euevse

•

~
2 2.4.6 ..• 2/1

1.. = 0211+1 eosl,"+l t dl = all"+l •
o 1.3.5 ... (2n + 1)

.
J

II
= a" (2 cos" td/ = a211 1.3.5 (2n -1)

)0 2.4.6 2n
•
2

§ 5. INTEGRAREA FUNCTIILOR RA'fIONALE

1., Deseompunerea In elemente simple
a unei iunctii rationale

R (x) = P(x)
Q(x)

este definitll, ca raportnl a dona polinoeme, iar integralele de forma

(R(x)dx =( P(x) dx
) ~ Q (x)

ee numeac integraJ.e de functdi rationale. Putem preaupune ell, gradul polino
mului Q(x) eete superior gradului polinomului de la numarator, deoerece,
in caz eontrar, prin tmpar~e

PIx) ~ 0 (x) +Ip, (x)'

~). ~ Q(x)

ebtdnem citul C (x), care este un polinom, ~ifunethHational1i.P*(.:t) unde,Q(.:t)
de astli, data, gradul polinomului de la numarator eate inferior eu eel putdn
o mutate gradulul polinomului Q (c).

Vom arata in cele ee urmeaza cardaca !!lint cunoscute radaeinile ecua-
~iei Q (x) = 0, atunci putem determina primitiva funetdei~ astfel in.citQ(.:t)
Integrarea functdilor rationale se poate totdeauna efectna.
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Pentru illteg:rarear unei functdi rationale

R(w) =~.=L
Q(<e)

eate neceeeea in prealabil 0 pregatire algebrica.

De fin i tie. Se numese clemente simple [unctiile rationale

A

(x~ (I)" '

Ax+ R

(ax' + bx + e)f>

Teo r e ma. 0 Iunctie ratienala P{.'!') admire 0 deseompunere in
, Q(r)

clemente simple, unlea,
Demonstratle, Pe tot pareursul demonstratiei vom face ipoteza ca.

se cunose radacinile ecuatdei Q (xl = o.
a) Ecua~ia Q (x) = 0 are rddiicind 1"cald it! = a de ot"dinul m_ de multi

plicitate. In aceat cas putem serie

Q (c) = (x_a)m Q. (xl, eli Q. (al + o.
Presupunem ca gradul lui P(x) eate inferior gradului lui Q (x)"

Avem pentru orice numar A, identdtatea

P(x) __A__ + P(X)-AQl(X),

(x - a)m (x - a)'" QI(x)

deoarece am

pe A astfel

scasut si am adnnab tn partea a doua pe_A__ rdetemiinam
(:1:-(1,'"

inelt polincmul P(X)-AQl (x) sa. fie dtvisibil ell x-a, deer

P (a)-AQ, (a) ~ 0,

rclatie care determina in rrwd unic pe A = l' (a) •
Q1(a)

Cu .A astfel determinat putem eerie

deci
P (x)-AQ, (x)=, (x-a) P, (x)

A=--~·
Qt(a)

1\ (x)

a)'" lQl(X)

P (x) == __"__ + -;--'-:::-'0;;--;-
Q (x) (x _ a)'" (x

Procedtnd in acelasi mod pentru funetda ratdonala

Pt(x)

obtdnem in celc din urma identatatea

P(X)=~+
Q (:I:) (x __ a/"

Q, (al +0.
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A,
(x _ a)k'

k=1,2, ... ,m

(1)

se numesc elementele simple relative la, radacina :v = a de ordinul m de
multiplicitate.

b) Oalculul coeficienfilar A k• 1) Sa. presupunem eli Q (x) eate de
gradul n I}i are toate radacinile reale simple ll:l,a2,·.,a". In ecensta situatie
avem descompunerea in elemente simple

-~:=~+~+... +~.
Q(x) x-aJ X-U a x-u"

Determinarea numerelor A k se poate face fie prin identificare,
adica se aduce la acelaei numitor ~i se identdfica numaratorii, fie in modul
urmator : pentru determinaree lui Al tnmultdm identitatea (1) cu x-a l

~i facem apoi x = a:t :

A I
' (x - aj ) 1'(X)] _ I' (x - ( 1) 1" (x) + P (x) _ P (al )

l=lm _lID ------,
",-+a, Q (x) ,,-+a, Q' (x) Q' (aj )

deoarece it' = a
J

eate radacina simple a numitorului ~i {I' (a l ) =i= o. In
general

(x Uk) P(x) 1= 1'(U,.)

Q(x) Q'{aj;)

(Lb s e r v a pi e .
In Identdtatea (2) sa. preaupunem pe P (x) de grad n-l. Daca

fnmultdm ambii termeni ai identdtatii (2) ell Q (x) obtdnem

P(w):= t P{Uk). Q(x}

k=\ Q' (Uk) x - u,.

relatde care ee numeete formula de interpolaTe a l'ni La,grange. Aceasta
formula d.:\ expreaia unui polinom de. grad n-1 cind ae CUllOSC valortle
P (a.,), k = 1, 2, ... , n, ale polinomulut P(m) in n puncte arbitrare

~, a2,···,a".
in partea a doua inter-vine polinomul de gradul n

Q (x) ~ (x-a,) (x-a,),., (x-a.)

care se poate conatrui ell usurinta, deoarecc numerele a:t, a:u··· ,a" stat
date.

I
l
1

astfel tnclt avem urmatoarea identitate :

~::L es ~~._l_ + ~~. -~~-I-
Q(x) Q'(atl X-oUr Q'(ca) X-·{1a

+ P(u,,).

Q'(u,,} x- u"
( 'n
~,
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Exemplu
Sa se descompunii tn elemente simple Iunctia rationalii

P(x) = 2x+l

Q(x) (x-1)(x-2)(x+3)

'Trebuie sAdeterminiim pe A, B, C astfel tnert sa avem identic

2x +1

(x _ l)(x - 2) (x + 3)
+_B_+_C_;

x-2 x+3

(lblinem suecestv

(x-1)(2x+1)

(x-1)(x-2)(x+3)

tied

(x-2)(2x+l)

(:I:-1)(x_2)(x+3)

(x+3)(2x+1)

(x - 1) (x - 2) (x + 3)

I,

2x+1 =_~_'_+_'__ -'-_'_,
(x-1)(x-2)(x+3) 4x-1 x-2 4x-t-3

2) Polinomul Q (x) are radacini multiple. Pentru radacina IV = a
de ordinul m < n de multiplicitate avem

.P(x)=~+ A ... I + ... +~_+ P*(X), Ql(a)::::frO. (I}
e(x) (x_a)'" (x-a)'" I x-a QI(x)

Calculul coeficientdlor .AI; ec face fie aducind Ia acelaei numitor fJi
identifieind numitratorll, fie in modul urmetor : tnmultim identitatea (I)
en (x-a)"'~i facem pe x--+-a, obtinem pe A ...

Am = lim (:11-a)"'~•
.. -ttl Q (x)

Pentru caleulul lui ...1...-1 tnmultim Identdtatea (1) en (lV-a)'''', deri
Yam 0 daM in raport en fIJ, apoi facem ea z~a, deci

A"'_l = lim"'!'-[ P(x)(x_ (f)'" ]'.
_a 11 Q(x)

In general, da.ea tnmultim pe (1) en (x_a)"', derivam de k od
(k -< m-l), apoi facem x~a, obtmem pe ..4...._"

A..._.t=lim~[ P(x)(x_al"']lk
l

.
........ kl Q(x)
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Exemplu
Sa se descompuna in elemente simple Iractla

61

Avem

Folosim metoda coeflclentllor nedeterminatt. 'rrebuie sa avem identic

I
&

x+2

(x-lt(x-2)

__A_,_ +__A_._+~ + _8_.
(x _ it (x - 1)2 X - 1 x - 2

..u
x + 2::::; r(A1 + B) + x 1 (A 1 _ 4A1- 3B) + x(A3 - 3A2 + 5Al + 3B)

-2Aa+2Az-2A I - B

care conduce la ststemut

Al + B = 0, As - 4Ai'- SB = 0,

A 3 - SA\!+ 5A I + SB= 1,

-2Aa +2A1- 2A1 - B = 2,

ell solutia A1 __ 4, All = -4, AI = -S, B = 4, decl

, 344- ---- - ---- - -_.
(x _ 1)1 (x - 2) "-2 (x _ 1)2 "-1

Putem preceda lji In modul urmetcr. In identitatea

x+2

(x _ 1)1 (x - 2)

A, +__A_._+~+_B_
(x _ 1f (x _ 1)1 X - 1 x - 2

(1)

I
\

1

putem determlna imedlat pe B lji A 3• Intr-adevar, Inmultind ell (rr - 1) 3 ~i faclnd e = 1 ob

linem pe A;a

A 3 = %+ 2 1 =-3.
x- 2 11_1

Daca tamulttm ell x _ 2 lji faeem x = 2 cbtlnem pe B

B=~1 -,
(X_1)3 ,,~1I - .

Satnloeuimpe A. sl Bastlel giislliin identitatea (1) ~i sii.facempertnd x = 0, x .... _1.
obttnem sistemul

..2.-=~+ All_~_~.
24 8 4 2 3
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cj Ecualia Q (x) = 0 are raddcina x = a + ib de Qrdinul m de mul
tiplicitate. Dupa cUI? s~ ~~i~, polmomul 9 (x). avtnd eoe~icj~~tii reali, .va.
avea ~ pe X = a-tb radaema de acelaei ordin de multdplicitate, deei

Q (x) sa [(x-a)' + b']'"' Q, (x),

unde polinomul Ql (x) nu se divide en (x_a.)2 + b2.
Sa aratam ea putem determine dcua numere A ~i B (unice) astfel

incit sa avem
~= Ax+B + P,(x) (2)
Q (x) - (x _ a) 2-+ b2J'" l(x _ 0)2 + bl]'" ] Q1 (x)

polinomul P l (X) fiind lillie.
Pentru accaeta porniro de 131 identdtatea

P(x) _ Ax+B + P(x)-(Ax+B)Qt(x)

Q(x) f{x - a)2 + b']'" [(x - a) 2 + b2]'" Q, (x)

adevllrata oricaee ar fi .A. ~i B. Sa detenninam numerele .A. ~i B astfel
mclt polinomul

P(x)-(Ax + B) Q,(x)

sa fie divizibil en (31-a-ib) (x-a + ib). 'I'rebuie deci sa avem

P (a + ib)-(Aa + B + iAb) Q, (a + ib) ~ 0,.

P (a-ib)-(Aa + B-iAb) Q, (a-ib) ~ 0,

care sint echivalente en donii. conditdi in real, anume en dona ecuatii de
gradul intii in .A. ~i B. Be determine aattel in mod unic .A. ~i B. en.A. ~i B
astfe! determinati putem aerie

P(x) - (Ax + B) Q, (x)O'[(x-a)' + b'] P, (x),

polinomul P l (x) fiind unic. Identitatea (2) este demonstrata.
In continnare avem

PI (x) _ Cx+ n + p.(x)

[(x a)2 + 112)'" 1. Q1 (x) i{x _ a)2 + b']'" 1 {(x _ a)1 + bl)1t> 2. 'h (x) •

in cele din unua, putem aerie, daca a + ib este 0 radaciru\ multipJa de
ordinul m a ecuatdei Q(x) = 0,

P (x) = Am + xB flO + A"'_l + :rBa 1 +. " + At + xEI + p. (x) ;
Q(X) - (x- a)' + b2)In [{x- a? + b']'" 1 (x _ U)'+bl QI(x)

fracpiile rayionale

k = 1,2,... , m

se numesc elementele simple relative la radacina complexa a + ib de
ordinal m de multiplieitate.
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Coeficientii .At, B,. se determine prin identificare. 'I'eorema cate
demonstrate.

Recapitulind toate casurile care pot interveni, anume daca ecuatda
Q (x) = 0 are radacinile reale aH o'2, •..,ap de ordinele de multiplicitate
?nt," ffl.

2l".·,ffl.F
~i ra,dacinile complex conjugate bl + it1" b2 + ic2,··,b, + ic,

de ordinele de multiplicitate qH q2, ...,q-.,atunei fractda P(x) admite des-
Q{x)

compuncrea in elemente simple

E a e rn p III

Sa sc dese'))I1j)\llla In elemenLe simple Iunctla ra tlonald

x+2

(x+1)(:1:"+I)"

Avern

(x + 1) (x2 + 1)2

A Rx + C Ex --'- F+---+---'
x+1 x2+1 (;r2--:-1J2

(oj

Pentru a detennina pe A Inmultlm ambii tcr'nl('ui ai idenlitfi'[i i ell (x + 1) ~i racem x =

= -1, deei

A-~I
(X 2+])2 ..=-1 4

Pentru determtnarea lui B Inmultim pe (<x) ell x st faecm x _ 00.: obunem

Pentru x = 0, x = 1, x = 2 avem ststemut in C, E, F

2 = 2:.. + C + F,
4

..'.l..=2:.._2.+~+ E +~,
8 8 8 2 8 4

411C2EF
-~---+-+-+-,
75 12 10 5 25 25

1
ell sotutta C = -.

4
E= _2:...

2
F~..'.l... dec!

2

x+2 L _,_ + 2:.. •-=----=-.±2.. + 2:... - x + 3 •
4 x+l 4 x"+1 2 (x 2+1)"
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2. PriJDitiVa unei fuaetii rationale

Din eele ,ie maisus result.a cit determinarea prlmitivet unei functll
rationale B (ill) Be reduce Ie, determinarea primitivelor elementelor simple,
adicit Ia integmlele nedefinite

~
dx--,

x-"

( Ax+ B dx'
3(x a)~ + hi '

en n intreg > 1. Avern imediat

\~= ln
'" :l:-fl

~
dx---,

(x _ a)"

Ix-al + 0,

A

2

(dX 1 1
J (x - a)" = -n + 1 • (x _ at 1 + C

Bamine Sa ne ocupam nnmai de integraIa.

~
Ax+ B •J lIo = de, on mtreg > 1,

[(x ~ 0.)1 + blr'

pentru care vom stabili 0 formula de recurenta.
Sa observam mad intii ca. putem serie

deci

Ax+ B

[(x _ a)1 + bl ] "

r Ax + B dx = ~. 1
J {(:t: a)2 + bl ] " 2 - n + 1

Aa+ B

I(x - a)2 + b"j"

+ (Aa + B) ~ [(x _d:). + h2 ]"

fii am redus calculul acestul tip de integrale la
• dx

~ (x _ a)1 + PIli'
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Daca mai punem x-a = u, da:: = du, obtinem forma. definitivi
a integralel, pentru care vom stabili formula de recurenta

I ~\_d_".
R .(ui+bi)"

Avem

u t + h2_u t

{1I2 + /12,"

in integrala din partea

tegram prin parti :

a dona punem de =~ , u = {3c, ~i 0 in
(II" + b2 )"

1 ( d"

- nt-I J (u' + bl)"-l"r u·2udu 1J-("-'-+-'-'-)" = ---,,-+-, . --C-:-=:c::"C~

san

I =~I +~._'_. "
n h2 "-I 2b2 n _ 1 (u2 + b2)"

san

I =...!-.~I ---.!-.~1_. "
R bl 2n _ 2 n-l + hI 2n _ 2 (<<2 + b·)"-t

(~)

care constituie formula de recurenta cautata.
Pentru n= 1, 2, 3, avem

\

du 1 u
11 = ---_=~arc tg - + 0,

• u2+ b2 b b

u 1 "---+_.---+
112 + b" 4b' (III + b2)1

+.!.·---.!--arctg~ + 0
8 bi h

1.3.5 ... (2n 3)

;!.4.6 .•.- (2n - 2)I
l}i tn general

( __d_" ,_.

) (al + hl)- - b·--1

(2k + 1)(2k + 3) •.. (2n - 3)

2k(2k + 2) ••• (2n - 2)

arc tg~ +,
1 . __"__ +0.

".... II: (lol' + b'l'
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Daci revenim la fntegrela ini'PaJa. J", avem

r Ax+B d3l=~' 1 +
) (% _ a)ll + blj" 2 - 2n [(:I: _ U)ll + b2J"-1

,+~.. 1.3.5 ... (2n 3).arctg :c_a+
~. blll~l 2.4.6 •.. (2n - 2) II

+ 'I;1(2k + 1)(2k + 3) ... (2n -r3)._'~"-'" x - a + C.
):=1 2k (2k + 2) ... (2n - 2) bll fl - U [(2: - a}l! + b"J1l:

o b e e r v a t t t
1) Calculul unei integra1e de forma

( dx ~ b2-4ac:<O

J (axil + lox + e)Jl

Be reduce le precedenta, deoarece avem

r dx

J (axll+bx+t)"

eu
bct=--,,. y~

~ = 2a

2) Pentru integrals,

I _r~_d_"_, n intrcg>l
II - J (u l _ /Pl'

Be stabileste in mod asemanator formula de recurenta

cu

I, ~ [~ = -'-lnl ,,- b I+ c.Jull - bI 2/1 lI+b

Funcpia --'-- nn este fract;ie eimpla, deoarece numitorul are ro
(ull_IfJ)"

dAcinile reele b f}i -6.
3) Din rezultatele obtdnute urmea.zll. ca. 0 functde ra~onaJ1i, are ca

primitivl 0 suma de functdi ra~onale, de functu, loga.ritmioo .A In (a:vll +
+ bro + c) f}i de functti.A arc tg (a:v+b), pe intervale care nu cotr4in r4ddcini
.elk numitorului.
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E:z;emple.

1) Sli. 51' eajeuleee lntegraia

2:z;+ 1
dx.

1)(x - 2)(x + 3)

Am vsmt eli. avem descompunerea tn elemente simple

07

2x+ 1

(x-1)(x-2)(x+3)

3 1 1 1 1----+----.__ .
4 x-1 x-2 4 x+3

decl pe once interval J care nu ecnttae punctele 1, 2, - 3,

( 2x+1 dx- _~L_~=__+r~_2-(~_
j (x - 1) (x - 2) (x + 3) 4 J x - 1 J x - 2 4 ) x + 3

= - ~ In 1x-11 + In 1x - 21- 2-ln I x + 3 \ + c., ,
2) Sli se calculeze integrala

( x + 2
J (x - Jt (x _ 2) de.

Am obtlnut mai Inainte desccmpunerca In clemente simple

<I 3 <I -4
- ---- - -------

x _ 2 (x - 1)1 (z _ 1)" x - 1

dec!

= In(z _ 2).+~__1__ + _'_ -In(a:-1f1 + C,
2 (e - 1)1 Z - 1

PI' ortcc Interval I can' nu conttne punctele 1, 2.

3) Sli se eelculeze integrala

<+'
(x _ 1) (xl +1)1 de.

Am gasil maj sus desecmpuneree

.:r+2

(z + 1}(~ + 1)1
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decl pe criee interval I care nu ecnjlne punetul -1, avem

= .!.In (x + 1)2 _ .!.Io(x! + 1) + 2.arctg x + 2-._._'_+
8 8 4 4 x t + l

+~.-'-+~arctgx + c.
2 x!+l 2

3. Integrala definiti. a une; fUDctii rationale

o functde rationala R (m) = P(x) este continua pc domeniul san de
Q(x)

definitie care eate format din axa reali, en exceptia punctelor penteu
care se anuleaea numitorul. Prin urmare, pentru orice interval [tI, b] pc
care funetia R(x) este continua, deci eonpinut in domeniul de definitde al
functdei R (x), esue vala.b:il1i, formula lui Leibniz-Newton

\' R (x) d m ~ 1<' (x) I' ~ F (b)-F (a),.- .
unde F (it') este 0 prlmitiva ooreeore a lui R (x).

Calculul Integralei definite a unei functdi rationale

\

& P(x) dx
." Q{x)

Be efectneaza aeadar in modul urmator :
a) se determine ridacinile ecuatdei Q(x) = 0; daca riidacinile nu

mitornlni nu apartdn intervalului tWhis [tI, b] urmeaza oil. functda ratio-
naIA~ este continua pe [a, b];

0(%)

&) Bedetermina 0 prlmitiva a functdei P(x) dupa proeedeul presen
Q(x)

tat ]a alineatul precedent;
0) 86 apIiea formula lui Leibnis-Newton.

ObBervatie

Ca.zulln care Q (x) ae anuleaea in puncta situate in [a, b] va [i
Wsoutat Ia eepitolul 'integrelelor generalisate.
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Integrarea funcjiilor f1l~ionale

Exemple

1) Sli se eareureee integrala definitii

.9

Numitorul nu are riid<lcini reate, deel tuneua de integral este continua pc R. Avem

Ax+ B + Cx+D .
xl+al ~.

eecereee functia de mtegrat nu se schimbli. elnd nnceurm pe x ell - x (funcpc para) urmeaaa
ea A = 0, C = O. deei avem urmatoerea deseompunere In etemente simple ;

1 B D

-:(x-O'-:+-a::')'"'(x-O,-:+-o,::,) S-x'-+a' + -x,-+~"

ee

1 1 X," 1 1 xl"___ ._ arcfg- +--·-arctg- =
P_az ]ul lu\ 0 ai-lIS Ihl (bl ill

'!l: all 1
=-~--+--·-arc

4a2b2_a" a"_b2\b\

2) Sli se ealeuleze Integrate definitii

a
tg--

1'1

Numitorul se emneaea pentru x = 0, punet care IlU apartine intervalulut [1, Yil.
Avem

dee!

2x'+ 5

x'(1 + X=)

5(x"+1)_3x2

:r2(1 + x 2)

5 3----,
x 2 1 + x"
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§ 6. INTEGRALE REDUCTIBILE LA INTEGRALE
DE FUNC'J'II RA'l'IONALE

(1)

Am vasut din ceje de mai sus ca putem gasi primitive unci functdi
ratlonale daca eunoastem radacinile numitorului.

AceBt fapt are 0 deosebita. importenta in aplicatti, deoarece dad
priDtr-o schimbare coavenabila de variabila [JJ = ep (t), 0 fntegrala se trans
farmi fntr-o integraw de functie rationaIa tn argumentul t

)F(X)d"=)F[7(t)]~' (t)d',

atnnei determinarea primitivei funcpied 1! ($) ae reduce Ia determinarea
primitivei fnncliei ralionalc F [( 7 (l)] 7' (').

In eele ce urmeaza vom prezenta diverse cazuri de astfel de trans
foI'mlhi care ne condnc la integrale de functli rationale.

1. IBtegrale de funetii tl'igonometriee

Be numesc integrate de functii trigonometriee integralele de forma

~ R (sin iV, cos $) de,

unde R (u, 'D) este 0 functie rap.onaJ.a, in argumentele 'Il, 'D.

o ostfel de integrali se transfonnii. tnte..o integrali. de funetii rationale
in t, eu transJormarca

Intr-adevar; pentru xe(- 'It, 'It) avem

. 21Slnx=--,
1 + ["

1 _12
cos t=--,

1 + [2
dx=~

1 + 12

l}i integrala (1) se transtorma in

[R(-"---' 1- ")-'-d'
) 1+[", 1+12 1+1"

care eate 0 integralii. de functde mtionala in t, deoarece 0 Junette ratio
nali de aagumente rationale tntr-o variabila teste functte ratdonala de
va.riabiJ.a, t.



lntegnde reductibUe la integr4le de t.uncfii rationale

Observa~ie

Integrala definita

~:B (sin w, cos x) de,

nnde=[wll wz] C (-Tt, n) san [Xt, d1:aJ C (2'kTt - 7t", 2k7t" + 7t"),

en aubstdtutda tg ~= t se tra.nsforma in integrala definita,

71

\'R( 2t 1_11)' dt
I, ~. l+P 1+11

en conditia, bmetnteles, ca.nnmitorullui R (sin W, 008 x) sa nu ee anuleze
in intervaJul (2kTt-7t, 2k7t" + 7t).

Exemplu

Sa se encureee

d.

2+sinx+cos x

NumitoruJ 2 + sin x + cos x nu se anuleazil pe Intervalul [o,~], deci putem face

sclllmbarea de variabila 19~ = t; noile limite stnt 0 ~i 1, deci
a

l-C 1 •~_ 2(1 __d_'_~
J, ,+_'_'_+1-11 1+tl Jot!+21+3

1+tl 1+11

\

' dl-,
.0 (I + 1)1 + 2 a '+'1' '[' ']-arctg-- =- arc tg __ arc 19-..

Yi Y2oV2 Y2 Y2"

8int cazuri cind putem gasi tranaformari mai simple.

a) Daeli. functia R (sin X. COl x) este imparl\. rn sin e, adieli. R f"'- sin x; cos x)
_ -R (dn x. cos x), prln transformarea cos x = t integrala (1) se transrbtmll. tntr-e integralA
de lunette ratlonalll In t. de?areee ~ . . I _ /1 <. , _ . _ .JJ

,'l,~IX -<::IT _ cI' __)1> ~f _ - ~.. y/2)r
R (sin x, cos .x)

sin x



,i pentru cos % ",. I. sins e ",. 1 - fI, d (cos x) = dl, lntegrala se trandorma In

~R*(I- P, I) dt.

'-did Intr-o IDtegraIa de lunetie ratlonali In argumentul L
b) In mod asemJnIi!or, daei funC\ia R (sID. e, cos x) este impad. In cos e, prin transformarea

sID % = 1 IntegraI9.

~ R (sin », cos %) dx

se transforma tntr-e integralli de funcf.le ra\ionalli in I.

B :templt

:I} SA se eeleuleze

1=( sin8x+2.sin% dx.
J 1+cos%

Punem cos x = I, sin l % = :I - P, sin % dx = - dt, ,i integrala se transfonnii tn

~
1 - P + 2 fl

- ---ill = -1D,(l+/)B+ __ / + C.
1 + / 2

dod

, sinl%+2sinx coslx
~':-''-'--''=CC-dx = _ In (1 + cos %)1 + __ - cos z + C

.1+cosx 2

pentru erlee interval care nu conjrne punetele (2k + 1) '!t".

2) Sa ee caIculeze .
l=(a .. cosxdz .

1> 1 + sin % + sinlx

2 21 +11'arctg-- ,
Y3 1'3 0

Pacem schimbarea de variabila sin z ",. I, cos % dx = dt;

pe intervaIul [0. -iJ ; •
1 = \ 1 +~+ p = ~: --,----";.--

numitorul nu se anuleaza

(

R* (sinl e, cosl x, sth % cos x),

e) Dad functta R (sin x, cos %) este de forma

ell schimbarea de variabilli tg x = 1 integrala

~ R (stu z, cos x) dz = ~ R* (sinS e, cosl X. sID. X CO~ %1 dx



Integr4le reductibile la inte01"dt' de luRCfii rlltionale

se ttansfomu'i tntr-e nmctle ra\ionabi de t.

Avemtgz=l,sinz= l ,cosz=-'-. d%.=-'-'-.
Y1+t' Yt+t! 1+':

73

decl pentru once interval care on con\iJle radicinile numltorului lui R. Interval ecntfnut In

intervalele (- -i' ~) san (kn- - -i. kn-+f), integrala se transforrnii In

\R'(-P. _'.
1+12 1+1'

, ) dI
1 + I' 1+ p'

awel Jntr-o IntegraJl:i de Iune'[le ra\ionaIa In t.

Observape

Peatru orice (x,., %Ile (--i' -i) sau (kn- -~, k1f + -i) avem

r'" R* (sinl Z, cose or, sin % cos or) dx = \1. R* (-'-'-.
\. '. 1+1'

daca nnmitorul R* nn se anuleazi pe Intervalul [Xl' %Il.

Bzemplu

Sa se calcnleze

\
'x1_ .

cost. % + siut. % + sin' % cosl %

Avem cost.% + siut % = (sinl % + cosllx""~ 2 sinl!x cost x = 1 - 2 sln2 x eoesX.

'w 1_\ 'x _,\__'X_;
1 - stnllz cos' x . 4- slnl 2:

_facern substitutta tg 2:r = t. sln2 2% = _P_, d% = .!..~,
1+l' 2 1+,t

IIevenlm la variabila lnitlala

Vi
= -arctg

3

d) Pentru jntegrarete

I, = ~ cos" or dx, I. = ~ sin" %d%, n numar natural,

nn ee fac transfonnirlJe prezentate anterior. deeereee eondue 1a calcnle complicate, ci se p
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eedead. In mednl urmAtor:
Dacd 11. aU impar. 11.= 2m + I, etunet .

cos":c = cos,m:c cos x = (1 - sin l x)m cos x = 'E (_l)kd,;. sin2l: x cos x,
l:~O.

slnll x = sintlll' x sin x = (1 ~ coslx)'" sin x = 'E (_l)k~ cos2/< x sin x.
>-0

~ ~
• • c!

siD~lxdx = 'E (_I)k c:. cos2k x sin x dx = 'E (_1)1+1 --'-COSU:+IX + C.
• 11:=0 1:=0 2k+l

DlJd 11. ~ par, 11.= 2m, folosim rceaatete lui Euler

(,..-.-..)..
sinS'llx = --2-'-- . (

~. + e-..)..coss", % _ ----

2

Clnde, daci dezvolUm ,I regrupim termenil, obtInem

sin- X=2-S'"+1[~ c;.. - c"'~l cos2x + c"'~2 cos 4.1: - •.. + (~l)md~ cos 2mzJ'
cos" x = 2-1"'+ 1 [~~ + C;:1 cos2x + C~;t2 COS 4x + .,. + ct:: cos2mX];

partea a doua poole fi integrati imed!at, deci

)
~ d 1 [c. e",+1 sln2x + .......+2 sin4xcos x x __ 2mx+ 2m .-- 1'2oJI .--+ ...

2- 1 2

~
~ 1 [,.", ,.",+1 sin2:e ..",.+2 sin4x

sin Z dz=-. "'2m x - L2m • --+ "'2m - ---
2"10 1 2

+~. sin2mX]+ C.
m

~. eln 2mX]... + (-1)"'''''2'11' --m- -rc,

e) Pentru Integralele

1",. fI = ~ cos'" x sinDx dx, m, 11. numere naturale,

116 slabUe!IC formule de recuren\i. Avem

i-; n = ~ cos'" % sin"- l X sin x dx = _) ccsw x sinn~l x d (cos x)

:lie care 0 tntegram prin partl

cosf1l+1 n -1 ~1"" .. = - -- sln"-lx+-- cos"'+~xsin"-!xdx.

m+l m+l



Integrare 1'eductibUe ra integrare de functii 1'(lfionule

Ins1i.

cos"'+! x sln"-! x = cos'" x (1 - sin! x) sin"-2 x "'"' cos'" x sin"-~ x - cosw x sinll x.

1",... = __'_cOS"'+lXS\n"-lX+ n -1 1"' . 11_ 2 _ n -1 1m...
m+l m+l m+l

1m• II = -__1_ cos"'+l x sin"-l x + n - 1 1m•II-I
m+n m+n

cue eensutute tonnnJa de recureuta cantata.

Apllealii

sa se arate ca pentru orice numere naturale m ~i p avem

1) ~~ cos2MxslnIJl+1xdx=O;

2) rCOS2~-1 x sin!JI x dx = 0;

3) ~,. COS!'l4-1 x sin29+1 x dx = 0;

4) (21: cos'''' x sln211 % dx = (2m) I (2p) I •~.
)0 (m+p)Jm!pl 4"'+11

Pentru (1) avcm

11 dad. Inlocuim In ultima Integralli. pe x cu ;.-+ x obtmem

pentru (2) se preeedeaza In mod analog. Pentru (3) avem

('" \'" .Is = J COS'IM-l x sin2P-1 x dx = cos~"'-! x sin!lI-l x d (sin x)., .
un

/2 = ~~ (l--sin! x)'n-l SiU,p-1 x d(sin x) = O.

decarcce prtmtttva este un polinom numat In sinus care se anuleaad pentru 0 fi 2A'.
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pentru (4) observim lmediat ea este '*" 0, i1f.oarece functta de sub semoul integral
este pozltivli.. FoJ05im formula de rccurenta stabilltli la e}:

1 121< 2p-l
1em u' = ~ ---- 008:"'+1 z sintl'-l x + ----lam, tP-t

. ~+~ 0 ~+~

d~i

2p -1
12..",2»= -2---12"" 2P-2.

m + 2p

12m• 2J>_2= 2p-3 1
2m + 2p 2 .m, 21>-. '

J
a

",, 2p = 1.3.5 ... (2p - 1) 1
em

, ••
(2m + 2) (2m + 4) ••• (2m: + 2p)

pe 1..... 9 II obtinem de Ia punctul d)

sau

1
_ (2p-l)11 (2m)l

2.... QI-
(2m+ 2) (2m + 4) ... (2m + 2p)

2. Integrate de fonelii hiperboliee

0 = (2p) I (2m)!

(m+p)! OIl p!

11+-
erJ; + e-» t

ch x = ---- ~--
2 2

Se numese integrale de functii hiperbolice Integralele de forma

~R (sh x, ch x, e"')dx;

unde R (16, 'V, w) este 0 functde ra~ionalli. de argumentele u, e, w.

o astfel de integrala se transforma Intr-a integram de funetii rational
in argumentul t prin intermediol snbstftutlel e~= t.

Intr-adevar avem

\ "-;~ 1-+shX=--2 \=-2-'

~ dx = dt, dX=~.
1



Integrale reduetil>ile fa integrale de funct;ii rationale

tar integrala se transforma in

Observape
Integrala defU1ita

,'"' R (sh x, eh x, tf) dx.-,
Be traneforma in

77

"\""R(t-+, t++ t)~t
in '. 2 2

dac:l. numitorol lui R nu Be annleaea in intervalul inchis [In t1, In '2]'
unde In "tt=~In t2 = X 2o

E:t:emple

1) Sa se calculeze

1- [ dx
- ~chx+2shx+ 1"

Dacil. punem e'" = t obttnem

~
, dI[2d1

1~ t ' 2 2 2"1=~3t2+2t-1'
+_+ t--+ •

t t

dec!
[ dx

)chx+2shx+1

2) SA se cajeuleee

2 6 131-'[_·_In -- +C,
3 2 31+3

In (3e"'- 1)2 + c.
""'+2

1~\1 dx , a b «; O.
..0 aem., + be-"'''

Facem schilnbQl'ea de varlabUl e"'· = P, me..... dx = du &1 Integrate, derinllll. se tuns
forml in

1 = 2-,.- __t __ . ~ = .2-". __d_"__ ,

rn •.1 au +~ u rna ..1

"
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pentru ca all > 0 evem

1~ ;.nare,.Vf{ ~ m~" [aret.(,.nl- are"VH
3. Integrale de functii irationale

Be numeae integrale de funetii ira~ionale integralele al carer inte
grant contlne variabila. sub radical. Vom presenta mad JOB diverse casuri
ctnd astfe1 de integrale se rednc Ill, integrale de functdi rationale.

a) Integrale1e de forma

((oa, oa, "j
JR x-';;-, xli; "'0' x-,;; de, mj,n.,numere naturale, undeR (u ll

1£l! ,"', 'Up) este 0 funetie ralionala. de argumentele ~, 'Ill! , ••• , up, se
transformi In intflgrale de fnnelii rationale daea jaeem sabstltutia x = t',
nude r este eel mai mie multiplu eomun al numerelor fl-t, 11.2 , ••• , np '

Intr-adevar, tiaca punem x = t', obtinem
......... ..." .mp

x'"' = ttl; = t ',_. 0' xn; = t--;;; = t-",

unde 811 8 21, •• ,sp etnt nnmere naturale; cu dx = rt,-1 dt integraJa se trans
forma. in

r~R(t\ t", ... ,t'JI)t-1dt,

care este 0 integraHi. de funotic rationallt in t.
E:z:em-ple

SA Ie eajeulese

•l=r R __ dr.
~ 1 +V.x

Dad!. pnnem :r = ,I. evem dx = 413dl ~i

~ " ~ -1~ __ 4fdl=4 __ dl
1+P 1+tI

deei

~[
-1 1 < <, C1_< --+,I~P+l dI=-4aretgt+-t&--1 +41+ •

1 + P 5 3



lntegrale reductibile la integrale de funcfii rafi07Ulle 7.
iar dacli. revenim la variabila x

, ,,' ,,4 4
1 =-4aretg~ + _:cy--; - -yxu: + 4Yx+ C.

5 3

Observa~ii

1) Integrala delinitii

C" (-' m, .'J
)lII,.R x'\w"', ... ,x"P de

eu ajutorul aubatdtutiei e = "P, unde r eate eel mad mic rnulttplu comun al
numerelor ~, ns,"" nil' se transfonna. in

~
.,

r R(C" C', ... , til) {-tdt,

"

I!

2- 2-
unde ~ = Xtr , ts = XII r , daea numitorul functdei rationale R nu se anu
leaza. pe intervalul inehis [Xt, xs].

2) Daca. eel putin unul din numerele u; este par, atunci Xt l}i x 2 tre
buie sa fie positivi pentru ca valoarea integralei sa.fie reala.

b) Integral.

[R[X,(OX + b)ii, (ox + 'J';;, ...,(ox +>J:;;] de,J c;c+d c;c,+d cx+d

unde R (u, 1711 Vs, " .,v.!') este-Iunetle rationala de toate argumentele, se
transfonna In integrala de funetle rationaHi. daca Iaeem substltutla

ax+b=-r,
ex + d

"

unde r este eel mal mie multlplu eomun al nu~lor tntregi~, n2, ••• ,1lp '

Intr-adevar, en aceaata transformare avem)

r (ad - be) tr - S dt
(a _ ctr)1

iii Integrala se trenaforma in

rR[dlr-b, r ... t 8"j.r(ad-bc)r-_1dt,
) a -ctP -, , - (q-_ctr)l - ,



8. IntegTal« defhAU. Integral« nedefinit6

care eate 0 integra-J.a de functie rationala in t, deoarece Y, 8u 82 1 , •• , 81' stnt
intregi.

Integrals- definita

[" E [x, (O' + OJ';; ,...,(ax + OJ;;] dx
) ... cx+d cx+d

en ajutorul subatdtutiei ax + b = tl
, nude reate eel mai mic multiplu comun

ex + d

al numerelor n l1 n 2l . · · , n p l se transforma in

r(ad - be) I" E[dl' - h, to"~ ..•,t,pJ~dt
.1

1
a - ct' (a _ ct')'

nude
• !

t
1

= [axl + lI]', t
2

= [ax. + 11]' ,
cxt+d cx2+d

daca urmatoarele eonditdi slnt indeplinite
IX) nnmitorul Iui R nu se enuleaea pe intervalul [xl1 x!],
~) ee + d nu Be anuleaea pe intervalul [XH X\1],

y) aX+b>O dacii eel putdn unul din numerele s-, ... ,flp este par.
ex + d

(Lb a e r v a t i e
Daca c = 0, d = 1, obtdnem integralele de forma

[ m, _,

) R(x, (ax + b);;- , •.• , (ax + b);;;-) de

care, conform eelor de mai SUB, se reduo la integrale de functii rationale en
eubatitupia ax + b = t'.

Ezemplu
sa se calculeze

I = ~ V(x + :; (x 1)

Dad punem x + 1 = I', avem
%~1

fI+1 _8/s 2
%~~~. dx=~~~dl, ;t;-I=~~.deel

fI~1 {(I_1)1 fI-l

l=(2.t4~l.~dl=-4\~=_2\~d~'~. + 2 \~_
) P 2 (II ~ 1)1 fI ~ 1 tt - 1 ~ P + 1 -

1
, - ' I=2arctgl-ln -- +C

. t + 1

.~
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<10<'

•
=2aretgV~+I_1n1

1) x-I

Vi+1-t:;%i
t/x+l+t/x-l

c) Integralele de forma

I~~R(",y,,,,+b.. +c)d.. , (1)

unde R( u, ,,) este 0 fanetie rationalii. in argumentele U ljiv, se redue totdeanna
la inu,paIe de funetii rationale in modnl Ul'IDitor :

cJ Pentru a > 0 Sf! faee transformarea

Vaa:: + bm + e = Vax + t;

daca ridicam la patrat obtinem

ax:+bx + c =aw + 2 Vaxt + til

deci

" -;«
x=~, dx=

2 Ya P+ 2bt 2 fac dt
(1I-2yatf

~i

Y Y- /' c
ax: + bx + c = t + a ------=.-V- ~

II - 2 at

Yup+/II-cYi
11-2Yat

Iar Integrala se transforma in

I~2rR( P-<, V.P+bt <Vi)
) 11-2Yal b-2Yid

care este 0 integrala de tuncue rationala.

Exemplu

Sa se oalculeee ( y dx •Jx x1+x+l

Punem YXl + X + 1 = t + X, deoarece a = 1. Avem

_Ya/2 + 1/1 - Yi.lc dt
(b - 2 Yat)1

x= + x + 1 = II + x2 + 2tx, X = (1- 1. dx = 2 -(I + I - 1 dr,
1-21 (1-2t)I

1'-1 _P+l_l .
'+x=I+--= .deCI

1-2t 1~2t

l
[I

~
1 - 21 1-2/

1=2 --- -
ii-I _ti+'_l

.........."""

P+t 1 dl=2(~_InI~I+c
(1-21)1 Jp-l 1+1
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( cU =lqIY~-J:-ll+c'
J ~Yrl+~+1 I Yrl+~+1 x+l

resultat. vaIabil pentru orlce interval care nn contine originea, deoarec(radicalul este posttfv
pentru orlce e, iar numitorul se anuleaza numai tn punetul x = o.

Observape

Integrala definita.

~:: R(ro, yaros+hro+c)dw, a> 0,

eu aubetitntda Varo'J. + hro + o = Vaa: + t
se transforma intr-o integrela de funetde rationala

~: R(t) dt

unde f-t = Yaa:f + hXt+ c Vaalu ts = Vaxi + bX2 + c Vax2
'li integrala ere sene daca pe intervalul [xu x 2 ] expreaia de sub radical
este positiva, iar numitoruj functdei R(x, Vax2 + hx + c) nu ee anuleasa.

Extmplu

Integrate

[' xCx

J_2{X+l)Yx3+X+l

nn are sens, deoarece numitorul se anuleaza tn punctul~x = -1 care aparflne intervalului de
fntegrare [-2, +2}.

Da.ca. a < 0 trinomnl am! + be + c trebuie sa, aiba radacini reale
pentru ea integrals, (1) sa fie reala, deoarece, in cas contrar, trinomul
paetrlnd semnul lui a, Vax! + bx + c este totdeauna imaginar.

e,,) In ipoteza cii trinomul are radacinile reale IX, ~,

am2+bx+c=a(x-oc)(x-~), a<O,

se face transformarea

Vaa'+ba+c-Va(a a)(a ~)~t(a-a).

Avem

a (ro - M = tll(ro - oc)

,-----------~



Inte01'ale redu.ctibile la inteorale de junctii rationale

deci

a~ _ ali
x~---,

x-P
de = 2la(r=o - a) dt

(a - P)' '

V·(x rL)(X ~l ~ t(x - «} ~ t (X' - .r _ .J ~, x" -.)
a-P a_Ii

~i integrala (1) se transforms. in

(RI' a~ - ~,a(r=o- a)t).2a(~ - al t d t
) ,a-P a-(I (a_12)'

care este 0 integrala de functie rationala.

Observa~ie

Integrala definita

~::R(X, Vax2+bx+c) de, a<O

in conditiile precisate mal sus, se transforms, in

r"I R' (tl d'.s.

Integrala definita obtinuta-are sene deca urmatoarele conditdi atnt
indeplinite :

Numitorul funetiei R nu se anuleasa pe Intervalul [xIl x2 ] ·

Dam or. < ~, este neceaar ca [x.., x2 ] c [(X, ~], dcoarece numad in acest.
caz redicalul yax2 + bx + c este real (a < 0).

c3) Daea a < 0 ~i c > 0 se poate face !;Ii substltutia

Yax2+ bx + c =tx + Vii.
Extmplt
1) SA se calculeze

dx

x2+x+1

Avem a < 0, c >0, facem substttutta V x'l + x -I- 1 = t» + 1

-xli + x + 1 = 12xi -I- 21x -I- 1; x = 1 - 21, dx = 2 t
i
-1- 1 dl

1 -I- Ii (12+ 1)2

-(I + 1+1

P+'



..

:r'+X+l-1+ C
x

d'"

~
p + 1 2 «(01 - t - 1) \ dI,~ . d/=-2 __ =~2al'Ctg!+C:

_p + l + 1 (P + 1)1 • P + 1

dacA reveniJn 10 variabila ~ obunem

( dx =- 2 arc t g "'l
) y zlI+x+l

pe oric:e interval eoDtlnut In intervalul [Xl' 11 node

XI = 1 - ¥s, r,. = 1 + ¥S sint radlicinile eeuattel :r _ x-I = O.
2 2

2) SA se eateujeze \ xdx
y .r+3z 2

Numitorul are rsuaeinne x = I, x = 2, deer faeem snbstjtutta

2 - x = P (x - 1),

l'(x 1)(2 x)

x ~ _2_+_'_'. dx= -21 dt ,

l+fl (1 + P)'

Ji iDtegnla se transforma in

_\2+1~ ,1+1:.
1 + P t

__2_'_dl= -2C~dt=
(1 + /2):1 J (1 + tl)l

= _2(2(1 + (I)-P dl = _ 4 arc tg t q-\~ =
) (1 + I')! (1 + t2 )'

=-3aretgl- -'-+C.
1 + I'

Daci\ revenim Ia varlabila x avern

V
~ y=-3arclg ---

2 x-I
X' + 3x 2+ C.

rezultat wahU pentru once interval continnl In intervalul (I, 2).

3) Integrala

C x+ 1

'\Yza 51'+4

nu are lens, deoarece In intervaluI (I, 4)::> (2, 3) integraotul nu este def'wit.



IntegTale Teductibile 14 int€g1"a1e de junctii Tationa=J'~ -"

d) 8int eaeuri ctnd transformarile de mui sus se pot inlocui en altele
mai simple.

itt) Integralele de forma

~R(X, Va2-x2) d x ,

CD R (u, tl) funetie r8tionalii de u, e, se transterma tntr-o integrala
rationalii de fnnetii trigonometrice daca Iaeem suhsrlur[ia x = a sin t,

E~emplu

Sa se calculcze

transforma In

•

\
2_~ co subatitutla :t: = a sin 1, dx = a cos I dt Integrala se

~O lluZ=Xz •

,6 ~~=\6' df
.0 YaZ_a2 s11lZI .0

To

6

Am Iuat determinarea principalil a lui t = arc sin"':" Rezultatul este acelasl pentru

"
once alta determinare a funclici arc sin -=..

a

dJ Integralele de forma

~R(X, Y·xll_aZ)dx

eo substitutia I1J = a ch t se transforma in integrale de funetii rationale
In e'. -

E~emplu

sa Ie eajeuteee

[ dr

rv"'- ... ·
Avem x = (I eh I, dz = a sh t dt, dcci Integrala ee transfprm:1 In

(u5htdt r
)Yuch't rr ~dt=t+C

\

dr r y---= = arl! ch- + C = In (z+ :;r;S-o') + C.
Y:t' ~ a' If
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ds) Integralele de forma

~ tu»; V:i:2 + a2
) de

en substitutia x = a sh t se transfornu'i in integrate de funetii rationale de e',
Exemplu

Sa se calculeze ~Yx'-+ a l dx. Punem x = a sh f, dr = a eh I dt; Integrate se

transforma In

a'= _ [sh I eh f + t) + C
2

uu

(vx"+~dx=~xYal+X2+ 0

1

In(x + ¥i2 + (I') + C.J 2 2

e) Integrale blnome, 0 integraHi de forma

1=~ xm(axn+b)Pdx', (1)

CU fB, " tntregt,

unde m, n, p slnt numere rationale, a, b eenstante, se numeste 0 lnte
graiii. blaoma.

Daca jacem aubatitutda. x = t', unde s este eel mai mic multiplu
COIDun al numitcrilor lui m J;1i 'TI, obtiuem -

a;ffl = 1-"''', x" = tsn, de = 8[.-1 dt

I)i integrala: fie transforma in

s~t,m(at.., + b)l'rtdt,

adici tnte-o integrala de forma (1), unde de asta data m .,insint intregi,
deoarece 8m, 8n ~ 8 -1 stnt tntregl.

Ma.i putem presupune in (1) ca n > 0, dcoarece in caz contrar
putem acne

~ ~xm(ax~ +b)"dx =)xm+"p(a+bx-nFJdX

4i -n > 0 daca n < o. In couelusie vom consldera Integralele

I = ~xm(axn +bP'dx

n>O i}ip=.!..
r
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Matematicianul rus Cebteev a arMat (in 1853) ca 0 intcgrala binoma
se exprima en ajutorul functdilor elementare rmmai in urmatoarelo trei
eazuri :

I) p = tntreg, crud conform eclor de mad sus integrantul eate 0 func
tie rationala.--_

Il;(p= ~1 m + 1 = lntreg. In aceaata aituatie se face schimbarea
:' ..1'::. n

de vari~bE~ -' .

ax" + b =u', x = (ur; br
-,

dz ~ -'("'-=-')"an a
deci

~i

mH

I = .i:r(n_'_-_'J-.- -1 U2.-t du ;
na_J a

cum Teste Intreg, urmeaea ca daca m + 1 = intreg, functta de sub semnul
a

integral este rationala.

111) p =!!..., I!' + 1 +!!.... = intreg.
r a r

facem sehimbarea de variabila--

tn uceaeta ultima aituatie

~I/": 1~li<j
ax" + b •
_~_=U.

%"

de nude obtdnem

_(n'-a) "
W - b ' (

n ' ,- aJ-',ax" + b =ur
•

,
de = __,; (u_'_;_a) -..- -1 'U~-1 du,



ss

deci

sau

In1e{1f'ala delmita. IntegTala nedefinitd

"'+1 'l

I=-i,;~uq:'-l(U'~ar..-+r+l de

~ CURl q, r sint tntregi, urmeaea ea daea m+ 1 +.!!.... = tnteeg, functia,
" r

de sub semnul integral este rationaliL

Obs e r v a pf e

Integrala definita

[" .
.\. x"'(ax" + b)' dx..

m, on, P, q Intregi ~i n > 0 se transforma intr-o integrala de functie ratio
naJA., eu tra.nsfornu'irile de mal BUS, ¥ integrala transformata are sene daca

1) a~ + b:>0 pentru once we [,,\, x,], daca r eate par,
2) oaf' + b 7C0 pentru orice :DE [Xt, X2], dacit q c: 0,
3) O~ [Xt, XI]' d.acli, m < o.
Ba:emph

1) 51 Ie caleuleze integral.

•
( (l_z·)"i
)--;;- dx,

-ili-+l q
m = - 4, n =:1, q >= 3, r =:;1 ~ ,=--- + _ = 0 ;~ecl trebuie sii reeem snbstltu\ia

\.-.." ,
l-x!' 1 1-.!.
~ = u'. zS = 1 + ai' dx = - 2{1 + al

) II ·2ud",

W Integrala se trmtsforma In

•
1= _ r (1 + U1>=(,- _,_)1 (1 + Ul)-~ ude e, _ \~ du =

) l+u' l+uS

- -j j j On u·
du=- (ul-l)OO_ --=u---arctgu+C,

1 + u· 3



Integral.e reductibiIe fa tntegrale de fUllctii Ta~iollale

Revenind Ia vertenua x

~
( l _ xt? Vt-x:! 1 l~V'V---;; Vl-r___ dx= -,----.--. l-x--arctg---+C.

x4 x 3 x3 x

2) Sii se caleuleze
co s
j" x- Z(xl+a2)-2-.dr,

i

m = -2, n = 2,
5 m + 1 -2 + 1 5·

P = _ -, -- + p= --- --= -3 (tntreg),
2 n 2 2

(led tacem substttutla r + a' = «2; x2 = ~.
~ «'-1

a
dx = _a(uJ _ 1)-2 1.1duo u1 = VS. u2 = Y2,

s

~
Yi u. 1 (u' .j-' -"-1=- _- u' -a(u' -1) \:oudu
Y6 a~ ul - l

= -.!.. (y; (ul - If' du_

a� Jvz Ufo

1 [ 2 1 1 ]Y' 1 - - 2 ( 1 1 )=- u+---- =_(YS_¥2)+_ ----:::------=" +
a' u 3 a3 Yi a4 a' ¥S ¥Z,

1 [' ']+ 3ul 2V2 - S¥S '

A pli4:ati i
1) Integralele de lunetil trigonometrice

1 = ~ sin'" x cos" x dx, m,n lnlregi,

de transfonnl lD Integrale blnome prln substltut1a sin x = I.

Y
_ _ <It

tntr-adevlr COl % = 1 - p. da = y_ . dec!
1-P .-.

1 = ~ fh (1 _ 1")2"""" dl

fI este de tlpul II (m;1 = Intreg) dad mesteimpaqi de tipul III (m:l + ";1 "., lnlfes):

dacl m tI n slnt stmultan pari san Imparl. Dad. n este bnpar Integrala este raponllh\.
2) IntegraJele de func\ll hiperbolice

~ sh"'.1: ch- ..1: da; m.n Intregi•

• tn:iIItonDl In integrate broome eu aubstitutfa sh .1: - t.
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Avem dx= tit, ch x = VI + p. deci
Vi + P

"-1

1 = ~tm(l + t~)~- dl

adicii de ttput precedent.

§ 7. INTEGRALE OARE DEPIND DE UN PARAMETRU.
DERIVAREA SUB SEMNUL INTEGRAL

1. Treeerea 1ft limlta suh semnnl integral

Integralele de forma

l(y) = ,b !(x, !f) dx
."

eau, mal general, de forma

r~(~)

J (y) ~, f(x, y) dx
.aM

se numesc "integl'ale care depind de uu pararnetrul' ~i apar in mod curent
in eplicapii. Functia !(x, y) eete definite pe 0 multime [a, b] x Y, unde
Y eate un interval C R, l?i daca !(x, y) este integrabila peutru orice
(x, y) E [a, b]x Y, I(y) sau J(y) siut functii definite pe Y.

D efini lie. Fie !(x, y) 0 tunetie detinitA pe Xx y ~i Yo un punet
de acumulare allui Y eare peate sa apar!ina san sa nu apartina lui Y.
Fie g(a:) = lim f(x, y) pentru oriee xeX. Spunem cD. /(x, y) t i n d e

11-+11.

un i for m Pe multlmea X catre g(x) daea pentru crlee numar E > 0
existii. un numar 1](E) > 0 astfel tneft sa avem

If(m, y) - g(x) I <,
daea

oriente er Ii x E X.

Observape

Fie 1",(;1)) un llir de functdi definite pe multdmea X; dupa cum stdm,
se apune ca strul I~(x) eete uniform convergent pe X catre functda g(m),
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daca, oricare ar fi ~ > 0, crista un numar N{e:) astfel tnclt pentru
orice w > N(e:) f}i orice XEX sa. evem

If.(x) - g(x) [ < e.

Dam luam Y = {I, 2, ... }, adica multdmca. nurnerelor naturale
atunci definitia data eate echivalenta eli definitia eonvergentei unifol'm~
la l}iruri de functii.

Sintem in masura acum sa dam urmatoarea teorema care nc ilii
regula de intervertire a Qperaliei de integraTe cu Qperatia de trecere la lilllitii.

Teo r e ill a. Fie i(m, y) 0 Iunetie delinita Pl~ [a" b] x Y eontinuii
pe [a, b) orleare ar Ii yE Y. Dad exista g(x) = lim !(x, :'/1, undc Yo

y-+y.

este un punet de aeumulare al lui Y ~i dm'u i(x, y) tinde uniform ..alre
g(x) pe [a, b], atuncl

lim Ib

!(x, y) de = ,b [lim !(x, y)1 dx = 1° g(;I:') dx.
v-+v, a • a ~-tll. a

Demenstratle. Functia g(x) eate continua pe [a, b]. Intr-adevar,
daca consideram un ~ir arbitrar

Vu Y2.,···' Y"l' ,., Yn E Y,

convergent catre YOl sirul de functil

J(x, VI)' J(x, Yt),···, J(x, YlI)'···

este uniform convergent eatre J(x, Yo) ::::::: g(x) pe [a, 1.1], deci conform
unci teoreme demonstrate la siruri uniform convergente de functdi con
tinue, functda limita g(x) ~_ste 0 functde continua pe [a, b]. Fuuctta g(x)
fiind continua pe [a, b] este integrabila [a, b] ~i putem serie

Ij: fix, y) dx - I: g(x) dx I<; I: [f(x, ]/) - y(x) I d.r.

'Ifnfnd eeama dt J(x, y) tindc uniform catre g(x) pe [a, bj, deci
pentru orice numar e > 0 exista un numar lj{e) > 0 usttel tnctt sa ave

If(x, y) - g(x)[ <-' -,
b-o

daca.
IY-Yol < 1](e:)

pentru orice XE [a, b], rezulta cit

I~: !(x, y) de -~: g(x) de \ < 15:, daca Iv - Yol < "I}(e:),

deci

lim ,b !{x, y) dx = " 9(x) de = " [limf(x, V)] dx.
v ...".... .i<I ." ~-'v.

'I'eorema eate demonstrata.
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2. Derivare8 lntegralelor care d.cpind

de un parametru

IntegraJa definitii.

\

b lll )

f(x, y) de, Y E [e, d],
."(1/)

reprezintii. 0 functde F(y) pe [o, d]; sa vedem in ce conditdi F(y) este
derivabili ~i cum se calculeaza F'(y). Rezultatul este continut in
urmatoerea

Teo I' e ID a. Fie f(x, y) 0 functic continua eu derivata partiala
/;(a:, y) continua pe intervalull = [iX, ~] x [e, d]. Daea funetille a(y) §i
b(y) definite pc [e, d] au derivate continue pe [e, d], iar eurbele x=a(y),
a; = 1.1(11) se afla in I, atunei Iunetia F(y) data de

\

blWl
Ply) ~ f(x, V) de

...'v)

este dt>rivabiHi pe [e, d] ~i

P'(y) ~ ,"" af(x, y) de + b'(y) f [b(y), y] - a'(y) f [a(y), y] (1)
• ,,{,l 8y

Demonstratie. sa. notam a(y) = 4, b(y) = b, a(YQ) = ao, b(yo)= bo;
avem evident

r~ (' ,"Ply) ~ )/(x, y) dx +1.f(x, y) de - ... f(x, y) de,

F(yo) = ," f{x, Yo) de,
.-.

deci

F(z) - F(1Iol _ C"f{:J:, 11) - «=.110) de + _l_\b f(m, y) dx- _l_r l(x, y) dill.
g-flo ).. ~ g, II-g...... 11-11.)...

Sa. ne ocupem de fiecare integraJ.a. din partea a dona.
(I) Dam aplicam formula. lui Lagrange, evemfn prima integrada

f(~, 11) - f(:r:, 110) = !:(x, 1/0 + e(y _ Yo)), 0 < 8 < 1,
11- 170

deoarece f; eate continua. pe I. Functia /; fiind Qi uniform continua pe I
nrmeaza. ca. pentru orice numae e > 0 exista Yj(e) > 0 aetfel incit

I«~. 11)- f(z, u,) /;(x, Yo)I= 1/;(:lJ, Yo + 8(y - Yo)) - /;Uc, Yo) I< e
11- 11,



htegrale care depind de un paTsmetnt. Deriv4Teo sub semnul integral 93

~i, conform teoremet prece-tinde uniform oatre
dente, avem

lim ,&0 ({X, g) - f(x, yo> de = ,b"lim (x, g) (x, yo> de = ,b. a(x, y~) de.
w...w..... y-y, .... " ...11. Y-Yo .a. ay

b) In a doua integrala din partea a. doua aplicam formula mediei
pentru integrale, deci

peatru orice ly -Yol < "'(1::) ~i ortce XE [a, b], deci diferenta
({X, g) - {(x, yJ

y - g.

/;(m, Yo) cind y -e- Y01

,~,.\/(X, y) de ~ b{';:: :,.J j[b(y,) + 6(b (y) - b(y,)), y]

~i la limita obtinem

lim _,_e /(x, y) dx = b'(yo) ![b(yo), Yo];
w-+,," Y- Y,1..

deoarece b este derivabila pe [e, d], !(x, y] este continua pe [e, {j] X
X [e, d], iar YOE [e, d].

Acela~i resultat i1 obtdnem ~i pentru a treia Integrala din partea a
doua, anume

F'(y) = ~C
b

!(x, y) dx = rb
a({,X, Y) de

dY)a \ ay

numita Iji "formula de derlvare sub semnul integral".
2) Daea aplicam formula de derivate (1) integralei nedefinite

I: f(t) dt

Rezultatele obtinute sint adevarate pentru orice punct Yo (de aeu
mulare) al intervalului lc, d]. Teorema eete demonstrata.

Observatii

1) naca a ~i b stnt constante, atunci formula de derivare ia forma
aimpla

avem

"\'f(t) dt ~ fly)
dy ...

resultet obpfnut anterior.
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3. Exemple de integrate definite calculate

prin derh"a:re sub semnul integral

Prin derivare sub semnul integral se pot ealcula, integrale definite,
dupa cum se va vedee din exemplele ce urmeaza. Daca functia de sub
semnul integral nu depinde de nici un parametru, putem introduce'un
parametru, urmind ca in rezultatul final sa~l tnlaturam. -

1) S::\ derivam Integrala

\

dx 1 x
F(a) ~ --~-arctg-

• x!+u! a a

in raport eli parametrul a:

F'(a) ~!-\"~~
aa~o Xl + all

avem de aeemenea

(~arc tg-;t -..!..arc tg -=-_..!... __x_,
all. a a xi!.+a1

deci - l..;

(

I" dx ~ x 1 x---= rctg-+-·_--,
.o(x! + al ) 2 2 a 2a l all + XI

formuM. obttnute anterior Ie A, cap. I, § -5, al. 2.
2) So cunoaste

F(a,b)=(1t~_=y -=-_,a>b>O.
•\a+bcosx a2_b3

sa se deduce

In dx

, o(a + b cos X)I

Derivam in raport en a

\

" cos X dx

.o(a + IJcos X)2

, I" dxFa(a, b) = - =
.o(u+bcosxj'

deci

"'" d 3
\ x = 'rr a(a2_ bl} -7 .
.'0(a + b cos X)I
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In mod asemanator avem ~

F;(a,b)= _r" cosxdx
)0 (a + b cos X)I

deei

In cos x dx S= _1tb{all_b2) -2",
.o(a + bCOS:r)1

3) sa se calculeze

F(a) =~In (1 + a cos x) de, -1 < a < L

Derlvam in raport ell a

F'(a) = In cos X de.
01+aoos:r

Avem

f" cos X d 1 C" 1-1 +aoos:r d :n; 1 C' dx

~ol+aoosx x=-;~o 1+acosx x=-;--;:;)ol+acosx

~ daca folosim datele de Ia exercitiul precedent,

F'(a) =~_2:... 1 ,
a a VI - a2

deci

~
d" \ da 'It" 1+ yt=a"

F(a) = 1'1: - - 1'1: V = 1'1: In a + -In y
a • a 1.- a2 2 1 - 1 - a2

+0

f
I

BaU

F(a) ~ n In (1 + V1- a') + O.
Observam din enunt caP(a) = 0, prin urmare determinam constanta,

arbitrara C pun1nd aceaata conditie ; avem
o = 1'1: In 2 + C, C = - 1'1: In 2

:f~

,i

\"In (1 + a cos x)dx =.,
I

1 + VI - at= 1'1: n ,
2

4) Sa se gaaeascd legea de
Tariat;ie a sectdunti unei bare,
care, sub aetdunea unei forte F 0

/1i a greutAtii sale, safie un solid
de egala resiatenta (resletenta
in orfee eeetdune sa fie aceeasi)
(fig. 16).

Yo

F,
Fig. 16.



••

sau

na.ci y eate greutatea speeifica a materiaJului Intr-c sec'iune care
eare avem

a' n = r, + \"yn de,.,
unde a = OODst. Derivind in report eu a: obtdnem

dn
a-=yO,

dx

dO = :L.da:
n •

deci

~.

n = De e" ,

care ne di Iegea de varia~ie a seetiunii. Daca presupunem sectdunea elr
culara avem

0= 1ty2 ,

prin urmare

YO; ~.
y= -;.e .

§ 8. INTEGEAEEA SEEIILOE DE FUNO'fIL
INTEGEAEEA PEIN DEZVOLTAEE IN SERlE

1. Integr8l'ea termeD en termen
a ,iI'urilor de funetii

Teorema., FieIH I", ···,I.., ". un ,ir de functii contioue de
finite pe un intetval [a, b]. Doca ,irni (i,,) este uniform convergent Pe
[", b] mitre 0 funetle I atnnei

~ ~f.(W)dW~~: ~f.(W)]dW~~f(W)dW.

Demenstratie. Sirul (i,,) fiind uniform convergent pe [a, b] cAtre
funetda I, atunci pentm ortce numar e> 0 exista un numar N (e) astfel
incit pentru orice n> N (0:) avem

[f. ("') - f("') [ < , (1)
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oricare ar fi ZE [a, b]. Funetiile I .. ~ I fiind continue sint integrabile
deci putem serie '

II:f. ($)d$ - \. f($) d+'~:If.($) - f($) 1 ds.

Tinind seama de (1) avem ~i

l~:f,($)d$-~:f($)d$l<'(b-a), daca n>N(,),

lim ('f.($)d$~C·f($)d$'
,,-+0> )a ).

E:remplu

:;;irul de func~ii (.. (x) = ~ definit pe (0, 'It] eete unitorm convergent pe [0, 7'1:)
n

clare tuneue (x) sa O.. .
'\' 'I' t an

Avem _ cosnll:dx=-sinnx =_sln_-+U,c1ud n-+oo.
n ~ ~ 2.. .

2. Integrarea termen ell termen

a seriilor de funclii

'r e e r e mn. Fie/l+f2+ ... +1.. + ...
o serie de tunejll continue pe aeelasl interval [a, b]. Daml. seria este uniform
convergenta pe intervalul [a, b] l;li are suma t, atunel

~: f($)d$~~:fl($)d$+~: f,($)d$ + ... + ~:f. ($) d$ + •..

Demenstrarle, Avem f(x) = s.. (x) + R n (x), unde

8.($)~f,($)+f,($)+·.. +f.($)

R. ($) ~f'T,($) + f.+, ($) + ... + f.+.(m) + ...

functdile date A, 12' ... ,1.., ... ~i functda suma I fiind continue pe inter
valul [a, b] slnt integrabile pe [a, b], deci putem aerie

1>($) d$ ~ I: 8. ($) dm + I:R. (x) de

1_ ... UB8
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IR.(~)I < '.

seria data fiind lnsa. uniform convergente pe [a, b] lll'IIleaza. ca pentru

crtce num~ £ > 0 exista. un numii.r N ( e) aattel incit pentru on > N ( e]

P orice a;; [a, b] avem

deci putem aerie

'(b - 0)

san

Teorema este demonstrata,

Observa.~ii

1) 'I'eorema demonatrata eate a treia teOTMna fundamentaLl. in lega

tura. en seriile de tunctdl ~i se poate enunta, pe scurt, in modul urmator :

,,0 aerie uniform convergenta de funclii continue poate fi integrata termen

en termen" pe intervalnl de convergenta uniforrna.

2) Tot din teorema demonatrata rezulta ca., pentru eeriile uniform

convergente, operapa de surna ~.:poate fi intervertita en operataa de

iutegrare \.
3) 'feorema eerveete nu numai pentru calculul integralei definite

a unci serti de funcyii, ci rp a prim.itivelor pe oriee interval contdnut in

muljimea de convergenta unllorma a seriei considerate.

E%emple

1) Serta trlgonometrleA

((:1:)=1+ cos:!: +~+ ...+~+ .,.
11 21 111

este uniform convergent! pentru orice :a: E R, decl

~
sin :I' sin 2:1' sin lUI:

f(:I')d~- C+ =+-- +__ + •.• + __. + •••
1a ~ na
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2) Sena de functl1

1+x+x2 + ... +xn + ...

este uniform convergenU pentru once Ix I < 1 ~i are Burna _'_, deci pentru I11:) < 1
1-x

avem

\

dX XX'I .1:"--=c+-+-+ ... +_+ ... ,;", -In(1-:l:) +C'
1-x 1 2 n

pentru II: = 0, C =- C'. dec!

3. Integrana seriilor de puteri

Teo rem a. Fie f(x) = ao+ ~ x + ... + an x .. + ...
o serie de puteri en raza deeollvergentA R::::f= O.Pentru orice interval inehis
[a, b] c (-R, E), seria de puteri peate fi integrata termen ell termen ~i

Demenstratie, 0 aerie de puteri eete uniform oonvergenta pe orice
interval inchis I contdnut in Intervalul de eonvergenta ( - R, R),
deci conform teoremei precedente poate fi Integrate termen cu termen
pc 1.

AplicatU

1) Formula care ne dii perloada unel oscilalii complete de ampliLlldine tt, a unut
pendul matemeue, osci1tnd 1n vid, este

••• + 1.3.s ... (2n-1)k2"sinI*6+ •..
2.4.6 ... 2n

unde I este lungl.mea pendulului, 9 acceleratla gravita1iei, ~i kS= s!nl .::.. Se cere sa se dee
2

~-.olte T 1n serle dupA puterlle lui k. Deoarece k2 < 1, putem iolos! formula htnomulul gene
ralizat, decl ,

(1- ~ sinl 6)-2 _1 +2... kl siDle + 1.3 ~sln' e + ...
2 1.4

(1)de
kI sinll sV1
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de unde avem

Integrala definita. Integrala nedefinita

1c=sinl6 + 1.
3 k" sin4 6 + .

2.'

nu

, .. + 1.3.5 ... (.In -1) kVlsin"1 6 + ... J'6

2.4.6 ... 2ll

V' .[ JcI 1
1.31

•.4 (1.3.5 ... (:In - I) J"" + ]
T=4 ~·-1+-+--1<-+."+

'"
g 2 4 2'.41 2.4.6 ... 2n-

,2 slnVl 6 d6.. 1.3.5 ... (2n. - I) It'

2.4.6 ... 2n 2

Dad In (I) facem substitutla sin 6 = Xt ajungem la 0 integralii ellptieA

T-'V I \' dx
~ g,oV(I-xS)(l k1x")

tn general se numesc inkgr(lle eliptice, Integralele de forma

~R(X' VP(x»dx

IlDde R (at 0) este 0 Iunctie rationalii de u lji D, lar P (x) este un pollnom de gradul 3 sau 4

Prln transtcrmarl convenabUe ele se reduc 1a urmatoerete tret tipurl

eu subatrtutta sin 6 = X, ollVnem unn1i.toarele forme tngonometrtce ale integralelor

ellpUce

ae ,( Vi
Jclsln16 j

Exemple

1) SA se eetcuteee

Folosim dezvoltarea In serle de puteri

_.!.. ~ 13
(1+~) 2 =1--+---':"-:1:5- ... +(-1)"

2 2,4

1.3.5 ... (2n -1) x4"+ . __
2.3.6 ... 2n



Metode aproximatitle de integTaTe

Pentru 0 <&;;: z -<: 1, putem integra tennen ell termen

~:Y1d:~=1-2\+~::'~-... +(~l)A l'3;~4:~',:~n2n 1) '4n~1+'"

2) SA Be calcoleze ~ e- x' dz.

Folosim dezvoltarea tn sene

Zi xl xl Xl"e-z> = 1--+---+ ... + <_1)A .- + ...
11 21 31 nl

.,alabilA pentru x E R. deci

~r"'dX=C++-1~3+2~55 - ... +(-1)", nl~:+~1) +'"

pentru XE R.

§ 9. METODE APROXIMATlVE DE INTEGRARE

1. Detcrminarca granca a unci fnnetii primitive

ret

1. Prima metoda. Daca functda de integrat f (x) nu ne este datA.
prin expresia ei analitiea., ei prin graficul sau provenind de la date eape
rimentale sau de la un aperat de tcregiatcare, putem obtdne graficnl unei
primitive a funetdei f (e), (in ipoteza ca. f (x) admite primitive),

F(x) ~~: f(x) de,

care trece prm punctul (a,O) in modul urmator. Fie y = f (e) graficul
dat (fig. 17); determlnam prin puncta l;i tangente graficul primitivei

y ~ \" f(x) de
."

care trece prin punctul (u, 0), tdntnd seama. ca.
1) pentru x = 0, y = 0 ;
2) in punctele x pentrucare f(x) = 0, funejia y =F(x) are un

extremum, tangenta Ia graficullui F (x) fiind pa.raJ.eIa. cu axa Ox;
3) ordonete rntr-un punet b, 'Db = f (b), represfnta panta tangentei

1& enrba y = F (x) in punetul de abscisi b;
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4) ordonata fib = F (b) se obtdne evaluind aria. (en aemnul ei) CU·
prinsi fntre curbe 'U = f (x), axa 0(1) l}i peralele la eae Oy in punctele ,t
W = f!, a; = b (se lucreaza pe hirtie milimetrlca).

In modul aeesta putem avee oriette puncte dorim ale curbed Inte
graJ.e y=Jj' (ro), precum l}i tangentele Ia curbs. integraIa in punctele obtinute.

Pe figura 17 se pot urmari etapele de mal sus. In punetul B (~, 0),
f(~) = 0, deci in punctul B1 (Xl,F (\l1.», F(:x) are un extremum, anume
un maxim, deoareee f (a;) trece de la valori positive In. valori negative.

"

Fig. 17

In punctul 01 (x2, 0) primitdva taie axa Ox, deoarece aria cuprinea
fntre paralelele x = a, x = xsFP- curba y = f (x) situata. deaaupra axel 0$
eete egaL\ en aria cuprlnaa intre paealelele a; = 0, e = wll ~i curba
y = f (al) situatlt sub axa Om.

In fine, punctele 1;care sint puncte de extremum pentru y = f (xh
deci f' (0) ~ 0, f" '" * 0 slut puncte (" F WJ de inflexiune pentru
primitiva jJ ~ F (z), deoareee f'm = F" (,) ~ 0 Ii F'" m* o.

ll. Metoda a Mua. a) .A.ceasta metodA ee bazeaza. pe conatrucpia
primitivelor functdei in trepte : _

{

Yo , 0 ,;;z<z,

j{x) = Y~.' -. ~~:~2

Y..-u xn- l -< a:4 $n,.
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\

iar curba integraI.a.eare treee prin punctul (0, 0) este 0 linie poligonaIa
care are ecuatda

YofC, 0 « x <:Xl

Yl[J; + :11. (Yo - VI)' :11. <: x <:Xli

+ X,._l (Y,,-ll-YII-l)'

X,.~l <: X <:XII'
deci

F(w) ~ " !(w) dw, WE [0, w.] ..,
Grefic, pentru determinarea panted primitivei F (x) in intervalul

(~,_ $1:+1), se uneste punctul P (-1, 0) eu punotul (0, Yk)' In orlce punet

u

Fig. 18

1; E [0, w..], ordonata F (~) a liniei poligonale ne da (Ia ecara adoptata)
aria ma.-rginita. de functda in trepte, axa Ox, dreptele x = 0 ~i x = ~
(fig. 18).

b) Fie acum 0 functie f (x) citreia voim sa-i gaaim grafic 0 primitivi

F(w) ~ \' f(w) de,,.
care treoe prin punctul (a, 0). vom. reprezenta grafic enrba Y = f (x)
intr-un interval [", b], impartim intervalul Ie, b] in n- subintervale en
punctele de diviziune
(d) " = ll:o < WI < Xli < ... < ll:.._l < ll:.. = b
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viin fiecB.re subinterval (x.t, (Vt+1) inlocnim fnDctia en drea.pta. 1/ = f (;.1;)
&Stfel melt sA avem

C·H.
).. !(m)dm,;,,(m,.,-m.)!t'.) (1)

(punetul ~II ee detel'lllinA. grafic, deci relatda (1) este aproxima.tiva). In
modul aeesta am aprox..imatpej(x) in [a, b] en ofuncpe In trepte (fig. 19),

M

Fig. 19

iar primitiva cintata. en 0 linie poligonala, construita cum s-a arM.at
mal sus.

c) Fie un ~ de dlvisiuni

d"Cdzcd3C '" Cd,.C ...

astfel fncit v (d,,)-7 0 cind n-+ 00..; se poate arata di. ~irnl de primitive
conatrnite a~ cum s-a al'atat mai sus,

PI (x), F 2 (x), ••• , E.. (x), •••

definite pe intervelul [a, b], converge uniform catre primitive F (x)

F(x) = ,'" f(x) de, WE [a, bJ.
• 0

2. Caleulul. en aproximatie 01 int..gralelor definite

Metodele aproximative de calcul all' fntegralei definite au ca prfn
cipiu fnloeuiree eurbet y = f (x) in intervalul de tntegrare [a, b] en 0

Clll'ba mal simplli. y == 9 (xh deci

~:!(m) de "'» (m) de,
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unde cnrba y = g(x) este 0 Iunctae in ecera, 0 linie poligonala (metoda.
trapezelor, metoda. tangentelor), un lant> de parabole (metoda lui Simpson)
san polinomul de interpolate al lui Lagrange.

3. Metoda dreptuughiurilor

Fie y = f(x) functia de integrat, [a, b] intervalul de integrare ~i

(d) a = Xo < Xl < $2 < ... < (1)',,-1 < X" = b

o diviziune pe care 0 luam en toate subfntervelele"egale, deci

b-a
XI;+l -XI; =--.

n

Metoda. dreptungbiurilor eonata in a aproxima integrala definit

9'

en 0 snma. Riemann G",
annme ae in pentru pnnctul
l;J: tn intervalul (xt , xt +1)
pnnetnl x" (san Xk+l)' Avero
deci ca valoare aproxima
tiva. fie

[",D.~~ [f(a) +
n

+!(a"J+!(x,) +
+ ... +!(x._,)], (1)

fie

Fig. 20

=~ [fIx,) +!(x,) +
n

+ ... + !(x_,) +! (b)] (1')

iji oricare din aceate dona.
formuleeste formula. drept
ungbinrilor. FIg. 21
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Din~e 20 l}i 21 ae vede ca metoda consta. in a. ee tnloeul areul

de """bl> y = f (~) en 0 funelie in trepte.

o b Berv a.~ i e.
Daci func1iia. /(0;) este creseatoare in intervalul [a, b], atunci D.

aprorlmeaza. pe I prin lipsa, iar D; prin escee.

Bl'OfJUQ. tn metoda dreplunghlurilor. DacA StJ(f), Sd (f) stnt sumele lui Darboux, relative

la diviziunea eonsideratA

atuncl

0_1

S<J if) = ~ (x.l:+1 - :J:.l;)Ml;.
J:=O

H

lid (f) = ~ (Xk+l - x.,) ffik.,-,

urmeeza cl

neegautate adeviiratii p pentru D,j fit de unde rezultl cii eroareo: In metoda dreptunghiurilor

esze datd tU difuenla ,ameror lui Darboux.

Teo rem li.. DaeA lonella f este derivabilill, en derlvata t' mArgiotta in [a, b]. atunel

I~>(X) dz _ Ddm! <:A.(b ~ a)i

A = sup \(,(x)l ...,,:;;~~
Demonstratle. Avem

0-'
Setif) - sd (() = ~ (MI; -1Ilk) (X.l:+1 - %.1;).

J.:~O

Ml; -'m" = f(~r- f(~') = (1;; - ~')f'(~k);

deoareee f este continua pe [a, bl dect ~l pc [Zi. xk+tl. urmeaza ca f t~i attnge margtntte pe

IX/I:. Xi'+tl. anurne In punctete ;;, !;~'. Avem

0-1

-c 'E I~- ;;']·lXHt- xl:l·lr(~)l

'-'
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b-a
:tkH - xli =-

n

,

~i I t' (~k) I< A, deducem

l Sd (D - S<I <O) < An.~.~=A' (b - a)~.
n n n

'reorema este demonstratil. Teorema serveste pentru stabfltrea nurruirului n pentru ea
ercarea comisli sa fie interloara nnni numdr dat.

Exemplu
Ne prcpunem sil. determinli.m numarul n astfet tnctt integrala definitii

,1 x. dx
.,

Ii. fie aproximatil prio metoda dreptunghinrilor cu dona zeclmale exaete. Eroarea trehule sa fie
inferioara lui 10-2, Avem t f' (x) \ < 6.xE [0, 11. numarul tntreg n satisface neegalitatea

~< 10-2 san n >- 6·10~ = 600,
n

decl numdrul diviziunilor trebuie sa fie eel puun egat en 600.
Acest esemptu arata ca metoda dl'eptnnghlurllor nu ne dli. In general 0 bunil. aproxtmare

R integralei definite considerate dectt daca panta curbel este mica ~l dad intervalnl de Inte-

grare este suIicient de mic. In adevar, pe intervalul [0, 1
10]

obt inem

~.o,Ot <to- 2, deci n>6.
n

4. Metoda trapezelor

Metoda trapezelor eonsta in a aproxlma integrala definita.

I~\' f(x)d$
."

prin semiaume valorilor Dt}. (f) ~i D; (1) calculate la alineatul preeed
en

]a metoda dreptunghiurilor, anume

I"" a,(f) ~+[D,(f) +D;(f)] ~ b ;"a [f(a) +2f($,) +

... + 2f(x._,) + f(b)].
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Be observa cil, din punet de vedere geometric, metoda consta. in
e aproxiJna. curbs. Y = f (x), a -< e -< b, prin ltnia poligonala care trece
prin punctele (o,j(o), ("",j(",,)),."", (b,j(b)), (fig. 22), adica in fiecare
intervaJ [mk , Q::k+tl S8 aproximeaza arcul de curba MkMk+l en coarda
M,tMt+u aria. patrulaterulul mixtiliniu, PkMkMHIPk+ll inlocnindu-se
en aria tropezuZui PkMl;MI:+1P ,,+1 '

Eroa:rea in metoda trapeze!or este dati de nemateerea

Teo rem A. Dad Junella f
.re derlvata lie ordimd dol t", Inte
grabill pe IJltervalul (a, bJ, atUDet

nude B = sup If" (z)].
".;;:"'%~

1\
' I ('-a)'f(x)dz - C,M) .<:: B· ---,
.. '\ 12nl

8

b
DeJIIODstra11e. Pentru un In,

tervar oarecare (ll, ~ I C [a. bJ. dife
renta dintre aria trapeaulut a.MN f3,
~i arla patrulateruhtl mixtiliniu llMN~
este datll. de

A = (f3, _ a:/(13); ((oc) = ,13 f(x) dz •

."

Fig. 22

• x,

I

o

tar daca folosiru formula lui Taylor ell restut sub forma Integrala (A, cap. I, § 4, al. 2),

B_" \'f(~)=I{O:)+~f'(oc)+ (~- :r) t: (:r)d:r.

'"••em

+ ~ - oc \~ ([3~ x)["(:r)d:r,

21 "

tI dacli ttnem seama ~i de formula (3) (A. cap. I,
14. Ill. 2)

r (:r)dx=([3-«)f(oc)+ ([3-oc)~f'(oc)+
).. 21

+ ..!:-(~ ([3 - X)2 f"(r) dx
21)cr.

prln ecadere obttnem

(~-oc) (~) + f(oc)
2

(~- oc)f(oc)+ (~ - oc)= f' (oc) +
21

« a
Fig. 23

~-"~' '\'A ~ -2- ([3 - x) [" [z] dx --

" 2 "

(~- xff"(x)dx.
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i r'!J. =_, (x~ ct)(~ ~ x)f" (x) d%
2 ••

1

[' \ B('-.?
B JII (x - ox)(~ - ox - x + a)dx <--'-2-'

109

1·

Eroarea provenind din metoda trapezelor este datA de

I
(~ f(x)dx- "t1 (XJ:H _ xlJ·f(XI;) + f(Xk+t) 1<
Jo ~=O 2

Teorema este demnnstreta.
Exemplu
Sa se determine n sstret lnelt integrala definiti

~: x'dx

sa fie aproxlmata prin metoda trapezelor ell dona zecimale exactc.
Avem t" (x) = 30 x", If" (x) I < 30, x E [0, I}. deci numarul n saustece neegalitatea

~<....!...., deundcn?>i'250=16.
12·n2 100

Comparlnd rezultatul obtinut ell reznltatul de la metoda dreptungbiurilor, deducem cA
metoda trapezelor ne dii 0 aproximare mai bunfl ,

5. Metoda tangentelor

In aceseta metoda se aproximeaza pe fiecare subinterval [al'lf, d"J;+l]

arcnl de curba Y = f (xl eu
tangenta la curba. Anmne se
ia nnmaml diviziunilor par
(n = 2m) ~i ae duce tangents,
la curba in punctele de 30bscisa
Xlli:+l J tangenta pe care 0 mar
ginim 130 dreptele paralele eu
exe Oy duse prin punetele
(xu, 0) ~i (mSk +U 0) astfelincit
aria trapesulut mixtiliniu (fig.
24) (w:atPZI: P2k+ll mllt H ) eate a Q z. Z,h, '>:,l.: b
eproxlmata cu aria trapezului Fig. 24
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(Zit P~t P~t+! (C21+1l) datlt de

b2~a(f(X2~)+f(X2l:+2» = b:a!(Xllk+l);

d8cli. rasemem toate aceste azii element-are obtdnem

Co /(z)dz",T, ~~(f(",)+/(z,) + ... +/(z.._,)).
). m

8. Metoda lui Simpson

In metoda. lui Simpson se ia. 0 medie ponderata a valorilor aproxi
mative obpinute prin metodele trapezelor ¢ tangentelor, anume

B(j= 2Cd+ T",
3

MU, folosind expreeiile lui 0 d I}i Td' en numarul de diviziuni par n = 2m,
obj;inem

S, ~~ Ural + 4/(",) + 2/(z,) + 4/(z,) + ... + 2/ (z"",-,) +
6m

+ 4/("".-,) + / (b)],

numita formula de aproximare a lui Simpson.
In metoda lui Simpson ae aproxi

mea,za curba in intervalul [lVllk, IVl\k ,.11]

printr-un arc de parabola y = AXil +
+ Bx + C care trece prin punetele de
abscise ""Ilk' Wllhl ~i X2i'+llo Intr-adevar,
aria marginita...de parabola (fig. 25)

y ~ 9 (z) '" Az' + Be + C

~ .zn",Z1hl':------~ care trece prin punetele de abscise IX,IX + ~ •
2

Fig. 25 ~ eete data, conform formnlei celor trei
nivele (A, cap. I, § 3, al. 3), de

~~ "[ g(.) + 4g("~ ~) + g(~) ]
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b
6
:,a[f(aJ2k ) +4 f(aJ2J:+1) +f(aJ lk+2 ) ]

Ii tnsumfnd relativ la k = O~ 1, 2, ... , mobtdnem formula lui Simpson.
Eroarea In metoda de aproximare a lJli Simpson estedata de. urmdtoarea

Teo rem ii.. DaeA funetta (are derivata de ordluul palm eontlnuli pe [e, b]. atune;

I\
6 (x) dx _ Sd. if) 1< ,A. (b - a)$ •
.. 2880mf.

1Dlde A = sup (''''(x), lar Sd. if) este valoarea .proxlmatii. de formula Inl Slmpll(lD•
..",,,,,,,6

DemoDlitratle. 511. consideriim dona Intervale ecnsecuuve de lungime h, (e - h, x),
(x. :t + h) ,I sA evatuam eroarea facotA folosind formula lui Simpson pentru aproximarea
integralei definite

~
"A

P(x+h) - P(x- h) = ((x) de,
.-A

unde am notat co P (x) 0 primitivA (necunoscuta) a lui (x).
unneaen e1l. avem, folosind formula lui Simpson sau formula celor trei nlvele,

S = ~ Ir(x - h) + 4(x) + rex+ h)l
3

P (h) =P(x + h) _ F(x-h) -!!... [((x - h) + 4((x) + (x +-hl!3 .

este eroarea eomtsa, Dati denvam pe p tn raport eu h ~i tlnem seamil ea F (x) este a prfmttlva
a lui (x), avem

p'(h) = (x + h) + f(x - h) - 2-(X - h) - ~(x) _.!:-(x + h)-
3 3 3

_l!:.- J('(x + h) - ('(x - h)J,
3

-.!!..""(X + h) + ("(x - h)l
3

p'" (h) = - l!:.- [('''(x + h) - i" (z - h)}.
3
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sa apliciiDl lui p" (h) formula erestertlor finite

p"'(h)= -.!h!(''''(f,). (x-h< f,< x+h),
3

sllntegrli.m eenseeuuv de trei ori de Ia 0 la h, apliclnd In prealabil formula medici generattzate

~:f(%),(:r;)d%= f(f,)~ 9 (x) de, (g(x) >0),

,I iii ttnem seamil. eli. p (0) = p" (0) = p" (0) = 0; avem

p"Ch) =~ p'''(h)dh= - +~ h'f""(f,)dh= -f (""(1;1) \ hldA =

= _~h3f""(f,1)'•
P'(h)=~: p"(h)dh=:- ~\h hBf""(f,Jdh= _~f",,(~)\h h3dh=

u 9,

= _..!...k' t''" (;;.)
18

,I In mod analog

P Ch) = - ~Jff""(6), 1;,1;1> 1;.. 6E(x - h. x + h).
90

Sa Iecem acum suma aeestcr ercrf, pentru eete 2m intervale egate In care impiiqim Inter;
valul la, bl; obpnem astfel eroarea tablii

cu

a + (p - 1) h < 6p < a + (p + 1) h.

Functla f"" (x) tHud continua, urrueaza cl putem scrle

(""0;), «< 1;< b,
m

decicu b-a
h =~ eroarea totau calli data de

E(A) = _!!. mf""(f,) = _ (b - a)S f""(f,)
90 2880 ml

~i ate semn contra- en ("n (1;;). Deoareee derivata de ordinul patru este miirginit:i. In [a, bJ.
11"" (x) 1.< A, x E [c, b] obttnem

I~' I (b - uj'(x)dx -: Sa(f) <----A_
a 2880m' .
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Teorema este demcnstrata.

11'

Exemplu

Sa se determine n asUel tnelt Integrala definitii

\1 Xl dx
.0

sa fie aproximatii en formula lui Simpson ell doua zecimale exacte.
Avem t'" (x) = 6·5·4·3·x!, dec! I F'" (xli <360. J:E. [0, IJ ~i uumarut n sausrece

neegalttatea

__16_ .360 '" _ ,sann >:)18 000 "'" 12.
2 880 n l tOO

Comparlnd rnetodele - a dreptunghlutilcr, trapeselcr ~i Simpson - , rezultii. ci me
toda lui Simpson, pentru acetast numar II de subtntervate, dii. aproximarea cea mal burui san,
ercarea admislbil1i.fiind tmpusa, metoda lui Simpson cere cere mai puttne calcule pentru epro
xjmarea integrate! definite, deoarece numarut n pentm aceesta metoda este eel mal rmc.

7. Aproximarea prin interpolare

Sit presupunem intervalul de Integrare [a, b] impartit in n subin
tervale ooreoare prin punctele

a = X o < Xl < x2 < ... < X,,_l < tV" = b~

in care functds, f (x) ia valorile

f(a), f(x,), .. . ,f(x.-,), fib).

In aceasta metoda, functla de integrat f (x) se aproximeaza. en
polinomul L" de interpolate al lui Lagrange care trece prin cele 'It + 1
punete

(xo, f (xl))) j (Xl' f (Xl)) j ••• ; (b, f (b))

a carul expreaie este

L. ~ X.,j(xo) + XJ(x,) + ... + X.f(x,,)

eu

I" = ~1_·_.', fer - xn)(X - Xl)" (x - x n)

X - Xk (x" - Xo) «, - Xl) ... (Xk - x ..)

Daca inlocuim pe f(x) in ~:f(X) de ell L,.(x) obtdnem

l "8_c.lW

to»
(xl: - xJ ... (XI;

Xn) (x Xl) ••• (x - x,,) d:l'. "
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Ii am redus aatfel caleulul integralei definite ): f (x) dx la integraaea

nnor polinoame. Putem sa simplifieam ~ mai mult rezultatul, annme Sa
facem 0 schimbare de variabila aetdel iDcit integralele obtdnute sa nu

depinda. Dici de punetele de diviziune Xu, :11., •.• , Xu ~i nioi de intervalul

[a, b]. Sa punem ill = a + t (b - a), deci dx = (b-a) dt ~i

:110 = a + to (b - a), lJ\ = a + 'tt(b-a), ... , x.. = a + i, (b-a);

vom avee
o = to < "tt < ... < t .._1 < t" = l.

Avem de aeemenee

x ---: XI: = (b - a) (t - it), Xl - X t = (b - a) (to - t/:),

Mdel meit integ:raJa I devine

1= t Y. (' T.(t)dt

1:_0 ""

unde

Y.

T. (t) = (t - to) (t - t,) ... (t - t._,) (t - t,.,) ... (t - t.),

T I: (t) Dind polinoame de grad n in t. Pentru diverse valori ale lui n a-au

caJcnla.t integralele

~: PI: (t) dt = T~

oi coeficlentii

(b - a) ~ A,! (x,).
k~"



Capitalul II

EXTINDEREA NOTIUNII DE INTEGRALA DEFINITA

§ 1. INTEGRALE cu LIMITELE DE INTEGRARE INFINITE

1. Integrale eonvergente. Integrale divergente

In defini~ia data integralei definite

»(X)dX

am presupus ca Iimitele a ~ b siut finite, iar rnnctda f (x) este miirginita.
pe [/I, b]. Btnt cazurt cind putem de un sens notdunii de Jntegrala deflnita,
deei amtndoua san nnmai una din aceate conditdi nn sint indeplinite.

Vom considera in aceet paragraf situatia cfnd unul san amtndoua
nnrnerele a ~:i b sint infinite.

Vom avea, asadar, cazurile

~~ f(x)dx, )·_.!(X)dX, [fIX) dx

iji cum toate se pot reduce en u~urinta la primul, in ceJe ce urmeaee
vom studia integrala sea, mai bine sis, simbolul

I ~)~ f(x)dx.

De fin i tie. Ftc f 0 Iunetle definita pe [a, + 00), integrabiUi pe
[a, A] pentru oriee A > a j dad_ limita

lim [" f (x) de
AO+oo J"

exista ~i esfe finita, vom spune en integrala

)~ fIx) dx
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\- f (x) dx,
."

are sens'sa. co este eOU\Tergento, §i 0 vem nota

\~f(x) de ~ l':::\:f(X)dX.

o integralo care nu este convergentii se spune co este dhrergento san
cii na are sens,

Observape

Integrum

daea eete convergenta, represinta aria unui domeniu plan (fig. 26)

Fig. 26

domeniu care are irisa puncte la infinrt.

Exemp'./e

1) ss se calculeze

aratlndn~se mai tntU ci are seas. Avem pentru A > 1

,..t e-".dx = _ e-« I""" = 1 - e- A•

." "
s

Fig. 27
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Jnsa:.:""(1 - e-A ) = 1, deci integral.R are sens ~i vajoarea ei este 1. Din punet de vedere .ge.

metric. eeest rezultat areta ca aria cuprinsli mtre gratteul expcnenttalet e-> (fig. 27) ~i ax
Ox (x:> 0) este fmit1i. ~i are valoarea 1.

2) Sa se calculeze

I"" x dx

~l Vi + x2 •

Avem

C
A

yXdX =Yl+zS[A =Yl+AI-V2,
)1 1+.r2 1

Ins.li. Ibn [VI + A2 - Y2] = 00, deci integrala este divergentii.; nn are sens.
A..w

3) Integrala

,""COSXdX..
un are sens. tntr-adevlif

~: cos x de = SiR xl: = sin A

,I lim sin A DU existll.
A..w

2. Transformarea unci integrale

en limite infinite intr·o serie numericS.
Critel'ii de eonvergenti

o integrala cn limite infinite poate fi transformata eu u~nrinfa

intr-o aerie numerice. Intr-adevar putem scrie

C. I·H 10+' \.HH).f(x)dx~ •• f(x)dx+ ••"f(x)dx+ ... +.+o f(x)dx+ ••.

f}i Mea punem

r.
+oH

u.~ f(x)dx
".

atunci evem

I
w \

f(x)dx~u,+u,+ ... +u.+ ..... (1

Oonvergente integralei Cf (m) de poate fi aeadar reduaa la conver-
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~

genlia serlei ~ 11... Pentru Berti nuroerice avem urmatorul c r i t e r i u
•gefteraZ:Z lui Oauchy:

Sma 1: 'U. este oontlef'gentit dacd pentru orice numar £: > 0 ewiBid
•un. numllT N (e:) astfel ~nclt pentru oriee w > N ( It) §i once p >- 1 sa atlem

1'".+1 + 'U"+2 + ... + Un+pl < e

(vol. I, B, cap. I, § 7, aJ. 2).
Transpunind acest rezultat la seria (1) urmeaza ca.

insA. on rp. P stnt arbitrare, deci numerele M ~i 11'

M=a+n+l, N=a+n+p+l
sint arbiteare. Putem deci enunta unnatoml

Criteriu de e u n v e r g e n t av Integrala

\~ f(x) de
.'

este eenvergenta, daeii pentru erlee numitr E > 0 exlsta un numar L > II
asttel tnett eeleare ar Il numerele M > L, N > L sa avem

Observat i i

1) Criteriul de convergenta pentru integrale en limite infinite enuntet
corespunde criteriului general al lui Oauchy pentru serti.

2) Oonditda din teorema este ecbfvalenta ell

lim IN f (x) de = o,
M-+,., At
N~~

At ~i N tinzind spre infinit independent unul de celalalt.
3) Integrala

I:J(X) dx ~ I'J (x) de + ~: f (x) dx~ l",f( - x) dx + \~ f(x) da

ae studiaza in mod asemanator. Daca conditdile din criteriul de mal sus
nu sint tndcplinite, se poate tnttmpla ca Iimlta

lim (N f (ie) de
N-+,., .'_N
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.\

sa. exiBte ~i sa. fie finitA.. Aeeasta. limiti se anmeete 'Valoarea principa14

a integralei Col (w) dw I}i Be spune ea. integra1a. este couvergenta "in sensul

de valoare principaIa".
4) 0 integrali. nu ae transforma in mod unie intr-o aerie. !ntr.adevir,

putem serie ~i

r~ CO I'"). f(w) dw~ )/(W) dw+ .• f(w) dw+

r6
+2 16+..+1

+, f(w)dw+ ... + f(w)dw+
.6+1 .•6+R

E~emple

l
~ d'

1) Integrala --;i • (a> 0)
. 1I:r ,.

em eonvergentd dad. ox> 1 ,I dtvergenta daeli. ox <.1.
Avem

C' ~ =~'~[_' '_] ....... 0, AJ ....... oo, N_oo,
JM X" 1-(1; N"-1 M"'-l

daea at> 1.

~
~ d, N

Pentru ::t.~ 1. ~ dx = lim In ~ = + 00, divergenta.
II x ....-+00 a

Pentru IX <:1. (""~ dx = .lim -'- x-"'+l IN = + 00. d.iverge~ti1.
J" x" N-+"" I-at 0

2) ss sc calculexe

Avem \+0 _d_,_ = lim eN _d_'_ + lim r _d_'_ ~
_00 I + x! 1'lc-+"".\ I -i- x" M-+«>J_MI + Xi

=limarctgN-limarctg(-M)=~+~=1'1".
N-+a> M-+oo 2 2

Transformarea integralelor en limite infinite in serii nnmeriee
permite sa. Ie studiem folosind reznltatele de la seriile numerice. Sa obser
vam insa ca., dacA! (x) pastreaza un semn constant pe intervalul de inte
grare [a, +00), atunei aeria:coreapunaatoere eate 0 eerie cu termeni
positivi, iar daea. functia. f (w)sehimba. sernnul de 0 infinitate de ori in
intervalul de integrare [a, +00), atunci integralei ii coreapunde 0 aerie
alterna.ta. Avem decide considerat aceete doua.lalterna.tive aeparat,



120 Ertinderea fI01iti'nii deintegT4lii dejinitd

3.F'Dnctfa. de sub semnnJ'iDtegral ....
pistteazl·-unsemn eonstatit pC la, + (0)

,sa. 'presnpunem f(x) >- 0, XE [a,' +oo),avem

~! (m) de ~ ", + ". + ... + ". + ...
en

~
.+.+>

u. ~ !(m) dm;;' O.
0+.

Criteriile de comparatie de la serille en termeni positivi (vol. I, B,
cap. I, § 7, aI. 3) ne dau :

a) Dam !(x):;::"g(w»o, $ [a,:oo), ~i d.aca integrala

~~!(X)dm

este cenvergenta, etcnci ~ integrala

,"g(X)dX..
este oonvergenta..

b) Daca 9 (x) >- f (:n) >- 0, XE [a, 00), iP daca. integrela

~!(m)dx

eate divergenta, atunci §i integrala ,

~:g (m) dm

eete divergenta.
c) Daca f (x) >- 0, 9 (x) >- 0, XE [a, (0), ~ daea. integraJele

\."!(X)dX, ~:g(X)dX

sint convergente," ,l}i Integrate

t [A,j (x) +A,g (x)] de

este convergenta, oricere ar fi nnmerele Al ei ..42'

D conditie neceeara de convergenta pentru aeril este ell. lJirul tee
menilor seriei Bi fie convergent cii.tre zero, de unde rezultaci 0 conditie
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necesara ca integrala \""1 (x) de sa fie convergenta este ca
,0

lim j(x) ~ o.

Oondipia eate numad neeesara, deoarece, dupa cum am vasut,

\

"' -dX . 0<a.<1, a>O
o ""

eate divergenta, deei lim~ = 0 daca 0 < a.< 1. 0 conditie 8uficient_-+_ XI'

fk OO1tflffrgen'l't este data. de urmatoarea
Teo r e rna. Fie 1(x) 0 Iunetie definita pe imervalul [a, 00)

a> 0 §i f(x) > 0, me [a, 00). Dad

lim'" j (x) ~ A (finit) (1
.~~

pentru a.> 1, atunei integrala

este eonvergentii.
Daea a.< 1 ~i .A ~ 0, integrala este divergenta.
Bemenstratie, Daca condltia (1) eate tndepllnita, exiata. nn num

JC> 0 aatfel tncft pentm orice WE [a, 00) sa avem

j(x) <11!-.
X o

11 < 1,

\
~ \- dx M 1j(x)dx<M -~-.-<+=,

3:" a - 1 0,,-1
." ."

Dacainsa 11-< 1 Iili .A =i= 0, atnnci exist-a. un numar M' > 0 astfe
meit sa avem

Teorema eate demonstrata.

a<1,M'
j(x) >~'

\
~ \~ Oxj(x) dx> M' --; ~ + cc ,
o • X

deer
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Aplic al ii
t) Integralele de forma

~ p (x) ~-A'" de,

unde P (x) este un pollnom de x, slnt ecnvergente.
Intr-adevik, orlcare ar Ii gradul polinomului P (x), avem

lim ~P(x)~-),'" = O. « > 1-
H_

2) Integralele de nmctlt rationale

In care Q (x) nu are radilcini 1n Intervalul [12,00 ). iar gradul numttorujut este mat-mare en eel
pupn doua unitatl declt gradul numaratorutcr, au totdeauna sens, decareee

lim X" P (x) = A (flnit),
"'-+00 Q (x)

dad 1 < e-c a
Exemple

1) Sa se catculeee ~~ x e-e dz. Avera, tutegrtnd prln parti,

2) Sit se calculeze \"" ~. Numitorul nu se anureaea pe (- 00, + (0) ~i gradul
-a<> (1 + xl)ll

numitoruIui depJ1~~te eu patru unitAll gradul D!!miiratorului, decl tntegrata arc sena. Avern

\

- dx [' Xl]-
_..,(1 + X2)2 = :;-. 1 + r + "2 arc tg x -<;I'J 2

3) Un conductor traversat de nn eurent electric de intensitate I este tndoil In forma de
cere de raUl. a. $tiind eli. forta exercitatJi de eurentul electric dupa 0 dreaptd perpendteurara
pe planul eereutut, asupra unut pol magnetic, ega! en unltetea, situat Ia dtstantc x de centrul
eereulul este

,
2lt 1 02 (a' + x3) - 2" ,

sa se gaseasea Iucruj meeanic etectuat, aduclnd un pol magnetic egal cu unltatea, de Ill.
lnfinit plna to centrul ceeeutut, pc dreapta deCinlta mal sus.

Lucrul meeantc este egal eu
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dec! T = 2ltl.
\

- dz '\" t___ =_ aeos6d6=-,
o (xli + as)"" a"- ~O as

lntegrala are seas, cecereee gradul numitorulul rnteeee eu tret unitiiti lIfadul numaratorutut.
AVenI, co ~=atg6.

4. Criteriul integral al lui Cauchy

Urmatoarea teorema stablleste 0 legatura strinsa intre integralele
cu limite infinite ~i aerie numerica ce poate fi eonsteutte (in ajutorul
fnnctdei de sub semnul integral:

~__ Criteriul integral a I l u i Cauchy. Fiej(x)ofunetifl

continua, pozitiva., deseeescateare pe [1,00) §i !~n;, f(x) = O. Integrale

\~f(X)dX

este eonvergenta sau divergenta dupa cum serla

f(l) +f(2) + ... +f(~) + ... :;2"0;
este eonvergeuta san divergenta §i reclpree.

Ijemenstratle, Avern

~- \"~' ~.,f(x)dx ~ f(x)dx + f(x)dx+ ... + f(x)dx+ ...
1 .1 2

ro
"Daca punem u.. =, j (x) de urmeaza ea

,0

(1)

(2)

~~j(X)dX=U1+U2+ ... +u.. +...
Functda j (x) fiind continua putem aplica formula medici, deci

'U" = ~:+:f(X) de =f(~n)' n < ~.. < n + 1;

func~ia j (a::) fiind deecrescetoare avem

f(n) >f('.l >f(n + 1),
prin urm;u:e : '"' '"
~ ~·-a) Daca seria en termeni pozltivt L. v.. = :E f(n) este eonvergenta,, , ,

din
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~t~ ~ ~ s'eria cu termenl :p~zitivi ~ u,. este convergenta, deci inte-
i

graJa (1) este conve~genta.

b) Daca aeria 'E '1)" este divergenta, din
r

•resulta eli l}i seria ~ 1£", este divergenta.,
"c) Daca eerie ~ it,. este ocnvergeuta, din,

rezulta eli. ~i seria I: tift este convergenta..,
d) Daca Berm f; U" eate divergenta, din,

urmeaza eli. l}i aerie 'E "'" este divergenta, Teorema eate demonstrata,,
Observa"(iie

•
Deoarece natura seriei t f (n) nn se schimbe daca suprimam un

.. ~l

numar oarecare de termeni, urmeasa ca putem tnlocui in teorema inter
valul [1, co) en orice interval [m, 00).

Aplicatie

Integrala (ez> __d_'__ e8tc convergenta pentru (t > 1 §i dlvergenta pentru oc" 1.
}<l z(ln x)"

Intr-adevar, dacii punem In x = t, ~ = dJ. obpnem,

\

" dt-.
lu2 (<>.

mtegralli. care este convergenta pentru 1%> 1 §I divergenHi. pentru 0: <:1. Hezulta de aid, apll
dDd crlterlul integral al lui Cauchy, cli eerta cu tennenul general

,
u.. =----, n=2, 3, ...

n(lnn)~

numltil. serla lui J. Bertrand, este eonvergenta pentrc 00; > 1 IIi divergent! pentru 00; <:1.
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Exemplu

Sii se arate ca serla

125

este convergentiL

Integrala COO x In x dx
J1 (x + 1) VX$ +1

xlnx
este eonvergenta, deoarcce lim :e'"

11+00 (:c+1) Vr + 1
o,

pentru et < ~ deci serla datil. eete cunvergenta.
2

5. Functia de sub semonl integral schimba semonl

de 0 infinitate de uri in intervalul [a, 00)

Sa cercctam cazul cind functia f (x) schimba de semn de 0 infini
tate de ori pe intervalul [a, oo oricare ar fi numarul real a.

Exemplu

punctta f(xl = x sin :t, x E( _~ 00. -' 00) schlmba semnul de 0 inllnltate de on In orlee
interval [a, (0) suu (-00, h].

Il e t l n l t l l. Fle !(X), definWi pe Iutervalul [a,oo) care sehlmba
semnul de 0 infinitate de ori pe [a., =).Daca integrala

este eonvergenui spunem ca Imegrala \""t (x) de este absolut eonvergenta ;
.'

daea lntegrala \""f (x) de este eonvergentd, tnsa integrala.,
\" If (xli dx
•. "

este divergenra, spunem eli lntegrala \""f (x) de este shuplu eonvergeota..
.'

Teo rem a. 0 iotegraJa absolut eonvergenta este convergenta.

Demenstratle, Integrala

~~ If(w)[ dw
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fiind ooDvergenta, nrmeasa ca. pentrn orice numar e > 0 existit un numar L
astfel1nclt pentru orice numere M > L, N > L avem

IN If(X) I dx < ';
,M

tnsii. avem

1\>X)dX [<I: Ifl x ) Idx<"

de unde rezulta ~ I~:f (x) de I < E. Teorema este demonstrata,

E:z:~mple

1) Integratete

~~ e-k'OJ sin bx dx, ~~ e-k"", cos bx dx

stnt absolut eonvergente. Intr-adevlir

I~ \- '1- 'je-.l:1
", sinh: I dx< e- k ' " dx =_ -; e-k'''' =---;"

",0 0 k ok

2) IJitegralele

\
~ sjn x

--dx,
, x"

sfut absclut eonvergente. Intr-adevar

I"" COS xd 1
-- x, a:>

i x'

[lfIX)ldX,

I-Istn z 1 I-' 1__ d:l:-<" - dX=--,dacaa:>1.
1 X" .1 x" 'X-l

Observape

IntegraJele

\-If(X)ldX
,0

ernt integrale ell limite infinite, en functda de sub serunul integral pas
trind un semn constant pe intervaJul de integrare, deci convergenta lor
se poate .stabili dupa cum s-a a,d,tat 181 alineatele precedente.

Uncriteriu de convergenta slmpla este dat de urmatoarea

Teo rem a. Fie f ($) 0 funette definitii pe [a, (0), pozitiva, deseresea
teere, astfel ineit

lim f(x) ~ 0_.
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daea. g (x) este 0 luetie marginitii pe [a, (0) ~i pe care sehlmba semnul de 0

infinitate de ori; daea pe intervalele Ie» Clk_U]' unde-a) U [Cl U Cl.tTI] = [a, (0)',
b) lXi:+l-Cli:.<l

9 (0::) Indepllneste conditia

c) (-I)' 9 (x):;" 0,

atUDci integrala

~~f (x) 9 (x) de

este eenvergenta,

Demensrratfe, Integrals, ,""f (x) g (x) dx se transforms. intr-o eerie
"a1ternata

~~ f (x) 9 (x) dx ~ u, - U, + u, - u, + ... + (-l)"u, + (1)

en

u,~I~::"f(X) g(x) dxl.
lru!a. Ig(o::)I<M pentru orice e e ]e, (0)' deci

ru..-:("M f(x)dx,

"
~ pentru ca limf (x) = 0, pentru orice numar e > 0 exista un numa

N (e) astfel inciipentru n> N (0:) sa avern f (x) < 0:, en Cl.. -:(" x -:(" Cl..+1

de unde rezulta cit

( ""u,,-:(" Mo:\, dx = Mo; (0:..+1 - (;( ..) -:(" I Me:
.',

~ '1'.. -70 crnd n -700, deci eerie (1) este convergenta conform criterrului
lui Leibniz de la seriile alternate (vel. I, B, cap. I, § 7, al. 4). Teorem
eate demonstrata.

Apliea/ie

I'" slnz 1
IDtegmJa Jl --;;;- dz, tt>O. este eouvergenta. tntr-adevar. dacli punem f (z) = z" '

9 (x) "" &in z, conditille dIn teceema stnt Indepllnlte, decarece I9 (z) 1< 1 ~i lim f (z) = 0--
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FunetIa schhnba semnut de 0 infinitate de ori pe (1, (0), anume pe intervalele
[kn, kn' + rr], k = 0, 1, ....

In particular lntegralele

\

00 sin x-----=- de ,
.1 Y.x

(2)

etnt convergente. Dad. punem x = [2, dz = 2/ dl deducem cii lntegralele lui Fresnel

1 r
slnt convergente. varoarea lor este 211 ~ .

§ 2. INTEGRALE DEFINITE DE FUNCrII KEMARGINITE
!'N INTERVALUL DE IN1'EGRARE

1. Integrale eonvergente. Integrate dh'ergente

in definitia data integralei definite

am preaupua ea Iunctda. f (x) este marginita in intervalul [a, b].
Btnt cazuri ctnd putem da. un sene nctiunii de integrala definita

chiar daca functda f (x) are limite infinite in puncte din intervalul [a, b].
Vom studia, aeadar, lntegrale

~b /(m) de ell lim If(x)i = + 00, a'" c -< b.
• 0

Deoarece putem aerie

\' j(X)dX~_\O j(x)dx+\' j(x)dx,
• a ." .0

putem considera totdeauna cit functda f ($) are limita infinitd in punctul
x = 4, adica. dreapte, $ = a este aaimptota verticala Ia graficullui f(x),
a < In -< b .(fig-. 28); observam ell. domeniul plan care are aria. .reprezen
tatll.· de integraladefinita are lili in aceet cas puncte -Ia infinit.
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Bef inl t l e, Fief 0 Junette definita pe (a, b] en

integrabilii pe le, b] pentru erlee (l > a; daea limita

~~+ ~: f (x) dx

exista §i este finita, vom spune ea Integrala

I>(W) dw

lim f (w) - +00
.....11+ '

este convergenta, sau ca are sens, ~i vom nata

W)
=--<

«1.01

Fig. 28

C' f (w) de ~ lim C' f (x) de.
J.. «-+11+ JII

Daca lim f (x) = + 00, atunci VOID nota
",... b-

C' f (w) de ~ lim Co f (w) de.
J.. ~b- J..

o integralii. care nu este eenvergenta se spune ea este divergentii san eli. Oil

are sens,

Exemple

j' d.1) Integrate -(--,- este convergenta pentru ), < 1 ~t dtvergenta pentru A> t,
II :t ~ a)

1" dX 1 1 \' '[' ,]
Avem «(:t~a)" =~' (:t-a)1--1 « =t=>: (b_a)J.-l- (OX_a)"-1 •

tnsa

1 [' 1 1
..~+ I _ A .</> _ 0)"-1 - (ox_a)"'-1, =

1 1
1 ..,... ), • (b _ a),,-1 pentru ). < 1 ~i + OCI pentru



13. Extinderea I1lOpunii de integrala d.ejinitii

).>1. Pentril ). = 1

)
• <Ix I'-- =lnj;c-al
«:$-a '"

....... - oodacil a-+a +,

.ecl eI tn seen caz integrala este divergentA.

2) ~ In ;I: dx este cODvergenta ~i are valoarea -1.

A....

~: ID3:dX=[:l:ID:l:-tl): -=-1+a-a1na,

tnsii lim a In IX = 0, deci ,1 In ;I: dx = - 1.
;\.-+0+ .0

3) ~ lnll::t: d;l: este divergentli.

Avem

) ' 1 I'lnxd(lnz)=-1n1x

• 2.

ded. integrals este dlvergentA.

= _....!.... ln z It....... _ oodaclllll: .......O -l-,
2

2. Transfo:rmarea intr-o serie numerics.
Criterii de convergentA

IntegrllJa

): j(w)dw,_ (b> 0)

en lim f (Ql) = +CXl, ee tra.nsforma. fntr-o aerie numerica in modul_..
Ul'ID.l'i.tor. Dacll. b-a > 1, putem eerie

i

+~::: f(x)dw+..,
fi dacil punem

,
tt. = ,<1+,: f (:t:) dill

...0+.+1
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atunci

): f(m) de = Un + U 1 + U2 + ... + Uri + ...

Sa aplicam seriei t Un criteriul general al lui Cauchy j avem,

f(x) de

~ pentru cit numerele n, p siut arbitrare, numerele

1

n+l

1
~"~--.

slit arbitrare. Putem deei enunta. urmatorul

Criteriu de e o n v e r q e n t a, Integrala

eu lim If(x)]= +oc,
,,-+a+

este eonvergenta daea pentru orlee numar E:> 0 exista Ull numar 1» 0 asrfel
fneft pentru orice Yj' < 1], 1)" < "I), 1)' > 0, YJ" > 0, sa avem

Observa~ii

1) Oonditda enuntata este echivalenta eu

1)' l}i 1l" tinzind catre 0 independent unul de ceIaJalt.
2) Dacif(x) este infinita in punctul c interior intervalului [a: b],

atunci trebuie s:\ avem

![f(m)dxl<,

daci 1]' < "1'), TJ" < Y) I}i Yj' > 0, "'lit > 0, fapt echivalent en

)

0+ ' "
lim f(x) dx = 0,
~;~'h 0-'1'

(ll

Yj' ~ 7)" tinzind catre 0, independent unul de celalaln,



Obsefvam in aceet caz ca., daca f (x) eete integrabila pe [a, b] tP
daca F (a::) elite 0 primitdva a lui f (x), avem

~ lim [F (c - "') - F (a) + F (b) - F (c + "")] ~
1)'-100
1)"-+0

\' [\'-,. \' ]~11 f(x) de =~, ." f($) dx + C+'IJ"!(w) de =
,~
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1
!
I

i
I!

~
II

~F(b) -F(.),

deoareee F (x) este continua pe [u, b].
3) Daca conditda (1) (obeervatda 2) nn este fndeplinita ae poate

intimpla ca limite

lim [1'-'1 (x) d» + \' 1(x) dX]
11-+0+ .. .0+'1'1

sa existe ~i sa fie £initio Aceasta Iimita se numeste "valoarea prineipala
in aenaul Iui Cauchy" a integralei

I: 1(x)dx.

g e e mp t n

Sii se eatculeze Integrala deflnitli

\

' d •
., ~2 V-X-_·

Punctta de sub semnul integral are limite infinite clnd x .....0+ §i x ---.. 0-. Avem Insa

\
O+ .~ " dx 3 10+ >:"

--~--V;ii ~Ocilld )]'-+0, 4'-0
O~'I)' VX ~ 0->;'

deci

~i in aceasta aituatde se Impune discutda integralei

\' 1 (x) de,
.'

lim 11(x)1 ~ + cc ,
.,-+<l+

dupa cum j'{s) pa.streaza lID semn constant pe (a, b] san schimba semnul
de 0 infinitate de ori pe (ll, b]~ Aceasti1 diecutde 0 vom face in allneetele
ee urmeaea.
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3. Functia de Sdb semnul integral piistl'eaza 'DB semn constant pc (a,b)

SA, presupunem j'(a:) >- 0, XE (a, b], lim f (x) = +00 j avem
0+<+

"f(~)d~~U.+"'+... +U.+ .,',
.'

b -a > I,

criterlile de qompara'(;ie de la seriile cu termeni pozitivi ne dan:

a) Dam f (x) '> 9 (x) >- 0, X E (a, b], limg (al) = + 00 l}i daeA,
0+<+

integrala

~>(~)d~

este oonvergenta., atunci l}i integraJa

I: g(~)d~
este convergenta.

b) DacA. g(x»f(x), ze(a, b], lim g(x)= +oo~i daea integrala
,"0+"+

\'f(~)d~..
este divergenta, atunci l}i integraJa

~g (x) dx

este divergenta.
o conditde auflcienta de convergenta eate data de urmatoarea

Teo rem a. Fie f(x) 0 Iunetle pozitivii, definita pc Intervalul (a,b],
cu lim f (x) = + 00. Daea

0+0+

lim (~ - a)' f (~) ~ A (finit) (1)
0+<+

pentru ex < 1, aumci integrala

"f (~) de..
oeste eonvcl'gcntii.; daca (J,:';;:" 1 ~i A::f= 0, integrala este divergentii.
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a: < 1,

wJ ,
Demonstra,je.Dacit conditia (1) este tndeplinita, exista un numar

M> 0 astfelincit pentru orice xe(a, b] sa avem

·M
!(X) <:--,

(x - a)'"

decl

\
' ! (X) d X <: MI'~ = M_1_.(b - a)'-',
II . ~II (x--'---a)'" 1 - OI!

Daca I"L> 1 ~i A=/::O atunci exista. un numar M' > 0 astfel incit
sa avem

M'!(x»---,
(m - a)'

1X>1,

deci

\
b! (X) d x > M , \ b~=M'~ (x _ a)l-III/) = +00.

... • ..(x-a)" 1;".... IX /I

'I'eorerna. eate demonstrata,

de

E:l:emple

1) 51 .se ,calcule~e J: 1,T;'(~x~a~)T.(b""X~)' arattndu-se mal tntti til are sens. Funt\ia de sub

semoul integral are limite rnrunte la ambele capete ale intetvalului; evem tnsa

~1~Y - a)1I y(x a) (II :1:)

, ,
~,pentruOl: =-<1

j!,11- a 2

,i

"~1 _, pentru i'=--.!....< 1,
Yb.,.... a 2

deci integrala are sens. Cu transtcrmarea :I: = a cos' f + b sinEt avem

x~ a=(I-- a)sin't, b -:1:= (b - a) cos' t, d:l:= 2(b - a) sint cost dt,
decl

d.

a) (b

"
x) =2~~ d1=1t.

I'" tn e
'2) Sa se arate cil lntegrala 0 1 + ;r' dx este convergenta ~i are valoarea zero. Inter-

"xvaluI estelnfinit ~l lim -- = - co. Avem
"'-+0+ 1 + ~
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In"

lim x<'~ =0, pentru 1%> 0
"0+0+ 1 + x2

,I

Iim~ ~=O. pentru 1< ~< 2,
_ ... 1 + Xl

deci ambele Integrate au sens, cu transformarea x = ..!.. prima integrala se transforma'fn
u -

11 1 1 1 1"'_ -'---In-du=- --lnudu.
""us 1+.2... u 11+UI

u'

dec!

1' , \"'--lnxdx+ --lnxdx=O.
ol+Z:- 11+Z:-

3) sa se arate ca integrals

~: (In X)II dx. n > O.

are sens. Pentru n > 0 avem lim (In X)II = (_1)11 QQ, tnsa_..
llmx«lnll x=[!imX~ Inx]1I =0, 0< r.r.<:1•

.,-+0+ 00-+0+

deci Integrala are sens pentru n > O.

135

Aplicalie
Integralele de forma

1
+... P(x)

--dx,
_00 Q(x)

unde P ~i Q slut dona. polinoa.me, au sene daea. gradul nnmitorului depi
~~te eu eel puttn dona unitayi gradu1 numa.ratorului ~ da.ca numitorul
are numai radacini Imaginare. Intr-adevar, integrala. poate sa. nn fie
convergenta din canza ca intervalul eate infinit, insa.

lim X" P(x) =.A (finit), pentr-u rJ. > 1,
,""""00 Q (x)

daca gradul numitorulut eete mad mare en eel putdn dona unitayi declt
gradul numaratorulni.
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+ 00 (sen - 00), IX < 1,

Integrals poate sa. nu fie convergente ~i in casul in care Q(w) se anu
lea.zA. in interval. Daca. a eate 0 ri'idi'icina reala a numitorului de ordinal Ade
mnltiplicitate, atunci

lim (:n _ a)'" P(%)
H. (% - ul' Q1 (;1:)

deoerece ), eate un intreg >- 1, prin urroare Q(w) trebuie Bl. aiM. numai
rAdl1cini imaginare.

Exemplu

eu II (b + 2a1 > 0. Co 5ubstitulta :J; = 2:.. devine,

2(<<> d%

)0 u.+ bx&+ ax'

1 0= _ 2 r -.!. .. _-"'---_
Jo "

dod

rOD Pdt
2)0 a+bl'+QfIo

1-C- (l+zI)dx

)0 a+b~+azl

1

\

C1 1 +;;
__---,"'_ dz;

.0 alxl+~)+b

cu 5u.bstitUPa %~ = u. (1 + ~) d% = du, Integrala se tran!ltormii In

\

0 du 1 Co du

1=.0 aU1+&+2a--;;)0 u,+b+2a

a

Dacll. tusm a = I, b = 0, obtinem

C- dx U

J-«> 1 + zI = 2 V"2 ;

~cliluama=&_l.
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4. Functia de sub sCmIJUl integral
sehimbi semnul de 0 infinitate de ori pc (a, b]

Fie OCll IX2, ••• , lX.. , ••• un ~ir de numere astfe! incit

b=~>~> .... >o:.. > ... ,
en a:.. > a pentru orice indiee n ~i lim iZ.. = a; avem

-~
~

(a , b] = U [IX~, a:k+l)',
Fie f (x) 0 functde definita pe (a, b) aattel incit

(~l).tf(x»O, a:k<X< a:t+u

lim If (x) I~ + 00•
....+

De r i nit i e. Fie f (x) 0 Iunetle definitil pc (a, b] care sehimba
semnul de 0 infinitatc de ori pe{a, b), en lim I /(x) I = + 00. Baei integrala

"'-+-+

\'If(X) I dw
.'

este CODVfll'{lcnti, spunem ~R integrala~:f( x) de este absolut convcl'9cnti.

Daci. integrala f. f($) dx este eonvergenta, iusa inteurala

I. If(x)idw

este divergenta, spunem eli integrala ~: t (x) dx este simpln eenvergenta..

Teo rem i. 0 integrals absolut eODvergenti este convergenta.
Be demonetreaea le fel ca. le, peregrafnl precedent.

Ea:emplu

Integrala
1

~
Sln-;
__ dz,

x·

este absolut conve:rgenUi. Intr-adevar

lar integrala ultima eete eonvergeuta,

0< e «; 1,
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Pentru convergenta aimpla a integralei

I'f(x) de
.'

avem urmatoarea
Teo rem a. Integrala

I' 00
f(x)dx~~(-l)'u,. ,

ofiste eonvergcnta daca

I', 'lim f(x)dx~O.
11-+", ~+1

Demenstratle.Tntr-adevar, -daoa ,lim, \'~" f (w) de = 0, urmeasa ca.
1"-+"" J.,,+!

seria alternata 'f(~1 )"Un eate eonvergenta, conform criteriului lui Leibnitz,
pentru serille alternate (vol I, B, cap. I, § 7, a1. 5), deoarece Urn u" =0, deci

,~OO

~i integrala eate convergenta.

Exemple

1

1) Integrate ('"' sin --: dx are sens pentru 0 < ~ < 2. Punctta de sub semnul integral
J. x

'schimbll. semnut de 0 infinitate de or! pe Intervalul (0, 11, iar integrala are limite Infinite.

Cn transrormarea x = 2., dx = - ..:. dl integrala data se transtcrma In
t t!'

\

"" sin I II sint r slut
--dt~ --d'+ --dt,

o (l--a. o /2-a. 1 /2-1;/.

Obeervam ell.sin t = t 'll (t) en 'll (t) mlirginit Intre 0 ~I 1, deci prima tntegrara din partes a duua
are sene pentru 1 - ex < 1 san ex > O.

Integrala a dona are sens dadi 2 - ex > 0, deci ex < 2, pnn urmare Integrala

, ,
~
'" sm-;
__dx

x'
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are sene pentru 0 < a; < 2. Din dlscutle mal rezultd ca integrala

II» sin x
--dx

.(} x(';

este convergenta pentru 0 < ~ < 2.
2) Vom an'l.ta prtntr-un exempJu cum 0 integralil. definitii poate sa se transrorme, in

urma unel schimbiiri de vartabne, fie Intr-u integraill. ell limite infinite, fie tntr-o lntegrala
de tuuctli nemarglnite, fie sucoeslv tn ambele tipuri.

dx

(4 + 3x l ) VI - .v
avem

lim 1 = + 00, rns,ft integrala are sens,
",..1- (4 +.3x·)Vi - x!

deoarece

•
lim (1 _ x)2

,,-+1-

Facem scblmharea de varlabllii x = sin t, obttnem

x

1=[2 dl ,.
Jo 4+3sinS t

unde intervalul este nntt, Iar func\ia de integral este miirginitiL
Dad. punem tgt ~ D, avem ~i

I~\~ . u. 'l:UUS=~~ 4:;U1
4 + 3

1 + u·

tntegrata ell intervalul de lrrtegrare infinit

I = -.!- \- __ d_'__ =V7 arctg

7 0 ~ + US 14
7

§ 3. INTEGRALE UNIFORM CONVERGENTE

L, Integrale en limite infinite

care depind de un paramelru

Fie
(1
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o integraJ:\ en limite infinite ell functia f (x, y) definita pe intervalul
[0 + 00) X[«, [3]. Daca integrala are sene pentru orice yE roc, ~], atunci
integraJa (1) defineete 0 functie de y pe [oc, f}],

F(Y)~\~ !(x,y)dx, ye [0, ~].

Daca. transformam tntr-o serie integrala (1), atuncl F (y) epare ca.
SUIDa. unei serii de fUDCtii

en

F(y)~u,(y)+.,(y)+ '" +u.(y)+ '" (2)

oj In lega.tura. en seriile de functii avero notiunea de oonvergcn,a
uniformlJ. pe care 0 reamintim :

"Fie "0' Uu ... , u.., ... un ~ir de functii definite pe interva
lnl [oc, ()]. Spnnem ca. aerie, de Iunetdi

u,+.,+ ... +u.+ ...

eete uniform eonvergenta catre Innctda F pe intervalul Ie, [3] daca pentru
orice nUJDAr e:>O exista. un numar N (a), astfel tnelt pentru oriee n>N(e:)
sA evem

lu,(y) + u,(y) + ... +u.(y) -F(y)1 <,
orieaee ar fi y E [oc, ~]H.

Dacil. transpunem la seria (2) aceaeta definttie, en

("+11+1
u, (y) + ., (y) + ... + u. (y) ~, ! (x, y) de,

.0

~ punem a+n+l=A, obtdnem urmatoarea

De fi D i tie. Integrala

este uniform convergenti pe intervalul [IX, ~] cit:re functia F daea pentru
orice numir e > 0 exista un num8.:r L ( e) > a astfel inett sa avem pentru
erlee A >L( e)

I~!(X, y) dX-F(Yll -c e,

erieare or Ii y E I«, [11.
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Observape

Oonditda din deftnitde este echtvalenta en

\~: f(x, y)dx\ <,

If(x, g)1 < g (x)

pcutru erlee XE [a, 00) ~i eeiee yE [«, ~] ~i daea

~~ g (x) dx

pentru .A.>L(e:) ~i orice y E [oc, ~]. In aceaeta definitie nn Intervine func

~i. F (g).o eonditde suficienta de convergent-a uniforma este data de urma-

toarea
Teo rem i'i. jjaea exista 0 tuuetle poziliYa g (x), x E,<!> 00) asttel

ineit

este convergent,a, amnei integrala

," f(x, y) de
."

(1)

este uniform eonvergenta pe [iX, ~].

Demcnstratle- Din conditia if (x, !/) I < g{x) rezulta cD. seria

"~,\~:++'Hf (x, g) dx I
are majoranta serin numerica ell termeui positivi, convcrgenta,

... (,,+11+1
~O)"+II g (x) dx,

de unde resulta, folosind criteriile de eonvergenta uniforma ale seriilor
de Iunctdi, ca integrala (1) este uniform convergent-a.

b) Fie f( x, y) 0 functde continua de variabilele x E [a, oo] ~i Y e [~, B],

Daca tntegrala

I: f ("',g) de, A.> 0,

eate convergenta, ctnd A ~ 00, atunci integrala

F (gl = ," f (x, g) dx
"

(1)
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(1)

represinta 0 functde de y E [«, {:oJ care nn este ell neceaitate continua pe

[a., ~]; t-inind seama. de faptul ca integrala (1) se transforma intr-o eerie

de functdi
Uo (y) + u,(y) + '" +u.(y) + ...

t;li tranepuntnd rezultatul eoreepunzator de la seriile de functii [vol. I, B,

cap. V, § 2, al. 5], evem urmatoarca

Teo r e ill a 1. Fie f (x, y) 0 Innetle continua pe [a, 00) X [IX, ~].

Daea Integrala

P (y)~ I:f(m, y) dx

este uniform eonvergenta pe imervalul [«, ~], atunei Iunetla F(y)- definitii.

de (1) este 0 Iunette continua pc [I'J" l1].
c) Fie f (x, y) 0 functde continua pe I = [a, 00) X [a., ~] cu derivate,

partiala. f; continua pe 1. Avern urmatoarea

Teo rem a 2. Dam! Inteqrala

(00 a ((x, y) dx

J. ay

este uniform eenvergenta pe [IX, ~], atunei

P' (y) ~ ,,-C· f(x, y)dx ~ C· a«x, y) de
lip).. .\. au

pentru oriee y E [<X, ~].

Demonstrape. Seria, de functdi

(a+1 .!!!.(x, y) de + (a+~ a{(x, y) de + '" (2)

~"ay 1+1 au

eate uniform convergenta pe intervalul [IX, ~], deci, folosind un rezultat.

coreepunsator de la eeriile de functdi (vel. I, B, cap. V, § 2, al. 5) ~i daca

scriem pe F (y) in modul urmator :

~
'H C'+'

P(y)~ f(x,y)dx+, f(x,y)dx+ ...
a • a+l

urmeasa ca. seria (2) eate uniform convergentape [.-x, ~] catre derivate

funetdei F ~y), deci avem

P
' (y ) ~ • ~a-i-II;-1 -a"(x-; 11) ~"" of (x, y)

- ~ --- dx~ --- de.
II~O. a+II ay .. rJy

Observa~ii.

1) Formula stabilita ne da regula de derivare a, Integralelor ell limite

infinite, in report en un parametru.



Integrale uniform conVe1'gente

2) .Am eonsiderat Iimite Inferioara a constanta, deoarece daca
G=G (y), atunci putem aerie

F (y) = C' 1 (x, y)dx ~ C' 1 (x, y)dx + "1 (x, y) de,
).:1(11) ).(11) • ~

unde b este constant. Prima integraJ.a din partea a doua se derlveaza dupe
regula de derivare a integralelor definite, iar a dona tntegrala din partes,
a doua, daci integrala

1
""~dX

~~ iJy

este uniform eonvergenta, dupa regula de mai sus.

2. Integrale de fune1ii nemarginite

carc depind de un paramctru

Fie

F(g) = C',1(X, y)dx, lim 11(x,Y)I~+= (1)
) ",-tG+

eu f (m, y) definita. pe (a, b]x [IX, ~], oonvergenta pentruorice ye [IX, 11]·
Integrala (1) poate fi. transformata intr-o aerie de mnctii

cu

j' 10+ '-uo(y) = f(x, y)dx, •.. , u,. = "1 f(x, y)dx t •••
G+l .G+;+1

a) In mod asemanator ca la allneatul precedent, avem urmatoarea

Dcfioitie.Integrala

" 1(x, y) dc ,.,
lim If(x, y) I = + 00,

",-+G+

ell funclia f (011, y) definita pe I = (a, b] X [IX, ~], este uniform convergentA
elUre funetia F daca pentru erlee uumar ~ > 0 cxista un numar 1) (e) > 0
asttel Inck sa avem pentru orice 0 < h < 1) ( e)

Ir'1(X, y)dx -F(y) 1<"
orieare at fi !I E [IX, {3].
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Un eriteriu de convergent-a uniforma este dat de urmatoarea

Teo rem a. Uaea existii 0 Iunetle pozitiva g(x), x E (a, b] astfel ineit

II(x, y) I < g(x),

,cotru orice toE (u, b] ~i orice Y E [IX , ~]; daea lntegrula

I:g(x) de

este eonvergenta, atune! integrala ,bf(x, y) de este uniform eonvergenta pe,.
[e, ~].

b) Proprietatdle functdei F (y), yE [or:, ~],

F(JI) ~ \'/(X, y)dx,.
etnt date in urmatoarele doua teoreme care se demonatreaza in mod
aeemanator ca Ia allneatul precedent.

Teo r e m a 1. Fie f{x, y) 0 Iunctie continua pc (a, b] X [ec, B].
Daci iutegrala

\" f(x, y)dx
.'

(1)

este uniform eenvergenta pe intervalul [IX, ~], atunei Iunetia F (y) defi
nita de (1) este 0 funetie continua pc [IX, ~J.

Teo rem a 2. Fie f{x, y) 0 functle continua ell derlvata partialA
J; continua pe (a, b] x [ell {3]. Daei integrala

\

b oRx, y) de
.(1 oy

este uniform eonvergenta pe [e, ~], atune!

F'(y) = ~ \b {(w, y) dw= \b O«x. Y) de
dg~.(1 ",(loy

pentrn orice ye [IX, {3],

Ap/icati~

Daca (x) este Q ruuctte continua pe [0, 00) ~i lim «x) = M, lim ((x) = N~

" ...j>ll+ " .... ""
etuucr avem

\

,., ((ax) - ((ox) dx = [M- N}In ~,a >0, b >0.

",(I x a
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Sli. conslderiimintegrala

I =(.1 ((ax) (1Ix) dx = fA (ax) dx _ ('.4- (bx) dx.

). x ). x ). x

1(5

In prima Integrala din partea a doua racem substttutta ax = t ~i In a doua 1Ix """ t;

tunctta de sub semnul integral este eonttnua, iar pe fiecare interval de integrare..!- > 0, dec!,
putem apllea formula generala a mediei pentru integrale

r~dt \AI>dl 11 11
I = (CF,) , - - (f,') - = (f,)ln- - (f,')ln-;

.£11 I .A.. t a a

Ia umtta, clnd e:-+ 0 ~i A ..... 00, atunci f, -+ O. 1;;' ..... 00 dect

Exemple

1) Integrate

ca> ((ax) - (bx) dx =

J. e
[M-N]ln .!!-.

a

F (a, 11) = ~~ e _a'",' X e-
b'>:' dx

endepuneste conditftle de mal sus; valoarea ei este In ;
a

2) S5 se arate cii

e-a-e-~ a 11
=sin mx dx = erctg - - erctg - .

x m m

Integrala este uniform convergentii pentru 0 < a < b, deoareee este majorata de

care are sens.
Derivata In raport cu a

este uniform convcrgcnta, deoarece este majcrata tle



,..

,i

doe!

Avem

Extinderea fWtiunif de integra14 detinitii

, m cos mx + u sin mx _6'"I~ m
F,,(a,b)=- e =---.-

I m2+a2 0 m2+a2

F' ( m cos mx ~ b sin mx • \~ m
ba,b)= e-" =----.

m2 + b2 0 m2 + bll

F 0= arctg"'!:' - arctg'!!"" + C,
m m

...... daca a = b, din integraJA rezultli. ell P (u, a) = 0, deel C = O.
3) SA ee ealculeze Irrtegrala

(~ sin x
F(y) =)0 e-ZV -x- dx, unde II > O.

Integrala este uniform convergenta pentru II > 0, eeoereee lim sin x = 1, deei ~tegrllia
~" x

III'e sen. pentru limitll inferloarA; pentru limita supertoara avem

limxCle-""~ =0,1:1:>1.
~~ x

Integrala obtinuUi. prin derivare tn raport ell y este tot uniform convergenta pentru
1/ > 0, deoarec::e 1- ~"" «-» sin XdX! < ~"" e-"'''dx=~,

Av=

~
"" cosx+gsinx I~ -1F'(g) = - e-"'II sin xdx = e-"" = _

1+y2 0 1+y'

deci

F(g) = C - Aretg U,

In ••

d..
~
~ sin x

lim e-IIII--dx = O.
11-+<10 0 X

C =!!.- = lim Arclg y, astfel lnelt avem2 ~_

~
~ sin x 11: 1

e-w-- dx = - - Arctg y = Arctg-,
o x 2 9

ts » 0).



lntegrale uniform conveTgente

~
~ ~ X ..

Am ararat cli __ dx are sene (A, cap. II, § 2, at, 4), pnn urmaee avem ~l

u X

~
sin x \""stnx 1'1:lim ,e-'"'--dx_ --dx=-

1/-+0 x wO x 2

decarece

lim (2_Arctgg)=2:."
1/~O 2 2

Daca Inlocuim pe xy cu U obttnem

~ "n(~l 1
,-"---- du = Arctg

n y

"'. re-« sinu(UU) du = Arctg y, y:> O.

3. Funetia r (x)

147

(1)

i

I

Punctta r(x) san Iunctia. de apeta a dona a lui Euler este definita,
de integrala

r(x)=~~t~-le-tdtl x>o.

Sa obaervam ell, put-em sene

r (x) = ~~ t"-l e- t dt +rp-l e-' dt

~ fiecare Integrala din partea a doua a.re sens. Intr-adevar

\
1 t"-le-ldt«1 F~ldt=2.t"ll=!-_y
'1) 1 x ,Jl X x

~i pentru z > 0, "f)'Z: __ 0 cind 1] __ 0; deci prima integrala are sene. Pentru
fntegrala

avem
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deci

Extinderea notiunii de integrald dejinitd

t"-le- l < m! tz-m-l;

prin urmare, daca luam m > $, oricare ar fi A > 1, avem

("t t"'-l e-' dt < m! ,..4 t"-m-l 4"= m! A,,-m - 1
)1 .1 x-m

sau

edica integrala a doua are sena pentru sc > O. Domeniul de deflnitie al
functdei r (x) eete deci e » O.

Daca integram in (1) prin par~i, obtinem, dupa ce am tnlocuit pe
ilJ ell x+l,

r (x + 1) = \'" t'" e:' dt = - txe- t \"" + x(oo t"-l e:' dt,
~o 0 1

ins.

deci avem relatda
r(x+l)~xr(x)

numita ~ relafia funcpionala verificata de Iuncpia. I' (x) . .Avern J?i

r(m+2) ~(x+l)r(x+l)

r(m+3) ~(x+2)r(x+2)

r(m +n+l) ~ (x +n)r(x+n)

sau
r(m+n+l)~m(m+l)... (m+n)l'(x).

Pentru m = 1 avem

(2)

deci

r (1) = \"" e-' dt = 1,
. .

f(n+l) =1·2 ... n=n!

adica functda I' (x), pentru n = 1,2, '" Ia valorile (n - 1) I, iar pcntru
w> 0, m:Fn, extrapoleazu. factorialul.

Pentru x = ~ avem
2

.(1) _\" _< dx_. \" _.' _I!~I _ - e -~ - 2 e dx -, ".
2 0 Vx 0
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lntegrale uniform convergente

Integrala \""e-": de 0 vom calcula la A, cap. IV, § 1, al. 9.
.'

E:eercitii.l) Sa se calCUlezer(n++).

Avem

r(t++l~+r(+l'

r(2++Ht++l++:+l
+++)+-1 ++1+- 1+ +).

( 1) 1. 3. 5... (2n - 1) y-r n+_ = --_. 1'1".

2 2"

2) sa se arate ca

\
"" e-t"dt = r(1 +~\.

~O x )

1 ~-1
nacli pnnem ~ = u, du = X[O'-1 dl, dl = -' u", duo

"
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Capitolulill

INTEGRALE CURBILINIl

§ 1. INTEGRALE CURBILINII. PROPRIETA'l'I

1. Definitia integralei curbilinii

Integrals curbilinie este 0 extindere a integralei definite, in sensul ca
intervalul de integrare [a, b] se fnlocuieste en un arc de curbs, AB.

Aplicat;iile practice ale integralei curbilinii elnt Ioarte variat"e";
din aceasta canza. vom introduce notiunea de integrals, curbilinie pornind
de 181 0 problema. fizica.

Lucrul mecanic efectuat de 0 farta conetanta F tntr-o deplasare
rectilinie AB eete produsul scalar

L=F·AB =F· AB· cos a,

L = (X2 - Xl) X + (Y2-Yl) Y + (Z2-Z1)Z
(I)1

Fig. 29

aau, daea notam ell T1 fiiT2 vectorii de
pozltie ai punctelor A !;Ii B

L=¥· (1'2 - 1't ).

Fie 0.0 curba in apatiu de ecuatii parametrice

•

6 fund nnghiul pe care tl face torts. F en directia orientate AB (fig. 29).
Daca Fare componentele X, ::r, Z,

iar A ~iB au coordonatele (xllYnZt),
($2' Y21 Z2;) respectiv, atunci,

m~f('), y~g(t), ,~h(t)

cu r 9, h continue i}i ell derivatele de ordinul intii continue tntr-un
interval [a, b] j 0 astfel de curba se numeete curbd netedii.

Pentru a-<.t-<.b punctul (x, Y. z) dcecrie arcul AB, de Ia A Ia B.
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I
"

Fie F (x, y, z) 0 functie vectoriala de trei variabile scalare x, y, z

F = IX(x,y,z) +JY(x,y,z) + kZ(x,y,z)

eu eomponentele X, Y, Z definite pe arcul An. Ne propunem sa ealculam
lucrul mecanic .P. efectuat de forfa F de-a lungul arcului AB. Pentrn
aceaeta vom imparti areulAB in n aubarce en ajutorul punctelor de divi
siune A = M o, M 1, MIll'·· , M ..- lI Mfl =B de eoordonate (xo, Yo, zo)
(31., YlI Zl), .•• , (x.., y", ZII ), respeetiv (fig. 30). Punetele Mo, M l1 ••• , M~

A

o.O,O}

Fig. :;10

formeaza 0 diviaiune d a arcului AB. Numim norma. a diviziunii d nums
rul y (d)=max !M~.t-t-ll, 11=0, 1, ... , n-l, ~ unde am notat IACl:.MH1l
lungimea segmentului MkMk-t-l'

Pe fiecare aubarc MJ;Mk~1 luam un punct arbitrar N k (~k' l"J1:' ~I:);
valoarea Jtmctdei F in punctul N k este

F (NIe) = Ix (~1r1 l"Jk' ~I:) +., y (~k ,l"Jk' ~k) + kZ (~k1 l"Jk ~k)·

Luerul mecanic .J2. efectuat de forts variabila F de-a lungul arcu
lui~AB tl vom aproxima eu suma .1!"

.e; ~ F (N,) M,Mt + F (Nt) M,M, + ... +F (N._,) M._tM.,

adiei1 eu suma lucrului meeanic efectuat de Iortele constante F (N i ) pe
segmentele MtMH1' k=O, 1, ... , n-l i decl, folosind pe (1)

.jl~ = "t1 [X(~k' 1],,, ~d(a::k+l- Xi) + Y(~k' 1)h ~k)(YIe+l-Yd+
k~O
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D e f-i nil i e. Fie (d.) un lill de diviziuni ale areulul AB eu
v (d.) 0+ O.

Numim integrala curbilinie a Iunetlei veeteriale F (x, y, z) de-a Iungul
areului AB, limita

.-,
.e = lim ~ [X(~.I:, l'J,t, ~llJ(Xk+l-Xk)+ Y(~k' 1).1:, ~kl(YJ:+1-YJ:)+

.. (d.).:t!!k~6

+Z (~.I:' 1].1:, ~k)(Zk~l - z.l;)]

daea aeeasta Ilmlta existS. §i este finita, erieare ar fi alegerea punete
lor (~ 1}I:J t;:t) §i oricare ar Ii §iru1 (d.) eu v(d.)_ O. Limita Insaei se noteaza

~AB X,(x, y,_z) ~:v+y (x, ~YJ z) dy + Z (x, y, z) dz

Ii reprezintii din punet de vedere fmc lucrul meeanie efeetuat de forta va
riabili l' (x, y, z) de-a lungul areulul AB.

Observa~ii

1) Da.cii. punem 1 dQ: + j dy + k de = dT, unde Teste vectorul de
pozi.¥c tX +;y + kZ, atunci integrala.curbilinie se aerie

[ P·dr.
)AB

2) In definitda data AB este un arc de curba. Daca AB eate 0 eurba
incWsi 0, atunci ae folosesc notatdile

~c FdT sau fo Fdr,
-J -J

nota-pi care au insa dezavantajul ca. nu ne dan punctul de plecare de pe
curba O.

2. lIodul de ealeul al integralei eurbilinil

'Regula. de calcul a unci integrale curbilinti este data de urmatoaree,

T e:o :r e m a. Fie AB_un arc de curbs de eeuatii parametrlee

w =! (t), y = g (t), z = h (t), a.< t.< b

en !, g, h funetii eemlnue en derivate de ordinul !ntii continue pe [a, b].
Daea 'F (w, 'II, s) = i X (w, 'Y, z) + j Y (e, '!J z) + kZ{w, 'II, e) este 0 tune-
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tie veeterlald de variabilele sealare x, V, z, eu eompenentele X, Y Z con.
tinue pe areul AB, atunei are loe 69alitatea '

~4B X(x, V, z) de + Y (x, V, z) dy + Z (x, y, z) de =

~ I:{X [f (t), g (t), h (tl] f' (t) + Y [f (t), g (t), h (t)]g' (t) +

+ Z [f (t), g (t), h (t)] h' (t)) dt.

Demonstratle, Fie MOl M u " " Mfl-l' Mil 0 diviziuue d a arcului.dB·
aeestei diviziuni Ii corespunde, pe aaa Oi, diviziunea d' '

[a = to< t:a < t2< <~tll_l < til =~b

aatfel incit avem pentru k = 0, 1, , n-1

xk = f (t k ) , YI: = g(tk ) , Zk = h (tk)'

Sa eonaideram suma
H

L [X(~k' l)I:l 1:k) (Xk-t-l - Xl;) + Y(~k' Tiki ~k) (YHl -Yk) +
k~U

+ Z {~kl 1Jk' ~.d (ZkH - Zk)]

~i pentru cele ce urmeaza numai pe prima din clc
.-,
~ X (~k' 1)k' ~k) (xk+1 -Xk);
k~O

avem

[XI:+1 - xk = f (tk+1 ) - f (tk ) = (tk-t-l - tk ) 1'(6k ) , i k < Elk < tkTl ;

am folosit formula cresterllor finite a lui Lagrange, deoarece f este
derivabila. Avern

deci
H

~ X (~ln Y;k' l:k) (Xk+l - XI:) =
k~U

= "tl XU(1"k)' g('t"k)' h('t"k)] f'(Elk)(tk+l - tl:)'
'-0

Derlvata f' (t) Iiind continua eete ~ uniform continua pe [a, b],
deci pentrn orice numar e > 0 existii 1)(:::) > 0 astfel incit sa avem

11'(6,) - 1'«,11 <,
pentm once Elk' 'ritE [a, b] daca 16~ -1".t1 < 1){e}.
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Funet;ia X fiind continua eate m1i.rginita, deci

IXI <A

pentru orice (x, Y, z)eAB, deci orice te [a, b].
finind aeama de aceste date urmeaea ca.pentru 0 diviziune d' a inter

valului [a, b] aatfel ineit v (d') < "tj (e), avem
,-,
1: X(~/'" 1)1:, ~k) (Xk+l- Xk) =
k~O

,-,
~ I; X [fh), 9 «,I, h «,I] I' «,) (t,+.-t,) +

M

, ".+ I; X [f «,I, 9 «,I, h (~.I] [f' (6,) - I' h)] (t,+, -t,l;
k~ll

ultimul termen din partea a doua fiind majorat de

A·e (b-a);

urmeasa c8. daca (dn )- este un ~ de diviziuni astfel incit v (d,,) --.+0, atunci
putem aerie

,.~() ~o X (~k' "Ilk' ~k) (Xk+l - IVk) = ~: X U(t), g (t), 11, (t)]j' (t) dt

conform definitdei integralei definite, observtndu-se ca. auma
H

I; X [f «,), 9 «,), h «d] I' (T,I (tw - t,)
k~(1

este 0 Burna. Riemann, Iar functia

X [f (t), 9 (t), h (til I'(tl

este integrabila Riemann, deoarece, conform ipotezelor facute, eate 0
functie continua.

In mod aaemanator obtinem ~i

lim 'r: X (l;" "" 1;,) (YN> - y,) ~ [' Y [f(t), 9 (t), h (tl] g' (t) dt,
"(""1-+0"_0 ~ 1

prin tnaumare obtinemformula din enunt. 'I'corema este demonstrata.

Observa-pi I
1) Beaultetul obtinut eete valabil nu numad pentru un arc de curba,

cf ~ipentru ocurb6. tnehiaa,
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punind
'" ~f(t), y ~ g(t), z ~ h(t),

de ~ f' (tl dt, dy ~ g' (t) dt, de ~ h' (t) dt,

eu limitele a :,i b capetele intervalului de variatie al Iui t.
4) 0 integrals curbilinie nu poate fi calculate decit dupa ce este

2) Conform teoremei demonstrate, calculul integralei curbilinii pe
arcul AB ae reduce la caleulul integralei rectiUnii pe segmentul [a, bJ
al axei Ot.

3) Formula demonstrate arata ca integrala definita se obtfne din
integrala curbilinie

\
X(x, y, z) dx+ Y (x, s, z) dy +Z (x, y, e) dz

a a

Fig. 31

tranarormata tntr-o Integrala definita. Pentm a se putea. realize, acest £apt
trebuie sa cunoastem 0 reprezentare pararnetriea a arcului AB.

5) Daca areul AB se deacompune intr-un numar finit de subarce,
fieeare avfnd 0 reprezentere parametrica anumita, formula obtinutA se
aplica. fiecarui subarc I;Ii integrala curbilinie de-a lungul arcului .AB eate
definita ca. surua integralelor eurbilinii de-a lungul flecarui subarc in
parte (fig. 31)

Exemplr
1) Sa se calculeze integrate curbilinie

J=~n dx_~dg+(x'+,l/2)w:

pe arcul de ence x = a cos I. II = a sin t, 'J: = hi, e <:t" 211'.
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DeoareCe ne este data repreeentarea parametricii putem sene

["1=) [-a5inl-a1cos!t+a~hldt=.,
= [Ufost ~ a~ (+ + +Sin2f) +-r= nut (2k + 11.

2) Sli se caleuleze Integrala eurhtltnte

~c xdg-zdy+ydz

de-a lungul curbel de tntersectre dintre ptanut z = 11, (h < c) ~ elipsoidul

Trebuie sa glisim 0 reprezentare parametrtca a curbei de Intersectie care este 0 ellpsa
In planul z = h. Avem

deci elipsa de rntersecue are repreeentarea parametrtca

x=~Ye2-h'!.cost.
c

eu 0 -< t.< 21t; prin urmare

y=~VC2-h2sint.z=h,

1 __ [" [-''.- ' ,~ 1.10 .,... (c;2_h2)COS21_h~~C'!._h~cost dl=

e (I sin 2/) 1
2

1< b 1
2" '/tub=_(c2_h2 ) -+-- -h-¥c2~JI2sint =_(c'_h2).

cI 24 0 C oc2

3) Sa se calculcze Integrala curhiliute

L liiud semiaxa negetrva OX', prelungitli. din ortgtne, ell prima brsectoare a axelor (fIg. 32)

Eeuatlfle drumuful de iutegrare L 'stnt

(L)(9=0, z=O, x;<O,
x=y=z, x:;:;. 0,

dect lntegrala 0 vom descnmpune In suma a dona Integrate curbilinii pe L l si L.



avem

Intel1Tale curbilinii. Proprietdti

I" x dx I"l x x X]IL= + +---+.-- dx
-"" (r + 1)1 0 (3x~ + I)' (X2 + 1)" (x

2 + 1)2

l=_..!..._l_\O -2-'-'-1"
2 x2 + 1 _<» 6 3r+l 0

fl2)

h- ,
(I!

(L/) a.QD!
x

Fig. 32
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Regula de ealcul a unci integrale curbilinii arata ell, valcarea unei
integrale curbilinii depinde de functia vectoriala P, de drumul de inte
graTe AB, de sensul de parcurs pe drumul de integrare. Aparent depinde
Jil,i de reprezentarea parametrica a arcului AB. Avem insa urmatoerea

Teo r e ill a. Valoarea integralei curbilinii

lAB Xdx+Y dy +Zdz (1)

nn depinde de reprezcntal'ca parametrlea a areului AB, sau, oricare ar Il
'reprezentarea parametriea a arcului AB, valoarea iruegralel curbilinii (1)
dmine eeeeasl,

Bemonstratie. Fie a.:=j(t), y=g(t), z=h(t), tE[a, b] eouatille
arcului AB, eu I, 0, h continue Jili ell derivate de ordinul iutii continue.
Orice reprezentare parametrica a arcului AB se obtdne prin subatitutia
t = lfl (u), te [a, b], ue [rt, ~] cU·'P (u) continua fJi cu derivata continua pe
[rt, ~], deci

m~f(.(u)), y~g(.(u)), z~h(.(u)), UE[",~].

Fata. de prima representare parametrlca, integrals curbilinie

r .X(x, y, z)dx
J.w
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are va,loarea
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(2)~: XU (t), 9 (t), hit)] r It) dt;

fa.ta de a dcua reprezentare parametrica, aceeasi integrala curbilinie are
vaJoarea

cele doua valori sint egale, decarece, daca, in integrala definita (2) facem
schimbarea de variabila. $ = !fI (u), avem egalltatea

~: X U(t), 9 (t), h (t)]!, It) dt ~

~~: X [f(~ lu)), 9 (~Iu)), h (~ (u))] f; ~'du

dupa. regula schimba.rii de variabile lao integrals. definita. (A, cap. 1, § 4,
al. 3). Teorema. este demonstrate,

B:Eemplu

SA lie eajeujese integrala eurbilinie

1=( ~-tdfl+rm
J... y

pe arcul AB defiDit de :E = z", 11= :z3, 1," z «; 2. Daca punem z = t. obtinem urmatoarea
reprezentare parametrlcli a arculut AB

x=p. !1=13, z=l. 1<t<2,
doci

\
' ( " ) 2 3 "I'J= __ 3/3 + /2 df=---_ti+_ =
1 t3 t 4 3 1

=-1-12 + ~ + 2 +~-!- = -11 +~.
3 4 3 12

Daci punem z = 12, obtmem 0 alU repreeentare parametrtca a areulul AB

x = ti, y":' t~. z = 13, t E [1, V21,

\
V2( 4 ) 2 3 1 IY2"1= __ 611+2t 5 dl= /8+_t"1
1 i 3 /2 4 3 11

= _~_2.16 + ~ + 2+2.-2.=-11 +~,
2 4 3 4 3 12
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3. Integrala eurbilinle in plan

IntegraJa curbilinie in plan se defineste in mod asemanator eu Ints
grala curbilinie din spatdu.

Fie AB un arc de eurba plana, de ecuatdi parametrlce

a; ~ f (t), Y = 9 (t), a -< t -< b

~i Ji'l(x, y) 0 functie vectoriala de doua variabile acalare x, Y
F(a;, y) ~iX(a;, y) +iY(a;, y).

Daca d este 0 diviziune A = H o, M u ' .. , M .. = B, a arcului AB,
lncrul mecanlc J2 efectnat de for~a variabiUi. P de-a lungul arculut AB il
aproximam cu aurna

"-,
..e.. = ~ [X(~.u 7).l:) (w/i:+1- w.l: ) + y (~k' 1]k)(Yk+1 -Yk)]

'-0
unde N" (~'" 7)&), k = 0, 1, ... , n-1 slnt n puncte situate pe aubarcele
All; .Mh .1 , respectdv.

De fin i tie. Fie (d..) un ~ir de diviziuni ale areului plan AB eu
'Y (d..) -e-Il. Numim integrala cnrbilinie a funetiei veeteelale F (x, y) de-a lun
gul areulnl AB limita

"-,
J2 = lim ~ [X (~", 1]1;) (X.l:+1 - x,,) + y (~I;' 1]kf(Yl:+1 - YJ;)]

vld.. l-+O 1:_0

daea aeeasta limit&. exista ~i este finiti. Limita insa~i se noteaza

LX (a;, y) da; +Y (x, y) dy

l}i reprezlnta, din punet de vedere fizic, Iueml mecanic efeetuat de torta F
de eemponente X, Y de-a lnngul arcului AB.

Punetele N" (~k' 1]k) sint arbitrare pe subareele M kMI;+1; llmlta ..e
trebuie sa fie aeeeasi pentru orice punete N k situate pe areele M k M.Hl
l}i pentm erlee ~ir de diviziuni (d,,) cu v (d..) ~O.

Madul de calcul al unei integrale cu.rbilinii in plan eate dat de urma
toareal.

Teo r e ill a. Fie AB un are de eurba plana de ecuatil parametrlce

x ~ f (t), Y ~ 9 (t), a «t -< b,.1
en f !jIi g, functii eoruiuue eu derivate de ordinul indi continue pe [Il, b].
_ Daca F (x, y) = i X (x, g) +i Y (x,g) este 0 Iunetie veetoriala de
variabilele sealare x, Y en eomponentele X, Y continue lntr-un domeniu I)

care eentine arenl AB, atunel are loe egalitatea

[ X(a;,y)dx +Y(x,y)dy ~
JAB

"'): XI (f (t), g(t)]f' (t) + Y [f (t), 9 (t)] g' (t)) dt.
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Demonatratda se face la, fel ca la integralele curbilinii in spatdu.

Observ3It;ii

1) Valoarea integralei curbilinii nn depinde de representarea para
metrtca aleasa.

2) Daca. arcul AB are ecuatda y = f (e), a -< x -< b, atunci putem
Ina 0; = t, Y = f (tl, a -< t -< b, deci

Lx (ro, V) dro + Y (ro,V) dV ~ I: [X (I, j(l» + Y (I, j(l» t' (')] d•.

3) Daca r = Ix + lY eate vectcrul de positde 311 unui punet (x, y),
avem

X (e, y) dx + Y (x, y) dy = F dr,

aetfel tnctt ~i pentrn integralele curbilinii din plan putem scrie

\
X (x, V) de + Y (ro, vi dV ~ \ F· dr.

• AB ~AB

Exemple

1) Sa ae ealculeze I = ( x 3 dy _y3 dx pe arcul de eltpsa de semtaxa a, b, din primulJAB
cadran,

Elipaa --=~ + l!:- = 1 are 0 reprezentare parametrlca datil de x = a cos t, Y = b sin t,
a2 b2

0-< 1 < 27t". Arcul AB din primul cadran, parcurs de lu A (a, 0) Ia B (0, b) se obtlne

pentruO'I,-'::'. Avem
2

dx = - a sint dt, dy = bcosldl,

1=\2 (uSb cos't+b3a stnv t)

~"
~i folosind fonnulele lui Wallis avera

sinl t dl

I = all (0" + b2)_~~ . ~ = 31t • all (02 + /12).
2·4 2 Hi

1
Integrala are 0 semntncatro geomet-rea, anume 3" I reprezlntd momentul de fnertte

polar a1 pliicii plane ctnogene definitii de ~ + i: ,1, x:> u, y::> 0.
• ' b

2) Sii 8C ealcule1.c illtegralacurblilnic

I~\ xuy-ydx
.L Xl yf.

de-a lungul arcunn L de blperbola echilaterii x· - y2 = 02 sjtuat In primul cadran. Hlperbofa
eehtlatera datil are reprczentarea..parametrtca x = a chi, y = a shl ~i arcul L se parellrge daca
O,t< = (fig. 33).
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i
'·1,

Aveni d.t' = a sh I dl, dy = a ch I dl,

I = roo 0
2

(ckt I - sh" I) dt _ = ~ \. --c-:"d~1---:-:-c = ~ Coo ~~~_ ,
). a'{ch'l_sh1t) a2 •• ch2t+sh'l Q2)'I+Lh2l

I=....!- ,arctgCthl)'["" =...2:...
a2 I! .fat

'0,001

Fig. 33 Fig. 34

3) Sa se calculeze lntegrala curhilinle

pe arcul L de parabola yt = 2x din primul cadran.
o reprezentare parametnca a arcului de parabola L este

x=t, y=V2i, 0<1< 00,

\
- dl1-

.04+12+2t+l
1 \" "d~'_--c_ = ~ arc tg 41 +}-I"~
4"0 (1+~)'~+~]/3 1'3 0

4 16

TC 1 1 TC 1 To ~

= 2V3 -- V3 arctg \13' = 21'3 - 1'3·6" = 3V3"'

o -alta rcprezentare a arcului L. AvemFie x = 212, Y = 21, O<t< 0;;0

1-(lZl 16II: :1' +. 1 - 2C" -'~6~"~'-'~~:U + 1 = +\," (' .-,-dl-~--3-'
)0 30 "' U,- +_

8, 64

1 8u + 11'" 7'; liTo
1= V3 arc t g IfS- 0 = 2V3 - v:rarctSI(f'= 3Y3-'

adid!. aeerast rezultat.
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4. Propriet8tile integralelor eurbilinii

Am va.zut ca 0 integrala curbilinie se exprima en ajutorul integralei
definite

( F' dr ~ (' '" (tl dtJu J.,
de unde resulta urmatoarele proprietatd pentru integrala cnrbilinle (in
plan san in apatiu)

a) ( F· dr ~ - \ F' dr.
JAB .,BA

b) Dam C eate un punct pe areul AB, avem (fig. 34)

\ F'dr~[ F'dr+( F'dr
...AB ~a JOB

san

\
F'dr+( .JI.dr+( 1"dr ~ 0,

AB )BO JOA

oricare ar fi ptmctele A, B, C pe drumul de Iutegrare L.
c) Daci functdile 1't I}i 1'" sint integrabile pe arcul AR, atunci I}i

auma F1 + F II eate integrabili1. pe AB ~i

\
(F, + F,) dr ~ ( 1', . dr + ( F, . dr.

.AB JAB JAB
d) Dac' functia F

este integrabila pe AB,
iar 11. E R, afmncl

oA

( C

. 8 ~ Ir)

)~O'OJ-,
Fig. 35

e) Dace r este un
contur inchis, iar Fare
oomponentele continue en
derivate partdale continue
tntr-un domeniu D care
eontdne curba I', arnncl in
tegrala curbilinie

~F'dr
nu depinde de punctul de
plecare de pe curba I'.
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I

I
"

Intr-adevar (fig. 35), oricare ar fi punctele zt, B, C de pe I', conform
proprietatii (b) avem

5. Integrale cUi'bilinii care nu depind

de drumul de integrare

Integrala curbiltnie

( P (x, y, z) dx + Q (e, y, z) dy + R (x, y, z) dz (1)
JAR

depinde de functdile P, Q, R, de arcul de curba r care uneato punctele .il
'?i,B ~ de senaul de parcurs pe arcul AB. Ne ocupam acum de conditdile
ceteebute indeplinite pentru ca integrala (I) sa nu depinda de drum, adica
sa. nu depinda de curba r (curbs, formata dintr-o reuniune de arce netede),
care leaga punetele .il, B (oarecare), ci numad de aceste puncte. Aceste
conditii sint date de urmatoaaea

Teo rem a. Fie D un domeniu in spatfu in care funetiile P, Q, R,
sint continue. Conditia neeesara ~i sufielerua pentru en lntegrala curbilinie

( P (x, y, z) de + Q (x, y, z) dy + R (x, y, z) dz
JAB

sa nu depinda de drum in D, este ea sa exlste 0 func~til~ V (e, Y, z) dlferen
liabila in D, astfel inch sa avem

d V = P (x, y, .'0) dx + Q(x, y, .'0) dy + R (x, y, z) de, (x, y, .'0) E D.

(DIDemcnstratie. eondilia este
necesara. Sa presupunem ea inte
grala curbilinie nu depinde de
drum. Fie.il (a, b, c) un punct fix

- iUBa arbitrar in D §i M (x, y, z)
un punet variabilin D. Integrala
curbilinie calculata de le.zt la M
ve depinde numai de punetul H,
adica deeoordonatele x, y, .'0
ale aeeatui punct .,i este 0 functde

'I Ir{/z.,h.lj.l)

I ,r
I / (,,::="O"':=:::::::.-_
~

Fig. 36
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v (X, y, z) de trei variabile, deflnlta in D; sa notam

Ylx, y, ,j~lPdx + Qdy + Rd,;

dueA. (z + k, y, z) E D uvem (fig. 36)

V(x+h, y, z)=( Pdx+Qd.II+Rdz;
lUI'

(2)

sa formam diferenta

V(m + h, s, z) - V(x, u, z) =~.LU' I'dx + Qdy + Rdz-

_ ( Pdm+ Qdy + Rdz =( Pde + Qdy -1_ Rd;; = ,unP(x,?! ,z) de,
1m JJUf' ._

(3)

deoareoe de-a lungul Iui MM', y ~i z sint conataate, deci dy = 9, dz = 0

Functia P eate continua in D, deci putem apliea formula medie

In (3)' Avem

y (x + h, Y, z)- I" (e, !I, z) = 11. • P (m + l.lli, ll, z),

de nude obtdnem imediat

lim ,"(x +~~} - I"ex:. !!<=J = iJ~ = P(x, 1/, z)

h-+oO h Dx

pentru orice (e, !I, Z)E D.
In mod ascmanator obttnem ~i

JV il\'
ay = Q (x,!h z), [i"; = R (e, l/, z)

sau
Q. 11 = P dx + Q dy + Rd.z,

iar V (x, y, z) este Iunctda. cautata.

Condifia esre 8uficientd. Daca forma diferentiald P dx + Qdy +
+ Rdz cste diterentfala totals a unei functii Y (e-, y, z) in D, avem

ar 'DI" sv
P=.,.-, Q =--;- -, R=-.(X,y,Z)E D,

oX dy 8:

deci daea I' este 0 curba de ecuatii para.metrice

x=f(t), y=g(t), Z=h(t), tE[(X, ~J

ell f, u, h funot.ii continue ell derivate de ordlnul tnttt continue pentru

ze [(Xl~] f;li da.cit penteu A (a, h, C)E D, t = toE [(X, (:il, tar pentru
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.M (x, y, z)ED, t = 7E [a, ~], putem eerie

[ Pdm+Qdy+Rdz=[ ~dx+~dy+JWdz=
~AM ~AM ax ,ly iJz

\
' u

~ - f V (f(t), g (t), hit)] dt ~
! dl..

16.'l

VUlT), g (T), h (T)]-V [fit,), g (t,), h (t,)] ~ V(M)-V(A),

ceea ('·C arata ca. integrala curbilinie nu depinde dccit de A fji M.
'I'eorema este demonetrata.

Con s e c i n t e, 1) Doea intf"yrala «urbillnie

\ P (x', y, z) dx + Q (e, y,z) lIy + R{x, v, z) dz (1)
.A<

nu deplnde de drum, aumel exista 0 Iunetle V(x, y, z) astfel ineit sa
8\11.'111 peutru oriee (x, y, z) ED,

d\'. ()\' - av
.._-=P(x,y,z),-.-='Q(x,y,z), .. =R(x,y,z).
iJx dlT oz

Elimiuind pe V hure aeeste relatii uhtiuem Jegafurile Intre P, Q fji R
independente de Y,

!!~ = !!9,
UU ,]x

dQ iJR iJU
,): = ay-' Jx.

dP

d:
(2)

Vom a,rala mad tiraiu in cc conditii [A, cap. IV, § 2, al. 5] relatdile (2)
stnt i}i' sufieiente pentru ca integrala curbilinie :,;:'1, nu depinda de drum.

2) Dura integrala eurblllnle (1) nu d(~pinde dr-drum in D, atunel pantru
erlee eurba tnehlsa r situatii in D avent

fr- Pdx +' Qdy + Rdz = O.

Intr-adcvar (fig. 37), daca l' eate 0 eurba tnchlaa in D ~i AB sint
dona punctc pc I', avem, deoarece integrala nu depinde de drum,

\ Pd" + Qdy + Rdz ~ \ Pdx +Qdg +Rdz.
• 3MB ~3SB
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Reciproca eate de aaemenea adevarata, enume :

Daei inteqrala eurblllnle este nula pe once eurba tnehlsa situata
in D, atnnci nn depinde de drum in D •

•
IrI 0, (oj

A

•
Fig. 37 Fig. 38

Intr-adevar, sa presupunem

r
fr Pdx + Qdy + Rdz ~ 0

pentru orice curba fnchiea reD. Fie ..A, B dona puncte arbitrare in D
~i AMB, ANB dow drumuri care nu se taie ~i care due de la A la B;
ele Jormeaea 0 curba tnchisa I' (fig. 38),
deci

[ Pdx+Qdy+Rdz+[ Pdx+Qdy+Rdz~Olw1J 11'1'A
aau

Fig. 39

adica. integrala nu depinde de drum.
Daca arcele AMB ~i ANB se tale, luam

311 treilea arc ATB care nu Ie tade (fig. 39);
in eccst caz AMBTA r,i ANBTA atnt curbe
inchise, deci

[ +[ ~O;[ +[ ~O,
} ..M8 JBTA )."NB )BTA
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de node resulta Imediat l}i in acest caz ca

Putem deci formula urmatoarea

Teo r e ill a. Integrala eurblllnie

) Pdx + Qdy + Rdz

167

nu depinde de drum fntr-un doroeniu DC RS deett daca ~i numai daca
este Dula pentru oriee cUl'ba inehisa continuta in r.

Ne propunem sa determinam Iunctda V (x, y, z) in D

V(x, y, z) = ~AMP (x, y, z) de + Q(x, y,z) dy + R(x, y, z) de

in ipoteza in care integrala curbilinie uu depinde de drum.
Deoarece valoarea integralei nn depinde de drumul care duce

de 131 punctul A(a, b, c) la punctul M (x, y, z) vom alege drumul
din figura 40, unde AB eate paralel en Ox, BO paralel en Oy l}i OM
paralel en Oz (situat in intregime in D).

3) Funetia V (x, y, c), (x, y, z) E D esre data de

V (x, y, z) ~ [ Pdx + Qdy + Rdz +[ Pdx + Qdy + Rdz +
)~ )BC

+[ Pdx+Qdy+Rdz
)'M

sau

V (x,y,z) =

~): P (t,., b) dt +

+):Q (x, t, o)dt +

+~: R (:v, y, t) dt.

Functda V (x, y, z) eate
astfel determinata, in afara
unei conetante arbitrare, a
ditive.

,

(0.0.0)

LJ-
Bld,c} C(z,y.cj

Fig. 40
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Aplicati i

Luerul mecemc al Icrtctcr de atracne newtonjana catre un centru fix de masa m, la
deplasarea punctului de mesa m' = 1 din pozttta "U1 In pozitia .\fa are vetoarea

~
xdx + ydy + zd::

.,£=-y·m -- ,3
.11,11,

dcoarece F = - _m_'y~.~, y ccnstaeta gravitatlcl (am pus in onginea axelcr centrur de,. ,
atracpe de maea m). Observam ea integrala nu depinde de drum, deoarece

P = -=-, Q = JL, R = ~,3 ,3 r3

PdX+QdY+RdZ=d( -~),

tmderl ~i 'T1 stnt vectortl de poettte ai punctelcr ;\11 ~i' ;lil .

Exemplu

Integrate curbilinie

\
(~-~+a~~+~-zx+~)~,~(~-~+~~

AB

nil depinde de drum. Sii se calculezc pentru A (1,1, i) ~i B (4, 3, 2).
Daca punem

x = ce - yz + ax, l' = y' - zx + by. Z = Z2 _ xy + C2, uvem

rJ~ = aY = _ z ; _~l~ = !!,= _ x; f!~ = ijX = _ !l.~
ay ax 0= au ax iJz

dec! integrate nu depin~e de drum. Apuesm formula pentru calculul lui V

r c' \'lAB = J1 (:& - 1 + ax) dx + J1 (y' - 4 -+- I>ytdy + I (z~ - 12 + cz) ill,

" ,"", (y. ,'Y'j' (" , ,,' )"lAB = - - x -,----I + - - 4y -,---- , + - - 12 z + - I~
32 13 2h3 2 1

1
= _ (15 a -;- 8 I> -I- ~ c) -+- 9.

2

Peutru tntegralclc curbilinii in plan, care nu depind de drum,
re. .r'fatele stnt uaemanatoere si se demonstreaza in acelaei mod; Ie
en :an
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Teo rem a. Fie D un domeniu p~an ~n. {~a~e funetiile P (e, y),
'I (x, y) sint continue. Conditia neeesara ~I sutlcientn p...ntru NI inteqrale
lmrbilinie

( p (x, y) de + Qlx, !I) dy (1)
j"

sa nu depinda de drum in D: sa exlste 0 tunetie V (x, y) dHertmtiabilfl
in D astfel tnelt sa avem

d V = P (e, y) dx + Q (x, y) dy, (x, y) ED.

Con s e e-l n t e. 1) Din condilia

d~.= P(x, y) de + Q (x, y) dy, (x, y)eD,

(2)

rez-DIla
d~ = p (x, y), ~-'gV = (J (x, y);
ax u

eliminind pe V, obtinem legatura Inrre P .~i Q pentru ea lnreqraln curblllnie
sa on depinda de drum"?

0.1' JQ--;;Y=_;];' (x,y)E.D.

2) Daell imegrula eurbllinie (1) nu depinde de drum in D, atune!
pentru erlee eurba tnehisa F situata in D avem

Fig. -tt

,

1(O,OJ+, p (x, y) dx + Q(x, y) dy
,EM

V(x,y)~

= ~ P (x, y) dx + (J (x, y) dy +.,.

J, p (x, y) de + Q(x, !!) dy = 0
Jr

~i reciproc:
Daea. illtegrala eurbiltnie (1) este nula pe eriee eurba in(·i1isu sttuata

in D, eumei nil depinde de drum in D.
3) Daea tntegrala eurbllinie (1) fin deplnde de drum in D, utunel

Iunetia V (x, y) definitu de

v (x, y) = ~ p (x, y) de + Q (e, y) dJI ,
.A.'l

node 4- (a, b) este un punet fix (insa. oarecare), lar .M (e, y) un pUlll"

variabll in D, se ohtlne illtegrind
pe un drum (fig, 41) ABM, unde
AB este paralela eu Ox J;!i BM
paralela ('II Oy. Avem
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.sau

v (x, y) =~: P (t, b) dt + ~: Q (x, t) dt;

funetia V(x, y) este determlnata in afara unci eonstante arbitrate
aditive,

Aplicatie
In termodinamici, starea oricii.rui corp este definltii de trei mdrimi nerce : presiunea P.

volumul P ~i temperatura (absolutii) T. Aceste trel variabile stnt legate pnutr-o anumita
relatie ((P, o, T) = 0, astfel rncrt starea corpului este determtnata de fapt de doua din ele.
In easuj gazelor Ideate, aceasta relatie este data de formula lui Clapeyron. PP - R T = 0,

Sa presupunem acum eli. etarea unut corp este determtnatn de volumul P ~i preslunea p.
Fata de un stetem de referintA v 0 p starea cerpulul va Ii data de un punet M (P. II) din
plan. Dad. starea eorpulul vartaea, punetuI M deserie 0 curba care se numeste diagrfllIUl pro
-eesulut respeetiv; dacli. corpuj revine la starea inltialA, procesur respecttv se numeste proces
-elelle saut:iclu ~i dtagrama respeetivii va Ii 0 curbii inchisii I".

In timpuI unul proces dat, eorpul abeoarbe 0 anumltll carrtltate de cildura Q. Pentru
a determine valonrea lui Q sa descompunem procesul totr-un numar n (oarecere) de etape.
Daca de Ia etapa k ~ 1 la etapa k variazii numal una din warimile p, P, T, atune; eant.itatea
.eatcurrt absorbtte se ia propcrtfcnala en variatla variabilei corespunzatoare. De exemplu,
odacii. variazii numai P, eanUtatea caldurii absorbite va rt data de

all: (ull: ~ UI;_I)

euee ctl; este un numar anunut. Daca toate eete trel mli.riml vertaea to acelasl timp, atund
.cresteree tctala 8Q,t va Ii egalii eu suma creetertlcr partlate, dupli. principiul suprapuneril
-erectelor,

o aprcximatte II lui Q pentru Intreg procesut va Ii ded

"
Q= ~ [rlk(Ut- UI;_I) + f'lk(Pk - P,t-t) + n:(T",- Tn- 1)J ;

k~1

daci se tnlccuteste T to funetie de v ~i P din relatla f (p, 11, T) = 0 ~i dacii. Sf: treee de la
sumele care dau aproximatfv vartaua canntatn de ciildura la Integrate, printr-un proces de
trecere Ia umtta, se obttne 0 lormulii de forma

Q = ~r Pdp + ve».

unde P ~i V stnt anumite functll de P ~i n; tar I' dlagrama procesului,
In eazul unut prcces reversibil, integrala eurbilinie

r ~ dp + -.!':. dv . (1)
Jr T T

nu depinde de drum. Functla S eu dS = ~ dp + ~ dv se mnneste UltrQpie ~I este deter-
T T

mina11i. de integrala (1) In afara unei eonstante adltive, Pentru doua punete A ~i B din pla
nul v 0 p.formula

r ~ dp + ~ do = S (B) - S (A)
1B T T

ne dli. variatia entropiei clnd se treee de la starea A Ia starea B.
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[ (_g + ,g),x- (_X _2%'I,g
).01 x!+Jf Xl+yl J

nu depinde de drum lntr-un dcmenlu care nu contrne originea. Sa se determine V {a, y).
Avem

P(x,y) =--g- + 2g,
x2 + yl

Q (x, y) = 2x ~ _.::._- ,
XZ + y"

ap 1 2J11 aQ 1 2xa
__ = ---+2----, -~2----+---
ay x2+ y! (Xl + gl)2 ax Xl + y2 (xa + ya)1

,1
ap _ aQ ~ xl! ~ y~ + 2a;;~a; ~ (x2+,r)2 ,

deci lntegrala nu depinde de drum Intr-un domeniu pentru care x~ + yl T O. Avem d
asemenea

Vi.,.) ~C'(_'_+ 2b) Ox _ [.(_x_ - 2X) 'g.J.. xl! + b~ )b xl! + y~

XI'I' gl'I'V(x,y)=arctg- +2bx -arctg- +2XYI'
b " " X b ,b

V(x,y) = - arctg~ + 2xy - arctg'!!'- ~ 2ab
X b

"u
V(x, y) = 2xy + arctg-=- + c.

s
2) Integrala

( ydx - xdy

l~ll (x + y)2

on depinde de drum Intr-un domeniu D care nu conttne puncte ale dreptel x + y = O. Sa se
caJ.culeze valoarea et pentru A (1, 0), B (2, 3). Avem

p ~ --g--, Q = --=-=--,
(x + y)2 (x + y)~

ap = __' ~, oQ = -----=-!- +~ ,
ay (x + y)2 (x + y)3 d:r (:r + y)2 .(x + y'f

dP dQ
decl-=--,

ay dx

P ~i Q stnt continue In once domeniu D care nu conttne puncte ale dreptet y + x = O.
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6. Int"Drale eurbilinii intr~un dOlllNliu lUulliplu conu

a) In vol. I, B, cap. VI, § 2, al. 5, am definit notiuuile de multime
{l()nexa ~i domeniu, anurne :

o multdme A se nurneste mulJime ('Qnexa daca, oricum am descom
pene-o fn dona multdml Al !;Ii A 2 disjuncte §i nevide, eel putdn una din
raultimile Al sau ..12 are eel putin un punct de acumulare in oealalta,

o multdme D ae numeste domeniu daca este deaclrise !;Ii conexa,
Intr-un domeniu D, oricare ar fi punctele a, bED exista 0 linie poligo
nalli. LCD care uneete punctele a ~i b.

La accstc deflnitdi trebuie sa, mal adaugam ~i pe urmatoarele r
D e f i 0 i t i i. 1. Un domenlu plan D se numeste simplu conex

daca, eu ortee eurba tnehlsa reD, apartlne lui D ~i porttunea plana
mirginita de r.

2. Un domeulu V din spatfu se numeste simplu ecnex dUl';i la erlee
~nrba tnehlsa reV exista eel putin 0 suprafata S, m1'trginitii. de I',
siluata in intreflime in V.

Exemple

1) Interiorul unut cere (fig. 42), interioruJ unei sfere srnt dornenii simpJu eonexe,

r
~

Fig. 42

•Fir:. 44

W///h/////r//$/4(/&
{OJ

Fig. 43

Fig. -4~,
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2) Interiorul unm cilindru, banda plana miirginita de dona drepte paralele ifi,;:. ·n)
slut domenii stmpju conexe.

3) Exteriorul unut cere (fig. 44), 0 eoroanit circular;, (fig. 45l, extertorut unut cillndru
nu slut domenli simplu eonexe.

. D e fin i tie. Un domeniu cut" nu esre siraplu COIlI"X se uumeste
multlpla CODex.

Un domeniu multdplu conex poate fi transtormat in domeniu
slmpla conex ell ajutorul unor Utietnri.

Fig. 46 Fig. 47

Exemple
1) 0 eoroanu circularii. (rig. 46) se transtorma tntr.un dOlllcniu ,implu conex ell ajutcrot

anteturn abo
2) Un domeniu circular ell dOU>l giiuri (fig. 47) poate n tramformal tn demenlu stmptu

conex ell ajutorul a (loua tateturt ab, cd,
3) Exteriorul unui eilindru (fig. 48) poate fi traneronnat tntr-un domenlu stmptu eonex

eu ajutorut unei tiiieturi formate de un semtpten P.
De fin i tie. Nllmal'ul minim de taleturl, penrru a translorma un

demeniu multiplu eonex D tntr-un domeniu slrnplu eonex, maril en It

unitate, se numestc ordinul de eonexiune al domeniului D.
o coroana circulara, exteriorul uuui cere, exteriorul unnt cilindru

slut domenii dublu conexe.
Un disc circular ell doua gauri (fig. 47) este un domeniu tri

'plu cones.
b) Am vazut di. 0 condltfe uecesara

j.eatru ca integrals. curbilinie

~a fie DUIa pentru orice curba tnchisa I'
sit-nata Intr-un domentu D in care func
tiile P ~i Q sjnt continue I}i au derivate
partdale continue, eate ea P *i Q sa in
deplineaaca conditfu ~ ~ iJQ = 0 in D.

iJy ax

\ p (x, y) de + Q (e, y) dy (1)

(D)

F:g. 4R

If) r
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Fig. 49

)~

~.~®
.~ !01

Vomvedea:ro.ai tirziu (A, cap. IV, § 1, al. 7), ctnd vom demonstra.
auficienta aceated conditdi, ca. trebuie sa. Impunem domeniului D sa fie
simplu conex. Daca. domeniul D un este simplu eonex, integrala (1) nu
este in general nula.

Sa.preeupunem acum ca in (1) functdile P i;1i Qsint continue rmpreuna
cu derivatele lor partdale tntr-un domeniu D avtnd doua gauri (trfplu
eonex), (fig. 49). Daca tntr-un astfel de domeniu consideram 0 curba

inchisa. I' care nn rnoonju
ra 0 gaura, aceaata curba
este continuta tntr-un sub
domeniu D' simplu oonex,
deci integrala

J P (x, y) dx+Q (x, y) dy
Jr-

este nula. Sa obeervam ca.
in aceet cae Iunctdile P ~i

Q atnt continue ~i au de
rivate partdale continue pe
F ~i in domeniul marginit
de curba r.

Daca luam acum un
contur inchis r 1 care in

conjoara 0 gaura (01)' integrala curbilinie (I) poate sa nu mai fie nula,
deoarece P ~ Q nu sint continue ~i nu au derivate partdale continue in
Gr(in G~ se poate sa nu fie niei definite).

Putem sa aratam ea aeeete integrals nu depind de forma curbei f n
ei este eaenpial doar faptul ca tneonjura pe GI •

Teo rem ii. Fie I'I ~i I'2 dona eontururt care lneenjura pe G1 ; avem

1 Pdx+Q:dy~l Pdx+Qdy.Jr. r,
Demenstratle, .Ducem arcul de curba mn care leaga pe fIde I'2 •

Curbele f u f 2 i;li arcele mn, nm formeaea rrnpreuna frontiera I" a unui
domeniu simplu cones (D") in care P ~i Q sint continue ~i au derivate
partdale continue. Ele indeplinese ~i conditia ap - i!!L = 0, deei putem
serie au ax

\
P(x, y) de + Q(x, y) dy = 0

r-

\ +\ +\ +[ ~o,
r-, ..... r', J_
-;» v
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deoarece arcul mn eete parcurs de doua ori in senauri dilerlte ; ne lliai
ramtne

i PdX+Qdy~f Pdx+Qdy,
jr1 1'.

curbele r
1

~i r'2 fiind parcurse in acelaei sena. Teorema eate demonstrata;

O b s e r v a t i I
1) Din eele M"atate mai sus results, ca gaurii G1 Ii corespunde uu.

numar WI (numit constanta ciclict't relativa le gaura G1 ) egal en valoarea.
integralei (1) luata pe 0 curba inchisa PI (oaaecare) care tnoonjura 0 data,
pe G

1
• In mod asemaniLtor se aaociaza ~ gaurii G2 un numar (1)2 (constanta

eioliea re1ativa. la gaura 02)'
2) Rationamentele iacute pentru un domeniu triplu cones se extind

pentru orice domeniu ' mnltiplu conex.
3) Mul~imea G

1
san O2 ee poate reduce fiecare le cite un punot..

Exemplu

Integrala curbllinie
( _ydx+xdy

J xt + If'

me nula pentru mice center care nu tnconjura ortginea. Pentru un cere (C) cu centru 10
origine valcarea integralet este 211'.

Integrala nu depinde de drum tntr-un domenin care nu conttne ortginea. Intr-adeva~

avem

p=~.
x:I+ yt

Q~_X__ ,
xt + yt

ap = '__+~= !l
2

_
X2 =.E2-.

oy XI. + yt (xl + y2)2 (x2 + yl)2 ax

tar P, Q ~i derivatele lor stnt discontinue numai In uriglne.
Pe nn cere xI+yt=R2 avem x=Rcos6, y=Rsin6, 0,6<211', dx=

=-Rsln6d6, dy=Rcos6d6. decl

~
2:'< sin" 6da + cosl 6d6

1= = 2n;
o cosl 6 + sin l 6

ccnrcrm teoremei demonstrate, integral;t are valoarea 2'71" pe orice curb1\. lnchis1\. care tneonjura
o datll crlgmea.
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In acest exemplu, gaura G este Iormata dintr-nn singur punet.
C) Pentru integrale curbilinii in spatiu, re.zultatul. este asem.a,~tor.
Fie D un domeniu triplu conex format dintr-un Interval tridimen-

sional (paralelipiped) din ~are sco::tem ~oua tll~uri (fig. ~O), do~eniu.
in care functdile P, Q, R smt contmue ~l au derlvat~ partIal~ c?~tmue.
Pentru orice curba rnchlea. r sitnata in D, care nu rnconjura mel nun'!
din tuburi, 0 conditie necesara pentru ca integrala

(I)0"I I I._

,,
, :J-_J. _

, . .
,// I::.i

(OJ q
i-_ .-;

fc Pdx + Qdy + Rdz

sa fie nulii eete ca P, Q, R sa In
deplineaeca conditiile

_~ = _~Q, dQ a~ dR = dP •
au ax a: oy ax iJz

(2)

Fig. 50 Vom veeec mai tirziu (A,
cap. IV, § 2, al. 5), eind vom de

monetra auficienta acestor conditii, ca trebuie sa cerem ca domeniul D gil.
fie simplu eonex. Daca I' nu fnconjura nici unul din tuburi ~i daea eondi
tlile (2) sint indeplinite in D, integrals, (1) este nula, deoarece curbe
incmsa F este contdnuta lntr-un domeniu D' simplu eonex, D' fiind nn
subdomeniu al lui D.

Daca Iuam acum un contur inchis f t care lnconjura tubul G1 , inte
grala curbilinie (1) poate sii, nu fie nula.

Se arata la tel ca. lji 181 cazul plan, ca pentru doua contururi r l .';Ii I',
care tnconjura tubul Gt avem

[ Pdx +:Qdy + Rd, ~ [ Pdx + Qdy + Rdz.Jr, )r,
Piecarui tub G; (i = 1, 2) ii corespunde 0 constants determinata

6)i (i = 112) (numita constante. cicJica relativa la tubul G;), egala ell
:,al~;la,rea mtegralei (1) luata pe 0 curba tnchisa I', (oarecare) care tncon
Jura 0 data pe G;.

In spatiu, tubul G1 sau G2 se poate reduce fiecare la. ette un arc
de curba. •..

RezultateJe obtdnute pentru domeniul triplu conex ae extind Ia
un domeniu multiplu conex oarecare.

7. Derh18rea inlegrall'lor curhilinii

care depind de un parametr"

S~ constderdm Integrata curblllnle

F (u) = (. p (x, y,:, III dx + Q (:t", y, z, u) rly + R (x, y, z, ul dr ,JAB
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unde P (x, y, z, u), Q (:t, y, z, u), R (:t, y, r, u) slnt runctu continue de variabtlelc x, y. Z. II
Intr-un domeniu D = I X [111' III]' Ie R3, eu denvatete parttate

continue In D.

iJP iJP
--a; , ay

iJP iJP iJQ-,-,-,
az iJu ax

i'

Fie familla de curbe I' dennnn de

x = ((I, u), Y = g (t, u}, z = h (I, u)

cu (, g, h continue in D' = [u, b] X {uu us], eu derivatele parus!c

iJ( iJ( al( iJu

a;;' iii' iJuiJl' ou' "

continue In D', astfel tnctt peutru orlce puuct (I, u) ED', punetul (x, y, =) E 1, La u dat
rnsa arbitrar in rUt, us] corespunde 0 curba (y) din familia I'. Clnd I parcnrge intervalul
la, b], (x, y, z) descrle un arc AB al eurbei (y) suuet In I; a ~i b slnt runctf de u, a (u),
Ii (u), ne care le presupunem continue, cu derivate continue in lUI' usl. Avem urmatoarea

Teo rem a. In eondllille prezentate mai sus, tunetta F ([I), definitii. de

F (u) = \ P (x, ft, z, u) dx + Q (x, v. s, u) dy + R (x, 11, z, ul dz ,
_AS

este eontiJ,ui pe [UI' lIt], ell derh;.IIta /0" (u) continua.
nertvara F' (u) este ,Iatii de

F' (u) = r .!!..!:- dx + ~.~ dy + dR ill +
)AB iJu au au

+ [ (~ _ _iJ!1.) (.1fL dx _ J!L dY) +
)AB iJy ax au au

+ \ (.!!!]- _aR}(!!!!.... ay - ~dzl +
.n ~ dy au au,

+ [ (aR _!!..!:...-) (J!.L dz _ !!!!- dX) +
)AB ax dz au au

[ ~ ~ .~]b(~+ P(x,y, z,u)~ + Q(x. y, z, u)_ + R(x, y, z, u)-
du du du alt<1

(In ultima paranteen se tntocuteste tn x, ft. z,'paramctrul I Cll Ii (u) apoi ell a (u) ~i se scad)

DemonstraJie. Darn transformam tn integral"" definitii pe

F I (u) = \ P (x, y, Z, u) de
.AS

evem

\
~ I") ar

FI(u)= . P(f,g,h,ll)-dl,
.<1(") al

u - c. 1433
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cli.rela II putem aplica formula de derivare stabfllta la integrate definite (A, cap. I, § 7, at. 2);
daea ttaem seamii de lpotezele facute,

, IblVl(dP oP of 01' (lg , 01' Ok) ar df+
FI(u)- -+-- +--'---:----

«(ul au ox au au au itz au iJl

\

6 (01 1 a2 ( db l+ P~-dt+- P(f,
• oJlU) au at du

Avem lnsii

ar] d, [ ar]g, h. u)- -- 1'«,g, h,u)- .
at l=lIi"l du rJt !~a{,,)

I
b l1l1 a2 f , dr 1

6 11
<) IblUI 1,( 01'l'--d/=1- _ _0_ dl

a{tli au at au "Ill) aju) au dt

01' 01' ar 01' og ap Jz-=--+--+-._,
al ax at ay at iJz at

asttel Inclt putem sene, tfulnd seama ci'i dx = .!!!._ df, dy = l!.ft.... dt. dz = dh dl,
at at at

PI (u) = \ ap dx +I (01' ag +!!..!:...- Oh) dx _ \ oP.EL dy _
.AB au A.lJ oy au Jz au .AB ay au

_\ iJP.!!Ldz+[P.!!L.!:!:..+
AB dz au at <.Iu

Dad. observam c3.

ar]"I")
p du a(,,)·

[
af dl df] dxP _._+- =P(x,y,t,u)-,
at dl.l au du

obttnem imediat formula data, Insumtnd eele trei integrale ce intervin in Integrala curhllinie
din munt. F' (u) este continua, deoarece tott termenii care Intervm In expresla sa atnt.
eontinui. Teorema este demonstrate.

In cazuJ plan evem 0 formula enatoga

d Ibh
. ) \blUI iJP ~aii

- P(x, y, u)dx + Q(x, y, u)dy = - dx + - dy +
du ~(U) ~~I ..) lou Cu

+[ (~_aQ)l!!!!..dx- .E.L- dY) + [-P(X,y'U)dX +Q(X,y,U)#]b(Ul.
)..tB ay ax du iJu . du du tI(UI

o b s e r v e t r e

Daca arcul AB nu depinde de parametrul u, atunct formula de derivare ia forma simple

1-"(u) = ( iJP dX+~dy+.E.!!:..dz.
).AB au du au
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1. Lungimea unui arc de eurb:ii

" "'-8n-t

Fig. 51

,I
I
I 'I

L-:-----<coordonatelcunde (xk , Yk) etnt
lui H k (fig. ill).

"-,
L II = ~ V(xl<+l~xki+(VHI-Yk)2;

k=1l

a) Fie AB un Me de curba plana definit de ecuatda y = f(x),
a<,x<'b, funotia j" fiind continua" eu derivate intii continua in [a, b].
Ne propunem sa gaslm lungimea arcului AB. Pentru aceasta vom consi
dera 0 diviziune d: A = M 0 ,

MIl"" M"_Il M .. = B a arcului
AB ~i vom aproxima lungimea L
a areului AB eu lungimea linlei
poligonale No N I ... M", adlca
cu suma

Definipe. Fie 1/=/(x)
o Iunetie continua eo derivata continua tntr-un interval [a, b], al earul
gralic este un arc AB.

Fie (d..) un !ilir de diviziuni ale arculul AB en v(d..)--+O etnd n--+<:X:I.
Numim lungimea areului A B llmlta

Teo r e III a. Numarul L este valoarea huegralei definite

L =~:V' +r'(x)dx.

Demunstratie. Iutr-adevar, putem eerie
--~,

V(XH 1 x,Y + (Yk-;-l y,,)2 = V, + ('-11k+! - 11k )2 (1£1:+1 -xk)
X k +1 - X k

(1)

fnsa
YHI - Yk; = 1 (XI<+I) - f (Xk;) = (XH 1 - Xk)!' (~k)' ~kE [xoo, XOo+l]

L este limita unei surne Riemann.-.
ad.. = ~ VI + 1'2 (!;d (Xk+l - X k)

'-'
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§i L exlata, deoarece f' (.1:') estc continua pe [a, bJ. '-f-'inind seams, de defl
niti"" integralei definite avem

lim ~' VI +!"( (,) (x,+, - x,) ~ \' VI + f" (x) de.
v(d.. I-+O k=O • II

'I'eorema este demoustrata.

D e fin i tie. Forma dllercntialii

ds = ifl +1'2 (3') dx

se noroeste alemenml de arc al eurbei y = f (,v). Deeareee j" (x) dx = dy
elementul de arc se mal poate serte

(Lb s e r v a t Li

1) Daca arcul de curbs. AB ne este dat printr-o reprezentare para
metriea w = l'fl(t), Y = tfi (t), t e [a, bJl en functiile 'fI Iili Ycontinue, ell
derivate de ordinul lrrtii continue, avem

dx = If' (t) dt, dy = ~' (t) dt,
deci

ds = Vq;-;2 +~'2 dt,

-iar lungimea urcului AB este data de

L.tJB =~: y({J/2 + y'l! dt.

2) Daca punem x = r cos El, y = r sin El,

ds = V{dr cos 1} - r sin 0 de)2 + 7(d'r-s~in~O'~+-"-'-'o-'~O-d~e"')'

san

care eate expresia elcmentului de arc al unei cutbe data in cocrdonate
polare r = r (0).

3) Un are de curbs, pentru care integrala r ds are sene se numeate
JAB

un arc rectificabil.
Dacg arcul AB este dat de

x =!p (t), Y = l} (t), t e [a, bJ,
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ell 1p ~i '-J; continue cu derivate de ordinul intii continue pe
grala

[a, b], Inte-

, ds = '~V~+172 dt {c )
• AB ~~

are totdeauna sens, insa integrala (Ol) poate avea sene in eonditii mal
putan restrictive declt cele enuntate. Se poate studia in uccasta directde
Manualul de analiza matematica, vel. II, pag. 120 ~i urm. de acado Miron
Nicclescu, N. Dlnculeanu ~i S. Marcus.

Exemple

2 2 ~

1) Sii se calculeze lungimea a~lroidci. Astrcida rfig. 52) are ecuatta x3 +y3 =a3,
o reprezentare parametrtcs este d~l;l de

x=a cess I. y=a sin3 1. 0 <:1< 21\', a > 0; y

calculiim elementul de arc

dx= -3acos21s.inldf,

dy = 3a sin2 1 cos 1 dt,

dcci

ds = 3acostsintdt.

Din motive de simetrie

,
L = 4 (2 ds = 12 a,2 cos 1 sin I dl = 6 a.

)0 ~O

Fig. 522) Sil se eatcuteae lungimea eupset
de semtaxe a, b.

o reprezentare parametrtcs a elipsei este x = a cos I. y = b sin I, 0 <:I < 211:, deci

d.~=Va2sin21+b2cOS21dl=a V1- a"_b
2

cos"1 dl=aV1 e2 coss r dl.

"
Va2 _ b 2

nude e = -_. -- < 1 cste cxcentrlcltatea elipsei,

"

e" cos' I dI,J. = 4U\i! yc,-"'='.,
Integrara 0 caleuhlm prln dczvoltare In serie; avem

L = 4a I' [1 - !.-e2 coss t _ -'- e'cosf.l_ ... Jd'
.0 2 - 22,21
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,i dacl fol~silP rcrmuteie lui .wajts obttnem

L=21l:"O[·I-!..C1- 1
1.3

e4_ ..._~.._~2n~3)Z.(2n-l)e~"' . . ].
21 21 .4 ' 2".4' ... (2n)'

Pentru e=O (cere), L = 21to, tuugtmea cerculul.

b) Fie AB un arc de curba in apatiu definit de ecuatiile parametrioe

x =j(t), y = g (t), Z = h(t), a<t <'b,

functdile f (t), g (t), h (t) fiind continue eu derivate de ordinul intii continue
pe intervalul de definitie [a, bJ. Pentru calculul lungimii arcului AB
Be proeedeesa in mod aeemaeator cu casul plan. Se eonsidera 0 diviziune
d: A = MOl Mu···,M"_l' M" = B sl se aproximeaea lungimea LA.B

a areului .AB en Iungimea liniei poligonale MoM!", M", adica eu suma

L .. = ~1 V(XHl - XlV + (YHl - y,,)2 + (Zt+l - Zt)2,.-,
unde (zu YJ:, Zt) stnt coordonatele lui MI('

D e tin i tie. Fie AB un arc de eurba deflnlt de eeuatille parametrlee

m=j(t), y=g~), z=k(t~ a<t<b,

eu I, g, h, continue en derivate de ordinul tntll continue pe [a, bJ.
Fie (d..) un ~ir de divialunl ale areului AB eu 'oJ (dOl) -+ 0 eind n -e- 00 ~

Numim lungimea areului AB limita

Teo rem a. Numarnl L este valearea Inteqralel definite

y'L ~b" Vf" (t) + g" (t) + h" (t) dt.

Demonstratle. Pentru demonstratia formulei (1) ntecam de la 0 dlvlztune d:, Mg.
M I , .•. , M"_I" M" a arcului AB. clreia Ii cerespunde 0 dtvtaiune d' a rutervatujur [u, oJ.
a=to< 11< 1.< ... < 1"_1< 1,,=0, ell

Fie

once
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lolosind formula cresterltor finite avem

f (tHl) - f (ik) = (lk+1 - Ik) f' ('::1:),

g (ll:+l) - g (Ik) = (lk+! - Ik) g' ('t:).

h (lk+1) - h (tl:) = (lk+1 - tk) fl' ('l"~:),

daea punem

eu 6k E [t.to 11:+1], avem imediat

Ak _ ILl: = ff' ('l"k) - f' (61:)] [(' ('tl:) + f' (fit)] + ...
AI: + Ilk

!ii pentru cil.

183

iar f'. g', h' stnt continue pe [o, bl, urmeeea cil. pentru ortce numar e > 0 extsta un numa
1] (e) > 0 asttel Inclt peutru k = 0,1•... ,n - 1
.v~

daea Ilk+1 - t« I < 1] (e); putem scrte

lI'k-[1k 1< E, dacii I /k+1 - Ik 1< 1] (E)

nu

I
~~1 N.(lk+l - Ik) 

k~O

de nnde reeuita imediat C'ii

"~1 Ilk (lk.H _ 'k) I< E (b - a),
k~O

.-,
lim ~ A.I: (IHI - 'I:) =

vl~.. I-+O k~(I

\b Vr'!(I) + g'! (l)

.:a

+ fl'! (/) dl

tntrudt
.-,
~ [1k (lkH - It)
'-'

este 0 suma Riemann, tar runctta

.""';--,--;:""'..,.,,=
este Inlegrabil1i. pe [«, b], deoareee este eonLinuii pe (a. b].

Teorema cste demonstrata
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Observa~ii

1) Forma diferentiala

ds ~Vt""'''(''t)-+;-g''''''("t);-+7">h""''''(t·) dt

se numeste elementul de arc al curbed x = f (tl, Y = 9 (t), z = A (t).

Deoarece de = l' (t) dr, dy = g' (t) dt, dz = h' (t) dt, elementul de

arc are ~i expreaia

ds = Vdx2 + dy2 + dz2

2) Dace arcul AB eate format dintr-o reuniune finita de subarce,

netede,

AB =UA,Bi.
;=1

etunci

Exemple

t) Se dii. elleea circulara ~=a C05 f, g=a sin t, z = hi, t:E R; sa se cajcuteee element.et

de are. Avem
dz = -asintdt, dy = a cos t.dt, dz = h d(

dec!

ds=VaZ + h2 dl.

2) Sa se ealculeze lungimea arcului AB definlt de

x = a cos I etl, y = a sin I ekl, Z = W'kt, t E [0, L],

dx = (-0 sin 1 + ka cos l)~j dl,

dg=(a cos I+ka sin I) ekt dt, dz=kae/l;J dt

2. Integrale eurbilinii in raport

en lungimea arewui

a) Fie AB un arc de curba definit de ecuatdile

x = f (t), Y = 9 (t), z = h (t), a -< t -<: b,

eu I, g, h continue cu derivate de ordinul intii continue pe [a, b] ~i

1i'(x,y, z) 0 functte continua. tntr-un demeniu DCR3 cMe contdne arcul AJ;l.
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Fie d 0 diviziune A= MOl M D " · . , M .. = B a arcuhu AB; sa
formam suma

,,_1

~ }jl (Mk ) 8 k 1
~·~O

(1)

(2)

unde 8 k este lungimea arcului M k Mk+l; daca (d,,) este un sir de divi
siuni ale arcului .AB en 'Y (d n ) -e- 0, atunci

"-,
lim ~ Ji' (M,)"

,(d.. l....O 1<=0

exista ~i se notcaza

\ Ji'(M)d8.
• AB

Intr-adevar, daea. luam, in reprezentarea parametrica a arcului AB7

parametru pe 8 (in locul lui t) dat de t = rp (8), o:p continua en deri
veta de ordinul intii continua, Burna (1) conduce la integrala definita

rJi' (f' (8), g' (8), h' (8)) d,.,
eo f' (8) ~f(o (')), g' (.) ~ g (0 (8)), h' (.) ~ h (. (8)),

P integrala (2) exista deoarece F, r, g*, h*, '1/ stnt continue. Am notat
en L lungimea arcului AB.

Observam ea avem

81,; = \Ik+l Vf'2 (0 + g'2 (t) + v» (t) dt =
e

~ VI" (e,) + g" (e,) + h" (e,) (tw - t,)

en 6j,; E [t
k 1

tH 1 ] , deci auma (1), crud v (d ll ) -+ 0 are limita

\' Ji' [f (tl, g (t), h (t)] Vf" (t) + g" (t) + h" (t) dt,..
expresie care ne dA regula de ealcul a integralei

\ Ji'(M)d8
dB

(3)

rj n s e r v a t i I
1) Dace. in integrala

\ Ji' (M) d. ~ \ Ji' (x, y, z) d8
.AB • ..4B

tnloeuim pe X, y, z, ds en f (t)~ 9 (t), h (t), V1'2 + s? + v» dt reepectiv,
obtlnem pe (3).
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2) In plan, Integralele curbilinii in raport eu Iungimea areului se
defineae in mod asemanator

( F (M) dB~ (' F (f (t), g (t)) Vi" (t) + g" (t) dt.
Jot. JII

b) 0 integrala curbilinie

( p (x, y, z) de + Q (x, y, z) dy + R (x, y, z) de (4)

J"
S6 poate serie totdeauna sub forma

( F(x,y,z)d8.
JA'

sa. presupunem ci.i.AB este un arc neted, edica este cotinuu ell tan
genta continua. Daca lX, ~, Y atnt cosinusii directori ai tangentei intr-un
punet 311 arcului .A B, tangenta fiind orlentata in sensul de creetere al Iui
IJ pe AB, atunci avem

dm = ex ds, dy = [3c ds, de =Y ds,

~i Integrela (4) se transforms, in:

~.A1I[p (x, '!I, z) oc+Q (x, y,z) ~+R(X,y,Z)y]dS (5)

, F(x,y,z)ds .
•A'

Observatie

1) Daea arcul A Bare representarea parametrics

IV = j(t), y= g(t), z = h(t), a'" t '" b,

en !, 9, h continue-ell derivate continue pc [a, b], atunci oX, f3., y, slut dati de

0:= "(I)
± V('2 (t) + g'2 <I) + h'l (I)

r (I)

~ = ± Y('2(1)+ g"l(I) + h't(l)

h'(t)
r ± Y('2(1) + g"l(I) + h"l(I) ,

pe care dac,a ti tnlocuim in (5) regaeim regula de calcul a integralelor curbi
linii.
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3. Aria unei suprafele plane marginite de 0 cUl'ba

a) Fie y =f(x) 0 functde continua l?i pozttiva pe [a, b]. Am vazut
ca aria domeniului plan marginit de graficul Iunctiei j'[e}, anume de areul
..A B, (fig. 53), axa 0 x l?i segmentele AA.', BB' paralele cu axa 0 y este
data de integrale definita ',

Fig. 53

(1)~f(m)dm,

Daca f(x) nu paatreaea un
eemn constant pe [a, b], 'insa. nu
achimba semnul de 0 infinitate de
ort pe [a, b], atunci integrala de
finita (1)ne dadiferen~ad'-ol"

dintre aria of situata deaeupra
aaei 0$ l?i aria cA" sitnata sub
axa 0$ (fig. 54).

~i in acest cas putem afla auma ariilor 01.' ~i at" inlocuind in (1)
j(m) ell If (m) I,

ot ~ 01' + 01" ~ ~If(m) Ide.

Intr-sdevar, daca j($) >- 0 pe [a, b] - [e, a], f (x) -< 0 pe [e, d
en Ic. d]e [a, b], (fig. 54), putem aerie

f(m) ~ f, (m)-f, (m),

Fig. 54

en fl ~i 12 definite pe [a, b] in modul urmator :

f,(m) ~ r f(m), mE [a, b] - [c, d]
) 0, XE [e, d]Ii f,($)~(_;(;), $mEE[~;,b~~[C, d]
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deci

01: =~: II (x) de, .c: = \" 12 (x) de,..
01' +of' ~ ~:f,IX) de +\:t, Ix)dx ~~: Ifix) Ide,

deoarece I. (x) + 12(x) = if(x)!, x E [a, b].

Exemplu
Sa calcutam aria margfntts de curba g = cos x, X E 10, ZTC] l/i axa Ox. Functla cos x

este pozitivii pe [0, i] U [3; , 2TC ] ~i ncgattva pe intervalul [~. 3
ZTC].

Aria ceruta este

data de

'"I'" Icos x Idx = C2cosxdX _(2cosxdX+ r"'cos x dx = 1 -+ 2 + 1 = 4.
0/0 Jo J:-: jar.

T T

b) Fie 1 (x) .p g(x) doua functii continue pe intervalul [a, b] asttel
tncrt

x = a, x =b,

XE [a, b]

y = 9 (x) ~i dreptele

fix):> g Ix),

aria marginita de eurbele y = 1 (x),
(fig. 55), eate data. de

01 ~~>IX) de - ~>(X)dX = \:r fix) - gIX)] de, (1)

deoarece eete egala. cu diferenta A"A' B' B" - A"ABB", Formula (1)
rarnfne valabila ~i daca. f (x) san g(x) nu stnt pozitive pe [a, b], deci daca
aria d se gaeeste partial san in intregime sub axa Ow. Intr-adevar, daca f
~i 9 nu sint positive pe [a, b], deoarece sint marginite, putem gasi 0 con
stante A astfel incit

8
y"g(Zj

" 8'
(0.0) (0.01 (b.O)

Fig. 55
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Excmplu

Sa se gaseasca aria margtnua de parabolcle x = y', x = 4y~. y» 0 ~i dreptele x = 0
'1\ x = 1, (fig. 56).

Avcmol

Ohservape

Daca f (x) ~i g(x) nn aint oomparabile pe
fix) - g(x) >- 0, fie fix) - g(x) <; 0
pentru orice x E [a, bJ,atnuct formula Y
(1) se rulocuieate eli

[a, b}, adieu. nu avem fie

'J./l

((0)

+ (_cOS;r_sillxlj-: -l

•
2V~+1+ 2Y2 =41'2

2 2

Fig. ;;6

D.OJ-"",.-----,,!,,----.

sin ;1') dx = (sin x + cos x) \:(cos xI'"+
,~..

,"
= (i (cos x _ sin 1') dX+\"""i"(Sin x _ cos ,r) dx +

)0 ~7\"..

I~'" 2Y2 2f2+ (sinx -+- cos x)', = - -1+-- -l-
Is" 2 2

•

Sa se g[lsca,d aria marginiUi de curbele
II = sin x, 1/ = cos x, X E [0, 2:r::]. Conform
ttgurtt 57 avem

Exrmplu

c) Fie I' 0 curbs. in
chiea, plana, fara puncte
multiple, neteda san fermata
dintr-un numar finit de arce
netede, pe care 0 supunem Ia
reetrictia : paralele la axa 0 y
sa 0 tntrlneaeca in dona
puncte. Fie A, B punctele de
pe I' (fig. 58) de abscise ex
tremc e, b, a < b;

k-~--'

Fig. 57
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e il, B impart curba I' in doua arce : arcul inferior .A j[ B de
11 = IflI (c), a -< x -< b f}i arcul superior A N B de ecuatie y =1fl2. {m},

-< b. Aria el', marginita de arcul AMB, axa Ox lji dreptele x =a,.
este data de

,

(0,0) (o.O)

Fig. 58

lAO)

aria d" marginita de arcul AN B, axa Ox J?i dreptele x = a, x = b eate
data de

el" = ~ rp2.(x) de.

Aria marginita de curba tnohtsa F eate egala cu diferenta celor
" dORa arfi, anume

d ~ d" - d' ~~: ~,(x)dx-~: <p,(m)dm ~ - ~/ ds ,

curbs. r fiind parcursa in sens direct (sensul trigonometric).
Daca adaugam Ia rezuItatul obtinut integrala curbilinie

, ¥ d(xy) ~~\ xdY+~\ y dx
2Jr 2.1' 21'

de veloare zero, obtdnem pentru d expreaia eimetrica

d =2.( my - ydx, (1)
2 Jr

formula care ne da prin intermediul unei integraJe curbilinii aria mllrginita.
de curba inchisa. I'.

Observatie.

Condttta ca paralelele Ia axa Oy sa rru tnttlneasca decit in doua
punete curba I' a ser-stt numai pentm demonatratie l}i poate fi inh\turati.



Aplicafiile integralelor curbilinii .(Ii definite 191

1 \ 1 \+- --,
2o-BA 2 r-

Intr-adevar, daea. aceeate conditde nu este tndeplinita, introducem
arce suplimentare (fig. 59), care 'impart domeniul D marginif de- curba. I'
in aubdomenii D', D" pentru care contururile tndeplinesc aceaata con
di~ie j pentru fiecare subdomeniu avem

ell)' =...:.\ xdy -ydx =...:.\ xdy - ydx +...:.\ xdy - ydx,
2~r' 2 AB 2 BMA

"r'
----:)rD'

B
A

D"

N

(O,oJ
Fig. 59

ell)" =...:.\ xdy - ydx =.!..\ my - ydx +...:.\ xdy - ydx.
2 I''' 2 • BA 2 .ANJi

Aria d marginita de curba I' eate suma ariilor d»' ~i d»" deci

d = f~BMA + f~ANB +~~AB
eonturul I' Hind parcure in aena direct.

Ex~mpl~

1) SA se calculeze aria marginltii de un arc a lclcloidei, (fig. 60).

x =0(1- sin I), y = u(1-cosl),

O<I<2l'l"~i axa Ox.

Avem dx= 0(1- cosl)dl, dy = usln I dl,

d = "':'\' [01 (I - sint) sin 1 - u2 (1- cost)'] dl =
2. 20<

.' C'"="21 (2-lsinl-2cost)dl=

. I'"= ~ (21 + t cos I - cos 1- 2 sin I) = 3'lt (ll.
a o



lntegrale curbUinii

2) Sa se calculeze aria elipsei":: +!t = 1. Avem x = a cos t, y = b sin I,
a2 b=

'n,t< 211"; dx=-a srnldl,dy=b cosldt

.,jed

1 I'" '\'"coi = - (ab ccsa r + ab sin!t)ctl = ~ dl = 11" abo
2 0 2 0

Fig. 60

, ,
.3) ss se culculcze aria astroidei alungile(;):J + (~):l = I (fig. 61).

0() rcprcecntare parametrlca a astroidel alungite este

:1:= acos~t, y = bsin31, 0 , t < 2r:,

lab) dx = -3a cos" t:sin dr, dy = 3b stne t cos t dl,

3"\'" 3 '\'"= - cos" t sin" t dt = -.:...- (J/Jsin" 2l dt =

2 ,0 8 .0

3 I'"vi = - all lcosll sin2 t + sinll cos"t] dl =
2 .0

3 \2:tl_COS41
=-ab ----dl=

8 2.,
3r: abo
S

Fig. et
3

Dad a= b, ol:l\inem aria astroidei, 81ta·.



Fig. 62
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4. Aria noni domeniu plao, miirginit

de 0 enrba data in eoordonate polare

Ne propunem sa calculam aria marginita de arcul de curbs AB dat de

1'=f(O), a<;; e<;;:b,

cu f (e), marginita §i positive pe intervalul [a, bJ, §i de razele vectoare
OA, OB (fig. 62).

Fie d': .A. = Po, PH"" P"'-ll P" = B 0 diviziune a arcului AB;
acested diviziuni ii cores-
punde diviziunea d: a = !J
= 60 < 01 < ... < 6"_1 <
< 0.. = b a intervalului
[a, bJ. Daca mk ~i M k

sint margtnile inferioara
§i euperioara a fnnctdel
f( 6) in intervalul [Ok' 0k+1J
sa conslderam sumele lui f,
Daaboux

1.-1
Bd = - ~ .Mi(OI:+1 - Ok)'

2 I:~O

care au urmatoarea Interpretare geometrlca. Produaele

2-..~(Bk+1 - 8k ) §i 2-.. Mi,(61:+1-8.,)
2 2

reprezinta Mille a doua aectoare de cere, anume a, sectorului OP~ PI:+1!
de raza ~, §i OPkP~+l de raza M." respectiv j aria Wk a aeotoruluf
OP"Pk+l' marginit de razele vectoare OP k , OPU 1 , §i arcul de curbs
PkPk+1' este cuprinsa intre aceate am

~:m~ (Bk+1 - 6k ) -: WJ: <;;: 2-..~ (6k+l'- 8k ) ,
2 2

deci aria cautata ol eate euprlnea intre Sd ¢. Sa,

Sa<;;:ol<,Sd'

Fie (d..) un ~ir de diviziuni ale intervalului [a, bJ cu v (dOl) -+0 ~i sa
presupunem cd funqia j2 (6) eete inte!J1'abua j in aceaata aituatde cele doua
~i (sa" ) ~i (Sa.. ) au 0 limita comuns care este Mia roarginita de areuj
A B .; de razele OA §i OB, anume

ol = .!..rb

j2(8)dO = ~r "ZdB.2\ I 2.'.4.1l
18- o. U83 •
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(I)

Ob8erV8r~ii

1) Daca. r este 0 curba tnehtsa, aria marginita de curba I' este

data, de integrals curbilinie

of. =.:...f ride.
2 r

2) Expresia diferentiala

y

Fig. 63

!. (xdy - ydx)
2

in coordonate polare x =
=1' cos tI, Y = r sin eee trans
forma in

din care ae deduce cu usu
I'inta formula (1).

Exemple

1) Aria mlirginitli de cardioidii.
Eeuaj.ia tn coordonate polare a car

dioidel (fig. 63) este data de

r = a(1 + cos 6). 0<6< 2n, a >0,

2) SA ae calculeze aria marginiUi. de Iemruscata lui Bernoulli

(x2 + y2)1l = all (x2 _ yll).

,

(0.0) •

Fig. 64
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tn coordonate polare x = r cos 8, g = r sin 0 ecuatra lemniscatei este

r2.=a2 cos 28.

o huc!>'i a Iemntscatet (fig. 64). se parcurge daoa - ..::...:;;; 8 .:;;; 2., deci aria totem este, ,
"

ol =2'~\' a2cos20d6=a2•

2 •. '"-,

B

Fig. 65

A P,

"

,
b'ie y = f (ro) 0 functde continua, pozitdva, eu derivate continua pe

[a, b]. Grafieul functdei f (ro) pe [a l b] eate un arc A B, situat deaaupraaxei
Ox. .Ne propuncm sa gasim aria ol a suprafetei generate de arcul AB.cind
8e roteate in jurul axei Ox,
(fig. 65).

Fie d' : A = Po, Pl l " ' l

p ..- ll p .. = B 0 divisiune a
arcului AB careia li corespun
de 0 diviziune d : a = roo <
.:l1. < ... < X.._l < IV" = b a
segmentului [a, b]. Daca
consideram linia poligonala
POPl·· .Pfi-IP.., prin rotatda
acestei linii poligonale in jurul
axei Ox ia naetere 0 suprafata
S .. formam din n trunchiuri
de con. 'I'runchiul de con gene
rat de rotatia segmentului
P, PHI are aria Iatcrala

a. Aria unci suprafele de retatle

Avem
Yt+l - Yk = !(XH I) - !(xk) = (xk+l - XI.)!' (~I<), ~k E EXt, X'k+l]

dect

Wk = 21t~1j:r_~L+ «xH') VI + 1'2 (~k) (mk+1 - X'k)
2

~i aria ol.. a lui S" eate

01." = "tl 21t [(Xt) +/(XH') VI +1'2 (1;1;) (XH I - x t ) j

M
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sa conaideram t?i auma Riemann

01: ~ ~'2~j( <,) VI'>""C+'j""""(,,") (xh , - x,).
k~O

Avern imediat

ol..-ot: =27t'"i f ( Xk) - f(f.k) + f<XJ:+d - f(~k) VI +f'2(~k)(XHl - rot)

kc~O 2

san

Idfl - at: \c;21t "-£ If (7:,,)- ((1;.1:) I +~ f(xk+l) - f(f.k) \V1+f'2 (~k) (rek+l- Xk)'

k~O

Functia f(x) fund continua. este ~ uniform continua pe [a, b], deci

pentm ortce uumar e > 0 exista un nuruar Tl (e) > 0 aetfel licit sa avero

Ij(x') -j(x")1 < 2.V1\ " b-o

pentru oricela/-x"\<1j (e), ro', re"E[a, b], ~i unde am notat

A= anp If' (x) \. Fie acUID 0 diviziune d a Intervalului [a, b] en
"'E[a, ~l

V (il) < 11 (e:) j a.vern
IWl: - ~1I:l < "tj{e:), \ x k +! - ~kl < 1'1 (e),

deci
V~ e "-I

Iof .. -d:I<:21t 27tVl +)..2 .~k~O (W"'"_1 - X,,) = E:,

prin urmare pcntru orice eir de diviziuni (d..) ale intervalului [a, b] eu

\I(dll)~O, cvem

lim o!. ~ lim 01:
~(<l'.Il-+O '11("")-+0

lnsa.

lim 01:~ \' 2~j(x)VI + f"(x) dx
,,(d,,)-+O a

deoarece f ~i f' sint continue, deci integrabile pe [a, b] j obtdnem aeadar

0I-2~~j(~~+f'(~~ ~
.'

O'b s e r v a pi i

1) Formula (I) se mea poate aerie

ol=27C[ y¥1+y'2d:v=27C[ yds.
JAB JAB

•

(2)
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2} Daca arcul AB se tnlocuieete cu 0 curba inehisa I', formula. (2)
ramine inca valabila, aettel ineit ar~ d a aupradetei generata de 0 eurba
9nChisa plana r (Iormate dintr-un numar finit de arce netede) prln ro
tetie in jurul axei Ox (curba nu tntdlneste axa Ox), este data de integrala

curbilinie d = 21tJ y ds.
)1'

3) Daca f(x) nu este pozitiva pe [a, b], atunci formula (1) se tnlo-
cuteste eu

0/ ~ 2. \'If(X) IV1 + i" (x) dx... (1')

Exemple
1) Aria ereeet se obttne prin rotatra semicercului xl' + yi = R!, s > 0 tn [urul

axei Ox. Avem

x=Rcos6, y=Rsin6, O,a,1t,

.oci

d = 21t (1< Rsin 6Rd6 = 271: R"(- cos 6)11< = 471:R2.
)0 0

2) Torul este aupratata generata de un cere, care se roteste in jurnl unei drepte din planul
sAn (dreapta nu tnttmeste eercuf). Sa calculam aria torului.

Dacii Iuam cereul x =:ro+ ReosO. y=Yo+ R sin 6, 0,0< 271:, IYol > R, ~I 11
rotim In [urul axei Ox, aria eautata este

["d = 21t")0 (Yo + R sinO) Rd6 = 47l"i IYol R.

3) Sli. se calculeze aria supraletci obtinute prin rotatta unct bucle a cicloidei in jurnl

axel Ox.
Fie x = 0 (I _ sin I), Y = 0 (1 _ cos I), 0, I ,21l', 0 rcprezentare parametrlcd a unci

bucte a cicloidei. Avem

deci

~
'" Iof. = 21'1" 0(1- cos t) 2a sin -
• 2

G. Volumul corpurilor

Sa conslderam un corp K in apatdu. ]'a{ia de un sietem de axe de
coordonate Omyz (fig. 66), corpul K eate cuprins intre plancle paralele en
axa Oz de cote maxima b ~i minima a.
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sa preeupunem ca se eunoaete legea de varlatde a ariei sectiunii 8,
in corp, printr-un plan parole! en planul mOy de cota. z, anume functda
8 = 8(.) definitilli integrabila pe intervalnl [a, b].

Fie d: a = 2'0 < 2'1 < 2'2 < ... < 2'11-1 < z,.= b 0 diviziune a Inter
valulni [a, b] f}i M k 1 mk 1 marginile superloara :'1 inferioara a functded 8(z)
in intervalul [z.I;, ZkH]' Bumele lui Darboux

,-,
8d = ~ mk (Zk+l - 2'k)'

k=O

au urmatoarea interpretare geome
trica.. Sa reprezinta suma volume
lor a uneireuniuni de cilindri, care
contdn in interior volurnul V, iar
8d represinta suma volumelor
unei reuniuni de cillndri, continntd
in intregime in volumul V, deci

Sd -< V -< Silo
Fie (d n ) un sir de diviziuni ale

intervalului [4, b] en v(d..) -+ 0 j

daca 8(z) eate integrabila pe
[a, b], atunci limite comuna a siru
rilor (Sdn) fji (Sa..) este volumul V
311 corpului K, deci

V =~: B (z) d z

Fig. 66

"-,
Sa = ~ u, (Z.l:+1 - 2'11;),

k~O

-----;~",------y

Exemple

x! y! z!
1) Sa ealculiim volumul elipsoidului _ + _ +_ < 1.

~ a~b!c9

Tiiiat eu un plan de cots s, obttnem discul elipile

~+~<1.
a9 (ei _ Z9) b2 (cI- Z2)

care are aria

S(Z)=:n:
ab(C9_Z2).

1:1<lcl·

"
Volumul V al elipsoidului va Ii esadar

a.~' 4V=:n:- (cI-ziI) dz=-:n: abc.
c! -c 3
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Pentru a = b = C obt1nem volumul sferel de raza 0.

2) 811: ealeulam volumul corpulul defintt de

• Talat ell un plan de cotli. liz (0 -< z""; h), (fig. 67), ob'[inem dtscut cupttc

care are aria

•• e
5(.::)=2n--, I

Volumul V al pnrtlunli de paraboloid va
fi decl

ub h2ub (A
V=2n--;, .::dz=n-.,

Aplicatie

Volnmul eorpurilor de retatle. Fie
f 0 functde pozitiva, definita pe inter
valul [a, b]. Fie Q domeniul plan mar
ginit dearenl de curba y = f (::0), a<
-<.m-'<b,dreptele x=a,fV=b t}iaxaOro. ~
Prill rotatda lui Qin jurul axei Ox ia naa- FIg. 67

tere un corp de rotatde K. Daca secpio-
nam corpulK ell un plan perpendicular pe axa Ox, de abscise x (a
-< x -< b), aectdunea plana S(x) obtdnuta eete un disc circular, deci

Daca j2(x) eate integrabila pc [a, b], atunci volumul Val corpului
conform rezultatului obtdnut la alineatnl precedent, eate dat de

- f"
V~rr, j'(x)dx.

.'
(1

o u s e r v e t t t

I) Bac:1 f(m) nu. este pozitiva pe [a, b] formula (1) se rntocutcetee

V= 1t \& If (x)12dx

.'
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care eete Identica en (1), deoarece f2 (x) = I f (x) [2.
2) Formula (1) se poate serie ~i sub forma unci integrals curbilinii

v= 1t( y2 dx,
Jsn

(2)

forroit vaJabila &i pentru volumul generat de rotatia unui domeniu plan D,
rniLrginit de curba tnehisa r, in jurul axei Ox (domeniu care nn este inter
sectat de aaa Ox), anume

Exemple

1) VOlllffiUl Umitat de srera Xl + yl + %2 = R2 poate fl"obtinut prin rotaua semtdts-
culm circular x2 + If...; Ill, e» O. deci -

\

B 4
V=1r (R2_ XI) dx = _ n-R3.

- 3_B

"2) Volumul obtlnut prin rotatta domeniului plan marginit de areul de liinti~or y= ucb -,
a

0<: x -< a. dreptele x = O. x = a ~i axa Oz, In juru! axei Ox, este dat de

2x

V = 'It a:l C" ehe ..:.. dx = 'It at (" 1 + ch -;; dx = :n;w (2 + sh 2).

Jou 30 2 4

7. Centrul de greutate at eorpurilor filiforme

Dupa cum ee-stie din atatica, daca M k (xia Ykl Zk)' k = 1, 2, ... ,n stnt
n puncte, care sint centrele de greutate a n corpuri, de mase, respectiv,

atunci coordonatele:(1I1G, YG' z(}) ale centrului de greutate ale celor n corpuri
atnt date de

~ ~mk
k~l

1116 =- .- - ,
:E m,.-,

:E Yk mk
k~l

YG=-.--'
:E m,
k~l

.
b Zkmk
k=l

ZG =-,-,--'
:E m,
k~l
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Sa consideram un corp filiform, un fir, adica un corp la. care una
din dimensiuni eete mult mad mare decit celelalte doua ; un aatfel de corp
U aaimilam eli un arc de curba AB plana san in apatdu. Sa preaupunem ca
firnl nn este omogen, ei are dcnsitatea P (x, y, e), vaaiabila en punctul
P (e, y, e) de pe areul AB, (fig. 68).

Daca A = Po, PI'" .,p..- H p .. = B sfnt n+l puncte pe arcul zt B,

•

OfaaO}

substdtuim arcului AB linia poligonala Po Pl·' .P..- I POl' Fie

M1:(~k' "I'll" ~I<J

centrul de greutate al segmentului P k P H H neomogen, de maaa m~ =
= P.t· P"PH U P" = P (~~, l')~, ~~).

Centrul de greutate alliniei poligonale este dat de
.-,
~ ;k· Pk"Sk

x
G

= ~,-,,""-,----, fiG

.-,
~ 7)k· Pk"Sk

k~O

~ Pk' ~k·$k

zG = "~,,""-,----

unde am notat eu 8k lungimea segmentului P k PHI·

Observam eit aUt Ia numaratorul cit ~ la numitorul lui xQ' Yf:' zQ
evem sume integrale CMe conduc Ia integrale eurbilinii in report eu arcul.
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•

Astfel daclt (dn ) eate un slr de diviziuni ale arcului AB eu v (d..)~O, evem

lim "~1 ~k' P~'8k = I x p(x, s, z) ds,
v(dl\)-+O k=O • 'AB

y p(x, y, z) ds,

z p(x, y, z) ds

aetfel incit centrul de greutate al arcului neomogen AB este dat de

lAB
Xp(x, Y. z)ds lAB yp(x, y, z)ds

xG =

\.. ' Yil =

lAB
p(X, y, z)ds p(x,y,z)dS

\~ zp(x, Y. z)ds
.AB

, p(x. g. z)ds
.AR

(Lb s e r v a t Li

1) Dacit areul eete omogen, p = conet., f;li formulele (1) devin

(1)

(1')

2) Daca arcul (neomogen) este plan, coordonatele (XUt Ya) ale cen
trului de greutate sint date de

\ xp(x,y)ds

xa=·.tB ,

\ p(x,y)ds
.-JiB

, yp(x,y)ds

Ya = ~.A"B,-~~_

( p(1',y)&
J.!B

(2)



\ yd<
y(}=~.

\ ds
.AD

AplicatiiIe integralelor curbilinii ~i definite

iar daoa arcul plan este omogen, sint date de

\
xd<

AB

w.~~'

203

(2')

•

ApUcatit

SA consideriim un arc plan AB, omogen. Coordonatele centrutut de greutate stet date
de (2'). Sa observiim tnsa ell.

, ds = L (lunglmea areulul AB);

.AB

putem scrfe, de exemplu, pentru a doua formula din (2'),

L·y(} = \ y ds
.AB

sau, tnmulttnd eu 27':, ~i presupunlnd cii arcul AB este situat deasupra axel Ox dec! YG > 0,

21'(g'rL = 21'(\ Y ds = 01.,
.AD

unde 01. este aria suprafetel generate de arcul plan AS prin rotatte In jurul axel Ox; am
obttnut estrei

P rim ate 0 rem ii. II I n i G u I din. Aria suprafetel de rotlltie, generatil. priB
rota!ia unnl are plan AB (redllieabll) in jurul enet drepte din pjanal san (dreaptl care nn
lntllne,te arenl AB), Illite egalii. en IUllglmea nreului AB, jllmulllti1. en lungiJnea eereulul
dMCris de eentrul de greutate al areului AB, in jurul lleelela~l drepte.

Exemple

1) Sa se gas eesca centrul de greutate at arcuIul de c!cIoidii x = a (I ~ sin I), Y =
= a (1 - cos i), 0"';;: i"';;: 21'(, omogen.

Din motive de simetrie eentrul de greutate se gaseste pc dreapta x = 1'(U, deci nu avem

tic ealculat dectt pe YG. Avem ds = 2a sin~ dt, deci
2

2a' ~'" (1 - cos t) sin+ill

YG = ·,0

r2
" t2a, sin_ dl,

., 2

,2ft (1- cos t) sin~ dt = 2\2'" sin' ~dt = _ 4 [2"( 1 _ cess ..!...) d(COS"!"') ~
.0 ~.o '" \ 2 2

=_4(cos..!..._2-coss.!.-1127t =~,
2 3 2 0 3

r~, , I", siu-::;-AiI=-2cos- =4·
,(1" 2 0
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Centrul de greutate 81 arcului de cicloida are Wieder coordonatele

4:ra = Tea, YG=- a.
3

2) Centrul de greutate a1 unnl semtcere, x = R cos t; Y = R sin I, 0"'; t '" To. n putem
8fl9. folosfnd teorema lui Guldin. Iutr-adevar, rottnd semlcercul dat In [urul exer Ox, obtinem
sIers de razil R; eentrut de greutate a1 semieerculul dat se gaseste pc axa Og, deer xa = 0;
pentru IJG aplicam prima tecrema a lui Guldin

TCR·2T1:Ya = 47t"R2,

decl 119 <= ~ R. •
•3) Suprafa(a toruuu, Cu teorema lui Guldin putem ohtine imediat suprarata torulul

geaerat de cercul x = :to + R cos t, y = Yo + R sin t, 0 <:t < 271", prin rotatie In jurul
pel Ox. Avem eu I YoI > R.

S = 2'1t" IYo]·2lfR = 4n2jYol R.



Capitolul IV

INTEGRALE DUBLE. INTEGRALE DE SUPRAFATA

§ 1. INTEGRALE DUllLE

•
Fig. 69

,
~---

a0' : c = Yo <Yl <
< ... <Ym_l <Ym = d

1. Funelii integrabile

a) Fief(x, y) 0 tunctte definite ~i marginita pe un domeniu plan D,

m"<f(x,y).::(M, (x,y)eDj

domeniul D U vom considera. tnchia ~i marginit, deci interior unui interval
bidimemional I = {(x, y) I a -< IV .c;b, v -< Y -< d}, (fig. 69).

Frontiera domeniului D este farmata dinta-o curbs, inchisa r,
alcatuita dintr-un numar finit de arce netede.

Sa proaupunem eli, f(x, y) este ~i positdva pe D, deci f(m, y) >- 0
pentru orice (x, y) E D j in aceaata aituatde, graficul functdei

z =f(x, y), (x, y)eD

represinta 0 suprafata S situata in intregime deaaupra planului :vOg avtnd
ell> proiectde pc planul xOy domeniul D.

N e propunem sa gasim vo
lumul Val corpului marginit de
suprafate 8, planu1rxOy ~i cilin
drul (proiectant) eu generatoa-
rele paralelc eu axa Oz ~i a C
carui curba directoare in planul
xOy este curba. I'.

b) In vcderea acestui seep
vom da citeva notiuni.

Fie divizinnile

~:a=xO<Xl<

< ... ,< X"_l < X" = b,
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Din definitda data re
zultaFig. 70

,
d D cq-1'-

, :I,

'" /illIU$ -- -

,
,

4 I 18
0 , .z, .x'+1 b

aJ.e-intervalelor [a, b], Ic, d] respectdv. Paaalelele la axe Om prin punctele
diviziunii '8 l}i la, axa Oy prin punctele divisiunii 8 impart intervalul I
in n X m aubintervale (fig. 70), 1;; = {(x, y)l x, <: x <. $/+11 'Oi <: '0-<
-<,Yjf~' Dintre aceste eubtntervale numai 0 parte sint contdnute in intre
gime ·'fii(tomeniul D j sa notam multdmea lor ell dlTl. 0 parte din sub
intervalele Iii contfn sipuncte ale domeniului D t}i ale diferentei I~Dj
notam mulpimea lor ell m'. In fine, exist-a subintervale exterioare inter-

valului D; not-am multdmea
lor ell mil.

Ir e f i n i t Le, Vom nu
mi 0 diviziune a a domeniulul
D, multimea sublntervalelor
I;.; data de &lR U mll' ~i 0 vom
nota

a = (811 82 " " J 81')'

erdlnca de numcnuare a sub
intervalelor 8k mud Indite
renta,

~=>1, 2, ... ', P

~i pentru orice k.> P, Ok n D = 0.

Vom numi norma unei diviziuni 6.. ~i 0 vom nota v (.6.), numarul
pozitiv

v ( .6.) = max {XH 1 - Xi' Yi+I -Yd = max (v (0), v (an
O"::'<;;:n-l
O<;;:f,%m-l

deci

X.J+l -Xi -< v (.il),

Yi+l - y, -< v (.o.),

i = 1, 2, ... ,n

j=l, 2, ... ,'In.

Sa conaideram divisiunile 0' ~i 0' ale Intervalelor [a, b] ~i Io, d]
reepectdv, rnai fine decit 0 ~i 8, deci

0' ::J 0,

-diviziunilor 0' ~i a' Ie coreepunde 0 diviziune l:J,' a domeniului D, mai find
dectt diviziuuea d,
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~i daca notam cu v ( A') norme diviziunii A' avem

v(A')< v(A),
deoarece

207

,(8') -<, (8)

,( a')~ max {v (8'), ,(8')) -< max (,( 8)" (a)).

(Lb s e r v a pi I

1) Fuptul ca diviziunea IJ.: este mai fina deeit diviziunea IJ.. inseamna
ca orlce interval al diviziunii d' este continut intr-un interval al divi
ziunii d ~i aeest fapt se intlmpla dace ~i numai daog il' ~ 3 ~i a'::J a.

2) Daoa d I}i Al sint deus diviziuni ale aceluiasi domeniu D ~i
daca v (d1 ) .<v(d) nu tnseamna ea diviziunca Al este mai fina dectt
diviziunea d.

e) Sa consideram acum 0 diviaiune d a domeniului D in care functie
f(x, y) este definita J;>i marginita. Fie

3u il2 J· ·", ail

intervalelc bidimensionale ale diviziunii IJ.., numerotate intr-o ordine
oareeare I}i

WI' W2, ••• , Wi>

arlile corespunzatoare ale acestor "intervale. Sa notam cu mk , M k marginile
inferioara. I}i superioara ale functdci f(x, y) in ak

mk .<f(x, y) c; M k , (x, y) E il",CA

iji sa formam sumelc Darboux

8t:. = ~Wl + m2,w2 + + m"w, (Burna inferioara Darboux),

8t:.= M1w1 + M 2w2, + + MpwJI (suma superioara Darboux) ,

evem evident

unde am notat eu .Q aria domeniului D, iar eu m ~i M marginile inferioara
l}i superloara a lui f in D.

Se demonstreasa la fel ca pentru integrula definita (numita ~i

integrala simplu) urmatoarele proprietatd :
1) Daca tJ.' este 0 diviziune a domeniului D mai fina decrt A, atunci

2) Oricare ar Ii diviziunile !::J,' §i f:1" avem

84'<8t:.".
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3) Daca t!.* eate multdmea tuturor diviziunilor dorneniului D, atunci

sup SA'< inf SA.
AEA* AEA*

4) Multimea SA este marginita superior, iar multdmea Sfj, este
AEA* AEA*

mltrginita. inferior.
5) Daca (~,., 'YJi:) este un punct oarccare al intervalului Si: E t!. ~i

O'A suma

atamci
:;;A -: aA'< SA;

sumele aA se numese sume Riemann relative la diviaiunea t!..
6) Intre aumele Riemann ~i sumele Daeboux ale unei diviziuni t!.

avem nrmatoarele relatdi

Sj, = sup aA
(~k'"'l,,) Ea"

d) Interpretarea geometricd a sumelor Sfj" SA *i «s . S~ coneideram un
interval S"= {(x, y) I x•.<m.<xH U Yi'<Y-<'Y;+l} care apartdne divtziunli zx,
~i S,., partea din aupradate Scare ae proiecteaza pe planul mOy in Sk;
<laca M k !}i m k sint marginile auporioara *i inferioara ale functdeij'(m, y) > 0
in S.t, produsele

6J"m,. ~i 6J k M k

represinta respectiv volumele paralelipipedelor de baza S" (fig. 71) si
ina1time mk ~i MI<' Se obaerva ca volumul V k marginit de pertea de

(o.o.O)'rl~-

D

Flg, 71
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supra.fa~a Skl de Intervalul 3k ~i de cilindrul proiectant (format din rete
plane) al eonturului lui St pe oonturul Iui 31; eate cuprins intre ccle doua
volume

Wkmt<Vk-<:wkMt,

prin urmare, Insumtnd in raport eu k = 1,2, ... 1 P, avem

Produsul

f(~kl"'bJWk eu (~k,1]k)E3k

reprezinta volumul unui paraleliplped de ba,za 3" ~i tnaltdme f{ ~k 1 1]1:);
avem m k<I; ~k' 1]k) -<: M k 1 deei

mkwk<f(~k' 1]k) Wk< (uk]}[kl

de unde prin tnsumarc resulta f;li

sa-<:cra<Sa.

Toate proprietatdle enumerate mad sus atnt adevarate pentru func
~ia t, definita f;li marglnita in D. Faptul ca functda f eate I}i positdva in D
a aervtt numai pentru a da 0 aemnificatie geometrlca sumelor sa, Ba ~i os

Putcm sa dam acum urmatoarea

D e fin i tie. Fie f 0 funetle dellnlta :;;i marginita pe nn domeniu
tnehis !;ii margtnlt DeRs. Se spune ca f este intcwabila Riemann pe D daca
pentru orice ~ir de diviziuni (~,,) ale domeniului D cn v ( ~,,)~O cind n ~OOI

slrurllc sumelor lui Darboux (sa,,) ~i (Bll,,) au 0 limito. eomuna fWdi. ({).>
Limita insa~i so numeste Inteqrala dubla a funetiel f tutinsa la domeniul D
~i se noteaza

(() = ~~Df{X, }/) dxdy.

Dacaj (x, y) este !;ii pozitiva in D atunel rv reprezinta volumul enrpulul
marginit de supratata z = f(x, y) care so proleeteaza pe planul xOy 'In

. domeninl D, de plannl xOy si de ellindrul proleetant al eontumlul lui S pe
eontnrul lui D. . •

Aceaiita definitle corespunde tcoremei 2', A Cap. I, § 1, al. 6.
ObservayiL
1) 'I'intnd seama de definitde tnultdmilor masurabile din spatdu A,

cap. I, (§1, al. 6), urmeaza ell. definitia data este echivalenta eu

sup Sa = inf SA = m,
llEll* llEll*

unde ~. este multdmea tuturor diviziunilor Intervalulut D.
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De obicei se notcaza

sup StJ. = ~~/(x,Y)dXdY

in! 8. ~ ~~/(X,y)dxdy

~ se numesc, respectiv, integrala dubUL injerioMiJ. Darboux ~i integrala dubld
8uperioara. Dasboue,

2) Domeniul D ae numeste dorneniul de integrare.
3) Expreala, dxdy se numeate ewmentul de aric in coordonate car-

teaiene. '
4) Daca (fA. este 0 BUrna Riemann oarecore relativa la [divisiunea All'

avem

8A..~< (fA.. <~;.sAr.,

deci, daca f este integrabila, rezulta ca

lim (fA .. =i({),
"+-

adicl1 I}i sumele Riemann stnt convergente catre limite ccmuna a celor
dona slruri ale aumelor Darboux (SA ..) I$i (SA,,). Reciproca acestui rezultat
eete de aeemenea adev:b'ata aetrel tncft avem urmatoarea detinitie echi
valenta a integrabilitatdi :

De fin it i e. Spunem ca 0 Iunepe f(x, y) dennita ~i marginita pe
domeniul Inehls !;ii marginit D este integrabiJa Riemann pc D, dadi peruru
orice !;iir de diviziuni ( Li..) en norma 'I (Li ..) -e- 0 cind n --')0 oo , llii pentru orice
alegere a punetelcr (~I;' 11k) E 8k C 6.,.,siturtle Riemann eorespunzatoare (G~,-J

au 0 llmita eonmna, fillita, rU,

2.~Criteriu de -integrabilitate.

Criteriul lui Darboux. Fie i(x,y) 0 Iunctie definit8. ~i

marginita pe un domenlu Inehls l1i marginit D. Functla i(m, y) este Inte
grabiHipe D, daoa pemru orice numar s > 0 exlsta un numar 11 (0.) >0 astlel
tnett pentru orlee diviziune I:!. a dcmeniulnl D en 'I (1:1) < 11 (e;) sa avem
S",- 8",<e:. . ."

Demonstratle, Conditia e8t~'1l/f~. Presupunem caf eato integrabila
:r D. Fie 1:11C botC . . • C I:!...C ... un eir de divisiuni ale domeniului D,

rdonate dupa fincte j avem ~i

'I (!1:t) >- v (1:1\l) >- ... >- 'I (1:1,.) >- ...
eli

lim v (1:1 ..) =0.
H_
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Daea notam
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a: = ~~D f(x, y) dxdy,

funcjda f fiind integra.bile, pentru orice numar ~ >0 exista un numar
N(e), aetfel iuclt pentru oriee n >N (e) avem

s~ >rzJ-...!.' 8/1 <({)--L-=-.. 2]' ':2.

deci
SAn - Sf'>." < e.

#c: "CQndilia este 81lficienta. Fie- t.:1C ~2 C ...C D...c ... Till sir de divl
1 ziuni (arbitrar) al domeniului D eli v{ D.n)~O cind n~oo.Pentru orice numar

E; >0 exista N(e:), astdel incit pentru orice n >N (e) avem

S~ - 84 .. <;e.

Daca
lim SAn = ({)', lim SAn = ({)",

,,-+"" ..-+00

avem necgalitatile

dcci
({)" - a)' < E

~i cum E este oarecare, iar (()', ({)" stnt fixe, urmeaza CR

rD' = ({J",

deci f estc integrablla Riemann pe D,

3. etas" de funcl,ii integrabile

Teo r e ill a. Funetiile continue pe un domeniu tnehls §i margi~
nit D s!nt integrabile pe D.

Demonstratle, Fie f (x, y) 0 functde continua pe domeniul inchis :}i
marginit D. Functia j'{e, y) este §i margtnite pe D,-deci

m<.f(x,y)<.M, (x,y)ED.

Fie A = (81 , 82 " •• , 811 ) 0 diviziune a domeniului D; avem

m" <u», y) <.:bIt, (x, y) E 8k ;

exista dow puncte (m~, y~) E 8", (m~', y~J) E 8", astfel incit

f(m~,y~)=mJ:' f(x~', y~J) = Mr.'
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sa eonsideram aumele lui Daeboux relative la diviziunea a
8,1 = t f(X~, Yi) wI: = t 1n kWk1

k=1 1:=1

SA= f; !(xi', Yi/) Wk = t ~l{J:wk'
k~l k=1

prin urmare

8/1 - 8/1 = t [f(xi', yi') - tt»; y;)] (o)k'·

k=1

o functde continua in domeniul Inchia ~i marginit D este §i uniform
continua, deci pentru orice numar e> 0 exista un numar 1J (e)> 0, astfel
incit pentru orice pereche de puncte (s', y'), (XU, y") E D, avem

Ij(m', y'j- j(x",y")] < ~

daca

Im'-x"I<"«j,ly'-y"I<"(')
am notat ell A aria intervalului I care confine domeniul D, deci A =
~ (b-o) (d-c).

Sa ale gem diviziunea 6. astfel Inert v (6.) < i'J (e:); in aceaeta situatie

deci

,
deoarece .E w" -< A. Teorema este demonatrata.

1:=1

Olasa functdilor integrabile Riemann este iusa mai tntdnsa decft
claea functdilor continue. Accst fapt reicse din Ul'mat~area

Teo rem a. Daea multimea T a punetelcr de diseontinuitate a unel
funetii mdrginite j, delinita pe un domeniu inehis ~i marginit D (T CD) este
formata dfntr-un nunui:r finit de aree netede, atunei funetla j este Integra-
bill Riemann pe D. ,

DemoDStl'lll.fie. a) Pentru demonstretta teoremei enuntate avem nevoie de ur
matcerea

L e m I. Un are de curb! AB delinit de y = q.> (x), eo 'P eoutinmli pe lntervalul
Inehts ,1 mArfJlnit [a, bJ, este .. mn1time de arle null.

DemoDiltratia lemei. Eata suficient sl eratam cli arcur AB are aria exterloara nuhi.
DaCll <'P este continua pe (a, bl este ~i uniformcontinuii. pe la, bJ, deci pentru orfce numar e > 0
exists. un numsr 7l (€) > 0, asUel Inett sa avem

,
1q.>(x') - 9(.1''')1 < --

3(b - a)
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daca

]x'-x"I<"I)(e), x',x"E[a,bJ.

Daca 't' (x) este continua pe [a, b] este ~l mArginltii pe [a, b], prtn urmnre arcul AB
este eonttnut intr-un interval bidimensional I dat de

1= {(;t:,<p(x»IQ,x,b, m,,,,(x),:M},

8

y

unde m ~i.Jl,I slnt marginile inferloarl1 ~i supertoara ale lui 't' In [Q, b].

Fie d 0 dlvizlune a intervalului I formatl1 din patrate de latura r, inf [_'_ ,"I)(E)] ;
3(b-Q)

fie /1' = (80,81 , ••• ,8,,), 8.,c/1, (k = 0,1,2, ... , n), 0 dlviziune a arcului AB adIc1i
multtmea patratelor conttuute in 6. ~i care '
au eu areul AB Intersectfa nevlda (fig. 72);
fie d: a = Zo< <1:1 < ... < In-l < XII = b,
diviziunea iutervalului [Q, b] care a condus
III. dIviziunea a a intervalului bidimensIo
nal 1. Deoarece r, 7) (e), rezultil. eli. osct
latia functtei 't' In orlce subinterval

e
IXk>XkH] este eel mutt egels, eu ---.

3(b-Q)
Suhareul de curbii y = ';) (x), xI<,'x, Xk+1 poate sii aparttna III. eel mult 3

patrate 8., deer aria extenoara a aecstui
subarc este rnrenoers lui

o •In consecleta, aria exterloara a areului A B
este rnrertoera sumet Fig. 72

de unde rezultl1 cli aria e:xterioart, a arcujut AB este nuld ; lema este demonstrata.
b) sa revcnim acum III. demonstratfa teoremei enuntste. Putem gast 0 diviziune (d)

a domeuiului D (rormata de exemplu din patrate), astfel Inert soma ariilor patratelcr care au

puncte comune cu T sa fie, ~, unde A = M' _ m', M' ~i m' fiind marginile superloara
2A

~i rnrenoern a Iunctiel f in D.
Dadl. .mt este muittmea acestor patrate, urmeaza ell. pe D-.\lIt tunctta f este continua.

Dacli Sa ~i sa stnt eurnele lui Darboux relative III. domenlul D ~i S~, s~ sumele lui Darboux
relative III. domeniul format de mul1imea patrateror din 3JJ1:, avem

S~-s~,~ (M-m) = E,
2A

deoarece M k - mk , ].[ - m = A.

Fie S;{ ~i s;{ sumele Darboux relative III. D - 3JJ1:. Pe D - ~'1t sa Inloeuim dlviziu
nell. a eu dlvizlunea 1::.', astrel tnctt

s;;,-st:,,~,
2

fapt cc este posibil, decarece pe D - m funella f este eonunca, deci tntegraotlo. Dacii coast-
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derlUn aeum'diviziunea 6." a domeniuIui "D care pe D - £lit este diviziunea !:J.'. iar pe am
diviQunea A, avem

Sail - Sail "'...:. +...:. = e,
2 2

de unde rezulta ca f este Integrabila pc D. Teorcma estc demonstrata,

4. Proprietatile integralelor duble

~~D f(x, y) dwdy ~ ~~D,f(W,y) de dy +

+ ~~/(W,Y)dWdY.

f) DacafesteintegrabilapeD,atunci
Fig. 73 If I eate integrebila pe D I}i

II\/(Z, y) dxdy 1.<; lID If(z, y) I ds dy.

D,

Be demonatreaea le fel ca lili pentru integrale simple urmatcarele
proprieta~i :

a) Daca f este Integrabila pe D ~i AE R, atunci A f eete Integrabila
pc D ~i

~)~ Aj(x, y) de dy~'~~/(w, y) dw dy.

b) Daca J l?i g siut integrabile pe D, func~ia suma f +g este integra
hila. pe D ~i

~~D [f(w,y) + g(x,y)] dxdy~~~/(x, y) d. dy + ~\D g(x, y)dwdy.

0) Daca f(w, ~»O, (x, y) E D este integrabile pc D, atunci

~~D f(w, y) dxdy;;,. O.

oj Dacaj(x,y»g{x,y)pentruorice(x,y)eD ~i daca f ,;li g gmt
integrabile pe D, atunci

~~/(X,Y)d.dY;;"~~/(X,y)dwdy.

e) Daca f este integrabila pe D, iar dorneniul D eate impar~it in
dod aubdomenii (fig. 73), D1 ~i D2.1 printr-o curba a de arie nula.. , atuncif

este lntegrablla pe D1 ~i pe D 2 J;li are lou
egalitatea
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g) Formule de medie. 1) Daca. f este marginita si integrabila pe D

m<.f{x,y)<.M, (x,y)ED,

atunci exista un numar t" ouprina rntre m ~i M, astfel incit

~l/(X,y)dxdy ~ ~Q,

unde n este aria domeniului D.
2) Daca f(x,y) este contdnua pe D, atnnci exist:) un punet (;, '1) E D,

astfel inert sa avem egalitatea

ll/(X, y) de dy ~ Qf(~,~); (1)

formula (1) se numeete formula nwdiei pentru integrale duble.
3) Daca j{x,y) este continua. peD, tar p (x,y) eate integrabila ~i pozl

tiva pe D, atunei exista un punct (~', TJ') E D, astfel tnott sa avem

ll/(X, y) P(x, y) dxdy~ f( <', ~') lIDP(X, y) dxdy; (2

relatda (2) se numeste formula genera1a a mediei pentru, infegrale dub~e

5. Caleulul intcgralelor duble

Sa ,considertm mat intii pentru D un interval I={(x,'Y) Ia<. x"""
C <'Y<' d} f;lif integrabile pe I. Aveni urmatoaree

T e ~ l' e m a. Daea f (e, y) este rnarginitii ~i integrabila pe I ~i daca
a) pentru orice WE [a, b] exista integrala

F(x) ~ \>(X,y) dy,

b) Jl' (x) este mtegrabila pe [a" b], atunci

\)/(x,y)dXdY~ 1:[\: !(X,1i1 dY] de.

Demonstratle, Sa conaideram 0 divislune t::. a Intervalului bidime
atonal I (fig. 74), realisata de dreptele $=X" i=O,l, ... , n, y=y", k=O,
... , m, en

a=$U<$l<'" <wll_l<x~=b

c =YU<Yl<'" <Ym_l<y",=d;

sa notam eli Su: intervalul bidimensional definit de

a•.t = {($,Y)I_:l1.< w< x'+ll Y.t<Y <YHl}
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mik = inf !(X,y),J1[ik=""SUP !(x,Y)j
("'.lIJeBik 10I,1IlESl.l:

en aceste notatdi sumola 81J.Iili Sa sint date de
.. -1 m-l

84 = ~ ~ mUwi U
.~O k=O

10_1 rn_l

S!J.= ~ ~ M i .,w•.I:1
I~O k~O

unde W,k = aria intervalului ail:'
Avem

s

d

'",

7J ,
Fig. 74

)

" H.< f(m,y)dy.<
'.

(1)

daca (x, y) E ail:' deoarece
pentru oriee (x, y) E 8a. ,
m.1< <ts». y)-<.M'k j insumind
in (1) in raport en k obtdnem

];0
1
m;/.(Yk+l-Y,.) -< ~: f(x, '11) dy -< ~~Ol M ik(Yk+l-YIrJ j

funct;ia.F(m) = r!(x,Y) dy este integrabila pe [a, b], dcci pentru orice

interval [x" !.VHf] putem aerie

_I;l mik(YHI-Yk) (XH1-X;) -< ("'+1 [ rei f(x,y)dy] dx-<
t_o )"'1 1

.-,
-< :E M i k(Yk+I-Yk)(X;+1- x.- ) ;.-,

f(x,y)dy

"-I m-l

-<:E :E MidYIi:-j-l-Yt) (Xh1-X,)
;_1I .I;~O
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8A <; \: [I: fix, y) dY] dx<; SA;

pentru ca /(00, y) este integrablla pe I rezulta imediat

sup Sll = inf Sll = (b [Cd /(00, y) dY] dx
llEll- l1El1- J.. Jc

unde ~- este multdmea tuturor divizinnilor lui I, deci

\\/(X,Y)dXdY~ 1:[\: f(x,Y)dY]dX.

Teorema este demonstrata,

Observajii

1) 10. mod analog se obtdne ~i

daca. /($, y) este Integrabila pe [a, b] pentru orice y E [e, d] ~i daca

p' (y) ~ I> (c, y) ds

este integrabila pe lo, d].
2) De obicei se noteasa

deci putem eerie

BaU

Il/(X, y) de dy ~ I: dy I>x, y) de,

ordinea de integrare in partea a doua fiind de Ia d.reapta ill stinga..

(2)
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3} Rela'(iia.

m>(X, y)dx ]dY ~~:[~f(X, y) dy jdX loci

86 nnrceete fJi formula. ,ntegr4rii sub 3emnul integral. tntr-adevro-, dacA.

f (al, y) este definita pe intervelul bidimensional [a, b) X [e, tI] f;lif(x, 1/)

eateintegrabiHt in raport ell x pe [a, b] pentru orice 1/E [e, d], integrals.

~>(X,y) dx

reprezintlltJo functie F(y) definitii pe [c; d]. Dacii F (y) eete integrabn1

pe [e, d] ~ da<lli. Be cere sa caleulam pe t F(y) dy, formula (a;) ne spune ca.

putem sehimba ordinea de efectnare a integralelor, anume putem integra

mei intii in report en parametrul 11 (sub semnul integral) ~ apoi in report

en variablla de integrare rJJ.

Aplfeati~

Caleulul integraltlor ~filllte en a/ulorul inlrgrm-ii su" smuwl integral. Pentru 0: > -1 avem

Ii tnmultun eu c« ~l sl\. Integram In report en C[ de la 0 la A,

\
' do \1 %"'dX=\A ~dtt=ln(t+).);
,,0.0 .0 11+ 1

daeli. intervertim ordlnea de Integrare obtinem

\
' [ \ ' ....] dO_ C'~ do•

• 0 .0 )0 In:

Am giislt astfe! vejoerea Integralet definite

\

x;. -1
--dx=ln(l + ).).

• In 0

Dad serlem ~i

rezulta

\

' .. _"1
-- dx = 10(1 + 1-'-)•

• 0 In x
[J. > ~ 1,

, 1 X), _ Xll 1+'A___ de ee In __ '

.0 lox 1+[J.

Sit gasim ecum formula de calcul a unei integraJe dnble penteu

un domeniu plan- D, marginit de 0 CUl'ba. inchi8§, I', formatli. dtntr-un
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numar finit de aace netede. Vom face Ipotesa ca. a paralela Ia axa. 01/ tale
contnrnl r numai in doua puncte (fig. 75); fie .A l?i B punctele de pe r
de abscise extreme a, b, a < b, I}i E, F punctele de pe r de ordonate
extreme a,d, 0 < d, deci domeniul D este contdnut in intervalul tnchla
bidimensional

I = {(x, y) I a « x <.b, c < Y-< d} j

b], atnnel

Fig. 75

,a

fie
Y = Ih (x), a <.x <.b,

eeuatde areului AEB al
curbei r ~i

Y = qJs {xl, a <. {J) <.b,
ecuatda arcului .A F B a1
curbei r.

Teorcma. Fie Iunetia
!(x, y) dcfinita peD marginitii
~i iutegrabilii. pc D; daca
cxista integrala

l.""F(w) ~ fro, y) dy
",l_j

pentru orice XE [a, b] ~i daeaF (x) este integ-rabil:i Pe raj

II f(x, y) dxdy ~I' [I"'" f(x, Y)dY] do.
D a .'I',(Z)

Demonstratfe, Pentru demonatratie, vom reduce problema integilirii
pe D la problema integrarii pe intervalul I, tratata. anterior. Functia
f(m, tt) este deflnita de domeniul tnchia ~i m:1rginit D. Sa considersm tunc
~ia f(x, y) definUa. pe Intervalul I-::JD in modul urmator

f (x, y) ~ ff (e, y), daca (x, y) E D (1)
10 , daca (x, y)eI-D.

Punctia f{ x, y) este integrabfla pe I, deoarece f (o::, y) este integra
bila. pe D,este nula pe I=--D, iar frontdera lui D este 0 multdme d
aria mila. Daca ~inem seama §i de faptul ell l(x, Y) = f(x, y), (w,y) E D
resulta ca

II'! (x, y) dwdy ~\ID f(x,y) dxdy (2

tusa.
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Dace consideram integrala definitii

I: f (e, y) dy

conform (fig. 75) ~i tanind seama de proprletatea de aditdvitate a integra
lelor definite, putem aerie

I: =L+INP +\PO'
msa pe MN ~i PQ, / (w, y, = 0, iar pe NP, /(x, y) = f (x, y), deei

I
d '"'1',(",)

f(x,y)dx~\ f(x,y)dy.
c J'l"("')

Integrala din partea a doua, conform ipotezei din enunp, exista pentru
orice ~E [a, b]. Deoareee erista ~i Integrals,

['[[""'f(X,Y) dY]dX,
).. )""1""

urmeaza din (2) egalitatee,

[[ fix, y) de dy ~ I' [1"'"'f(X, y) dY] de.
JJD .. ~'I'l(""

Teorema eate demonstrate.

Ob8erva~ii

1) Daca. x = th(Y), C -< Y -< d, eate ecua.tda arcului EAP ~i x = "h(Y),
(l -< y -s; d, este ecuatda arcului EBF, daca integrala

r<t>.(V)
F'(y) ~ \ fix, y) de

.I~l(lI)

erista pentru mice yE [o,d] ~i daca p. (y) este integrabila pe [e, d],
avem

\ \/ (x, y) de dy ~ I: [I::::: f (x, y) ds ] dy

l}i se demonetreaea in mod asemanator. De astl1 data 0 paralela la axa
Ox trebuie sa tnttlneaaca conturul r numai in doua puncte.

2) De obicei se aerie

~:r~:::::f(X, Y)dY]dX =~: dX\:::::f(X, y) dy (1)

(1')
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. \ql.(,")
3) In integrala ! (e, y) dy, care intervine in (1), x eate considerat

'l'J.("')

constant, variabila de integrare Hind y.

I
Q'(~ I

In integrala !(x, y) de care inter-vine in (I'), y este considerat
• $,(U)

constant, variablla de integrare fund x.
4) Dacaj(x,Y) este oontinua pe D, atune! eondttiile din teorema ~i

din obeervatda 1) slut indeplinite, deci

II r' I"~'"~ \' I"~'"~!(x,y)dmdY~, dm !(x,y)dy~ dy !(x,y)dw.
D ~a ql,("" 0 I\I,(~)

Am impua domenlului D con
di~ia ca 0 paralela la aaa Oy (~i aaa J

Ox) sa tntflneasca oonturul r numai ES
in doua puncte. Aceaeta conditde
poate fi inlaturata..lntr-adevar, daca ,.0,
D nu rndeplincate aceasta conditio,
insa 0 paralcla la axa Ox (~i 0 pa-
ralela la axa Oy) tntrlneste pe I' in-
tr-un numar finit de puncte, atunci
tmpartdm domoniul D in subdomenti
(fig. 76) eu arce de curba (de aeie
nula), astfel inelt 0 paralela la una
din axe sa bade conturul lor nurnad Fig. 76

in doua puncte ~i aplloam teore-
rna de adttivltate fa~a de intervalul dc integrare

\\/(X,y) de dy ~\\D' !(x,y)dx dy +\\n, !(x,y)dxdy.

Exernple

1) Sa se caleuleze integrala dubld

I = ~~D sin (rnx + ny) dx dy,

D fiind dreptunghiul definit de 0 < x < a. 0 < y < /J.

Avem 1= ,a dx (b sin (rnx + ny)dy = _ ~(a [eos(rnx+ny)]t dx =
.,0 Jo )0

1 I" 1=_ [eosrnx-cos(mx+ll/J)] dx= - [sinrnx-sin(rnx+n/J)]~ =
n.o mn

= ~ (sin rna + sin nb --sin (rna + nb)] .
~
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2) 51 VI ealculeze integrala dublil

II dx dy

1= .,D (r + y + 1)'

unde D este trlunghiul OAB, eu 0 (0, 0), A (1, 0), B (0, 1) (tig. 77). Aveni

I
' 1<P'("') dy

1 = dx
Q 'P:t.(Olj (x 2 + y + 1)2

en 'h (:c) = 0, 'i'1(:C) = - x + 1, XE [0,1], dec!

1_ C, d. 1-'+'__dy - [' [--'r dx_1, (I (x"+a+ 1)" 1. x2+y+l 0

=~:x2d:1 ~~:x2_d:+2;

"i

Fig. 78

dx

_ -'-)' + 2-
2 4

2 2X~11'- - aretg--
4 V7 V7 0

3) 5il SI'l ealeuleze Integrala dubla

4

4 1
- arctg-
V7 f7-

D fUnd domeniul deflnit de- x" + y" < {t". ~ + Jt :;:;.. 1 ~i y:;:;" 0, (a > b) (fig. 78),
a" b2

Avem 'I'1(X)= !... Va" - :c" ,
a

'P1(:c)=Yal:'-zll,XEI-o., Tal,
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.oci

6. lntegrala dubla, iunetie de limitele de integrare.

223

Fie f{x, y) 0 functde margirota ~i Integrabila tntr-un domeniu
D CR'/.. Pentru orice interval I = {( u" v) Ia -< u -< x, b -< v -< y} eontinut
in D, integrala dnbla

~), f (u, .) du de

defineate 0 functde reala F de variabllele reale (x, y) E D

1P (x, y) =~: dU~: f (u, v) dv.

Ne propunem sa stabilim crteva proprietatd ale functdei lJ'.

Teo r e ill a 1. Daca f (x, y) este marginita ~i integrabiHi ill D,
atunel

F (e, Y) ~~: du \. f (u, vi dv

este continua in D.
,,\ Demenstrapie, Fie (a, b) un puuct oarecare insa fix in D ~i (x, y),

(x+h, y+k)ED,astfelincitintervalele [a, x] X [b, y]~i [a,x+h] X
X [b, Y + k] sa fie contdnute in D (fig. 79). Dlterenta

1,"..'

r lJ'{m + 11., Y + k) _£1 (x, y) = \+h duI+ k
f(U,v) de - ~: du ~: f (U, v) de

este egala eu

): dU):+k f(1t,'O) de + ~:+h du ~:+k f(u, v) dv;

functia f eate margfnita in D, \ f (u, 'V) 1< M, (u, v) E D, deci putem sort

IF(x + h, Y + k) -F(x, y)1 <;; Mix - al . Ikl'+ M· Ihl· Iy+k-bl,



224 IntegTule duble. IntegTale de suprafafit

de unde se deduce imediat ca

lim F(x + h, y + k) = F(x, y),....
'-"

deci F este continua, Teorcma este demonstrata.

Teo rem a 2. Daea f(x, y) este continua in D, atunei Innetla

~L=f(x, y)ax ay

exista §i este continua in D.
Demonstrape,

a) Funotda

Derivataa doua mixta

Fig. 79

(00)

F(x, y)=~: dU~:f(U, v) de

are derlvatele partlale de
ordinul Intll continue in D,

of \'- = f (x, v) du ,
ax ~ 6

?! = CO: f (u, J/) du.
ay \.

G (u, s) = \v f (u, v) de..
este continua pentru orlce (u, y) ED, deoarece !(u, v) eate continua in D j
avem

F (x, y) =~:G (u, y) du,

F eate derivabila partial in raport eu x, jar dupe regula de derivare a
unci integrale definite care depinde de un parametru obtdnem

of "
- = G(m, y) = !(x,v) dv.
ax .1>

b) Functda

u i«; e) =~: !(u,v) du
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(1)

H (x, y) ~ l. f(u, y) du

este derlvabile partial in raport en x, iar functia

G (x, y) ~ I: fix, .) d.

este derivabila partial in report en y; avem

of I'-=H(x,y)= !(U,y)d11.
By •

oj Func~ia!(x, y) este continua in raport en ambele variabile inD,
deci este continua in raport en fiecare variabila in parte; prin urmare
functia

este continua pentru orice (x, v) E D, deoaeece j' este continua, in D. Avern

F(x, y) =~: tu», v) de ,

F(x, y) este derivabila partdal in raport en y in D I}i dupa aceeaai regula
obtdnem

I
l
l

s. (aze) ~ "--H(x, y) ~f(x, y),
a::c ay aJ;

"--(aze] =.!!..- G (x, y) = f (x, y), (x, y) E l-ay aJ; ag

Teorema este demonstrata,
Con see i n t a. Daea ne propunem sa yasim selutiile F (x, y) care

verifiea eeuatla en derivate partiale

fPF = 1(x, y) ,
ax iJy

tinind seama de eele de mai sus, obtinem

F (x, y) =~:dU~:f (u, v) de + tfll (x) + 1'2 (y) ,

unde tfll §i tfl2 slnt funetii arbitrare, derivabile.

7. Formula lui Green

I

Fie D un domcniu tnchis at marglnit de 0 curba inchisa I' fermata
dintr-un numar finit de arce netede. Vom presupune ca domeniul D
fndeplineete condttda ca atit paralelele la axa Ox cU I}iparalelele la axa Oy
taie conturul numai in dona puncte.
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Te .. rem i. Fie P (.:v,y)~ Q (x, y) doui funetli continue pe D derfva

bile partial, en derivatele i!! ~i ~ continue pe D... a.
In aeeste eonditii are Joe egalitatea

~
• ~'("'l uP

~_ dxl··-dy~

" (..} 8y

I' \"'.,= - P(x, y) dm=
~. 'P,aO)

8

b

f

Fig. 80

f

a

y

o

f P (x, y) ds + Q(x, y) dy ~ CC (ag -~) ds dy,
r JJD ax og

-;»
DUmiti formula lui Green san formula integraUi. a lui Green.

Ijemenstratie, Fie A ~i B punctele de pe I' de abscise extreme
a, b (a < b) ~ E, F punctele
de pe I' de ordonate extreme
0, d (o < d), fil!. 80.~:

~ Daca y = lPl(x), a < x.;(.b
este ecuatia arcului AEB ~i

Y = 111 (x), a -<. x -< b, [ecuatda
arcului AlJ'B, putem aerie

_CI'~ de dy ~lD ay

insa

deci

= -~: P{x, '112 (x)) de +~: P(x, lfIl(x)) dx

,b P (e, tf/2 (x)) ds = ( P (x, y) de ,
.a )BFA

(b P (x, iFi (x)) ds = \ P~(x, y) de ,
J. .AEB

-((~dXdy~f P(x,yjdx. (1)
JJD By r-

v
In mod asemanMor, daca x = th(Y), c.< y -< d, este ecuatda arculul

Ell, iar x = 'f2(Y)' c.< y --< d este ecuatda arcnlui EBl! avem

CI iJQ de dy = (d dy 1·(11') ."--.Q ds = ~ Q (x, y) ] {l1) dy =
lD h )C (1/) )c 1 ,(1/)

~~:Q (t, (y), y) dy -~:Q (0/,(y), y) dy
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1nsa

(' Q (\>, (y), y) dy ~ \ Q(X, y) dy,
j, EBF

-\'Q(\>,(y),y) dy ~ ( Q(x, y) dy,
, jF.AE

deci

rr f!g de dy = f Q (X, y) dy;
jJD ax r

V

dac3. adunam pe (1) ~i (1') obtdnem formula lui Green

f p (x, y) de + Q(x, y) dy = II (01-~) dn dy •
I' J1) ax Jy

-:»
Teorema eate demonatrata.

Observa'(;ie

227

(1')

Conditia ca paralelele la axele de coordonate sa taie oonturul I'
numad in doua puncte a servtt doar la demonstratie ~i poate fi in.1.i1.tUI'ata.
Intr-adevar, daca domeniul D nn fndeplineete aceasta conditde putem sa-l
tmpartdm tntr-un numar finit de eubdomenii ])., D 2, • • • , de contururi
r H r 2" •• care indeplinesc aceasta conditde. Pentru fiecare subdomeniu Dit.
de contur r 11. avem

f p (a, y) de + Q (x, y) dy = ~~. (~- ~;) dx dy, k = 1, 2, ...
Jt

insa (cazul fig. 81) avem

~r, + ~r. ~r Ii ~~D' + ~~D' ~ ))D'
V V v

deei ~i pentru domeniul D subsiata formula integrala

I p (x, y) dx + Q (x, y) dy ~ II (i112-~) de dy.)1' D ax ay
-;»

Pormula lui Green ne permtte sa demonstram urmatoarea

Teoremii.. Fie P(x, y)

domeniul simplu eenex D. Daea
~i Q (x, y) dona fnnetii continue in
derivatele iJp ~i fJQ exista '}i sint eon

.. a.
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tinue in 'n, atunci condilia necesara 'iii sutlelem.i j.enuu ca integrala
corbilinie

~ P{x, y) dx + f!(.T, y) ~-y

sii DU depinda de drum in D este ea pentru orice (x, y) E D

(1)

Demensteatle, Am aratat (A, cap. III, § 1, al. 5, conaecinta 1),

cit relapa (1) este uecesara, Sa aratam acum ea este l?i sufieienta. Intr-ude-

s
,

y
D, r,

~8-,

I
D, r,

~(o.O)
Fig. 81 Fig. 82

var, daca ~p ",;, GQ in orice punet din (D), atunci, conform formulei
alI fJ'J;

lui Green, pentru once curba inchisa reD avem

t P(x, y) de + Q(m, y) dy ~ 0,

1m3 0 integrald, care este nula Pe orice contur inchis situat tntr-un do
meniu D, nu depinde de drum in D (A, cap. III, § 1, al. 5, consecinta 2),
deci conditia este l?i auficienta. Teorema eete demonetrata.

Aplicatie

Daca P(x, g) = - +y, Q(z, y)=+x, obFnem+fr- xdy-ydx = ~~D dxdy=Aria

V
domeniului D.
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Exemplu

Sa se ealeuleze integrala eurbilinie

I = ~ y2x dx - x 3dx,

V
(unde r este conturul din fig. 82), translormlnd-o Intr-o integraUI:dubliL Avem

P(x, g) = y3x, Q(x, y) = - a::I

deci

oQ OP
---=-2x(1+9)
ox iJg

,i

~ ¥b'-II'

~' ~ .~'1=-2 dg X(l+ Y)dX=;;- (bll-lf)(l+y)dy=
_b -b

a'[ Y' y' Y']'__ lJiy- ~ +bll---
If' 3 24_b

8. Schimbarea de variabile in integrale duble

22'

a) Sa consideram in planul xOy un domeniu D marginit de 0 eurbd
inchisa. r formata dintr-un numar finit de area netede lJi in planul uO
un domeniu D' marginit de 0 curba inehisa I" formata tot dintr-un numa
finit de arce netede. Fie transformarea punctuala a domenlului D' ~
reaJ.izata de functdile

x='fl(u,v), y=!.jJ(u,v), (u,v)ED' (1

cu 'fl ~i IJi continue, ell derivate de ordinul intii ~i derivatele de ordinn
doi mixte continue pe D' ; determinantul functional

~ ~
D(x, y) 0" ""D(u, v) 0" o<jl

0" 0"

nu se anuleaea in D'.
Vom presupune eM. transformarea (1) eete ~i biunivoca pe D (fig .

.ei 84), adica reciproc Hecarui punct (x, y) din D ii eorespunde un pun
(u, 11) E D' dat de

U='fll(X,y), V=tJ!l(X,y), (x,y)ED.
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Coresponden~a dintre D' ~i D se spune cit este directd daca urma
toaree eonditde este tndeplinita : cind un punct se deplaeeasa pe I" in
aena direct, punetul corespunsator de pe r se deplaseasa tot in sene

10.0110.01--+".",.------=
Fig. 83 Fig. 84

direct. ,Daca. un punct de pe I" se deplaeeaza in sene direct ~i punctul
eorespunsator de pe r se deplaaeasa in sens invera, corespondenta dlntre
D' ~i D se epune ell este in'OeTsa.

Teo rem a. Daea determinantul functional

D(x. g) (u v) ED'
D(u,o)" ,

este pozitiv in D', transformarea este dir eeta.
Demonstralie. Aria atD a domeniului D este data de integrala

curbilinie

Tr wdy,
J

oonturul r fiind parcura in sene direct. Sa boom schimbarea de varlabtla
deflnita de (1); avem

ct" ~ [ ~(u, u) [0' du + il<i> dU]Jr- au au
ml,rem 83.-i aplicam formula lui Green. Avem

olD = ( P(u, v) du + Q(u, v) de = (( (aQ _ ap) du de
)r' JJD' .au au

ell

P=tp a~, Q='Pa~,
au au

deoi
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il. il,
il. il.

il. il,

"" il,
aeadar

ott! = ( P du + Qde = (( 0 (cp. 'iI) de dt!
Jr' JJD' 0 (u. 0)

insa. olD> 0, deci daea 0 ('I'. If)> 0, atunci conturul I" este parcura in
o (a, 0)

sene direct l}i

olD ~ ( P du + Q de = (( 0 (., +l du de, (1)
JX" DB' D (u, 0)
-:»

iar da.ca. 0 ('P. 1/1) < 0, conturul I" este parcura in aens invers l}i
o (a, v)

olD = ( P du + Qde = _ (( 0 ('Po tjI) du de. (1')
Jr J)D' o(a, !I)
'J

Teorema este demonstmta.

Observa.tie

Daca folosim formula medici in (1) san (1') obtinem

oID~ID(·'·)11 ·AD•
o (u, Il) (_.,.,)

unde (u., VI) este un punct din D'.
y

r t'

r

L
401 " .- ¥

'i
Fig. 85

Ex'e"mple

1) rueeuue x = e cos e. s = p sin 6 definite pe I = {(P' 6»)1 < p ,2,0<6"-; -i}.
transfonna direct pe 1 In D = Hz. u) 11 <:Xl + 11' <:4, :z: ~ O. 11:> O} (fig. 85).
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Determinantul functional al trensrcrmaru

are, y) leos a sin a I
D(p, 6) = -psin6pcos6 =p

este pozitiv pe 1.
2) FunctUle %= v-a, 1/= U+0,

definite pe intervalul I = {(u, v) I0" u -< I, 0" II<:I}. transforma lnvers intervalul 1
In demeniul D definit de

y

0'(0,2)

U=..!- (g-z),
2

Determinantul func1Jonal

Fig. 86

v=..!:..<Y+.:t:), -1<%<1, 0'9<2.
2

D(X'I/)=[-' ',1=-2
D(u, v) 1

cdc negauv pe D (fig. 86).

b) Sa. revenim aeum Ill. schimbarea. de variabile in integrale duble,
Fie d' 0 diviziune (3;, 3;, ... , 8~) a domenfului D' cii.reia, prin

transformarea

ill = '1'(u, v), Y = t}(u, e), (u, e) E D/,

Ii corespunde divisiunea, l!i. =(~, 82,. , 0' 3J1) a domeniului D. Fie w~
~i wI: ariile subdomeniilor 8~ ~i Bot respectiv; intre arifle subdomeniilor
a. iP- 8~ evem relatia

I
D ('1'·4'>1 '( )"WJ: = --- . lilt, U", VI< E 0kl
D (u,l» (111:,".1:)
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.in' I~p
p cos {}

D{:t.II) I cos e
D(p, 6) = - P sine

dxdy

Yaa+r+y2

conform observatiei facute. Daca notam

;Jh, = tp(Uk' 't\), YI< = t\i (Uk' V.t)

evem urmatoarea egalitate

, • I 0(•• .,) I .
~ f(X1r;l Yt) (ilt = ~ f[tp(Ui:l V.I:), t}(U", 11t )] --- -(oj",
~ J:~ D~~)

de unde rezulta imediat

[[ f(re, y) dre dy ~(( f[~(u, v), ,,(u, ')]1 0
(•• ")1 du de,

))D JJ», D (u, 11)

care este formula 8chimbarii de 'Variabile ~n integrale duble.

Aplilatii

o transformare eureata a planulut este treeerea In coordonate polare r = p cos 6, II ~
= p sin 6, p E {O,eo). {} E (0, 2~).

Avom

~~D «x, g) dr dy = ~~D' ti» cos e. p sin 6) pdp dD'.

Expresla p dp dO se numeste elementul de erie tn coordonate polare.

Exemple

1) 511 se eeiecreee

\

unde D este discul circular Xl + y2 <:0 2•
pacem scbimbarea de variabiHi x = p cos 6,
g=p SinO, O'p<;u. 0,6<2""
D (x, g) = p. decl
D (Po {})

l~\\ ~-
D' Va2 + p2 -

1 = 21l:o(¥2 -1). Fig. 87
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2) Sa, se calculeze aria mlirginitli.:de cu:rbele

g=ax. y=bx, b>a>O,

xg_p, :J:g=q. q>p>O.

sltuatJ. In prteml cadran (x:;;;" O. y:> 0). Aria se ealculeaz1l. user en transfonnarea

y = ux, £1<"<&,
xy=o, P'u<q•

eare transfonrn'i.dreptunghiul I = {(u,l» IU E [a, Ill. l.l E fp,fin In patrulaterul eurhlllnfu A RCD
(fig. 87)•.Avem

~=~. y=yw;, (u,D)El

.'
t

, , , ,
"

-, t -,
"u _ u

2 2
D(%,9)= , , , ,
o (a, 0) t -, -, 1 - -,

- u , - u' ,
2 2

2 u

Aria cantatA este

A~[[ d%dy~[[ L.!cdudu~
))ABOD JJ, 2 u

A ~ .!c (q - p) In ~ .
2 u

3) Sil 51' catculeze lntegrala dublA

dx dy

(a~ bZ+ ail yil+ 1>2 z")11

-domenlul D fUnd discul eIiptic !!:.. +!t.. <: 1. Tr(lusformarea puuctuala x = a p cos a,
ail 1111

y = bp sin 6, 0 ,p <: 1,0"';6 < 2:n: transforma dreptunghtul 1= {(p,6>lp E 10,1],6 E
E (O,2l'r)) In domeniul D. Avem

D(x, g) la cos e
D(p.6) -ap SIll e

~lae4 ab < 0, Lransformaeea eate directa

bsin6 I abpi
bpcos6=

I _ (( all pdp d a
- JJl' [a1 bl {1 + pI)] ..
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I
, ,

(1 + p') ~ - In 2 .

o "'

I = ~ln

"'

iar pentru n = 1

Pentru n 1=1

2, [ 1 1 ~:;-;-]' rr
1= (ab)p-l 2' 1 _ n . 1 0 = (aW..-1

9. Integrale dnble cn domeniul de inlegrare nemarginit

Ne propunem sa studiem in ce conditii exlsta integrala duble

~~/ (m, ;) de dy ,

onde D este un domeniu plan nemargintt, iar f (w, y) este 0 functie defl
nita pe D.

Un domeniu plan D ae spune ca este nemarginit daca oontdne puncta
exterioare oricarui interval marginit eeu ceea ce este acelasi lueru, contine
punete exterioare oricarui disc circular din plan. Sa eonsideram un ~ir

infinit de cereuri

Xl' Xa ••• R" ...

cu centrul tntr-un punct oarecare 0 al planulul, de raze reapecttv

RI<Ra< ... <R.. < ...

formind un ~ir crcecann divergent. Dace consider-elm discurile @II de
centro 0 ~i raze R$ (margtnite de cercurile K$) avem

~l C @a C ... C @$C ..•

Sa consideram subdomeniile D" 1 n = 1, 2, ... ale lui D, definite
aatfel

D I = D n §:II' D a = D n @a1 .•• , D. = D n !!I$' .••

Avem

a) D1CDaC ... CD.. C ...

. b) orice punct P al domeniului D apaetdne unui subdcmeniu D..
daca se ia n convenabil.

Intr-adevae, daca PO < R" atunci PeD,.. Vom aerie aceet fapt'
aatfel

lim D" = D San D.. --+ D
,~~
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Mari- general, aiml de discnri (lj)..) iiind dat, vom spune ca. un ~ir

de 8ubdomenii (D~) ale lui D tinde catre D, daca exista un numar N
astfel tncl:t sa evem

D~ ~ D .. = D n ~.. ,
pentru orice n > N j vom scrfe si in acest caz

lim D~ = D san D~ -+ D .
"~~

c) frontiera domeniului DIi'
n = 1, 2, ... , este formata.
dintr-un numar finit de aree
netede.

Fie i(a;, y) 0 funetie defi
nita. in D, integrabila pe orlce
eubdomeniu D..allui D; la ~iru1

de domenii (D tI ) corespundeFig. 88

Fie acum un sir ooreeare de subdomenii (D,,) ale domeniului D (cons
truit in modul aratat mal sus)
care tndeplineete urmatoarele

c eonditii :

a) DtCD'J,C" .CD"C ..•

b) lim D. ~ D
"..~

sirul de valori ale integraJei duble

~~, f (x, y) ds dy, ~~D' f (x, y) ds dy, ... , ~~" f (x, y) de dy, •..

Folosind eriteriul general 311 lui Cauchy de oonvergenta a airurilor;
putem enunta urmatorul

C r i t e r i u dec 0 D V erg e D 1 a. (;onditia neeesara ~i snfieicnta
pentru ea integrala

~~/(x, y) de dy

si aihi sens este ea pentru mice numar e > 0 sa existe un numar N (I::) astfell
ineit sa avem •

I~~DM/(X' y) de dy - ~~D"f (x, y) dx dy 1<"
eeleaee 81' Ii » > N (I::) ~i P > 1.
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Aplicat i e

Dad. (x, y) In D tndepftneste eondltla

l(X,Y)I, M ,oc>l,M>O,
(x~ + y2 + a2)''"

237

(il

atuaei integrala dubla

eete eonvergenta. tntr-adevar

dxdy

(x~ + Y~ + a~1X

Daca trecem In coordonate polare x = P cos 6, y = p sin 6, 0, 6 < 211: ~i 0, P < 00,

avem imedlat, cu a. > 1,

roM--.---,
IX. - 1 a2(1X-1)

n > 1,

deci integrala este convergenta.
Dad originea no aparttne nici lui D ~i nlel frontierei lui D, In (1) se poate lua a = O.

Exemple
1) Sa se ealculeze integrala dubld

1-(( dxdy
j)D (.1'2 + y2 + (2)n

D flind exteriorul cercului co centrul In origine, de raza R. In coordonate pclare x = P cos a.
1I= P si11. a, o,a< 211:, R,p< 00, dx dy = pdp da, obtinem

1~\~d,\~_d ~_r. [
.0 B(pl + a2)' " ,n - 1

pentru n, 1 integrala este dlvergenta,
2) Sa se eatcuteze

I = ~dX~: e-~'-V'dy.

Integrate I poate fi oonsideratll. ca Iimita tntegratet duble

tntinsa la patratul (P): ABeO, (fig. 89), de razii a, clnd a ..... 00. Functla de sub semnul
Integral fiind pozitivii, urmeaza ca

unde D este sfertul de disc elrcular de razd (1:, rli + y2, a2, x.> 0, v > 0, iar D' stertn
de disc circular ;102 + y'J.' 20:2, x.> 0, y.> 0. Cu substttutla x = P cos 6. y = p sin e
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~(l-e-"')< lp< ':::(l_e- zlI' ) ", "
Ia limiUi. elnd a --. 00, ob~inem

(1)

deci

Deoarece putem sene

. \~ -,' Y'rezulta e dx = -'
, 2

10. Integral., dub.e de fuoetii nemiirtlinite
in dorneniul < de integrare

Fie 1(:11, y) 0 functde definita intr-un domeniu Inchis ~i marginit D,
in afara unui punet M o (Wn, Yo) interior aceatut domenlu, punct in care
!(x, y) are limite infinita

lim If(x,y) I ~+=
~"
tr-+tr.

Ne propunem sa cercetam in ce conditdi integrala dubla

\\/ (x, y) de dy

crista ~i este fioita.
Sa izoHtm punctul MO(xOl Yo) printr-o curba inchisa OeD f}i sa

nctam eli ~c domeninl marginit de curba C. Punctta f(".I, y) eate nemargi-
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nita. in <£le' Vom preaupune ca. /(!C, y) eete integrabila in D, = D-®
oricare ax fi eurba inchisa. CeD, care tnooujura punctul No (wo, Yo)' "'

Se numeete diametrul unui domeniu D ~i se noteasa dD marginea
superioara a distantei dintre doua puncte ale sale

dD = sup PP'
PED. P'ED

sa. consideriim un sir (oarecare) de curbe

Cu °2 " , 0' C., ...

care Inconjurd punctul M o (x o, yo), situate in intregime in D, fie

@1:::>~2:::>"':::>~":::> ...

doroeniile marginite de aceste curbe. Diametrele
lor formeaza un sir- monoton descrescator

d{l\>dfj)z>···>dfj),,>'" G
C

en

lim dfj)a = O•.~.

o

Vom serie aeeat fapt astfel

lim®,,=Mo eeu ®.-+Mo •.~.
sa conaideram acum subdomeniile fl" definite astdel :

o, =D-®,.;

Fig. 90

avem sirul de incluziuni

D 1CD2C ... CD"C ...

"i pentru cii. @,. .... M o resulta cit Dfl..-+D - {Mo}.
La eirul {D.} de subdomenii ale lui D corespunde ~irul de integrale duble

~~D' f (x, g) de dg, ~~D' f (x, g) ds dg, ... , ~~D' f (x, y) de dg,... (")

deoareee j' (x, y) este integrabila pe D .., n = 1, 2,_ ...
Aplicind criteriul general al lui Cauchy sirului (IX) obtinem ormaeorot

Criteriu de e o n v e r g e n t e. Conditia necesara §i snfi
elenta pentru ca integrala dubli
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sa aiba sene este ea pentm eriee numar e:> 0 sa existe un numar N(e:),
astfel Ineit sa avem

I~L'/ (s, y)dx dy -~~D/(X' y) de dY!<,

erleare ar fi n > N ( e:) ~i p >- 1.

Aplicafle

Dad. tn domeniul marginit D Iunctta (x, y) Indcpllneste condltta

M

~)3+(y

iar (xn• I/OJ E D, atuncl Integrala

-este convergenta.
Avem

~~ (x, y)dxdy (I)

Mdxdg

(x-xofl +{y-yo)'j'"

FieSRundisccireu!arcucentrullnpunclu! (Xu, Yo) ¥ raza R, ales asUel tnctt D C SR'
.Daca ereetuam schimbarea de variabile

x = Xo + p ccs e, y = Yo + P sin 6,

O<p"R. 0':;;;;:6< 21t', dxdy= pd p dg, cbttnem

1 1 18 271"M 1 •=21l"M--,-- ._,,_, dacii~<l.

, z-vae !p2«_2 II 2 (1- ox) R-",-2 -

«jed lnlegrala (I) este convergenta.

Exempla

Sli se calculeze

[[ dxdO

1= JJD V;r"+yl '

D filud dlscul circular x3 + y' '" a'. Integrala este COllvergentii, deoarece IX = ~. Facem
2

schimbarea de variabile

x = p cos B, y = P sin fl, 0< P <a, 0 <6< 2r., dxdy = pdp d6.

decl I'" [", d,1= de, __ =211:(1.
o ._0 p
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Ra~ionamentele precedente pot fi extinse pentru cazul cind/(x, y)
nu este marginita de-a lungul unui arc de curbs,

Exemplu
Sii catcutam Integrala du.blii

1~[[ ,drdY ,

JJD lx-y

D fiind triunghlul miirginit de x = a. y = x, y = O. Functla de sub semnul integral este
infinitli de-a lungul segmentului AB (fig. 91), de
ecuatie y - x = O. Integriirn pe D s definit de
x<~x>y+~y>~ J

1(;;)=

1

<-<
yx-y 0 dx=

• .!..
1_ Uml(e)= _all._+ 3

/0.01 '0-----.
Fig. 91

§ 2. INTEGRALE DE SUPRAFAq'A

1. Elem.ente de teoria suprafet.elor

a) Fie / (u, v), 9 (11, v), h(u, v) trei functii continue cu dertvat
paetiale de ordinal Int.ii continue intr-un domeniu tnchis D din planu
u01.1. Mnlfimea punctelor M (x, y, e) din spatiu, da,ta de

a; =/(u, v), y = 9 (u, v), z = h (tI, e), (u, 'O)eD, (1

en determinantdi functdonali

D(x, y)

D(a, v»)'

D(y, z)

D(u, v) ,
~
D(u, v)

care DU se anuleaza stmultan in D, este 0 supradata' S in spatdu, ia
ecuatdile (1) ae numese ecuatdile parametriee ale aupratetei S.

Pe supratata, S data de (1) daca u = c1 (constant), obtdnem 0 curbs
trasata. pe supradate S, de-a lungul careia variaza numai parametrul -o
Pentru valori diferite ale lui ct obtdnem asadar 0 familia de curbe traeat
pe suprafayli" curbe de-a lungul carora variaza. numad fl.

10 - c. 1U3
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or (u o' "0) , iJg(uo• vo) , i)h (lltl. I'D) ,

8v 8v an

af(llq. "0) ,8u (Uo. 110) ,8h (flo."0"

au au au'

Iar ai tangentei P Tala curba
1) = v" in punctul P (uo, vo)
sint

cosinusii directori ai drepte
lor PT1 ~i PTa sfnt respeotiv

'J

t;

Fig. 92

'I
I
I
i

In mod aeemanator, daca. V = C2 (constant), obtinem 0 curba trasata.
pe euprafate S de-a lungul carela variazit numad parametrul u,deci Ill.
v = constant corespunde 0 familie de curbe traeate pe aupradata 8, de-a
Iungul carofa variaza numad u (fig. 92).

Printr-un punct P de pe snprafata. treoe 0 curbe u = uo-~i 0 curba
t1 = 1.1 0_

b) Parametrf directori ai tangentei P PI Ill. curba 1t = Uo in punctul
P (u o, 'Vo),dupa cum se stde,
sfnt

t' g' h'

±V:E' ±VE' ±Vs'
unde am nota t

E =f~2 + g~2 + h~2,

G =j;2+ g~2 + h~2,

toate derivatele fifnd calculate in punotul (tee, 'Ve). Unghiul B
doua curbe u = 'Ue ~i 'V = 17 0 este dat de

t; I' " h' h'cos e= ± u ~+g"g~+ u ~
YEG

dintre cele

c) Elementul de arc al unei curbe oarecaee trasat.1 pe euprafata S
este definit de

ds 2 = dx2 + dy2 + dz2 j

daea ttnem aeama eli

dx =f~ du +f; de,

dy =!1~ du + g; de,

dz= h~du + h;dv,
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cbttnem
ds Z = Edltz + 2Fdu de + Gd'V2

,

E, 1\ G avind semnifica~ja de mal sus. In particular, pentru curbelc 11 =

= '1lo elementul de arc ds, cste

ds, = llG d17,

iar pentru cnrbele o =vo, elemcntul de arc cste

da, = VE dv.

II) Daca el, ~, Y sint cosinuaii directori ai normalc.i n la suprafatn ,
in punctul P, dcoarece n estc perpendiculars pe PT1 ~i PTz, avem relatiile

~4:, + ~g:, + yh~ = 0,

Gtf;+ ~g; + yh; = 0,

de unde dcducetu, in ipoteza ca matrlcea

h' 'I"I
h;. i

eate de rang doi, solutdile

a: = A.A., ~ = I.B, Y = IcC,

unde A, B, C stnt determiuantii functionnlt

fA =~D(g, hr ',
, D(u, 0)

B= D(ll.f)",
D(u, lJ)',

c=~
D(u, u}

~i pentru Ctt ry.:Z + ::'Z -i- ),z= 1 rezulta A, astfel incit a.vern in celc din urma

A

± VAt + 132"+ Cil '

c

In fiecare punct al supradetei S avem doi vectori norma.li la supra
fa,ta, de senauri opuse. Daca C ;;;{= 0, unul din ei Ta face un unghi aecutit
cu axa Oz (deci '( > 0), iar oelalalt va face un unghi obtuz (deci y <0).

Folosind identdtatea lui Lagrange'

(be' ~cb')2 + (or' ~ac') + (ab' ~ha')2 =

= ((/2 + b2 + e2) (a'Z + b'2+ c'2)_(aa' + bb'+ CC')2

"i tdnind seama dt

A2 = is: h; ~ g; h;,)2,

C' ~ (1:,g; - t:g;)',
13' ~ (h; t; - h; f;)',

E = .f~z + g;,2 + h~z,

G ~ f;' + g;' + h;',

R =f~f: + g~g; + h~ h;,
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:rezultll identitatea

Intel1rale auble. Integrale d=''-==''''''a"f"a'....'--~~__~__

A2 + B2 + 0'1. = EO _1/2 > O.

e) sa. eonaideram functda veetoriala r(u, v), " = O.J'I, definita de

r(u, v) = If (u, v) + jg (u, v)+ kh (u , v), (fl., v)EDj

cind punctul (tt, v) parcurge domentul D, virful M (x, y,,o) al vectorului r
descrie aupratata S. Vectorii

r.,=i iJf +j;~ + k iJh,
au ou (1u

r~ = i :~ + j :~ + k ::'

ealculatd in punctul (UO! vol, sint veotort tangcntd la curbele t:=vo ~i fl. = u'o

in punctul P (uo, 'Vo) respectdv. Avem ~i

lIT~112=E, Ilr~1l2=G, (1'.., r~)=F,

deci

deoareee
liT" X r~li2 = II ?.. 1;2 . Iir~il2 - (r", T~)2.

Versorul normalci n ls, suprafafii este dat, asadar, de

± \Ii" x T.II •

semnele + f}i - coreapund la cei doi vectori normal! la suprafa.ta.

Planul tangent la, suprafata este planul ce trece prin punctul (UO! vol

~i este peralel en vectorti T.., Tv deci are ccuatia

T =1'0 + Ar..+ !LTv

san, in coordouate certeziene,

(x-x,) A + (y-y,)B + (z-z,) C ~ o.

2. Aria unci snpraiele

Sa conaideram aupratata S definitii de

x=!(u,v), y=g(u,v), z=h(n,v), (tt,v)ED,

D flind un domeniu inchis ~i margintt din planul nOv, interior unui

interval I = {(u, v) I UE [a, b], 'liE [c, d]}.
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Fie 8' 0 diviziune a. domeniului D

3' = (on il2 , ••• , il
ll

) ;

dreptelor 1(. =/l,,, i = 1, 2,••• ,'m, V = Vi' j = 1, 2,..., n care Iormeaza clivi
ziunea 8' Ie eorespund pe suprafata S 0 refea de curbe porameteice care 1
rindul Ior determine 0 divisiune 8 a supradetei S '

0= (s» 8 2, •• ,81»'

Reeiproc, la 0 divisiune 8 a snpraletei S fermata dintr-o retee, d
curbe parametrice corespunde pe domeniul D 0 diviziune il' formata di
paralele 131 axele de coordonate 01t !;Ii Ov.

Daca Bn 82"", 8" sint partile tie suprafata care Iormeaza diviziu
nea 3, pentru Iiecare snprafata 8k sa consideram cea mat miea sferA car
contdne pe 8 k !;Ii fie dl; diametrul sau; pe eel mal mare dintre numerel
d1 , d2, • • • ,d

ll
Il numim norma divizlunii IS §i n notam en v (il).

ID planul uO'O, divizlunea 0' are norma .. (8'), a§a cum a fost deli
nita anterior.

Sa luam un interval Ok al divisiunii °determinat de dreptele u = U o
U = u;+n v = Vi' V = Vi+l

Ol; = {(u, V)11tE [U" UiH]' VE [v;, VH 1]};

acestui interval ii eorespunde partes, de snprafata 8l; marginita de curbel
parametrice (fig. 93),

In planul tangent 131 suprafata.
in punctul P (U" Vi) de pe suprafata,
sa consideram paralelogramul cu un
virf in aeeat punct !;Ii laturi dirijate
dupa vectorii T", T", de lungimi

Vom aproxima ar-ia partii
de suprafata 8 k en aria (Jt a aceatui
parelelogram

l'Jt = IIT"lI l1r ,1I sinIJ(Ui+l-'U;)(vi+I-vi)' Fig. 93

unde eeate unghiul eurbelor parametrice u = u;, v = 'OJ'

Deoareee avem

IIT.II ~ VB, IIT.II ~ Va,

V Y- - F'- VEG=P
sin 0 = l-cosllO = 1 - 1iG= -Y:EG-
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rezulte imedian ca

Integrale auble. Integrale de-supra[uta

(1., = fifJG-PZCU,.,-l - U,) (t,1-rl - 'I.',),

e;iprestay~ fiind calculate in punctul __ (u., '/,'/),
Aria. cd, a supradetei S 0 aproximam ell euma

d,C>!.d i .= 'E a~ = 'E VEG _ .E12
!(IIi" j' (Ui_d-U i ) (t',_tt- V, )

o s-

. Sa conaideram acum un ,pI' de iliviziuni (3..) ale suprafetei S cu
\It 3.)-+0 crnd n-e-co ; ecestui f}ir ii coreapunde un !Pr de diviziuni (Q~) ale
domeniului D, de eecmenee eu v{S~)-+O ctnd 11-+00. Sumeled.~1 smt sume

Riemann relative la functia VEG-F2l;li divisiunea s; adO;';UlUlui D.
Deoerece !, g, h au derivate paetiale continue in D, urmeaza cg VEtJ =-F'4
repreainte (I functre continua in D; prm urmare ctnd \I (I\:) -+0 sumels
otlfj~ sint convergente catre integrala dubla

~~DVEG-F2 du dv.

D e fin i tie. Spunem cil suprafata t} are 0 urie daca Inteneala dubla

~~D' VEO-lI'a dudv

existli §i este Ilnita, Valoarea integralei duble reprczinta aria suprafetei S.

Observa.~ie

. 0 supra~ta S pentru care funotdile j, y, h sint continue cu derivate
~art;i~le de ordinul intii continue in D l;li pentru care determinantii func
tdonalt

D(f.g) D(o.h). D(h,D

D(u. v)' D(u. v) D{u.o)

nu se anuleazg eimultan in D, se numeste 0 8uprajalti netedd.
Din .defini~ia data rezulta ca 0 suprafa~a neteda, sau 0 !>Uprafa~a.

formaM, dintr-un uumar finit de porpiuni netede, are 0 arie.

D e fin i tie. Forma diferentiala

de = VEG-FsdudV

se numeste elementul de arie al suprafetei S.

. 0 b s e r vat i e . Daca auprafata S este data jirln ecuetia ei car
tesiang z = j (x, y), (e, y) E D, purnnd tc = u, y = 1', Z = f (tI, v), obtdnem

-E = :t + pS, G = 1 + '12, F = PfJ., P = ::. q = ~;,
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elementul de arie este dat de

de = V(l + p2) (.1 + jp)_p2 q2 dudv = VI + pi + q2 du uv,

Iar ariasupradetei S de integrala dubHI.

A. ~ II. VI + p' + q' dx dy.

unde D este proiectia auprafetei S pe plamu xOy.

tc x e m p t e

1) Stera Xl + yl + Zl = RI are 0 repreeentere parametrtca x = n sin 6 cos!fl
Y[=R sin 6 sin!fl, z= R cos e, O<.6<.'It", O<'<p< 2r.. Avem, eu '? = u, e = u,

E = RI (sinl 6 sinl'l' + sinl 6 cosl !fl)= RI sin2 6,

G = Rt (eosl 6 cos2 '? + cost 6 sin l 'f' + sint 0) = Rt,

F= O.

pnn urmare elementul de arle al srerei este dat de

M= Rl sin6dOd<p.

x2 y2
2) Paraboloidul eliptie z = - + - are 0 reprezentare parametrlcd data de x =

at 1J2

2u 2t>
Avem p = -. q = -. deci elementul de arle este

at IJI

V " y'dc:t = 1 + 4 - +4- dxdy.
a~ b4

In formula care dii aria suprafetei S

A,~ II.YEG- F'du do.

E, F, G depind dej, g, h, adica de representerea parametrica a suprafetei S.
Numarul As este insa. independent de reprezentarea parametrica 11
euprafetei S. Avem urmatoaeea

Teo rem a. Integrala dubla

II. YEG-F' dudv

este Independenta de reprezentarea parametrlea a suprafetei S.
Demonstratie, Once alta representare parametnca a supratetei S

se objane din

w.=j(u,v), y=g(u, e), z=h(u, v), (u, v)ED,



248 Integrale duble. Integude de suprafaft'i.

printr-o schanbare de veziabile

'U = rp (8, t), 11 =-1} (8, t), (8, tve D', (2)

en rp 0/ funcpii continue en derivate partiale de ordinul tntii continue
fn D', ell determinantul functional

Dt•• •>u: 0 (B I) E D'
D(s,I)-r-, ,

I}i care realizeaza. 0 transformare regulate. a lui D' pe D.
Da.ci conaideram transformarea punctuaht

IV = rp (8, t), Y = ~ (8, t), (8, t) ED',

care transforma domeniul D' in domeniul D, avem egalltetea

[[ oI>(u••)dud.~[[ 01> (0 (B. I), ,,(s,I»[Dt··.>jdBdt (3)JJ» )jD' D (s, t)

den;.onstrata la integrate duble (A, cap. IV, § 1,311. 8) f}i node am notat

01> (e, v) ~ VEG-F' ~ VA' + B' + 0'.
Avem insa.

A' = DCg, z) = D(y, z). D(u, v) =A. D(u, II),

D (s, t) D(u, v) 0 (s, i) D (s, t)

B' D(z, x) D (e, x) D(u, v) B D(a, v)

= D (s, t) = D(u, v) • D(s, t) = . D(s, t)'

OJ = D(I:, g) = Dez , y) . D(u, v) = C. D(Il, v),

D(s, 0 D(u,v) D(s, i) DCs,I)

conform unei proprietapi cunoscute (vol. I, E, cap. VII, § 5, al. 3) a.deter
minanpilor Iunctionali, deci

VA2 + B2 + 0 2 = VA'2 + B'2 + 0'2: ID(U" ,j [
n «, t)

pe care daca 0 inlocuim in (3) ne da

~~DVA2 + B2 + 0 2 dudv = ~~D' VA'2 + B'2 + 0'2 dsdt.

'Ieorema este demonstreua.

E;x;emple

1) SA se eejcufese aria supraretet az = ;x;y (paraboloid hlperhollc) care se proleeteaza
pe pJan'ill :rOyin inleriorul cerculul ;x;ll+ y' = W.
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Avem

!!- =.!!....
a. a

ded aria vi., cantata este data de

d = ~~DV1 + r ~ If dxdy.

unde D eete discul circular :r+ y2 -< W. Dacli recem schimbarea de variabile

x=pcos6. y=psin6. O-<p-<R, 0,6<21":,

obt inem

(~ \"y-' \"y-' ( 'jd=Jo d6 0 1+ :. pdp=r.a· 0 1+ :. d 1+ :.

DU

o/~.a'·f[1+::n: ~2~a'[(1+ ~r -1]
2. SA se ealculeze aria elipsoidului de rotalle

o reprezentare parametrieii. a elipsoidului este

x=aeosusinv, rJ = asinusinv, z=c cos v cn O,u< 2:'t' ~i 0 'v':'t'. Avem.

E = a2 sin'u sin"" + rr ecssu sinlv = a' sin·v.

G = as cos u cos'v + all sin"a cos'v + c. sintv = (1" cos'v + c' sin'v,

doci

do'= VEG _ p2 du dv = aYal cost o + r?-siniv sin e du dv.

Aria elipsoidului de rctatie este data de integrala dubla

ol = ardU~ Yell + (a2 c') cos' v sin 0 do

bt care aadi pnnem cos v = u. ob tinem

d=41l"a[2.. uV&+(a.-c.)u. +2.. ~ In [Va.-c.u+Yc'+/u2

2 2 Va'-r?-

r
a 1 " y-- 1 etlnc]cl=21W _+_-==-Inl a"-tfJ+a]-----=·

~2 2 Ya"-c' 21'a"~c"

Daca 0 = c din (1) obtinem scprareje sferei 4no l
•

(1)0
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.3. Integrale de suprafata in raport ell aria

Fie S 0 8nprafata in spatdu definita dew = f (u, v), y = 9 (u, vh
.z = k (u v), (u, v) E D, functdile j, g, h fiind continue I}i a.vind derivate
pMtiale 'de ordinul intii continue in domeniul D (inehis ~i marginit} ~i
Jj (x, y, z) 0 Iunctde definita. pe S.j

Fie I) o divisiune a supraietei S in parWe de 8nprafuta.

de arii respectiv 0'11 cr2" " ' 0'1I'

Sa conaideram suma

nil = t F (~kl '''1:1 ~i:) G",

1:-1

undo (~.l:' YJ.tl ~I:) este un punet oarecare situat pe 81;; dcoarece avem

~.l: = f (U"" v",), "1].1: =g (Ui:'v.t), ~t = h (Uk' VI;)

'UI'meaza cit auma (1) este egala en suma (1'),

.0: = of FU(Uj;' VA,)' g(UJ:' 'V",), h{u." vt ) ] 0"1:'.-.

(1)

(1')

(3)

Diviziunii I) a lui S ii corespunde divisiunea I)' a lui D, iar partilor
de 8uprafata 8u 8:11 ... ,8", le corespund, subdomeniile 0u 02;"",ap ; punetul
<Ut, 'll,t) apartdne aeadar lui 3.t.

Sa. consideram acum un ~ir de diviziuni (0 ..) ale supratetci S ell
v(8..)-+0. La.sirul de diviziuni (8..) ale supradetei IS corespunde un sir de

diviaiuni (8~) ale domeniului D (fnchis I}i marginit) de aeemenea cu v (8~)-+0.

La ~iruI_dediviziuni (8..) ale aupratetei S corespunde sirul aumelor Dil " .

Definitie. Dacii. penteu ertee ~ir de diviziuni (3,,) ale su
;prafetei ISeu \I (8..) -e- 0, ~irul sum.elor (.0&,,) are 0 limitii. Iintta, atunei limi.ta
~irului (nil,,) se nnmeste integrala de s u p r a f a t a a fu n e t l e l F
II e sup r a fat a S (in report eu aria) ~i se neteaza

I~F (x, y, z) do.

Deeareee ~irul sumelor (.0.;''') are aeeeasl limira en slrul (n,,) {daea
existi), urmeeza cii. avem egalitatea

118 r i», y, z) do ~I~ F [f(u, v), g(u, vi, h(u,v)]do~

=~~D FU(u,v), g(u,v), h(u,v)] fEG Ft.dudv,
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formula care eonstitule ~i regula· de ealeul pentru integrala de su
praialil (2).

rj b a e rv e t i I

1) Daca F (x, y, z) estc continua tntr-un domeuiu i1CR3 ~i dace
Be l1, atunci Integrals (2) exista deoarece ill (3) exiata.

2) Dad suprafata Beste definita de

z =f(x, y), (x, y)ED,

atunci avem

~)B F (x, y,z) de = )~j) F [x, y, f{x, y)] V 1 + p~ + q2 dx dy.

3) Dacii luam F (x, y, z) = 1 pe B, obtinem Integrala de suprafate

F2 de de

care ne da aria auprafetel S.

Exemplc

1) Sa se calculeze tntegrara de suprafata

S Hind porttunea din supratata steret x~ + g~ + z~ = R~. sttuata In prtmul octant. 0 repre
a-ntare perametrrcs a supraretet S este data de

x = R sin 0 cos 9. Y = R sin fj sin 9. z = R cos 0,

"<:..t 0 <:e< 2 ~i 0< v < -2 ' Elementul de arlo al sferei de razii R este da = R~ sin edl} de

av=

\-,' sin" fj cos 6 COS? sin 'T' d? '

\
t cos 9 sin 9 d?. ,

"
I=R~~~ Sill3 fj cos ada

I
T 1 [T

sin l a . - iin'9
"2 o

1-gRo.

2) Sii se calcuteze intcgrala de suprerats
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lIade S est;e portnmea din paraboloidul de rotatte 2az = x' + yl cuprlnsa rntre planeie z = ~,i z=h. Avem

dee!

V ;r"-i-y'
d<t= l+~dxdY

,I calculul integralei de suprafap se reduce 1a calculul integraJei duble

I = ( (D "2~~ 1 1--- J) u ·Ya"+x2"+y' '--;;-Vall+r+ y2
d x dy

uu

I = ~(\ (x' +y')dxdy,
2a) D

D mud discul circular x' + y2 < 2ah, (uh > 0). Cn substltutla :r = p cos 6, y = p sin ft.
0"," p<Y2ah, 0<6 < 21<, dx dy = pdp d6, obtfnem

4. Integrale de suprafata in raport en eoordonatele

a) Sa conaideram 0 suprafa,~a S data de eeuatdile x =f(U'l v), Y =
= g(u, 'll), z =h(u, e), (u, e) E D, j, g, h mod Iunctdi continue en derivate
pertdale de ordinul tutti continue in domeniul tnohia ~i marginit D din
planul uOv. VOID preaupune cadeterminantii functdonali D (x, y), D (g, z) ~

, D(u,v) D(U,Il)

D (z, h) nu se anuleaea simultan in D.
D(u, ll)

In fiecare punet P (x, y, z) al supradetei S se pot considera doi vee
tori normall la suprafu~a~ n. ~i nil evtnd sensuri opuse.

Unul din vectori face un unghi aecutdt en axa Oz, iar celalalt un
nnghi obtuz. Vom numi fata 8uperioara a auprafetet Sin report en planul
xOy fa'\ia lui S pentrn care vectorul normal n face un unghi aecutdt cu uxa,
Oz; vom numi fata inferioara a supradetei-S, cealalta fata a lui S, adidi.
fa.ta pentru care vectorul normal n face un unght obtuz en axa Oz.

Exemplu

a) Sa constderam semisfera x' + y' + %2 = no, %> o. Fa~a supcrloarii are ea normals
nonnala extertcara la sfera data. Fata infcrioarii are ca normalii nerrnaja la srera dirijaHi
spre eentrul sferei.
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b) Darn eonslderam sennstera xli + y~ + :;:~ = R~, z -< 0, situata sub planul xOy, rata
supertoara are normala dirijata snre centrul srerer, tar Iata tntertoara are norruaja dirijata
spre exteriorul sferei.

Fie r eonturul supraaetei S (care nu este 0 fiupmfa~a Inchisa} !}i C
proiectda lui r pe planul wOy. Pe r se pot lua doua sensuri de parcurs.
Sensul asoclat suprafetei superioare (fig. 94), eate acela care coreapuude
senaului direct pe conturul C. Fct;ei Inferioare i se asoclaza sensu! invers.
In acest mod se defineete nn sene de parcurs pe conturul orioarei portduni
din snprnfata S. Bpunem ea suprefata S este orientate fat:I de planul wOy,
in aeelaei timp fiind orientat ijidomeniul .6.,proiectia suprafetci S pe planu!
$Oy, precum *i domentul D din planul uOr.

tj h s e r v a t i e
Nu oriee suprafatii are dona fete. Exista suprafete cu 0 atngura fati.i,

auprafete pe care, printr-o deplesare continua, normela schimbtndu-si
directda in mod eontinuu, poete reveni in punctul initial cu sensul opus
eensului Initial.

Cel mad simplu excmpln cstc aea-numite banda. a lui Mobius (fig. 95).
Pentru a 0 obtine Iuem (l Ioaie de hirtie dreptunghiulara ABOD,
o riisucim ~i 0 lipirn astfel incit A sa coincide eu C ~i B cu D.

Fie R (x, H, z) 0 Iunctie defintta pe 8uprafata orientate S. Fie (ol
dtvisiune a suprafetei S

,__..::=:==-- 0

) 'e
Fig. 95Fig. 94

0=(011 02'···'O~,)

eareie, Ii corespunde 0 diviziune 0' a domeniului .6., proiectie suprafetei
pe planul xOy,

s '.

8' = (o~, 0;,' ... , o~)

'( St se proiecteasa pe a~, iar frontiera lui OJ; se prolecteaza pe frontier
lui 8~),

IO.flO)

->

1



254

~ fie

Integrale double. Integrale de supra!atii

(2)

I aria ~~ 1 daca ~~ cste orientat direct
Wt =1 - aria ~~, dacit ~~ eate orientat invera.

Dadi, notam eu at aria partii de 8uprafat;a ~k de pe S avem egali
tatee

Wk = Yk . at, (I)

unde Yk eate eoainusul unghiului pe care il face normala Ill, suprafata mien
ta.ta 8k intr-un punct de pe suprafata 8k 1 eu axa Oz.

Sa conaideram suma
•

f.(,. = ~ R (Xi;' Yk: Zk) wk,
k~l

~de (Xk, Yi, Z.e> este un punct oarecete de pc ~k' Conform egaliMt;ii (1),
auma nO' este cgaH1 cu suma

. !.
0:8 =" ~ R (Xt , Yk' Zk) 'Yli (Jk

ll;~l

relativa 131 dlvisiunea 8 a suprafetei S.
Fie (~~) un §ir de divisiuni ale domeniului ~ ell v(~~) --+ 0, cind n--+;?O.

Acestui §ir de divialunl tl corespunde un §ll de divtzluni ( ~..) ale suprafetci S
L'U v (8,,) --+ O. cind n -e- oc,

De f i 0 i tie. Daca peatru orice slr de diviziuni (S:~) co v (8~), ~irlIl

sumelor (Oa') are 0 limiHi finita, aeeasta llmlta se numeste intcgl'ala de

snprafatl' a functiei R ($, Y, z) Jo raport en $ ~i y ~i se noteaza]

~\, R (w, Y, zJ de dy.

Deoarece eirul aumelor (0.;,.) are aceeesi llmita ell sirul (Q~,,) (dace
exista), avem egalitatea

l~B R (x, y,rz):dxdy= ~~8 R (x, y, z)ydcr,

unde y este coslnusul unghiului pe care il face normala la supradata orien
tata S cu axa Oz.

Formula (2) ne da regula de calcul a integralei de snprahya in
report eu x, 11, deoarece

~~s R (x, 11, e) dx d!/= ~~s R [f(u, v), 9 (u, v), h(u, v)] y VEG-pz du d1J,

nnde
1 D (f. g) •

± VEG~FI· D(u,v)'
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)\, R lx, s, s}dx dy~ \)D R [f(u, 'I»), 9 (u, 'I»), h(u, t')] D (f, g) de do
D(u,v)

daca domenlul D are aoeeasi orlentare eu domeniul d, ~i

[\ tu», y, z) dc dy ~-\[ R[fl",v), g(u, e), h(u,1')] 0«, g) dudvJ s ~ Dlu,D)

da·ea domeniul Dare orientare inveraa fa~a de domeniul A.
b) Proeedeul folosit pentru a orienta suprafata S iJi de a asocia acester

orientarl orientarea domeniului A, proiecjda suprafetei S pe planul xOy
poate fi extins ~i la celelalte plane de coordonate. Astfe], vom numi iata
superioara a supradetei S in raport cu planul yOz, fat-a lui S pentru care
veetorul normal n face trn unghi aeeutdt cu axa Ox. Dace r este conturul
lui S ~i A' proieotda lui I' pe planul yOz, sensul pe r asociat auprafetei
superioare eate ace] care corespunde senaulni direct pe a'. In modul acesta,
suprafate B eate orlentata fa~a de planul yOz, fiind in aeelaei timp orientat
~ domeniul ti', proieetda supredetei S pe plannl yOz,precum ~i domeniul D
din planul uOv. Vom numi fat-a superioare a supradetei Sin report en
plennl zOx, fat-a lui S pentrn care veetorul normal n face un unghi ascutat
en am Og. Daca Oil este proiectda eonturului r a lui S pe planul 20X,
serum}pe I' aaociat suprafetei superioare eate acela care corespunde seneului
direct pe 0". In modul acesta, suprafata S este orientate fat-a de planul zC!x,
fiind in acelasi timp orientat &i domenlul li.", prciectda supraaetei S'
pe planul zOx, precum ~ domeniul D din planul uOv.

Ex.emplu

Fie semisfera x' + If + zlI = Ra, x>- 0 pe care planele de eccrdonate 0 Impart tn 4:
cctante. Sa eercetdm cum este orientatii suprarata ex1erirJari'i a semtsteret fala de eele tret plane
de coordonate tn fteeare octant.

Se obseeva eli pentruaeeasU fa1a, normala este normala la srera dirijaUi Inspre cxte
rtoruj steret.

'0.) In octantul (:I: > O. U> 0, z > 0), octantul corespuneator al sferel Oeste suprafatd
suj:Jerioara fata de cete trei plane de coordonate.

b) te octentut (x > 0, g > O. % < 0" octantul corespunzator": at sferet este suprafata supe
rioarll fa1a de planele, !l0z, zOx ~i fala tnrerrcera pentru planul xOg.

t:) In octantuj (x > O. g < 0, z > 0) octantul eorespunzator al sterei este suprafata
supertoara pentru pranele gOz, xOg ~i rata interioara .pentru planul zOx.1

d} In cctantul (x > 0, !1< 0, z < 0), octantul corespunzlltor al dere! este fa~a supe-
rioara ta~a de planul yOz ~l fflta inferioara tata de planele xOg ~i %Or.

C) Daca P (X, y, z) este 0 func~ie definita pe snprafata S, integrala
de suprafata a funetiei P (x, y, z) in raport en y, z, pe 0 anumita fa.ta a
suprafet-ei S se definCl?te in mod asemanator

~~s p (x, y, z) dy dz = ~s P(x, y; z) IXdC1 (1)
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unde (l este coslnusul unghiului pe care Il face normals la suprafat;a orien
-tata S en aaa Ox. Daca domeniul D (din planul '/lOt') are aeeeasi orientare
-cu 8nprafaja S, atunei avem egalitatea.

~~ ~~
D~.P (x, y, z) dydz = P [!(u, e), g ('II, v), h ('II, v)]--dudv,

8 D D(u, v)

iar dacit domeniul D este orientat invers, avem egalttatea

{( p (w, y, z) dy dz = - (( p [/ (u, tl), g (u, r), h ('II, v)] D(g, h) dud'll,
~ ~ D~~

:forroule care ne dan regula de calcul pentru integrala (1).
Daca. Q (x, V, z) este 0 funetie definita. pe suprafata S, integrala de

8nprafa't;i a functiei Q (x, y, z) in raport en z, x pe 0 anumita fata a supra
?fetei S se defineste in mod asemanator

~~, Q (x, y, z) dz dx ~ ~~B Q(x, s, z) ~da,

mnde ~ este eoeinuanl unghiului pe care i1 face normala la supraiate orien
tats S cu axa OV. Daca domeniul D (din planul uO'll) are aeeeaei orientare eu
'8uprafat;a. S, atunci evem egalitatea

(( Q (x, V, z) dz dx= (( Q [f(u, v), g (tt, v), h(u, v)] D (h, n dud'll,JJJs JJc D(u, v)

liar dacli. domeniul D este orientat in sens invers,

(( Q (ill, V, z) dada = - (( QU(u, v), g(u, e), h(u, v)] D(h,f) de de.JJs JJD D(II, u)

d) Am obtdnut egalltatdle

~~, P (x, s, z) dy de ~ ~~~P(x, y, z).da,

~~s Q (x, s, z)dzdx ~ ~~8Q (x,y, z) ~da,

~~s R (x, y, z) dxdy = ~~s R (x, V,z)ydcr,

smde !x, ~, Ystnt eosinusii directori ai normalei 131 euprafata S ~j enume ai
.normalei le fata auprafetel S in raport eu care sint luate integralele din
:Ilrima parte (aceasta fa~a este aceeaei pentru cele trei Integrale).

Daca. Ie adunam, obtdnem

~~8PdYdZ+ Qdzdx + Rdxdy ~\\, (P. + Q~ + Ry)da, (1)
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egalitatea care ne da ¢- regula de calcul pentru integrals de supmfa.ta in
report eli coordonatele

II, Pdydz+Qdzdy+Rdxdy. (2)

Bxpresia (2) este forma generalit a integradei de supra-fata in raport en
coordonatele ~i din discutia de mad sus rezulta cit ae calculeaza aductndu-ae
Ia forma (1), adica la 0 integrals in raport ell aria, care la rrndnl ei se cal
culeaza dupa regula data la alineatul precedent.

Observatii.
1) Dad consideram ctmpul vectorial F (x, y, z) de compcnente (P,

Q, R), definit tntr-un domeniu Y C R3,

F (x, y, z) = i P (x, s, e) + j Q (», y, -z) + k R (c, s, Z),

jar daca n eate versorul normalei la fata suprafetei Be Y in raport en care
se calculeasa Integrals de 8uprafata (2), adiea

n = tat +}I' + ky,
atunci relatda (1) se aerie

~~s Pdydz + Qdzdx+ Rdxdy = ~~s F ·EdO'.

in cazul etnd F este etmpul de viteze ale unui fluid in miscare (de
roasa specified ('gala eu unitatea), produsul

P·ndO'

represinta centdtatea de fluid care trece prin clcmentul de suprafayii de
(al eupratetei S) in unitatea de timp ~i se numeste fluxul elementar al
ctmpului de viteze F prin clementul de>. Integrala de suprafate

represinta aeadar fluxul total 3.01 ctmpului de viteze Jl prin suprafate
orientate S ~i dupa cum ee vede are 0 aemnificatde fizica.

2) Dace P, Q, R sint continue intr-un domeniu Vc R3 f;ri dac:1. S CV,
toate integralele de suprafaya. in raport en coordonatele care intra in com ..
ponente integralei (2) exista.

3) Daca supradata S nn este neteda insa este fOJ:lmata din reuniunee
unui numar finit de suprafcte netcde S. (i = 1, 2,...,m), atunci integrala de
8uprafaya (2) se defineste ca sums, integralelor de suprafata. relative la
suprafetele netede S. a oaror reuniune este auprefata S.

Exemple
1) Sa se calculeze lntegrala Ill. $uprafa1a

I =~~B ~dydz + y1dzdx + ~~dxdy

17 _ c. aS3
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Wlde S esteosuprafa\a (lata exterloan'i) a sfen.i (x - 0.)2+ (u - /1)1 + (: - t:'f = Ri. NormaJa
Ia suprafap sterel, dirijatii. spre exteriorul sterol, are costnustj directori

d~1

x-a
"~--,

R
~=Y-b.y=~,

R R

1 = ~ ~~8 [x2 (% - a) + yt (y - /I) + Zi (z - e))~,

o reprezentare parametrld a sterei date este

z=a+Rsin6cosop. y=-6+Rsin6sin<p, z=e+Rcosl},

0< 6 < 1t, 0 < til< 2'1'1. Avem dO' = W sin 6 de(\<P. decl

1= RI ~~B (0 + R sin 6 cos 'P)I sin 6eos 'P + (/I + R sin esin 'P)I sill !hla (fl -+

+ (c + R cos 6)' cos OJ sin ade d'f>

tl \infnd seamAea lnlegraleIer eos- 'P sin" 'Pdip. m, n Intregi>O, slnt uule daclI. eel PUtIn unnJ

din numerele m, 11 este Impar. obtinem

l=If'I~: de~:" (2a Rsins e cosi<p + 2b RGin8 6sinl <'f' + (e + Roos6)1l sill e cos OJ

I = 2:n;W~: (Ra sins e+ Rb dUlle+ (c + Reos 6)1 sin 6 cca ej ee,

d,.

2) sa se ealculeze integrala de suprafata

,1 .... ~~8 ~ di dz + zI y liz du+ zJ.z da' dy,

unde S este suprafata (lata exterioara) a cilindrulul ~ + u' = '" cuprinsll. tntreplanel. z = ~
,1%_h.

Avem

unde 0:. ~, Y slnt eostnuetj dlrectori al nonnaiel extcrloare la. sJJPfata~a S. ~

X11 __ ,

r
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prin urmare

1 =~~~B X
ll{X2 + y2) dO'.

o reprezentare parametrlca a suprafetel S este

x=rcosu. y=rslnu, :=v. O,u<2n, O'v'h.
Avem

E = r2, F = 0, G = 1,

decl dO' = r du de,

['" ('
t = r')o du )0 cos' U dD= ttr'h.

5. Formula lui Stokes

(1)

-------g

Fig. 96

~,
~C __

,DO,O}

, 1
Teorema. Daca r i«,
y, z), Q (x,y,z), R(x, y, z)
sfnt (rei Iunctii continue
eu derivate partiaIe de 01'

diilul intii continue fntr-un
domeniu de R3 care con-
tine _supratata S, atunel
are 10c egalitatea

~o P (x, '!h z) de +

+ Q (z, y, z) dy +
+ R ($, y, z) de =

)) (aR ao) (apan) (ao ap)
= --- dydz+ ---dzdx+ --- dxdll

sag 8-z 8-z az 8z iJy

care se numeste formula lui Stokes s~ formula integrala a lui Stokes.

Fie S 0 suprnfa,~a orientata, neteda, deschiea, definita de

x =f(u, v), y = g (u, v), z = h(u, v), (u, v)ED,

miiJ'ginita de 0 curba tnehiea, neteda, C, functdilc f, g, h avind derivatele
paetiale de ordinul doi, continue in D.

La suprafa~aorientata S corespunde trn sene de parcurs pe eurbe C;
vom alege :fa,~a supradetei S astfel incit un observator situat pe eeee fa~a

sa vada conturul Cpereure
in sene direct (fig. 96).

In aceete eonditdi,
avem urmatoerea

!

~.
I;

t

,
f
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Demonstratie. Avern

(P(X,y,Z)dx=1 P[f(u,v), g(u, V),h(U,'1J)J(ardU+~dV) (2).lc r au at>
unde r este conturul doroeniului D din planul uOv (prin transfcrmaeea
(1) domeniului D Ii corespunde auprafata 8 ~ ourbei I' eurba C din spar
tin). Daca punem

p U(u, v), g(u, u), h{u, v)] = P* (u, v)

l}i daca. aplicam formula lui Green in (2) obtlnem

I e i», y, Z)dX~11 [~(p~ "r)-~rp'!!-')ldUdV (3)
o Dau aD av. au,

tusa

pentru ca.~=~, resulte ea integrantul integralei duble eete
au JudI} au

apt ot ag at au) + api ilh ar Jh ar)-au Ju a;; -a;;a;; a; a;; do - a;;a;; ,
astfe! tnctt dlloCa. il tnlocuim in (3) ne d.a

l,p (X, y, Z)dx=11 [JI',D(h,f)_OP,D(f:!!1]dUdll,
D Jz D(u,v) Ju D(u,v)

sen

\
P(x, s, z) dx=11 aPdzdx-.~dXdy,

.,0 sOz iJy

daca unem eeama de rezultatele de la alineatul precedent.
In mod analog obttnem l}i

\
Q (x, s, e) dy = II' aQdxdy - CiQ dy de,

.0 .sox &

\ ~~
aR aR

R(x, y, z) de = 7dydz-~dzdx,
.0 • ay ax

(4)

(4')

(4")



iar daca adunam pe (4), (4') ~ (4") obtdnem formula integralg a lui Stokes

\ Pdx + Qdy + Rdz~ (( (aR _ aQ)dYde + (ap _ OR)dZ dx +
.'0 JJs ay az az ax

+ (aQ - ap) dx dy.
ax ay

Teorema este demonatrata.

(Lb s e r v a t i I

1) "l'eorema este adevarata pentru orice 8uprafa~a S, care indepli
neste eonditdile din enunt ~i care are ea bordure curba C.

2) Formula lui Green se obtdne din formula lui Stokes daca C
~i Bsint in R2, adicaz = 0, dz = 0

(P(x,y)dX+Q(X, y)dy~(( (aQ_<JlI)dXdY.11 JJD ax ay

3) Dace (e, ~, T) sint coslnusii directori ad normalei n la suprafata
orientate B, atunci formula lui Stokes se eerie
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I Pdx + Qdy + Rdz~ I( [(OR_ aQ)" + (a
p_

OR)~ +(,)Q - ap) r] do,
o Js ay az az ax r)x iJlI

tar daca F (x, y, z) este un cirnp vectorial de componente (P, Q, R),obser·
yam ca functda vectoriala

i(iJR_ aa)+ }(JP _ aR) + k(aQ _ iJP). {x, s, Z)E~,
,au az Jz. ax ax au

este rot F (vol I, B, cap. 6, § 6, al. 5), astfel tncrt formula lui Stokes are
~i urmatoarea forma rernarcabila

Ie" .dr ~ ~I:ot F· n do,

care se. citeete tn modul urmator : Circula1ia c£mp'uluiF dc-a lungul curbci
inchisc C eete egaut cu fluxul rotorului cimpului F prin once suprafafa S,
care are ca bordura curba C.

4) Daca citim formula lui Stokes in mod lnvere, vedem ea nu orice
integrals, de snprafata

~~s Xdydz + Yd.zdx +Zdxdy (1)

poate fi transformate in integrals. curbilinie. Pentru aeeaeta trebuie ca
vectorul i1> (e, y, z) = "tX(x, y, z) + jY (x, y, z) + kZ (x, y, z) definit in
Ii sa fie rotorul unei anumite functri F(x, y, e), adica

(Ii = rot P,
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de unde ~zulta.

div Ii> = div rot F = 0, (e, y, z) E 8.

Be poate arata. ca aceasts; condiple

div <ii = ax + dY + az = 0, (x, y, z) E Ll,
ax ag az

(2)

eate ~i suficienM. pentru ell> iutegrala de snprafafa (1) sa Be transforme
tntr-o integralA curbilinle.

Formula lui Stokes ne permlte sa demonstram urmatoerea

Teo rem ii. Daei P (x, v, z), Q(x, y, z), R(x, 1!, z) slat trei funetil
continue en derivate partiale continue fntr-un domenin slmpln eonex !i..
din spatiu, atunei eonditia neeesara ~i sufieienta pentru C3 integrala eurbi
Ilnle

~p (x, 11, z) dw + Q (x, s, z) dti + si», s, z) de

sa uu de'pindA.'de drum in e este ea pentru erlee (x, y, z) E 6.sa avem

iJP _ iJQ = 0,
iJg ax

vQ _ dR=Oj
or dy

(1)

insa 0 integrals. care este
nula pe orice contur tnchis
eituat tntr-un domeniu Li.
rm depinde de drum in Li.
(A, cap. III, §1,a1.5),ded
condttda eate l}i sufici
enta. 'I'eorenra este de
monetrata.

~o Pdx + Qdy +

+ Rdz = 0,
8f1lh,OJ

Fig. 97

:4{a.O,O)

Itemonstratle, Am aratat (A, cap. III, § 1, 311. 5) ca relatiile (1) stnt
neceaere. SAaratam ecum cii. sint jj:i suficiente. Intr-adevar, daca pentru

orice (e, y, s) E Li. avem
r egalitatdle (1), atunei, con

form formulei lui Stokes,
(QQcJ pentru oriee curbs tnchiaa

CCLi. evem
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1) S1l. ae ealculeee integrala eurbilinle

I""l (z_y)dz+(z_z)dg+(g_:r)dz
).tBC

luatA de-a lungul laturllor trlungblullli A (a, 0, 0), B (0, b, 0), C (0, 0, c), transformtnd-o
tntr-e tntegraIA de suprafatA.

Ecuatta planuln! ABC este

-=-+1-+-=- _1 = 0,
" • c

aeci 0 reprezentare perametrlea a suprafe\el trhmghlului ABC este data de

z=u. y=II, :=c(t--;-f)

Integrala eurbDinie se transformii. en formula lui Stokes in Integrala de &uprafatA

I ... ~~8 drdg + dgdz + dzdz = ~)B (at + II + y) do"

Illude (oc, ~, y) slni coslnupi directorl ai nannalei la planul trlunghlului ABC, dlrijati Ip

extencrur tetraedrului DARG (fig. 97). Avem

,I

r
ab

decl

1 = ~(Ob + be + ca>IC dudll =..!..(Ob + be +cal·
ab )Q.tB 2

'2) Sll. se ealeuleze Integrala de supratata

~~8 rg dg d: + 2x d;dz + (~ - gz) dx dg

lntinsa la semisfera ;r3 + gl + r = W, z~ 0, translon:nlnd·o tntr-o lntegrala cnrblltnle
cercut (e) xl + yt = R.' din planul xOy.

Dad\. punem

x_ :eg, Y=2:e.Z-;r:t-U~
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av~

iJX + iJY + iJZ = y _ y = O.
l1x ay iJz

decl integrala de suprarata poate Ii transformatii. in integralli curblllnle, Trebuie sa avem

o aelutie particulara a acestut slstem este data de

p = - x~y, Q = - xyz. R = -xli.

Avem dec!

1 = _ \ x1ydx + xyzdy + :&dz.

.'
Cercul (C) are 0 reprezeutare parametriea x = R cos e. y = R sin 0, z = 0, 0'" 8 <

< 21r, prin urmare

~
'rr R'~~ srl=R' sin!6cos2Eld6=- sinz20d6=-R~.

o 4 0 4

§ 3. APLIOA'l'IILE INTEGRALELOR DUBLE :;11 DE SUPRAFA'l'A

Reamintim aplieatdile intilnite pina acnm ~i dam in continuare
altele noi.

1. Aria U)lui domeniu plan

Aria unui domeniu plan, fnchia f;li marginit D CR2 eate data de inte
grala dubla

On ~ llndxdy,

dupa cum resulta din definitde, integralei duble.
Daca coneiderem aria domeniului D data de Integrada curbilinic

.Q =~l xdy-ydx,
D 2 Ir

-;»
unde I' este eonturul lui D, obtdnern, aplicrnd formula lui Green, acelaei
.resultet.
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Exrmplu

Sli se-cntcutcee aria of; a domeniului plan miirginit de curbele xg =.1, e + 4y
- 5 = 0 (fig. 911).

Punctelc de tnterscctte ale eelor donii curbe se obttn rezolvtnd ststomuj

xy = 1, x + 4y - 5 = 0,

deci Xl = 1, Yl = 1, x~= 4, YI =..!.-,
4

--;)dX=(~X-~-

) j
' 15

-lnx 1 = "8....;.·ln-4.

2. Aria unci suprafete din spatiu

Io,o}

Fjg. 98

8

I
,,

Aria ct. a unei aupratete S dcfinita de ecuatiile parametricc

x=f(u,v), y=g{u, v), z=h(u, v), (u, 11)ED

en j, g, 'k continue eli derivate partdale de ordinul tntf continue in D, eate
data de

01, ~II,d. ~ IVEG-F'dUdV.

3. Volumnl eorpurilor

Din definitie integralei dublc resulta ea volumul marginit de supra
fata S definitii de z =f(m, Y), (x, y)ED,de cilindrul proiectant al supra
feted S pe planul xOy (ell generatoarele paralele en axa Oz) ~i de planul
mOy este dat de

I

l
if

.o ~I\/(X, y) d~dy~I\:dXdY
daca f(x, y) > 0 ~i de

da.ca f (m, y) nu pastreaza un semn constantin D.

(1)
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Observat<ie.
Formula (1) este valabiIa ~i cind suprafata Beste inchisa, deci

IV ~ II: d~ dy, (2)

Formula (2) se mad poete aerie ~i

'0 ~ II, ~ dy liz (2')

IV ~ II, y de de.

Dad adnnam pe (2), (2') ~(2") obtdnem ~i

rv =-i-~~o! a; qydz+y de de + e dxdy.

E:cemplu
Sa se calcujeze volumul ({) al eorpulul cuprins Intre paraboloidul :t=+ gt.= az, cllindrul

1 Z2+~=2aX ~i ptanul %=0 (fig. 99).

({) = ~~D z dxdg =

= ~)~D(~+!fl)dxdy

once D este discul circular x2 +
+ us < 2az.

Dac! Iaeem schimbarea de
varlabile

J11'1lltfn':i:;;,----------JJ x = p cos B, y = p sin e.

2a.O,O)

Fig. 99
cbttnem

.,-
)

r.a e 3
(f) = SaB' cos· ada= 803• --.., -n;a".

I) 2·4.2 2
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4. Centre de greutate

a) Se numeste corp plat eeu placa un corp la care una din dimen
siuni eete mult rnai mica fa~/i. de celelalte doua dimensiuni ; un astfel de
corp ll aeimilam en un domeniu plan D, daca placa este plana, san cu 0

suprafa~a S in spatiu, daca placa eate curba.
Sa oonsideram 0 plaea plana D (in planul xOy), neomogena, de den

eitate P(x, y). Fie 8 0 divisiune a domeniului D,

8 = (3u 32l ••• ,3p )

ljIi Wu W
2,

•• • ,tol'" aeiile subdomeniilor 3t , 32" , .,31" respectdv. Masa unei
placute 8"",este data de

•
~ p(Xk, g,,) (,)/0".-,

,,//

" .- /; '/~
'E Yk P(x"" Yk) (,)k

.1:".1

•
~p(:fk.Yk)(,)"_

-..... 1-. ..1".1 r

P (:D.h YIr.) toll'

unde (x.l:, 'U,,) eate un punct -a;tar~inind domeniului 3",. Daca presupunem
maee unei placute 3k concentrata in punctul Pk (Xkl 'Uk), urmeasa ea centrul
de greutete al celor p placute are coordonatele

p , J:~l{:

:E Xk ~X"", y/o)~i)
"=1 --_."

XG = , Yo

Observam ca atit le, numaratorul cit ~i la numitorul Iui xo, Yo avem
eume Integrale care conduc le Integrale duble relative la domeniul D.

Astfel, daca (3,,) este un sir de diviziuni ale domeniului D
eu v (3,,) -+ 0, avem

~I~O "t1 (1JA; P(X):,Yk) tolk = ~~DXP(X, y) d;;c dy,

lim t Yk p (xk, Yk) Wk = (( Y p (x, y) dx dy,
~(S.. I-+Ok=l ))D

prin urmare ccntrul de greutate al placji D de denettate P (x, y) este dat de

~~D x p (X, y)dx dy

$0= , Yg

~~S p (X, y)dx dy

~~DY P (x, g) dxdy

~~D P (X, y) dx dfl

(1)
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b} Centrul de greutate al unei placi curbe, de denaitete P (x, y, e),
carele i se asociaza 0 supra.fa~a S, se obtine in mod aeemanator,

Hs xp (x, y, z) d<:l

~~s P ($, y,:oJ cia

JtYP(;l;, Y. z)illr

YG =

Hs P (x, y, z) de

(2)

~t zp (x, y, z) dO"

Jt e (x, y, zJ d(J

unde de este elementul de arie al supradetei s.

A-p lie a, i e
Daca plica eate omogena, atunci in formulcle (1) san (2) P = con

stant. sa. eonsideram 0 placa plana omogena ; oentrul de greutate are coor
donatele

~~D :rdxdg

Y.

(3)

Ultdma relatde se mai serie

Ya· AD ~ ~~DY de dy = - +fl' y2dx.

Am folosit formula lui Green I}i am notat cuAv aria domeniului D,
iar en I' eonturul lui D (conturul placii}. Daca fnmultdm in (3) en 2rr
obtdnem

r
21t\Yol·,Av=7tQ> y 2 dx = V ,

J r-

unde V este volumul corpului obtdnut prin rotetda domeniului plan D
in jurul axei Ox. Am demonstrat astfel

Teorema a dona a lni Guldin. Volumul nasent din
rotatia unui domenin plan D tn [urul unei drepte din planul sau (dreapta
eare nn traverseaza domeninl D) este egal en suprafata domeniulni D In
mnltita en lungimea eereulnl deserts de eentrul de greutate al domeniului D.

Exemple

1) Sii se determine centrul de presiune pe 0 clapa elipticii. sitnata 10 pcretete vertical al
unut reaervcr eu liebid (fig. 100), greutatea specifica a Iiehidului food y.
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.. y'
Luam originca axelor in centrul eltpsct a~ + b

l

specified in punclul de adlncirne .lJ+ c este

1, en aU dirijat In [os. Preslunea

CIl (y) = Y (y+c),

c tttrut IniHtimea lichidului ptna Ia centrul ehpsel. Problema so reduce Ia gnstrea centrulul de

grcutate al placil eliptice~ + !£: '" t de densttate p (x, y) = y (y + c). Din motive de
a~ bll

stmetrte xa = 0; sa este dat de \

Fig. 100

dy=b cos l' dp ,

~~D y(y + c)ydxdy

~~D Y(II + c)dx dy.

Ya =

~~D y
2
d xdy

orr abc

sau, pnnlnd y = b sin 1',

se observa cii.(\ y dz dy = 0, deci ne mat
l.D

ramtne

AvemI
b'

deci Ya= - .
4<

2) Sa se gaseeeco eentrul de greutate al unet tole, omogonc, care are forma por~iunjj S
din stera xli + y" + Z2 = R~ situatii. tn primul octant. Din motive de slmetrte, centrul de
greutate al tolel se gii.!;c~te pe prima btsectcere a p-tedrutut axelor, dec! xG= YG~ t/}
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Folosind repreaentarea peremetrtca II suprafetei S, x = R sin 6 cos <p. y = R sin 6 sin <p.

f= R cos 6. do = W sin I) dB dql, obunem

dod

. .
Hi (zae \251018 cos'!' d'j>

)0 .0
.R'

2

.
2 ~21_COS28 Rx"=Y,, =zG=-R ---d6 =-'
:n; I) 2 2

3) Folosind teoreme lui Guldin sa se gliseaseii. centrul de greutate al pllicii omcgene
eemteteculare z2 + g'l." R.I, 11:> o.

Prin y(Jta\fa pllicli xS+ yI -< RI, 11:> 0 In jurul axel Ox ebtmem srera de razli R.
Confonn teoremel lui Goldin, evem

de unde

Centeul de greutate G at pll1cij se gisqte pe axa 01/. deci Xo = O.

5. Momente de inertie

D e fin i 1 i e. Daea Mu M 2" •• ,M.. slut n punete matertale de mase
~,m2" .. ,m,., respeetlv, momentul de inertle I al aeester n punete materiale
lati de un punet P (0 theapta !J,., san un plan II) este suma

1= t m.:d%,
.~,

nude ~ este distanta punetulul M" la punctul P [dreapta a sau plannl Il),

Dam punctele M ..au coordonatele (irk' 1h:, Zk) fa~a de un sistem trior
togonal Oxyz, atunci

a) Moment-ill de inertde al aiatemului de puncte considerat fa~a de
ortginea axelor 0 (0, 0, 0) este dat de

10 = t (~+y~ + zi)mt<_.-,
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b) Momentul de inertia 311 siatemului de puncte Mll M2.,_" ,M.. fata.
de axele Ox, Oy, Oz, reapectdv, eete dat de

10 ", = ~ (vi+zDmlo ,

Io~l

10.. = ~ (zi+~)mk'.-, l oz = ~ (xi + y;')mk·
k~l

c) Momentul de inertde 311 sietemului de puncte MIl M 2 , · -_, M fata.
de planele ;nOy, yOz, zOx, respectdv, eete dat de ..

"11'0' = ~ xim~,
k~l

"1.0", = ~ y!m k •
k=1

Daca consideram a-cum 0 dietrfbutie continua de IDa-sa de denaitate
p(x, 1/, z) pe 0 suprafa;{ia S, momentele de Inertdc enumerate mai sus etnt,
date de integralele de suprafata

10 = ~~s p (x, 1/, z) (x2 + y2. + z2.)da,

lin = ~~s p (x, y, z) (yll + Z2) dO',

10~ = ~~s p (x, y, z) (z2. + x2) d O',

t.; = ~~s p (x, y, e) (x t + yll) de,

i.; = ~~s p(x, s, z)z%dO",

10" . =~~sP(x, y,z)x
2dO",

10 . ", = ~~8 P (iC: 1/, z)y:l de,

Pentru 0 distrfbutde de mass. de denaitate p- (x, y) pe un dome-niB
plan D, momentul de inertde fata de originea aaelor 0 (0, 0) eete dat de

1 0 == ~~/ (x, y) (x:l +y2) droy,
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Ier fays. de axele de coordonatc Ox, Oy, de

10.~ II.pix, y) y' dxdy, I" = lIn' (x, y) x'dxdy.

Ezemple
1) Sa se caleuleze momentul de tuerue al tole! omngene S deflnitil. de 2az = xa + lit,

{l -< z..;;;:::.... fata de origtnoa axelor. Avem
2

ell r!0'=..!..Va2 + x" + y2dx dy,
u

x == r cos 6, y == r sin 6, 0 -< {l < 2rr, 0 -< r '" a, dx dg = r dr ee,

deei

10 =-;~~D (x 2 + y~) Ya" + x~ -I- lJ"dxdy,

nude D estc discul circular xa + yl -< u".
en

[

s a ]01't"2 "222 4-
=..---f. _(1" + 02) _ a'_rae + rll) . = 1t--::(¥2 + 1) ~lIll.

a ;) :: I;>
c

2) Sa se ealeuleze momentul de incr-tle at unet placl plane omogeue al caret ceatur

este eupsa~ +!E.. = 1, raFt de vlrful A(a, 0) al elipsel.
at b'

Momentul de tuertte este dat de Integrate duhla

IA = P~~D [(x - rtl' + g"] dx dy.

o repreeentare parametrtct a domenluJui D este x = ar cos 6, y = nr sin e, (I -< a < 21t.
O<r<l; d;rdy=abrdrd6, deci

I.r = pab~l<d6~: [a2 \1 _ rcos6)2 + trr2 sin 26] rdr,

l A = PUb~:l<d6fo la2 - 2u 2r cos6 + a2,-l1 cos26 + b2,-l1sin~a]rdr.

I '~' ("' + Q2 CO S2 6 + /l2 Sln2 a 2·2 'Jd'",=pa - acos ,

.0 2 4 4 3

1", ~~ ~ (5a2 + b2).
4
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6. Polentialnl newtonian

273

Dupa Iegea de atractie enuntate de Newton, Iorta de atractde i! J'e
care 0 exereita un punct Q (a , b, c) de masa [J.. asupra unni punct
p (rn, y, z) de maaa unitatea eflte data de

p= _f:l:I r,
r

unde r"= r p - ra = i(x - a) + }(y - b) + k(z - e), iat y 0 constantg
poaitiva.

Prolectdile fortci F pe axele de coordonate stnt

x-"
- !J.Y~-'

~i fie observe ea stnt derlvatele paatdale ale Iunctiei

U1=YU, ou u=.;, (t~)'f

deci F = grad, U1 = 't gradj, U.

Dad consideram mai multe centre atractive Qu Q2" •• ,Q.. de maee
1-l1, tL2, ••• ,tJ-n asupra punctului P, expreaia fortei de atractie va fi

F = -'{l~1\ +~r2+'" + (.l"r,,],
r3 r"! r 3

l 2 II

unde Tk = Tp - ra~ = I(x - ak ) + J(Y - bk ) + k(z"":'" Cl;)'

Daca punem

eu

atunci
Ii' = y gradj, Uj

functia U se numeste potential!!:} newtonia,n j cunoasterea functdei U ne
permite sa determinam forta F.

Daca acum avem un mediu atractiv repartizat contdnuu pe 0 supra
fata S, de masa specifica supertlciala [J.. (a, b, c), atunci potentdalul U este
dat de

U(x,y,z) =~~slJ.(Q' b; e)dt1,

J8-~.H8a
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unde r eatc distente, punctului P (X, y, z) la un punct curent (II, b, c) de pe
,npmfava 8.

g e e m p t a

Potentlalul de suprafata aI sferel omogene (fl = eonst.) este dat de

Din motive de simetrie putem considera punctul P pe axa Oz, decl de coordonate
0, 0, z). In coordonate pctere In spatfu

:r=Rsin6cos<p. u=Rsln6sinlp. z=Rcosll.

avemda = R i sin!l de d<p.

sin 6 de

YW+z:l 2Rzcos6

O<<p< 2n-,

U = 2nR~ ~:n d<p ): r.~~~~07."'"
deci

oau

u=2nI'-RI[IR~ZI_IR~ZIJ

a) nacA [ZI> R obtJnem

b~ Dacli Iz I < R, atunel

U=4'11'[.l.R.

Prin urmare pctenttalul de suprafll\A al unei sfere omogene clnd OP > R. awei puncta!
elite melior sle.rei, ~e dat de

(se tnlocuiqte di5tanV- OP = II; cu Yx* + U- + iI) ~i se obtJ.ne ca ~i cum toets masa atrae
tivi ar fi eoneeeteata In centrul 0 al slerel. .

Ctnd punctUl Peste tn interiorul &fuel, asupra lui nu se exercitli.nlci 0 atraetle,



Cupltolul V

INTEGRALE TRIPLE

§ 1. INTEGRALE TRIPLE

1. Definitil. Criterii de integrabilitate.

Funetii integrabile.

Fie V un domeniu tnchts ~i marginit in apatiul en trei dimensiuni R3,
interior unui interval tridimensional I (fig. 101),

I = {(x, 'H, z) I a -< x -< b, C -< 'H < d, e -< e -(. g}.

Frontiera domenlului V este 0 snprafa~a. inchisa. S formaM. dintr-un
numar finit de portdtmi netede. sa preaupunem ca volurnul V represinta

Fig. 101

un corp X, neomogen, de denaitate !(w, 'H, z) >. 0, variabtla, fnDetiaf ftlnd
definita f}i marginita in V

m<.f(x, y, z)<.M, (X,y,Z)EV.

Ne propunem sa gasim mesa totaJa a corpului K.



tn cele ce urmeasa vom cere functdei f de a It numai definita ~i mar
gin ita in V. Cind vom reveni la scmnificatda fiziea a rezultatelor obtinute
vom adauga ~ conditia aupllmentara de a fi pcsitiva in Y.

Sint necesare mai intii ctteva notiuni.
a) Fie diviziunile

3': a = Xo < Xl < ... < Xm_ 1 < Xm = b,

8*:e=YO<Y1<'" <Y"_1 <!/,,=d:

3''' : e = Zo < Zl < ... < Z,,_1 < zp = g,

reepectdv ale intervalelor [a, b], lo, d], Ie, gJ. Planele paralele cu planul
yOz prin punctele diviziunii 3', planele paralele cu planul zOx prin punctele

04 /'
/

Fig. 102

diviziunii 8· l}i j-lanele paralele cu planul a>Oy prin punctelc diviziunii 8**
impart intervalul I in m . n . p aubintcrvale 10 k (fig. 102),

I;;r.={(x, y, zllxi<.x<'·'l'Hl' Yi<Y<'Yi-'c-U Z,,<,Z<,Zk"'1}'

Dintre aceste subintervale nutuai 0 parte sint continute in tutregime
in volumul Y; sa notam multimea lor cu .mt..0 parte din subintervalele Iii!'
contdn l}i puncte ale lui P: I?i ale lui I-V; notam multimea lor cu &JTt'. In
fine, exieta eubintervale exterioare lui V j notam multdmea lor cu Sl1t".

Defini!ii.1) Vom numi 0 diviziune A'a velumului V, mulrl
mea subintervalelor l'il: data de mum' !jii 0 \'010 nota

A = (811 82, ••• ,3,,),
ordinca de numeretare a subtntervalelor 3" Iliud Indlterenta.

2) Vom numi norma uuel diviziuui A :,i 0 \'0111 nota v (A) numa
rul pozith'
v(A)=max{xHl-Xi , Yi+1-YJ' Zk+1-zd=rnax [v(3l,\I(3~), v(3~~)].

0<' i « m-I

O<.i <'n-I

O<'k-.<p-1
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\
i

la,

Sa consideram divisiunile ;r, 8'" 8'''' ale intervalclor [a, b], Ic, d],
le, g], respectdv mai fine deeit 8, 8*, 8**, deci

8':J8, 8'*:J8*, 8'''':J8**.

Diviaiunilor 8', 8'·, 8'''· Ie corespunde 0 diviziune 1'1' a volumului V
deapre care vom apune ea este mai find dectt diviziunea 6., 1}i vern serie

A':J 6.;

daca notam ell 'I (1'1') norma diviziunii A.' avem

v ( ~') <: v (~),

deoarece

v (1'1') = max {v (8'), v (8'*), v WU)} -s;

< max {v (8), v (8*), v (8U
)} .

Obf;ervatii

1) Faptul ell, diviziunea a' este mad fina decrt divizlunea A. fnaeamna
ea mice subinterval al diviziunii a' este continut intr-un subinterval ai
diviziunii 1'1.

2) Daca a 1 ~ 1'12 sint doua divisiuni ale aceluiasi volum V ~i daca
v ( 1'12 ) < '11(1'11 ) nu tnaeamna ca dlvizinnea a2 este mai £ina. dccit divi

.ziunea, ~.

b) Sa consideram acum 0 diviziunc 1'1 a volumulut V in care functda
Rw, y, z) estc definita 1}irnargmita. Sa notam en

311 82" " ,3,
sublntervalele trtdimenaionale ale divisiunii 1'1, numerctate tntr-o ordine
oarecare, ~i

V1V2'···,V,

volumele acestor subintervale. Sa uotam en .mJ;, M k , marginilc Inferioara
I}i superloara ale functet f (x, y, z) in 3.r.

mk <f(w, y, z} < M k l (x,y, z)E31;

I}i saformam sumele lui Darboux
86 = '11tt VI + m 2"'a + + m, 'V. (suma inferioaaa Darboux),

SA = H 1'V1 + M a"' 2 + + M, v, (sumo. superloara Darboux).

Avcm
vm<8<S<",M,

unde am notat cu e volumul lui V, iareu· m 1}1 M marginile inferioara
l)ti auperioara ale lui f in V.
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Be demonstreaza la Iel ca pentru integrala slmpla urmatoarele pro
priet~~i :

1) daca a' este 0 diviziune a volumului V mal fina dectt .6.,
/),,'-::J Ii., atunci

SA -< 84' «;SJ1' -< 8 j

2) oricare ar fi diviziunile 6,' ~i 6" ale volumului V avem

81J,: -< ss«,
3) daca fj.* eate muljdmea tuturor divisiunilor volumului V, atuncl

supslJ.<infSlJ.;
lJ.ElJ.'" 4ElJ.*

311 intervalului 3"e Ii. ~i

4) multdmea 84 este marginita. superior, iar multimea Sa este roar-
lI.elJ.'" lJ.ElJ.*

ginita. nJerior;
5) daci (~, 711:, ~k) este un punct oarecare

Cl"A suma

atnnci

8lJ. <Cl".6. <SlJ>I

sumele 0'lJ. se numesc sume Riemann relative la diviaiunea Ii. j

6) intre sumele Riemann l;I1 sumele Darboux ale unei divlzluui Ii.
avem urmatoarele relatu

8tl = inf Ga,

(~k, T'k, (klEllk

c) Interpretarea jizicu a 8umelor 84, 8/1 ~i 0"4' Daca !(x, y, z) eete I}i
positdva in V, euma 84 represinta masa totala a r corpuri omogene de mase,
respectiv fnt""l1 m2"\u _. _, m,v, ; auma 8/1 represinta maee totala a r corpurt
omogene de mase, reepeetiv M1""u MllvlI , - _ _,M,"",; suma G!l. repreainta
masa totali a r corpuri omogene de mese, respectdv

f(l~l" '7lu \1) Vu f (~2' '7l2, ~ll) "'ll' - . -,f (~rl '1]" t:..)v•.

Sintem in masura actnn sa dam urmatoaree

D e I i nil i e. Fie f 0 Iuuetie definita ~i mirginitii pc 1111 velum
V c Ita. Se spune ed f este inteyrabilii Riemann Pe V daea pentru ortee
~ir de diviziuni (L\.,,) ale volumUlui V en .,.{~,,)-+O, etnd n-+oo, ~irurile sumelor
lui Darboux (S4 n ) lJi (8<1...) au 0 limita eomuna linit:i JJl. Lhnita insii"i
se numeste integrala trlpla a funejiel t Intlnsa la volumul V lJi S0 neteaza

JI{ ~ )))/ (x, y, z) dwdydz.
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Daeaf(:c, y, z) este §i pozitiva in V, atuncLAt: reprezlnta masa eorpului
X, de volum V, neomegen, de densitate f (iV, y, z) > O.

ObBerva~ii

1) Defini'(;ia data. este eehlvalenta en
sup 8A = inf 81J. = JIl,

AE4* AEA*

node /3.. este multimea tuturor dfvisinnilor lui V.
2) Vo!umul V se numeete ~omeniul de integrare al integralei triple.
3) Daca 0'4"este 0 suma Riemann oareeare relativa la diviaiunea A

a volumului V, avem •
8.0.,. -< O'An « 8<1",

deci, daca teste integrabila pe V, reaulta ell

lim 0'4 n = JIl,...
adica. ~i sumele Riemann sint convergente catre limita comuns a celor
dona. ~iruri (SA,,) "i (8'IJ.,,). Reciproca acestui rezultat eete de asemenea ade
vllrata astfe! ineit avem urmatoarea definitde echivalenta a integrabilitatdi.

De fin i tie. Spunem ea 0 fune1iej (iV, y, z) definitil §i lliarginita
pe domeniul lnehis §i marginit V C R3 este ~tegrabilaRiemann pe V, daei
pentm erlee ~ir de diviziuni (8..) eu norma v (/3...)---*0 efnd n---*co, ~i penteu
orice aleqere a puneteler (~k' YJk' ~k) E Sj; C l:!J.,. slrurlle Riemann corespunza
reate (0'<1.. )au 0 limitii eomuna, finita, JIl.

Urmatoarelereznltate se demonstreaza lafel ca pentru integrals duble.
Criteriul de integrabilitate al lui Darboux.

Fie f (e, y, z) 0 Iunetle definUit ~i marginita pe un domeniu tnehts sl margi
nit V; funetiaj (w, y, z) este intcOrabiia pe V daca pentru orlee numar E> 0
exista un numar 1J (?) > 0 astfel incit pemru oriee diviziune !1 a dome
niului Veu \'(6.) < 1J (E) sa avem 84 - S4 <E.

T cor e m a. Funetllle continue Pe un domeniu inehis ~i IDarginit V
slut integrabile pe V.

T e '0 I' e m a. Daca multlmea T a punetelcr de diseontinuitate a
unei lunetii m8.rginile f, delinita pe un demenlu tnehls ~i marginit V(TC V),
este Iormata dintr-un numar Unit de suprafete netede, atunei Iunetla f
este integrabili Riemann pc V.

2. Proprieta.tile integralelor triple

Se demonstreesa la tel ca pentm integrals simple urmatoarele pro
prietati:

a) Daca f este Integrabfla pe V ~i AE R, atunci Af eete Integrabtla
peV ~i

II)y 'I (e, y, z) da>lydz ~ 'II~ I (x, s, z) dxdydz.



280 Integrale triple

b) Dam f J1i g slut integrabile pe V, functia auma f + g este mte ..
grabM pe V ~i

~~~. [f(x, y, z) + g (x, y, z)]dxdyd.~ ~ ~ ~ f(x,y, z) dw4pdz +

+ ~ ~ \.u (x, y, z) dxdydz,

c) Daca f (011, y, z):> 0, (c, p, Z)E V este integrabila pe l"eatunci

\ ~ \/ (x, s.z) dxdydz ~O.

d) Daca f (w, p, z) > g (x, p, e) pentru once (x, y, z) ~ V fji daca f
~ g sint integrabilc pe V, atunci

\~~/ (x, y, z) daxlydz ~ \~~/(;", y, z) dsdyde.

e) Dam f este intcgrabila pe V, iar volumul V este impartit in dona
anbvolume VB VII' printr-o suprafala S de velum nul, atunct teste inte...
grabila pe V1 si pe VII ~i are loc egalitatea

~~~f(X, s, z) dxdydz ~ \\\/ (x, y, z) dxdydz +

+ \\~•.J(X, y, z) daxlydz.

f) Daca f eate integrabila pe V, atunci III eate integrabile pe V ~t

1~~~f(X, y,.) daxlydz I<~~~y If (x, v, '11 daxlydz.

g) FQJ'mule de medie. 1) Daoa f este marginitl\. ~i illtegrabilAlpe V

m':<'f(x,y,z).<M, (x,y,z)eV,

atunci exista unuuma- I.t cuprina tntre m ~i M astfel tncit

~~~f (x, s, z) daxlydz ~ .(0;

am notat en a) VOhWlUl domeniului V.
2) Daca !(m, p, z) este continua pe V, exista un punct (~, 1], 1::) =1"

aattel incit avem egalitatea

~~~/(x, s, a) dmdydz ~f«, ", Q(O,

care Be numeate formula mediei pentru integrale triple-



3. CaIenlul integralelor triple

Calculul tntegralelor triple se reduce la calculul 8uccesir; a tre
integrale simple.

a) Sa. eonsideram mad intii eazul ciud V este un interval I:

I={(x,y,z)lxE[a,b], yE[e,d], zE[e,g]}.

3) Daca j(x, y, z) este continua. pe V, iar p (x, y, z) este positiva ~

integrabila pe V, existe un punct (1;', "ii', ~') E 17 astfci meit avem egall
tatea

~~~./ (x, y, z) p (x, y, z) dxdydz = f (~/, r/, rl ~~~J'p (x, 1/, z)dxdydz,

care se uurneste jm'mula generald a medici pentru integrate triple.

28Integrale triple

Avern urmatoarea

Teo rem a. Daea f(x, y, z) este marginit.a ~i intcgrabilil pc
§i daca

rJ.) pentm eeiee (x, y) E Ic, b] X lc, d] exista integrala

F(x,y) =~:f(X,Y,Z)dz,

~) F (x, y) este integrabilii pc D = [c, b] X [c, d], atuuei

lll/(X, y, z) dxdy de ~ IUI:f(X, y, z) dZ] dx dg.

Dsmonstratie. Sa consideram 0 diviziune ~ a intervalului I rea
zatii de planelc [lJ = x., i = 0, 1, ... , rn, Y = }!j, j = 0, 1, ... ,
e = Zk' k = 0,1, ... ,p :

a = Xo < itt < < Xm-l < x"" = b ,

c = Yo < Yl < < Y..- 1 < y" = d ,

sa notam en Silk mtervalul tridimensional definit de

8 jjk = {(x,y,Z)!XE[X,,:"CH 1], YE[Y;lYi+l]~ ZE[ZktZJ:+l])~

fie
min = inf f(x, y, z) 1 .Mjil< = sup f(v;-, Y: z).

110, U.z)E 8;;1< I", II. olE Ilii.l:
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ObservAm Ca. toate subintervalele 8011: apaa-tin diviziunii A, deci
"-1 II-I p_l

S/l = ~ ~ ~ m;jl:'Viil: ,
j~O l~G >0=0

unde V"k eatc volumul Intervalului 8m, ,

V;il< = (x0+1 ~ XI) (YHI - Yi) (Zk+l - Z1')'

/Avern
CkH

mjjl: (Z),,+l - Zt) <:),} f (x, v,z) de <:Jlif1t: (Z.l:+1 - z,l;)

pentru orice (x, '!I, z) E' au.!:. Ineumfnd in report en k obtinem

:~: mill: (ZI;+I - z.) -< ~: f (4', '!I, z) de -< :~: Mm: (zl:+1 - Zt).

Funetla F (x, y) data. de

F (x, y) = ~>(x, y, z) dz, (x,y) e [a, b] X [e, d]

eate Integrabila pe D = [a, b] X [e, d], 'deci pentru orice interval Oil =
= [m., XHl] X fYi' YHl] avem

tl,£lml.ll: (ZI:+I - Zk) (XH 1 _ x,) (YHI _ Nt) -< (( [(U fix, s, z) dz] dxdy-<
i:~O jJoii J~

,-,
-< t Mm,(zHl - Z,d (X;+l - Xi) (YHI - Pi)'

k='J

unde daca fnsumam in report en i ~i j Ili tanem eeama ca prima auma este
se , iar ultima Stl, ajungem la neegalitatdle

(a)

deoarece

U Oil =Dj
O";I<;m_l
OO;;:i'l.; .. ~l

~vind in vedere ca f(X, y, z) este integrabila pe I, avem

sup sa = inf 8 4 = ~)~f(X, y, Z) dmdy de
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in timp ce neegalitatdle (IX) conduc la limita. la

283

(1)

(2)

))\I(W, Y,zJ dwdy dz ~ ~.l\:/(W, s,z) dz] de dy.

Teorema eate demonstrate.

o h s e r v a.t t I
1) Bate obiceiul sa se noteze integrala (I) din partea 11 dona, in modul

urmator

))DdWdY):/(W, y, e) de .

2) Integrala dubla din (1) se poate serie en ajutorul 11 doua Inte
grale simple succeaive, ~i daca tdnem seama cit domeniul D eate un
drep tunghi, avem efectdv, folosind notatia (2),

(3)

ordinea de integrate fiind de Ia dreapta la stinga.
3) Condi~iile din teorema slut tndeplinite dacaf(x, y, e) eate continua.

pe 1. Ordinea de integrate in (3) poate fi in acest caz inversata si obttnem
3! = 6 forroule analoge lui (3).

4) Domeniul D din formula (1) eate proiectda intervalului I pe
planul xOy.

Excmple

1) Sii. se calcuJeze integrala trrplii

I~[(\ xy' dxd"d"
JJ y Vt + 2

3

V flind paralelipipedul [0,21 x (0,1) X [0,1]. Avem

)
' )' )' xy' )'~'~',1_ dx dg V 2 liz = x~ ydg V L <U.
o 0 0 1+ ~ 0 0 0 1, z:l.

1=~12·JC.ll'Vl+z211 =V2-1.
2 0 2. 0 0

Obllel"Viim ca, In acest exemplu, Integrate tripla este produsul a trei Integrale simple.

2) SA se catcuteze
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unde V este,cubul [0, a) X (0, a] X [0, e], Avem

co Co Co xy' ct, \" Co [
1= J; d.:t Jo dg Jo (x 2 + If + :2 + a2) ' = odx J(} dg

1("[ 1 x
= - 8")0 - 6 (v + y2 + 2a2)3 +

b) Sa consideram acum casul cind domeniul de integrare V este un
ciltndru, anume

V=Dx [e,g] = {(x,y,z)!(x,y)ED, zE[e,gJ} I

unde D eate un domeniu tnchis J;li marginit din planul xOy, avfnd contur
eurba I'I curba formata dintr-un numer finit de arce netede.

,

,

a,o,o} /'

4J1p0
8 C

Fig. 103

Volumul V ponte fi rnchie in paralelipipedul I (fig. 103).
Proiectda paraleliptpedului I pe planul x 0 y este dreptunghiul

J='ABCD={(x,y)!XE[tt,b], yE[c,d]}, unde a.b (a<b)sintab8ci~



,

I
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sele extreme ale punctelor domeniului D, Jar e, d (c < d) ordonatele
extreme ale punctelor domeniului D (fig. 104).

Pentru calculul integralei triple

~~~/(x, y, z) dxdy de

VOID foloai rezultatul de Ia alineatul precedent. Sa consideram functia,

•ao--.+-----"---~---+--%

Fig. 104

(x, 'V, z) definite in 1 =:J V in modul urmator

"( ) /f(X,y,Z), daca (X,y,Z)EV
J x, y, z = wo ,daca(x,y,z)EI-V.

Functia f(x, y, z) fiind integrabila pe V, rezulta ca ~i f(x, y, z)
1 cstc Integrabila pe I ~i cele dona integrale sint egale:

~~~/ (x, y, z) dxdy de ~ ~~~yJ (x, s. z) dxdy ds .

Pentru integrala pe Intervalul I putem aplica rezultatul din teorema
de Ie. alincatul precedent, deci

~~~/ ('", y, z) dxdy dz ~ ~~, dXdY~: f (x, y, z) ds ,

tnsa, dupa cum a, feet defiIiita functia f, obaervam ca pc D

~:f(X,y,z)dz ~ ~:f(X,Y,Z)dz,

jar pe J-D,

\~ f(x,y,z) dz = 0,..
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deoarece 'f (:v, y, z) = 0 pe J - D, prin urmare

~~V Ix, y, z) dxdydz ~ ~~DdXdY~:fIX,Y, z) de .

Sa. presnpunem acum ca domeniul Dare proprietatea cit 0 paralela
Ie axa Oy tale curba r care margincate pe D in dona puncte. In aceaata
situatde (fig. 104), dace 11 = <P1 (w) Bate ecuatia arcului MPN, iar
11 = tp2(X) este ecuatda arcului MQN, conform eelor spuae la integraJe
duble avem

~~~ ~
. ~."., ~.f(x,y,z)dilJdydz-= dx dy !(ro,y,z)dz,

Y " 'l',I") f

deci ~i in aceat cas integrala tripla ae obtdne prin calculul 8uccesiv a trei
integmle simple.

c) Sa gasim acum formula de calcul a unei integrale triple pentru
un volum V inchis ,;Ii marglnit de 0 supra-fata 8, pe care 0 preeupunem
alca.tuita. dintr-un nuroar finit de parti netede. VOID face ipoteza ell, 0
paralela la axe Oz taie supratata 8 in dona puncte. Fie e, g (e< g), cotele
extreme ale punctelor de pe aupraaata 8; aceasta fnseamna cit volumul V
eete cuprina intre planele z = e ~i z = g. Fie T cilindrul proiectant 311

Fig. 105

volumului V pe planul xOy (cilindrul en generatoarele paralele la axa.
Oz "i tangente la suprafata 8), cuprina tntre planele z=e ~i z=g. Yom
nota enD proiectda volumulut V pe planul xOy.

Volumul V este interior cilindrului T (fig. 105).
Cilindrul Teste tangent dupa cnrba y 131 snpmfata S ~ proiectde,

eurbel y pe plenul mOy este conturul I' al domeniului D. Ourba y tmperte
suprafata S tntr-o -snprafa~li.8 u de ecuatde Z='fl (x, y), iP- 0 8uprafa~a. 8~
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de ecuajde z = \h(x, y). Ou aceate clemente putem enunta urma
toarea

Teo r e ill a. Fie Iunetla 1(x, y, z) definita Pe V, marginitii. ~i inte
grabiIii pe V. Daea exisra lntegrala

)

<P. (lO, IIJ

F (x, y) = !(flJ, y, z) de
oh,(o:.IO

pentru eriee (e, y) E D ~i daea F (x, y) este integrabiHi. Pe D, atunei

[II f (w, y, z) de dy dz ~ ([ [[·''''''f(w, y, z) dz] de dy. (1)
J.~,y JJ» )<1-,(... 11)

Demonstratie. Vom reduce problema Integrfi.rii pe volumul V lao
problema integrarii pe cilindrul P, prezentata 130 elineatul precedent (b).
Sa conslderam in eccst soap functda r (x, y, z) definita pe cilindrul T
in modul nrmator

f ' ( ) - If(X,y,Z), daoa (X,y,Z)E Vx,y,z -
o ,daca (x,y,z)ET-V

Deoareoe f eate integrebila pe V urmeaza eft f * este integrabila
pe T' li'i cele doua integrale triple sint egaJe:

))\/' (w, s, c] dwdy dz ~ )))/(x, y, z) dXQ!Idz.

Conform rezultatului obtdnut 130 alineatul b) avem

))\/'(X, y, z) dxdy de - )U\:f'(X, y, z) dZ] dwdy,

tnsa, (fig. 105), putem eerie

~:r (x, y, z) dz = ~N,J· (x, y, z) dz + ~N!· (x, y, z) de +

+ ~MMt (x, y, z) de

unde N', N, M, M' sint puncte de pe dreepta parelela en Oe ce trece prin
pnnctul (x,y)eD, enume punctele de Intersectde ell planul z = e, ell

supradata 8 t , ell suprafa.ta. 8 2 , eu planul z = y, respectdv. Pe N'NCT- V
ei MM'c T- Vr(x, y, e) = 0, iar pe NMCV, r(x, y, z) =f(x, '!I, e] i
daca mai obaervam ca N ei M au cotele o/dx, y) Iii 0/2 (x, y) reapectdv,
obtdnem in cele din urma

[Ur(x, '!I, z) de = [4o'(""I/)!(x, y, c] de ,
J~ .'4>..(",.11')
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1
deci
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m f(x,y,Z)dxdydz~CC [C~"'''f(x,y,Z)dzJdXdY, (1)
)))y ))D 1"'(,"0,,1

'I'eorema eete demonstrate,
Formula. (1) de calcul a integralei triple se aerie in mod curent astfel

CCC f(x, y, z) dxdy de ~ CC dxdyC""'''f(x, y, z) de
JJ)y JJD J~ (:t. u)

(2)

integrerea efectutndu-se de la dreepte la stinga. Tinind seamu de modul
cum se celculeasa integrala dubla, daca., (fig. 104), Y = 91 (x) este eouatia
arcului MPN t}i y = '?2 (x) este ecuetda ercului MQN, evem ~i

ll~ \' ~.'" I""'"!(x,y,z)dxdydz= de dy !(x,y,z)dz,
.0 1"'1 ",,("'.111

Integrarea etectutndu-se de lao dreepta 131 stfnga.

ILb s e r v a t f i

1) tn Integrals, simple

1
¢ 1 1" ' 111

j(x, v, z) de
010,(".11)

ce intervine in (2), x l\Ii y efnt considerate constente, veriabila de integrare
ftind z,

2) Deca volumul V nn fndeplineete conditia car0 parelela 131 aaa, Oz
sa tntllneeaea aupradata oontur 8 in doua puncte, ci fntr-un numar
finit de puncte, atunci tmpartim volumul V in aubvolume Vll V2 , ••• , Vp l

en ajntorul unor parti de supradcte netede, aetfel tnctt Iiecaee diu
subvolumele Vt sa tndcplineasca aceaeta conditte ~i

3) Schimbind ordinea de Integrate in (2) ae pot obtdne inca oinci
formula de calcul pentru integrale triple; limitele de integrare ee modifloa
insa in mod coreapunzator.

4) DaM f (x, y, z) estc functfe continua in domeniul T, couditiile
din teorema stnt tndeplintte.

ExemplI':

1) Sa se calculcze Integrala tripla

1-[[[ d,dU m
Jl)Y (1 + ;r + y + :)4
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unde V este tetraedrul DARe definit de x + y + z < 1, x>- 0, y>- 0, z >- 0, (fig. 106).
In acest. cal'. avem 'h(x, u) = 0, 4'1 (x, y) = 1- x - g,

\' 1>->-' '" II [' 1 t:1= )D
dXdY

0 (1 + x+y+z)'" ~D -"3 {1 + x + y+ :::)" o dxdy,

I=+~~D[(1+:+g)S +]dXdY,

Domeniul D esto protectta te
traedrului OABe pe planui xOy,adica
triunghiui DAB, deci

1 \' 1'-'[ 1I=S.odX 0 (1+X+y)3-

-+J dy,

l=f~]-~(1+~+Y)'
_ J!...-1

1
- ., dx '=

8.
0

-

=+~:[ (1 ~ X)" -+-

z

Fig. 106

B
aW)

it> t,

--~~~-]dX=+[-1~x-24x+:tI=41R'

2) S1\ se calculeza fntegrala triplii

I - ~~)y Vu" +d:sd::, +az
unde V este par-tea din parabnlcldul de rotatte definitii de XS + y' -< ([% ~i 0 <: .,;;;: u
(fig. 1071,.10 parateta Ill. axil. Oz tate suprarata parahcloidnlul in deua puncte de cetc

%1 = y,(x, y) = ,I='·rJL'_ st %1'9' Ys(x, y) ~ 11, prin urmarc

~I \' d,
1~,- .dxdy

~D • ~~+---!" '·.Va· + x. + y. + az

ID-e.aS3
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ode D ute discul cln::nJar :rlJ + g3 -< as. In coordonate pclare :e= P cos 6, J = p sin 6.
0< p <:a, 0 -< 6 < 2n. d.:J:.dg _ pdp d6 obtinem

~.. ~ , [1 '1 "Il-!. dO" [YP'+2al'-Y2pl + at ] pqp = ""'::' _Cp'+2a2)""i __ (2pl + a2) 2. -
a '0 . a 3 6

= "=::/l2 (aYs - 4Y2+ 1).
3

(I.!I,Oj

•
Fig. 107

4. Integrala tripli, funetie de limitele de intellrare

Fie f (IV,11, z) 0 fnnope m1i.rginita §i integrabila Riema.nn pe un
domeniu V c B3 •

Pentru orice interval 1= {(u, 11, 10) I a <.'It <.x, b <.v <.11, c~<
..; fD ..; a] con{iinut In V integraJa trip!a

~~~/(u, e, w} dudtldw

define~te 0 ftuwtie reaa F de va.riabilele reate (x, 11, z) E V.

rt», v, z) ~ l. du 1.d'~f(U," fD) dw.

Be demonatreeaa Ia fel ca Ie integrale duble urmatoerele teoreme
Teo rem a t. nad j(f&,111 z) este miirginita ~i intcgrabiIa pe T

atnncifunetia

F(al', 1/,z) = (. du I'dtl\'f(U, 'V, w) de
J. .. ••

este continua pe V.
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Teo rem a 2. Dad f (x, y, z) este continua pc V, atunci Innetla

F (x, y, e) = ~: dU~: dv):f (u, v, w) dw

are:
IX) derivate paetlale de ordinul tntll continue in V

~=C' do C'f(iV, "', w) dw,
ax ~b )~

aF = r'" du (Sf (u, y, w) dw,
ay )" .t
aF =C"'dU(lIf(U,V,z)dv,
az ~.. \

~) derivate de ordiuul doi, mixte, continue in V

iJ!F =~'f(iV,y,w)dw,
axi}g .0

a'F "--= f(u,y,z)du,
Oilaz .a

o'F \.-- = f(x,v, e) de ,
azax .1>

r) derlvata de ordinul trei mlxta

~=f(m,y,z),
a:'l au at

eontinua In V.

5. Sehimbarea de variabile in integrale triple

Fie

x'==-!(u,11,w), y=g(u,tt,w), z=h(u,tl,~), (u,tt,w)eV' (1)

a transformare reveraibila a volumulni V'c R3 in VC R3, funetdlle I, g, h
fiind continue eu dertvatele pertdele de ordinul intii continue in V', en
determinaetul functional

.aL ~ ..
a. a. a.

D(x,g,t) .s: ~ a•
D{u,u,w) a, a, a.

.!!L ~ ..
ow aw Ow

diferit de zero in V.I.
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Ne',propnnemaa arat8.m ca in urma sehimbarii de variablle (1) uvem
egalitatea

I ~ III/' (e, y, z)dxdydz ~
=(C( F[f(u,v,w), g(u,v,w), h(U,V,W)]1 D((,g,h) [dUdt1dW,
J~r . D~~~

numha formula sehlmbarti de varlablle in integrale triple.

VOID demonstre aceasta formula cfeotuind auccesiv trei trenaformari,
fieoere numei de cite 0 variabila, folosind de fiecare data formula schim
bam de veriabile de la integrala definlta. Sa scriem integrala triple astfel :

I ~ IldXdytF(X,y,Z) dz;

in integrale ): F (x, V, z) liz sii, electuam schimbarea de varlabila

z = h(u, 'V, wl, nona. varlabila de integrare fiind w, iar u, v resultind din
eelelelte relatii, deoarece x ~i y eme fic~i. Aplicind formula echimbarii de
veriabile de lao integrale simple avem

rr \"' \a- IJ = ~) dxdy .tII, F [x, Y, h (n, 1), W)]~-i- 1".11 dw

unde am uotat~ 1 derivata lui z in Iunctde de w, care se obtine dinow ..
relatille (1) preaupunfnd pe x ~i y fieei. Sa soriem ecum pe I in modul
urmator

[,- I"~ a, I
1 = )~ dxdw .11: (x, s, h) a;;; "'.11 dy,

tar in Integrela (11. F (x, y, h)!!!-I dy sa efectujtm schimbaree, de varia-
)111 OW ".1/

bile y = g (u, e, w), nona. veriablla de integraee fiind v; de data eceaeta
x ~i w sint coneideratdfiesi in (1). Avem

II \"" a'i ay I1= dxdw·· F (:v, g, h) .xz: . ----' fl·1)
.. v, ow ".1/ (}I} ",,"'

unde am notat oy \ deelvata lui y ce results, din (1) in Ipoteae ca zn ~j
JI} "' ....

w sint fic$i.

Deca acriem ccura pe I in rnodul urmator

I=~~d1)dW~:ll(X'!1,h):~Lu ~~L," d'x



~i deca in Integrals, slmpla f'" F (x, g, h)~ I . .!!¥..I de facem scbim-J.... 8w ".11 8v ",.w

baree de variabiHi x = !(u,", to), noue vaalabila de integrare fiind u, tar
e, W stnt fic~i, obtdnem
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II I", "'I au' axl1 = dvdw F (f, U, h)---;; --I' .- du
'" a ".11 8u "'.W 8u 1I,W

~i pentru ca toate varlabilele au feet schimbate

I ~ ICI F (I, g, kl-"=-I ·~I .axI du de dec ..J.v· aw "'.11 8v "'.w au 1I.W

Ne ramtn de calculat numai derivatele

in ipotezele
rezulta ca

ax I au I
8u 11,..,' ;;;; .;'

mentdonate. Deoerece in

a, I
8w "',II

X =1('11" v, w),"', w sfnt fic~i,

~: [11..., = :~ . (2)

Vom celeula pe !.2..-1 din primele doua relatii din (1) preaupuntnd
av "'.W

pe x lJi w fic~i. Daca diferentdem, avem

0= iLdu + ~dv,
au av

dy = !!.-du +.!!i. dv• au av'

de unde, eliminind pe du intre ele, obtdnem

~I _DCf,g) .!!L. (2')
8v ;f.W - D(l,I, v) . au

In sfir~it, pentru a calcula pe!!!..] diferentdem cele trei relatdi (1)
- 8w,"'_"

considerind pe x !iii y constanti

0= 21du+!!1dv+ !!ldw,
8u au ow

0= _f!i du+ iJ!l dv + !!!!.dw,
au Jv aw

dz= ~du+ ~dv+ ~dw,du au ow
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din care elimintnd pe du £1i d1l obtdnem

31 !!1 !!f. dw
au av aw

!!!!!t!!!tdw =0
all avow

oh oh ~ dw-dz
au aD aw

eeu

D(f.g;h) dw- D(f·g)d,z=O
D(u,v,w) D(u,v)

din care resnlta

I
~ I _D(f, g, h). D(f.g).

am 11.11 -D(u,v,w)·D(U,v)'

Inmultlnd pe 2), 2'), 2") evem

(2")

a"1 aur a'iau ~." aD II.'" aW",1I D(U,ll,W)

f}i formula. aehlmbarll de veriabile in integrale triple eate demonetrata,
Expre.eia. diferentiala

ID(f.9.h)·[dUdVdW
D(u.v,w)

86 nnmeete elementul de velum in ooordonetele curbilinii UJ 1), W. Am luat
modulul determinantului functdonel, deoareee elementul de volum este
pozitiv.

Observape
tn urme unei aehimbari de verlabile, oalculul unei Integrale triple

~e poate u~ura molt, domeniul de integrare seu functia de sub semnul
Integral putfnd deveni mad simple.

Aplicafii

1) Sehlmbare lie varlabile (eoordonate potaee In spatiu)

x=psin6eoscp, y=psin6sinq>, z=peos6

transforma Intervalul J =0 {(p, 6,'1')J 0" p <- R, 0 '" 6 ,:I', 0 ,"P < 21":} In srere V! + y~ +
+ Zl " W. Determinantul functional al transformarii este

I
sin 6 cos cp sin 6 sin '1' cos61

D{x,y,z) = pcos6coscp psln6coscp -psin6! = p~sin6.
D(~~~ I

-psIn6smcp p stn Il cos qi 0 I

Expresia diferenpaLil. p'sin6 dpd6dp se numeste elementul de volum In coordonate
polue In spattu.
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Ez·em"pIII
Sa se calculeze tntegrala triplli.

I = ~~~v y
2dxdgdz.

2.5

V fiind semisfera xS + yI + %1 < W, 11:& O. Folosind coordonatele polare In spettu obtlnem

1= Cft d6,ft d'i',B p4sinl 6 sin' 'Pdp,
.'0 .0 ·0

I = (:It sin' ada (ft sinS <pd<p (B p4dp =

)0 )0 .'0

= (CO~3a _ cosa)[ . (t- sin42'P)[ . ~[ ~ ~ RO.

2) Schimbarea de variablle (ooordenate clllndrlee)
z-rCOSIl, II = rBinu,

Uansformli. intervalul J={(r. 11. Il)! 0 < r < R, O<u<21t', O<l.l<h} In cilindrul .2:'+11'< P,
o < z <: h. Determinantul functional at transformilrii ClIW

D(.2:,II,%) = l-~s::u ::o:u ~ [=r.
lD(r, u, D) 0 0 1

Expresia dlferentiaIa rdrdudo se nameste elementul de volum In coordonate clllndrlee,

Exemplu
Sil se calculeze Integrate triplil.

I = ~~~ (xl + If + %') dZdlldz

node V este defin!t de x3 + y3 < ax, 0 < z < h. Folosind eoordonatele cilindrice avem ,.s= alt,
O<v<:h. deei

(= (!ft du (1 <Iv ,Va. (r3 + v2) rd r = 2n ,To [7+ v2:]Vcn dv =

Jo )0 .0 .0 0

~,. (' rl.',' + ""] d, ~ 2. ['" ""-+ ~ "']'
In,,4 2 12 8 0

I=.~'[a'hl +aIt4].
2J 3 2

6. Formula lui Gauss·Ostrogradski

Fie V un velum in apetdu, marglnit de 0 suprafata B. Asupra volu
mului V ~i a suprefetei contur S vom face urmi'itoarele ipoteze:

a) 0 paraJela 180 exele de ooordonate care trece prin interiorul
lui V taie aupradata S numad in doua puncte.
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b) wolumul V se proiecteaza pe planul xOy dupa un domeniu D.
Cilindrul proiectant 311 volumului V pe plenul wOy ell generetoarele
perelele en exe Oz, generatoare care intllnesc suprafata S dupa 0 curba y.
Curba y fmperte supradata S in doua auprafete (deschiae), supratata
811 Zt= ~I (x, y) l1i suprafata 8 2 , Z2 = ~2 (x, y), 2 t < z!.

Fa.'(i3r de celeladte plane de coordoll3ote,yOz, zOx, volumul V are
aceleaei proprletatd.

c) Suprefate S are doua fete, fata exterioara pentru care normals,
eate normela exterioara n~, dirijata spre exteriorul vclumului V, ~i 0 fata
intericera en normal-a, normala interioara ttl' dirijata spre interiorullui V.

d) Suprafata 8 este neteda esu formaM, dintr-un numar foot de
porpuni netede.

In aeeste conditdi evem urmatoarea

Teo rem a. Daca P (x, 1/, e), Q(x,y,z), R (x,1I,z) sint trei funetii
continue en derivatele a

p
, aQ "aR eontinue pe V, are 10e eqalitarea

ai: au at

~~8 p (~,y, z)dydz + Q(x, y,z) dedc + R(x,y, z) dxdy ==

= eee (ap + aQ + aR\ dcdyde
JJJy ax ay az J

Rumitii formula integralii a, lui Gauss~Ostl'ogradski.

Demeastratle, Avern

Icc DR dxdydz ~ ee dxdY\""'" DR de
.J)y at JJD ~40,(".II) Dz

unde am notat eu z = 1/11 (x, y) ~i z = h (Xl y) ecuatiile eupradetelor
8 1 ~i 8 2 respectiv; in continuare putem Imrie

I ~ ~~}R (x,y,~, (x,y)) - R(e, y, ~,(x, y)] dxdy

insa,

~D R(X,Y, I/I:dx,y))dxdy = ~~S2 R(x,y,z)dxdy (1)

-~~D R(X,Y,'h(X,Y))dXdY=~~81R(Xd/,Z)dXdYj (1')

pentru 8 2 am .luef fafa exterioera, care este ~i fata auperioara a lui S;
pentru 8 1 am luet tot fata exterfoera a lui Scare eate tnsa fata inferioara
a lui S (normala exterioera a lui 8 pe portiunea 81 face cu axe Oz un unghi
de eosinus negatdv).
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(2')

Daca adunam pe (1) ~i (1') obtinem

~I~v ila~ dzdyde ~ ~~.• R (x, y, z) dxdy, (2)

integrela de suprafa~a fiind lu!\ta pe fata 13xten:oarif, a lui S. In mod analo
avem ~i

II~ :: dxdydz ~ II, P (x, y, z) dyd"

~~~v ~~ dxdydz = ~~B Q (x, y, z) dede, (2")

pentru S lutnd in permenenta bta exterioara. Adunind pe (2), (2') I?i
(2") obtdnem formula

(\'\ (oP + oQ + OR). dxdydz = II Pdydz + Qdzdx + Rdxdy.J .v ax og Jz •• 8

'I'eoreme eete demonstreta.

rrb s e r v e t t t

1) Dooa luam pe S rste, interioara, in formula lui Gaass-Oetrogradaki
integraIa de snprafata 0 luam en sernnul minus.

2) Dam CD este ctmpul vectorial

<Ii = (x,y,z) = "lP(x,y,z) + }Q(x,y,z) + kR(x, y,z),

a1JU.nei

riP + JQ + iJR = div ii>,
ax dg ijz

iar formula lui Gauss-Ostrogradeki are I;li urmatoarea forma vectoriala

I;lise citeste in modul urmator : Fluxul total al cimpului $ prin suprafata
tnchlsa 8 este egal eu preductivitatea totala a voIumului V marqinlt de
suprafata S.

Daca (ji eate cimpul de viteze al unui fluid, integrale

ne d:'t eantdtetee de fluid ce ee oreeaza in V, de eceea se spune ea repreainta
produdivitatea volumului V.
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3) Formula lui Ganss-Ostrogradski se mati. numeete ~i formula. lui
Green·08trogradski san formula [luMvergenla

4) Dw ~ = grad U, a.tunci evem

;p at QI
unde Ii. = - +- +- este operaUrruZ lui LapZace.axl iJyt iJzI

Aplic al ie

Integmla de suprafaja

I ~+~~B xdydz + ydzdx + zdxdy

reprezinta volumul q) marginit de aupradeta inchisa 8. Aplicind formula
lui Geuss-Oatrogradski obtinem

I ~ ~~~ dxdydz ~ ro.

Exemple

1) SA Ie ealeule.ze, transformtnd-o tntr-u integrali. trtpta, lntegrala de suprafa\a

I = ~~B xy: (xdydz + ydzdz + zdxdy)

unde S este eupratata Inchisa, IIll1rginiUi de triunghiul daie determinat de r + yl + z1 = RI.
:r;:;;;" 0, !1:;;;" O. z:;;;.. 0 ~i planele de coordonate.

Apllcll.m fonnula lui Gauss-Ostrogradski; avem

I = ~~~,. (2xyz + 2xyz + 2xyz) dxdydz = 6 ~~~ xyzdzdydz;

folosim ecordonetele pclare In epattu :

x= psin6coslp. y=psin6sinlp, z=pcosll.

O";p";R• ..(l";6";.2:.. O";lp";2:.. dxdydz= p2sin6dpd9dlp;
2 2

obtinem

I=6~: d6 ~~ d? ~~ p5 sin3 6 cos IIcos '\' linlp dp =

r. r-

sinl612 sin
2
9[' ."1" 1~6-- .-- 10- =-RI.

4 02 06 08
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2) Sa se calculeze Integrala de suprafata

1 = \1 xy2d ydz + :3dzdx + y2: dxdy

••
unde S eete euprarata elipsoldului ~ + !t.. + .=: = 1.

a l b2 c2
Transformlnd-o tntr-c tntegrala triplil. eu formula lui~ avem

I = 2 ~~~ y2dxdydz.

2

Functdile x = a p sin 6 cos e, Y = bp sin B sln e, z = cp eosa transtormd tntervalu

tridimensional 0'" p ,1, 0, e,It, 0 '"q.> < 2r., In elipsoidul ~ + !t.. + :::,1.
a2 b2 c2

Awm

deci

I

a sin eWS'll
D (x, y, z)
----= apcos6cos'll
D(p, a, 'll)

-apsin6sin",

bsinasin<p

bpcos6sin<p

bpslnacos<p

ceosal

_ cp Sin: I= abcp2slna,

7. Integrale triple en domeninl de integrare nemarginit

Ne propunem sa studiem in ee eonditdi exista Integrela tripla

Illy I(IC, y, z) dwdydz,

undo V eate un domenin nemarginit din spatin, iar f(x, y, z) 0 funetle
defmita pe V.

Un domeniu VCRs Be epune ca este nemarginit da,cii. conttne puncte
exterioere oricaeui interval tridimensional marginit aeu, ceea ee este acel.a.l}i
luem, contdne puncte exterioare oricarei sfere din apetdu. Sa conslderam
un l}ir infinit de sfere

K 1CKsC ... CK"C .••

en centrul tntr-un punct oarecare 0 811 spepiului, de raze respective

R1<Rs< ... <R,,< ...



Integrale triple

formind U1l sir creacator divergent. Sa consider-elm aubdomeniile V"t
t~ = 1,2, . .. ale lui V definite aetfel :

VI = VnKll V2.= VnK2, •• ·,V,,= VnK", ...
Avem

a) VIC V2.C •.. C V"C ...
b) oriee punet P al domeniului V apartdne unui subdomeniu V"

MCa. ae ia. n' eonvenabil.
Intr-edevar, daca OP < R n , atunci PE V o• Yom aerie acest fapt

aetfel :
lim V" = V san V" -e- V.
~.

Mai general, sirul de sfere (K n ) fiind dat, vom apune ca un sir de,
subdomenii (V~) ale lui V tinde catre V daca exista un numar N astfel
incit sa avern

V~=> v, = vn tc,

penteu oriee n > N; vom scrie ~i 'in aceat caz

lim V~ = V seu V~--+ V.
"~.

Fie acum un sir oarecere de subdomenii (V,,) ale domeniului V (con
struit 'in modul aratat mad sus) care indeplineste nrmatoarele conditdi ;

a) VIC V2.C •.• C V"C

b) lim V.. = V,
"~.

...,

c) frontiera. domeniului V"' n == 1,2,... eete formatg dint-r-un
numar finit de aupradete netede.

Fie !(w, y, z) 0 funetde definita in V, integrabila pe orice aubdomeniu
V n al Iui V; la sirul de domenii (V,,) eorespunde sirul de valori ale inte
gralei triple

~~~/(x, y, z)dxdydz, ~~~. J(x, y, z) dxdydz, ..., IllyJlX' y, eldedyde, ... ;

folosind criteriul general al Iui Cauchy de convergenta a slrurtlor, putem
enunta urmatoml ' -

C r i t e r i u dee 0 n v erg en! a. Condilia neeesara ~i snfieienta
pentru ea integrala

sa fie eonvergenta, cste ca pentru orlce numar E: > 0 sa cxisre un numar
.N (E:), asttel Inctt sa aVeID, penrru orlee n > N ( E:) !;i ortee p :;>1

I)\\Y",/(X, u, z) dxdyd, - ))~/(x, y, z)dxdydzI< e,
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Aplicatic

Daca «x, y, n tn V tndepttneste condttta

l{(x,y,z)I"; . M, "',C(>~, 111>0,
(x~+yZ+z2+aZ) 2

aluncl integrala

~))v {(x, y, z) dxdydz

este eonvergentn.
Intr-adevrir

1\\'[ feX,y,,)dXdy"'I<::M \1\' ~d~ <::JYn " r, (x 2 + yZ + Z2 -I- a2)'"

In coordonate pclare tn spnttu avem

M.\[\ _~~~__ <::M\2hd'!l\"Sinede\CCl~;
J V(xl'+y2+Z~+a'l)'" 1)'.0 .0 (~·+a2/Z.

ultima tntegrata are seus daci!. lim pi> --~ = A (finit) ell (3 > 1. 'I'rebule sa avern
P-j-CCl (I" + a')'"

2a.-2-r'l>O. (3)1, deet a.>~'
2

Exemplu

SA se ealculcze Integrala trtpta

v:; fiind tot spatiul.
In coordonate polare, x = I' cos r:p sin 0, y = I' sin 9 sin e, Z = p. cos B, 0 < 6 -< 1't".

o ....; '" < 2:re, 0 < I' < 00, dxdydz = p2sin 6 dp d6 dl'; avcm

1~ \'" Sill 0de \2" d9\""-~ =4n I""~ .
• 1) \I II (1'2 + a2

) . .0 (I" + a2
)2

In"

dect

, 2:re pI-1= - arctg-
a a "
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8. Integrate triple de funetii nemarginit.e in domeniul de integrare

Fie !(x, y, z) 0 Iunotde definita intr-un domeniu tnohls ~i marginit
VCB3, in a.fa.ra unui punct No (:VOl Yo, zo) interior acestui domeuiu, punct
in cere !(x, y, z) are limita infinita

lim If (w, y, z) I = 00.

"''''''."......,..
,~,

Ne propunem sa cercetam in ce conditdi integrala triple

~\V(X, y,z) dxdydz

exista ~i este finita.
sa. Isolam punetul No (xOl Yn, zo) cu 0 suprafata tnchiaa Be V,;1i Sa

notam cu ({)s domeniul marginit de supradate S.
Functia.f(w, y, z) este nemarginitg in ({)s' Vom presupune caf(x, y, z)

eate integrabila in V s = V - ({)s, oricere ar fi suprefata tnchiaa Be V, care
inoonjurn punetul M o-

Se numeste diametrul unui domeniu VCR3 ~i ee noteasa dVl mar
ginea auperioera a diatantei diotre doua puncte ale sale

dy = sup PP'.
PEV. P'EV

sa constderam un ~ir (oarecere) de suprefete

Sll 82" , 0,8,. ...

care tnoonjura punctul MOl situate in tntregime in V j fie

rv1=>rv2=> ... =>rv,.::l ...

domeniile marginite de aceate suprafete. Diametrele lor formeazl1 un l}ir,
monoton descreacator

dm1> dro1> ... > dm,.>

cu

lim dm = O.
~-+"" ,.

Vom scrie aceat fapt eetdel :

lim m,. = M o aau (0,. --+ Mo..~~
Sa consideram anum subdomeniile V.. definite esttel :

v.. = v~rv...
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Avern sirul de incluzinni

VIC V2,C •.• C V ..C ...

~i pentru ea. ((). -.,..Mo rezult::i. ca V.. -.,.. V - {Mo}.

La. ~irul (V.) de subdomenii ale lui V corespunde airul de Integrale
triple

~~~..t(W, y, z) dxdydz, ~~V(W, y, z)dwdydz, .. ·,mY/(W,y, e) dedyde, ...,(0)

deoerece /(x, y, z) eate Jntegrabila pe V", n = 1, 2, ...
Aplicind oriteriul general el lai Cauchy simlui (tx.) obtdnem urmatcrul
C r i t e .r i u dee 0 n v erg e n t a. Condltla nceesara !;ii sutlcienta

pentru ea Integrala tripla

my f(w, y, z) dwdydz

so. aiba sens este ea pentru orlee numar e > 0 sa existe un numar
N [e] astfel ineit so. avem

)my~. f(w, y, z) dwdydz - my/(W, y, Z)dWdYdZ! < e

oricare a.r fi n> N(e:) ~i p >- 1.

Aplitape

Daca In domeniul miirginit V tunctia (a:, y, z) Indepllneste conditla

1(x,y,z)J, M <l ' .1'1 >0,
f(a: - :c.)~ + (y - gOt + (z -zoll

lar (XcI, Yo, ztI)E V. atunci Integrala tripIa

~~~f' u». s. z) dxdydz

este convergenta,
Avem

3
0:< "2'

I~~~. f(·••• ,j d."u'"I<:~~~. I f(·. s. ,j I d,dy'" -c

-c M ~~\ (a: _ xG)a + (:a:~y:~ + (z _ Ze)]<l ;

fie VB D sfera co central In penetul (:ro, Yo> Zo) ~i raza R aleasa astrct IncJt V11:::l V; dad
erectuam sehimbarea de variabile

a: = Zv+ psin6cosq>, y = flo + psln6sinq:>. z =:. + peDs 6,

0"'; p, R, 0 e; 6 <~. 0 < q:> < 2n-, dxdgm _ plsln6dpd6dq:>,
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obpnem

Integrale triple

IIff f(x, y, 'l dxdy<hI-c MI'" d. \".1. , d'I
EP';:.-;

)Jy ~O 0 .0 p

ultima In~ are sens daca 20c - 2 < 1, san e.«; ~.
2

g x e m p l a

Sa se ealeuteze Integrala trfpla

Voofiind tot spatiul. Daca. VB este srera ell centrul tn origine ~i raza n, putem sene

(1)

Functia de sub semnuj integral are llmita infinita In punctul (0, O. 0) tusa

1 -c 1

(r + y~+ ?)(xlI+ yl + %' + a2) all(x2 + y' + z2)'"

eu « = 1, deci prima integrals din (1) are sens. In a doua mtegrala din (1) domeniul de

Integrate este tnttntt, tusa
1 <;~__' __

(,rll + y! + Z2) (Xl + If + 22 + aZ) (x" + yl + zz)il

eu ~ = 2, deci ~i aceasta Integrala are scns. tn concluzte, integrala din enunt are sens. III

coordonate pclare In spattu

x = P sin 6 cos '!'. y = psin6 sine, z = Ii cos 0

O';;;:p<oo, 0<6,'11', O'<p<2n. dxdgdz=p2 sinOdpdOd?

avem
pI sin fl dp

pi (p' + al)

§ 2. APLIOA'fIIf,B INTBGRALBLOR TRIPLB .

Rea.mintim ephcettile tntllnjte ptua acutn l}i dam ill oontdnuare

altele noi.

'1. Volumul eorpurilor

Volumul ({) 3.1 unui corp V este da.t de integrala tripla
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Exemple
1) Sli se giiseasca volumul comun sferei Xl + yl + ZI <RS ~i cllindt-ulul Xl + yS <

<1's, (1' < R).
Volumul este dat de

\\~ \1 \
V, '- -' - ., [\

({) = dx dyd:.:= d.rdy __, _ liz = 2., YR" _x2
- yO dxdy

,D -VR'-,,'-v' •• D

,

IO<p<r, 8<6< 2n

unde D este discul circular Xl + yl -< 1'2, In coordonnte pelare
:J:=pcos{l, y=psin{l,

cavern

I'" \'({) = 2 de YR2 _ p2 pdp =

"0 ,0

Fig. 108

?~ Sli se catcuteze volumul fnchls de suprarata

Funetlile x = up ,in3 Bcoss 'i'. y = bp sint {I sins 0/. z = epcos3(j transformu intervalul
-o -e p -c1~ 0 -< {I -< r:, 0 <." < 2n, In volumul mlirginit de suprarata data. Avem ~i

D (x, y, z) = 9 abc pI sin~ 0 coss {I coss'il sinS 9,
ors.e. cp)

deci

41": aile.
35

-2. }Iasa corpurHor

Maee unui corp K de deneltate tL(m, y, z) ~i volum V este da.ta de
Jntegrela triple

20 _ c. 1483
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Exemplu

Sa se calculcze mesa corpului ncomogen definit de

de dens1tate Il.(x, Y. z) =.1:, (). = constant). Avem

uncle D este discul eliptic ~ + t<!!.... Funcpile:
a~ 1JI c

:l:=(lV~'ICOS6, y=b V~Psin6

transform Intervalul 0 '" p '" 1, 0"," 6 < 2'I'I In D; avem ~i

A abh ~'" ~1 A abh8d)'[ =_,_ dO (h' - hi p"l pdp = -'--".
2 II 0 0 3 c

3. Centre de greutate

Fie K un corp de volum V ~i denaitate !J.(x, y, e), Fie Jj. 0 diviziune
a volumului V

a:= (Bll oS!, •• 0' SJI)

oi tit, vli,· •• ,1.'" volumele lui all. 82, ••• ,0:1> reepeotdv. Maea partii 8~ din corpul
K ee00

unde (x k, Yk' z.l:) este un punet P k din oj:' Deca presupunem mese lui 8.
oonoentratA. in punctul P 11:, ~eazlt ffi centrol de greutate el corpului K,
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reuniunee lui Su S2'" .,Sp, are coordonetele,
~ Xt [J. (xt> Yk. zk) Vt. ..._,,''-----XQ =-p

~ fL (Xb Uk, lie) lJk'

k=l,
~ s» fl.(:l:k. Uk, l,t) Vt

,..~,,'~-----Yo =-;
~ [J. (Xk' Uk' Zk) VI:

k~l

307

,
~ ZI: fl. (Xk' Yk, Z,t) V,t

,..~,,'~---
Za =-"

~ fl.(Xk, e» Zt) Vk.-,
Obaervam ell atrt 130 numaratorul cit Iili Ia numitorul lui Xa, 'JIo, zQ

avem eume integrele care conduc la integrale triple relative lao volumul V.
ABtfel, daca (dd) este un Iilirde diviziuni ale volumului V cu

v (d n ) -e- 0, cind n -+ 00, avem

lim t xkfL (x,t,Yk' Zk) v,t= rrr x (.L (x, Y, e) dxdydz,
V(~nl-tO k~1 JJJy

lim t YkfL(xk, 'JI,., Z1I:)v" = rrr Y fL(x,y, e} dxdydz,
V{l!o"HO 1c=1 JJJy

lim 'E Z/c(.L (x k, Y", Zk)Vk = r(( z(.L(x,y, z)dxdydz,
v(l!o"l-tO k~l JJJy

lim f:; It (:vic' Yk' 19k) Vk = (r\. [J. (x, y, z) dxdyclz,
v(Anl-tO k=1 J) v

prln urmere centrul de greutate al corpului K de densitate (.L (x, 'JI, z) ~i
velum V este dat de

YG =

~~~V x fl. (x, g, z) dxdydz

~)~ fl. (x, g, z) dxdydz

)~~v Y fl.ex, Y. z) dxdgdz

~~~ lJ. (x, g. z) dxdydz
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ell

lntegrale trip~

(rr zIL (x, y, z) dxd.lJdz

JJJv
~~~F !L (x. Y. z] dxdydz

Exemple

1) Sa se ealculeze centrul de greutate al eorpului cmogen definit de

o reprezentare parametncn a volumului V at oorpulul dat este

x = ap sin 6 cos cp, y =" psinlJslu<p. z = c p cos a

Avem

0<:9"":;;: ~ ~i dxdydz = abc pZsin8 dpdll d:p.
2

.
my d,dyd, ~ a', I: p'dpr c,

sin eae \.,
prin urmare Z(J = ~ a, In mod analog U(J = ~ b, za = ~ c.

8 8 8
2) Sa se gaseascli centrul de greutate al corpului omogen (fig. 109), definit de

x2+y2:>.-az, x2+y2<a2, .:;:;'0, a >0.

Din motive de aimetrle x = y = 0; ramtne de calculat Z(}

my'd'dYo,

ZrJ =

\~\y dxdyo,

..'+'11'

dxdU ~~z dz = 2~ ~~D (x'- + yI)2 dxdy,
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domeniul D este discul circular xi + If '" ai . Punem x = p cos 6, y = p sin 6, 0'" <" a
e", II< 2lf, dxdy = pdpdO, dec! P..... ,

1 =-.!:....C
21t

deC" p~dp = ":::'"9;6
1 2a=Jo Jo 6-'

J. ~ lllv drdg", ~ llD dzdy C" "' ~ ~llD (r' +g') drdg ~
r

Fig. 109

1 I"~ l' .= _ d6 p=dp = ~ a=.
a I 0 2

Centrol de greutate are coordonatcle

•
4. lfomcnte de !~~rtic

1
xG=O,YG=O,zr;=-u.

3

Daca M 1 ,M!" .. .,M" sint n punctc muteriale de mase mu m t , •. • ,m ..
respectdv, momentul de Inerjde 1 al aoeator n puncte materiale fatade un
punet P-(o dreapta A, seu un plan IT) cste sume

unde di;este distenta punetului Mi; Ia punctul P (dreapte 6., san plenul II).
sa consideram acum un corp K, neomogen, de densitate [J. (c, V, z)

care ocupa un domeniu V. La fel ce pentru corpurtle plate (placi, tole)
evem urmatoerele rezultete

I=~ m k i!1 ,
k~l

(1)



310 Integrale triple

4) M~'l:lJetltul de inertde al corpului K fata, de un punct T (a, b, c)
eete dllot de Integrate triple.

Ll' = ~~~ !L(x, y, z) [(:0 - a)2 + (y - b)2 + (z - C)2] dxdydz j

in paetdeuler, momentul de Inertde fata de originea axelor 0 (0, 0, 0) este

10 = ~~~ [10(:0, y, e) (:e2 + y2 + Z2) dxdydz.

b) Momentele de inertde ale corpului K fata de axele de coordonate,
Ox, Oy, Oz awt date de integralele triple

I,.~ II~ ~ (e, y, z) (y' + z')dwdydz,

10, = ~~~ p.(x, V, z) (x2 + Z2) dxdydz,

I oz = ))~,. !J.(x, V, 2) (x2 + y2)dxdydz.

oj <Momentele'de inertde ale corpului K fata. de plancle de coordonate
Oyz, Oz:£, Oxg slut date de integrelele triple.

[avo = ~~~ [L(x"y, z);n2 dxdydz,

I,~ ~ \\~ ~ (w, y, z) y' dxdydz,

I ... ~ III, ~ (c, y, z) ZZ dzdyde.

E xempU

1) Si:i ee ealculeee momentul de tncrtie al solidului omogen definil de 0 <: :r < a.
O<Y<b, 0<%<1:, ra.tA deaxa. Oz.

10. = ~\( (2:" + y~) dxdgdt = \" dx ,b dy \~ (x2 + y!) dxdydz =

~ J,. 0 .0 0

(
X' b' )]' 0"lOo=c b-+_x =- (a 2 + b").
3 3 0 3
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(I <" x " h, fata de ptanut xOy.

2) Sa se catcujeze momentul de Inertte al conului eliptlc omogen:::' + !C. -<~ •
a2 b2 ct

naca puuem x = .!!:!!.. p cos 6, Y =..!!!!..p sin 8,
e ,

aIJh2

O<"p<"1,O<"B<21't", dXdY=7pd?dB,

obttnem

a

~+)Uh'-"(~+~)]"'Y' '!
undc D estc discul ellptic

5, Potentialul newtonian

Exemplu

Sii se calculezc torta de atractre exercitata de un con circular drept de tnAltlme ho
avfnd unghiul la vtrr (1;, asupra vlrfului eau. Lu:1m conul ell vlrful In origine ~i aYind
exeoe (fig. 110),

F = iFI + ,Ft + kF1 = y' ~~~ Tdxdydr .!. (r' = ILr= const.).

• {Xt+Il"-+Z2)2

Daca maae atractdva este repartizata tntr-un velum V, expreaie
potentialului newtonian U ae obtdne in mod aaemanator casului reperti
tdei pe 0 suprabfa ~i este dat de

U( ) _[11 I.l(a,b,c)dadbdcx, y, I - J l'

Y [(x - alB + (y _ b)2 + (x _ c)'ii

iar forta de atractde newtoniena F este data de

It (x, s. z) = y grad U = y ~~~,. po (a, b, c) ;2 dadbdc (y = const.).

Fig. 110
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Din motive de simetrie F 1 = O. F. = O. decl

F. = 't' ((( z dxdydz

JJJv (x2 + y~ + :2)2

Ecuapa eonuml elite xa + If = tg 2 ~ :2. In coordonate polarc avem x = p cos e.
2

,= psln 6.: = U, 0< p <htg'::'. 0<0< 2n. -'- < u <h. dxdyd::= P dp dOda,deci
2 tg.!.

a

a rill----,.
(p2 +"u2)2

+h]-=4n-(hSin2~, prin
: ~4

F, ~ -r:rd' I" i- [ - __'__rr 'dp ~ '''Y (''''[''n~
n 0 (pt+ut)i "cotgi' 0 P

F 3 = 2rry'[h sin ~ tg ~ - hVl~+ tg
2 !-

2 2 2

_ k4rry'h sin2 «

urmare
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ECUATII DIFERENTIALE





Capitolul I

ECUATII DIFERENTIALE DE ORDINUL iNTil

§ 1. GRNERALITA'!'I

.L Ecnatii difcrentiale. Solutia gcncrala.

So)utii parliculare

De fin i t i i, 1. Fie F (x, y, s', .. " ylnl) 0 Iunctie reala definita1
pe [a, b] X Jt,Y C R"-l, avind arguments vartabila realii x E [a, b] ~i
fun6tia reala y tmpreuna en derivatele el s', y", ..., ylnl. Hclatfa

]<l(x, y, s', ... ,y(nl) = 0 (1)

se numeste ecuatle dlterentlala de ordinnl n, daca se cere sa se determine
Iunetiile y =j({iJ), definite Pe intervalul [a, b], avtnd derivate pma Ia
ordinul n inelusiv, in oricepnnct a) intervalului [a, b] astfel inch sa
avem

F{x, f(x), f'(x)" .. ,j!nl(x») = 0

pentru erlee x E [a, b].

2. Funetiile reale j(x) care tndeplinese eondititle de mai sus se
numese selutli all' eeuattel dlterentlale (1).



Ob,servape

DooA 110 = 1, obtdnem ecua1iile difer61'l4iale de ordinul tntti eere smt,
conform deflnttiei, relatdi de forma

F (x, y, V') = 0, (forma. implicim)

san de forma

y' ~f(x, Y), (forma. explicita).

Exemplfl

1) y' = y - x este 0 ecuatle diferen1ialii de ordinuj fnW. Functla f/.=t6 +:r:: + 1,
x E R. este 0 soJupe a eeuatiei, Functia y = ce + x + 1, x E R, unde C este 0 ccnstenta arbl
trari este 0 familie de solntl1 ale eeuatlet date.

2) y = XU' + e" estc tot 0 ecuatte diferentlaJii de ord1nullntli lnsA snb forma impIicitii.
punctla y = 2x + eS, x E R, este 0 sotutje a ecuatrei, Functla y = Cx + ec, x E R, unde C
este 0 constantli. arbitrara este 0 famille de solntii ale ecnat1ei date.

S) y" + Y = x este 0 ecuatie diferentialli. de ordlnul doi. Functfa y = Ct sin x +
+ C. cce e + x, XE R, Cl l C. dona eonstante arbttrare, este 0 familie de solutii ale ecuatiei date.

ill aceat capitol ne vom ocupa numad de ecnatii diferentiale de ordinul
Inill.

Din exemplele prczentate mei sus se vede cit ecuatiile diferentdele
admit Iamilii de solutii care depind de constante erbltrare. Vom demonatrs,
la sfir~itnl aceatul capitol ca solutda generala a unci ecuatii diferentialc de
ordinul tntdi depinde de 0 conatanta arbitrara.

In cele ce urmeaea vom apune ca functde l'fI (x, C). este 80lutia generala
a. ecuatdei diferentdale de ordinul tntdi

rt», y, y') ~ 0 (1)

atudiete. fntr-un domeniu D 3 (X, y) daca <p eetc aolutie a eouatdet (1) in D
l?i daca prin alegerea convenabila a constantei C, Innctda <p (x, 0) ac tran
sforma in orice solutde a eouatiei (1) 311 m'l,rei grafic se afla 1n D.

(Lb a e r v a t i I

1) Solutda generala a unei ecuatdi dllerentdade ee mat numeste l;li
integrala generaUi a eeuatdei considerate.

2) Solutie generala a unei ecuatdi diferentdale poate fi data l?i implicit
printr-o rel~tie de forma

R(x, y, C) = OJ

de obicei, unei relatii de aceaeta forma i se dli numirea de integraut generalil,
pentru a se dlstinge de <p (x, C) care este numita eoiutia generala.

3) Solutia generada a unei ecuatdi diferenjiale poate fi data lili para
metric, printr-un sistem

m = lfl (t, a), y = <Jl (t, 0).

Se numeete solutte particula.ra a. ecuetiei

F (x, s, y') = 0
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o funetde '!I = 1Ft (:v), :v E [a, b] care se obtfne din aolutda generala
Y = ql (x, 0) dind 0 veloare partioulara conatantei arbiteere a.

Exemple
1) Bcuatta y = xy' + ell' are ca solutte generals. y = xG + ee, XE R. Functla y = x + e.

XE R este 0 solutle partteutara ce se cbttne dlnd constantct C valoarea 1.
2) Eeuatta u: - Y + x = 0 are ca sclutle generals y = Gel" + x + 1, x E R. Functia

9 = 2e'" + x + 1 este 0 sotutre parttculara ce se obttne din selutia gene-eta dlnd constentet
valoarea 2.

(Lb s e r v a t Li
1) 0 solutde a unei eouatdi diferentdale P (x, y, y') = 0 care nu conbine

00 constanta arbitraea nu eete in mod necesar 0 aolutde partdculera.

Exemplu
Ecuatla s" + xy' ~ y = 0 are solctta gencrata functia y = C x + ~, x E R. Solu

tille particulare slnt drepte; avem pentru C = 1, YI = X + 1, pentru C = 2, Y2 = 2x +
+' 4 etc. Ecuatia data admite ~i solutla y = - ~ x~. X E R, dupd cum se verificil ime-•dtat. Aeeasta sorutte nu este 0 solutie parttcutara, deoarece nn se ohtine din solutio generate
dlnd 0 vatoare partreutara eonstantel arbitrate C; spunem ("11 este 0 stJ/ulie singulard a ecuatiel
date. Asupra acestet notiunt vom reveni mal tlrzlu.

2) Graficul unei solutdi a unei eeuetdi diferentiale este 0 curbs plana,
numtta C1J,rbQ. integrala.

2. Interpretarea geometrica

a unci ecuatii diferentia1f"

de ordinnl tutti

Fig. 111

s I

I
I

-\iOO)

Sa conslderam 0 ecuetie difereuyiali1 sub forma explicita
y' =f(m, y),

functia f fiiad detinita. intr-un domeniu D din planul xOy.
Ftecaruipunct (mo,Yo) E D

'li coreapunde 0 direcyie, de
coeficient unghiular y~=f (XOl
Yo); ttecaret directdi ii cores
punde 0 dreapta y-yo =
=y~(:v-xo) ce trece prinpunc
tul (xo,Yo);prin urmare ecua
tia y' = f (m, y) asociasa fie
carui punct din Do directie to
dreapta) ; avem aetfel in D
definit uu etmp de directdi 11>,
(fig. 111.).

Sa preeupunem acum ca
JJ = 1F (w), (x, y) ED este 0 so
Iutde a ecuetdei (l) j graficul
eolutdet este 0 curba Integrala
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in D care,la,reproprietetea ca in Hecare punct al curbed, tengente la.curbg
are ~ direetie, directia cimpului·$ ce treoc prinpunctul considerat.

Problema Integrarii ecuetdei diferentiele y' = f (x, y) in D ee reduce
~a.dar la gaeirea curbelor integrate in D, curbe care au proprietatea cii, in
flecere punet allor sint tangente lao direotda cimpului $.

E:r:t:mplu

Eeuatia y' = 1, x E R defineste un ctmp de direetli paralele ell prima btsectoarc a exeter,

A~
4

a,O}

Fig. 112

/

Curbele Integrale slnt drepte paraleJe en prima blsectoare a axelor. Ecuatta tuturcr acestor
drepte (fig. 112) este y = e + C, X E R, C constanta arbitrarn. Functia U = :r:+ C, x E R
eete solutJa general1i. a ecuattet y' = 1.

o dreapta paralela ell prima btsectoare 11 axelor este 0 solutte parttculara
a ecuatle1 y' = 1.

3. Exemple de ecuatii diferentiale
de ordinul intii ee spar in probleme practice

I. Ecua.1ia. fundamentala a dinemicii punctului material se eerie
vectorial astfel

m'Y='F, (1)

y fiind aceeleratda punctulul de masa m, iar "F' rezultenta forjelor care
Iucreasa esupra punctului considerat. Sa luam casul ctnd punctul material
deacrde 0 dreepta, pe care 0 luam ell. exa Ox. Eeuatie, de miscare (1) se
aerie in eceaata situatde

"x ('x)m dfll =x x,~, t, (1')
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componenta X a Iortei F, dupa Ox, depinzind, in general, de positia mobi
lului, de viteza lui ~i de tdmp. Aceaeta este 0 ecuetde diferentiaJa de ordinul
al ~oilea. Daoa X rru depinde de pczitie punctului x, atunci ecuatda (1) se
sene

md2:r=X(~ t)
dl 2 dl '

~i cu aubetitutda v = dx , ecuatda ae transtorma in
dl

~=..!.. X(v, tT,
dl m

adiea 0 ecuatde diferentiala de ordinul tntii. De adci mad rezulta ca, reciproc,
orice eouatde diferentdala de ordinul intii represinta 0 enumita miscare a
unui punct material.

II. Viteza de dezintegrare a radiului contdnut intr-un recipient eate
proportdcnela en centitetea de radiu din recipientul respectdv. Aceasta
lege ne permite sa stabiliro in oriee timp t > to cantdtatea de radiu din
recipient, daca la tdmpul to ~tim ci1 a fost cantitatea Ao' Daca A(t) este can-
titatea de radtu 131 tdmpnl t, viteza de dezintegrare va fi data de - ~ ,

dl
deci A(t) verifica, ecuatda diferentdala de ordinal intti

-~=aA(t),
dl

a fiind fa.ctorul de proportionelltete. Solutda A(t) a acestei eouetdi care
pentru t = to ia valoerea 10 eate

A(t) = Ao 13-,,(1-1,.),

dupa cum se poete verilica imediat.
III. Sa eoneideram un circuit format dintr-un rezistor de resia

tenta R ~i 0 boblna de Inductanta L, alimentate in eerie de 0 tenslune elee
tromotoare e = E cos co t. Se cere sa se studieze variatia curentului in
circuit le fnchideree intrerupatorului K (fig. 113).

Conform teoremei lui Kirchoff avem
13 = eB + er,

insa

eB=Ri,eL=L~, E~..!m' ~
deci relatia cantata eete dl t .e. ' R

L~+Ri=EcOS(ilt
d'

care este 0 ecuatte diferentiali(de ordinul intii.. Fig. 113
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1
Punind conditda ce It = a,

IV. sa. ae gasearsca ecuatda diferentiaHi, a curbelor plane care au
curbnra constanta ~i egada cu a.

:Ram de curbura a. unei curbe plane y = y (x) este w.ta de
a

(1 + y'S)2

y"

obtinem ecuatia difel'enFala

a

s" = a (1 + y'2)2;

ell aubstitutda s: = u obtinem ecuatda diferentdala de ordinul intii

"u' = a (1 + U2)2.

Aceste exemple arata Importente deosebita a ecuatiilor diferentiele
in eplieetiile practice. Btudiul fenomenelor naturii duce aproape totdeeuna
lao ecuatdt diferentdele, la ecuatii cu derivate paetdale, san la siateme de
ecuepfi diferenViale. 0 parte din aceaata vasta claaa de probleme 0 vom
aborda in aceasta ultima parte a manuelulul.

4. Conditii initiale. Problema lui Cauch!'

a) Sa consideram ecuatia diferentiahI

y' ~f(w,y) (1)

eu f continua. Intr-un domeniu plan D.
Yom da la sfirijitul eceetui capitol 0 teoremd de existen¥J, ~i unicitate

cere a.rata. ell, exista 0 solutde unlca ar ecuetdei (1), al cared grefic trece prin
tr-unpunct (xo, Yo)E D. Problema. determinarii solutiei ecuetdei (1) y=q;(x),
care pentru x = Xo la valoaeea y = Yo (311 carei gradic trece prin punctul
(xo, Yo) ), se numeste problema lui Oauchiy, ier condltia car pentru x = Xo
sa ia vetoeree q; (x o) = Yo, data, ee numeste condilie inifiaUi.

Aplic a l i t
Cea mai almpla ecuatie diferentiaUl eete

y' = !(x), f continua. pe [a, b]

de care De-am ocupat in prima parte a. acestut velum. Bolutia generals,
eete data de

y ~ I:/(W) dw + 0 (2)

nude Xo este un punct oarecare msa fix din [a, b], iar a 0 constanta arbi
traI.'a. Daca cautam aolutde care pentru x = X o sa ia, valoeree Yo, ayem

y (x) ~ y, +~.t (x) de , (3)
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(3)

Intr-adevarj pentru IV = 1110' din (2) obtdnem

y, ~ C + 1:1(x) dx ~ C,

deci a = Yo. Formula. (3) ne arl'ta ca pentru orice punct (xo, Yo) E [a, b] X
X (-00, + 00) exista. 0 solutie unica a. ecuatdei date care satisface con
ditia initia.la y(xo) = Yo, aeu, &1tfel spus, prin oriee punct din intervaluj
[a, b].X (-00, + 00) c RS trece 0 curba integrala I' ecuatdei date ~i

numsa una.
Exemplu
Sa se gaseasca solutta ecuatiel diferentiale u: = x~ care trece prin punctul (1,1).
Avem

;2 -x3

dee! soiutta cantata este y = 3 - 3' X E R.

b) sa. oonsideram din nou ecuatda diferentiali:l.

y'i~1(m, y) (1)

cu tunctla f(x, y) continua tntr-undomeniu plan D. Conform celor spuae
mai sus, prin fiecare punct MI) al domeniului D trece 0 singura curba
Integrala ~i numai una a ecuetdei date. M u4imea solu1iilor ob1inutein acest
[el ee mai nume~te ~i 8olu1ia generala a ecualiei (1) in- domeniul D. Aceasta
definltde eate mai reatrictiva dectt ecece data 181 primul alineat ~i ae obtdne
din prima punind anumite conditdi funetiei !p (e, C).

c) Multi-mea solutiilor unei ecuatdi diferentiale de ordinul tntdi depinde
de 0 eonstanta erbitrara, fa.pt ce it vom demonatra la sttrsitul aceatui
capitol. Putem arata. imediat lnsa ca, invera, orice familie de curbe plane

!p (x, y, 0) = 0, ;{x, y) E D, (2)

eu !p continua. ~i derlvebila partial in D, verifica in D 0 ....ecnatie diferen
tiala. de ordinul intii. Avem, derivind in raport cu x, d

!p~ + y' !p; = °;
daca elimlnam pe C intre aceate doua rela.W obtdnem

q, (x, y, y') = 0,

adica 0 eeuatie diferentiala de ordinul intli. Aceasta· eliminare se face
imediat daea seriem eeuatia (2) sub forma

g(x,y)~C, (2')

adica. 0 resolvamtn prealabil in raport cu C. Daca derivam pe (2'), con
etente a ae elimina ~i avem
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care este·ecU&pa diferen~li. verificata. de:familia (2'). ECU&lia (2) Be mad.
serie 8ubforma. simetricl,

s: dx + g; dy = 0

care are avantajul cit nu specificii daca x sen y este veriabila independenta,

E:UllJple
1) SA se gisea&'Jl. ecuatia diteren~ialii a ramntet de curne y = ex + (C). Daea derl

vim tn raport en e avem y' = C; elimintnd pe C obtmem ecuatta diferentiala de urdlnul !ntli

y = xy' + f(y').

2) sa ee giseasci eeuatfa diferen1ialli. a fanilltei de drepte ce tree prin origine. Bcuatta
tuturor dreptelor eare. tree prin origine eete !I = ex, nude C este 0 constantd arbttrard. Daed
i1erlYlm In report. en x obpnem rr = C, deci xy' = y este ecuatta diferenpaIa cantata.

§ 2. EOUA'I'II DIFEREN'I'IALE DE ORDINUL !NTH
.REZOLVATE IN RAPORT OU s', INTEGRAllILE

PRIN METODE ELEMENTARE

1. Ecuapi difeI'entiale eare provin
din anularea unei diferenpaIe loWe exam

sa conaideram ecuatia diferent;iala de ordinul fntli sub forma si
metrica.

p (x, y) ds + Q(x, y) dy ~ 0, (1)

P t}i Q fiind dona functii continue pe un domeniu D C E?-.
sa observam mai intii ca oriee ecuatde y' = !(x, y) ae poate pune sub

aceasti forma. Intr-adevar pntem aerie

!(x, y) = - - f(z,y)Q(z,y) , Q (x, y) 4=0 in D,
Q(z,y)

~i da.cA, notam P (e, y) ss - !(x, y) Q (x, y), obtdnem

!!!!.= _ P(x,y)

d:I; Q(x,y)

san P(x, y) dx + Q(x, y) dy = O. Invera, ecuatda {I} ae pune sub forma.
y' ~ !(x, y), daca Q (x, y) 9= 0 In D.

Sa preaupunem aeum c11 functdile P ~i Q verifica identic in D relatie

op OQ (2)
a;;=~'
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In a.ceastl'i, situape, expresia diferenFaHi,

P (x, g) de + (I (x, g) dx

este 0 diferen'(iiali totaIa, dect funcpiile P (x, y) ~i Q (w, y) sint derivatele
pertdale ale unei fnnctdi g(w, y)

dg~P(x,g) dx+ (I (x, g) dg

conform unui rezultat demonstmt anterior [vol. I, B, cap. VI, § 5, aI. 4].

Teo rem 8. Fie eeuatla diferenliaHi

Pix, g)dx + (I(x, g)dg ~ 0,

unde P(x, s), Q (x, y) sint funcpi en derivatele parjiale continue in
menlul DC R2 care verifiea pentru orice (x, y) E D relatia

~=R.
iJy ax

(1)

do-

(2)

Integrala generaHi a eeuatlei (1) este data de

I:. P(', g.) dt + I:. Q(x, ') dt ~ 0, (x" g.) ED. (3)

Demcnstratle, Intr-adevar, deoarece P l)iQ fndeplinesc conditda (2)
in D, ele atnt derivatele partdale ale unei functdi g(x, y)

\' "'. ~'g(x, g) ~ P (t~.) dt + Q,(;i; t) dt,
". Vo /~".

dupa cum am aratat Ill. A, cap. III, § 1, el. 5. 0 data determinat 9 ($, V),
integrala generaHi, a ecuatded (1) este data de g(x, y) = 0, adica, de

~: P (t, Yo) dt +

+ \' Q(x, t) dt ~ 0,•.,.
punctul (wO) Yo) 6 D fiind ales
astfel Ineit drumul de integrare
..d.BM sa fie in mtregime in D,
(fig. 114).

Observa~ie

Integrala generela (3) se
obtdne prin dona operetdi de
integrare, operatdi care ae mai
numeeo f}i cuadraturi.

y

(01

Fig. 114
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Ecuafii diferentiale de ordinul tntii

EXflwplfl

1) SA eeintegreze ecuatja

(If - x~) dx + 2:rydy = 0, (x,y)E R~.

Avem P(x, y) = yl - x', Q (e, y) = 2xy ~i

!.!-=2y,~=2Y;~=~, (x,y)ER'!.
ay ax ay ax

Apncll.m formula (3) eu Xu = 0, Yu = 0, pentru a avea calcule mal simple. Integrala
generalll este data de

nu
z"xy!_-=C, (x, y)E1L
3

2) Sa~se tntegreee ecuatla

_U_ dz + (_U_ +
z+y x+y

P(x,y) = -y-.
z+y

In{x+ y») dy=O, x+y>O.

Q(x,y) = _U_ + In(x + Y),
z+U

Avcm
iJp 1 !f !!!L
~=x+y-~' ax

--y-+
(x + y)~

1--,
x+y

san 910(z + y) = C,

d~1

. fjp iJQdCCl"= or' Integrala generala pentru X + y > 0 este data de

('" ~dx +\' (_-g-+In (X+Y»)dY=C,
)"'. x+Yu .11. x+U

., ['
Yo In (x + Yo)I + y In (x + y) = c

e, v.

z+y>O.

SA ae determine curba Integrald care trece prin punctul (1,1). Avem In (1 + 1) =C,
decl C=ln2 ~i

yln(x + g) = In2

este Integrala particularii care trece prtn punetul (1,1).

2. Eeuatii en variabile sepal'ate

Fie ecuatds diferentJiala

P(m)dm + Q (y) dY ~ ()
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unde P(x) este continua pe [a, b] l}i Q(y) este continua pe [0, dJ. Func
tiilePt;liQindepline8ccondit;ia~= !R.pentrn orice (x, y) E [a, b] X [c d].

iJy (Jx '
o aetdel de ecuatle ae numeste "cu. variabile separate" ~i Integrala
generala conform lui (3) este data de

):. P(t)dt + I:. Q (t)dt ~ a

en (xijl Yo) ~i (x, y) E [a, b] -»: [c, d].

Re e m p t e

1) SA se Integreze ecuatfa

y,=yl+ 1.

"' + 1

Functta 11
1+1

este definiUi pentru oriel' (x, WE Rt, Variabilele se pot separa

"' + 1
dy dx

yl+1=xI+l'

deci integrala generals este

arctgy-aretgx=C,

o mtegrata particulari care treee prin punctul (xo' Yo) este dati de

arc tgy - arc tgyo = arc tg x - erc tg xo.

2) Sa se tategreee ecuatta

y'=~' (x,y)E (-1. +1) x (-1,+00).
y 1 -;r2

In aeest rntervet avem

dx

V1 - xi

sau In(g + 1) = arc sin x + C.

Observatie

Ecuatla are ~i sotutta y = _ 1; se oht.ine din Integrala generald pentru C - - 00.

3. Factor intcgrant

Fie ecuetde diferentiaJ.a

P(x,y) dx + Q(x,y) dy = 0, (1)
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en P(m, 1/), Q(x, y) continue cu derivate partfale de ordinul tutti continue
tnte-un domeniu DCR"'. Dad P dO': + Q dy nu eete 0 d..iferen~ialli totala t'
in D, ne propunem sit eauta.m 0 functde !1. (e, 1/) astfe1 ineit expresia

~(w, y) [P de + Q dy]

sa. fie 0 diferen~ialli totaill in D. Trebuie sa evem

~(~QI ~ ~(~P)
ax ay

S8lU r ,/

~ (!'L _'!!:-J' + Q~ - P~~ 0,
iJx ay ax lag

De fin i tie. Funetla !1.(x, y), delinita in D ~i eu derivate par
tlale de ordinul intii continue in D, care verifica eeuatla (2), se numeste
factor i n t e q r a n t aI ecuatiei (1).

Daca Inmultdm ecuatda (1) en [L(x, y), ecuetda (1) se transforma intr-o
diferen1;ia.Ia totala. Beletfa (2) eate 0 eouatde eu derivate par~iale; dupe
cum vom ved.ea mad tirziu la atudiul ecnatdilor cu derivate paetiele,
Integrerea ecuepiei (2) revine 1a Integrarea ecuatiei (1) astfe1 Inert in general
nu am progreaat eu nimic in rezolvarea problemei. Sa obaervam lnsil di
nu avem nevoie decit de 0 solutde perticulara a ecuatdei (2) fJi eu in anumite
cezuri determinarea unei aetdel de aolutii este poaibila.

De exemplu, daca cautam un factor integrant !1.(x), functie numai
de x, ecuat;ia (2) se aerie in acest cas, deoarece ~ = 0,

a•
...!...-.~=...!...-(~_!!!l...) (3)
fLdx Qay ax

l}i determinerea lui [L este poaibila daca. ...!...- (ap _!iL) este functie numai
Q ay ax

de e. lntr-adevar in (3) variabilele se separa l';i obtlnem pe !J. printr-o cue
draturil

In !J. = \ -"-(!!!:-._!!L) dx.
Q ay ax

In mod seeruanator, dacu cautam un factor integrant [L (y) Iunctie
numa.i de y, avem din (2)

~ d!,- =~(aQ _.!!!:-)
fLdy pax ag

~i determin.a.rea lui [L eate posibila, daca -.!.. (..!!1.. _ ap) eate functie numet
p ax ay

de y. Daca, aceaata condttde este tndeplinita obtinem pe !L printr-o,jluadra
tnril

~
1 (aQ ap)In ~~ - --- dy,
p az iJg
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g e e m p Le

1) Sa se integreze ecuatta diferentiaUi.

(:r!1~ - y3) dx + (1 _ xy3) dy = O.

stund ca admite un tsctor tntegrant lunette numai de y.
'rreoure sii avem

iJ a 'a
_ [fL(1 - xyll)] = -lfL(xy2 - y2)]. cuL = 0,
ax By ax

deci

""
~ dfL=-2~
fL Y

cu 0 solutte

1
fL(Y)=-"

y'

1
Ecuatla data. Inmultltd en

y'
devine

(X-Y)dX+(:~' ~_X)dY=O'

care este 0 dilercntta.la tolala. Integrala generals. este data de

~., (X_Yu)ox:--;-\V (~_X)dY=C
• "'. • v. y J

""
~x~ _....!.... - xy = C

2 y
(1)

tntr-un domeniu DC Rl care nu tntnneste dreapta y = O.

Observatie

y = 0 este 0 soluue a eeuatlel ~i se ohtlne pentru C --+ QQ.

2) Sa. se Integreze ecuatia difefentia1ii (xt + y2 + 2x) dx + 2ydy =t- O. ~tiind ci admite
un teeter Integrant tuncue numai de x. Avem

deci

.!....- (2g fL) = !!....- [(x' + y. + 2x) ul.
ax ay

au
cu-=O,ay

2ydfL =2YfL
dx

du-=[L
dx

care are 0 50lutie [L (x) = e'''.
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Iilmu11tnd ecuatfa data eu eOl. devine 0 dilerentialli totals,

328

e"(xl + yl + 2x)dx + 2ye"'dy = 0, (X,y)E RI,

I'

()
I:

a earet lDtegraIa generala este

\
Ol (Xl + 2x)e"'dx + e",l1 2ydy = C
o .n

sau .
(x2+ yl) e" = C.

SA glisim lntegtala particularli care trece prin punctul (0,1). Aeeastii condttte -ne dli
C""' 1. deei solutia eautata este (x2 + yl) e" = 1.

4. Ilea·lii omoyeae f
D e fin i tie. Eeuatille diferentiale de forma

dy=P«(;y),
dx Q(x.y)

Teo rem a. Baea tmr-e eeua'[le omogena Iaeem sehimbarea de
fnnetie y = ZX, eeuatla se transforma tntr-e eeuatle eu variabile separate.

Demonstratie. Deca punem y = zx, obtdnem

nnde P (w, y) §i Q(w, y) sint Iunetll omogene in x ~i y
se numesc eeuatii dllerentlale emegene,

Avem

p (x, y) = ;em

deci

prin urmere ecuetaile omogene au ~i forma urmatoare

dy - f (.!!-J.
dx . x

l\Ii eeuatda (1) Be transforma in

w~ + z =j(z)
dx

de aeelasl grad nit,

(1)

(2)

i

\
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sau

f(z)-z z
(2')

(3)

f

I
~,,,

care eate 0 ecuette en variabile aeperate, Presupunem pe f ( ~ ) continua

~i f ( ~ ) - : :::F 0 fntr-un domeniu D. Integrind in (2') cbtdnem integrala

generals a ecuatiei (2)

In I x I + G = (._d'_ = <I> (z),J {(z)-z

deci integrala generala a ecuatdei (1) eate

InIXl+C~<I>(~)

(Lb s e r v a t i i

1) Daca Zo este 0 radacina a, ecuatdei j(z)-z = O,atunci z = zo(con
stant) este de asemenea 0 solutde a eeuatiei (2) cum se verifica, imediat,
deoarece~ = O. Besulta de aict cli. dreapta 11 = zox eete solutio a ecua-

d. .

tiei (1), enume 0 8olu1ie singulard.
2) Daca in (3) inlocnim pe C ell -In 0, atunci integrala generala (3)

se aerie

x~c:m~C'l'(=)'

Reciproc, 0 familie de curbe to = (}If' ( : ) verlflca 0 ecuatde omo

gena. Intr-adevar, avem de aeemenee

l~C't"(:)(~ - ~)

t}i daea eliminam pe 0 obtdnem

x(JL_-"-)~ ,,(:)..' ()'}"' :
adica
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Extrrrple

t) Sa se gaseasea integrala ecuattet

3xyy' = Xi + y~

caretrece prin punetul (1,1). Ecuatia data este omegena : tacem schimbarea de tunctre
y = Z~ g' = xz' + z; ecuaue se teanstorma In

3z(%z'+z)=I+z2

unde se separa variabilele

3= dz dJ:

1- 2: 2 x

Integrala generalli. este datil. de

-~ln 11-2=21=ln j et r «
4

san, reventnc Ia variabilele inltiale

-~lnI1-2JC.1=lnIxl+C
.1 x2

pentru (1,1), C = 0, dec! lntegrala parttculara cautata este

3 In IXi - 2y2\ - 2 In Ix [ = O.

2) Sa se arate cil ecuatra g" y' = f ( Y"x+
1)

se poatc integra prin cuadraturt, Facem

sehimbarea de runctre y"""1 = ZX, dec[ (n + 1) s" s' = :'x + z ~i ecuatfa se transforrml In

z'x -+- z = (n + l)[(z)

cafe este 0 ecuatte ell vatlabtle separate.

5. Ecuatii reduetibilc la ecuatii omogene

Sa consideram 0 ecuatie de forma

~-fr~~),
dX, a'x + b'y + e'

(1)

unde a, b, e, a', b', c' sint conatante.
a) Sa presupunem cit c,c' = 0, (c2 + C'2 = 0) j in aest cas eouatia (1)

ee scrle

dy I( ax+by )
dx ax+by

care este 0 ecuatie omogena. Ou eubstdtutda y = zx se separa varlabtlele.
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Exemplu

dg g-2x
Sii se mtegrese ecuatta - = --- , 2y - x:± O.

dz 2g-x .
Facem schimbarea de Iunctie g = zx, y' = z'x + z, deci

,-2
z'x+z =---

2z - 1

nude 56 separil variabilele

san z'x =
-2:2 + 2: - 2

2: - 1

.""
In Ixl+...!....In 1:2-z+11=ln C.

2

Revenind la variabilelc initiale obflnem integrala generals.

y2_ xy+X2 = C

care repreziuta 0 familie de elipse cu centrnl in originea axelor.

b) Daca c2 + C'2 =F °l?i ab' - a'b:r=: 0, dreptele

(~): ax + by + c = 0, (D'}: a'x + b'y + c' = 0

Be intersecteaza in punctul (xm Yo)' Pactnd achimbarea de variabila l?i de
functie (0 tranalatde)

U=X-XOl v=y-Yo

avem, tnlocuind in (1),~ /./- __~_~~~

d' --it ",+', ).
,du - a'n + b'o

Ecuatia s-a redus lao tipul precedent (c2 + C'2 = 0), deci eu sohimbere de
functde v = zu se separa varlabilele.

Exemplu

Sa se Integreee ecuatta ~ = _ 2 (x - 2y + 1) 5x _ y _ 4*O. Dreptele
dx 5x-y-4

x _ 2g + 1 = 0, 5x _ Y - 4 = 0 se tntersecteaaa In puactul (1,1). Efectniim translatla

x = u + 1, Y = o + 1 *i ecuatla se transtorma In~ = _ 2u:- 4v . Pacem schimbarea
du 5u - v.

de Junette o = zn, o' = z'U + z; et S6 separa variabilele

,...
dz u+z= _ 2-4: san (5 z)dz
du 5-:: :2_:_2

.,
,
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dect

5-:

:=-:-2
In lUI+lnC=~--::-"----'---':-dZ=~21n 1:+11+ln 1:-21

y - 2x -I- 1 = C(y -I- x - 2)2.

ecua'[let date

daca. rcvenim la variabilele inltlale, U = x - 1; Z = Y - 1 • obtmem Integrala generals, II
x-I ,

,

I
I
I

I
"

(1)

dx, daca. bf (~) + a =F 0 .
kz -I-c''r(~)+a

,kz -I- c'

Avern

-'-leI:. - a) - f (--=-±-'-)
b dx kz+r/

Sli. gAsim integrala care trece pnn pnnctnl (1,2). Punlnd aceaeta concttte In integrala
generaJii evem 2 - 2 -I- 1 = C (2 -I- 1 - 2)2, deci C = 1; sotutta cantata este parabola
(g + % _ 2)1 = Y - 2;;; -I- 1.

o] 0 2 + e'2=1= 0, ab' -ba' = o. In acest cas, dreptele

(D), aw + by + c ~ 0, (D') , a'w + b'y + c' ~ 0

~-fl ax+bY-I- c 0)'
dx - k (ox.+ by) -I- c'· •

daca Iaeem achimberea de functde am;+ by = z, ~= -!...(~ - a) '
dx b dx

ecuatda ae tramlforma in

~i se aepaea variabilele

sint peralele. Din ab' - ba' = 0 rezulta s: = .£ = k, deei
a ,

'"'f( ,+ , ) + a
kz -I-e'

Revenind la variabilele inftdele, Integrele generala a ecnatdei (1) este

w + 0 ~ <I> (aw + by).
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Exemplu
SA se lntegreze ecuapa (e - 2g + 9)d:a: - (3x - 6g + 19)dy = O~ Dreptele :l: - 2g +

+ 9 = 0, 3x _ 6g + 19 = O. stnt paralele ; tacem scbimbarea de tllnctie e - 2g = s,
dy, 1 1 dz avem
dx =2-2d;;

(' 'dx)(=+9)-(3=+19) --- - =0
2 2 dx

sau 3z+19 dz=dx, cuz+l:::pO;
,+'

Integrala generala este data de

8 In Ix- 2g+ 11 + x-3y = C;

z + 1 = 0 ne ill solutta x - 2g + 1 = 0, cafe verifidi ecuetra data.
Aceesta solutte se obune din Integrate generala pentru C ....... - oc.

6. Eeuatii liniare de ordinul intii

Ir e f l n l t i e. 0 eeuatie de forma

."!L + P (x) y + Q(x) ~ 0,
dz

(1)

unde P ~i Q slut Iunetll continue pc un interval [a, b], se numeste eeuatle
diferentiaHi. Iiniarii de ordinal indio

Ecuapa.

."!L + P (x) y ~ 0
dx

Be numeete ecuatde liniara o'mogend (cuvtntul omogen are elci alt aena decit
eel dat anterior).

Teo rem a. Solutia generaHi a eeuatlcl Iinlare (1) este dati. de

y=e-SP("')d"[O_~Q(x)eSP{""d'" -l xE[a,b].

Demcnstratie, Besolvam mel intii ecuatia liniara, omogd

y' + p (x) y = 0, X E [a, b];

obaervam ea ee sepa.ra variabilele; evem

~ _ P (x) dx, In y = - \ P (x) ds + In a
Y •

sen
-SP("')<b:

Y = a e ,m E [a, b],

care este solut;ia gene:raill a ecuetdei liniare l}i omogene.
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- SPI~) d..
Func'(ija VI = e eate 0 sclutde paetioulera a.eenapiedomogene.

Pentrn a integraecua~~_l~) sa facem schlmbaeea de functde
// ") fly dut du
1/=Yl.'lJ:L -=-u+Yt-
.-_~O'-__ ~x dx dxj

in ecl1a-Pa. (1); avem

dYI u + VI~ + P Yt'U + Q = 0
dx dx

.0..

iDSa.

U[~:l + PYI]
---e

+Yl~ + Q = 0,
dx

dUt + FYI == 0 pe [a, b], deoareee YI eate 0 solutde a ecuatiei omogene,ox
Ne mai l"".;i,mine

Ytdu+Q=o,
dx

de unde obtmem imediat pe 'U, deoarece se separa variabilele

\

Q ~ S,,·,,· --,
u(w)=al~ -dX=Ol- Q(x)e de,'

•.' Yl

leci

X E [a, b],

'are reprezinta solutia. generala, a ecuatdei liniere. Observam ea ae obtdne
orin dona cuadraturi. Teorema este demonstrata.,

(Lb s e r v a t Li

1) Metoda Iolosita pentru integrarea ecuatied liniare neomogene ee
mmeste metoda variatdei constantelor. Intr-adevar, in integraJa generals,
• ecua(iiei omogene y = OYIl Oeste 0 constanta arbitrara, Prill aubstdtutda
, = UYl' am conaiderat pe a functle de $, a = U (x) si j-am determinat
ie U eatfel tnete y = UYl sa verilice ecuatia liniara.

2) Bohrtda generela a ecuatiei liniare neomogene se eerie

-SP("'Jd'" -SP["'Jd"'C Q ( ) (;.("'Id"'d
y=Ole -e j xe' .x

l eete egaJa cu integrela generela So ecuatdei omogene plus 0 solutde parti
nlarH; So eouatdei neomogene (care se obtdne din solutta generala daca
ram pe 01 = 0).

I
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3) Solu~:ia generala a ecuatdel omogene eete 0 functte de forma

y~ ~ ("') + a~ ("') , (0)

adica 0 familie de cnrbe care depinde liniar de eouetanta arbitrara. Reci
proc, oriee familie de cnrbe care depinde liniar de 0 conatanta arbitrara
verifi.ca 0 ecuatde liniam de ordinal intii.

Intr-ad,evllr, 11' = qt' (x) + a~' (x) I}i daca eliminam pe a intre
a.ceastii. rela~ie I}i relatia {e} obtanem

Y - (jl(x)

ljI(x)

g' - <p'(x)

~'(x)

deci

(1)

care eete 0 ecuatie liniarlt de ordinul intti.
4) Daca ennoaetem 0 solntie partdeulara Yl a ecuatdei linia.re

y' + P(",)y + Q(x) ~ 0,

solutda generale ee obtdne numai printr-o cuadratura. Intr-edevar, dac:\
facem aohimbarea de mnctie 11 = z + 1111 obtdnem

z' + 11; + Pz + PYI + Q = 0 ,

yi + Pl1~ + Q == 0, deci z' + l' (x) z = 0,

care determine pe z printr-o cuadratura

ln e ~ ~ - P(",j a", + ln 0,

_ \P("'ld'"

11=111+ C e ,

care este aolutde generals. a ecuatiei liniare.
5) Fie 11 = rp (x) + O'f (x) solutde generals a unei ecuatii llnlare §i

Yll 112' 'Us, trei solutdi particulare corespunzind Ia trei valorl Cll C2 , Os,
ale constantei arbitrare a

y, ~ ~(x) + O,~(x), y, ~ ~(x) + O,~(x), y;~ .(x) + O,~(x);

eliminind pe rp, 'f tntre ele, obtdnem relatde

Y3 - YD_ = ~B - C, = .A (constant);
91-Y' C1-C2

de adci rezulta ca daca se cunoac dona solutdi particulate 1111 112' sclutda
generala este data de

11 = 112 +.A (111 - 112) 1 (A = conetenta arbitrnra),

~ se obtdne fara nici 0 cuadretura.
6) Fie r

1
, r, dona curbe integrale date pe [a, b] '~i MIl M~, M lI1 M~

intersectdile lor C1l dona paralele 1& axe, Oy. Pntem conatml prin puncte
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orice altit-'curblt Integrala I', definita pe [a, b], deoerece punctele M, 111'
de Interaeepie ale curbei r eu ceie dona drepte verifieil relatia

relaFe care arata ea dreptele MtM;, M2M~ l'}i MM' eint concurente.
Lufnd punctul H' fix, obtdnem curba integrala ce trece prin ecest punet.

,

",r, .; 0' J

o· ~
iii

0"

r, O·
M,

O·

•
Fig. 115

In figure 115 am conatruit, prin procedeul de mal sus, curba Intc
graHi, I', x E [a, b), ce trece prln punctul (a, 0), solutdile f 1 l'}i f 2 Iiind
cunoscute pentru :DE [a, b].

Exemple

1) Sa se tntegrcxe ecuatfa

y'+2:r:y=e-:r', zen.

d,
Jntegram ecuatta cmogena y' + 2xy = 0; avem ~ = - 2x de, In y = - x' + In Cp

decl y = C e-"', unde C este 0 constants arhitrata. Pen tru Integrarea ecuauct necmcgeue
folosim metoda vartattet constantelor

y = C(x) e-z',

dy [dC ],~ = - - 2x C(:r:) e-" ; Inlocuim In ecuaua data
dx dx

~ e-'" - 2xe-"'. C + 2xe-""C =
dx

"de =1, C(x)=x+C1;
dr

solu~ia generald cantata este g = (x + C1) e-oI' xER.

-",', ,
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2) Sa se tategreee eeuatia llnlarii.

xy' + y - rsinx = 0
pentru XE R - {O}; avem

Y'+~Y-X8inX=O.
x

. 1 C
Integriim ecuatta omogena fI' +-; g = O. In Iy I=-- in 1x I + In C sau y = -;; •. x =I=- 0 •

Pentru a integra ecuatia neomogena folosim metoda varla\iei constantetor ; avem
C(x) . dg C 1 de . .

y ~ ~.- ~I dX"" = - Xi" + X .(iX' InlocUlID In ecuatta data

".
C(x) = ~ es sln e de = - xli cos x + 2:!:sin x + 2cosx + e l ;

solutia generala este

y = ~ (2cosx + 2xsin x - ee cos x + Cl). een - (O}.
x

7. Eeuatii dilerentiale de ordinul inlii
reduetibile 13 eeuatii liniare

I
a) Eeuatla Bernoulli

Definitie. 0 eeuatle de forma

y' + P(w)y + Q(w)y' ~ 0, oc real #0, 1,

se numegte 0 eeuatle Bernoulli.
Teo rem a. 0 eeuaple Bernoulli

y' + P(w)y + Q(w)y' ~ 0, (1)

eu sehlmbarea de Iunetle yl-a. = z, se transferma lntr-e eeuatle Uniara.
Demcnstratie, DlIoca. tmparplm cu yao in (1) avem

L+ P(w)-'-+ Q(w) ~ 0.
rP y"-l

Facem schimberea de funcpie yl-<>; = z; avem (1 - 1X)W--1ll 1l' .... z';
ecuatia ee transforma. in

z· + (1- oc)P(w)z + (1- .)Q(w) ~ °
care este 0 ecuatde J.i.n.ia,ri,. Teorema este demonstratA.

Ill'. - o. 1d;l

(2)



33. Ecu:alii difet'enli4le de ordinuI intii

Solu~:ia generala a ecuetdel (2) este

z = e- U-cxllPl""d_[C _ (1 _ IX) ~ Q(x) ell-a.)~P(l'ld'"-l
,

solatia. generala a ecuatiei (1) este data de y = Z1- 1•

Ezemplll
SA se tategreee ecuatia

Y"XiY'-Yr'+lI~=O; z>o.

SA se determine ~{llutia partleulard care treee prin punctul A (1, 2).
tmpl'irtim ell Vii eeuatla data

Y'_~Y+ :- y~=o.
x V:r3

Este 0 ecuatte de Up Bernoulli. Pacem SubStitlltia..!- = s , - L = z' ,i eeuatta se trans. .'formA. In enatia liniari.

-s-'"( \ 1 S-"· ) 1( r d,)z=e '" C+ V"ii e '" d:l: =--;; C+)y; ;

aolnlia generela a ecualiel In z este

1
.z=- C + 2 Vi) ••

deci solulia generals a ecuajjer date este y

Pentru a defermina solutta flulilularii {uutil. Inlocuim coordouatele punctulut
A(l, 2) In mtegrala generalli. ~i detemtnam asHel PI,' C

solutia particularA este y
2.

-3+4~'Z

b) Eenatia Ri.eati

D e fin i lie. 0 eenetle diferentiala de forma

y' + P(x)y' + Q(x)y + R(x) ~ 0

en P, Q, B funetii eentlaue pe un interval [a, b] se nnme~te 0 eeuatle
Bieeati.

In general, ecuatia Riccati nu poete fi Integrata prin enadretnri.



(1)

transforma fntr-e

Ecua1ii diferentiale de o-rdinul intU r€zolvat€ in report cu 11'

Avem insa nrmatoarea

Teo:r e mi. Daea se euneaste 0 solutie partleulara !h a eeuatlel
lui Rleeati

y' + P(x)y' + Q(x)y + R(.T) ~ 0,

prin sehimbarea de funetfe V:' YI +..!.- eeuatia sc. ,
eeuatle Ilniara,

Bemcnstratie, Avem Y = Yl +.2.-, y' = y; .: s: ~i ecueua se trans-
z :2

forma in

y; - ~ + P(YI + ~(+ Q (YI +~) + R = 0

BaU

(y; + Py; + Qy, + R) - -'- [z' - (2y, P + Q) z - P) ~ 0

"
~i pentru ca YI este 0 aolutde a ecuatiei (1) ne mad ramtne

z' - (2y, P + Q) z - P ~ 0

care este 0 ecuette Iiniera in z, Teorema eate demonatrata.

g x e m p t u

Sa se mtegreee ecuatta a:y. + y2 - 4y + 3 = 0 sfiind ca are sclutta YI = 1. Este 0
ecuatle Riceati. Facem subsutuua

, .'y = 1 + z' s' = - 7
~i ecuatia se transtorma tn

-~a:+(1+~r-4(1++)+3=0
".

dz 2 1-+-:-_=0
dx a: x

ell sofutta generaja

== e-H~(c + ~~ eH~ dX) = ~ (c + ~).

Solulia general.. a ecuauet dale este deci,,,,
!1=1+~---, xeR.

2C + x2

Sa gastm scluua care trcce prin punetul (I, 2); avem

(1)

22=1+---,
2C + 1

2,'
1I01utia ciiutala este y = 1 + --, x E R.

1+:&:2

,
C=-;

2



34. Ecuatii rtiferenpale de ordinul intU

e ~ ~ (x) + a~ (x),

y

ObserV3fii
1) Integrela generala a. unei ecuesti Riccati eate funcpte omogrefica

de eonstanta arbitrera. Inte-sdevnr, z fiind solatia unci eeuetdi Iiniere
este de forma

deci

--;-c-:~-;-;-:- - Yl'P(x) + CYI ~(:J:)Y = Yl +
9(X)+C<jI(x) 9(X)+C9(X)

de unde rezulta ca y este de forma

't'l(;r)+C ih (x j

'P(;I;) + G'~(x)

Beeiproc, 0 familie de curbe care depinde omografic de 0 eonatenta
arbitrara verificit 0 ecueue de tip Riccati.

2) Daca Yll Y2' Yal Y.. sint patru aolutii partdeulare coreapunzind Ia
patrn valori Cu ell' CSI C", ale constantei arbitrere, avem

.J!.t-Yt: lIJ-YI = C,l-C1: C3-~ =A.(constant)
Y,j-YI !l3-L'~ C,l-C2 ~-CI

pentru ca raportnl anarmonte se pllstreaza prlntr-o tracsjormare omo
grafici1.

3) Daca se CUl108C trei solutJi perticulare Yll Yil Ys ale unci ecuatii
Biccetd, din relatia serisa. Ia.observatda precedents. results. imediat sotutta
generalll

g-y. : Ya-Yl = C
y-g, !fa-Y,

care~Be obpine astfel fiira nici 0 cuadratura.
Exemplu
Ecuatte diferentiaHi

(1 + xl)y' _ ya ~ xly _ 2x = 0, 1 + x3=;l=O

are sulutiile y. = r, Y. = x-I, gJ = - ..!.. • deci sotutja generals, este data de
x

y_xll : x 3 + 1 =CS8uy=C(1-xll)+x·.

y-x+l r-x+l l-C(x+l)

8. Ecuapi algebriee in y'

Fie eCU8r~ia d.iferen~iaH1

A,(iD, y)(y')' +A,(x, y)(y.)'-' + ... + A._diD, y) y. +A. (x, y) ~ 0 (1)

care provine din anularea unui polinom in y' eu coeficientii Ai: (31, y)
fnnctli continue de x, y tntr-un domeniu DcR?.ij:i eu Ao(x,y)+Oin D.
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(2)

CoI18idera.ta ea 0 eeua.~ie in 1/', ecuatla dat~ are n ~adil.cini It (x, 1/), k =
= 1, 2, ... ,n, funC~ll de x, 1/ in D. Piecare riiilitctnd reaM ne d.a. 0
eeuatie de forma

y'~f(x,y)

P orice aolufde a ecuatiei (2) este solutdea ecuatdei (1).
Ezemplu

Bcuetla yy~ - (1 + 2 xy) y' + 2x = O. rezolvatii In raport ell y' ne da unnatcarere

dona eella~ii: Y' ... ..!.lji y' = 2x, ell solll~iile y' = 2% + C ~i g = x~ + C. Fiecare din aceate•ioiutli verilicli ecuetta datiL

§ 3. ECUA'jTI DIFEREN'l'lALE DE ORDINUL INTlI
NEREZOLVATE IN RAPORT CU y',

INTEGRABILE PRlli METODE ELEMENTAEE

1. Ecuatia 11 = I (y')

sa. coneideram ecuaua diferen~iala de ordinal tntii y = I (y'), unde
f este 0 funetle en derivata continua intr-un interval [a, b].

Teo :r e m a. "Solutia g~!~r~la a eeuatiei

y ~f(y')

esie dat.i. de

I
Y ~ f (P )

x ~ )-;-r(P)dP + a.

Demenstratie. Sa punem y' = P lJi sa Iuam pe P variabila indepen
denta, Avem

y ~f(p), dy ~r(P)dp,

deci

dy =p, de =...!..dy ="'!"f'(p)dp,
dx p p

de unde obtdnem pe x prfntr-o cuadretura

x~\~f'(p)dP+a.



3<' Ecuatii dijerentiate de ordinul intii

pentru p > 0 avem

Solufia. generaHi eete data de familia de curbe [I') de ecua~ii pam
metrice

(f) {x ~~+f'(P)dP + C

y ~f(p)·

Solntia generala este definita pe orice interval [«, ~] C [6, b] pe

cere integra.Ja. ~~r (p) dp are sena.

Eztmplu

SA se lntegrese ecuatta y = y'2 + In r. u' > O.

. d" 1 1 I 1 )Punem s:= p, dcct ~ = p, dx = _ dy = - _ 2p + _ dp;
dx p pl. P

X=~(2+ :1)dP=2P-~+C.

Integrate, generala a ecuatlet date este

tJ x=2p--+C

1Y=P'+I:P, p>O.

2. Eeuatia F (V, V') = 0

Integra-rea ecuetdei F ts, V') = 0 ee reduce la 0 euadratura daca.
cuneeetem 0 reprezentare perametrica a curbei F (u, v) = 0, enume
u = <p(t), 17 = 0/ (t), t'2: [a, b]. Inte-sdevar, putem aerie, dacii 1F,9 stnt
continue, iar <p are derivate continua Pe [a, b],

Y = ljl (t), y' = Y(t), dn = -'-liI' (tl dt
9 (I)

1X=(~dt+C.
, ljI(1)

Integrala generela [eate data de familia de curbe (q de ecualii
pammetrice

Bohrtie generals. eate definite pe orice interval Iv, ~] C [a, b] pe
care integrele ( 9' (I) _dt are sene.

) ljI(l)
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tc x e m p t u:

Ecllatia. y2 + y'~ = 1 ee poate integra daca puuem y = sin t; y' = cos /, lEE; R. Averil

dx=_l~,,"~_l_costdl=dl, x=/+C.
cost cos t

Integrala generara a ecuattel date este

~x=t+C. y=sint. /ER,

3. Elmftlift x ~ f (y')

sa eonsideram eouatia diferen~ia1a de ordinul intii x = f (y'), unde
f este 0 Iunctde en derivata continua. tntr-un interval [a, b],

Teo rem a. S31ulia generaHi a eeuatlel

x ~f(y')

este data de

I
x ~f(p)

!1~~Pf'(P)dP+C, pe[a,b].

Demenstratie. Sa punem y' = P ~i sa, Iuam pe p variabila Indepen
denta. Avem

deci
x ~f(p), dn ~f'(p)dp,

dy = p, dy = pdx = Pi' (p)dp,
d.

de unde obtdnem pe y prlntr-o cuadtatura

y ~ ~Pf'(P)dP + C.

Integrala generals, eate" data de familia de curbe [I'} de ecuatii
perametriee

(rj J x ~f(p)

\ y ~pf'(p)dp + C, P E [a, b] ,

Bxemptll

SA se Integreze ecuatta x = s: + es', Punem y' = p,

~=p, dg.=pdx=p(l+e1»dp,
d.

y = ~(p + peP) dp ="i-pa +(p-l)el' + C.



... Eeuatii dilerentwle de ordinul intii

SoIntla geueraIA a ecua\1e1 date este

,
;J:-P+e". g=2"pS+(p-l)ep+C, pER.

Integrarea. ecua.~iei F(x, y') = 0 Be reduce la 0 cuadraturit daca
ennoastem 0 repreeentere parametrica a curbei F (u, v) = 0, annme
u = <p (t), 11 = 4' (t), t E [a, b]. Intr-adevar, daca IJ1 este continua e:i <p
derivabila oontinuu pe [(I, b], evem

e ~ ~ (I), ."'c ~ $ (I), dy ~ $ (I) ~'(t) dl ,
d%

deci

r;;.~ ~ $ (I) ~'(I) dl + O.

Integrala. general3. este data. de familia de eurbe (f) de ecuatii
perametzice

\

~ = ~ (I)

(r) Y ~~$(t)~'(I)dl+O, IE[a,b].

B;J:empllf

SA se lntegreze ecuatra ;1:3 + y'l _ 3xy' = O. Punem s: = xl; obtlnem

,i
31

%~--,

1 + i l . '"y~--

1 +13

deet

dy= ~dx=~.3(1+ta)-9IBdt= 9(1_2[3)13 dt,
i+t' 1+18 (1+!3)1 (1+13)3

9' t11=-----+'--+C.
2 (t S + 1)3 1 + fS

Solu1la genera1i II ecuattet date este

,.
%~--,

1+"
u-_.!._-'--+-'-+c, t*.,....I.

2 (11+1)1 l+t3
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5. Eeuatii Lagrange

345

D e fin i tie. Se numeste eeuatie Lagrange, 0 eeuatle de forma

A (y') x + B (y') Y + 0 (y') ~ 0,

en .A, B, a funepil continue en derivate de ordinul intii eontinue pe un
Interval [a, b].

Be observa clt ecuatia. lui Lagrange este linia.ra in x lili y, en coefi
cientdi funetdi de y'. !mpartind eu B (y') ~ 0, ecnatda lui Lagrange are
~i urmatoarea forma:

y ~ ~ (y') e + ~ (y').: (1)

Integraeee ecuatiei lui La.gra.nge Be reduce ]81 integrarea unci ecuath
liniare in rnodul urmator. In (I)- fnloeuim pe y' en p

y~e",+~(p),
apoi derivam in raport en x lili linem seama cli, p caw functie de w

r =~~ 0= <p' (p) ro :: + If' (p) + If' (p) :: j

in aceasta ecuatie fnloculm pe~ ell P liliobaervam cit este 0 ecuatde liniara

""in x, P fiind considerat acum variabila Independenta. Avem, tnte-edevar,

dp, [~'(p)x+ V(p)]+ ~(p)-p ~O
dx

f}i pentm If! (p) - p =1= 0 resulta ecuatia liniara

dX+~X+~=o;
dp <p(p)-p lp(p)-p

prin integrare obtinem pe x.

x = e-S"'~;J(~lpd"[o _\~ e S"'~~II~lpdPdp],
~ ql{p)-p

care, fmpreuna ou
y~x.(p)+~(p), pe[a,b],

determinii. Integrale generala" sub forma paremetrlea., a ecuatdel La
grange (1).

Ne mad ramtne sa conaidcram casul q:>(p)-p = O. Daca p = P/o este
o solutte a eeuatdel q>(p) -p = 0, putem avea dow situa~ii:

aJ lim lxl = + 00
P-H'/o



34. Ecuatii diferentiale de ordinul intii

(f,) Ix ~ X,(p) + X,(p) ~ X(p)
Y ~ Y, (p) + Y, (p) ~ Y (p),

y ~ ~ (p,) x + '" (p,)
este 0 directde asimptotdca a. curbelor integrale reprezentete de integrala
generallf;

b)

cind dreapta

lim x = Xo (finit)
P .... P/i:

cind dreapta y = lp (Pt) x + Y(Pk) reprezinta 0 solutie singulera a ecua
tiei Lagrange.

o b s er v a t i e.
Integrala generela a. unei ecuetdi Lagrange, dupa cum rezulta din

cele de mai sus, eate de forma.
x ~ X, (p) + OX, (p),

y ~ Y, (p) + OY, (p).

Sa conaideram doua integrale particulere, anume cele obtdnnte
pentru 0=0 f;li 0=1

(f,) I x ~ X,(p),
\ y = Y,(p)

unde parametrul peste coeficientul unghiular~ 311 tengentei.
d.

Putem da 0 generare geometrica eimpla a.ourbelor integrale pornind
de la eurbele r o f;li fl' In dona puncte Mo(XOI Yo), M1 (Xi., Yl) situate pe
cere dona curbe f 0 1 f 1 1 f;li care corespund la aeelasi paremetru p, tan
gentele la eurbe sint perelele, iar coordonatele unui punct M (e, y) de pe
o curbi\ integrala r smt date de

FIJ. 11i

x~X"(p)+

+O(X(p)-X,(p)),

y ~ Y. (p) +
+ O(Y(p) - Y,(p)),

aodica M tmparte eeg
mentul Mo Nt tntr-un ra
port conatent 0, prin ur
mere ourba r eate locul
geometric al punctelor M
care impart, fntr-un report
dat 0, segmentele care
unese punctele de pe r 0 ~i
r 1 in cere tangentele la
curbele r 0 si r t respectdv
sint paralele tntre ele.

In flgura 116 am
conatruit curbs, I' pentru
0= -2-.

2

O;O}

y

-1I=---------'------r



Ecuotii de ordinul intii. nerezolvate in Taport cu If

E7;empla

Sil. se tntegreee ecuatta Lagrange y = xy'~ + y'3.
Notam y' = p, decl y = Xpl + p3; dertvam In raport ell x,

p= 2xp~ + ,,2+ 3p~~
dr dx

,1 obttnem ecuatta nntars

d.r +~x+~=u, (p~-p*O)
dp p'-p p!_p

-5-'-" [ \ 21" 5--'-" ]x=e p--l C- --e p-l dp ,
p2_p

oau

j
.~_1 rC-~"'T"'](p - 1)2 _ 3

(l')
p2 2 ..

Y ~ ---- [c - - p2 + ptJ 1",
, (p - 1)2 3

'"

care reprezinta solutia generala. Pentru p2 - P = 0 avem douli sttuatn : a) p = Q. , = 0;
1

dreapta y = 0 este 0 tntegrala singular...; It) pentru p -+ 1 ~i C =1::. -~. Ix 1_00, deci dreapta
"1 1

Y = x +1 este dtrcctta aslmptcttea a curhelor integrate care au C ± - 3· Dad C = - S'
cu:rba lntegrald se descompune In dreapta y = x + 1 ~i 0 centes.

6. Ecualia Clairaut '

D e fin i tie. So numeste eeuatle Clairaut 0 ecuatte de forma

y~ wy' + y(y'),

unde I.jJ este 0 Iuaetie eu derivata continua tntr-un Interval [a, b].

EcuaVia Clairaut eete 0 eouette Lagrange particulara, eenme oind
.(p) ~ p.

Pentm integrarea ei procedam la tel ca pentru eouatia Lagrange.
Inloeuim pe y' ell p:

y ~ xp + y(p),

spot derlvam in report en x ~i tdnem seamlt oa peste functle de x

p ~p + (ro+ y'(p))'!!'.
d.

(1)

BaU



... Eeua1ii dife1'en#4le de Mdlnul fndi

a) ~ = 0, deci p = 0,
dx

de nnde obtinem, .in1ocuind in (1),

y~Ox+~(O),

care reprezinta. 80lufia generaUi. a ecuatdei Cladreut. Bolutda generalit a
eooa~ei cierreut este formata. dintr-o familie de drepte ee se obtdne inlo
ouind in eeuetde diferen~iala pe y' en C.

b) x+ ~'(p)~O,

pe care dacA 0 inlocuim in (I) objinem Boluih...

x~-~'(p),

y ~ - p ~'(p) + ~ (p), P E [a, b],

¥ care represinta integrala aingulera,

Observatie
Bolutda generala a ecuatdei Oledraut este 0 familie de drepte ce depind

de un parametru C. Eliminind pe 0 intra eouatda

y ~ ax + ~ (a)

oi derivata in report ell {J

x + y' (0) = 0,

lau, ceea ce eate ecelasi lucru, lu1nd pc a parametm, obtdnem curba

x~ - "(0),

u > -0,,'(0) + ,,(a),

care eate integrala aingulaea, Prin urmare Inteqrala singulara eate infl1...
,witoarea familiei de eurbe reprczcntata de integrala generala.

Extmple

1) Fie ecuatfe Cllliraut
1

y=px+-.
p

Solu1la generala este data de familia de drcpte

1
y=Cx+_.

C

Integrala slnguIarA are ecuajllle parametrlce

(.)

1:c=+_,
p'

2
y=-;

p



Ecuatii de OTdinul intii neTezolvate in T4port cu II'

eIiminind pe p, ebtlnem parabola
y~=4x,

care este tnfii~urli.toarea dreptelor reprezentate de selutla generals. (fig. 117).
Rezolvtnd tn raport cu C eeuatta (a:) obtinem

CZx-Cy+1=O.

gofutllle Ct , C
1

stat reate daci yl - 4x > 0, deci dreptele repreeentate
generala, nu interseeteaea parabola, care este 0 curbii convesa.

de lutegrata

Fig. 117 Fig. 118

2) Sa se gaseesca cnrba avlnd prcprietatea : axele de coordonate detcrmin1i. pe tangentA
un segment de lungime constanta a.

Eeuatta taugentel Ia eurblf .II = f(x), tn punetul (x, .II), este
Y - .II = y'(X - x)

,I tale exete de coordonate In punetele (x-7' 0). (0, .II - xu')· Prop rietatea geometricli.

enuntata conduce la ecuatta dife:ren1iala

(x-~r +(y-xY'lg=n

a

,p'
a

(1 + pS)~

'y'
y=xy'± V1+y"

care eate 0 eeuatle Clairaut, Integrate generala este familia de drepte
,c

.II = ex ±-,"==:-,
V1 + CZ

Integrala singnlar1i. are ecuatllle parametriee

Vl+pl- pS

.<= Of V1 + p= 0. = Of _-''---.-
1 + p2



... Ecua;ii difeTen~iale de ordinulfntU

Dad.. punem p=lSq:>. ob'[inem pent ru lnfa~ur.ltoare ecualiile x= =Facos3 <J> ,
, = ± II Idnl If. cafe repreernra 0 astroida (fig. 118).

7. Eeua\ia y ~ I (x, y')

Jlotim y' = p, deci

y ~f(x,p) (1)

(2)

,i derivam in raport en x, tinind seama ca peste fnnetie de x; obtfnem

p=~+.2!...dP,
ax. iJp dx

care eete 0 eeuetde rezolvata in raport en dP• Daca putem integra. pe

""(2) avem
p=tp(x, C),

care, introdusa in (1), ne conduce 181 solutia generela cautata

y ~f[x,. (x, a)].

Exemplu

Fie ecuatfa y = y-Z - y'x +f .PUDem y' = p, deci y = p2 - pE +Tx 2• derivAm

tll raport CD x ,t linem seema ca peste Iunetle de x:

dp dp
p=2p--x--p+x

dx dx

DO

(2P-r)(1~ ::)=0.
Avem doni posibilitii.li: 0) dp = I, s l' 0 + C = X. pe care ,dadi 0 inlroducem in

dx
ew.alla datA obtlnem sclu'[la generala

IJ = {z - C)2 ~ X (x - C) +..!- xl
2

DO

y = - eXT C2+2.:1;2. zeR.
2

b) z = 2p. care en y = p2 _ px + 1 xS De dii
2

x=2p, y=p2, pER,

care este w]nlill smgulara. Se observa eli este Infa~lIriitoorea Iamillel de parobole reprezentate
de Integrala generala.
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8. Eenatia x=!(y,'y')

Notaro y' = p, deci

~ ~f(y,p)

351

(1

Qi derivam in report eu y, conalderlnd pe X ~i P functie de y; evem

"':'-.£L+ af ~
p - 011 up dy , (2)

deoarece

~ =i:~=2..
dy dx p

Dsca putem integra pe (2), care este 0 eeuatie diferentiala in p
~i y, eaplieiteta in report en :;, obtdnem

p ~ ~ is, 0); (3)

dacit introducem pe (3) in (1), resulta solutda generala cantata,

x ~f[y, ~(y, OJ].

E x em p ill

Fie ecueua s" _ 4xl1 11' + 8 y2 = O. Inlocuind pe u' ell p, onttnem p3 - 4xy P +
+ 8!f = O. Avem

I=~+2Y
4y P

derivl'ina rn report ell y §i Inlocuim pe ~d-X- ell -.!..,
II P

2.=...:e.dP_L+~_ 2y.dp
p 4y dg 4y ll P p\l dg

nu

(pa _ 41/~)12Y~-p] = O.
l dy

(1)

Avem dcua eaaun de considerat : a) 2y ~~ - fJ = 0, unde se separa variabilele; dace
dy

fntegrsm,

t1 daclilnlocuim pe p asttet ohtlnut In ecuatta data, rezulU integrala generals

a e
C3y2 _ 4C x y?r + 8y2 = 0

nu
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b) ofy' - p' = 0; dad _ Inlocuim In (1), ohtfnem solupa

g=~X3
27

care reprerJnUi integrala singular1i.. Intr-adevar, integrala geuerata elite rcrmata dintr-o famltle
de conice, bJ.timp ee solutia singulari este 0 parabola eubicli. Prin eumtnerea lui p tutre ecua-

tiile (1) ,I 4y1 - pI = 0 mal obunem ,I " = ~ ;i x3 care nu este sotutte.

§ 4, INTEGRABEA GRAFICA A EOUATIILOR DIFEREN'fIALE
DE ORDINUL INTtI

1. Metoda liniei poligonale (Euler) .

Fie ecuatia diferen~iaJ.a

y' ~!(x,y) (1)
cu f (x, 1/) continua. in intervalul [a, 0:.] X [b, ~]. Ne propunem sa gaaim,
gratic, solupa eouatlei (I)' care trece prin punctul (a, b). Pentru aceeata
tmpartdm intervalul [a, «]inn aubintervele eu punctele sj-e Xo < Xt < ...
...< $,.-1 < X" = IX, (fig.119); dncem prin punctele de divtsiune XI; (de

>
8

/r--. ~,

/ "- Mn

b
.A'"

" ,'I I
0 a x, x, Xn-, a: ",

Fig. 119

pe .a.n Ox) parelele lao axa Oy, ei, fncepind din punctul (a, b), ducem linia.
po~gonala. Mo M I ••• M", unde segmentul .HI:MI.:+1 are coeficientul un
ghiular Y~ = f (xk , Yi). Linia poligonala M O .H1 ••• M .. are a~adar ecuatda

{

b + (x - a) !(a, b), a -< x -< x"
f(x) = Y1 + (x - 3:1)1(XI1 Y1l, Xl <. X <. X:1:1

Y"-l + (x - X,,-1)1(X._1, Y.-l)' X.._1<. x <. <X
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unde
Yo = b,
YI = b + (Xl - a)f(a, b) l

!I2 =-"--' YI +($2 - 4J1(9' YI)'
..............
Y" = Y,,-I + (Ii - X,,_I) f(X._ u Va_I) j

ordonatele YI; ae pot determine ~i prin citire pe grefic.
In punctul (a, b), dreaptaMoMI eate tengenta le curba Integrala

cautatit, care trece prin aceet punct. Pentru punctele urmatoere, deoarece
linia poligonela (care eproximeeza solutia cautata) ae departeaea de solu
tiaexacta., dreptele ]l.,Mk+lsint paealele ell tangentele 131 curba integrela.

Exemp.lu

Sa gastm eurba integralii a ecuatiel y' = 10 (x 2 + y2). XE [ - !.., ~] care rrccc pnc
, ,2 2

engine. Curba tntegrata oeste stmetrtea fati'. de origine; luiim Xo = 0; Xl = 0,05; x" = 0,1 ;
xa',= 0,2; XI = 0,3; Xi = 0,4 ~i x G = 0,5. Avem suocestv

(Mo) Xo=O; .Yo=O; y~=O,

(MI ) xt =0.05; Yl = 0; yi = 0,025,

(M,) x,'= 0,1; y~ = 0,05 X 0,025 = 0,00125; y; = 0,10,

(Ma) xa = 0,2; 1/1 = 0,00125 + 0,1 x 0,1 = 0,011; y; = 0,40 ,

(MI ) Xi. = 0,3; III = 0,011 + 0,1 X 0,4 = 0,051; y~ = 0,90,

(M,) .a:s = 0,4; H, = 0,051 + 0,1 X 0,9 = 0,141; y~ = 1,BO,

(M.) x. = 0,5; Y. = 0,141 + 0,1 X 1,80 = 0,321; !1~= 3,54.

Fig. 120.

LiDia pollgonaJa este trasath m t1gura 120. Punctelc M~' slnt simetrlcele punctelor M to

tfati de orlgineu. M o (0, 0).

~s _ c. 1493



Fig. 121

Ecuofji dil~enli4le de O1'dinul intii

Fie ecna.tJa diferentiaJii.
y' ~f(~.y)

.p. sa. presupunem ca putem construi ~or familia de curbe

f(~,y)~m, (1)

unde .m este un paremetru real. DBCa m = mo, obtdnem ° curbs,
f (z, y) = mg I ,?'ore are :propriet~tea. ell. pentru .orice punet M de
pe aceasta curba, curba mtegralii·, care trece prm punetul M, are

tangenta parale1ll. cu directia,
fixa y' = mg ; din acest motiv,
eurbele (1) se numesc ~ curbe
izocline.

Sa construim curbele izo
cline r o, r u r u ... , cores
punsetoere vaJorilor mOl 1n:t,.
mil, .'" (fig. 121). Pe axa Oy
slt Inam punctele Po, PI' PilI'"

~ aetfel incit OPo = mo, OPt =
r; = ""'I, OP II = mu .•. ~ sa

eonslderam punctul T (-1,0)
(fig. 121). Dreepta TP k are coe
ficientul unghiular ml:' deci
dreptele TPo , TP], TPII , •••

ne dau directlile mOl '"'-1, mlll ••••

Pentru a construi curba Integrala a eeuatiei y' = f (x, y) cere trece
prin pnnctul Kg (a, b), procedam in modul urmator : ducem din pnnctul
Yo 0 pa.raJela Ia, dreapte TPo., pina in punctul Mu sitnet la jumatatea,
benzii dintre r o I}i r]; din punctul M] dueem 0 peradela la dreapta TP]
ptna in punctul Mil situat la jumatatea] benzii dintre r 1 ~i r 2 ~.a.m.d.

Curbs integraJa cautata este [aproximata ~ de Iinia poligonala
MOM]MII '" •

Observam ca in punctuljde intersectie:Nf< (xk , gl:) aJ liniei poligonele
cu izoclina I'l:' dreepte M k M k+l [este tengenta la 0 curba integrala a ecua
~iei date, deoareee panta dreptei.... este mlo = f (xI:' 'Uk) = y'k •

Exemplu

SA se construtasea, fo}osindImetodal.izociinelor, solupa ecuajret y' = xli + u'..
~ E (- 2. + 2), care trece prinJ!.punctuI",(O, 0).

Curbele izocline 51nt eercurr. Luam

llIo~ 0,25, (Fe) xli + yl = 0.25,

ffll = l .(rJ:a:I+yi=l.

ffl l = 2 .:(I'.):a:a+1I1=2,
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ffl3 =.(

m. = 6

m~ = 9

m« = 16

,(f3 ) z!+1f=4,

, (f.) z~ + y! = 6 ,

,(r6) :c'+y~=9,

,(f.) xli + y" = 16.

, .,

-,

Fig. 122

In flgura ,122 cste trasata linia poligonalit care uproxtmeaza curba integralii care trece
pnn ongtne, Punctclc M~ sfnt aimetrlcele pcncteror A1k fap. de originc.

§ 5. TRAUJCTORII IZOGONALB ~I ORTOGONALB

1. Traieelorii izogonaJe

De fin i fie. Fie (I') ~ (I") dona familii de eurbe definite tmr-un
dementu D C R2 esttel ineit prin Ilecare punet al domenlulnl D treee cite
o eurba din fleeare familie ~i numal una. Se spunn ea familia de eurbe
(I") este izogonala familiei de eurbe (r) in D, daea in fteeaee punet al
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(x, y) E D.

dODleoiului D, eele dona eurbe ale Iamlliel, care tree prin punct, se taie
sub un unghi constant.

Fie (0::0 , Yo) C D ~i C, V' cele doua curbeale familiilor (f) ~i (P)
care tree prin punetul (xo, Yo)' Daca m ~i m' aint coeficientii unghiulari ai
tangentelor 131 eele doua curbe in punetul comun (xo, Yo), atune! conditia
ce faroilille de curbe (r) ~i (I") sa fie izogonale este ell, unghiul (} 311 tan
gentelor eelor doua curbe sa fie constant pentru orice (XOI yo)ED, fapt
care Be serie

tg (} = m' - 111 = constant.
1 + mm'

Exemp/ll

Dreptele
Y2

(D); y=--x+u,
2

(D'); Y = b

fonnea.z:'i dona familii de drcpte teogonate, Fiecare dreapta dintr-o familie tale toate celelalte
drepte din eealalta remtue sub un unght de 45".

Problema care ee pune in general este urmatoareo : FUnd dala 0

familie de eurbe (r) in D, sa gasim familia de eurbe (I") izogonala
familiei (f), adica familia de eurbe care interseeteaza familia (f) sub
un unghi constant. Raspunsul eate dat de urmatoarea

Teo re m.a. Fie (f) 0 famille de eurba dellnltn de eeuatta dire
rentialii.

!(x, y, y') =0, (x)Y)ED.

Familia de curbe (I") care interseeteaza familia (f) dupa un ungbi
constant 0, eu tg e = k, (constant), este definlta de eeuapla diferentlala

y' k 1fl" y --~- =0
, , 1 + ky', '

Demoustratle, Daca !(x, y, y'l = 0, (x, y) ED, este ecuatia dife
nm~ia1a a. fa.miliei I', 0 curba C a temiliei are in punctul (x, y) tengente
de coefieient unghiular y' definitde ecaatda diferentiaHt /«(1;1 '!hY') = O.
Curba a', Isogonala femiliei (I'), care trece prin punctul (x, y), are ten
genta in aeest punct eu penta y~ da.t1i de

de unde deducem

y;-y'=k+y'y~k, sau y' =~.
l + k!l~

prin urmare ecuatda diferentiaHi, a curbelor 0' tsogonela familiei (I') Be

cbtinedin ecuetda dilerent;iaHi.a familiei (fl, inlocuind pe y' cuY~-k • san

(

y' _ k ) '.. 1+'"
fx,y,---.-=.~, (X,yjEJ).,

; 1 + k y'
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Teorema. este demonstreta,

Observape

Deca familia (f) ne este data prin ecuatia F (x, y, 0) = 0, deter~

mindm mai ~ntfi ecuatia diferfm4iala a familiei Vi d 'II, p a ace ea senem
eC1Mlia di!er&ntiaUi a euebetor izogonale.

Excmplu

care tree prin ortglne

't
I

y=rsin{l,x=rcose.
eect

dx = dr eose - r sine de,

dg =dr sine + T cos!! de

~i ecuatla se transrorma In

r' sin!! + r cose r sine -I- kr cos{l
-----

r' cos!! - r sine r cose - kr sin!!

y'-k ,g+kx
g = '----;c. san g = --~~-

l+ky' x-kg

ta:re este 0 ccuatte emogena. 0 Integram tre
clnd In coordonate pcrare

Sa gasim traiectoriile teogonale ale familici de drepte 11 = Gx.
Beuatta diferen~ialii. a dreptelor 11 = ce este
f=JJ' x, deci ecuatta dilerentiaUi atraiectorillor
teogonate este

'"0

kr'=r, ~=2.de.
, k

Fig. 123

Selutta generata este

Inr=2. e + 1n G
k

,"0

•
r = Gel:

care repreemts (fig. 123) 0 familie de sptrale logaritmice.

2. Traieetorii ortogonale

Dei i nit i e. Fie (I') ~i (I") dona Iamtlii de eurbe Izoqenale
Da(~a unghiul 6 sub eare se tale doua eurbe oareeare ale eelor dona

lamilii este egal en -i-' familiile <r) ~i {I"] se numese ortogonale.
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Fig. 124

E:r:.emplu

CeJ'curile ccncentrtce x'l + y2 = £12 ~i multfmea dreptelor cc tree prin origine, g = br,
{a, b, parametri), rormeaza doua familii de curhe ortogonale (fig. 124)~

Determinarea familiei (I") de curbe 'ortogonale unei farnilii de curbe
date (f) este data de urmatoerea .

Teo rem a. Fie (f) 0 Iamllie de
eurbe definita de eeuatla dife-rential"

!(x,y,y') =0, (x,y) ED.

Familia de eurbe [I"] care intersee
teaza familia (f) dupa un unghi e = te

2
este definita de eeuatla dUerentiala

f (x, t/, - ~1= 0, (x, y) E 1J.
y }

Demenstratte, Avem

y~~y' = k
1 + y'y{

daM 6:::/=::"', deci Ikl4=-+lXl. Cind e---+"::', Ik!---++oo, decil+y'y~---j.O
2 2

seu y' --'> - ~. 'I'eorema este demonstrate,
Y,

Observa~ii'

1) Ecua~ia diferentiala a traiectoriilor ortogonale a unei familii de
cnrbe (I') care depinde de un perametrn, se obtdne din ecuatia diferent.iela
a familiei (f), tnloculnd pe y' ell _....!.... .

y'
In particular, daca ecuatda familiei este de forma

y' =f(x, y),

ecuapia dlferentiala a tradectonilor ortogonale este data, de

-~~f(x,y),
y'

2) Daca ecuatia diferentdala a, familiei de curbe (I') este data in
coordonate polare

F(e, r, :) =0,

ecuatda difereutialii, a traiectoriilor ortogonale (I") este data de

F( 6, 1', - 1'2 :~ J = O. (I)
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Dupa cum se ~tie, avem tg e = z., unde a este unghiul pe care n
r

face raza vectoare en tangenta la curba, dect conditia de ortogonalitate
ae eerie

1 +~.~=o,
r r

de unde resulte ecuatia (1).

san r' = -

E~emp(e

1) Sii se gsseascs. traicctoriile ortogonale ale familiei de hipcrbolc echttatere ae - Jf = C.

Ecuatia dlferenttala a tamtltet. estc x - gg' = 0. necs inloeuim pe g' eu _....!...

"obtinem ecuatla diferentiala a trarectormcr ortogonalc, anurne ;r -+ ..J!..... = 0 sau

"d.'f +~=o, ;r*O, y*,O,
.1: .II

care eete 0 eenatle ell varlabile separate. Integrala generata este In I x I -:-- In I y I= C sao xy = C,
care este tot 0 ramille de hlperbole echilatere, avtnd tnsa asimptote axele de coordonate.

2) S.:i se g.:iseascii tralectorlile ortogonale ale familiei de lemniscate r! = ee ccs 26.
Eeuatta diferentlal1i a lemniscatelor este

d~ (CO:26) = 0

"'u
sin 26

1"+1' __ =0.
cos 26

Eeuetta diferentialil. a traiectoriilor ortogonale se obtine din (1), tnloeuind pe ,.'

ell -~. adici
r:

_~+rSin26 =0,
1" cos 26

nu

"'_reos26 =0,
sin 26

unde se separa variabilele

~=~!!.d6.
r sin 26

Scjuua generate este data de

Inr - -.!:..Insin 26 = In C
2
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r l = c: sin 26, (2)

adie4 tot 0 fsmilie de lemniscate, decarece putem scrie pe (2) asUel:

r = C~ cos 2't'.

§ 6. TEOIlEMA DE EXISTEN'rA PENTIIU ECUA'rII
DIFEIIEN'rIALE DE ORDINUL INTI!. METODA

APROXlMA'rIILOIl SUCCESlVE

1. Teorema de existen~a

"Enumerarea tipurilor de ecuatdi diferentdale. de ordinul intii facuta.
mei sus, ecuetdi carore, Ii se pot obtdne integrala generala printr-un numar
finit de euadraturi, arata ca. numai pentruun uumar [carte restr~ns de
eeuetdi acest !apt este posibil. In general 0 eeuatde y' = f (x, y), Iuata le
fntrmplare, nu intra in nici unul din cazurile prezentate. Be impune asadar
sa dam 0 metoda mai generala, care sa permita determinarea unei aolutii
Y = 1Jl (x) a ecuatdei

dy =f(x, y), (x, Y)ED,
dx

(1)

care fmpreuna ell derivate ei tp'(x) sa verifies ecuatia. (1). Astfel puaa,
problema nu este destul de precisa ~i pentru a 0 precise se cere sa impunem
condi'{iii atit functdei f(x,Y) care eete data, cit §i solutdei cp (x) pe care 0
ciut~m.

Intr-o anumita problema practdca, care conduce la 0 anumita ecuatde
di:feren~ia1a, de cele mai multe ori nu ne Intereeeaza decrt 0 anumita eolutie,
solutde care represinte Ienomenul .reapectiv.

In teorema ee urmeasa vom stabili eonditdile in care aceaate solutio
unica exista ~i vom da ~i un mijloc de eonstructde efectiva a ei.

'Le o r e m a. Fie

y' ~ f(m,y) (1)

[) eeuatle diferentiala de ordinul intii care fudepliueste urmatoarele conditii :
ex) Fie Po(xmYo) un punct din plan. Funetia f{x,Y) este continua in

intervalul inchis D detlnit de

I x - xol-.<a, IY - Yol 4b.
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,j)} Funetfa f(x~ y), pentru oelee (x, !It) E D, (x, Y2)E D, satisfaee
neegalltatea

l!(aj, Yl) - f(x, Y2) I<AI Y2 ..:..- Yl t, A> 0,
JUlmiti eendltfa lui _Lipschitz.

-ln aeeste sltnatii existii: (I funetie IF (x) derh'ahiJa Pe lntervalul
I «J - iVol < h, (11-< a), sulntie a eeuatlei (1)

1" (x ) =f[x, 1'(x)], XE [x o - h, mo + h]

~i eare dndepllneste eenditia 1'(xo) = Yo'

Demenstratie, a) Functda f (xi y) cste continua pe intervalul tnchis
D, deci este marginita pe D. Fie M > 0 aatdel incit sa avem

I/(x, y) I':::;: M, (x, y) ED.

YOm lua

h = min {a,~}.

Dupe cum am mai apus, conditia ca, pentru x = xo, functda l' (x)
sa ia valoarea Yo, se numeete condi1ie ini1iaUt !;Iieate echivalenta cu faptul
geometric: grafieul aolutiei y = ip (x), I x - xol':::;: h, trece prin punotul
(teo, Yo)'

b) Pentru determinarea aolutdei y = l' (x) vom folosi metoda apro
:Dimatiilor eueceeioe. Metoda consta in a eonatrui din aproape in aproape
un lP-r de fnuctdl

Yo, 'Jh (e), ... , y" (x), .•.

fir care converge in mod uniform pe Ix - Xo1<: h catre 0 Junette l' (x),
runetje care fndeplineste conditdile din enuntnl teoremei. Primul tcrmen
al sirului Il lnam numarul Yo ~i se numeate aproximatda de ordinul z~ro.
Al doilea termen al sirului de functdi, numit f;li aproximatia de ordinul
rntfi, il definim prin formula

s, (x) = Yo + ,"' I(x, Yo)de, XE [xo - i; Xo + h] j

"'-"'.
aproximatda de ordinul doi Y2 (x) prin

Y2(X)=YO+\'" f(x, Yl)dx, xE[xo-h, xo+h],

"
I}i, in general, aproximatda de ordinul n, prin

Y,,(m) = Yo +('" f(x, YIl-l) dx, XE (xo - h, Xo + h] j

]"
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obttnem in modul aeesta sirul de aproximatii Y,,1I1 (x),· •. 0' 11.. (,x), ...
care au urmatoarele proprietati :

I. Funcpiile 11.. (x) pentru orice n = 1, 2, ... indeplinesc eonditda
initialit 11.. (lVo) = 11" deoarece pentru x = Wo integrale1e sint nule.

II. TOfi termenii eirului slnt functii continue pe segmental
[xo - h, illo+ h]. Intr-adevar, f este continua pe D, deci toate integralele
ee intervin stnt functdi continue pentru WE [xo - h, Xo + hl.

III. Pentru XE [xo- h, $0+ h], y~(x) E [Yo- b, Yo + b], n= 1, 2,_ ...
vom demonstra prln recurenta. Avem I!(x, Yo)! -< M, deci

IY, -Yol ~ [I:/(X, Yo) dxl <II:,I/(X, Yo)1 dxl « M 1x- xol <Mh< b,

deoarece h = [min a, ~].

Sa preaupunem ell fli aproximatie de ordinul n - 1 indeplineste
aceaeta conditde, deci Y,,~l (ill) E [Yo - b, Yo + b]; de aici resulta ca
11 (x, 11.._1)I« M; putem serie

IY.(x) - Yol ~ II:/(X, y,,_,)dW! < MI x - wol < Mh<b,

prin urmare pentru WE [1110 - h, Wo + h] toate aprcximatdile apartin
intervalnlui [Yo - b, Yo + b].

c) vom ariita acum ca.~ de functil

Y01 Yl (x), .• 0' Y.. (x), .••

converge uniform pe segmentul [:Vo - h, $0 + h] caMe 0 Iunctde continua
tp(x), cind n-+oo. Convergenta aceatui ~ir este echivalenta eu convergente
aeriei de functii

Yo+ (Y, - Yo)+ (y, - y,) + ... + (Y. - y,,_,) + .... (2)

deoarece, dupa cum ae vede imediat, sirul aumelor partiale ale seriei (2)
eate 'lirul (y..),

Yo+ (y, -Yo) + ... +(Y. -y.-,) ~Y.·

Pentru a aruta e3,seria (2) converge uniform pe aegmentul coneiderat
eete suficient sa aratam cii. eareste majorata de 0 aerie numerica en termenii
pozitivi, convergenta. Sa arat:'im ca avem pentru WE [:Vo - h, :vo + A],

ly,,(x)_y,,_dx)I.:>;;:M.A,,-l.lx-xul", n=l, 2,... (3)
nl

Vom demonstra neegalitatea (3) prin recurenta. Avem

IYt(x) - Yol = 1~:f(X, Yo)dX!-< M I x - xol,
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(4)

deci pentru 11- = 1 neegalitatea (3) este verificata. Presupunem ea este
adeva,mta pentru n - 1,

11/, (X) _ Y (X) I ~ MA"-2. I x - .1:0 i"-==-,
1.,,_1 »-2"'" (n-i)l

~i Sa aratam cd este adevarata ~i pentru 11 j avem

IY. - Y,,-d ~ II' [fix, y,-,) - fix, 1/",,)] dxl
l' "

§i da,cA folosim conditda lui Lipschitz (~) ~i pe (4) obtinem

II'IY..-Y..-li <AI.x.
sau

IY._, -y",,! dx Ic A II:. M 'AH
I x - xol"

(n - 1)!

, ,
dx l

I

11j-y ·-S:::M.A"'-l[IX Ix-xO~dX[= ...l[An-lIX-XU: .
. " ,,-11 """ ... (n _ t) I n I

Neegalitatea (3) este detrionatrata. Deoarece ix - xol < h avem
de aeemenea I

IYn(X)-Y"_l(X)I<MA"-l~= j\J. (Ah)"
nl A n!

pentru orice xe [xu - h, Xo -l- h], de unde resulta ca aerie.
Y, + ~ (Y. - y,,-,)

"~l

este absolut /li uniform convergenta pe Intervalul [x o - h, X o + h], de
oarece aeria

<Xl M (Ah)"

fA~

eate convergenta. Iutr-adevar, folosind critenul raportului avem

Un--+~l.. = J11 • (Ah)"+l . ~.~ =~ -';>- 0 ctnd 11-';>- 00.

u" A (n + t)! M (A.h)" n + 1

Be poate observe ca e.vem efectiv

M ~ (Ah)" =~ (ehA -1)
A"~ln! A

(4')

care dovedeete de eaemenea convergente seriei (4'), deci ~i convergent-a
absolute ~i unttorma a seriei (3) pe intervalul considerat.
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Beznlta. de adci eli Iimita sirului aproximatiilor este 0 functde continua.
lJI (IV); ]a limiw. evem

~(~) ~ lim Y.(~) ~ Y, + lim (" f(~, y._,) dx ~ y, +(" f(m, .(x)) de. (5)
fl-+.., -,,-+"" J.,o )".

il) Sa aratam acum ca solutia gasita verifica ecuatia diferent;jala

y' ~f(x,y).

Conform eelor scriae mai sus, pentru orice XE [x o - h, X o + h]
"vern

• (x) ~ s, + \" f[t, • (/)] dt
.",

~i pentrn ca f ~i iF sint continue, resulta ca rp este derivabila, deci

dlp = !(x,rp), XE [x o - h, Xo + h],
dx

(5')

prin urmare lJI este solutde a ecuatdei date. Solujda rp verifica ~ conditio
initJali, deoerece pentru x = Xo avem iF(xo) = Yo, dupa cum rezulta din
(5'), Integrala fiind nula.

e) Ramine-sa mai aratiim ca solutda gasita eete uniea (in conditia
inijiaJA data).

Sa presupunem ca mad exieta 0 solutde I} (x) care satisface aceeaei
eonditde iniYiala, deci

y(x) ~ s« + \" f(x, y(x))dx,
,",

atune! Iy.(x) - y(x) I ~ II:: [J(x, Y.-, (x)) - f(m, 'Nx))] 

.eau, folosind conditie lui Lipschitz,

IY.(x) - y(x)1 « A I~:. Iy,,-,(x) - ·'(x)1 dx I·
de unde obtdnem prin recurenta

Iyo (x) -I}(x)[ -< ~ll'An-1 1·1' - xol"-< MAn-l.~,
n! n !

de unde deducem ea lim y..(x) = y(x), deei
~-

rp(X) = y(x), XE [xo - h, Xo + hJ.
Teorema este -demonatrata.
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o b s e r V a t ii
1) Valoaree Yo poate fi considerata arbitrara, de unde resulba c

solutda. generala a ecuatiei diferentdale

y' = !(x, y), (e, y) E D
depinde de 0 _conatanta arbitrara.

2) Pri~ fiecare.p.unet (:v' Y)EJXO - h,. Xo + hlx [Yo -b, y + b
trece o.solutde a ecuatdei date I?l numaa una; pnn urmare mul1imea solutdilo
astfel obtdnute este integrala generala in D a ecuatiei diferentdale date, i
senaul dat acestei notduni la B, cap. 1, § 1, al. 4, anume la punctul b

3) In eonatructia aproxlmatdilor am luat pentru aproximatda, d
ordinul zero valoarea. initiala Yo. Aeeasta valoare poate fi tnlocuita cu orlc
functie u (x) continua pe I x - XoI <;. a ljicare tndeplineste conditi
Iu (x) - Yo 1<;' b. Sirul aproximatdilor se construleste in mod asemanator
anume

ydx) = Yo + ," f(x, u(x)) de,
•<,

1/"(x) = Yo +," f{Xd/"-l (x)) dx
.<,

lji limite );lirnlm este tot solutia'fl{x).

2. Metoda aproximatiilor suee~!ive

Fie y' = f (Xl y) 0 eeuatde diferentiala, care nu. intra in niei un
din tipurile prezentate anterior.

Preaupunem ca in domeniul DCR"', f (x, y) tndeplineate oonditdil
teoremei de exlstenta, Fie (xo, Yo) un punet interior lui D. Intr-un drept
unghi [xo - h, Xo + h] X [Yo - b, Yo + b] situat inintregime in.
putem construi sirul de functdi Yo, Yu ... , Yn' ... care, dupa cum am V3ZUt,
converge uniform catre aolutda ecuatdei date care treoe prin pnnc
(xo, Yo) ED.

Avem asadar

s,(x) = Yo + ~.f(X, yo)dx,

y",(x) = Yo + III f(x, YI) de,

"

Y..(x) = Yo +," /(x, Y_i) da:
.',
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In general nn putem calcula aolutia exaeta ff' (x)

~(x) ~ lim y.(x),
.~.

ci ne mulpumim en 0 aproximatde YP (X), care este ell atit mad apropiata
de 80luyia exacm en cit peste mai mare. Metoda folosita se numeste
metoda aproximafiilor eueeeeioe iji, dupa cum ee vede, ne dA un proeedeu
de aproximare a aolutdei ecuatdei diferentiale y' = f (x, y) care trece prin
tr-un punct dat (XOI Yo), adica ne dll un procedeu aproximatfv de rezolvare
a probfemei lui Cauchy pentru ecuatia y' = f(x, y).

B"emple
1) sa se determine selutia ecuatiei difererr[tale

y'=X+y2, (x,Y)EI-l,+l]x 1-1, +11.

care trece prin punctul (0, 0).
Este 0 ecuatfe RiceatL Folosim metoda aprcximatiilor suecestve.

In domentul de de1initie I x + y21 -c2, deci In Inter-satul [~2-, 2-J' aproxfmauue
2 2

Yn(x) converg uniform catre solu~ia exacts. Pentrn XE [-~,~J avem primele tret aprr-.
. 2 2

:w.:imatll date de

\

' x'
Yl= oXdX="2'

\'( I"') x'."Y:= x+ _ dx=_+_.
o 4 2 20

~( '" x' ""JYa'" x+ -+-+- dx
II 420400

..u
xli x· x8 xU

Ys=-+-+-+
2 20 160 4400

2) sa se gaseasca en metoda aproxtmettnor suceeslve solutia ecuattct rnrcrcnttate y' = Y
care treee prln punetut (0,1).
, Solu'[ia generata a ecuatfel date este y = Ce", dec! sclutia cantata este 11 = e"'. Sa regaslm
..eeasta sclutte folosind metoda aproxfmatltlcr succestve.

Avem pentru (x,y)E (-a,a] x [-b+ I, b+ 11, M = b+ 1, A = 1, h = 1, dcci
pentru XE (-1, +1] putem aplica metoda aproxlmatlilor succestvc. Avcm

Yo = 1,

YI (x) = 1 -+ ~: dx = 1 + z-,

\' .'y.(x)=1+ (1+x)dx=1+x+-.
• 21

Us(x) = i + ~: ( 1 + x + ~) dx """ 1 + '" x'x+_+_
21 31
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~ In general

367

x"-' )+--- dx
(n -1)1 '

%~ XU
y.. (x)=1+ x+-+ ". +-, XE [-1, +1],

21 nl

de nude rezulUi tmedtat eli sohrtla 9 (x) caulaUi este

<p(.r) = lim y,.(x) =~. XE [- 1, + 1].
H'

Selutla obtlnutd nurnat peatru c E (-1, +11 este, evident, varabua ~i pentru .r E R.

S. A. Oeaplfghin a dat 0 alta. metoda. de calcul aproximativ al
unci aolntii a unci ecuatii diferentdale y' = f (x, y), metoda. care difcra
esential de cea prezentata aici. Se gaeeste expusa in Cursul de calcul
integral, de N. N. Lusin, pa.g. 467 -480.

§ 7. I~TEGRAI,E SINGULARE

1. Integrale singnlare ale ecunt-h·i ;II' = f( x,Y)

Belin i tie. Fie eeuatfa dllerentlala

1'-n~l) PI
en J(x, y) continua intr-un domeniu Dc R2. 0 selutle a eeuariel (1) se
spune ca este 0 solutie singulara daea eondltllle din teorema de exlstenta
nu slnt indeplinite in Bioi unul din punetele ei.

Din deflnitde rezulta cit 0 functde y = 'fl (x), a carei grafie este un
arc de curba reD, eate 0 solutie singularit daca

1') 'fl (x) ~ 'fl' (x) verifica identic ecuatia (1) in D,
2') in oriee vecinatate a Hecarui punet al curbed r existit eel putdn

doua curbe integraJe, care tree prin acel punct. Avem mai multe oazuri
de considerat:

a) Fie ecuatda y' = J (x,y) eu f continua in D. Deoareee f este con
tinua, rgmtne de studiat numai cazul cind conditia lui Lipschitz nu este
tndeplinita. Trebuie sa avem

If(w, y,) - f(w, y,) 1<;; A II, - 1,1

penteu orice (x, Yl)E D, (x, Y2) E D. Daca fmpartdm ell Y2-Yl'F0 obtinem

I
«x, Y2) - ((x, "1) I<;; A,

u. - u.



368 Ecua1ii· difeTenfia1e de o1'dincuc'_c'nc.ci~__~__~__~

de nude results ell. de-a lungul curbelor traaate in D pentru CUTeI~[I =+00,
.- QU

conditda lui Lipschitz uu este tndeplinita. '

g s e m p t u

Ecuatfa y' = (y - 1):1 are pe y = 1 Iutegreta stngulara. In cccatte se separii variabilele

dy
---7=dx

(y_ 1)"s

(y_l)S =x--1-C.

Fig. 12;; lntegrala generals este familia de para-
bole cublce Ii = 1 + (x + G)3, (fig. 125).

Eeuatia diferenj:ialii are ~i solutfa y = 1, dupa cum sc vertncn Imediat. De-a lungul
a ,

dreptet y = 1, f(x. y) = (y- 1)3 arc dertvata F:> ~ (y - 1) -"3 infinita, dect y = 1
, 3

este 0 sclutte stcguiars. Dreapta y = 1 este locul geometric al puuctelor de Intlexiune ale
curbelor care rormeaes tntegreja gencrefa.

b) Fie ecuatia diferen~iaJ.a,

y' ~f(x,y)

en J continua. 'in DC R2.
Bcuatda (1) se poate aerie sub forma. echivalenta

dx
-~--,

dg (x, g)

unde functda este roo Conditda lui Lipschitz, de asta data, se aerie

(1)

(Xt , Y) - (Xl' Y)

(x1,Y) ((Xt,Y)
I-<A Ix,-",I; (2)

cvem doua cazuri do considerat
. 1. Dacaf($, y) ae anuleaaa de-a lungul unei curbe r situate in D,

atunci de-a lungul aeeatei curbe conditille dinteorema de exiatenta nu sint
tndeplinite. Intr-adevar, de-a lungul acestei curbe -'- nu este mar

f(x, g)

ginita. In aceasta .situaYieavem dow posibilitati.
11) Fie x = 'F (y) (san Y = ~ (x» ecuatia curbei r; daca. funcyia

<p (y) verifiea. ecuatda (1) irula graficnl curbed -r nu rnttlneate niei una din
curbele definite de Integrela generala in puncte cu ambele coordonate
finite, atunci curba r nu eete 0 soluYiosi.ngu.la.ra. a ecuatdei (1).
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a
Ecuatla y' = (y - 1)2 are sclutte dreapta y = 1, tosa este 0 dreaptd aslmptcta a

solutiilor reprczentate de Integrata generata. Separtnd variabilele avem

a
(y _ 1) 2 tty = dx,

de nude cbttnem

1 --
-"2(y-1) 2 =x+C

1
y=1+---,

4(x+C)~

care reprezlntd Integrala generala. Snlutla !1= t se obttne pentru C --"" 00. Din expreete
Integralel generate rezultii ca solutille ecuatlel date se gases!': toate deasupra dreptei y = t,
{Ii pentru Y --"" t + O. :r --"" - 00, prin urmare y = 1 nu este 0 lntegrala stngutara.

12;) Fie x = iF(g) ecuatda curbci r; daca Iunctia If' (y) verifica
ecuatda (1), iar grafieul curbei r Inttlneste eurbele definite de integrela
generala in puncte eu coordonatele finite,
atunct curba r este 0 solutie singnlara a !JIr·o
ecuaplei (1).

Exemplu

Ecuatta l'x=Ii y'=t are dreapta x ... a lntegrala
stngutara. Avem, separlnd varrannete,,

(x - «) ~ dz = dll

de unde ob1inem

(aD)
ro,

,
2(x_a)2 =y+C

care reprezintii 0 familie de parabole. Pentru x --"" a+. Fig. 126
11-+ -C. dec! x = a este 0 solutte singulara (fig. 126),

II) Din neegalitatea (2) mai rezulta : daca -----..!_estecontinuainD~
((,•• y)

lnsa, .r;, (x, y) este nemarginlta de-a lungul unei curbe reD, atunci
conditda lui Lipschitz nu este tndeplinita pentru eeuatia

dx 1

dy =f(x.!1)·

daca, in plus, curba r este !;Ii 0 curba tntegrala, atunci r este 0 curba
Integrala atngulara.

24 _ ~_ U83
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Exemptu ,
Eeuatia diferentiaJa (;1: + 1)3 g' = 2 are dreapta x = -1 Integrala singularii. Eeuatte

dati se serre
e

~=2(X+l)-3
d%

-- 4--
en (z,y)=2(z+l) 3.(~(Z'!I)=-3(1'+1) 3'i~Jr;(X,Y)I=+oo,decix=-1

s
este integrahl singulari, deoareee verificii ecuatla dx = 2. (x + 1)3.

.. 2

Pentru a obtine sotutta generalii a eeua1iei
date separam varlabilele

~i integrlim

,
1/ + C = 6 (x + 1)3;

Fig. 127

solutia generaUi este familia de parabole cublce

(' +C)'x+l= -,- . ('1

Dreapta x + 1 = 0 eate tocul punetelor de Infiexiune ale curbelor (IX) clnd C vartaen,
(fig. 127).

2. Integrale singuJarc ale eeuatiei :P (x, V, g') = 0

'Le e r e m a. Pie F(w,y,p) =0, (p=y'), 0 eeuatle diferentiala de
ordinnl intii. en F continua Iii derivabili partial latr-un domeniu DC RS.

Daea eeuatlile
F(x,y,p) = 0,

8F(x, y, p) = 0,
up

(1)

(1')

(1")

sin! eompatlblle in raport ell parametrul p, atunel eurba I', defillitii de
eeuatlile (1) io'i (1') (prinelimio8l'ea parametrulul p), este 0 selutlc slngulara
a eeuatlet (1).
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DemoDstratie. Am vi\zut 130 alineatul precedent eli, pentru ecuatda

p =!(w,y), (y' = p), (x,y)eD, daea I:~! = -l-cc de-a lunguluneicurbe

reD ~i daea r este 0 integrala a ecuatded p =! (e, y), at-unci r este 0

integrala singulara, Sa observam ea pentru ecuatia. p = f (x, y) avem

ar ap»rs:
deci de-a lungul curbei r, Iop I= + 00, Daca calculam acum pe Jp din

Jy au
ecuatia (1) dupa regula de dertvare a funetiilor implicite, avem

of
iJp au
ag=-ap'

op

prin armase conditia I~: I=+00' eate echivalenta en -rela"(:.ia (1')

aF (x,!1. p) = O.
ap

Eliminind pe p intre (1) l}i (1') obtinem relatia

g(x,y)~O, (2)

numita eurba cara<.-1eristica a familiei de curbe (1), unde peste conaidemt
parametru.

Pentru ca ecuatda 9 (w, y) = 0 sa defineaaca 0 cnrba integrala I'
a ecuataei (1), trebuie ca in fieeare punct al curbed coeficlentul unghiular
p al tangentei dat de

9~+P9;=O (3)

sa fie acelaai eu coeficientul p din ecuatiile (1) ~i (1').
Pentru calculul lui p din (3) trebuie sa determinam in prealabil pe

,(x, y). Putem evita acest lucru in modul urmator. Rezultatul eliminarf
lui p tntre (1) ~i (I') este evident

9(.11, y) ===F(x, y, P (x, y»,

p (x, y) fiiud Iunctda ce resulte din (I'). Avem

.!!J..=JF +aF.ap ,
(lx ax ap &x

!!J!...=aF + aF .Jp
ay ay ap ay



(3')

-
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~pentru ell de-a lungul curbei caracteristice conform lui (L'j avem iJF = 0,
, ~

iirmeaza. ca.
Jg of iJg aF
a;: = f);'J; = ay'

decl rela~ia (3) se tranaforma in

aF + p of = O.
ax iJy

In concluzie, curba, san curbcle I', definite de ecuatia g(x, y) = 0,
adicA. de aiatemul

F (x, y, p) = 0, F~ (x, y, p) = 0,

unde peste considerat parametru, sint eolutii aingulare ale ecuapiei F (x,
y, 1/') = 0, daca urmatoarele ecuatii

F(x, y, p) = 0, F~ (x, Jh p) = 0, F; + plf; = 0

sint eompatdbile in p. Teorema este demonstreta.

Aplica/ie

Bcuatta Clairaut

are soluPa slngelara

.11- xp -- 'P (p) = 0

x = -9' (pl, .II = '? (p) - P 9' (p),

(x)

Intr·adev:lr. conditia (1") din teorema devine -p + p = 0, deci este identic sattsta
euta. Snlutfa slngular:l se obtine elimintnd pe p Intre ccuatrc (.x) ~i relatta

-x - (fl'(P) = 0

care conduce In sofutra (fj), p flind conslderat parametru.

Exemple

1) Sa gastm scluttile singulare ale ecuatlel

9(y - x) + 4y'3_ 6y" = O.

InIoculnd pe y' cu p, cell' trel ecuatn (1), (1'), (1") din teorema se scnu

9 (y - x) + 4p3 _ 6p' = 0,

12p' - 12p = 0,

-9 + 9p = O.

Sulutie ccmuna este p = 1, care ne dii lntegrala singularii

2,,-x= __
9
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locul
Pentru p ~ 0 obtmem Iunctra y - J: = 0 cere nu este sclujie a ecuatlei date; ea este

punctelor etngutere,
2) Sii giisim scjuune stngutare ale ecuattet

y~+y'2~1.

Intoeutnd pc y' en P. cele trel ecuatli (1), (1'), (in) din teerema 5e scrtu

p~ + y! = 1, 2p = 0, 2yp = 0;

pentru p = 0, sislemul este compatibil. In aceastjt sttuatte obtinem soluthle y2 = 1 san y = I,

~"10. II r-'

Fig. 128

y == --:-1. Ambele solutli slut soluttt stngurare. Integrala generala, este II = sin (x + C), iar
cele donii sotutn stnt tnrnsuratcurele familiei de sinusoidc (fig. 128).

3. Determinarea solutii!or singulare
folosind _~~pr('sia integr~~ei generale

Sa constderam ecue.tda dlfcrcntdala

F(x, s. y') =0

cereia t-arn gasit integrala generals.

If.! (x, y, 0)=0.

(1)

(2)

J\vem urmatoarea

Teo r e m a. Daca familia de eurbe ·'lfJ (x, y, 0) = 0 arc 0 infa~u
rateare r, atunei curbu r este 0 solutie sjngulara a ccuuticiF (x, y, s') = o.

Demonstratie. In Hecare punet al infa~uratoarei, elemental de contact
(x, y, y') coincide en elementul de con-
tact al uncia din curbcle integrate ale
familiei lao care curba r este tangenta
(fig. 129), ~i pentru ea toate curbele
integrale ale familiei (2) stnt solutdi ale
ecuatdei (1), rezulta cil in fiecare punet
al ei inH;'~uriltoa,rea satdsface ecuatda (1).
Ourba r cstc 0 80lutie singulara, de-
oarccc de-a lungnl ri teorcrna de uni- Fig. 129

•
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citete nu 'este satisfacuta; tnte-adevgr, prin fiecare punet al' curbei r
tree doua solutii ale ecuatiei diferentaale (1), anume curba r ~i una din
eurbele integrale din familia (2) ell care rare tangente corunna. 'I'eorema
eate demonstrata.

Pentrn determine.rea curbei r I eliminam parametrul C tntre ecuatda

~i ecuatda

$(X,y,C)=O (3)

iJlI) (x, y. C)

ac 0, (4)

dupa cum stim ca se procedeasa in geometria analitica. Bezultatul eli
miru\rii este 0 relatie

g(x, y)=O

care poate fi 0 solutie singulara. Intr-adevar, tot din geometria analitica
ijtim ca. 9 (x, y) = 0 poate reprezenta infaf;lurAtoarea familiei de curbe
definite de (1), dar poate fi r,i locnl punctelor aingularc (puncte nodale,
puncte de tntoarcere etc.). Intr-un punct singular inaa este verificat
eiatemul

Jell = 0,
ax

iJw = o.
ay (5)

Prin urmare, dupe ce am determine.t functda g (:v, y), prin elimina
rea. eonstentei C dintro ecuatdile (3) l;li (4), cercetam daci1, g (e, y) = 0
verifica eistemul (5). Daca nu-l verified, atunci (J (x, y) = 0 repreeinta
Integrala aingulara,

Aplica!ic

Ecuatta lui Clairaut y = :xg' + 'T' (g') are Integrala generala y = xC + l' (1';). gotuua
slngularA se obuoe eliminlnd pe C tntre ecuattne

lI=~C+<;,(C).

~ = -<p'(C)

eere constltule ~l representarea parametrrca a ecuatiet stngutare, Identiea en aeeea gasltii la
alineatui precedent. Rclatiile (5) nu sint verificate

EzempU

1) Bcuetia dife.rentIala Lagrange

l1=z+.!.p·_~pl
27 •

are Integrala generald

(g - C)S = (.:l: - C)".
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Sa gastm eu metoda de mat sus sotuttne singulare. Avem, lulnd derlvata logaritmie:1
tn report eu C,

.decl C = 3y - 2x. Dad. Inloeulm In iotegrala generate cbttnem

27(y ~ X)3+ 4(y- x)~ = 0

,,"

(Y_X)ll[Y_X+~j =0.
27

Dreapta 9 = x nu verifieil. ecuatta dati'i ; ell, repre:l:inta Ioeul punetetor stngutare. Dreapta

,y = x - ~ este solutta stngulara, deoarece reprezintii tnfa~uriitoarea. Se observa eft uu
27

vertnes sistemul (5).
2) Pentru ecuatta y'" + y: = 1, am giisit la alineatul precedent cil. are sotuuue singuIare

y = t ~i Y = -1; sa Ie regastm ell metoda de mai sus. tntegrata generata a ecuauet da.
este

y = sin (x + C);

data derlvam In raport cu G cbttnem cos (x + C) = 0; eliminlnd pe C Intre acestc dona ecuatu
obunem gl - 1 = 0, adica y = 1 ~i Y = -1. Amlndoua slnt sotutn smgulare, deoarece nu
'Wrifiea relatifle (5).



Capitolul II

ECUATII DIFERENTIAlE DE ORDIN SUPERIOR

§ 1. GENERALITA,!,I

1. Solutie genel'alii. Solulii pal'tieuJare

Am SpUS le tnceputul capitolului precedent ca 0 ecuatie diferentdale
este 0 relatfe de forma

F(x, ?/, y', ... , y("l) = O. (1)-

Se numeste ordinul ecuatiei diferentdale (1), ordinuJ dcrivatei de
ordin maxim care flgureaza in aceasta ecuatde.

ExemplI':

1) Ecuatia y'" - u' + y = cos x este 0 ecuatte dtterenttala de ordinul trel.
2) Eeuaj.ia y("l + u" + g = x este 0 eccattc diterentiala de ordillul n.

o ecuatae diferentiakt sc spune ea eete de ordin ewperior daca ordinul
Sali n eate mad mare san egal eu 2.

Se numeete solutde pe [a, b] a eeuattei difcrcntiale (1) 0 funotie
y = tp (x), derivabila de n ori pe [a, b], care verifica ccua.tia (1)

}jl (x, 'P (x), tp' (x), .", 1'("1 (x)) = 0
pentru orice x E [a, b].

Exemple
1) u" _ y = 0 este 0 ecuatle dtrerenttara de ordlnul dol. Functta g = e'" + 2e-"', XE h.

eate 0 solupe a ecuatiel. Functia.l/ = Cle" + Cse-", XE R, unde c.. Cz stnt ccustaute arbltrarc..
este tot 0 solutie a eeuatil'i date.

2) Ecuatia xag'" + 2xy' - 2y = 0 estc de ordinul trcl. Punctta y = x + x cos (ln] x I) +
+ 2x sin (In I x D. x*-O este 0 solutie a ecuatiei. Punctta y = C1x + Clx cos (In I x I)+ Csx
sin (In Ix D. undc Clf CI, C3 stnt constante arhltrarc, este tot 0 sotuue a ecuattet date.

Din exemplcle prezentate se vede ea solutdile unci ecuatii dltcrcntdale
de ordin superior contdn conetante arbitrate.

In cele ce urmcasa VOID epune ea junctia cp (x, °1 , °2 , ••• , 0,,) eete
SQlutia generalii a oc'uatiei dijerenliale de ordinul n

F(x, y, y', ... , s'") = 0, (1~
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st'udiatt'i'intr-un domeniu D3 (X, y), daea 'fi eete sQlutie a ecuafiei (1) {Ii
dooa prin alegerea contJenabiUt a constantelor °1 °2, .'.••• On' juncfia lfI (X,
0Il C2 , ~ •• , On)se transjorma 'in oriee solufie a ecuatzei (1) al carei grajic
se afla 1n D.

Observa~ii

1) Solutda generala a unci ecuatdi diferent,iale de ordinul n poate fi
data I}i implicit printr-o relatde de forma

R(x, V, OIl 02' ... , On) = 0;

de obicei, unei relatdi de aceaeta forma, i se da uumirea de integralii genemlt't
pentru a ee distinge de rp (x, 0Il 02' ... , ell) care esre numita solut-ie
generala. '

2) Solutda generala a unei ecuatdi diferentdale de ordinul n poate
fi datU. §i parametric printr-un slstcm

x = If! (t, 0Il 02' ,0,,),

Y = Y(t, Cll 02' , On).

Se nurnesto solutie partdculera a ecuatiei (1) 0 Junette y =. 9* (x),
XE [a, b], (x, y)eD, care sc obtdne din solutda generals. dind valor!
partdculare conatantelor 0Il C2 , ••• , On'

Grafieul unei solutii partdculare, a, unei eouatii diferentialc (1), este
o eurba plana, numita eurba integrala.

Ezemplu

Ecuatta dilerentlala .lJ" - 2y' + y = 0 are solutta generals data de y = Ctc" + Cgxe"'.
xER. r-unctra y = e" cstc 0 solutte partdculara ce sc obttne din soiutta generate lulnd Ct = 1
~iC2=O.

Am SpUR ca integrala gcnerala a,unci ecuatil diferentiele do ordinul e

F (c, :/j, s', ... , yin)) = 0

depinde de n constente arbitrate, fapt Pe care it vom demonatra mad
tirziu. Put-em arate insa imcdiat ca, Invers, 0 familie de curbe plane

II> (x, y, OIl 02' ... ,0,,) = 0, (x, ,y) E D, (1')

cu II> continua ~i derivabtla partdal de n ori in D verifica in D 0 ecuatie dife
rentialade ordinul n. Intr-adevar, dertvtnd in (1') obtinern succesiv

.!-lD_ +~ y' = 0,
ax ay

~ 2 ,fl<fl '+ iJ'l([) '2+~1"-0
ax'J + iJxDyY ay~ y ay''1 - , (2)

anI}) +n-~y'+
a:r!' ax"-1 By

+~y(nl = 0,'y
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relatdi care 'tmpreuna en eeuatda (1') formeaza. un sistem de n + 1 ecuatai
en n necnnoscute Cll C2 , ••• , Cn' Daca determtnam pe Cll C''U ... ,0..
din eele n ecuatdi (2) ~i Ie tnlocuim in (1) obtinem 0 relatie de forma

F (:v, y, y', ... , yffll) = 0,

adica. 0 eeuatde diferentdala de ordinul n; prin urmaee o familie de curbe
care depinde de n parametri verifica in general 0 ecuatde diterentiala de
ordinul n. De aici resulta urmatoarea coneectnta.

Fie F (x, y, y', ... , y("l) = 0 0 ecuatde diferen~iala de ordinul
'fI, ~i(Jl (x, y, Cll ... , Cn) = 0 0 familie de curbe plane care deplnde de
'fI, parametri 01 , C2 , ••• , Cn' Daca intre ecuatda. familiei (Jl = 0 ~i cele n
e<matii ee ae obtin derivtnd, 0 data, de doua ori s.a.m.d., de n ori ecuapia
()) = 0, eliminam pe Cll 02' ... , Cn' ~i daca rezultatul eliminartl este
ecuatda diferentiaIa F (w, y, y', ... , y("l) = 0, apunem ell II> (x, y,
ell ... , C..) = 0 eete Integrale generals, a ecnatiei diferentdale F = O.

e e e mp t e

1) Familia de eurbe

y=Clsinx-t C,cosx. rEl{,

verificii. ecuatta diferentiala s" + y = O.
Dacli derlviim de doua ort, obtinem

f/'=Ctcosx-C.sinx.

y" = ~Cl sin x -- C. cos x,

deciy"+U=O.
2) Familia de curbe

y=e'"+CO+C1x+ ... +Cn~l rn-t, rER

verlflcli. ecuette dUerenpalii de ordinul 0

Prin derivate obpnem sueeesiv

y' = e'" + C1 + 2Cax + ... + (0 - 1) C"_ 1 xn- I ,

U" = e" + 2C. + 2.3 C.x +. + (0-1) (0~2) C"_1 x"

gllll = e'";
ultima tclatie eete ecuatta cli.utata, decarece parametril Co, Cl' ...• C"_l s-au ellminat,

2. Integrale intermediare. Integrate prime

Fie
Jj1 (al, y, y', ... , yl"l) = 0

o ecuatte dtterentdala de ordinul n ~i

II> (e, y, °1 , C" .. " 0..) = 0

(1)

(2)
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(3)

integrala generala. Daca derivam 0 data, de dcua ori, s.a.m.d. de n - k
ori pe (2) §i eliminam tntre aceste n - t + 1 relatdi pe C~+u CJ.:.+21 ,."

C", obtdnem 0 legatura. de forma

'f' (e, y, Y""" y(n-~), °11 °2 " " , 0d = 0 ,

care se numeste 0 integrald intermediara a ecuatiei (1).
o integrala intermedlara are l}i urmatoarea definitie echivalenta :

D e fin i tie. Fie eeuatia diferentiala de ordinul n

F(x, y, yi, .. "y("l) = 0, (1)

Se numeste 0 integrala fntermedlara a eeuatiei date 0 eeuatie dite
rentiaUi de ordin n - k, care eontlne k>- 1 constante arbitrare

'Y (X, y, y', ... , yl'R-") 1 °1, 0Z' ' ", Ok) = °
~i eare este verifieatu de Integrala generala a eeuasied (1).

In particular, daca k = 1, adiea (3) este 0 relatle de forma

1. (x, Y, s'. .",y(n_I), 0) =0,

se numeste integralii prima.

rr n s e r v a t l I.

1) Ounoaeterea unei integrale Intermediare simplified rezolvarea
ecua.tiei initdale ; daca

'I'(x,y,y', ... .s":", G"G" ...,G,)~O (3)

este 0 lntegrala intermediara a ecuatdei (1), atunei integrarea ecuatiei (1)
se reduce Ill. integrarca ecuatdei (3) care este mad simpla, fiind de ordin
mai mic, anurne n - k.

Intr-adevar, integrala generaJa a ecuatdei (3) contine n - k constante
arbitrare t;li daca adaugam la aceatea cele k constante care intra in struc
tura ecuatiei (3), aolutia gasita va contine 'It constants arbitrare, deci va
fi integrala generals, a ecuatiei (1).

In particular, cunoaeterea a 'It integrale prime, diatdncte, ale ecua
tded (1)

'V j (x, y, s', .,., yl"-IJ, 0.) = 0, i = 1, 2, ... , s , (4-)

este echivalenta cu cunoesterea aolutdet generale a ecuatdei (1), deoarcoo
din sistemul (4) putem deduce Pe y, s', , .. , y(n-ll in raport eu :1:', 0 11

0t, ... ,0" j in particular resulta

y = (x, 01' C2' , ,.,,0,,),

a.dicli. eolutda generala a ecuatiel (1).
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3. Condipi 'inif,iaJe. Problema lui Cauchy.

Daca ni ae du. 0 ecuatde diforentiala de ordinul n

F(x,Y,y', ... ,y(n) = 0, (I)

nu este totdeauna neceaar 83.-i gaeim solutia generala. Intr-adevaa-, daea
ecuatia data coreapunde unut anumlt fenomen fizic, pentru determinarea
fenomenului fizic corespunzator eate necesara 0 anumita eolutic, cafe pe
linga faptnl ca verifica ecuatda diferentiala, mei trebuie sa rndeplineaaca
anumite conditdt, numite cunditii initialc, ~i care 0 determina in mod
unic. in general ni se cere 0 solutde a ecuatici date aetdel tncrt pentru
x = IVo, functda y ~i derivatele ei y', y", ... , yln_ll sa ia valori date
dinainte uo, a,., ... , u,,_] ,

y (x,) ~ a" s' Ix,) ~ au "', y"-u Ix,) ~ a._,; (2)

problema determinaril solutiei y (x) care tndeplineste eonditllle Iuitiale (2)
se numestc pro b I e m a lui C a 11 e h y.

4. Exemple de eeua1il dlferentiale

de ordin snperior care apar

in probleme practice

I. Dupa cum am vazut, ecue.tda de miscare a unui punct material
de maaa m care deacrle 0 drcapta, pc care luam axa Ox, este

m d'x ~ X ( . dx J,
dtZ x, dl ' t

i (t) =~,
dI

insa

Fig. 130

adica 0 ecuatac diferentiaja de ordlnul doi. Pentru <L determine. rniscatea
unui punct, trebuie sa lie fie dat la timpul t = to atlt vltcza initiahl Vo =~

= v (to) cit ~ punctul de unde plecam Xo = x (to)'
II. Sa considcram un circuit Iiniar format dintr-un eondensator

de capacitate 0, legat in serie cu un resistor de reaiatenta R I'll 0 bobina
de Inductanta L. ' ,

Sa ae studieze regimul transitoriu la tnchiderea circuttnlui conectau
131 bornele unui generator e = E = const,

'I'eorcma lui Kirchoff 11-':" da, (fig. 130),

E = R'i -l-L~+ ...!....,! i(t) dz ,
dl C .'0
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de unde rezulta pentru determinarea lui q ecuatda diferentiala de ordinul doi

L!!:.J...+R~+~=E.
dt 2 dl C

Am notat ell q (t) cantitatea de electricitate de pe pliicile condensa
torului Ia momentul t.

III. Se d.i'i,0 grinda vertdcala articulata la cele doua capete (fig. 131),
incarcata eli 0 sarcina uniform dlstribuita
qkgf/cm en forte, I}i normala P. Lnngimea , t
grinzii este 21. Iutr-c sectiune a grinzii L 1
lucreaza momentul ~

M (x, y) =-.!.-QI c-os~x + Py,
2 2/

(Q~ 2ql),
,--I-- ua)

care este 0 aproximare a expresiei H l =
=~q (l2 - m2 )+ P y. Ecuatda diferentdala

2 lQ
a fibrei medii deformate este Z

cautata ee obtdne

"Fig. 131

d
2y_+ y __ y + ..2.... J?!- . cos~a:=O (0:)

dx2 EI 4 E1 21 '

node E ~i 1 stnt constante.
Solntia generala a ccuatiei diferen

tiale (IX) depinde de doua constante arbitrate. Solutio
observind ca y (- I) = 0, y (1) = 0 §i este data de

y (m) =..2...._-Q-'--cos..2:.. x.
• 4 EJ.~-P 2l

4"

IV. Ecuatia diferentdale a tuturor conicelor din plan eate

-"'- [( d"g )-'] ~ O.
dxll dx~

l
'~

.,

§ ~. ECUA'l'II DIFNREN'l'IALE DE ORDIN SUPERIOR
INTEGRABILE PRIN CUADRATURI

1. Eenatia ~,(f11 = 0

Oea mal simpla ecuatde diferentiaIa de ordfnul n eate
y(1I1 = 0;
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8olnpa. ei generala este un polinom arbitrar de gradul n - 1

Y = Co+ G1x + ... + C.._1X.. - 1, X E R. (1)

E%~mplu

Sa se determine solu\ia eeuatlel y'" = 0, care tndepllnefte eonditiile inttiale : g(l) = 1.
s' (1) = 0, gn (1) = -1.

Solulia general" este y (x) = C. + C1x + C,x', X E R. Avem de asemenea

g'(x) = C1 + 2C,%, y"(x) = 2C,.

de unde rezultli

co $O)u\ia C, =....!:....,
2

inipale este _,adar

C.+C1+C,=I,

C1+2C,=O,

2C,=I,

C1 = - I, C. = ....!:..... Sclujla partleularii care eensreee conditiiJe
2

.'VE R.

2. Eeuatia ylll) = f (ill)

Te 0 rem a. Fie eeuatla diferentiaUi. de ordinul n

y'"' ~ I (x)

en f continua pentru IV E [a, b] .
Solnlia generaHi a eeuatlel (1) este data de

y (x) ~ _~1~(' (e _ t)"-' fit) dt + 0, + 0, ex~ x.J +
(n -1)1 )'" 11

(1)

xE[a,b]
(x _ %0)-1... + °,,_1 ,

(n -1)!

nude 0 0 , °1, ... , 0,,_1 stnt eonstante arbltrare, iar X o este un punet
eareeare, insa fix din [a, b].

Demonstratle, Bolutda generala se poate obtine prin n cuadraturi.
Intr-adevar, putem eerie

d (B-1)

y(n l = -'-~ = f(x),
dx

de unde obtinem

y(n-l) = \'" f(x) dx + 0"_1 j
•,r,
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in continuare
s":" =~: dw ):f(::lJ) d:c + 0"'-1 (.zo - oXo) + °._2 ,

y(f1_3l =,'" dxC" dX\'" f(x)dx + 0 ..- 1 (X~IX.)1 +C..- 2(x-.z:O) + C.._
3

;
.... J.. ....

obtinem aatfel

y = (II de ('" dx ... (ill f(x)dx + 0"_1 (x ~ z,,)"-l + '" + Ct(X-Xo) + Co~
J.. J.. Jllo (n - 1) I

de II ori

Hamme sa. mai aritam ell

~
' ~' .~' 1 r-de dre ... j(re)dre~---, (re-t)"-'j(t)dt.
.... ," (n-l)I ...

(l'j-

de .. ori

laO!

Fig. 132

~,.------<
= __1_I' (re- t)"-' j (t) d' .

(n-2)1 ...

Mai integrum 0 data in report eu x ;
obtdnem

Vom demonatra prin induetie completa. Pentru n = 2 avem

[' dre[' j(re)dre ~ I' drel" j(t)dt ~ ([ j(t)dredt,
J.. J.. ........ JJD

ande D este triunghiul din figura. 132 j achimbfnd ordinea de Integrare
obtinem

\' de \' j(t) dt ~ I' it [' j(t) dre ~ [. j(t) dt [' da ~ [' (re- t)j(t) dt,
......... JI J")I J...

deci formula (1') este adevarata. pentru n = 2. Presupunem ca eete adeva-
rata pentru n - 1 l)i sa arat.am ea. este J
adevaratA ~ pentru n.

Avem deci

): dre~:dre .. {j(t)dt~
de .-1 orl

" dre\' dx ... \' j(t)d' ~~I' dre\' (re- tr-' j(t)dt ~
',"" ~". "'}. (). .... .-.

de .. ori

~__1_[\ (X _ t)"-' f(') dredt ~
(n-2}IJD

~ __I_I' j(') dtl' (re- 1)"-' de ~ __1_[' (re- 1)"-' j(') dt
(n-2)1.~..1 (n-l)! J"o

deci formula eetc adevarata ~i pentru n. 'I'eorema este demonetrata,
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Exe-mplu

Sil. se giseascil. solutia ecuattet

y"'=cosx, ee n

care satlsface·· conditille initiate y (0) = 1, y' (0) = 2, s" (0) = - 1 •
Avem, Integrtnd succestv,

s" = sin x + C.,
g'= - cos e q- Cox+ C1 ,

y(x)= - sin x +2. c o x'+ Clx+ C., xeR;
2

am obtinut solutia genera1l'i.. Solupa partfculara go (x) cautata se obttae determinlnd COli
stantele Co, CI • Cs din condipUl". iniUale; avem

C.=l, -1+CI=2, C.=-l,
deet

Yo(x) = - sin x ... 2.;rZ+ 3x + I, e.ss R.
2

3. Eeuatia F (iC, yf"l) = 0

Te 0 r e rna. Fie eeuatia diferenpaHi F(X,y("I) = O. Daca se euneaste
e reprezentare parametriea a eurbel F (u, v) = 0, U = 'fl (t), v = ~ (t), en
op §i· ~ funetll 'continue eu derivate eontinucItc [a, b), utunci integrala
generala pe [a, b) a eeuanei se cbtlne prln 1t euadraturi,

Demenstratle, Fie

u=qJ(t), t'=op(t), t.e[a,b)

o reprezentare p~/~.ttf}ca a C.urbCi F (u, 'V) = O. Avem

d?t':'Ff+J!J7X = .op (t) , y(n l = t (t)
san

d (y(n_ll ) = yin) de = t (t) '/ (t) dr ,

de unde obttnem printr-o cuadratura

y("~l) = ~ t (t) q/ (t) dt + Co.-==* 11>1 (t) + Co';

in contdnuare d(y(n- 2)) = (<1>dt)-+ Co) q/(t)dt, der-i

d (y'"-") ~ \ <1>, (t) 9' (t) dt + C,.(t) + C, .

Repctind operatia de 'it ori obtinem pe y

t e [a,b],
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care Impreuna ell x = tp (t) ne da integrala generala sub forma. parametriea.
(am notat ell PD-l un polinom arbitral' de grad n -1 in tp(t). Teorema
eate demonetrata.

(Lb s e r v a t i e

Daca ecuatda este explioita in report en (1], adica

a; = j (y(D)),

atunei 0 reprezentare parametrica este data de y(D) = t, a; = j(t).

E:l:tmplu

e = s" + In s", u" > O. Cn s" = t. :l: = t + In t cbttnem

Y'=~Y"dX =~t(l++) df=fl2 +1+ Co'.

y = ~ y'dx= ~(fI2 + 1)(I++)dl + Col+ C1 •

integrala generals. este asadar

!
x = t + lnl

g=2..t' +2..13 +2.. 1·+ 1+ COl+C1 , r c-o .
3 3 4

4. Eeuatia F (yl"-ll, y("') = 0

Teo rem a. Fie eeuatia dlferentiala JjT (y(f1-1), y(f1) = o. Daea se
eunoaste 0 reprezemare parametriea a eurbel JjT(u, v) = 0, U = tp (t),
'V = I\i (t) eu tp, t\J !;Ii tp' continue, iar t\J (t) =1= 0 pe [a, b], atunel integraJa
generala se obtine prin n euadraturi,

Demoustratie, Daca u = tp (t), 'V = I\i (t) [cste 0 reprezentare para
metrica a cnrbei JjT ('iL, v) = 0 putem aerie

y(JI_l1 = tp (t), yltll = t\J (t), t E [a, bl
San

deci

dx = '?'(t)df,
~ (I)

de unde obtlnem printr-o cuadratura

x = \ '1" (t) dt + 0 0 = lb (t) + Co'
oJI(l)

2:{0 _ e. 14l1:1
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Avem 8.!}adar
,1ylll-U = If' (t) ,

\ w~ (J) (t) + O.

Ii am redus problema Integrarii la aceea resolvata la. alineatnl precedent.
In continuare avem

d (yln-Il) = If' (t) dx = q> (I) 't" (l) dt
~ (t) ,

deci printr-o cuadratnra
>11(11-1) = ( q> (I) 't" (I) dt + C
:1 ) ~(l) 1

,.a.m.d. Prin inca n-2 cuadraturi se obtdne integrala generala sub forma.
parametrica.

g e e m p t ii

y"rlI + y,>j = 1. 0 repreeentere parametricli este u" = sin t, y'" = coo I; avera

d(y")=y"'dx, sau eosldl = ecs r ds ,
.od

Obpnem slstemul
g"=sinl,
% -1+Co ,
y"= sin (x- C.).
y' = - eos(z- C.) + Cl ,

Y =-sin(x-CO)+C1x+C., zER,

care reprezintli solutta generala a ecuattet date.

Teo rem ii. Fie eeuatla diferenliaUi F (yln-tJ, ylnl) = o. Daea se
eunoaste 0 reprezentare parametrlea a eurbed F (e, tl) = 0, X = rp (t),
11 = q,(t), eu rp, tJi, 0/' continue pe [a, b),. atnnel integrala generala se
obline prin n euadraturl.

Bemonstratls, Fie-tt = rp (t), l' = 0/ (t), t E [a, b) 0 reprezentare para
metrica a curbei F (-tt, v) = o. Avem

y"-" ~ ~ (I), y'" ~ ~ (t) (1)
eau

care se scrlu

I
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iji folosind pe (1)
y("-l) d(y(..-ll) = s'" d(yl..-21) = 'f(t) q/(t)dt

deei

[y'"-"]' ~ \ yItI .. (t) dt + C,

seu

ylfO-l) = V~ ~ (t) 9' (t) dt -I- Co

care tmpreuna en ylfO-21 = 'P(t) determine pe y prin n - 1 cuadraturi.
Obeervam ea ecuatia data a-a redus la tdpul atndiat la alineatul prece
dent. 'I'eorema este demonstrata,

Exemplu
g'" g' = g''''. Ecuatfa se mai serle

r: =!!2, sau In ts") = In (g') + In C~; obttnem
g" g'

v" = Coy', sau d(g') = Cod(y),
unde se separa varlabilele

dy
dx;

Teo rem ii. 0 eeuatle diferentialii de ordinul n

F(w, ylkl,ylHl), ... , yC"») = 0 (1)

in care Ilpsese y ~i derivatele sale pina la ordinul k -1 : s'. y", ... ,yU:-ll,
prio sehfmbarea de funetle

COy+C1
mai integrlnd 0 cats, obttnem sorutta gcneralii csutata,

In (GoY + GI) = Co(x+ Gi )

..u

§ 3. EOUA'j'II DE ORDIN SUPERIOR
OARORA LI BE POATE MIO~ORA ORDINUL

ylk) = it

\... . . _.-... -

se transfcrma In eeuatla difereniiala de ordinnl n.~ k :

F(w, u, it', ... , 1£(,.-I:J) = o. (2)
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Denronstratie. Dace punem yU<1 = U obtdnem relatdile

pe care daca Ie tnlocuim in (1) obtdnem pe (2). Teorerna este demonstrata.
Dace reueim sa integram pe (2), dcci

u (x) = 'P (x, OIl 02' •. 0' C..~k)'

Integrarea ecuatdei date (1) se reduce la integrarea ecuatdet de ordinul k

yU,) = 9(x, Cs, 02' ... , O"-k)

care eete de tdpul etudiat la B, cap. II, § 2, al. 2.

Bxemplu

sa. se gaseasca solotta ecuatiei
xy"" _ s'" = 2x 3

care mdepuneste coudittue lnltiale y (1) = 1, y' (1) = 1, y" (1) = 0, s'" (1) = O.
Determinam mal tnttt solutla generata. Dacii punem y'" = u, ecuatta In U obttnuta

este untera
xu' _ u = 2x 3

en sofutta generala

u (x) = en x + x 3 ;

revenind la .fuuctta y obttncm ecuatta diferenttala de ordinul trei

y"'=Co x + x3

care este 0 integruM prima a eeuatlel date. Intcgrtnd succestv avem

y" = ~COZ2+ ~ z' + C1,
2 4

s' = 2. c ox"+ ~X5 + C,x+ Ct ,
6 . 20

y =-.!:..-C x4+ _1
_ X O -I- 2. c , x2 + Ctx + C" xER,

24 0 120 2

care este sohrtia generals a ccuattet din enunt. Condttille tntttate ne dau

13
C,=- ,

15

y"'(l) = 0,

s" (1) = 0,

.1((1) = 1,

y(l) = I,

Co+l=O, Co=-l,

_2.+2.+ C1=0, C1";'2.,
2 4 4

_2.+~+2.-I-C,=l,
6 20 4

1 1 1 13
- 24- -I- 120 -1-"8 -I- Ie, -I- G3 = 1 ,

prin urmare sotuua care tndepltneste conruttne tntttare este

U(x) = ~- x· - ~ }" -I- ..:. x~ +~ x + ~,
120 24 I; 15 20

X E R.
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2. Ecuatia F (y, y', .•• , y(1))) = 0

389

Teo rem a. Fie eeuatia diferenpala de ordinul n

F (y, s', .. " yln\) =O. (1)

Prin transfermarea y' = p ~i luind pe y variabila Independenta i se
reduce ordinul eu 0 unitate,

Demonstratle. Daca punem dO = p, obtdnem aucceaiv
dx

d:(:~)=~-=::~=p ::.

~
~.

~ =~(~)=~(p dP) =~(p~).~ = p(dP)l:+ p2~.
dx3 dx dxS dx dy dg dg dx dy dlf

S b
~. d t , dp d t - 1pl

e 0 serva ea derlvatele - se obtdn en ajutorul Iui p -, ... ,--,
dzk ' dg dyt-l

deci daca le tnlocuim in (1) obtinem 0 ecuatde de ordinul n -1, nude p
este functda, iar 11 vanabila independenta.

Exemplu
dp

transfO~~iis~nintegreze eeuatla gy" + y'2 + If = O. Avem g' = p, g" = p dY; ecuatta se

ypd
p

+P!+lf= 0
dy

(ol
dp _y!+P!

dy yp

Punem p = zy, dp = y~ + z ~l ecuatta (0::) devine
dy dy

dO _~

o 1+2z!

y' ~ __C,_,
1+ 2z2

u.

care este 0 ecuatte omogenii.

sau, revenlnd la p,

en eciutte generalii

'.'s-

1,
f:

i

J
j

g! = __C,__, sau
g~ + 2p!

3 ICo-yj.
P =----,

2 y'

do I YCo-Y"-=±----,
liz Jf2 y



.90

unde ee sepiira verrcncte

cu Integrala general:1

Ecuatii diferenfiale de ardin superiOT

ydy 1
---=±-dx

VCo-Yc V2

±....!....x+Ct="':'arcsin ~.
V, 2 Ve,

3. Eeuatia F(x, V,g', .. 0' ph'l) - 0, omogcna in y, V', "0' y(nl

'f,.l( 0 r e ill a. Fie ccuatip. diferentiaI~ de ordinul n

,p (XjV, y', ... , 1/")) = 0

omogenii. in y, s', .. 'J yP'). Prin sehimbarea de Iunetie ;- = u i se reduce

ordinul ell 0';unitate.

Demenstratle. Ecuatia data,: fiind omogena in y, y', ... , ylnl, se
poate serie sub forma

F( x, ~ , :' , ... , y:l) = 0 . (oc)

Facind aubatdtutia V' = yu, obtinem succesiv

y" = y' u + yut
= Y (u 2 + u'),

y'" =: y' (u2 +u') + y (2uu' + u") = y (US + 3uu' + u");

ae obaerva ca ylkl se exprlma ell ajutorul lui y tnmultit en 0 expresie in
care apare Iunctia u ~i derivatele u t

, u", "0' U(k-ll, deci daca tnlocuim
pe p', .. 0' ylnl in ('1) obtinem 0 ecuatie de ordin n -1 in u.

'I'eoreme, este demonatrata.

Exemplu

Sa se Integreze ecuatta ee yy" = (y _ xy')3 .
Bcuatta este omogena ~i de gradul al doilea in raport eu y, y', y". Daca punem y' = uy

ebtlnem s" =, y (u + u') ~i ecuatte se transforms In

x3(u + u')u= (1- XU)3

un

Xl U' + 2xu _ 1 = 0,

care este 0 ecuatle liniarii. en sotutta generala

u=2.+ Co.
x x'
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(, C,)
Fe fI tl obtlnem din y' = y -;; + ~ prin separarea varlabllelor

..u

c,
y=xcC

' - :; , x*O,

care este selutla generala a ecuatlel date •

3"

. F( dy d"Y)4. Eeuatla x, Y,-, ... ,- =0,
~-- dx dx"

oroogeD;). in x, dy, x, dy, ... , dlly

Bcuatda lJT(W, y, dy , ... , d
lly)

= 0 fiind omogena in toate aegumentele
dx dx"

x, y, de, dy, ..• ,d"y se poate aerie sub forma

·F(" y' -y" .__1 y'"') - 0-, ''''_ ".'J"'-" - .
X

Teo rem i. Eeuatla diferentialii. de ordinul n

F(:,y'; wy", .. . ,xn - 1Y<lIl) = 0

prin sehlmbarea de variabila ~i de funetle I wi = el , Y = 1UC se trans
lor.mii tmr-e eeuatie diferentiala earela i se poate reduce ordinul eu 0
nmtate.

Demonstratle, Daca punem Ixl = e', y = ux, obtinem succesiv

J!..=u,
x

s' = ~ = x~ + U= W du ~_ + u = e'~ e-' + u = u' + U
dx dx lit dx lit

my" = X~(~)= ele-j~(u + u') = u' + u"
d:c d:c lit



Ecuafii diferentiale de ordin superior

!tise obse~:\ c:\ toate produsele W< y(.l:+ll nu contin decit pe 'U ~i derivatele
sale; daciL Ie fnlocuim in ecuatda din enunt, obtdnem

F (u, u' + u, u" + u', .. . ,) = 0,

& iicli. 0 ecuatie de tipul celei etudiate la alineatul 2. Cu substitntda du =]J,
d/

lulnd pe p functde ~i pe u variabila independenta, ii putem reduce ordinul
em. 0 unitate.

Teorema este dernonstrata.

E3:emplu

sa se Integreze ecuatta x3y" + xgy' - yl = o. Scrisa sub forma x8d3g + xy dx dy _
_ gldr = 0 se coserva cil. este omogenii In x, y, de, dy, dIy, deci f:lclnd tnlocnirile

y = ux,

y' = 1.1 + 1.1', xg" = 1.1' + u~

AU

e31 (1.1' + un) + eilt 1.1 (1.1 + 1.1') _ ellu' = 0

AU

1.1"+1.1'+1.11.1'=0.

Punem 1.1' = p, 1.1" = pp' ~I ecuatta se transformii In

pp' + p + up = p(P' + 1 + 1.1) = 0;

avern doni situatfi:

a) p = 0, deci 1.1' = 0, 1.1 = CI' care ne dii eclutte y = C1x;

b) p' + 1 + 1.1 = O. dp + 1 + 1.1 = 0, nude ee separa variabilele
du

dp=-(l+u)du,

sau

du-+ 1.1+ 1.13 + AI = O.
dx

care este 0 eeuatie de tip Hiccatt en solutta 1.1 = k, (k = ccnst.j, data de

k·+~+AI=O.

Ecuatla Riccati admite deci doui'i solutii reate 1.1, = k l • u. = k., dad 1 - 4AI > (J
fn aeeasta situa1Je 1.1 este dat de

1.1 - k1x • e(I,-I.) II = A.

1.1 - k.:r
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..

Pentru Al = ~ • eenatia Riccati admite selutla u1= - ~ . Cu substttutta u = - .~ +
422

1 z' 1+ -;. u' = - ;; se transfcrmd In ecuatla linlara z' - 1 = 0, z = x + B, U = - "2 +

1+--,i• + B

y = ux=

unde k l = -~+~Vl- 4A 1 •

2 2

U ~ (- 2-+_,) •.
2 x+B

5. Ecuatia F (y, xy', x2y", .. . ,W'ylfl)) = 0

Teo rem a. Fie eeuatia diferentialii de ordinul n

F (y, my', .. . ,X"yl"l) = O.

Prin sehimburea de variabilii I x I = e l i se peate reduce ordinul
au 0 unltate,

Demonstratie. Daoa punem I xl = et obtinem

dg dy dt-=_._,
<Ix d! dz

insa~=e-l
. dx '

deci

~ dy.
dt! -d!'

,d'U_ d(dU) _ _t d(_,d') _ _,,(d'U dul- __ - _e - e - _e ---.
dx~ dz dz dt dt liP dt

deci

~=e-j~-,
d. df

san x~=~,
d. df
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d-~y. dy dty
file obServ3 en, a;kdx1' se esprtrua numai en dI ,... , dtk' prin urmare ecu-

afia din enunt se transfOrIila in

F(Y, dg, d2y_~,••• J =0,
dt <lI1 dt

adiea. intr-o ecuatie in care nu apare t. Punfnd Y' = p, ~i Iutnd peyvaria
bila. independenta, i sc reduce ordinul eu 0 unitate.

E:t:emplu

Sa se lntegreae ecuatla

xyy" - 2xy'2 +- 400' = O.

Faeern substttutla ]a:I = "I ; avem

fi ecnatla ee transfonnii In

dy dy
a:~=-'

dx dt
d~y da" dy

:&~=---
da:l' d(i dt

y ts" - y') - 20'2 + 4yy' = O.

Punem aeum y' = P. v" = P'P.

y(pp' - p) - 2p2 + 4yp = 0

"u

ply ~ -:-2p + 3Y] =0.

"evem dOUa eazurl de considerat: a) P = 0, v: = O. Y = C;

dp 2
b) - - - p + 3 = 0, care este 0 ecuatte liniara

dy y

nu

nu

<led

p=C*y2+3y.
dy

p=-,
dx

__d_Y__ = de,

C·,,2 + 39

~
dyx=Cu+ 0

C*y2 + 3g
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6. Alte cazUl'i

a) Prin dertvarea eeuatlel dlferentiale date se poate obtine 0 ecuatie
de ordinul superior care poate fi integrata.

Exemplu

Sa se integrcze ecuatta xy" - (x + 1) y' + y = O.
Derlvdm $1 obttnem

xy'" + u" - (x + 1) y" - y' + ,y' = 0

'"u

xy'" - xy" = 0, y'" - Y"",o,,'O

care admite Integrala prima

PrIn integrart succestvc obtfnem

functla obpnutii verrnca ecuatia data daea e1 = el, prin urmare solutta generata. a !lcuatiet
din enunt eete

y = Coc"+ C1 (x + 1), xER

b) Bcuatda diferentdala F (x, y, s', ..• ,yln:.) = 0 tnmultite cu dx cate
o diferent;iaJA tctala

IP(x, y, s', ... ,y{~)) dx=dl1J(x, y, y', . . . ,y{n-ll).

ill aoest caa, ecuatda diferen~iula

l1J(x, y, s', .. . ,yln-II) = C

eete 0 integrala prima. a ecuatdei F(x, y, y', . . . ,yin)) = 0, iar integrarea a-a
redus la integrarea eeuatdei (1) care este de ordin mad mic ell 0 unitate.

Exemplu

Bcuatta s" + xy' + y = 0 se scrle

d
-(y' + xy) = 0,
d.

tied admite Integrate prlmsi

y'+xy=C1

care este 0 ecuatte Iiniara In y; soiutta genCTal... a ecuatret date estc asadar
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c) Ecua~ia diferentiaHL F (x, y, y', .. _,ylll) = 0 inmuI~ita en un fac
tor convenabil se transforma fntr-o diferentdala totala.

B:t:~mplu

Ecna'[ia g"g + 2y2/1' 2 + s" = 2/1Y' daca 0 tmpttrtim ell gy', se serie
x

J.'.:+2YY'+..!L.=~.
y' 1I:t

Dacli mmujum ell dx, amhil termenl stnt dttcrcnuale tolale, dec! ecuatta admite inte
grala primA

lny'+ y2 + luy =lnx2 + in c,

uu

gy' e"' = Ct x2•

AmbU tennent tnmuttttt ell dx slnt din nou diterentlale totale, astret tnctt obunem prin
Integrare

am ohtlnut lntegru1a gener.dli. a ecuattet date.

d) Printr-o achimbare convenabila de variabile ecuatda diferentiala
se transforma intr-una care aparpine tdpurilor studiate mai sus.

B::r:emple

1) SA se integreze ecuatla (1 + :r"Il" + 2%(1 + x2)y' + II = 0 ell snbstitulla x = tg t
Avem

~=~.~. deci d.lJ=cos2t.~.
dz dt dx dx dl

d'y---"-r~)-~.( "") day dy- cos"! ----'--. . cos"! = cosv - - 2 sin t cos~t ----'--.
da;ll dX, dx dl dt dt" dl

~i ecuatta se transrormn In

(1 + tg"l)! (cosily" - 2 sin f cos 3!y') + 2 tg! (1 + tg"l) eos"ly' + y = 0
sau

!I" + y = o.
o Inmultlm cu u',

y'y" + yy' = 0,

lUll ohttnut astfel integrala primii

s" + U- = CI"

In aceasta ecuaue se sepera vadabilele; prin integrare cbttnem

y ... Vc,: sin(t + C.), C1 >0.
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tntegrata generals a eeueuet date este asadar,

x = tg t, Y = Yl; sin (I + GI ) , G1 > O.

2) Sll se tntegreee eeuatta

ell substttutta x = -.!... Avern
t

~=dY.~=_12~,
dx dt dx dl

397

d I dY) diy dy_12 __ 12_ =/1 - + 213-
dt \ dt dl2 dt

st ecuatta se tranercrms III

1 2Ii (1Iy" + 213y') + /3 (- IV) ~ Y = 0

sau
s" _ y = 0

cu tntegrata prima

deci

y = 1"G;.sh(t + G2 ) , C1 >0.

Sclutia genereta a ecueuct date este

(;,>0.

§ 4. ECUA'+II DIFEREN'+IALE DE ORD!NUL n,
LINIARE ~I OMOGENE

1. Proprietati qenerale

It e Ll n i t i L I) 0 eeuatie de forma

al}{x) yl") + at (xl yl1l-11 + ... + aa-l (.x:) y' + a" (x) y = t (:11)

se numeste eeuatla dlterenttaln de ordinul n, Iiniuril ~i neemogena.

2) 0 ceuatte de forma

ao (x) yin) + a1 (x) !/"-ll + ... + a"-l (xl y' + a.. (x) y = 0

.se numeste ecuatie diferentiaHi. de oedlnul u, Jiniara ~i omogena.
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1

Obs'erva~ii

1) Vom presupune ca functiile 0,0 (x), f1.t (m),_ .. ,a" (x),f(m) sint con
tinue fntr-un interval [a, b] iP- ao(m) nu ae anuleaza.fn [a,b].

De obicei se introduce operatorul liniar

care aplicat functdei y ne conduce Ia, ecua-tiadiferentiaHi. de ordinul n,
liniara fJi omogena

L .. [V] = ao (x ),y(nl + a,. (x)y(n-ll + ... + a"_l(m)y' + a,,(x)y = O.

Ou ajutorul acestui operator, ecuatiile liniare de ordinul n, omogene,
se scriu L .. [V] = 0, iar acele neomogene L" [V] = f(J!).

In aeest paragraf no vom ocupa de ccuatdi omogene.

Teo rem a. Daca YI !li yz stnt dona solutil ale eeuatlel emeqene

L. [y] ~ 0,

atunel ti Iuuetia 0J1Jl + 0ZYZl unde CD O2 stnt dona numere reale (san
eomplexe) eereeare, estc de ascmenea 0 solutle a eeuatiei omeqene.

Demonstratfe, Se observe ca operatorul liniar L n are urmatoarele
proprietatd

a) L. [y, + y,] ~ L. [y,] + L. [y,],

b) L .. [0 y] = 0 L .. [y], 0 = constanta.

Intr-adevar

~;,
1

". a"-1oy+ L a,(x)--'- ~ L. [y,] +L. [y,].
k~O dx.. - t

In mod aeemanatcr a.vem ~i

deci

L. rOy] ~ OL. [y].

Din proprtetatlle a) ~i b) resulta

t., [01 YI + O2 Y2] = L.. [CIYl] + L .. [C2Y2] = GIL.,. [Yll + C2L.. [Y2]

~i pentru cu, Yl ~i Y2 sint solutti, deer L n [Yl] = 0, L .. [yJ = 0, urmeaza
L .. [01..'1/1 + C2Y2] = 0. Teorema eate demonstrata.
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Din eceaata teorema rezulta. ca d:a;cit functdile Yl' Y2' ... , Y sint n-
aolutti ale ecuatiei liniare de ordinul on ..

Go (x) ye..l + ~ (x) y, ..-ll + ... + G.. _""! (31) y' + all (x) Y = 0, (1~

atunci ~i functia

Y ~ C,y, + C,y, + ... +C.y., (2)-

unde all°2, • • • ,a.. stnt n constante arbitrare, eete de aeemenea eolutie a
ecuatdei (1).

Functda y(w) data. de (2), eate solutie a ecuatdei (1) .~ contdne n
eonstante arbitrere, deci poete.fi solutda generela a ecuatdei (1). Vom ata-.
bill in eele ce urmeaza conditdile pe care trebuie sa, Ie fndeplineaeea
Yl' Y2"·" YII tntr-un interval det [a, b] pentm ca Y = 0lYl + 02Y2 +
+ ... + a..y.. sa. represinte solutia generals. a ecuatdei (1) in [a, b]_

2. Dependenta Hoiara

De fin i 1i e. Fie Yl (x), Y2 (e), ..., Y" (x), n funetll pe un intervaP
[a, b]. Se spune co aeeste n Iunetii sfnt liniar Independente pe [G, b] daea
n u e x i s t a n numere Al' Ag,••• , An, nu tcate nule, asttel incit sa..
avem

A,y,(x) + A,y,(x) + ... + >',Y. (x) ~ 0

pentru orlee x E [a, b].

B:l:emple

1) Func1ille sin!x, eosa e, ccsze, x E R stat liniar dependente pe R, deoarece pentn»
orlee x E R avem

sin!x - cosse + cos 2x = o.

2) Func1ille 1, x, XS, •. ", x·, X E R slnt llnlar tndependente P5:-:~,dcoarece condttte

1..0 + "-1x + I.t:x2 + + ""x" = 0

pentru orlee x E R Impflca ~ + "i+ + "; = o.

Definitie. Fie Yl(X) , y!(x), ••• , y,.(x), n Iunctii derivabile
eontinun pina la ordinul n-1 inclusiv pe un interval [a, b]. Determi
nantul urmator

Y,

W (Y17 Y2'···' Y,,) = Y;

yi"- I )

Y2 Yn
y; y~

Y
11I- ll

•• ~ fi·

se numeste determlnentul lui Wronski sau wrolisklanul fnnetiilo:r
11111/" ••• , Y,,·
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.ACMf;e definilJi fiind date, putem enunta

Teo rem a 1. Daca funetllle VI (x), Y2 (x), .• 0' gil (x), derivabile
eentinuu ptni 10 ordinul n-l inelusiv pe [a, b], stnt Ilnlae dependents
Pe [a, b], atunei wronskianul lor este nul in orlee punet din [a, b].

Demonstratie. Daca funetdile Yk (x), k = 1,2, ... , n sint in depen
<len141iniara pe [a, b], atuncd pentru orice WE [a, b] exiata '-1, '-2".0' An'
en Ai + Ai -i-. ... + A;' =* 0 aatfel inett 8a avem

A,y, (x) + A,y,(X) + ... + A" y" (x) ~ O. (1)

Daca derivam 0 data, de doua ori, e.a.m.d. de n-1 ori pe (1) obtdnem

;.,y;(x) + >.,y;(x) + + A"y;(X) ~ 0 }
A,y;' (x) + >.,y;' (x) + + ",s; (x) ~ 0 (2)

AIYlll1~I)(X) + A2!J2(,.-11(X) + ... + A., Y'Il ln - U (x) = o.
Pentru orice x E [a, b] ecuatdile (1)+(2) formeaea un sistem de n

ccuatdi in All ~, , A.. , care admite lili alte solutdi in afara de solutda
banaI.a Al = ~= ' = A.. = O. Conform teoremei lui Bouche, deter-
.minantul aiatemului

y, y, ... Y.
y; Y~ ... y~

yin-I) y~YI-II ... y~YI-11

eare eate wronskienul Junctdilor YI' Y2' ••• , Yn' trebuie sa fie nul in fiecare
punct al intervalului [a, b]. 'I'eorema este demonatrata.

Exemplu

Functdile sin 2x, em,2x, 1, definite pe R srnt in depondenta liniara pe R.
wronskianul lor este nul pentru orice x E R

I sin2x cos2x 1

1

2 sinxcosx-2sinx cos x 0 =0

2cos2x -2cos2x 0

'Le o re m a 2. Fie YiJJ2l ...,Yn'Y, n+1 Iunetii derlvablle con
tinuu de n ori pe un interval [a, b]. Daea Yu Y'll .. " Y.. slnt Iiniar in
dependents pe [a, b] ~i daca wronsklanul

, s, y, y. y

I
Y; y~ Y: y' (1)

YI{Hl y~YlI y~nl
i.

y{n)

'0
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este nul pentru orice x E [a, b], atunel Y este 0 eomblnatle liniara de
funetllle Yu Yu"" Y.. :

y ~ G,y, + G,y, + ... + G, y"

Cu O2 , , , , , a" fiind eonstante.

Demenstratle, a) Wronskianul functdilor Yu Yz"'" Y,., Y este nul
pe [a, b] conform ipotezei din teorema

Yl Y2 Y.. Y i
Y~ Y; y~ y' = 0, X E [a, b].

Determinantdi urmatori sint noli pe [a, b]

s, Y2 Y.. Y
Y~ Y~ s; y'

=O,xE[a,b], (2)

k= 0, 1, ..., n, deoerece lima. k + 1 este egala eu linia n + 1 (pentru
k = n este determinantul (1), prin Ipotesa nul pe [a, b]).

Dezvoltind determinantdi (2) dupa ultima. Iinie, obtdnem relatdile

~(x) yU;} + >-t(x) Ylkl + ... + A., (x) y~kl = 0, k = 0,1, ..., n, (3)

mnctiile 1.0, >-t, ..., A" fiind aceleasi pentru k = 0,1, ..., n,-I, ~i unde 1.0
este det de

s, s« y,

",(x)~
y; y; y; ::f=O,xE[a,b],

y l.. -n y~"-l) y~..-u, ,

(4)

Y = IllYl + tL2Y2 + + Il,.Y,.

y' = IIIY~ + 112 y~ + + Il,. Y~

dopa cum rezulta din dezvoltarea determinantdlor (2); Ao este diferit de
zero, deoerece, conform ipotezei din teorema funetdlle YllY'!.," .,Y.. smt
liniar independente pe [a, b].

b) Impar~ind co - Ao (m) relatdile (2), obtdnem, scriindu-le desflL
aurat,

:2ti_O.U88
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Daca. dertvam prima ecuatie: din (4) evem

y' = tL~ YI +!L~ Ya + ...+ [L~Y .. + tLIY; + fLaY; + ,.. + fL"Y~
"

(5}

lJi dooa. '(iinem seama de a doua ecuatde din (4) rezulta

1'-; YI + t-t~ Ya+ ... + lJ.; Yn = O.

In mod analog, Mea derivam eoueue, a dona din (4) ~i tdnem seama
de a treia relatae din (4) obpinem

fL~ y~ + ~ v; + ... + ~ y~ = O.

Continuind in aeelaei mod, obtdnem aisternul in !L;, [L~, •• 0' !J.~,

fL~ YI + [J-~ Ya + ... + [L~ Y.. = 0

!L; yi + fL~ y~ + '" + fL~ s; = 0

en determinantul sistemului W (YIlYal.•• , Y..) diferit de zero infiecare punct
aJ intervalului [a, b]. Conform teoremei lui Bouche, sistemul omogen (5}
In Hecaee punct x E [a, b] nu admite decit solutda banala.

!.l.~ (w) = 0;, ~ (x>:=O, .. 0' [L~(x) = 0,
de unde rezulta. imediat

lL1 = OIl [La = 0 2 1 " " fL.. = On' a::e![a, b];

revenind la prima ecuetde din (4) unneeea ell, putem aerie pentru orice
II' E [a, b]

y = alYl + CaYa + ... + CnYn':

'I'eorema este aemoneerste.
'I'eorema 2 Me 0 eonaecinta care poate fi considerate ea 0 reciprocli.[a.

teoremei 1.

E e n s e e i n t a. Fie Yu Ya, •.• ,Yn' n Iunetll dcrivabiJe de n-l
ori, eontinuu, pc un interval [a, b]; daea wronsklanul

y, iY2 Yo

W('Yu Y2,'·" Yo) ~ y; y; y; =0
yin-I) yin-I) y~n-l)a

este nul pentru orlee x E [a, b], atunei exista tm subinterval [~, bl ] C
C [a, b] astfel incit Yll Yt,···, s; sint liniar dependente pc [~, bl]'

Bemcnstratic. Da.cil W (!ll' Ya,"" Y,,) este identic nul pc [a, b] I}i
pentru ca Yu Y2"'" Y.. nu srnt identic nuIe pe [a, b], urmeaea ca exiBtil



(2)
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un minor al dcterminantulul W de forma

yo. Y". Yo,

W(y""y"" ..., Yq~) ==
Y~, y~" Y~p

(1)

y lp - ll yiP-I)
y~-IIo. . "2

neidentie nul pe [a, b], iar totd ceileltd minori de aceeasi forma, de ordin
superior, sfnt identic null pe [a, b] j fie unul din acestia

IYo.
Yo. Y~p Y"p-i-l

Y; Y~, «; y~1>+l =O,x E[a, b].w(y~"Yrx""',Ya'P+l)= 1

I~~; y
l PI y~:1 ?!~:~1«,

Determinantul (1) nefiind identic nul pc [a, b] exiata un subinterval
[au bl ] era, b] in care el nn se anuleaza , pe aceat subinterval y""

Vrx" ••. , Yrxp+l' conform teoremei 2, sint in dependente liniari1; evem deci

Vrx,=C2 y",+CsY",+ ... +CpY~p' xE[alJ bl ]

relatie echivalenta cu

!J.lVI + f.l'lY'l + ... + f.l"y~ = 0, IV E [au bl ]

unde fLi nu sint totd null.

3. Solutio generalii 0 unei eeuatii diferentiale Iiniarl~

Teo rem a. Fie eeuatla difcrentiahi Iiniaril de ordlnul n, omogena

L" (y) es yl") + a l (.'l') y(n-ll + ... + tl,,-I (x) y' + G,,,(x) Y = ° (1)

en a l (x), ..., a" (x) Iunetii continue pe [a, b].
Fie Yu Y'll"" Ynl n solutii ale eeuatiei date, definite pe [a, b].
Daca wronskianul Iunctillor YH Y'l"'" Y", nu cste identic nul

pc [a, b], atunei orlec sclutle a eeuatiel (1) pe [a, b] estc de forma

y = CIYl + Czyz + ... + CltYn, IV E [a, b],

node Cl , Cz, " " C.,. stnt eonstante.

Funetla Y data, de (2) se numeste solutta gcnerala a eeuetlel (1) I)e
[a, b].
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Vin-21 yin-21 ... y~"-2)

Y~"l y~"). .. y~")

"

(3)
... s;
•.• V..y,y,

y;

Demonstratie. a) Sa obaervam mai intii ca daea W (Yu Y21 ••., v..)~ 0
pe [a, b], stunct W(Yl' Y2'" 0' Un) nn ae anuleasa in nici un punct din
[tI, b]; tntr-oo.evar avem

YI Y2 ••. YtI
y~ y~ ... s;

dupa regula de derivare a unui determinant (vol. I, B, cap. IV, § 2, al. 1)
I}i obaervam eli. totd determinantdi care intervin prin derivere sint null,
deoereee au dona linii egale, cu exceptia celui aerie. Deoarece YllY2"'" y"
gint aolutdi ale ecuatdei (1), avem

y~fll + a1 (x)Yk,,-JI + '" + a.._1 (x)y~ + a" (x) VI:. == 0,

decl pentru orice XE [a, b]

y~") es - lit (x) Vl"-ll- ... - a"~l(x) y~ - a,,(x) Yk'

pe care daca ii tnlocuim in (3), anume in ultima linie, observam eli relatda
(3) se aerie aetdel

y,

~W = y~
d.

san

dW ~ -a, (x) w.
d.

(4)

Funetiile Yu Y2""J Yn Iiind solutdi ale ecuatiei (1) sint derivabile de
n ori pe [a, b], deci W, care confine numad derivatele ptna. la ordinul n-1,
eete 0 functde continua de ro pe [a, b]. Fie roo E [a, b] un punet in care
W (xo)*O. Integrind in (4), obtdnem

(5)\"- a, (ZI d..
W(x) = W(xo)e:l'. , e e [a, b],

de unde resulta, a1(w) fiind continua pe [a, b], ca W (x) nu se anuleaea
in niei un punct din [(J" b].

Intr-adevar, sa presupunem ca exiata puncte x' E [a, b] in care W
ae enuleasa, Alegem pe Xo < x' ~i astfel incit in Intervalul (xo, x'), W sil
nu ae anulese. Functda W Hind continua pe [a, b] ~i W (mo) -=1= 0, trebuie
sa avem, conform lui (5), Z

-) 0, {x) <1",
limW(x) = lim W(xo)e "'.. ,
",-+ ",' "' .......
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lim W($)=O,
",-+",'

4QS

deoarece ~($) eate continua (deci marginita) in punctul x' E [a, b]. Con
tredictia de mad sus dovedeate cit nu exiata puncte x' E [ai, b] pentru care
W ($) ae anuleasa.

Un aiatem de solutdl YllYs,"" Y.. ale ecuatiei (1), deflnit pe [a, b]
en W (Yl' Ys,.'" Yn)~ 0 pe [a, b], se numeste un 8·istem fundamental de
solutdi ale ecuatdei (1).

b) Fie Yu Ys,"" Yn un slstem fundamental de aolutii ale ecuatiei
(1); evem

Yi"l + Il:l (x) yin-I) + + a"-l (x) Y~ + an (X):lll = 0,

y~n) + ~ (x) y~,,-l) + + a,,_l (x) Y; + a" (x) Ys = 0, (6)

y~n) + Il:l (x) y:~-1) + ... + a ..- l (x) y;, -t- an (x) Yn = 0

pentru orice X E [a, b].
Fie eoum Y (x) 0 solutde oarecere definita pe [a, b] a ecuatiei (I);

avem de eeemenee

y{nl + adx) yin-I) + ...+ a n _ l (X) y' + an (x) Y = o. (0')

Eliminind pe Il:l (x), ..., a,,_l (X), an (x) din sistemul format de ecua-
pile (6) + (6') obpinem, pentru orice x E [a, b],

Y y' y" yin)

YI y; y;' yin)

Ys Y; y~' ytnl =0,

s; y~ y;: y~n)

de unde resulta, apliclnd teorema 2, ca pentru orice WE [a, b]

Y = 0IYI + CSY2 + ... + O.. Yn'

Ou 0t, .. _, 0" fiind constante. Teorema este demonatreta.

Observat i i
1) Daca ecnatda linma (1) are forma

a.o (x) yln1 + ~ (x) yl ..- 11 + ... + a,,_l (x) y' + a.. (x) Y = 0,

atnnci relatia (5), numita ~i formula lui Ostrograds'ki-Liouville, se aerie

_C" ~d'"J..... ("'I
W(a:) = W(xo) e
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~i S6 cere ea. ak (c), k = 0,1, .. 0' n sa fie continue ~i ao (x) ~ 0 pe [a, b].
2) Da.ca Yt, Y", •• 0' Yn formeaza un sistem fundamental de aolutii

pe [a, b], functia

J!=CtYl+02Y2+ ... » o.v., xE[a,b],

S6 numeete 801ntia gen~rala a ecuatdei (1) pe [a, b]. Vom arata 131 alineatul
5 ca aeeaeta denumire este tndreptatdta.

....

particulate Yl = e-:", y'/, = e'". Ele formeazf un

Exemple

1) Ecuatla y" - y = 0 are solutttlc
slstem fundamental pe R, dcoarece

W(Yl,YI) = I e,"
,-' I

= -2,
-e~'"

ZER.

Solutla gencrata a ecuatlel date este y = Cle'" + C1e-", x E R.
2) Ecuatta y" + y = 0 are soluttue partieutare VI = sin x, Ya = cos x. Ele tormeaza

un slstem fundamental pe n, deoarcce

sin x

cos x

cos x I
. = _sin~x_cos2x= -1, ;rEll.

-c sm x I

Sclutta generals a ecuatlel date este y = C1 sin x + C1 COS X,X E R.

'I'eorema presentata are consccinte importante.
Conseelnta 1. n selutll JIll Y2"'" y" tormeaza un slstem funda

mental pe [a, b], daca ~i numai daca stnt Ilnlar independente Pe [a, b].

Demonstratie, Intr-adevar, conform consecintei de la teorema 2
(301. 2), wronakienul W (Yll Y2"'" Y,,) Hind diierit de 0 pe [a, b],
Yu Yal"" y" sint liniar independente pe [a, b].

Eenseelnta 2. n + 1 solutll ale unel eeuatli dijerentiale de ordinul n
definite pe un interval [a, b] stnt linlar dependente pe [a, b].

Demonstratie. Fie Yl' Y2 I •• 'J YII' n aolutdi din cell' n + 1 date;
etnt dona posibilitatd :

a) Functiile Yu Y2'" ., Y" sint liniaa- dependente pe [a, b] j in aeest
cas Yu Y2"'" Y.., YII+1 sint Iinier dependente pe [a, b], deoarece legatura
Iiniara dintre n functii este un cae particular al relatdei liniare tntre n + 1
functdl in care factorul constant care tnmulteste pe Y..+1 este nul.

b) FU1J.ctiile YI' Y21 .•. , YII sint ltniar independente pe [a, b] ; in aceasta
eituatde ele formeaza un sistem fundamental, deci oriel' solutio Y,,+1 se aerie
sub forma

Yn+1=G1Yl+G2Y2+ ... +G"Yn' ei e ]«, b],

cu Gu °2 1 " " Gil convennbil aleee. Relatda de mat sus ee aerie tnsa

0iYI+G2Y2+ ... +G"Yn-Yn+l=O, xe[a,b],

de uude resultn cu· Yu Y2"'" u.. Y,,+l sint Iiniar dependente po [a, b].
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4, Construetia eeuatiei difercntiale liniare de ordinul n
de sistem fundamental dat
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Teo rem a. Deua eeuatll dllerentlale de ordinul n, omogene

y11l) + ~ (x) y(1I-11 + + all - 1 (x) y' + a" (x) y = 0,

y11l) + bl (x) y(..-1) + + bn- l (x) 11' + b1l (x) Y = 0,

eare au aeclasl slstcm fundamental de selutii pe un interval dat [a, b], slnt
identiee pe [a, b], adieU.

aJ: (x) == b,dx), k = 1, 2, ..., n, x E [a, b].

Demcnstratlc, Sa. presupunem ak (x) 7S bk (x), lc = 1, 2, ... , n, pe
[a, b]. Deca academ cele dona ecuatdi obtdnem

[.,(x) _b,(x)]y'"-o + [",(x) -b,(x)] y'"-" + ... + [""(x) -b"(x)] Y ~O

enume 0 ecuatde de ordinal n-l, care edmite aceleaei solutdi ca si ecuatdile
din enunt, adica admite n aolutii linter independente, ceca ce este in eon
tradictde en conaecinta 2 de lao alineatul precedent. De aici resulta ca pe
[a, b] trebuie sa avem ak(x) == bk(x), ,,, = 1, 2, ..., n, deci cele doua ecuatdf
etnt identice. Teorema este demonstrate,

Din aceasta teorema deducem ca un sistem fundamental de solnvu

Yll Y"" ••• , 11.. , [JJ E [a, b]

determine 0 ecuetdc diferentiala liniarii, de ordinuln sinumad una cere admite
pe YH 112," .,Y.. aiatem fundamental pe [a, b]. Aceasta ecuatie este

y y' y" yl1l1

y, s', 11:' yl'" =0, (1)

y" y; y;: yt;:l

dupa cum se poete verifica imediet. 'lnte-edevar, inIocuind pe 11 cu 111;1
k = 1,2, ..., n in (1), determinantul este nul, deoarece aredoua linii egaJe,
deci ecuataa (1)are solutdile YHY2,•• •,11,.. Ecuayia (1) este efectiv de ordinul n,
deoarece coeficientul lui yl"l este determinarntul

s. s', V;' yi,,-IJ

y, y; y~' yir-11

s; y; y~' y~~~ll

~i este diferit de zero pe [a, b], deoerece este wronskianul functdilor Yu
Y:, ..., Y. care prin ipotesa formeesa un aiatem fundamental.



4GB Ecuatii diferentiale de ordin superior

B2:lIlJ1ph

1) Functille 111 = sin;l;. ". = cos X, XE R. au W WI' Ill) = -I, decl formeazll. un sistem
fundamental de solulli pe R.

ECUlltia diferenpaIa de ordfnul dol determlnaUi. de III " 11,este

..u

u'
cos x

-sin x

U" I
~:::: =0

y"+y=o.

2) FunepUe 111 = X, Us = :I: + 1, e E R au W WI' U.) = -1, deci tormeaza un ststem
fundamental de so}ulii pe R. Ecua[ia diferenliaHi de ordinul dol ceterminata de 111 ,I U, este

U'
U" I
~ =0, san g" .0

o b aerv a 'liii)

1) Dupa. cum am vazut, Ia un siste:m fundamental de solutdi Yu
,1", .• o,'J/.. corespunde 0 aingura ecueue diferen1Ja].a de ordlnul n. Vom
ara~ mai tirziu (H, cap. Ill, §2, al. 2) ca 0 ecua1ie.djferen~iala liniarade
ordinul n are efectiv n aotuttt liniar independente. Acum putem sa am
tim numai ca., dat fiiud un afetem fundamental de solutii 'J/ll 'JIZI' • 0' Y..,
putem conatrui 0 infinitate de sisteme fundementede. lritr-adevar, darca
111' 'JII'·· OJ Y. eate un sistem fundamental de n functii pe [4, b], sistemul

Y1 = AnJ/1 + ~sYa + ... + Al.JJ.

Ya = AnYl+ Aa2Y2+ ••• + A.2,JJ..

T,. = t...mJl + A..:2I2 + ... + An.JJ..,

~ >-OJ pMametri reali oarecari :,i matricea II "', II neslngulara este tot un
=~~enta1. Functdile Y", k = L, 2, .. .,n Bint aolutdi, fiind com-

(iii lin.iare de Yu Ya," .,Y.; avem Ip. ,

"P.'(Yu Ya,.··,Y,.) =1 x, I. W(Yl' Ya, ...,Y,.)+0 pe [a, b],

deci Y1 , ••• , Y. formeaza, un eistem fundamental pe [a, b].
2) Daca l'fll (e), l'fls(x), ..•, l'flll (x) sint n functii derivabile de n

ori continuu pe un interval [a, b], ele formeasa un sletem fundamental
de sohrtti numai pe un subinterval [IX, ~] C [a, b] pe care

W(lfl1, lPl," ',lP,,) =F O.
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Punctele pentru care W (,pH CPlll" <,qln) = 0 sint puncte singulare
pentru aolutdle ecuatiei

y"

rp~' =0;

!P.. cp~ q;~' ql~n)

in eceste puncte coeficientul lui yIn) se anuleaea.

5. Solutio probJemei lui Cauchy

Teo rem a. Fie eeuatla difercntiala llniara de ordinul n, omogena

Y(")+~(X)y("-l'+ ... +a.._1(x)y'+a,,(x)y = 0 (I}

avind Pe VI' Y2' .. -,y" sistem fundamental de solurli pe [a, b]. ExisHi 0
singura solutio y (x) care in punetul XoE (a, b] satisfaee eonditiile inltiale

y{xo) = Yo, y' (xo) = y~, .. .,y(n-ll (xo) = y~..-ll,

VOl y~, .. 0' y&..-ll fHnd numere uareeare,

Demonstratie, Bolutda generala pe [a, b] a ecuatiei date este

Ylx) ~ C,y, Ix) + C,y,(x) + ...+ C"Y" Ix).

Oonditdile initiate ne conduc la sistemulliniar in Cll 0lll" .,0..

C,y,lx,) + C,y,(x,) + + C"y"(x,) ~ Yo I
OJ1J~(xo) + Ol&~(wo) + + OnY" (wo) = Y~
..................
0J1li,,-ll (wo)+ 0 2Yi,,- ll(wo) + ... + O,Ji,"-lJ(WO)= y&,,-ll.

Determinantul aiatemului (3) eete

Vl Va' .. Yn

W (Vll Va, .• .,Vn) = V~ V~· . . y~

(2)

13f

prin Ipoteza diferit de zero in punctul WoE [a, b], deoarece VIl Va,•.•, y"
formeeaa un statem fundamentaJ pe [a, b], prin urmare, 0ll °2" " , 0 ..
stnt unic determinate de (3) dupa regula lui Cramer.

Inlocutnd pe 0ll 0", .. .,0.., estfel determ:ina.te in (2), obtdnem aolutie,
unica -Y(:D) cantata. Teorema. eete demonstrata.
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Obs'ervatie
Aceasta. teorema ne arata cil. din solutda (2) putem conatrui orice aolu

i(Je a ecuetdei Iiniare en gradicul aituat in banda. D = [a, b] X (-00, + 00).
Mulliimea aceetor aolutdi eate, dupa cum am mad apua, solutio gene
reaJ.ii a eouatiei diferentiade (1) in D.

Acest fapt [uatdfica numirea de solu1ie generalu in D data functdei

y = CIYl + 02Y2 + ... + G"YDl XE [a,b].
Exemplu

Ecua'[la dtrerenttata

2x 3y '" _ 6x 2g" + 12 xy' _ 12 Y _ 0

are soluttlle partlculare Y1 _ X. YJ = ;ca, Ya = x3• wronskianut

2.

2

-se anujeaza In punctul x = O. Sotutta gcncrata a ccuattet date este

y = C1x + Ct x 2 + Gax a

pe orlee interval [a, b] care nu contrne originea.
Ne propunem sii determiniim sclutla partrcutara care tndepuneste condrtttle lnijlale

y(1)=1, y'(l) = 0, y"(l)=-l.

Avern

C1+2C.+3Ca=O,

2C. + 6G3 = -1,

-decl

eolutla particular:i. care eausrece oondijille initiaJe este

y(x)=-..!:..x+x~-2.r.
2 2

ti. Mie~orarea ordillului unci ecua~ii liniare ~i omogenc

Teo r e ill Ii. Fie eeuatla diferentiahi liniara de ordinul n, omogcna

"0 (X)y, ..l + ~ (X)yl"-I) + ... + t1.._ 1 (x)V' + t1,,(x)V = O.

Daml eunoastem 0 selutie partleulara VI a ecuatlel date, prin sehtm..
buree de Iunetle y = VIZ, ii putem mlesora ordinnl en 0 unttate,
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Demonstratle. Fa,eind schimbarea de Iunctde din cnunt, obtinem
succesiv

JJ=!Jtz,

?I' = Y~ z + YIZ',

y" = Y~' z + 2 y~ z' + Yl «;

daca tnrnultim prima ecuatde eu an (x), a doua eu a .. _ 1 (x), .•. , pe ultima
cu Ilo (x) !;Ii adunam, evem

e [al)(x)Yl" J + a 1 (x ) yin-I) + ... + an (X)Yl] +
+ z' [a1 ( x ) Yl + 2aa (x)!I~ + ... + C~llo(x)lIin-l'] + ... +

+ z'nl ao (x) !II = O. (1)

Coefieientullui z este nul pentru ea Yl este solutie a ccuatdei date.
Ou 0 nona schimbare de functie z' = u, ccuatia (1) se transforms fntr-o
ecuatde liniara ~i omcgene de ordinul (n-1)

Ao(x) U l.. - ll+ Al (x) U{"-21 + ... + .A"_1 (x)u = O.

Teorema. este demonstrata.

(Lb s e r v a pi e
Deca cunoaetem k aolutti perticulare ale unei ocuatdi Iiniare, ti putem

mlceora ordinul en k unitati.

Exemplu

Sa se lntegreze ccuatta

x (x + l)y" - (x - 1)y' + y = o.
Se observe cii ecuatta are sorutta parttcutara y = x - L Pacem substttutia

avem

""

pe care Ie rntccutm In ecustta data

1 2 2=--+-----,
x x+l x-I

",2+4_1

x(x + 1)(x - 1)

x(x + 1)(x - l)z" + (x' + 4." - I):' = O.

"

x(x + 1) [2z' + (x - 1)z"] - (x - 1) [z + (x - 1) z'] + (x - 1): = 0

y = (x -1)::;

.lJ' = Z + (x - 1)z'.

y" = 2z' + (x - 1):".
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deci

Inlz'l =In I~i + 2 In j t + xi - 21nlx-l[ + InCl

'"u
z'=c, (X+1)2, z=C,(

x(x - 1)2 J
(x + 1)2 dx

x(x _ 1)2

z= c1 ( [2- + -'--JdX+ C, = C1[ln ]xl- -'-] + <;.J x (x - 1)2 x-I

Solutia gencratn a ccuattet date este asadar

y = C} [(x - 1) In 'x I - 4] + Cz (x - 1)

pe on ce interval care nu confine orrgtnca.

§ 5. ECUA'fII DIFERENTIALE DE ORDIND'L n, LINIARE
~I NEOMOGENE

1. Solutio generaHi a unei ecuatii neornogene

Teo rem a. Fie eeuutia difercntia1ii. de ordinul n, llnlara ~i
neomogcmi

L" [y] ~ a,(x)y'"' + a,(x)y"-" + ... + a_, (e) y' + a" (m)y ~ fix) (I)

eueoeficicntiiak{x), k=O,l, ... ,n~if([)J)conlinui. lar uo(x).::pO pe
[a, b]. Sclutla generala a ecuattei (1) so ebtlne adauqlnd 10 solutia
generala a eeuatiei omogenc

L" [y] = Uo(x) ylllJ + Ilt(X)yl,.-IJ + ... + U"_l (x) y' + a..(x)y = 0,

o solutle partieulara [earceare] a eeuatlel neemogeue (1).

Demenstratle. Fie Yo (x) 0 solutie perticulara a ecuatdei neomogene
[a, b]. sa faeem achimberea, de functde

y(x) =Yo+z.

Avem, tdntnd seams. de Iiniaritatea operatorului L.,

insi1,

L" [Yo] ~ f(x),
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decerece Yo eete 0 aolutde a. ecuatdei neomogene. Ne mai ramrne

L.[z]~O;

prin urmere, daeA '!Ill Y2' 1/s, 0 0 0' Yn eate un sistem fundamental de aolutdi
el eeuetdel omogene pe [a, b], urmeasa ea solutda generala a ecuatded
neomogene este

Y = 01!.h + 02Y2 + 0"+ CfiYa + YIJ' XE [a , b].

'I'eorema este demonatrata.

Observa.tie
Da,c§, f(x) = fdx) + f2(X) + ... + f",(x), XE [a, b], ~i dad

'!flO' Y20,·0'0' y",o

etnt solutdi partdculare ale eouatdilor

La [Y] = h{x), k = 1, 2, .. 0' m

reepectdv, atunci functia

1/10 + 1/20 + ,. 0 + '!fmO

este 0 solutde pa.rticulara a ecuatiei

L.[y] ~f,(x) +f,(x) + ... +f,.(x).

t:ntr~adevar, avem

deei
L.[y,,+y,,+ ... +Ym,]~f,(x)+f,(x)+ ···+fm(x).

2. Metoda variatiei eonstantelor
pentru determinaTea unei solutii particulare

a eeuatiei neomogene

Teo rem ao Fie eeuatla dllerentiala de ordinul n, Hniara ~i

ueomogena
L. [y] ~ _,(x)y'" + a, (X)y'd' + ... + a._.(x)y' + a.(x)y ~f(x) (1)

eu ao(x), ltt(x), .. o,an(x), f{x) continue ~i aO(x) + 0 pe [a, b].
Fie Yll '!I2, 000' 1/n un slstem fundamental de solutil pe [a, b] ale

.ecuatiei omogene
L. [y] ~ .,(x)y'·' + a,(x)y"-" + ... + a._.(x)y' + a.(x)y ~ O. (2)
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o soJufie particulars Yo (x) a eeuatiei neemogene (1) pe [a, b)
este dati de

!/o~!/.~O;(m)dx+!/,~O;(X)dm+ ... +Y.~O;(m)dX, (3)

nude C; (x), O~(x), ...,C~ (x) cste solutia slstemulul

1hO;(X)+Y2a~(X)J +1J"C~(x)=O I
y;O;(m)+y;O;(m) + +y;O;(x)~O
..................
Yin-2)C~(x)+y~"-2)C~(x)+ +y~n-2)C~(x)=O (4)

yin-I) c; (x) + y~fj-ll C~(x) + + y~"-lI C~(x) = (x) •
uu(x)

Daml efectuam euadraturlle (3), lrurodnefnd pemru Ileeare euadra
tura cite 0 eonstanta arbltrara AlJ .. _,AM respectiv

~ O;(x) de ~ A. + ~,(x), ..., ~ O;(x)dm ~ A. + ~.(m),

~i daca Ie inlocuim in (2), obtluem sclutia generala a eeuaplei neomogene

11 = ..dIYl + ...4. 2112+ ... + A,.y ..+ Yl'fil+ !/2rp2 + ... + Y,,'P,..

Demenstratle, Fie YH Y2'" .,y,. un sistem fundamental de solutdi ale
eeuatied omogene (2). Bolutia generala a ecuatiei omogene ve fi a~adar

z = GIYI + Oi!Ja + ... + O~Yn,

unde 01) 02.,"" C~ stnt constantc arbitraro. Daca reusim sa aratam ca
functde,

Yu = YI'fi1 + Y2rpa + ... + Y"rp ..

en !plJ· .. , rpll determinate pe [a, b], dupa cum este precizat in enuntul
teoremei, eate 0 aolutde partdculara a ecuatdei neomogene, atunci, conform
celor spuae la alineatul precedent, functfa

y = DIYI + G21h + ... + G"Y" +Yu

este solutda generala a ecuatdei neomogene pe [a, bJ. Ne ramrne asadar
numai sa verificam ca Yu eete 0 solutde a ecuettei neomogene.

In acest scop sa consideram functda

y=CdX)YI+Ca(X)Ya+ ... + C,,(X)YM xE[a, b], (5)

care ae obtdne din solutaa generalg a ecuatdei omogene inlocuind constantele
ClJ Ca, . · · , O~, en functdile necunoscute 01 (e), 0a (c), ... , G" (x), ~ sa
aratam ca functda y data de (5) en 01(m), 02(m), ..., G,,(m) verifieind sis
temul (4), este solutie a ecuatdei neomogene (1).
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Daca derivam pe y dat de (5) obtdnem

y' = C1Y~ + C2Y~ + ... + GnY~ + G;Yl + C~Y2 + ... + a;,yn'

!nsa, conform primed ecuatdi din (4), anume

C;Y1 + G~Y2 + ... + a:,y.. = 0,

ne mad ramtne

y' = alY; + G2Y~ + ... + Gny:.

In continuare, daca derivam pe (51)' obtinem

yO = al!J;' + C2Y~' + ... + allY~' + O~Y~ + O;y~ + ... + a~y~,

tnsa, conform ecuatdei a dona din (4), enume

O~y~ + O;Y~ + ... + C~y~ = 0,

ne mad ramfne

'!I" = C2Y;' + C2Y~' + ... + C.,y~'.

In mod aaemanator obtinem

s" = C1!Jt + C2yt + '" + C..y~"

(o,)

(5,)!

yIn-I) = ClJIift-1) + 02yhn-ll + ... + O..y~n-ll,

In ceee ce prlveete derivate de ordinul n, obtdnuta prin derivare din ulti
ma relatde, avem

ylll) = 0lyin) + 02y~lI) + ... + 01lY~") + C~yi"-l) + ... + O~y~n-l)

san, tdntnd aeama de ultima relatde din (4),

yin) = 0lyin) + 02y~lI) + ... + Ony~n) + f(x) ;.:
ao(x)

Daca inmultim acum pe 11 (dat de (5)) en an (e), pe y' (dat de (51)) eli
a.._1 (m) e.e.m.d., pe y1ft) (dat de (° 3)) ell ao (e), obtdnem prin tnsumaee

L.![y] ~ O,L. [y,] + O,L. [Y,] + ... + O.L. [Y.] + fIx),

L" [Yk] = 0, k = 1, 2, ..., n,

eetfel inelt ne mad ramtne

L.[y] ~f(x);

prin urmare Y dat de (5) en 0H °2 , •••• , On' verlflctnd siatemul (4) eate
eolutde a ecuatdei (1).
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SA. observam cit determina.ntul sistemului (4) eate W (Yll Y2, .. .,Yn)*O
pe [a, b]. Fie a;, a;, ... , o~ eolutda sistemului (4) cu

Yk-l YkH s;
Y~-l Y~+l Y~

Prin n
W(Yll Y2'·· ·,Yn)

cuadraturi obtdnem

0t(31) = , C~(31) d31 = 1Ft (:v) + At, k = 1,

. f(x) ,k=l, 2, .. .,n.
Uo (x)

2, ...,n,

unde Au All' ...,An slnt constante arbitrare.
Inloculnd pe Ok (:v) in (5) obtdnem

Y(:v) = ylAI + ... +YRAn + 'PJ11l + ... + 'PnYn'

care eate solutda generala. a ecuatdei neomogene. Funetda

Yo = !fIJ1II + 'P'l112 + ... + !fInY.

este 0 aolutie a. ecuatiei liniare neomogene ~i este prin nrmare solutda
pertdculara cantata. 'I'eorema este demonatrata.

Metoda. folosita pentru a determine 0 solutde partdculera a. ecuatded
necmogene (1) se numeete metoda varialiei comtanwwr ~i se datoreete lui
Lagrange.

Exemplu

Sii ae gaseasca soletta generala a ecuattet

ry" + 4xy' + 2y = cose.

Douli solulii parttculare ale ecuattct omogene

:J:2y " + 4xy' + 2y = 0

slnt

1
01=-'

X

Avem de ascmenea

x x' 1
2 = -~'

deer pentru erlce interval I C R care nu ccnttne punctul x = 0 soiutta generala a ecuettet
omogene este
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Pentru determinarea soluttel generale a ecuattet neomogene folosim metoda variatlei
constantelor, Avcm

1 I 1 '
-C1 + -C2=O,

X x'

deci

C~(x)= cos x, C~(x)= - xcosx

C1 (xl = ~ cos x dx = - sin x + AI'

Ca(x) = - ~ xcosxdx = - .r sin z - cos e + A 2

solutla gencrata a ecuauet neomcgene cste

y=~+~_cosx,

x x" x"

tar _ ~ este 0 solutte particularii. a ecuauct neomcgene.
x'

6. ECUA'J'II DIFEREN'J'IALE DE o.RnrX"CL n, LI~IARE,

CU COEFICIEN'j'I CO:-lSTAN'!'I

1. Eenatii ornogene

o ecuatde difcrent;iaHi, Iiniara

aoyl") + Ilty(tt-ll + ... + a.._1y' + anY = 0, ao=:p° (1)

unde at, k = 0,1, 2, ... ,n slnt constante reele, este 0 ecuatde de ordinul n,
en coeficientd oonstantd, omogena,

Pentru aceaeta claea de ecuatdi putem determine totdeauna Ull

alstem fundamental de solutdi.
Anume, daca cautam eolutfi de forma

y = A e"", A =:pO,
obtdncm succestv

y' = Are''', y" = Ar2e"', .. _,yin) = ArNe"";
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daca. Ie fnlocnim in (1), avem

Ae""[uoY" + ~r"-l + ... +a.._1T +[a..] =0;

deoereee prin ipotesa ..4. ~ 0, iar 0'" nu ee enuleaea pentru a;E R, va
trebui sa evem

K,.(r) sa aoT" + a1rn- 1 + ... + u.._1r + a.. = O.

Prin urmere numarul (real san complex) r trebuie sa. fie radacinil
a ecutJIiei algebrice (2) care se numeate ecualia caraeterisMcd a ecuetdei
diferentdale (1).

sa obaervam de la Inceput cil daea ecuatda caracteristdca

aoTI! + <f.tTII-1 + ... + a,,_I]' + an = 0

are toete radacinile simple r1 =F ' 2 * ... =F r .., at-unci solutdile partieulare

formeaza un sistem fundamental de solutdi ale ecuatdei (1).
Intr-adevar, calculind wronsklanul lui Yll Y21" .,g", obtfnem

r

W (VB Y21" ·,Y..) =

1 1 ... 1

r, r, ... r"
= el" +" + " ' +' . )" ri r~ ... r;

11-1 r~-l . . . r;-1

ei se observa ca. este diferit de zero pentru orice x E R, deoarece cxponen
~iala, nu se anuleasa pe R, iar determinentul aerie este diferit de zero dad
", :1= 'Tj , i:l=;, tntructt eate determinantul Iui 'vandermonde al numerelor
"u 1'1'" .,1'" prin Ipotesa diferite tntre ele.

In eele ce urmeesa VOID discuta forma aolutiei generale a ecuatdei
(1) dnpa natura rad!cinilor ecuatdei caracterietice.

2. Ecnatia earacteristica are radaeini distinete

a) Ecua1ia caraeteristicd are rdddcini reote distinete

Teo r e ill a 1. Fie eeuatla dlterentiala Ilniara de ordinul n eu
eeefielentt (reali) eenstantt

(loY1..>+ Cf.lyl,,-l)+ ... + a.._1y' + (I...y = O. (1)
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Daes eeuatfa earaeterlstlea

aor" + ~1'''-l + ...+ all _ 1 r + an = 0

are radacinile reale simple

atuoci funetille

formeazi un sistem fundamental de selutii pentru eeuatla (1).
Selutla gencrala a ecuatiel (1) este

y = ale'l~ + 02e"" + ... + O"er~, x E R.

Demenstratie, Daca ecuatia caracterietica are toate radacinile
1'1 1'2'" .,1',. simple, aolutiile particulare

e'l~, cT
, ,,, , ••• ,e''''''

Iormeaza un sistem fundamental de intcgrele, pentru orice x E R, dupd
cum rezulta din expunerea fii.cutii la alineatul precedent.

Bolutda generals a ecuatdei date (1) va fi aeadar

y = Gle'l'" + 02e"~ + ... + One''''', X E R.

Exemplu

Sa se giiseasca solutia gcnerata a ecuatiei

u'">: 2y" - u' + 2y = 0.

Sa se determine solutia particularii care tndeplinestc conditiile initial e

y(o) = 0, y'(O)=O, y"(O)=-I.

Ecuatia-caractertsttcd r a _ 2r' - r + 2 = ° are raddclnlle r l = 1, rl = - 1, ra = 2;
prin urmare sojutta generaia este

y = Cle'" + C2r " + Cae''''. x E R.

Pentru a gast solutia particularii, cetermtnam constantcle Cl> C.' Cs prin condtttne
tntttale date;

Cl+C.+CS=O,

Cl - C. + 2Ca = O.

C1 + C~ + 4Ca = - 1,

deci

1 1 1
C1 = 2' c. = - 6"' Cs = - 3' Solutla parttcularf ciiutaHi este

b_) Ecualia caracteristicii are riuUicini complexe distinete.
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(1)

Teo r e ill a 2. Fie eeuatia dlferenplala, Ilniara, de ordinul n en
eoeficienti (rcali) eenstantl

ally'fl) + ~y(f1-1) + ... + an_IY' + anY = O. (1)

Daca eeuatla earaeterlstlea
aor" + ~r"-l + ...+ an_IT + an = 0

are rii.dacinile eemplexe, simple
'1= IXI +i~H T2 = (XII +i{3l\l" .,Tm = IX", +i{3""

1'1 = ~ -i{311 1'2= !XII -i (3l\l" .,1'", = 0:", -i{3,,., n =2m,
atunci Iunetiile

formeaza un sistem fundamental de sclutii ale eeuatiei (1).
In aeest eaz, selutia generala a ecuatiei (1) este

y = e"'"' (01cos {31oX + 0: sin (31X) + e"'" (02 1."08 {3l\X + 0; sin (32X) +
+ ... + eam"'(O", cos {3,,,x + C;'sin (3",x)

nude 0,,, 0;, k = 1, 2, .. 0' m sint 2m eonstante arbitrare.
Demonstratle. Dcoarece ecuatda caracteristdca are toate radacinile

simple, urmeaza ca· aolutiile

til = e{""-j~,),,, Y2 = el",<-i~,)" , •• • ,y", = el"'m-i!>",I"

formeaz:1 un sistem fundamental. Functdile YH YI," .,y "" y", nn stnt rcale,
deoarece, dnpa formulele lui Euler, avem

Yk = e"'k"'eos (~kX) + ie"'k"sin(~kX),

Yk = C"'k"COS (~kX) - i C"'k'" sin ({jkX),

In prectdca intereaeaea solutii reele, de aceee nu se ill. (1) ca sistem
fundamental, ci urmatoarele funotii, obtinute prin combinatii Iiniare (care
dupa cum atim stnt de asemenee aolutdi}, anume :

y, = Yl +lh = e"'1" COS (,(,x, y' !h - YI ",,,. (,(
~ 2 I-'~ l=--u-=e i em p.c,

y;= y,-Y. =e"''''''sin(,( x
- 2i 1-'2 ,

y = 11",+11", =e""""'cos(,( ill Y' _Ym-Y", = e"''''''sin (,( ill
'" 2 I-'m,m-{!i I-'m'
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Sistemul Y." YZ, k = 1, 2, .. " m, (2m=n) formeaza tot un sistem
fundamental, deoarece (B, cap. II, § 4, al. 4, obaervatda 1) se obtdne
printr-o combinatde liniara intre YD" ·,Ym' YD" .,y"" cu determinentul

I Au1 = D1·D2 ••• u; = ~: =F 0, unde

1 1

2 2

21 z:
Exemple

1) Sa se gaseasca snlutia generata a ecucuct

y"+y=o.

Ecuatia caraoterjstjca ,a + 1 = 0 are radactntlc '1 = i, 'a = - i, Functiile Y1 = COSX"
Y, = stnz tormeaea un ststem fundamental de Integrate pe R.

Selutia gencrata pe R este

2) Sa se gasesca solutla gcncrata a ecuattet

y""+ u'" + 5y" + 4y' + 4y = O.

Ecuatla cerecterrsttcn r4 + r3 + 5r" + 4r + 4 = (r + 4) (r" + r -;- 1) = 0 are re
diicinile

Funetiile

YI=:cos 2x, Y. = sin 2x,

1 .}'i
fa = - -+1-,

2 2

-~ Vi
Y3=e ~ cos2x,

--~'" V3
Y4 = e 2 sin-x

2

tcrmeaza un sfstem fundamental de Integrate. .gotutta gencrata pe R este data de

Oele dona teoreme enuntate mel sus pot fi grupate rntr-una aingure
care este 0 eonsecinta 3, lor,

Con see i n t a. Fie eeuatla diferenliala linlara de ordinul n eu
eoeficienli {reall) eonstantl

aoY1tll + Il:ayl"··'l) + ... + a,,-lY' + a"y = O.

Daca eouatia earaeteristlca

ao?''' + Il:ar"-l + ... + a,,_lr + a" = 0



!X2 ~ i 132, .•. , lXm~ i 13m,

Y = E e"krJ1 (C"cos
"'~l
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are l'ii.dic!»ile eomplexe simple

IXl + i 13u !X2 + i 132," ·,1Xm + i 13m,
oct. ~i f3u

~i radacinile reale simple

"(U "(2""'1'1'; P + 2m = n,

atunei selutia gencrala Pe R a eeuatlei date este

J3",x + C; sin J3",x) + t D,plorJ1

h~l

eu Ok' 0; D io constante arbitrare.

Intr-edevar, dacil, lXk+ i 13k, !Xk~i 13k, k =1, 2, ...,m ~i I'M .h=
= 1, 2, ..., P sint radacinlle eouatlel caraotorlstice ~i slnt toate simple,
atunei functdile

Jh '= eYh~, h = 1, 2, ..., P

Iormeaza un aiatem fundamental de solufii pc R ale ecuatdei date.

Exemplu

S:1 se g~scasca sciutta generals a ccuatlel

y'" + y" + y' 1/ = o.
Ecuatla caractcristica r3 +r~ + r+ 1 = (r+ 1}(r2 + 1) ~ Q are rad'lcinilcr1 = -1,

ra = i, r3 = -i. Functtlle .rh' = e->, Ya = cos T, Yo = sin x formcazu un slstem fundamental
pe R. gorutta gcnerera pe R este

y = CJr-'" + C~ sin x + C3 cos x,

3. Eeuatia caraeteristica arc rada(~jni multiple

Teo rem a. Fie eCllatia dHcrentiaHi Ilnlara de ordinul n

L,,(Y) = aoyl"l + al1l{"-ll + ... +a,,_lY' + a~y = 0 (1)

ell eoefieienrl (reali) eonstauti,

Daea eeuatla caraeteristlea

K,,(r) = aor" + a1.rn-1+ ... + an_lr + a" = 0

are radiicina r = o: de ordinul p + 1 de multiplicitate, aumcl Iunetla

Y = Coe""~ + 0l'¥eIX
'" + ... + (JpxPe=

este 0 solutte a aeuatlel (1).
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b) Solutdile
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Bemenstratle, a) Fie y = en; ; dupa cum am vazut la al. 1 al aceetui
peregrad, evem identitatea

L..[e""']=.e""'K..(r) j

sa derivam de m ori aceasta identdtate in raport eu r

~L [e"']=~[er"'K (r)]'arm" or'" n'

observam ca operatorul L" poate fi intervertit eu am ,deoa.rece L n este un
aem

operator cu coeficienti conatantd, iar e~ rare derivatele partdale de orice
ordin continue (teorema de Intcrvertibilitete a derivarii partdele a lui A.
Schwarz). Putem aerie deei

1nsa.
amor'" [e""'E,,(r)] = rme"'K,,(r) + C;"r"'-le"'K~{r) + ... + C;::e""Kit,l(r),

dupa regula. lui Leibniz. Avcm, aaedar, Identitatea

L,,[x"'et"]:==e'''' [r"'k"Cr) + C;"r'''-lK~(r) + .. , -T- C;~K;.'rt)(r)]. (2)

Sa preaupunem ca l' = c; cste 0 radi1cini1 a eouatiei ceracteristice
K,,(r) = 0 de ordinul p -i- 1 de multiplicttate ; in aceasta aituatic

K,,(oc) = 0, K~((/.) 0, ... , K';~I(a) - -' 0, K~])+I) (7.) =F 0, (3)

de unde rezulta imediat din (2) cn

ill = eM, Y2 = xe""~, ... , Yv+l = :L'])e~J!

stnt solutdi ale ecuatici (1); tntr-adevar, pentru m -<: p avem

Ln[xme"Z]=e"z[oc"'KnC~)+C:nocm-lK:,(oc)+ ... + a;;:K:,nll(oc)] = 0

deca tdncm seama de relatiile (3). 0 coneccinta imediata a accstui fapt cate
-Ja functia

eete 0 aolutie a ecuatdei diferentdale j spunem ca (-1)este contributia radacinii
multiple r=oc la solutda generala a ecuatiei (1). Be observe eil introduce
p + 1 conatente arbitrate, udica un numar egaJ cu ordinul de multdplicitate
al. rddacinii r = ('J,. .

e=, xe=, ..., x"e"'"
stnt Iirriar Independente, deoerece 1, x, xl'l, ..., xl' etnt Iiniar independente
[B, cap. TI, § 4, al, 2, ex. 2]. 'I'eoreme este demonstrata.
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c) Ne met ramfne ecum sa facem diacutda ai dupe natura radacinii
multiple r = lX•

.A1Wm doua 8itu~ii:

Ct) RiJ,diicina r = IX de Qrdinul p + 1 de multiplicitate eete reald.
In aceasta situatde evem solntiile partdculere

YI = 13=, Y2. = xc""', ••• , Yt>+l = a;lJe""'.
Exemplu
gm + 3y" + 3y' + y = O. Ecuatia caracterlsttca

r 3 + 3./'~ + 3r + 1 = (r + 1)3 = 0

are riidiicina triplii r = -1. Puncture 91 = e-s, O. = xe-"', Y3 = x2e-'" rormeezn un ststem fun
damental de Integrate pe R. Selutia generata este asadar

y = (Co + G1x + C,xll) e-«, XE R.

( 2) Ecuafia caracteristica are ritdt'Lcina compwwa r = lX + i13, de ordi~

nul p + 1 de multiplicitate.
Ecuatia. (1) fiind ell coeflcientd reali urmeeza ea ecuatia ceracterfattca

Me ~i radacina. T = lX-i13 tot de ordinul p + 1 de multiplicitate. Oele
2p + 2 mdacini vor de prin urmare solutdlle

Pl = e("'HI>JOIl,

IiI = el«-illl«,

y" = x e(e:t+i"l« , ••• , Y.,+1 = x P e(e:t+·"J«!

Y2 = X e'e:t-il>l« , •••, 11.,+1 = x P e1e:t-il>I«,

liniar independente. Ca f}:i in easul dlacutat atanterior, se ia ell siatem
fundamental solujaile urmatoare :

y; = YI- 111 =fFsin [3X
2i '

y' = Us-vs = x· e= sin [3x
2 2i' ,

y' - YP+l - Up+! =xP e"'" sin [3 x.
11+1 - 2i

Exemplu)

y"" + 2y" + Y = O. Eeuatia' caractensuca ~ + 21'\1 + 1 = (rll + 1)2 = 0 are riidi'l.cinile 1'1 =
= i, f. = _ i, duble.

Funejllle VI= COS X, Y, = sin x. Ys= x cos x, Y, = X sin x fonneaz:1 un stetem rundas
mental de Integrate pe R. Sulutia generals a ecuattet date este esadar

y = (Co + CIX) cos X + (c. + Csx) sin x, xER.

Resultatele aceator doua alineate pot fi rezumate in urmatoerea

Teo rem a. Fie eeuatla diferentiala liniara de ordinul n cu eeefl
elentl eenstantl

uoY(nl + ~("-1l + ... + U,,_lY' + u"y = O.
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Daml eeuatla earacteristlea

uorn + ~rll-l + ... + all_IT + an = 0

arc fadaciniJc eomplexe

0(1 - i~H

0.:2 + i~2'" OJ

!Xl! - iI'2l" 0'
O(p + i 1'1>'
11.1> - i 1'1>,

de ordine de multiplicitate ~,m2' ... , mp lji riidaeinile reale

III "(2'" 0' 't«

de ordine de rnultiplicitate, 81, 82 , •.. ,8~, atunci selutla generala a ceuatier
dfferentlale este

(1)

y(:v) = t e"k'" [Pmk - 1(x) cos I'kX + Qmk-l (x) sin l'tx] + -t eY/oZ R.,,_l (x)
k~l h=l

unde Pmk-l, Qmk-1, R.,,_t stnt polinoame arbltrare in m de grade respectiv
m k -1, mk -1, 8,,-l.

Ilemoustratie. Trebnie sa a.ratam e11 solutdile particulare care eonstd
tuie (1) sint liniar independente in ansamblul lor.

Daca exprimam pe sin IV ~ cos x prin exponentdale, expresia {I}
daca ar fi identic nula [deci aolutdile er fi linier dependente] a-er scrie in
modul urmator:

Pl(x)e~lO'+ P2(x)e~'" + ... + Pj(x)et j
", :::::: 0, {2}

cu t > 1, deci
P1(x) + P2{x)e(~'-~1)'" + ...+ P, (x)e(tj-t,)O' == O.

Daca Pl(X) are gradul h, derivind de h + Lori, ajungem la 0 expreaie
de forma (2) cu un termen mad putdn. Repetind aceaeta operetie de t-1
ori ajungem le

eao: es 0,

ceea ce nu se poate, deci eolutdlle care Iormeeza (I) sint Iiniar independent-a
pe R.

ExemplI!

g"" - y'" - g' + y = O. Eeuatla caracteneucs

r" - r 3 _ r + 1 = (r - 1)2 (r 2 + r + 1) = 0

are riidiicina dublil r = 1 ~i radiicinile comptexe Tu.l = - +± i V; .Sclutta generala It ecu

atlel este

i
L

_E", Va yr
u = (C~ + C..x)e'" + e 2 (C3cOs-x+C4 sln - z) ,

2 2
ZER.
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4. Eeuatii neomogene

a) Pentru determinarea unei aolutii paetdculere a ecuetdei neomogene

aoY(") + llly1n- 11+ ... + O:,,_lY' + allY = f (x)

putem folosi metoda v:a~iatiei consta?te}o!, care n~ perm.ite, c~moscind

solutda generade 30 ecuatiei omogene, sa gasrm 0 aolutie particulara a ecua
tiel neomogene prin n cuadraturi.

Exemplu
1

Sa se Integreze ccuatla IJ" + IJ = --, x =f ktz, y" + y = 0 are ecuatta caracteris
sin x

Uca r2 + 1 = 0 ell rtidactnlle T1 = i, r~ = ~i. dcci solutia generala a ccuattet omngene este

y = C1 sin x + G" COS X.

Pentru dctcrminarea nnei sotutu a ecuattel neomcgcnc totostm metoda variatlcl cons
tantetor. Avem

C: sin x -!- C~ C05 X = 0,

, , 1
Gl cos X ~ C~sinx = -,-

Sill X

san

c~ = cO~:il C~ = -1,
sin z

Solutia geuerala a ecuafiei ncomogcne estc asadar

y = .1 1 sin x -~ A 2 cos X + sin xln [sin xt - XC05 X.

pe oriec interval care nu contlne puncLele x -= kr:, k tntreg.

b) Stnt eazuri frecvente in aplicatdi cind putem giiei prin ideutificare
eolutda particulara, fiJril sa folosim metoda vaeiatici conatantelor, metoda
care pentru n > 2 conduce le calculc numeroaee. Bnumeram mai JOB aceate
cazuri :

bi ) Funetla f(x) cste un polinom P",(x). Bolutaa partioulara va fi in
acest uaz tot nn polinom de x, de acclasi grad m, daca a" =F 0. Luam pen
tru Yo un polinom arbitral' de gradm,Q",{x), celculam derivatele y~, .. .,y~"I,
le introducem in eouatia diferent.iala'[

(1)

~i prin Identificare determinam pe Q",(x). Daca 0" =0, 0"_1 = 0, _. _, 0,,_1:=
= 0, U,,-k-l =po, trebute sa luam pentru Q(x) un polinom de grad m + k
pentru a putea face identdflcaree.
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Exemplu

Sil se Integreze eeuatta

y(U) _ ylIVI = 1 + x,

Integram mai rntrt ecuatia omogens ylVII _ !lIIV) = O. Ecuatla caracleristicii. ,.. _ ,.. =

"':' fl.(r -.1) = 0 are rauacrne cuadrupta r = 0 ~i r!'id'lcinilc simple ,!=1, fa = -1; sotutte
ei generala este

y = en + Glx + C1:r2 + Gaxa + C,e'" + c.e-», x '= R.

Pentru ecuatla neemogena cautam 0 solutte parttculare de forma Yn = Axl. + Ex';
avem yin') = 41 A + 5 I Ex, ylVI = 0, g(VII = 0, deci

-4 ! A - 5 ! Ex sa 1 + x,

1 1
A=--, B=--·

41 51 '

sciutta generalii a ecuattet necmogcnc cste asadar

xeu,

Pentru detcnntuarea lni Yo metoda vartatlel ccnstantetor ar fi dus la calcule foarte lung 1.

b2 } Funetla f(x) estc de forma e""" P'" [c}. Bclutia partdculara va
fi in eceat cas tot de aceaata forma, cum ae poate verities imediat; lunm
pentru Yo 0 cxpresic de forma Yo~"-'"e"-'"(Jm(m), unde Qm (x) cstc un polinom
arbitral' de grad 'm. Prill identificare determinam coeficlentdi lui Qm(x).

Daca 17.este 0 radacina de ordiuul k a eeuatiei caracteristlce, atuuel
se la Yo = x~ e"'" Q", (m), pcntru oa Sr1 se poata face idcntdficarea.

te x e m n t u

Sa sc lntcgrczc ecuatla

y"- 3y' --:-- 2y= c"'~+ 2x+ 1.

Ecnatta caructeristlca ,2 _ 3r + 2 o. (r - 1) (r - 2) = 0 are rad:1cinilc '1 = 1, '. =2.
deci ecuatia omcgcrut arc soiutta gcncralil

Pentru ccuaua ncomogena ceutnm 0 solutte de forma

Yo = Ae3" -I' Bx + D,

dcoarcce partea a doua cste suma unut polinom de gradul Inlii ~i a unci expcneattale. Avem

y~ = 3Ae3" + B,
deci

9Ae"'" - 3 (3Ae3 X + B) + 2 (Ac 3 ," + Bx + D) es e3~ + 2x + 1

I

l

"" 2A = 1,

r
A=-,

2

2B = 2,

B = 1,

-3B + 2D = 1,

D = 2,
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prin urmare

Ecualii diferentiale de ordin superior

1
Y,=-e3"+:r+2.

2

Solutia generald a ecaatiet ncomogene este asadar

bs) Punetla l(x) este de forma: P", (x) cos IX X+QDI (c) sin ':t. x.
Folosind formnlele lui Euler, care exprima pe cos IXx~'E}i sin t:I. x ell

ajutorul exponentielei, expreaia constderata va avea aeeeasi forma. ca.
eceee studiata 131 punctul b2 ) , prin urmare solutda partdculara va fi
Iuata in modnl urmator

Yo = P:'(x) cos IX x + Q:'(x) sin IX x (3)

eli P" (x) ~i Q* (x) polinoame arbitrare de grad m, care se determine prin
identdfieere. Daca ia. lP-ioc stnt radacini multiple de ordinul kale ecuatiel
ceraeteriatdce, Yo se ia de forma.

Yo = xl:P:'(x) cos IX x + xk Q:'(x) sin C( e. (8')

Bxpresia (8) aeu (8') se rnentdne chiar dacd unul din polinoamele
P'" (x)sau Qm (x) este de gradmaimic aau eate identic nul, deoarece, in
caz contrar, nu ae poate face identificaree.

b4 ) Funetla f (x) are forma P", (x) evcoe ~x + Q",(x)e= sin ~x.

In virtutea observatdei de la punctul bsh solutia partdculara Yo ve avea,
expreaia

P;'(x)e= cos~ x + Q:'(x)e= sin ~ x

daca t:t + i~, IX-i~ nu sint radacini ele ecuatdei caracteristice, san va cvce
expreaia

x k P;'(x)e= cos ~ x + xkQ:. (x) e"'" sin fj x

daca IX + ifj, IX - ifj sint radacini multiple de ordinul le, ale ecuatdei
caracteristice.

Exemplu

Sii se gaseasca sclutta ecuattet

y"'- y"+ y' -y = eos e

al caret granc are punetul (0, 0) punct de Inllexlune, eu tangenta in (0,0) axa Ox.
Eeuatla omogena s'" - g" + g' - y = °are ecuatra caractensttca rS ~ r2 + r - 1 =

= (r 2 + 1) (r - 1) = 0; solutta generals a ecuattel omogene este

s = Cle'" + C. sin x + C3 cos x, »en.

o sotutte partieularii a ecuattet neomogene va 11 de forma

Yo= Axeosx + Bxsinx;
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denvam

y~ = Acosx + Bsfnx- Axsinx + Bx cos x,

y~' = -2Asinx+ 2Bcosx- Ax cos x ~ Rxsinx,

y~" = -3Acosx- 3B sin x + Ax sin x _ Bxcosx

~i Identlficam

(-2A - 2B) cos x + (-2B + 2A) sin X"" cos x,

A+B=--'!:-. A-B=O,
2

Soluua generata a ecuatlel neomogene cstc

A = _~,
4

B= _~.,

1 1
Y = Cle~ + Cssinx + C8cosx- 4xsinx- 4xcosx, xER.

Pentru a determina soiutta partlcularti trebuie sa tinem seama de conditiile tntttate :

dect sotutta cautata cste

y (0) = 0;

g'(O) = 0;

y '(0) = 0;

C1+C8=0,

1
C1+(;2 --:{=o,

1
Ct-C. - 2 = 0,

1
C~ = -

4

y (x) = ~ e=_~ 1, 1,
4 4 COS X-4XSlllX-1x~05X, LEU,

A P lie a f i i

1) Am viizut (B, cap. II, § 1, at. 4) eli tntr-un circuit format dinlr-un reztstor de
rezlstenta R, un capacitor de capacitate C st 0 bohina de Inctuctanta L, circuit conectat Ia
bornele UIlUi generator e = E = const., in regimul tranzltoriu cstc valabiJa ecuatta dttercntteta

L ~+ R~+i-= E.
d/ 2 dt c

Ne propunem sa studicm solutiilc accstcl ccuatu, J., R, C, E Wnd oonstdcrate constante.
a) Ecuatta omogen::i

Lq"+Rq'+.!!...=O
c



•
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De dli regimul liber, Beuatia caracteristica

are riid1\cinile

d. not1iml~~_1_1 = Cil~.
4L' LC

"I) Dad '1' r stnt Teale (circuit aperiodic), atune!

_~j __1!.1
q = e (C1etil j + C,e-"'l) = e ~L (A ChNI + Bshwl)

..u

- -/;;-1
q = e . 0: ch (wi + ~)

B
th~=-A-'

at) Dad! '1' TZ stnt lmaglnar conjugate (circuit periodic), atunct

•
q = e-:.iL

1
IA1 cos (,)/ + B1 sin wi] '-" e

_R_ t
2L • e:t1 • cos (wi + ['\)

B,.
A,

iar pertoeda osctlatlllor T = 2~.
co

ua) '1 = r l > dccl N = 0 (circuit spcnoctc critic)

b) Eeuatta neomogcn:1

Lq" + Rq' + q- = E
C

are sorutta paruculard qo = GE.

e) Daea tlnem seama acum de condtttne inltiala ~i nnata

lIvem

q(O) = 0, Jim q(l) = CE
4_

A = Al = -CE, B=B=~ A=-~CE;
1 2wL 2wL
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aolutia care fndepllneste conditille date, In toate cele tret eazurl preeentete Ia punetul a), este,
respecuv,

(O,OJ

2) Sii se determine eurba de Incovoicre a unci pliici verucerc
reecmetn la capete (fig. 133), supus1i. pre-
siunii apei, al caret nive! este tn drepLul
reazemului de sus.

Ecuatla diferentlala a fibrei medii
detormate (eurba de tneovoiere) este

g" = 1'01 (x) ,
EI

t.uam densrtatca «pet p = 1; pre'
stunca apct este propo-ttonais . eu -adtn
ctmea, ded praca catc Incarcata ell 0 sarcina
trillnghiulad.. lntr-o secttunc z, avem mo
mentul IncovoicLor

IE [0, =).

de iniil~ime fl, simplu

.'H (x) = (x" _ II~X). Fig. 133

Presupunlnd pluca de sectfnne constants ~i material omogen, deci B = const.,l = const.,
ecuatla dtrerenttara sc sene

y"

ell sotutia generals;

g= Co + Clx +_'_(~_~),
6 EI 20 6

XE [0, h].

Constalltele Co ~i Ct sc determtna dad tinem seamii c:1 pentru x = ° ~i x = h, U = 0,
ded y (0) = 0, Y (h) = 0, care constttute condltille initiale. Avem

h'
Y (0) = Co = 0, Y (h) = C1 h - 6 El' 60 = O.

Ecuatta fibrei medii deformate este aeadar-

1 [X
6

h"x" 7h
4]

y(x)"'; 6El 2O--6-+---60 X ' X E [O~-hJ.
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§ 7. ECUA'l'IA LUI EULER

1

:1. Transformarea unci ecuatii Euler

intr...o ecuolic ell coefieienti constanl i

D e fin i tie. 0 eeuatie dlterentiala Iinlara de ordinul n de forma

aox" y(n) + ~X"-l yll>-ll + ... + a..-1xy' + anY = f (x) (1)

eu au, a.., ...,a n eonstante (reele), jar f(x) continua pe un interval [a, b]
se numeste aeuatia lui Euler•

In punetul x = 0, coeficientul aox" ae enuleaza. VOID presupune ca,
intervelul [a, b] nn contdne originea. cere este un punct singular pentru
ecuatia Euler.

Teo r e ill a. 0 eeuatle dUerenlialii Euler

aox"y(n) + Il:Lw"-Iyln-l) + ...+ a..-1xy'+ anY =f(x) (1)

prio substftutia I X I = et se traustorma in eeuatie diferentiaHi llnlara {~U

eoeflelentl eonstantl.
Demonstratie. Punem I xl = e', Pentru x> 0, x = et avem

~=~.~,
dx dt dx

~ = e- j d y ,
dx dt

dy dy
[f]-=-,d. .;;;

deci

d~y _ d(dY) __I d(_tdY\_ -2.1-- 6_6 __ 6

dx' dz dx dt dl

2 d"y dOg d.1l
X --=~--,

dx" dl" dt

(~_ '!'L) ,
dt 2 dt

sau

d'y d(d'Y) _ d[_ (d'Y dU)]dx 3 =d; d;2 = e I-ili e 21 dt2-ili =

= e-31 (ft _3 d"y + 2 ~)
dta dt" dl

In mod analog, pentru x < 0, punem x = -e- I , deci

dy dy[f]_._=--, ...
d. di

adieU. ooelalli rezultat,



Ecuafia lui Euler

Se observa ea toate produsele xl,; d
k

" ee oxprima llniar cu ajutorul
dx'

derivutelor d
2l
y , P = 1, 2, ..., k, tnmultdte en faetori uumerici, deci daca

di'
II inloeuim in ecuatda din enunt, ecuatda se ve tranaforma Intr-o ecuatde
en eoeflcientd constentd, enume

dAy dll-1y dy
bo --;;;- + bi dtll- I + ... + bn _ 1 ill + b"V = f (el

) , (2)

bo, .. .,bn conatante. Eeuatia (2) a fost studlata la paragraful precedent.
Ecuatde omogena

edmite aolutii de forma e"k
t

, unde rk eete 0 radiicillii a ecuatiei caractcrls
tiee. Revenind 130 ecuatda initiaHi. (1) ~i obscrvtnd ell

erk t = (el)"1,; = l-xl"k'
deducem cd ecua1ia Euler, omogend, admite solutii (Ie forma I xl".

Aeest rezultat aimplifica rnult determlnarea solutiei generale a unei
eeuatii Euler.

2. Solutia generala a unci ecuatii Euler, omogena

Fie ecnatia Euler, omogena

aoxlly1n ) + ~XII-I V.ill-I) + ... + a"..tXY' + anY = O. (1)

Daca cautam aolutdi de forma y = A I x I', A = const., avem,
aucceeiv,

y' = Ar I x Ir--I,
y" = A r (r-1) I x 1'-2,

yi") = A r(r-1) ... (r-n + 1) I x 1'_",

derivate pe care daca Ie tnlocuim in (1), f}i observam ea se da factor eomun
A I x I', obtinem

A 1m I' K. (r) ~ 0,

unde K n (r) este ecuasia caracferisticd a ecuatdel Euler

K" (r) sa aor(t'-,1) ... (r-n + 1) + aIr (r-1) . . ,(r-n + 2) + ... +
+ a,,_1 r + an = O.

2;1 _ c. 1;&83
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Fie'l1 "I"'" r", radRcinile ecuatiei caeacteristdce. Dupa natura. lor
oiordinullor de multdplicitate d.etermini'im la fel co. ,p.la eeuatiile diferen
¢lIe liniat"e cu coefieienti ccnetenpi sistemul fundamenta.l de sohrtdl ale
ecua~ei Euler considerate. Discutia pe care 0 vom face ae ve desfa,fJura in
pa.ralel en discu'(ia facutA. Ia eeuatiile cu coelicientd eonetantd.

I. Eenatia earaeterlstiea K" (r) = 0 are radaeinile r11 r!, ... , r"
reale simple.

In acest cas, solutiile

Yl= 1m 1", YI= Ixl",···,Y,.= lxi'"
formea.d un sistem fundamental de aolutdi. Solutda generela a ecuatiei
Euler eate

E:emplu

;r.2u" + 4%/1' + 29 = o. Eeuatta earectensncs r (r - 1) + 4r + 2 = (r + 1) (r + 2) = 0
are rAdAcinile r1 = -I, r. = -2.

Funetiile 9. = ..!-, Y. = ~ formeaz.5. un ststem fundamental de integrale PI,' oriel,'
% z'

Interval [0, b) eare]nu conttne onginea.
Solup.. generald a ecuattet date este

SI glsim sojutfa partlculara care tndepllueste condititle lnltiale

I
I

g(l) = 0, y'(l) = 1. Avem C1+C.=O,

decl C1 = 1, C, = -1. Solutta particulara c{,ulalii este

y(x) = "~- ~I!I
% %.

n. Eeuatla earaeterlstiea K" {r]=0 are radacinile eomplexe simple.
In casul ecuatdilor liniare ell coeficienti constanti, dad r = ('J. + i{3,

T = oc-ifj erau doua radacini complexe conjugate, simple ale ecuatdel
earacteristdee, aolutdile introduse de aeeste radacini emu

y = c"t cos_~t, y' = t"l sin fjt;

revenind 131 ecuatda Euler, pentru a adle solutiile corespunzatoere trebuie
sa Inlocuim pe t en In I x I , deci in aceaeta eituatde avem

y ~ I xl' cos (~Inl xl), r ~ I xl'sin (~In I xl)·

Prin urmere, daea ecuatda ceracteristdca K,,(r) = 0 a unei ecuatdr
Euler are radacinile complexe conjugate, simple

1"1 = Cll+i{3u

71 = Cl:1-i~l1

Til = ('J.2 + i~2,···,r", = oc'" + i 13"",



Eeuatia lui Euler

etuncl funotdile urmatoere

Y,~ IXI"'cos(~,lnlxl), y; ~ Ixl"',in(pnlxl),
. . . . . . . . . . .. .

435

Y".= \Xlamcos(~.. ln j e] ), Y~= IXlamsin (~.. lnj c] )

formeasa un aistem fundamental de integrate. Solutde generals. in aceat
caz are forma.

m

y (x) ~ 1; Ixl"'[O, cos (~, In I xl) + 0;sin (~,Inl xl)]
M

pe orice interval care nu contdne originea, en 01 , a; , .. .,Om' a~ conetante
arbitrare.

Exemplu

x2y" + 2zy' + y = O. Ecua'[ia caracterlatlea

,(, -1) + 2, + 1 = r'+, + 1 = 0 are riidacinile 1 ± i V"3.rl .' = - 2: 2

Funethle

~~ (V3 )Yl=lzl ~cos 2lnjxj'
~'. (V' )Y.=lxj 2 sin 21njxl

formeaza un ststem fundamental de tntegrate pe orjcc interval care nu contjne originea. Solulia
generala este

~, [ (V' ) (V' )]u = I x I ~ c, cos 2 In [e 1+ C, sin 2 In 1x I •

III. Eeuatla earaeterlstlea K n (r) = 0 are r8daeina reala r = IX, de
ordinul p + 1 de multiplieitate.

In cazul eouatdilor liniare en eoeficlentd eonstantd, daca r = IX ar fi
fost 0 railiieina reala de ordinul p + 1 de multiplidtate, etunct functiile
urmatoare

erau aolutdile introduse de aeeaeta radacina; revenind la ecuatia Euler,
obtdnem, deca inlocuim pe t eu In I x I

Ixla, Ixialn lxi, Ixlaln2Ixl, ...,lxlaInI' lxi,
Ier contributda aceatei radacini le solutda generada este

[00 + OlIn I xl + 02ln2j xl + ...+ OJ> In" I xl] . I x la.

Exemplu
x"y" + 3xy' + y = o. Ecuatia caractcrtsttca r (r - 1)+-3-r +--1-=" (r + I)Z = 0 are

. 1 1
rJidiicma dubla r = -l.-Funclllle Yl = -. u. = -In Iz I formeazli un sistem fundamental

• •



<" EeuatH diteTentiale de m-din superior

r
I

de Integrate pe once interval care nu contine originea. Solutia generate a ecuettet date este
, 1

g = C1 - + C. -In Ix I.
x x

IV. Eeuatla earaeterlstien K 8 (r) = 0 are radadniJ.. r = '7. + i~1

T = cx-i~ de -ordinul p + 1 de multlplleltate.
In mod analog se deduce ea functdile

Y, ~ Ixl' cos (~Inl xl I, Y; ~ Ixl' sin (Bln] xl ),
Y, ~ I x [s In I ml cos (~Inl xii, Y; ~ I ml'lnl m] sin (Bln] x] I,

Y,l+1 = I xl"ln'l I xl cos (~lnl xl), Y:+1 = I xl"ln" I xl sin (~ln I xl)

slut aolutdile introduse de aceate radacini, ier contributda lor la eolutda
generala este

[O,+O,ln]ml+ +0, In' Ixl] IX]'cos(~Inlxl)+

+ [d; + O~ln [xl + + c; ln" Ixl] Ixl" sin (f) In Ix!),

Cal Ot,·· 0,0", C; fiind 2p + 2 constante arbitrate.
Rezultatele obtdnute se pot resume in urmatoarea

Teo r e ill a. Pie eeuatla difercntiala Hniara de ordinul n

ao [fJHy1fll + at x n - 1 y(n-ll -l- ... + a,,-l xy' + anY = U (1)

cn at numere reale.
Dacii eeuatla earacteristlca

_,r {r - 1) ... (r - n + 1) + a, (r - 1) ..• Ir - n + 2) +
+ a,,-l r + a" = 0

are radaeinile eomplexe conjugate

0:1 + i(31' o:~ + i(32"'" 0:" + i (31)'

01.1 - if3t, 0:2 - i(32' ... , O:p - i(31)

de ordine de multiplleltate m1 , m2 , ••• , mil' ~i radacinile realc

,
"'T

Yll 1"2"'" Y~,

de online de multiplieitate Stl 82"", Sa, atunel selutta generaHi a eeua
tiei dilerentlale (1) este

y (m) ~ t lxi" [P m , - , (In Ix]). cos (~,In Ix]) +
k=l

+Q"'k-dlnI x!)Sin((3k In X)] + t IX\YIIR'II-1 (In Ix!),
1I~1

unde P mk~U Q';'I;-U R~II-1 shu poltnoame arbitrare ill In Ixl de grade,
respeetlv m/o -1, m k -1, Il,. -1.
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Ex~mplu

x·y' " + ::Ix'y" - fixy' + 5g = O. Ecuatla caractertsttcs

r(r-l)(r~2)(r- 3) + 3r(r ~ 1) - 5r + 5 = ()

are radficlnile r, = r. = t _ r 3 = 2 -I- i, r. = 2 - i. Functiile

!I, = .r, p. = e tn Ix!, Y3 = x2cos(ln Ix]), y. = x'sin(ln :.r[)

rormeeea un sistem fnndamental de integrale pe oriee Interval I care nu conIine origlneu,
Sorutta generals a ecuattet date este

!I (x) = x (Cu + CJ In ] r D+ x' [C. cos (In !x I) --I- C, sin (In i x 1)1.

Observatie

Ecuatdile de forma

ao (o.:x + ~)nylnl + U1 (o.:x + ~}"-' y(II-: 1+ .,. + a,d (u + B} /I' + anY = 0,

ak , ct., !3c numere reale, ae intcgreeza lao fel ca ~i ecuatdile Euler, fie facind
aubstitutia Iax + ~ 1= e, fie cautrnd direct solutii de forma : o.:x + ?> I'.
Ele se numesc tot ccuatdi Euler.

tc x e m n t u

(2.1' + 1)' y""7 4 (2x + I} y' + 8y = o. C~ut~m solulii de forma 11 = A ]2x + 1 :',
y' = 2A r I 2x + 1 ~r-l, v" = 4 A r (r ~ 1) : 2r + 1 !'- •.

Daca inlocuim ohtinem ecuatta caractensttca

4r(r ~ 1) ~ 8r + 8 = 4(r ~ 1)(r - 2) = O.

Func\iile !II = 2x -I- 1, 1/2 = (2x + 1)2 formeazii un ststcm fundamental de integrale
1

pe oriec interval I care nu conttne punctut x = - 2. Solupa generals. a e("ua\iei date est"

lJ ='C I (2x + 1) + C2 (2x -I- 1)2.

3. Eeuatiu Euler neomog('~ii.

Pentrn dctermineree unei solutii part.icularc a unci ccuatti Euler,
neomogene, sc foloseato metoda va,riatiei conatantelor.

Exemp1u

Sa se tntcgreae ecuaua X21!" + 5xr( --!- 3y = sin r. Sii se determine curha tntcgrafa care
are In punctn! A (7', 0) tangenta parajets en prima bi,eetoare a axetor.

Ecua~ia omogenc x'y" + 5,ry' + 3y = 0 are ecuatta caraclerisficd

r tr »- t)+ 5r+ 3 = (r-l- 1)lr+ 3)~O;

.. 1 1
tuncttne YI = -----;;' r~ = --;,; tormeazn un sfstem fundamental de lntegrale pe orice Interval

care nn conun« ortginca. Snlutla gcnerala a ecuattcr (Imogene estc

Y = C, -+ ~B_.
X x'
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r

c; C~_+_=0,
x x'

Pentru determinarea unei selutil partteulare a ecuatrct neemogene foloslm metoda varia

tiel constantelor

dod
c;= _l_~m x.

2
c~=_ .2... x· sin e ,

2

1
C1 (x ) = -2C08 X, C.(x) =.2... xScos x _ x sin a: - cos e ,

2

deel

Am gasit asUel 0 solutre partfculanl a ecuattet neomcgene :

sin x cos xyQ=--------;;;---------;a-'

Sulupa generala a eeuattet dale este

y=-.s..+ c, _~~_~.
xxs x2 x'

Determinant pe C1 ~I C. prm conditlile inltiale y (It) = O. y' (11:) = 1,

(1)

c. = _ .2...(~ - w + 2);
2

solu1ia particularii ceruta In enunt se obttne tnloculnd in (1) constantele C1 ~I Ct.

§ 8. INTEGRAREA au AJUTORUL SERIILOR DE PUTERI

1. Ecuatii diferentiale liniare

ell eoefieientii serii de puteri

Fie
ao(x)yl"J + llt{x)y(n-1l + ...+ a,._t(x) y' + a,,(x) y = 0 (1)

o ecu30t;ie diferentiaHl, liniam de ordinul n ell coefieientii ak (x), k = 0,1, .. _,n,
serii de puteri

ak (x) = all/;: + au x + ... + a"l: x" + ...
en resa de couvergeuta diferitii. de zero.

(2)



Astfel de ecuetdi eper in multe probleme de fiziea "i tehnlca.
Sa pot obtdne solutdi partieulare "i chlar solutia genernla pornind de

la 0 solutle de forma.

y = xr (co + c1 X + ... + cn x" + ...) (3)

eu T, co, l1., ..•, cII , •• • nedeterminatd. Se deriveaaa aeria (3) de n orl, se in
troduc in (1) Y ~i derivatele y', ..., ylll) astfel calculate, se grupeasa termenii
dupa puterile creacatoaee ale lui x, apoi se enuleasa toti coeficientdi lui x,
adica se cere ca aerie (3) sa fie eolutte a ecuatiei date (1). Prin aceasta
operatde se obtdne un sistem infinit de ecuatdi in T, Co, c1, ••. , C", •.• sistem
care poate fi rezolvat in anumite cazuri chine cu metode elementere.

Fie

1
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Yo = xr(c<o + 0':1 X + ... + C<"x" + ...) (3')

una din aolutdile astfel gasite. Toate operatdile de derivare "i identificare
slut justificate, daca aerie S(x) = c<o + C<1 X + ... + c<" x" + ... obtinuta
are 0 raza de convergenta diferit!i de zero. Trebuie sa determtnam aeader
rasa de convergenta R a seriei 8 (x). Dad!" R=F 0, pe multdmea (-R, R),
(sau pe (-E, E) - {O} Mea r < 0), funetia y(x) definita ca auma seriei
(3') eete 0 eolntte a.ecuatdei (1). In general, n din coeficientii cj, C1' .••, cJ" .••
ramin nedeterminatd. Impuntnd conditii initiale solutdei pe care 0 cautam,
anume da.ca, cerem, de exemplu,

y(xo) =Yo, Y'(xo) ",,-y'o, )".' y~,,-l) (.zoo) =y~"-ll

cu X o E (-E, El, obtdnem solutda problemei lui Cauchy. In cas contrar,
coeficientdi nedeterminatd pot fi conaideratd erbiteeri, obtdnfnd a.stfe1
solutda generala a ecuetdet (1). Exemplul care urmeasa va Iamuri aceate
afirmatii·

Exemplu

Sii se gnseascs sclutta y (x) a ecuettet

g"+xg=O

care mdepuneste condttrne Initiale g (0) = 1, g' (0) = 1.
Vom eauta pentru ecuatta dati'i 0 sotutte de forma

g = Ilox' + atx
r+1 + + a" z"+' +

Deriviim
g' = aar X,-l + a;(r + 1) zr + + a" (n + r) z"+r-l +

gil = aor(r _1)xr-2. + a1(r + 1)r xr-1 + ... + a.(n + r)(n + r _1)x"+r-: + ...
st Inlocuim in ecuatla datil, gruptnd tn acejast limp termenii dupii puterile ereseatcere ale
lui z; trebuie sii avem

Ilor(r -1) x'-: + u1r(r + t) x·- 1 + a.(r + 2)(r }_1~~r+

+ (ao + ~(r + 3) (r + 2)) x r+1 + ... + [a .. + a"+1 (r + n + 3) (r + n +

+2» x"'+'+1 + .. sa 0,
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dec!

Ecuat.ii difereniiale de ordin superior

UoJ'(r-1)= 0, utr(r+ 1) = 0,

01 (r + 2) (r + 1) = 0, 00 + 03 (r + 3) (r + 2) = 0,

an + (r +n +3)(r+n+ 2)0"+1 = 0,

din prlmele douA ecuatti obttnem r = 0; ali §i a l ramtn nedetermlnatl.

Din eeuatta. II treia obttaem u, = 0. Relatla

an +(n+ 3)(n + 2)un+~ = 0,

ne detemuna totl eocttctentu.
pentru n = am, m = 1, 2, . .. ebtrnem

00 = -2.3. £la,

care ne dA

n = 0,1,.

1
£lam = (_I)m 00 ,ill=I,2,3, ...

2.3.5.6 ..• (3m -1)Sm

Pentru n = 2m + 1, m = 1, 2, ... obunem

0 1 = - 3.4. u,

a, = -6.7 ,u1

care ne uA

3.4.6.7 ... 3m (3m +1)

Pentru n = 3m + 2,

Pentru u.,; = 1. 01 = 0, obtlnem soiutta

• 1
y\(x)=I+ L (-I)'"

"'~\

lar pentru 00 = 0. 0, = 1 nbttnem sotutra

4.7 ... (3m-2) x 3"' .

(3m)!

2.5 ... (3m-l)
g,(x)=x+~(-1)m X3m+1.

m~\ (3m + 1)1
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Se veriflc:l lmedlat clI ambele seril au raze de convergents infinita. Intr-adevar. pentro
prima serie avem

1.4 ... (3m - 2)

(3m)!
(3m + 3)1 = lim (3m + 3) (3m + 2)= + =:
4 ... (3m + 1) "'-+00

peatru seria a doua obttnem In mod asemanator

2.5 ... (3m-1) .~4)1__ .~

(3m+1)12.5 ... (3m+2)

= lim (3m+3)(3m+4)= +00.
"'-too

pnu urmare, pentru crtce x E R. operauue racute stnt jusuneate. Solutia generala III
ecuattet date este

y (x) = CIYI(x) + C.g. (x), x E: R,

C1 ~I-ft ffjnd doua coustante arbitrare.
Condittile tntttare

y(O) = 1,

determlna pe C1 ~i Ct. anume C1 = 1, Ct = 1.
gotutta partfculara cautata eete asadar

y'{O) = 1



Capitolul III

SISTEME DE ECUATII DIFERENTIALE

§ 1. PROPRIETA1'I GENERALE

1. Generalitati

jj e Hn l t Ie , 1) Rela{iilc

Fdt; x, x', ..., x(m) . y, s', ..., s'": z, e', .•. , zlJ») = 0

I,
F 2(t; x, x', ..., x l m) • y, s', ..., Jin ) ; z, z', . . ., z(J») = 0,

JFa(t; x, x',. 0" x(m1 • y, y',o 0., y(n); z, z', o. 0' zlll)) = 0,
(1)

unde F u F 2 • Fa slut trei Iunerll deflnhe pe [c, b] X X X Y X Z, eu
Xc Rm+ l , YcRn+l, ZCRIlH, Iormeeza un slstem de trei eeuatli di
Ierentiale eu trel funetit neennoseute x, y, z, daea se cere sa se determine
Iunetlile w(t), y(t), z(t) definite pe un aeelasl interval ra, b], derivabile
piw'i. la ordlnul m, n, p respeetiv, funetlt care fmpreuna en derivatele
lor verifieil eeuatiile (1) pentru orice t Era, b].

2) Un slstem de trel funetii reale x (t), y (t), z (t) care tudeplineste
aeeste eendlpil se spune ea lormeaza 0 solutle a slstemulul (1).

ObBerva.~ii

1) Deca eel putdn unul din numerele m, n, peste mei mare decit 1,
sistemul (1) ae numeate sistem de ordin superior; daca m = n = p = 1,
a.tunci(l) eete un sistem de ordinul intti.

2) In mod aaemanator se PO!JIte defini un sistem de 8 eouatdi cu 8

functdi necunoacnte de ordin superior. ~
3) Deca aiatemul (1) este resolvat in report cu derivatele de ordinul

eel mei inalt, edica eate de forma
wm) - f (t· x x' X l m- 11• y y' y(n-I). Z e' ,,,(1)-1')

- 1 , , , ••• , """'.""'" ~ I
yln) = 12 (t j x, x', , X(IlI-1) j Y, s', .. 0' s':» j Z, Z', • • • , Z(Il-l) (1')

ZIp) =fa(tj x, w', , x(m_I); y, s', ..., yln-1l j Z, z', ..., zI-1)

ststemul se numeste canonic seu explicit.
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Aplico:lie
Un slstem de n eeuatii diferentiale de ordinullntli, ell n tuncttt necunoscute !II' !II' ...• 11..'

explicit, este de forma

~ = (1 (I'Yl'YI' ...• Yn).
d'

(2)

~=fn(l'YI' YI" ·,Yn)·
d'

o sohrtie a acestul ststem pe un interval [t!. b] este un sistem de n fuuctii (Ih, gl' ... , Y..)
derivabile pe lntcrvalul [a, b\. care verifica ststemut (2) pentru once t e [a. Ill·

crertcut unet solutll
YI='llI(l). Yt='T2(1), ... ,Y .. =<t>.. (I).

leTa. bj, reprealnta un are de curb1i In spatiul ell n dimensluni RI>.

2. Transformarea nnni sistem de ol'din superior

tntr~un sistem de ordinul Intii

Teo r e ill a 1. Un slstem de eeuatli difcrentiale de ordin superior
poate fitransformat intr..un slstem de eeuaril diterentlale de ordlnul Intti,
prin introdueerea de noi Iunetll nseunoseute.

Demenstratie. Sa consideram siatemul (I') de 13" alineetul precedent
I}i sa introducem urmatoarele functdi necunoacute

dYl dY"_2ill = !/21"'1 --d'- = Y.-ll

x, XII"" X",_I; Y, Yl,···,Y..-D Z, ZI,"" Z,,-l)

dx
di = 31.,

d,
di = YII

dz
di=Z:t1

6Y~-L = /2(t ;

dzP _ 1 = I (t·
dl 3'

Deca observam cit dXA; = dk~l_~ dYk = dk+lg ,
, dl dlH l dl dt"+1

temul (I') ee transforms. in sistemul de ordinul tntti

dX;...=.!...= h(t; X, XII"" Xm-l; Y, Yll'··,Y,,-I; t 1 , Z2"'" Z,,_t),
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dx
di= Xl'

dy
ill = YI'

dX1 X dX"_2 = X
m

- "di= 2,···, dt

dYI dy,,_~

- = Y2,"" --- = Y"-l'
ell dt

dz P _ 2 = z
dl l'-ll

lodica fntr-un aistem canonic de ordinul lntri ell m + n + p ecuatii.
Teorerna este demonetrata. In general un aistem de 8 ccuatdi en 8

lunctdi necunoscute, canonic (san nn) de ordin m I , m2 , ••• , m. se transforma
'ntr-un aistem de m1 + m2 + ... + m. ecuatdi de ordinul tntti canonic
'seu nu).

Teo r e III a 2. Hezolvarea unui sistem de n ecuatll diterentlele
Ie ordinul tntll se poate reduce la rezolvarea unei eeuaul dlferentlale de
rrdinul n ~i invers,

Rezolvarea unei ecnetli dlferentlale de ordinul n se· poete reduce
a reaulvarea unui sistem de eeuatii dtlerentiale de ordinul indio

Demenstratle. S~i coneideram ecuatia diferentdald de ordinul n
'ezolveta in raport en yin)

(1)

)a·ca introducem functdile

Yl = y', Y2 = Y;,···, Y"-l = y,,-'l'

'cuatia (1) se transforma in sistemul de n ecuatdi de ordinul intii

dY~_l = f (t, y, Yl' ... , Y,,-l)'
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(2)

Fie scum un slstem de n eeuatdi diferentdele de ordinul tutti

~ = il (t, YI' Y2' ..., y,.) )

d: =!2 (t'Yll Y21 .•.,V..)
dt ,

~~; ~;(;, y" s«. .:.:y:)I
sa derlvnm prima. ecuatde din (2) de (n-I) ori, slt derivam apoi pe toate
celelalte ecuatdi din siatem de cite (n-2) orl fiecare ; obtinem eatfel

n + (n -1) (n -1)= n 2 - n + 1

ecuatii. Intre aceete ecuatdi sa eliminam pe '!ill' Y3"" Yn ~i toate de-
rivatele lor, in total (n-l)n = nll_n necunoscute.

. Avem a~adar n2-n + 1 ecuatii l1i n2-n necunoscute. Rezultatul
eliminarii este 0 relatde Intre Yt ~i derivatele ei ptna la ordinul n

yin) = II> (t, Yll y~, .. 0' Yin -
I l

) , (3)

adiea resolvaree aiatemului (2) s-a redua lao rezolvarea ecuatiei (3). Teorema
este dernonatreta.

Observat;ii
1) 'I'eorema 1 arata ca studiul sietemelor de. ecuatdi diterentdale

de ordin superior se reduce la studiul sistemelor de ecuatdi diferentiale de
ordinul tntdi, deoarece orice sistem de ordin superior cstc echivalent eu
un slatem de ordinul tutti.

2) Diu teorema 2 ae deduce ea orice rezultat privind un aistem de n
ecuatdi diferentdale de ordinul tntdi pcate fi folosit §i pentru atudiul
ecuatdilor diferentdale de ordin superior.

In peragraful ce urmeaea vom da 0 teorema de existenta pentru
sieteme de ecuatdl diferentiale de ordinal Intii,

Folosind teorema 2 vern putee extdnde resultatele cuprinse in aceaeta
teorema de exietenta la ecuetdile diferentdele de ordin superior.

3) Din dernonatratda teoremei 2 ae mai deduce ea daca reueim sa
gaaim aolntda generala a ecuetdei diferentdele (3), atunci putem obtdne
aohrtia generala a siatemulul (2) numad prin derivari §i operatdi algebrice.

Exemplu
Fie sistemul

dx
~=x-y.

dl

dy
_=x+y;
dt

daca derivi'lm prima ecuatre cbunem

d 2x dx dy
-=---;
d12 dt dl
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IDtre seeete triri eeua~jj eliminam pe y ~i dy ;avem
dl

d%
Y = x--,

dl

~=2x- dz
dl dl

(oj

pc ~ U Inlocuim tn ecuatta a treia. Rezultatul eliminiirii este ecua\i(diferenlialii de ordinul
d'

doi liniari eu coeficienti constentt

~-2 dx +2x=O,
dl~ dl

cu 101011_ generali
z = et (C 1 cos t + C, sin I);

pc rJ U obtinem din prima telatie (It), anume y = x _ dx , deci
d'

x = et (C1sin 1 - C, cos I).

Solutla generala a sistemulul dat estc

f x = (C1cosl+C,sint)t'
(f) l Y = (C

1sinl-C,cost)e
l, tER,

,i este fonnatii dintr-o tamttte de curbe (r) care depinde de doni constante arbitrare.

§ 2. TEOREMA DE EXISTEN'j'.!. PENTRU SISTEME
DE EOUA'j'II DIFEREN'j'IALE

1. Problema lui Cauehf. Teorema de existenta

sa eonaideram un sistem de doua ecuatii diferentielc de ordinul
Intii eu doua functdi necunoacute, explicit"

~-=f(t, x, y),
dl

(I)

~= g(t, z', y),
d'

CU f ~ g functdi continue fntr-un domeniu DC R3.
Problema determlnaril unei sclutii x (t), y (t) a slstcmulul (1), care

pentru t = to ia valorile Inirlale xu, Yo (to, xo, Yo)ED, se numeste
problema lui Cauch)'.

Besolvarea problemed lui Cauchy revine, geometric, le determinacee
In D a curbed Integrale, aolutde a eiatemulut (1), care treee prin punctul
(Ie, xo, Yo) E D.
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Urmatoarea teorema de exiBten~a ne da condltii suficiente pentru
care aoeasta solutde exista ~i este unica, iar metoda foloaita pentru demons
trarea ei, metoda eproximatiilor aucceslve, ne da ~i un procedeu de cons
tructie etectiva a. ed.

'Le o r e m a, Fie

~ =1(t, x, y),

'"
dJl = g(t, x, y)
'1 (1)

un sistem de doua eeuatii dfferemiale de ordinul Intti care Jndepllneste
Dl'IDatoarele eonditii:

c} Fie (to, xo, 'Yo) un punet din spatlul R,3; funetllle l(t, x, V),
g(t, x, y) stnt continue in intervalul tnehls D deflnit de

It-tol<a, Ix-xol<b, Iz-zol<c.
"') Funetiile I §i 9 pemru orice (t, Xl' VI)' (t, X~H Y2) ED satlsfac

eendlrla lui Lipschitz

11(t, XllYI) -1(t, X 2 ' Y2) I< A jx2 - xII + BIY2-YII,

Ig(t, x1dh) - g(t, xuY:)! <A 1 x2 - xII + BI Y2 - YII,

.A > 0, B > 0 Iii eonstante,
In aeeste sltnatll exista 0 selnrle a ststemului dat (1)

x = tp (t), y ~ y (tl

eu Innetllie ? ~i ~ derivabile pe un .Interval It-tol .< l!, (h < a ) care
penrru t = to Iau valorile 3:0 , Yo, respeetlv

Xo = tp (to), Yo = ~ (to)'

Demonstrat1e. a) Functtlle ((I, x, y), 9 (I, x, y) slnt continue pe intervalul Inchis D,
deci stnt margtntte pe D. Fie M > 0 asttel tncrt sa avem

1(I,.1',Y)I<M, IO(I,x,y)I<.U, (l,x,y)ED.

Vom Iua h = min ~ a, ~, .!-}. Pentru ueterminarea
M M

.1'='t'(t), y=y(l)

so]ut iei

vom folosi metoda eproxtmanuor succesise peeeentata Ia demonstrarea teorcmet de cxtstenta
pentru ecuattne dtrerenttate de ordinul tntn. Metoda consta In a construt din aproape in
eproape dona siruri de runcut

.1'0' x1(t),···,xn (t) ,

Yo' Yl (I)•... , Yn (I), .

fl vom dovedi eli tteeare ~ir converge In mod uniform ciilreo--lunqie-1'_(t). respecuv ~ (I),
fllnetil rare Indeplinese condtttlle din enuntul teoremet.

AproximatJa de ordinnl sere pentru prjmul ~ir este r o, tar pentru pi doilea ~ir este Yo,
pdiea v_aIorile lnitlale.
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Aproximatlile urmmoere stnt definite asUel

XI (I) = Xo + ,/ ((t, %0, Yo) dl,

.".
UI (I) = Yo + II 9 (t, xa' Yo) dt,

'.
x, (I) = Xo + ,I {{I, Xl (I), YI(I» di,

.'.
y! (f) = Yo + ,II g (I, :tl.(f), s, (Indi,

.'.

e, (I) = Xo + II (I, X"_I (/), ""-1(I» df,

'.
Y" (I) = Yo + ,I g(l, X"_1 (I)'Y"_I (01 dl.

.'.

b) tn modul acesta obunem urmatcaretc dona stru-t de fUIIctii

xo' x1(1), •••• x,,(I),

Yo' YI (I), ... , Y" (t)•.

,2>

care au urmatoarele proprtetatt :
I. Aproxlmatffle x" (I), y" (I) pentru orice n = 1,2,3, ... Indeplinesc condttia inltinla

x" (to) = xo, Y" (/0) = Yo'

.ceoarece penlru I = 10 tntegrelete slnt nule.
II. Aproxirnatllle x" (I), Yn (I) stnt funcjii continue pe segmcntul flo - h, 10 + hJ. Intr

acevar, f ~i 9 slnt fnnc"Jii continue pe D. dcci toate integralele care Interctn tn (2) stnt runctu
continue pentru I E [to - h, ~ + h].

III. Dad. IE[4 - h, 10 + h]. atunci x"E IXo - b, Xo + b]. y"E [Yo - c, Yo + c), n = 1,
:2, .. _. Vom demonstre prin recurenta. Avem

I{(I, :Co' .l/o) I -cM, I9 (/ • .%0, Yo)1< M,
oded

'xt-%ol=ll' {(I,YO,zo)dfl <MI,I dl!=M1f-lol<Mh<b,
. ~ ,~

IU,-Yol =I~~ g(l.uo,zo)dfl <Mil. dtl=MI/-/ol<Mh<C.

. { b '}sfeoareee n = mm a'M' M .
si presupunem acnm ea ~i eprosnnaune de ordinnl n - 1 Indeplinese accllstii. condltte

X"_I (I)ErXo-b,xo+bj. Y"_I(/)E[Yo-c,yo+c):
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de aid rezultil d I{(I, :t",.-l' Yn-l) I < M, l s (I, x n_ l ' Yn_l) I < M: putem sene

[xn(l) -:col = 1\' (I, Xn_ l , Yn_l)dt I<M 11- ~1<Mh<b,
.'.

IYn(t)-Yol =I~:. g(l,xn_t> Yn_l)dt [<M1f-tol<M.h<C,

prtn urmare pentru l E [~ - h, ~ + h] toate aproximatttle aparttn intervalului Ixo - b, Xo+ 111 x
x [Yo-c, Yo+c].

c) Sil. ariitiim aeum crl slrurllc de tunctlt

XO' Xl (i), ... , x,. (/), ..

Yo, YI (t), ... , Yn (f), ..

eenverg uniform pe segmcntut [10 - h, 10 + h] clue tuncttlle l' (f), respecttv y (i), ctnd n --+ 00.

Conve-genta acestor ~iruri cste eohtvalenta eu convergentu seriilor de Iuncut

Xo + (Xl - x,;,) + (XI - xJ + + (x n - X n_ l) + ...
Yo + (Yl-YO) + (YI-Yl) + + (Yn -Yn_l) + (3)

deoarece sirurlle sumelor parttate ale celcr deus serii sint tocmat strurtle (x n) ~i (Yn).
Pentru a arata cit seritle (3) converg uniform pe segmentut considerat este suflcient !Ill.

construtm 0 serle numerlca majoranta, eu termeni pozitivi, eonvergenta. Sii aratnm ca avem

Ix,,(l) _ xn_l(t)I,M(A + B)n_l.lf - ~ln,
nl

(')

[y,,(f) _ Y"-I(I)1 <M(A + Bl"-l.[I- fol",
nl

pentru once f E [fo - h, to + hI. Vom demonstra aeeste neegalitatt prin recurenta. Avem

IXdt) - xol = I~:. {(f,xo' Yo) dfl<I~:.I(l'XO'Yo)ldtl<Mll-4.1,

IYl (f) - Yo I = I ~:. 9 u, xo_ Yo) df I-c 1~:. [g(f, xo,Yo)Idt I < Mil-loi.

deei pentru n = 1 neegantatne (4) etnt verificate. Sa presupunem ea stnt edevarate ptn.li 18
n - 1 ¥ sa arlitiim eli stnt adeviirate ~i pentru n; ne ccupam de prima neegautate : avem

IX,,(t)-x,._l(f)I=I~:.[(f, xn-l,Yn-I)-(I,x..-I' YA__lldt!
st dad rcrostm condttta lui Lipschitz (~) ~l pe (4) pentru n - I, rezulta

I x,,(I)- x._I(l)1 <l~:. (A I xn_ 1 - xn_11 + BI Yn-l - !!n_llJ dl! <

<{A + Bl!11 M(A+ B)..-a ~"-lldl;
'" (n - 1) I
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(0)

(0)

pnn tntegrsre ob1Jnem

1x,. (I) ~ x n_ 1
(I) I < M (A + B),,-J.lt- 4Jl"

nl

In mod analog se preeedeaza ~i pentru a doua neegahtate (4).
Deoarece It - to I -< h, din eele de mal sus dedueem Wneegalitiitile

Ii"
Iz,. - :e.-II'" M (A + B) ..-1. RI'

")U.. - lIn_ll .cM(A + B)"-1'-;I'

prin urmare seril1e (3) stnt absolut p unUorm convergente pe intervalul rio - h, Ie + h], deoereee
stnt majorate de seria en termeni pozitivi. eeuvergenta

M (A+B)-l, leA + B)h]" .
nl

Conform rezultateIor demonstrate la ~irurl de functii. tunc\ille <p<t> §i .p (l) definite
asUel :

<p(l) = Iim:til (t}=xo+ lim \1 (t, X"_1' 1/"-1) lit = Xo + \1 (t, <p(I), $(t) dt,
11-+0> ........ to • t.

.p (I) = lim If. (t)=yo + lim" 9 (t, %.._1' Un-J ell = Yo + \' 9 (t, <p(t),.p (I) dl
_"" ,,-+oo.to I.

slnt funetil continue pe Ito - h, to + h]. Avem asader

:.(0-"'+\' f[T, .(TI,.(Tl1dT)
"'.

$ (t) = Yo + ~e. 9 ['I', 'II (T)• .p ('1')] dT

deeerece r 'Ii II stnt continue, urmeaza ca 'P §l '*' stnt ti derlvabfle, Daci(derivim pe (5') dup:\
regula de derlvare a lntegralet defin1te, obtinem

d.ill = f (1.. 'P, !jI),

pentru orlce tE[lo - h, to + hI, decllp ~i 0/ stnt solutllle eautate. Puactfjle Ip ~i!jl verificl eon
ditille initiate. deoarece pentru t = to In (5') integralele sint nule ~i

...(lo)=~, !jI(lo) = Yo'

d) Ne mal rlimlne sli arlitfun ell. solutla 'I' (1), !jI (t) asUel g:li.siUi este unica (In condltiile
inlpale date).

Sil presupunem ca mer ex!sta 0 solutie a (t), 0 (t) care eattsjaee aeejeast conditil
initJ.ale, anume

U(I)+%o+\1 f(I,a (t),o (t»)dl,

'.
V(l)=Yo+ C g(l,a(t),o(t))dt;J,.
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vern avea

I x,. (I) - u (I)! = l~:. ff(l, x,,_l' U"_I) - f (I, u (t), v (!)) dll,

ly,,{l)-v(l)1 = I~:. [0(1, Xn-t' Un_I)-f(I,u (I), II (l)))dl 1

,i fclcstnd eondttta lui Lipschitz

jxn(l) - U(I)!<I~:. (Ajxn_ l- u ] + BIY,,_t-ll!)dl I,
IUn(i) -V(l)!<I~~ (A!:!:n_l- u ] + BIUn_I-lll)dt I,

de unde reeutta, prin reeurenta la fel ca la (e),

h"
I:!:n - ul<M(A + B)n-l. -,

nl

h"Iu" -vi -< M(A + B)"-l. -,
nl

de unde deducem lim x" = u (1); lim Un = D (l), deci
"--I''''' "--1'''''

u(I)='jl(t), v(I)-!J.o(t), 1E Itu-h,lu+h),

ceea ee dovedeste unieitatea. Teorema este demonstrata.

Pentru sisteme de n ecuatdi diferentdale de ordinul 'intii, expllclte,
evem urmatoeree teorema de existen~a, care se demonstreeza 'in mod aee
manator.

Teorema. Fie

dy, f ( )ill = 1 t, Yu Y2," ·,Yn'

un slstem de n eeuatil diferentiale de ordinul Inttl care tudeplineste urma
toarele eondltii

1]:) Fie (t(H YIOJ Y20J"" YnO) un punet din spatlul En+! j functtlle
[» (t, Yl' Y2, ..., y,,), k = 1, 2, ..., n, stnt ecntlnue-m- tntervalul inebis D
detlntt de

It-tol.:<.a, IY"-YkOI.:<.b", k=1,2, ...,n.
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~) Peiitru eeiee (t, !In, Yn,"" J/ftl)ED, (t, Y12' Y22"'" Yn2) ED,
funcfiile fA: sarisfac neeqalitatile lui Lipschitz

l/k(t,Y11,Y2.1,·· ·,Ynn) -!k(t'Y12' Y22'" -, Yn.2) 1-:

<All Yll-Y121 + A'll Yn -Y221 + ... +- Ani !I"1 -Y"21

eo All A 2 , •• OJ A .. eenstante pozltive,
In aeeste eondltii exlsta 0 sol uti e u sistemului dat, anume

/
!II = 1Ft (t), Y2 = Ips (t), .• o,!I.. =<1Pn (t),

ell funeliile tp.l: derivabile pe un interval It - toI <.11., (11. <. a) ~i care, pCUM
tru t = to, ian, respeetiv, valcrtle

Ifli: (to) = YI:01 k = 1,2, .. 0' n.

Pnnetille t'h, 1:1'2'" OJ 'P·n vcriliea lili urmatorul sis t e ill dee e u-
a t i l integrate

!PI (t) = Yto + Cfdt, 1Pt, "fI2' ••• , 'Pt> )di,
)"

1fl2 (t) = Y20 + (I /2 (t, Iflll tpz, ••• , 1',,) dt,
)"

lfI,. (t) = Y"o +CI,,(t, lfIu lP2.' •.• , 'P,,) dt.
)"

2. Consecinte ale teoremei d(" existenta

a) In enuntul teoremei de existents, YIO, Y20' 0'0' YnO stnt fixe, insa
erbitrere, prin urmare avem urmatoerea

Teo t: e ill a. Solutla unui sistem de n eeuatll dilerentlale de ordi
nul fnttl

(1)k = 1,2, .. 0' nd" fdi= ,,(t'YUY2' ···,Yn),

eu t, eontlnue ~i eo derivate partiale de ordinul tutti continue tntr-un
domeniu D C R,,+l depinde de n eonstante arblrrare.

Intr-adevar, daca I" sint continue cu derivatele partdele de ordlnul
tutti continue, atnnci functdile fir tndepllnesc conditdile lui Lipschitz in D,
deci sint tndeplinite conditdile teoremei de exiatenta in D.

Mulpmea sclutlilor, definite de teoremn de exlstenta, in D. se numeste
tntegrala qenerala a slstemulul (1) in D.

Mu1timea eceator aolutdi Iormeaea 0 familie de curbe, care depinde
de n constante arbitrare.
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o selutle a sistemulnl (1), care se obtine din solutia generala dind
valori partleulare eonstantelor arhltrare, se numeste solutle partieulara,

E:r:emplu

Sistemul

ell substttutta xt = u, yt = lJ se transrormn tn

du
-=20,
dl

d,
-= 2u
dl

(0)

din care se poate elimina en u~llrinta II. Avem

prin urmare u verlfiea ecuatta dllerentlala de ordinul dol

d'u
--4u=0
<II'

cu solutta genereta

iar pe II n ohtlnem din ecuatiile (a:); avem

Sofutia

x(l) = Yele!t + Gle 2!

y(I)=YC1c21 ,CIC 21 r e n

depinde de dona constanle arbitrare, prin urmare reprezlntii solutra generald a sistemulut dat.
Daca punem C1 = 1, C2 = 0, obttnem

x{t) = e', y(l) = et , t e R.

care este 0 solutte partlculan'i.

b) .Am viLzut oa 0 ecuatde diferenti:arHL de ordinul n

y(nl = f (:x, y, s', ... , y(n_I))

cu Introduceree a. n-l functdi

Yl = y', Yt. = y", ... , Yn-I = yrn-ll

(1)



454 Sistemede ecuatii diferenfiale

se transfortnu in siatemul de n ecuatii dlferentdale de ordinul tutti

dy
ct;;;= Yu

(2)

dY"_l = f (x, y, Yll" OJ Un-I)'
dx

a carui solutde gencrala depinde de n conatante arbitrate. Dcduccm de
adci ca.:

Selutia generala a unel eeuatii dilerentlale de ordinul n
yIn) = f(x, y, y' , ... , ytn-I')

depinde. de n eonstante arbltrare.
c) Fie slatemul (2) in care se transforms. ecuatda diferentiala (1) de

ordinal n. Din teorema de existent-a enuntata rczulta cit daea in punctul
X oE [u, b] ne dam valorile

Yl(XO)=Y'(xo)=Y~, Y2{XO)=Y"(xo)=Y~',""Y"-l(X(I) =

= y(n-ll (:V
o

) = Yb,,-lJ,

atunei sistemul (2) arc 0 eolutde unica care rndeplineste aceate conditdl
initdade. Revenind la ecuatda diferent.iala (1) obtinem urmatoarea

Teo r e ill a. Fie eenatiu diferentlala de ordinul n
yin) = f(x, y, y' , ... , y(n-ll)

en f eontlnua ell derivate partfale de ordinul tutti continue Intr-un domenlu
D= [a,b] X Y, :FeRn.

Pentru orlee XoE [a, b] exlsta 0 sclutlc y = ? (x), X E [a, b] a eeuatlel
date, care Indeplineste eondltlile lnitlale

'P(xo) =Yo, 'P'(xo)=y~, •.. , ?In-lJ(mO) =y~n-ll

en Yo, y~, .. '., y&,,-Il , numerc [arhltrare] date, astfel tnclt (Yo,y~, ... ,yg'-ll) E
E Y ~i aeeasta selutie estc uniea, (Solutie problemei lui Cauchy).

Aplicatie

Eeuatja diferen\ialii linlaril de ordinuI n

aD (x) yin' + a l (x) y(n-11 + ... + a"_l (x) y' + a" (x) y = 0

tndepllnestc conditiile din tecrema de mai sus tn D = [a, b1 x R" daca ak (x). k = 0,1, .... n
au derivate de ordinul Intti continue ~i ao(x) *' 0 pe [c, b).
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Exemple

1) Ecuajllle linlare eu coeficientt eonstantt

Indepllnesc condttllle din teoremd pentru :l: E R. Y = R".
2) Ecuatille Euler

455

IndepIinesc conditllle din teorema pentru Y = R" ~I crrce interval [at b] care nu conttne ortgtnea.

d) Teo r e ill a. 0 eeuatie diferentiaHi. liulara de ordinul n

unde eoetieientll Uk (x) au derivate de ordinul Intli continue .,i ao (x) =F 0
pe un interval [a, b], admite totdeauna un sistem fundamental de integrale
pc [a, b].

Demonstratle, Sa conaideram n 2 numere fLu, i, j = 1, 2, •. .,n astfel
inclt determinentul Iii.'! -* O.

Conform eplioatdei de la pnnctul (c) exista· 0 aolutie Y = If'l (c),
mE [0, b] a eeuetdei (1.), care tndeplineste pentru to = XOE [a, b] eonditiile
initiale

'in mod aeemanator exiata 0 aolutde y = C?2(X), XE [a, b] a. ecuatded (1) care
pentru x = XoE [c, b] fndeplineete conditdile initiale

e.a.ro.d.; exiata 0 aolutde y = e, (e), X E [a, b] a. ecuatdei (1) care pentm
a; = Xo tndeplineste conditdile Initdale

'P.. (a;o) = [L..t, 9~ (xol = fLn2' ••• , cp~"-l) (xol = fL..n·

Am obtdnut aetfel n solutdi ale ecneuei (1)

'Pt (x), 'Pt (x), ••• , <'fl..(x),

definite pe [c, b], cu wronskianul w (Iflt, CPt, ••. , <'fl,,)4=0 in punctul XoE
E [a, b]l deoarece valoerea sa in pnnctul Xo este di;).Wrminantul I[LId, prin
Ipoteza diferit de zero. Conform teoremed de 130 B, cap. II, §4, el. 3, mnctdile
<'flH <'fl2' ••. , <'fl.. formeaea un sietem de Integrele ale ecuatiei (1) pe [a, b].
Teorema. eate demonstreta,
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§ 3. SISTEME DE EOUA'I'II DIFEREN'I'IALE
DE ORDINUL INTII ~I LINIARE

1.. Sisteme liniare !;i omogene

De fin i li e. 1) Un sistem de forma

L,[Y"y" ... , Yo] ~ a" (t)~+"u (t)y, + a,,(t)y, + ... + a,.(t)y. ~f, (t),
,",

L" 1111,112" ··,Y,,] = a20 (t ) :. +a21 (t )Yl +a22 (t )Y2+ •• •+a2.. (t)y,.=f2{t),

(1)

L .. [111' YtI.· .,Y..] = a..o(t) d:
t
.. + anl (t )Yl + aIl2{t )Y2+ ... + all" (t)y" =f,,(t}

en aif (t), 11 (t) Innepll en derivate de ordinul intii continue ~i am (tf* ()
pe nn interval [a, b] se numeste un slstem de n eeuatll dlterentlale
liniare de ordinul intii en n Iunetli neeunoseute Yl' Y2' ..• , Y", neemegen,

2) &eli t, (t) = 0, i = 1, 2, ... , n, tE [a, b], sistemul se numeste
omogen.

Obaervatii

1) Un sietem liniar este format din eeuatii diferen1J&le, llniare in
report en funetdile neeunoscute '~i derivetele lor.

2) Un sistern de eeuatdi diferentdale linlare, de ordin superior, ae
tra.nBforma, prin marirea, eonvenabila a functiilor necunoscute, tntr-un
sistem liniar de ordinal intti.

3) Dfntr-un sistem de n ecuetdi diferentiele liniare de ordinulintii
tnneeaaoaeutele 1111 112' ••• , Y.., prin eliminareafunctiilor 112' ••. , y" "i a deri
vatelor lor, cum am aratat 131 B, esp. III, § 1, aJ. 2, se obtine pentru 111 Q

e0W4ie iliferen1iala liniarii de ordinul n. Acea.sta observatie ara,ta ea 0
S6anUi. de proprietati ale ecuetdilor l.i.niare Ie au l}i sistemele de ecuatdi liniare.
Expnnerea care urmeasa ve, tine sea.ma. de aeeat fapt.

4) Sisternul(l) scrismai sus este ClIDOniC, deoarece tmpartind prima,
eeuetde cu lI:Lo, a dona ecuatie cu ail) s.e.m.d., a n-a ecuatie ou a ll ll , ecuatiile

8e serlu explicit in raport cn derivatele dYl, ely., ... • dg .. OJ

dl dl dt

In ecest alineat ne vom ocupa de sisteme omogene

L 1 [Yll Y2'" "YII] = 0, L 2 [YlI Y2," ·,lIn] = 0, ..., L" [YlIYu" .,Y,,] = 0.
(2)
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D e fin i 1 i e. Un sistem de n Iunetll

s, (t), ys(t), .• 0' YII (t),

deeivabtle eorulnuu pe intervalul [a, b], Iermeaza 0 solutle a slstemuluj
omogen (2) pe [a, b] daea verifieR sistemul (2) pentru orice t E [a, b].

E:emplu

~ +2x-g=O, ~+4x- 3y = o.
dt dt

Functule x = ...:.e21, y = ell, t e R, Iormeeza 0 solutle a sistemulul pe R.
4

Teorema. Daea

Yn(t), Ya (t), .• 0' '!f1fl (t),

YZl(t), 'Y22(t), •• 0' Yz,,(t),

sint doua selupli ale slstemulul omegen

L" [Yll 1f1'" .,Y,,] = 0, k = 1, 2, .. 0' n J

aumel ,:i Iunetlile

C1Yll + 0'1..'1/21' 0L1fa + Cil/s? J ••• , elYIn + CaYs",

unde 0 1 fili O2 sint dcua constante arbitrate, Iormeaza 0 sclutle a sis...
temulul dat pc [a, b].

Demcnstratle, Opera.torii L t slut llniarl, dcci putem eerie

t.; [GIYn+ 02!lm 0J1l12 + 0"l1J2'H' 00' 0IYI" + 02Y2"] =

= 0lLk [Ym Y12' 0 0 0' YI,,] + 02Lk [Y2D Y22' 0 0 0' Y2,,] = O.

deoerece

L k [Yil' Yi2" 00' Yin] = 0, k = 1, 2, ..., n; i = 1, .'

'I'eoreme este demonstreta.

Observatie

Daca

Yu, Y12'" 0 'Yln'

Y21' Y22' . 0 • ,Yb ,

Y~l' Y"2'" 0' Y~"
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sunf n solutii ale sistemului omogen (2), atunci

0IVU + OiYn + + O..lIl1H

0IY12 + 0iY22 + + OJY..2'

OJ1hn + 0i!J2"+ ... + O"V"..,

nude 01' °2 " " 'an stnt n constente arbitrare, eate de aeemenea 0 solutie
a sisteroului (2).

D e fin i 1 i e. 1) Fie urmatearele n selutll

"

Yll, Y,,,,··, Y,., I
lIn,,1I22,···,lI2»'

.: .: .... : y....,

(1)

ale sistemului emogen

~ [1111 112,"· ,1/.,] = 0, .•. , L" [1111 Y2'" ·,11..] = 0 (2)
definite pe intervalul [a, bJ.

Se spune ca cele n selutil (1) Icrmeaza un slstem fundamental de
sclutll ale slstemului (2) pe [a, b] daea determinantul urmatcr

Yll 1112' •• 111ft

Y" 1122" ·112"
W(t)~

Y., 11..2" 'Vnn

nu se anuleaza in niel un punet din intcrvalul [(I" b].
Determinantul W (t) se numeste wrenskianul eelor n solutll (1).

(Lb a e r v e pi i

1) Daca determina.ntul W (t) nu se enuleaea in nici un punet in inter
valuI[a, bJ,atunci sistemul de n ecuatdi llniere eu n necunoscute cl , C2, ••• , CII
da.t de

Cl Y11 + c2Y12 + + On VIII = 0,

01 Y21 + 02Y22 + + enY2.. = 0,

C1 Ynl+ 02Yd + ... + 0nY.... = 0,

nu admite pentru nici un to E [a, b] decit solutda banala ~ = c2 =
= 0 .. = 0, cum resulta imedlet, apliclnd teorema lui Bouche.
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Spunem ca sistemul (1), ell W(t) =1= 0 pe [a, b), este liniar independent
pe (a, b].

2) Se poate demonatra ill fel ce l}i pentru ecuatiile diferentdele Ii
niere de ordin superior, ca daca Yij, i, j = 1,2, .. 0' n, sint n aolutdl defi
nite pe un interval [a, b], ale sistemului (2) eli aj k continue l}i a;Q r= 0 pe
(a, b], l}i daca wronskianul W (t) al functdilor y;; nu este identic nul pe
[a, b), atunci el nu se anuleaea in nici un punct pe [a, b] ~i avem relatda

y("n a,"+ .. + an" )dt
W (t) = W (to)·e- to ~+a;,; ano, toE (a, b), W (to) =F 0,

pentru tE[a, b].

2. Soln!;a generalii a unn; ,;;;tern ornogen

Teo rem a. Fie slstemul de n ecuatll dltcrentlale Ilnlare de ordinul
fntli ~i omogen.

llto (t) d!h -]- Itt! (tl Yl + ... -I- lltn (t) Yn = 0,
dt

a20 (t) 'dgz+ an (t) Yl + ... + a 2n (t) s; = 0,
dt

....................
a"o(t) d~" + ad (t) Y1 + ... + an" (t) Yn = 0,

ell ali (t) dcrivabiJe eontinuu ~i a;o(t) =F 0 pe [a, b].
Fie

y", y", ... , y,", ]

Y'tl, Y22"'" Y2'"
........
YnUYn2""'Y"'"

un sistem fundamental de solutll pe (a, b].
Solutia qenerala a sistemului dat (1) pe [a, b] X R"

Y1 = c.s« + 02Y21 + + O"Yn!'

Y2 = 01Y12 + 02Y22 + + C"Y"2'

. . . . . . . . . . . . . . . .

Y..= 0lY1n + 02Y2n + ... + O..Y.... ,

unde qU02"'" 0.. sint eonsmnte arbitrare,

(1)

(2)

este data de

(3)
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DeDlOnstru1ie. Am deflntt Ia B. cap. III, § 2, a1. 2, selutta general1\. a slstemului (1) tn
D = [a, b) x· RR ea multlmea selutltlcr din D, definite de tcorema de exlstenta, asUel Incltprin
flecare punet a1 domenlului D sa treaca 0 solutre ~i nnmal una.

Dacii ali au derivate de ordinul tutti continue ~i aig * 0 pe [a, bJ, atuncl stntem tn CODdi

tille teoremei de exfstenta, deoarece sistemul se scrte

',.--Y.

'"
''0

~ n~
-d/ =fkCI.Yl'U••...• u..) ell fk(l'Yl' ···.Y..)= - ~ -Yk'

h=l uko

k = 1, 2••. ". n. iar h smt continue ~i au derivate de ordinul InUI continue pe (a, bl. deoareee
toate fnnetlile care Ie compun au aceste propnetatt, dec! slnt miirginite lii Indeplinesc condlthle
lui Llpsehitz pe (a, hi.

Rimlne s:'i mal eratam cii. putem dispune de eonstantele Cit Cit •••• CII , astfel Inelt
eentru orice tEla. /I) p orice (UI0' "to' ...• y,,~ E R". sii putem detennina solutia WI'y, • . . . , g.)
a sistemulul (1) care tndepltneete conditJile initiale

Yl(t O) = YIO' u,(lo) = YI~' •••• y,,(I.) = U'oo

Impunlnd aceste condttti solujlel (3) cbttnem sistemul

CtYn(lo) + C,YIl(Io) +. . + C"Y"l (to) = UI0' }
CIUq(l) + £;"..(10) + ... + C"Y"I (to) = U,~,........
C1Yl"(Io) + CI"I "(Io) + ... + C"y"" (10) = Uno.

(')

care este un sistem de n ecuatft nnrerecun necunoseute Cl CI ' ... ,C", cu determinantul etete
mului W (10) prin ipotezii diterit. de zero pentru once toE la, b].

Rezolvlnd sistemnl (4) obttnem, dupa regula lui Cramer, 0 sotuue unicii C;, C; •... , C~,
pe care dacii 0 Inlocuim In (3) rezultii sciutta cantata. Prin urmare din (3) putem obtlne
solutta problemei Caucby In fa, /I] x R", a sistemului dlJ ecua1ll dtrcrenttate (1). Teorema
este uemonstrata.

Observape
RamJne sii mat ariitiim ea un ststem de n ecuatu liniare (1) are efectiv n solutil parts

eulare IIniar Independente, solutle care tormeaza dect un ststem fundamental.
Sii consideriim ul numere [J.ij. t; j = I, 2, ...• n, asttel Inclt detenninantul [ltij I sa

fie difertt de zero.
Sa detCl'minlim selutia "11> "q....,Y1" a sistemului (1), care tndepllneste conditiile

Inlttale

Utl (10) = 1l1.1' "~Io) = [J.1Jl' ••• , "I" (to) = !-tl'" 10E [a, b);

In continuare sll. delerminiim 0 a doua sotutte a sistemuIui (1), !TIl' UU' ••• , UI'" care sa Indepli
neasel!. eondi1ille Inlttale

UI1(lo) = !LII' Yn(t.) = !-till> ••• , Y'm{to) = !-tzn

s.a.m.d; sa determiniim 0 a n-a sctutte a slstemulul (1), !T"I' Y"I' ... , g"It care sii lndepll
neasea condlttde Inltfale

""1(10) = !-t"I' Y"I(lO) = !-t.>!> .•• , 1/",,(10) = !-t"".

SIstemul de sotuttt partlculare astfcl determinat este un slstem fundamental, deoarece
wronsktanut lor In punetul IoE [c, b] este determinantul [[J.ii I diferit de zero, dect, conform
observatael a dona de la acest paragraf, AI. 2. punctnl (r.), W (t) nu se anuIcaz" In niel un
punct din [a, b].
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Exemplu

Slstemul

461

are scluthle

dX+ 2x_ y=O,
d'

dlj
-+4x-3y=O
dI

care formeazii un sistem fundamental de Integrate pe R.
Intr-adevar

I
~ '"w(/)= 4

r'

_2 et =j=o, fER
4

Sulutla generalii a slstemului cste asadar

3. Construetia Doni sistcm de ecuatii difereniiaic

de ordinul intii, linia]', eind se dii

un sistem fundamental de solutii

Fie

Y..u Y,,2'" -'Y"n'

(1)

un eiatem de n2 functii derivablle contdnuu pe un interval [a, b], ell deter
minantul

Yn Y12 ... Y,.

W(t) Yn y" •• ·Y2t>

Yr.l ?/a2 . ··Yu
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diferit de' zero pentru oriee t E [a, b]. Sistemul de n ecuatdi diferentdale
de ordinul intii

d..
Y, s«. 'YIl

dl

dYIJ:. Yn Ya ... YIn
Lj;[Yl' ga, 000' Yo] ~ dl =0, k = 1,2, .. .,n, (2)

dYnk
Yo> Yn? ••• Y..ft

'"
admite ce sistem fundamental sistemul (1), cum ae poate verifica. imediat,
Intr-sdevar, orice siatem de 'It functii

(3)

inIocnit in sistemul (2) n verificiL Ecua.Fa LJ:= 0 (k = 1, 2".0' on) din (2),
dupa tnlocuirea BOlutiei (3), eate verificata, deoareee determinantul care 0
represinta are Iinia intti ~ linia p + 1 egaJe, deci eate nul.

Coeficientul lui dui: este determinantul W (t), prin ipotesa diferit
- dl

de zero.

Exemptu

Sli. se formeze sistemul de douli eeuetu diferentiale de ordinul tutli care admite solutille

~=t.

Xt;= I!,

ea sfstem fundamental. Beuatdlle sistemulul slnt

dx

'"
x y

= O.
I'

21 I' 21'

nu

Yl = fJ,

y~ = 2tB, tE{O, + 00),

"" x y

'" -.21 I'

oP I' 21'

wronskIanul sistemulul

t l d x -g=O.
dl

t~+2tx-4g=O;

'"

II 1'1w(l) = = t'
I! 2t3

se anuleaza pentru t = O. Prtn llrmare sctcttue date formeaza un ststem fundamental pentru
etetcmul (fX) pe (0, + <Xl).
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4. Sisteme liniare neemogene,

Metoda variatiei constantelor

Teo r e ill a. Fie sistemul de n eeuatil dijerentiale llnlare, neornogen

LI:[Yll Y2'" 0,11,,] = fk(t), k = 1,2, .. 0' n, (I}

CUfk(t) continue pe [a, b].
SoluJia generala a sistemului (1) S6 obtine adaugind la selupla gene ...

rala a sistemului omogen

L/O:[Yll Y21" _,11..] = 0, k = 1,2, .• 0' n, (2)

o solutie partieulara a sistemului neomogen (1).

Demenstratie, Fie

Yu 'Yal • '0' Y"

o solutde pertdculaea pe [a, b] a sistemnlui neomogen, deci

L,t[Y1 1 Yal •• _,'YII ] = fk(t), t E [a, b].

Sa Iacem echimberea de functdi

'Y1 = 2'1 + Yu Y2 = za + Yll l · · · , Y.. = ZII + Y .. ;
avem

Lk[Zl + Yll ~ + Y21"" Z" + Y..] = li:(t) k =...1,2,... , n~,

~i daca tdnem seama ca operatorii L): sint Iiniari putem aerie

L.t[zt, :<I'll"" z•.J + LJ;[Yl1 Y 2,o 0 o,Y..] = 11«t),

ins.
Lk[Y1, Y2,ooo,YII] =Ik(th t e [a, b],

deci mai ramtne

L,t[Zl1 Z2,o 00' z.l = 0, k = 1, 2, .. 0' n,

a.d.ica integraeea aiatemului neoroogen (1) s-a redus la integreree sistemului
omogen (2) in urma schimbarii de functdt (3).

Pentru determineres unei solutdi partdculare a aiatemulul neomogen
Ioloeim metoda 'Varia1iei conatanulor.

Teo rem a. Fie sistemul de n eeuatll difcrentia1e liniare de ordinul
fmti, neemogen

L.l;[Yi, Y2," 0' Ynl = akO(t) d:: + aU(t)Yl + o. _'±_~.hJt)Yn = (1)

= fk(X), k = 1,2, 0 0 0' n,

eu eeettelenjll a.l:i(t), fk{t) continui ~i a.l:O (t) =1= 0 pe [a, b) 0
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(2)Ykll Yk21" 0' Yk,,' k = 1, 2, .. 0' n

un slstem fundamental de selutli pe [a, b} al sistemulul umogeu

L" [Yll Y2'" .,Y,,] = 0, k = 1,2,_ . •,n.
o solutle partieulara Yu Y21" .,Y" a sistemului neomogen (1) pc

[a, b] este data de

y,~y,,\O;(t)dt+y,,\ O;(t)dt+ ... +

+ s;; ~ a~(t)dt, k = 1,2, .. 0' n, (3)

unde O~ (t), a; (t), . . . , a~ (t) este solutia slstemulut

Vu C~ (t) + Y21 C~ (t) + ... + Y"l C~ (t) = f1
(I) ,

a10 (I)

y" 0; It) +y" 0; It) + ... +s., 0; It) ~ J''!L, (4)
(.110(1)

Baca efeetuam euadraturile in (3), introducind pentru Ileeare 6U8

dratura cite 0 eonstanta arbltrara

\ 0; (t)dt ~ A, + .. It), .. " \O;(t)dt ~ A" +~" It),

obtlnem solutio generaHi a sistemului neomogen
y,,= At.YU+A2Y2k+'" + A"Y"" +Ylk'fl+ Y2k"P2+'" +Ynk?", k=l, 2, .. 0'n.

Demonstratle, Fie

VI'" Y2tl··· ,Y"lo k = 1, 2, ... ,n,

un eiatem fundamental de eolutdi pe [a, b] al eiatemului omogen j soluple
generali a sistemului omogen eate

Y" = 0lY"l + 02Yk2 + ... +O..YkriJ k = 1, 2, ... ,n

unde-01, °2" " , O"sint n constante arbitrare.
Sa preaupunem acum cil. Ok stnt functdi de t. Daca denvam pe Y",

in aceaeta ipoteza, ~i tanem seama de conditaile (4), ae constata ca Yk veri
fica. sistemul neomogen (1) j tntr-adever, inlocuind in eeuatda L" (oarecare)
din sistem, avem

"dUM "de'"I··)
ak O"~l C"-----;u- + u"o h.~1 Yk/> ill + h.~1 ak /> ,I~l G1y/>/ =fk (t),
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E}i daca tdnem seamS. de rel.a(iia. k din (4) ramine dOM.
~ Oh4[YIM y:"" •• "Y"h] = 0,,-,

relapie verificats. identic pe [a, b]. Teorema. este demonstrata..
Exemplu

12 dx _y=t2. 1~+21X-4Y=P, r ».o.
dt dt

Sistemul omogen are setuue generalil (alineatul precedent)

x = C1I+ CsP. y = CIP + 2C.12. I> o.
Pentru determlnarea unel scluttl partlculare a sistemujut neomogen foloslrn metoda

varia1iei conetanteier. Avem

So1utia generald a sistemului neomogen este

f x=AII+AtP+llnl,

\ y=AIP+2A.18+Plnl, 1>0.

o selutle parttculara a slstemului neornogen rezultil din (~). enume

X=llnt. Y=12 ln l. 1>0.

§ 4. SISTEME DE EOUA'rII DIFEREN'rIALE LINIARE
OU OOEFIOIEN'rI OONSTAN'rI

1. Sisteme omogene

D e fin i 1i e. Un slstem de forma

dYI + fLrllh+ ~:!h. + ... + fLr"Y.. = 0,d'
dy. + amJh+ a'l.2Ya + ... + a'l."Y" = 0,
dt

(0)

(1)
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unde ~I sfnt eenstante, se numeste sistem de 11- eeuatii diferenlia1e liniare
eu " lonetii neeuncseute, ell eoeficienli eenstantl, omogen.

a) Da.ca. derivam prima. ecuatie de 11.-1 ori l}i toate celela1te ecuatdi
de eite n-2 ori fiecare Oi ellminam intra ecuatdile sistemului iji ecuatdile
aatfel.obtdrmte (in numa.r de n2_n + 1) pe Y21 YSI-' .,Y.. iji pc derivatele
lor pina. la ordinul n-I (in total nl-n), obtdnem 0 ecuatae diferenyialli
)inia.r8, de ordinul 11. in Yl cu coeficienti eonatentd. Daca Integram aceastii.
ecuatde, obtdnem pe Yu Iunctle de on conetante arbitrare. Delelalte functii
necunosoute Ie determinam din ecuatdlle sistemului iji celelalte ecuatdi
obtinute prin derivari. Solutda generala a sistemului va depinde numad de
cele n constante arbitrare care intervin in etructura lui YP

B%~mplu

Sil. se determine sclutia general1\. a ststemutut

~ + x-g=O. ~+U-4Z=O, ~+4z-x=O.
ill ill ~

Avem, derivtnd 0 datil. ecuatllle sistemului,

d1x+ dX_~=O. d'Y+~ -4 ~~O, d'z +4 ~_~=O
~ & ill ~ dt ill ~ ill &

dod

dx
U=x+-,

dt

dg dx d'x
-=-+-.
dt dt dt'

mal derivim 0 datA prima ecua'[le : d'U = d'x + dSx,
~ dt' dts

1 ( dx d'XIAvem afjadar :::=. X+2 di+ ~

"

pc ::: ,1~ n Inloculm !n ultima ecuejre din sistem; rezcrta
dt

(0)

Am obt;inut ecuatia diferentia1:l de ordi.D.u1 trel, venneata de funcpa x. Ecuajta (cz) are
ecuatia caracteristicll.

r '+ 6r l +9r=r(7+ 3)1 = o.
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Sofutta generara a ecuatrel (ox) este

x = C1 + Cst-at + Galr at, t e R;

din g = x + dx ob'[inem pe y
dI

y = C1 + (C3 - 2C 1) e- 31 -3Ca le - a' , IER;

din % =!... y + ~~ rezultjl ~i z
.. .. dt

tER.

Sclutia generala a sistcmutuf dat este esadar

{

x= C1 + C.6- 31 + Gale-ai,

y = C1 + (C3 - 2C.> e- 31 - 3Ca' e- 31 ,

z = +[e l + .(4C. - Sea) e- 31 + 9 Cat e- 3Ij ,

b) Operatiile de eliminare pot fi lungi ~i complicate; putcm sa Ie
evitam 'in modul urmator :

Deoerece prin eliminare obpinem intotdeauna 0 ecuatde diferentiah1.
de ordinul n,liniara ell coeficienti constantd, care admite solutdi de forma e-,
atunci sa cautam, pentru siatemul dat (1), direct solupii de forma

(2)

Daca derivam ~i inlocuim in (1), se da factor in fiecare ecuatde eo!;
u tnlaturam ; ne mai ramtne sistemul algebric, in All A 2l ••• , A .., omogen,

(all +r).AI + IXtZA 2+ + 1Xt1l A ,.= 0,

anAl + (a2Z + r)A z + + az..A .. = 0, (2')

(3)=0;

a ll l A1 + a"zAz + ... + (a"..+ r)A" = 0,

earuia ii impunem sa. a.dmita. ~i alta solutdi in afarn de cello ba.n.aJ.a Al = 0,
.Az = 0, .... , An = O. Conform teoremei lui Bouche trebuie sa. avem

Cltl + r Cltz • . • Clt... -I Clt..

an azz + r ... a2• .. -I a2.ft

ecuatia (3) se numeete ecuafia caracteristic4 a si~_~_~mului (1).
La fel ca pentru ecuatdi diferentdale liniare de ordinul n en coeficientJ

constantd, determinarea aolutdei generale a sistemului (1) s-a redue Ia rezol
varea ecuattei aJgebrice (3).
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Vow avea urmatoarele aituatdi :
I) r = (I este 0 radaeim'i reala sfmpla a eeuatlel earaeteristiee (3).
Sisteroul admlte 0 solutde de forma

Yl=.A1e"\ Y2=A2e~t,···,y..=.Ane""t.

Daca inlocuim pe r eu CT. in sistemul algebric (2'), determinam pe
All! .Aa, ... ,..4." in functie de AI; daea luam apoi Al = 1, obtdnem 0 eolutde
a. sistemului dat (1).

II) r = IX + i~, l' =X - i~ sint doua radaeini Imagtnar conjugate,
simple, ale eeuatiei earaeterlstlee (3).

Solupa. sistemului (1) reIa.tiva. ill aceste radacini eate de forma

111 = (AI cos ~t + Bisin ~t)e"!7" "'Un = (A" cos ~t + B"sin ~t)e"t

pe care daca 0 inlocuim in aiatemul (1), obpinem, prin identificare, un
sistem aJgebric care determlna pc As, B 2 , ••• ,A", B" in functde de All B t •
Luind Al = 0, B1 = 1, apoi Al = 1, B1 = 0 obtdnem doua sclutdi ale eiste
muhri (1).

III) r = IX este 0 radacinii. reala a eeuatlel earaeteristiee (3) de'
ordinul p + 1 de multipiicitate.

Bolutde sistemului (1) re1ativa la aceuata ritditci.na este de forma

Y1 = (An + Aut + + AI, "'+1t"') e"l,

Y2 = (An + A 22 t + + A 2• ",+1 t") c"I,

Y.. = (AnI + An'!.t + ... +A","+1t")c"!,

l1i toate constantele Ai! ae determine in functie de Al1l A l2l • • • ,AI , ,,+1 prin
tnlocuire in sistemul (1) ..,i identificare.

IV) r = IX + i~, r = ex - i~ sint radacini ale eeuatlei earacterlstiee
(3), amlndoua de ordinul p + 1 de multlplieltate,

Sol.nvm sistemului (I) re1ativa la aceste riidi1cini eate de forma

Yl=(Au+Aut+ +A1."+lt")e"lcos~t+

+ (Bn +Bu t + + B I . i' +1 t") e"!sin ~t,

Y" = (Ad + An'!.t+ + A ...v+1tV)C"I cos ~t +
+ (Ed + B"2 t + + E n• P+1 tl» e"!sin ~t j

toate conatantele Au, Bii ae determine in functde de Am AlII,' .. ,AI. p+lt

Bm B u , ' " ,EI . v+ I prin inlocuire in sistemul (1) §i identificare.
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B'x e m p t a

Sii se Integreze ststemut

dx + 7x _ g = 0, ~ + 2x + 5g = 0,

d' '"
determinlndu-se scjutta x (I). g (I) care sausreee condltltle Initlale x (0) = 1, g (0) = -1.

Ecuatfa eerectensuca este

Ir+7 -1!=P+12T+37=0
2 r + 5

cu racacrnne rlol = -6 ± t.
Slsteraul are soluW. de lonna

x (I) = (AI COSt + AI sin I) e-«, g (i) = (EI cos t: + B I sin I) e-tl;

fnloeulnd In prima ecuatle din slstem, trebule sa avem

(AI + At - BI ) e- ti cos 1 + (A. - At - B1) e-ti sin 1 ;;;; 0

Bt=At+AI• B1=AI-AI;

dac1i Iuam" pe AI ~j AI arottrare, obttnem lmedlat aelutla generara a sistemulni

J x (i) = (AI COS 1 + AI sin i) e-«,

1g(l)= [(At + AI) cos t + (AI-A1)sintje-t t• z e x

Solutla particulara ceruta se obtine Impunlnd condttme initiale; avem

x (0) = AI = 1, g (0) = Ai +A1 = - 1

x (t) = cos t c- st• g (t) = - cos ie-st. i E R,

~i este selutla care tndepltneste condltltle lnitiale.

2. Sisteme neomogene

Putem determine, 0 aolutde partdculara a unui sistem de ecuatil elife
rentdale liniare de ordinul tntti neomogen, eu coeficientd conatanti

dYk+al:l+ak2YZ+ ... + ak..:u,,= fd t ), k=1,2, •.. ,n,

'"
folosind metoda variat-iei eonstantelor. Daca fi: (t) au forme particulate,
putem sa procedam fntr-un mod mad simplu, anume:

a) daea fie (t) sint polinoame de grad -< h, vom cauta 0 aolutle parti
cnlara de forma

Y1 = P 1Io (t), Y 2 = P 2h (t), . ... ,Y.. =:=-Pnh (t),

unde P k h (t) sint polinoame erbitrare de grad h, ai carer coefieienpi ii deter
miriam prin identificare;
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b) daea t, (t) eint functdi de forma

eIltQ"h(t),

unde Qtlo (t) sint polinoame de grad ~ h, atunci cautam 0 solutie parbi
cnlara de forma

Y1 = P lI• (t) eQ:J, Yz = P n (t) 6"1, .•. ,Y" = P nh (t) 6,,1,

dacli. IX nu eate 0 radac:ini1 a eeuatdei caracteristice, eau de forma

Y1 = tmPu (t) e"J, •• OJ Yn = tmP nh(t) ec<I,

d.aclt ex este 0 radacma de ordinul m de multiplicitate a ecuatdei
caracteristice ;

c) daca I, (t) aint functii de forma

e,,-t cos ~t Qklo (t) + e(1! sin ~t Ru , (i),

cautam aolutii de forma

Y t = e"'t~cos ~t QAA (t) + eal sin ~t R;" (t),

daCit IX + i~ nu este radacina a eeuatdei caeacteriatice, san de forma

Y k = tm
e"l cos ~t Q;II (t) + tm 6'" sin ~t R;/t (t),

dMa. ex + i(3 eate raditcinii de ordinul m de multiplicitate a ecua.tiei
caracteristice.

Exemplu

Sa se gaseasca solutia general{, a ststemulul

3~ -:0:+ 2y =t + 1, 3.!!!!...+ 4x+ y'=21+3.
dl dl

r

Slstemul omogen
dz t 2
~--x+ -y=O,
dI 3 3

are ecuatta caracteristicii

~+~x+...:. y=O
dl 3 3

= r~ - ...:. - .! -= (r - 1) (r + 1) = O.
9 9

Solutta generals; cstc de forma

x(l) = Alcl + A.c- I

IJ(t)=B1cl+B.c- I, tER;

lnlocuind In prima ecuatte trebuie sii avem

3A,e1 _ 3.4..e-1 _ A,el ~ A.c-l + 2iJ1c
t + 2.B.c- l ;e;: 0,
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2A I + 2BI = 0, -4A, + 2B, = O.

BI = -AI. B, = 2A,

lji solutta generals a sistemului omogen este

IX (I) = Aiel + A,e- l

y(t)= -AIel + 2A,r l, re n-

eu At, A, constante arbltr-are. Pentru slstemul neomogen c:iutiim 0 sclutle parttealard de forilia

X(t)=At+B, y(t)=Ct+D

pe care 0 lnlocuim In ecuatute ststemulut neomogen

3A - At - B + 2CI + 2D = t + 1,

3C + 4At + 4B + CI + D = 2t+ 3.

lj'1 identificlim

3A _ B + 2D = I, -A + 2C = 1

3C+4B+D=3. 4A+C=2;

rezulLii

1
A=-,

3

eolutta partieularii c:iutaUi este

2
B=-.

9
C=~. D=~;

3 9

1 2
X(l)=-t+-,

3 9
y(t)=~t+..!... IER.

3 9

Solutia generalii a slstcmului neomogen este

{

x(I)=Ate!+A.e-l+ ..!-t~2..
3 9

y(I)= -Atcl+2A,e-1 + .!I+~' t e Ic.
3 9

Sli gastm 0 solutle a sistcrnulut dat care sattstace eondttllle ini1ia1e

x(O)=o. y(O)=1.

Avem

(0) A + A + 2 0 Y (0) = -A, + 2A, + -.!- = 1,x = I , 9=' 9

deci

AI=~'
9
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IOlutia eare.mdepttneste conditiile initiate eete

{

x(I) = -~ e' + ,.~."rl +2. t+"':",
9 9 3 9

y(1) "" ~ el + ~rt+!:t+ 2., tER
9 9 3 9

IIIl' graficul eI este 0 curM. plana.

ApHcalie
Un sistem liniar de forma

t dx +"," + b,y + e,. ~ I(t),
dl

t~ + a." + boY + c,z~g(t),
d'

t~ + a." + boY + e.. ~ hIt),
d'

CIt' b~, c. eonstante, ee transfol'Ill.8, en achimbarea de varia,bilit 1"1 =6' tme-ua
siBtem en ooeficienti conatanti, Daca elimlnam pe 1/, z, prin derivari sue
eeatse, ecuatia in a; eate de tip Euler.

Ezemplu

Sa Be Integreze slstemul

(~ =g,
cd'

t~=-x.
dl

51 se determine solutia care satisface eondttllle initiate x (1) "" 2, 11 (1) = 1
Derivam prima ecuatle

dx d1x dy-+t-=
dl @ dt

fI ttaem seama de a doua , obtinem ecuatia.Euler

pdlX+ t dx +x=O.
... ,dt

Ecuatlli. caractertstlea este

r (r _ 1) +,.+ 1 = rlI + 1 = O.

prln urmere solutia generaUi a ecuattet omogene este

x(l) = Gtcos (In l tD + C. sin (In It I).
pe 9 Ii ob'[inem din prima ccuatte din srstemut dat

y (l) = - G t sin (In I fJ) + GICOS (1n Itl)·

('l

(1~
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Sotutra generala a sistemului dat este

{

:e(l) = C1 cos (In ltl) + C;sbi (In ltD,

9 (l) = -C1 sin (In Ill) + C. cos (In I t D.

pe orice interval care on contine originea.
Daca impunem eenditllle inltIaIe

:e(1) = C1 = 2, /I (1) = Ca = 1

obtlnem solutta

{

X (I) = 2 cos (In J t I)+ sin (In ]il),

1/(l) = -2 sin (In It\) + cos <In I t I).

§ 5. METODE DE INTEGRARE A SISTEMELOR
DE ECUAfII DIFEREN1'IALE

1. Sistema simetriee. Integrale prime

Un sistem de ecuatdi diferentdale de ordinul tnttl, canonic,

d:; =fl(t, Yu" .,Y,,),

. . . . . ...'. . .
d:;, = I, (t, lhs- •• , Y,,),

473

(1)

en i, (t, YIl Ytl"" Y,,) * 0 tntr-un domeniu DC R"+l se poate scrte ~i
sub forma

= dg,,=~ ..
f. 1

(1'}

In general, un eistem de ecuatdi dlferentlale de ordinul intii poate
ILvea ~i forma urmatoare -

dX1 dx.

f1 (;t"l' x...•... , x..) "(X1' x" .•. , x..)

d•• (2)
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unde "
fi (011., a:'1," .,X,,) nu se anuleaza simultan, adiea ~ fl(a:'I1X2"" ,x,,).:pO,

intr-un domeniu D C R".
Astfel de sistem (2) se nurneate sistem simetric.

Observa'(iii

1) Luind pe x~ ell. vll.riabila independenta, sistemul simetric (2) se
transforma intr-un sistem de n-l ecuatdi eu n-l neeunoscute de ordinul
tntdi •

ft (Xl x"."'. x,,) dX"_1 ("-1 (Xl' XI"'" X,,)----".,,---=--- _._--"
(" (Xl' XI" ., x,,) dx,. (n (xl' XI' "'. x,,)

(2')

2) Daca egalam rapoartele (2) en dt, adica Introducem pe t ca varia
bila Independenta, atunci sistemul simetrie se traneforma intr-un sistem de
n ecuapii dlferentdale de ordinul tntti

dX1 = II (xl1 XI"'" x,,),.,., ~~" = In (XI1 XI'" .,X,,). (2")
dt df

Bolntda generala a sistemului (2)
dx, __d_., __

(1 (X1• XI"'"x,,) (1 (Xl' l' .. ,x,,)

(3')

(luindpe XII ca variabila Independents, deci eehivalent cu sistemul de n-l
ecuatii en n-l neounoscute (2')) este

Xl = !PI (x"' 0 11 °1" , .,0n-l)' }

x2 = !P2 (x,,, OIl °1,. , .,0..-1)' (3)
........... ,

x.._1 = ql"-1 (x"' OIl °2 , ••• ,°"-1 )

san, daca resolvam sistemuI~) in raport eu 011 °1 " , "O..-ll solutia gene
rala. a. sisternului (2) se mai aerie

<¥, (x" x,," " ",x.) ~ o; }
h (011., x 2" , .,x,,) = 02'
, .
..J;"-1 (x ll x 2 , · , .,x,,)= °-17

unde q;H hi.,. ,'f..-1 stnt continue, eu derivate partiale de ordinul intti
continue in D c R".

Orice relatie din (3'), unume

h(xll x2, ..• ,x..) = Ok' k = 1, 2, ... , n -r- 1,

ae numeste 0 Integrala prima. a sistemului (2). Din (3') reeulte eit daea.
cunoaetem n-l integrale prime independente ale sistemului (2), cunoaetem
solutda generala a sistemului (2).
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In fine, sa mai observam cit sistemul de functdi (3') represlnta 0

familie de curbe in spatdul cu n dimensiuni. Prill fieeare punct (XO
~, ... , x~) E DC RR treee 0 curba Integrals ~i numai una. U

Multdmea solutdilor definite in D de relatdile (3') formeaza solutia
generala a sistemului de ocuatdi diferentdale (2) in D.

2. Metoda (~ombinatiiJor integl'abile

Fie siatemul de ecuatii diferentdale de ordinul tutti eimetrie

dx,

t.o., X.' ... ,Xn )

dx s = ... = d~R_._. __

(1(Xt, XI' ••• , X,,) (,,(Xt' XI"'" X,,)
(1)

ell Iunctfile I, (Xl' X2,••• ,X,,) continue ~i care nu se anuleaea simultan -in
DCRn

•

Avem egalitatea
dXt dx s ••. = dXn Atd"t + 'ldXt + + I,,,dx,, (2)
h ~ ~ ~+~+ +A~

pentru orice (Xl' X2,• . • ,X,,)E D, All A2" .. , A" Hind n functdi arbitrare, cou
tinue in D.

Definilie. Unsistemden fllnc~iiAI(XlIX2,... ,XJl) , ••• ,A,,(XU
Xu ... ,x..) continue in D, care tndeplfnesc eondltitle

pentru erlee
slstemului (1)

Functaa

A1dx1 -I- A2dx2 -I

Adl -I- A212-1

(Xl' ... ,X,,) E D, se
in DI.

-I- And x2 = dill,

-I- AnI.. = 0,

numeste 0 eamhlnutte integrabilii a

ij:t (xu x2t • • • tX,.) = C

a earei diferentiaJ.a totali1. in D eate A1dxl + A2dx2-1- ... + A"dw.. este 0

integralii prima a aiatemului (1). tntr-edevae, din (2) resulta ea trebuie sa
avem A1dx1 + A2dx2+ ...+ A"dx" = 0, in D, daca

"At!l -I- Adl + ... -I- A"!,, = 0, in D,

(pentru car _ultima egalitate (2) sa poata fi adevaratii), deci relatJa A]dxl-l
+ A2dxz +l... -I- A"dxn = 0 eate 0 conaecinta a ecuatdllor sfstemulul.
Functda ij:t (31., xl t ••. ,x,,) = C este aeadar 0 integralii. prima a sistemului (1).

Observa~ii

1) G-asirea a n-l combinatdi integrabile eateechivelenta eu cunoas
teree a n-l integrabile prime, deci ell detcrminaree integraJei generale.

2) Daca siatemul nu ne este dat sub forma aimetrica, tl scriem sub
aceasta. forma lli dupa eceea cautam combtnatdi integrabile.
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E:cemple
1) Sa se Integreee sistemul

~=~=~.
y-z z-:c :c-y

Avem eomhinatlile Integrabfje

:cd:t + ydy + zd.z = 0,

d:t+dy+dz=O,

care ne dau Integralele prime

:t'+y'+z'=C1•

:t:+y+z=C" (:t:,y,z)ERa.

Solutla geDeralli a sistemului este foemata dtntr-o famille de cercur! In spatiu care
deplnde de dol parametrl.

2) sa se Integreae sistemul

(jj' + zt _ .v)~ = -2xy,
dx

Sub forma slmetrlcii ae serie

dx =~.,.~.
yI + :tll - a:' -2xy -2xz

Avem eombinetla lntegrahlld

O.d:t+zdy-ydz=O.

care ne da. integrala prim.li. z = CIY'
Prima ecuatie a sistemului ee mal scrle

2.ry~ + y2 + :'_ x' =0
dO

seu, tintnd eeemn de Integrala prima z = CIY'

2xy dx +y' (1+ ci)'-.r2 =0;
dy

daca punem xa = U obttnem ecuatte liniara

eu sclutia generalii

U = Y (C, - Y (1 + C~».

Integrala generald a siatemulul dat este

IX' = Cty-!I' (1 + db.
It = CVl-
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rj b s e r v a t t e
Daca pentru sistemul

d"ill = Ik (t, Vl' Y2"" ,y..), k = 1, 2, .. 0' n,

477

am determinat p integrale prime

w,(Yu Y2l" OJ YVJ t) = Gi , i = 1,2, .• _,p,
numarul Iunctdllor necunoscute se reduce 131 n-p, iar integrarea sistemului
eate mai simpla.

3. Reducerea In 0 singura eeuatie

Putem obtdne eolutda generals, a unui sistem reducind integrarea lui
Ia integrarea unei ecuatdi de ordin superior tntr-una din functiile necunos
'Cute.

Exemplu
SA se Integreze ststemut

ellmintnd pe y obttnem pentru x ecuatla llulara ell coeflclentl coustentt de ordinal patru

Ecuatla caracterfsttca r' + w4 = 0 are riidiicinile

V2 . V, .
f'l= 200(1 + 1), r. =2w(1-1), r3 = Vi w (-1 + i),

2

IER;

Solatia generala a ecuattet In ;J:: este

l!:"'l V2" V'2 - Yi" ",I Y2" V2"
x (I) = e a (A1C02W t + A.siu2 wt) -t e 2. (AaCOs2wl+A.sin2wl).

pe y n ohtlnem din relatla

V2" ",I V2" Y2"
y (i) = e:: (-A1Sin2 wi + AJcos 2"" wi) +

_V2"'1 Y2" Y2"
-j-e 2 (A3sin-wl~ A.cos-wQ,

2 2
setutta generali'i. a sistemului este data de (a) + (a').

(0)

IER;

(01:')
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4. Metodaaproximaliilor sueeesive

Fie

dYk =fk(t, YHY2'-"'YII)' k=1,2, .•. ,n,
oil

un sistem de ecuatii diferentiale pe care nu-l putem integra prin nici una.
din metodele prezentate. Sa. presupunem ea in domeniul DcRII+!,
fT< indeplinese eonditdile teoremei de exiatenta.

Fie (to, YIO' Y20'-'" YIIO) un punet interior lui D. Intr-un interval
! t-tol -< h, j y.,-y.,ol <. ak, k = 1, 2, .. _,n, aituat in intregime in D,
putem construi etmrtle de functdi,

YIO'

Y'Zl}'

Yn

Y"

,- .-, Yb s- ._,

s- _., Y2p , .•••

YIIO' Yd , ••• , Yflp ,. _.,

care, dupa cum am epus, converg uniform catre aolutia aistemulul dat ~i

care indeplinesc conditiile initiale Ykp (tl})=YT<O' k=l, 2,. _., n, p=l, 2, .. _
Avem

\' \'Yll=YIl}+ fl(t, YIl},_·-,Y"o)dt'···'Y"1 = Y.,o+ f,,(t'YIO"-"Yllo)dt,
.~ .~

Y12 = YIO + ~' fI(t, YIl"" 'YII1)dt, . _., Y.,'Z = YOl} + Cfll(t, Yw" "YIII)de,
.~ )~

YIp=YIl}+ (I fl(t'YI.p-H-' .,V".p_l)dt,- - -'Y1lv= YIIO +J,"
+ It f ..(t, VI. 'ri , .•• , V." v-1)dt

'.
In general nu putem caleula solutda exacta, ci ne multumim cu 0

aolutde aproxlmatdva, YJjo , V'Zv"'" Yll fJ ' care este en aUt mai apropiata
de aolutda exacta eu cit peste mai mare. Procedeul de integrare prezentat
se numeete metoda aproxima1iikw eucceeioe.

Extmplu
Sa se Integreae sistemul

~=12+y2, dy =1+x2
oil d'

dellntt In domeniul D = [_1, + 1] x 1- 1, + 1] X 1- 1, + IJ,dctermlntndu-se apro:x.lmatia
a treia, tn eondfjflle Initlale x (0) = 0, y (0) = o.
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Avem 1/2+ y2[ <2, 11+.1'1 I <2, pentru (t, x. fI) E D. deci In intervalUI[-~, ++13 e

aproxlmatffle converg uniform catre solutla exaetA:

XcI =0, Yo=O,

\

' 1fll= tdt=_fl,
, 2

1'( 1·) ,. 1;[,= P+_ff. dl=_+_t\
.0 4 3 20

1'( 1) " 1Y,= t+_11 dl=-+-fl,
.0, 9 2 63

\'I (e 1 )'] "1 1 1%:1= fIl+ _+_{1 dl=_+_t5+ __ e"+ __ /l'.
(I 2 63 3 20 63·10 632.15

Yt = \" [, + (~+..!..t')'ldl =~+~17 + _'_" + _'_ tll ,
o 3 20 2 63 30· 9 202.11

(Lb s e r v a t i e
Bcnatia Iiniara de ordinul 311 doilea

y" ~ p (x) y' + q (x) y

poate fi serisa sub forma unui eistem, astfel;
dy
dx =z,

~~p(x)z+q(x)y,
d.

iar eonditdile inipiale y (xo) = YOl y' (mol = y~ se transforma in

y (xo) = Yo, z(xo) = s;
Solu~ia sistemului (2) se aerie

y = Yo + \.'" z{x) de,

"

z ~ y; + \' [p(x)z(x) + q(x)y(x)] de
."

esu

y = Yo+ (x - xo)y~ + ,'" dx \'" [P(x)y' + q (x)y]dx,
• ". • Co

(2
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iormwli. care permite sa. aplicam metoda. aprcximatdilor auccesive direct
.ecuai~iei date fa.ra. sa, trecem prin sistem. Avern succesiv

Yl = Yo + (x - xa)Y~ + CO: de C:I [P(x)Y~ + q(:V)Ya]dx,
JOl. )"".

Y2 = Yo + {x - xo)Y~ + lOll' dx Ill' [P(x)y~ + q(x)Yl]dx,... ...

Y. ~ y, + (x - x,)y; + I" dxl" [p (x)y:_, + ~(x)y._,]dx
... :I.

-tntr-un interval [a, b) in care p (x) ~i q (x) sint continue.
B%emplu
Sa apllcli.m metoda aproximatnlor suceesive pentru aproximarea sclutlel ecuatlel

y"-%:y=o

care sattsface condltiile initlale 9 (O) = 1, y' (0) = O.
A_

\
" ~" x·Y1=1+ dz xldx=I+--,

~o 0 3·4

I" ~"( .'J .' x'9.=1+ de Xl 1+- dx=I+-+---.
o 0 3·4 3·4 3'4·7·8

x'
3 ·4 ., ·8

Se observa ca procedeul ne conduce tn eazul de lata la solutta exacta, data de seria de
puteri

9(%) = 1 + _x_'_ + -z--r-z--r + ... + -,,----;-~-:-,=--cc------:-=-,- + ....
3·4 3·4·'·8 (4n-l)(4n)

.serie eu raza de eonvergenta"inflnita.

§ 6. APLICA'fII ALE ,SISTEMELOR DE EOUA'I'II
DIFEREN'fIALE

:1. Traieetoriile ortogonale ale unci familii de suprafete

Fie familia. de aupratete

F(~~~-O ~)

cuF eontdnua eu derivate partdele de ordinul intii continue intr-un domeniu
Dc R3. Fie r vectorul de pozijie a1unei curbe netede I', definitd in D, care
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intersecteaza. una. din supratetele Sale familiei (1) in punctul M (x Y z)
(fig. 134). ' , ,

Daca eurba r este ortogonala supratetei S din familie in punctul
M, urmeaaa ca in aeel punet tangenta la curba este paralela ell normala n
la aupradata conslderata S, deci

drxn=O. (2)

cu integralele prime

)010.0,0;
,

x

Fig. 134

(3)
dx dg dz

[7=---;;=17'. . .
deoarece doi vectori paraleli au com
ponentele proportdonale.

Sistemul(3) defineste inD mul
tdrnea curbelor ortogonale familiei
de suprafete (1).

Exemplu

Sa delermin1im curbele ortogonale fa
miliei de sjere

:rll+y2 + ~ = C, (x, y, z)eRs.

Sistcmul de ecuatlt dttercntrate care determina curbele ortogonale este

Putem tnlocui pe n ell grad F, deoarece, dupa cum stim, vectorul
grad F este dirijat dupd normala la
8uprafai(;a. zl

Ecuatda (2) Be scrie asadar

dr x grad F = 0
san

x=A1y, y=A,z, (x,y,z)ER3.

prin urmare curbele ortogonate slnt dreptele care tree prin crtglne.

2. Liniile de 'cimp ale unlli cimp vectorial

dX=~=d:

x y

ti admite combtnattue lntegrabile

--2... d x - ---.!..... dy + O dz=O,
x y

---.!.....dy_---.!.....dZ+OdX=O,
y ,

_ Definilie. Fie F(x, y, z)=zX(x, y, z)+j Y(x,y,z)+
+ k Z (x, V, z) un coop vectorial de[illit tntr-un domenlu Dc R3, ell
X, Y, Z continue in D.
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Ctiibele [I'] definite in D, tangente in Ileearc punet (x, 'II, z) E D In
veeterul F (m, V, e), se numese Ilnllle de cimp ale etmpului vectorial
F, inD. L' __

Daca Teste vectorul de positde al unni punct M (x, y, e}de pe 0 curba
r

1
din familia (P), faptul ca, tangenta la curba r 1 in punctul Ai este

paralela en vectorul F (M) ae aerie

F X d? = 0
aau

x (z. y, z)

dy

y (z, Y,:)

dz

Z (s, y, z]
(1)

Am obtinut aatfel slstemul de ec~tli (1)' slstem care deflnesto tn .
D liniile de eimp ale cimpului vectorial F.

Ezemplu.

So dii clinpul If = T x a definit pe R3, ell it = iUt + 'lIs + k~. 8a-l detenninam linllle
de clmp.

Avern

F~I
Ii

x s =iX+J,.Y+kZ
a, a. a,

cu X = GaY - tltz, Y = u1Z:- ~z:. Z = asx - uly.

Sistemul de eeuatu dtterenttele care dettaeste liniile de c1mp

__d_x_ ~ __d_"_ ~ __d_'_

edrntte eombtnatjtle Integrabtle

u1dx + asdy + u3 dz = O.

xdx + ydy + zd.(= 0

,i Integralele prime

U1X+ aly + QsZ = Cj ,

Xi + gS +:2 = CS'

LinWe de cfmp slnt cereurf.



Copitolul IV

ECUATII CU DERIVATE PARTIALE DE ORDINUL iNTil lINIARE
iN RAPORT CU DERIVATELE PARTIALE

§ 1. NO'1'IUNI GENERALE

1. Generalitati. Suprafele integl'ale

atunci 0 astfel de relatie se numeate ecuatie eu tJ,f3'I'ifJate pitrliale de ordh~
S'Uperior.

2) 0 solutde U = "fI(mI , m2 l ••• , m..), (mIt X 2 l ••• ,m,.) E D a ecuattei (1)
Be mrmeste 0 8uprafa~ integralt't a ecuatdei (1).

(2)

(1)( ,,, '" --'"-) -- O.F :1;., X 2 l ••• ' IV.. ; u,-, - ,... , -
ax! (Jx2 ax"

It e f Ln l t i i, 1. 0 relatie de forma

(
au au Q~1l a"u O"u )

F X:I,W2l···,X,.jU,-, ... , -, -2 , .•. , ------..' -n , ... = 0,
&, ~n ~l ~t ~~

pentru orlce (Xl' Xll l .• 0' X,,) E D.
2. Funetlile reale rp (Xl' X 2 l-. 0' X,,) care indeplinesc eonditiile de

mai sus se numese sclutli ale ecuatlei ell derivate parjlale :(1) in D.

O~b s e r vat i i

1) Daca F depinde ~i derivatele de ordin superior ale lui u, anume

unde F este 0 Iuuetie reala de 2n + 1 arguments, definita pe un do
menln de R2n+1, se numestc eeuatle ell derivate partlale de ordinul tutti,
daca se cere sa se determine Iuneria u = qJ (Xl' Xl'll' "j $ .. ) ell derivate
partiale de ordinul iutii continue lntr-un domcniu DC Rn, astfel incit
sa avern
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E2:t'mple
. itu UU

1) Fie ecuatta ell derivate parflale 02: + a;; = O.

Funcl;lile ul = I, u. = x - g, (x, g) E R2 sint solupi ale ecuattet date. Punctte
11= lfI (x - g), nude <p estc 0 Iunctie arbttrara derivabil" ccnttnuu de argumentul v = .r - "
este de asemenea 0 sclutle a ecuatiel dale.

Planul u = 1 este 0 suprafata Integrals a ecuattet din enunt,

2) Fie ecuatta en derivate parttate x au + y au = u. Functtlte "l = X + y, U:s =
ax oy

=- x- ,~< !/)E R2 ernt soluttt ale ecuutlei date. Functlu u = x <;> (-;-), unde tp este ?

l'UI:~;e arbttrara. tlerivabil1i continuu, de argumentut v = ..!L, este de asemenea 0 sulutle
x

a ecuatiel date. Plaunl u =, x + II este 0 supratata lntegrnla a ecuattet din enunt.

2. So}utia qenerala. ~)~ ~blema lui Cauch~'

Noi nu no -com oeupa declt de ecuatii diferentdale de ordinul
intti (1), iar dintre &~' 'etea numad de. eeuatllle llnlare ~i omogene care
sint de form"

P1(.rl! X2, ... , .1',.) _o'!.... + P2(x l! X2, ... , x,,)~ +
JX1 oX2

... + P, (Xl' X2 l" •• J X,,) :Ju = 0,
ex"

precum ~i de eeuntl le evasllinlare cure stnt de forma

(3)

(4)

Ecuatda din exemplul 1 eate liuiara ~i omogena j ecuatde din exem
phil 2 este cvaailiniara.

Din exemplele considerate rezulti1 ca. solutda unei ecuatii en derivate
parpaJe contdne func1ii arbitrar6.

In general DU ne Intereaeaea solutii care contdn funetdi arbitrare, ci
o anumita aolupie a ecuatdei date, solutie care tndeplineate anumite eon
dilii i-ni~iaI6. Aceste condipii initiale trebuie sa determine in mod unic aolu
~ia eeruta.

p J' 0 b I e m a lui C a u e h.y pentru ecuatda (3) are urmatorul
en~t: Sii se determine solutla U (xl! x 2 , •• 0' x,,) a eeuarlet ell derivate
parttale

PI (Xl' X2,.··, Xn)~ + P 2 (Xl! X 2 l" •• ' X,,) ~ + ...
aX1 aX2

... +P,,(Xl! :r:!l .•.'X")~=O,
c;x"



(1)

(2)<Ix"--------

'fI (Xt, X 2,···, x,,) = 0

o integralit prima n sisremului earaetertsrlc (2) j functi:l
U = 'fI (wI' :'.U2 1 •• ·' :'.UN)

este 0 selutie a eeuatlel en derivate parttale (1).
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ell coeflcient.ii P; (xt , X2l ... , xn ) continui ~i care nu se anuleaza simultan
intr-un domeuiu D C R" .

D e fin i t i i. 1. Sislemul slmctrle

care peruru xn. = x~ sii. se reduea la 0 funetit~ data Y(x t , _ .• , X"_I)
u(xu X2 l· •• , X"--I' :t,:) = Y(xu x2 , · · . , X"-l)'

Se poate demonstra ell in anumite conditdi Impuse func~illor p~ ~i
y, solutda problemel lui Cauchy este unica.

Sa conaideram acurn multdmea aolutdilor ecuatdei (3) definite'intr-un
domeniu DcRn+l, I.ji (:1.1., x:!l"" X,,-t) fiiod 0 functie arbitrara. Multdmee,
aeeator solutii in D 0 vom numi 80lulia generald a ecuatdei (3) in D.

Dupa cum vom arata in cele ce urmeaza solutda generals depinde
de 0 functie arbltrara.

Fie ecuatda en derivate paetiale de ordinul intii Iiniara i}i omogena

PI (XII X2,..-,Xn)~+P2{XuX2, ...,Xn)~+ax, ax.

1. Sistem earaeteristle

§ 2. EOUA'I'II OU DERIVATE PAR'!'IALB DE ORDINUl, INTI!
MNIARE ~I OMOGENE

deflnit in D se numeste slstemul earaeterfstle 01 eeuatlet en derivate par
[lule (1).

2. Curbeie Integrnle all" slstemulul (2) sc numese eurbe eaructcrls
rice all" ecuatlei en derivate partlale (1).

Vom arata. in cele ce urmeaea ell problema Integrarii ecuatdei dife
rentdale (1) se reduce Ia problema integrarii sistemului caracterietic (2)~

'Lc o r e m d, Fie
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(4)

Detnonstr31ie. Fie 'P(WI' Xi" •• , $ .. ) = 00 integrala prima a sistemu
lui (2). Fonopa. !fJ eabe continua f}i are derivate par(iiale. de ordinal intii
continue tn D. Deoareee q> = C este 0 integrnla prima a eiatemului (2),
nrmeaza ca pentrn orice punct'( Xl' Ill!, .•• ,X•.) E D situat pe 0 curba integrala
a Bistemului (1), q> se reduce la 0 conatanta 0, deci de-a Iungnl unei curbe
integrn1e a sistemului (2), diterentdals, lui q> eete nula

~dWl+~+dx2+'" +~dx,,=O. (3)
aZl al ax"

1nsa de-a lungul unei curbe integrate, diferentdalele dXtl dX!l' .. , dm~,
sint proportdonale eu PI' Pi,.", p .., conform relatdilor (2), deci egali
tatoo (3) ae aerie

~Pl +~P2 + ... +~Pn = 0,
aX. a1 ax..

valab.il.ii. pentru orice (roI , X 2, • • • , til,,) situat pe 0 curba integrals, a sistemului
(2). Aceast4 egalitate (4) fiind adevarata. pentru orice conetanta 0, este
adevarata. pentru orice curba integrals, a. sistemului (2) situata in D, de
unde resulta ca este adevarata pentru orice (Xi, :1\1'"'" xn ) E D; prln
urmere U = (jl (xu xll , . , . , x,,) este 0 solutde a. ecuatdei (1) in D. Teorema
eete demonstrata.

g e e m p I u

x!!!!.- + y au _ Z2 au =0. gtstemuj caracteristic
or au az

dX=dg=~
x g _ Z2

admite combinatlile iutegrabtle

~dX-....!....dY+O. d%=O,
x y

n , dx+....!....dY+....!....dz=O,

Y "
deci are urmiitoarele Integrate prime:

Funetllie

U1(X,Y,Z)=-..!L, (X 0/=:0),
x

UZ(X,y,Z)=..2...- ln Y, z*O, y>O,,
stnt soiutli ale ecuatiei din enuut.



(1)

anuleaza simultan

dx,

CPl (Xl' X2,· •. ,X,,) = Ou

!JIll (mIl X 2,· •• , mn ) = O2,

dx,

Teo r e ill a, Ple eeuatla eu derivate partfale

P1(xt , X 2,· •• , x,,)~ + P 2 (x t , x 2 , ••• , x,,)~ +
a%l 0%.

... +P" (xu x2' , ••• , m..)~ = °
,"'"

Fie

2. Solnlia generaHi.
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(Lb e e r v a p i e

Daca functdile Pir. (m1, m2,· •. , mIl) sint continue ~i nn se anuleazg aimul
tan in D,nu rezulta. ca integralele prime ale aietemuluf caracteristic etnt
definite in D. In general sint definite intr-un subdomeniu D' al lui D,

Acest £apt apare elar in exemplul de mad sus. Functdile P
t

= x
P\l = '!:h P a = _Z2 se anuleaaa simultan in punctul x = 0, y = 0, Z = 0:
Integrale1e prime ~ -In y = 01 , E: = O2 sint definite numai pentrn

z x
Z =1= 0, y > 0, m=1= 0.

n-l Integrale prime (independente) ale sistemulul earacterlstle

eu eoefieientli P" (xu x 2 , ••• ,m,,) eontinul !iii care nu se
ntr-un demeniu DC R",

Fie

Funetia U (Xl' X 2, ••• , m,.) data de
u(ml1 mll'" .,X,.) = <1l [lfll(ml,. x 2, .• • ,x,,), lflll{XU iV'2'" . ,x,;), . . .

..• , 'P,,-l (xu X 2, •• • ,x,,)]

este 0 soluple a eeuattet eu derivate partialc (1).

<1l (vu v2, •• "V"-I)

o Iunetle [earecare] eentlnua eu derivate partlale centlnue pe un domeniu
A. C s-».
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'")Jemonstratie. a) Sa aratam cit tl = $ (71, !Fa, .•. , !PI/-i) verifica
_jJia '(1)•. Avem

+ ~~ S'~~,
8'1'''_1 (Jx l

+~a'?'L:..!,
89n_1 aXa

Bu = B<P. O'?l + oW.OTt + ... + ~~. a'll".=.!.
DXn 871 Bxnarl ax" 8;;"_1 dXn

(2)

Deca fnmulpim prima egalitate ell PH a dona egalitate ell Pal in fine ultima
egaJitate ell P", adunfnd pe coloane in (2) obtinem

fusa in (3) fiecare paranteza din partes, a dona eate unlit, deoarece
(f1;(XllXa, · .. ,x,,), k=1,2, . . . , n-l stnt eolutdi ale ecuatdei ell dertvate partdele
(1), conform teoremel demonstrate la alineatul precedent j rezulta de
aici cli. u eate solutde a ecuatdei (1).

b) Reciproc, oriee.solutde u (X:t, Xa, . . . , x,,) a eeuatiei (1) este de forma

l1> (CPu- 'h,' .. ,'P,,-I)'

Intr-adevar, daca u(xll XII." ,x,,) este 0 solutde a ecuatiei (1) avem

+P ~ =0'nax.. '. (<l)



(4')

Do Do ao
ax, ax, ax"
a., a., D?l

ax, ,h'. ax"
J~I Oi'l a., (5)

ax, ax, ax"

0'l'n_l 091'._1 °7"_1
ax. ax, ax"

D('t'l.'tl.···."'" I) +0;
D (XI'X~, ... , X"_1)
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integralele prime q;~ (x:1' $2" •• , x..) = Ok' k·= 1, 2, ... , n-l fiind inde
pendente in D, exista un domeniu D' C D in care

conform unei teoreme demonstrate (vol. I, B, cap.~VII, §3, al. 1) U, 'PI"
'Pz,' .. ,(jl"-l sint tn dependenta functdonala "

If" (u, 'flll 'flt,·· - ,'flll-l) = 0

Ecuatiile (4) ~i (4'), pentru orice (oX?, x~, ... ,x~)ED, formeaza un
sistem de n ecuatii liniare :,i oroogene in necunoscutele P ll P z,· .OJ F n•

Sistemul admite ~i alte aolutdi in alara de solutda banala, deoarece
PH P'l." '0' P" nu se anuleaea simultan in Ir ; urmcaza , conform teoremei
lui Bouche, ea determinantul eistemului

sa, seriem acum cit 'PH 9Z1" ., '1>"-1 slut de asemenea aolutii ale ecuattei (I),

este nul pentru orice (:x;ll, x~, ... ,X~)ED. Sa obaervam ea determinantul
{5) este determinantuJ functional al functdilor u, 'flu 92'" -,9,,-1- Avem
nsndar
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l}i pentruD" C D' putem aerie

U = <J) ('fill 'fill"" ,'fin-I)'

sdica u eate 0 functde de 'fill 't'll'" ',Ifl,,-i' Teorema este demonatrata.
Funetia u = <J) (<Pll (jill"" ,CPn-l) ae numeate 8olu1ia generalit a ecna

tdei en deriva~e partiale (1).

Exemple

1) a !!:- + b ~ = 0, a, b constante.
ax ay

Sistemul esrectensuc

dx dy

a =T

ee reduce la 0 singura ecuatre dlferentlala, en sclutfa generals

bx-ay=C.

Solutta general1i. a ecuatiei din cnunt este

z = 9(bx - ay).

2) x~all +y~~ + Yx2 + y2 !!!!.- = o.
-ax ag z oz

Sistemul caractertsnc

admite combtnatta Integrablla

do dy zdz

y= y:&+yl

dx dy
---+O·dz=O,

x g

en Integrala prtma -=. = Cr Pentru a mal dclermina 0 inlegrali1 prima ohserv1i.m ca putem
y

scrle

xdx+ ydy zdz

:&+uB = VXll + y2 '

~l dacll punem x2 + y'J= r", xdx + ydy =rdr, obtinem

dr zdz-=-,, ,
dee1

2r-z2=G.

sau
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care este a dona integralli prima. Snlu'[la genetala a ecuatlet date este

+x" ~ = 0; sistemnl caractertsttc este
ax.

(1)

dx,

<Pt (XIl X 2, • • • ,x..) = OIl

lq>2(Xll X 2, • • • ,x,') = 0 21 (2)

q>..-t (Wll X 21 • • • ,x..) = O,,-t.

dx,

Fie ecuatda en derivate partdale

Avem urmatoarele n - 1 Integrate prime

sfatemul earacterlatdc, carula i-am gasit n-l integrale prime independente

+ p ..(~, X2," .,X,,)!!!:.- = 0,
a""

cu functdile p/;(xt , X2, ••• , x..) continue l}i care nu se anulease simultan
tntr-un domeniu DC R", ~i M o = (x~, x~, ... ,x~) un punct interior lui D.

Fie

adica 0 tunctrc arbltrara, omogena de grad zero.

3. Solutia probJemei lui Cauchy

solu tla generals a ecuattel date este
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SA presupunem ell.

(3")

D('?l.'P!,···,CPII 1) ·1· ==1= O.
D(xl,X1• . . . , XII_I) M.

Dupe cum am spua la paragraful precedent, a resolve problema lui
Canchy pentru ecua~ia (1) Inseamna a gasi aolutda u (xu X ill ••• , WII) a ecua
tiei (1) care tndeplineete conditda initiaJa, anume: pentru xn=x~ functda u
se reduce la 0 functie data 'Y (xu W2" " J :li,.-I), adica

u(xu X21•• "X"-ll x~) = 'Y(xu Xlll - . "X,.-l)' (3)
'I:" fiind 0 functle en derivatele partdale de ordinul intiicontinue in D.
Solutia cantata, dupa cum am adtat la alineatul precedent, va fi de forma.

U(X u x al•· _,x,,) = tJ:l(tpu 'fal-"J "P"-1)
~ problema se reduce la a determine functla <1>, adica legatura tntre inte
gralele prime <PH 'Plll"'" 'P..--l"

Fie U 0 veeinatate a punctului Mo' in care sistemul (2) se ponte
Inverse in report en Xu il\u.,., X"-I' Daca in (2) punem x" = x~, obtdnem

\'fll (xll X 2,··· ,X"-ll x~) = 0Il }

\'fl2(Xll X 2'.' ''''~''~ll. X~) ~ ,O~, (3')

\'flu-dxll ;V2," "x"-ll x~) = 0"-1l

eiatem care resolvat in report en Xli x2" . , ,X"-1 ne da

XI = WI (011 °2" . , ,0"-1)'

X 2 = W2 (Ou °2" . , , 0 ,,- 1),

X,.-l = W..-l (011 O2, . , . , 0 ,,- 1)'

Teo rem a. Selntla preblemel lui Cauchy pentru eeuntla (1) cu
eendltla initia18 (3) este data de

u(Xt, x2, · , "x..) = 'P [WI (\'flll 'P2," ','P,,-d, W 2( 'Pll \'fl2'" ','P"-I)""

", ,W,,_I ('Pll 92'" ·,\'flU-I)]'
ell \'flll 'P2," .,qJ"-l date de (2),

Demonstratie. Trebuie sa araUm ca functia u din enuntul teoremei
este solutde a ecuatiei cu derivate partdale (I), apoi ca verifica oonditda
inilia1l1 (2).

a) Faptul ca 'It este solutde a ecuatdei (1) ee obeerva Imedlat, deoarece
u este de forms, cb (t'flll t'fl2, .. , ,\'fl..-I) dupe cum resulta din expresia ei,
~ b) Bclutia verifica eonditda initiala in vecinatatea U a punctului .11{O'

Intr-adevar, pentru $" = x~, conform relatdilor (3') avem
\'fl,t(Xlf X2, •. " ;1)"-1' x~) = Ok' k = 1,2"." n-l;

conform lui (3") pentru x,,=x~ ~i (X1,Xll"."x,,_u X~)EU avem de
aeemenea

k = l,2" .. ,n-lj



IJ fiiud un domeniu plan care nu tntnneste dreapta x = o.
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(x, y) E Dent.

x= 1.

e = .!L + 1.

"

z = y + 1.

§ 3. ECUA'I'II CU DERIVATE PAR'I'IALE
DE ORDINUL tNTlI, CVASILINIARE

~=~
x 2y

z = C + 1.

unce inlocuim apoi pe C eu.!L. Solutia probtemet lui Cauchy este csadar

"

oect

o ecuatlc dlferenttala de ordinul intii crasllinlara este de forma

Pi (xu !E2,' _., x"' 1tL&u + P2(XU X 2,- ._, x",uf"au + ...
(lxt (lx2

a._. _+ P .. (xu :£2"'" x"' u) ~- = P~+I (xu x 2 , _ •• , x"' u).
(Ix"

a:z ihx-+ 2y - = 0ax ay
care Indepfineste conditta initiala: pentru x = 1. e = Y + 1.

Sistemul caractertstrc este

eu rntegrsta prima !L = c.
x'

gotutta generata estc Z = Y(!;). Sctutta parflculara cautatn 51' ohtlne elimiulnd pe

x ~i y Intre ecuattlle

Exemplu
Sa se gnseasca soluua ecuattet ell derivate parttale

:inlocuind aceste rezultate in relatda din enuntul teoremei, obtinem

u (Xl' $2;'-' -, Xn-l' x:) = Y(Xl' Xll,·. -, Xn-l),

decl ~i conditda init-ia1a eate tndeplinita. Teorema eate demonstratii.

Observape
Din demonstratie mai results, ca aolutda problemei lui Cauchy este

1lnicd intr-o vecinatate U a punctului jJlo, in care conditdile enuntate sfnt
'indeplinite.



'94 Ecuatii cu derivate par#a~e de oTdinut intii liniare

(2)

Be observa cit 0 aettel de ecuatde este liniara numad in derivatele

parPaJe au , ... , !!!!.. ale tnnctdet necunoacute u, iae Iuncpiile lP.t depind
o:t; Q:J:n

.~ideu. ~.. .
Vom presupune ea functille PI< (31., X 2 l"' J x"' u) sint continue, [au

"H

derivatelepa,rpale de ordinul intii continue ~i ~ .Pi{x1 J " · J W.. , u)=!= 0

•
intr-un domeniu DcRn+!.

Teo rem a. Integrarea eeuatlei eu derivate partiale (1) se reduce Ia

Iategrarea eeuatiei eu derivate partiale linlare ~i oIIlO1Jenc in n+1 variabile

r av av
PI (:l1., XII" o,w..,;u)- + P2(Xt, wal" OJ XOI u)- + '"

aXl &,

BV BV
...+ p .. (Zt, ~, .. oJ W.. , u)- + P,Hl (Xt, X'll"" W," u) - = o.

ax" au

Demenstratle, Sa cautam pentru eeuatia cvaslliniara (1) 0 solutde

data implicit printr-o relatie de forma.

v (xu ::Vu " OJ IV.. , u) = 0, (3)

Vfiind 0 Iunctie necunoscuta pe care urmeaaa sa 0 determinam.
In Ipoteza ca V eate continua. iji are derivate partiale de ordjnul

intti continue, cu V~* 0 in D, din (3) obtdnem derivatele partdale ale lui u.

ev ev
au aX j au ax"
ax,= - av 1 ••• , ax" = - av '

au

pe care daca le inlocuim in ecuatts, (1), resulta

au

ay BY ay
_pax1_ pDx2__paxn _ p

lav 2 av ... "DV - n+l

- ~

au au Du
seu

Fie
v (XUX2 l .•. ,:1J.. ,'U·)

aolutia generals, a ecuatdei (2). Relatda

V (xu X 2 1••• ' x"' u) = 0

determina pe 1£ = rp (a>t, XI" •. , :1J,,), eolutde a ecuapiet cvasiliniare (1).

Teorema. eete demonetrata.
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rj n s e r v e t Lf
I} Din ratdonamentele precedente resulta ca pentru determinarea

solutdilor unei ecuatii cu derivate partdale cvaailiniare
OU OU au

P1-+Pa-+··.+Pfl - = Pfl+lo:r.z ox, ox"
procedam in modul urmator :

a) Scriem ecuatda cu derivate partdale in n~+ 1 variabile

av av ev ev
PI - + Pa-+·· .+Pn'.- +P,,+l- = OJ

o~ ax2"ox" ou
b) Scriem siatemul caracteriatdc al eceetel ecuatdi,_anume

dxt dx, dx" du
PI =1; = ... = p.. P"+1 j

c) Determinam n integrale prime ale_sistemului caracteristic

li.'P1 (~, XU"" xnt u) = OIl

'fill (xll Wa, · · · , ron,u) = au

'fl.. (:11., Xa, . · · , x.., u) = an;

d) Bolutda generala a ecuatdei omogene (2) este datii de

V (xll xa, ... , x"' u) = t1l ('fill fJla,"" qJ..);

e) Bolutda generala a ecuatdei cvasiliniare (1) eate definita implicit de

V (xll Xli'" .,Xn , u) = O.

2} Toate rezultatele obtinute au un earacter local, adlca sint vaJabile
intr-un subdomeniu D' al Iui D in care conditiile din teorema stnt fndepli
ntte, deoarece rationamentele fac ape! la teoria functdilor implicite care
stdm ca au un caracter local.

Exemple
1) Sil se gaseasca solutta generala a ccuatiel

{1+YX-U+Z)~+2 ~=1.ax ay
Sistemnl caracteristtc este

dx =~=~
l+YX-Y+z 2

avern combtnatia tntegrebua
1

O-dX+2"dy-dZ=O.

deci
g-2z=Cl>
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care este 0 integraIa prima. Avem de asemenea

dx-dy+dz dz

Yx - y + z

care ne furnizeazA a doua integral:l prima

Solutla generala este data de

(Il(y-2z,:z: - 2Vx-g+ z) = O.

2) Sa se gaseasea solutta gene~ala a ecuettet

au au au
%1-+ 1-+"'+ x,,-=mu.

aXl art ox"
Sistemul earacterlstle

dXl=d1= ... =dx,,=~

:1'11 xilrnu

admite Integtalele prime

"---;;= Gil'

'"
decl solutia generala este

(
X,., -,
x"

"dacli. exptiettam pe ---;;, ob\inem
x,.

:!., ... , %"-1,

X n X ..
:)~ 0;
e,

adica 0 functle arbitrard, omogena de grad m; acest rezultat constttuic reciproca tcorernet

lui. Euler reietrva la functv omogene.

2. Solutia problemei lui Cauchy

a) Fie ecuatda en derivate partdale cvaailtniare

P1(XUX2""'X", 'U)au +P2(X:1,X2""'X",u)~u +
aX1

dx.

"--. + P.,.(:1\l Xlll"··,X"7U)~~=Pn+l(X:t, X2'···'X,.,u)
ax"

(1)

P"+l(x,., 1.···':I:... u)

cu Pk(~' XU"'l x.., u) cu derivate partdale de ordinul intii continue ~i

"H
~ ~(xll x2,. .. , x"' u) =F 0 tntr-uu domeniu DCRlI+1, iar Ml} (afi, a;g, •.•
,
... , x~ 1 Ul}) un punct interior lui D. Fie

dX, ••. _ dx.,

P,(X"x!, .. ,x... u) p .. (xl' x! •...• x."u)
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(2)

t-arn gasit n integrale

......... J
D(y",91,···,9 n 1) I +0.

D(x1,XI"",X"_1'U) M,

Sa preaupunem ea

sistemul caracterlstic ata~at ecuatdel (1), carnie
prime Independente .

'flo (Xli X2'-' _, x"' u) = Go,

vi (xu X 2,···, xu, u) = GIl

(5)

bJ Pro b I e m a lui C a u c h y pentru ecuatia (I) are urmatorul
enunt :

Sa se gaseaseii solujla U(:l\, x 2 , ••• , x,,) a ecuatiei (J) care pentru
x" =x~ sa se reduea la 0 Iunetle data ,~(xu X 2,·· -, x,,-d, adicil

u{xu X 2 l' _., X"-ll x~) = ~ (xu x 2 , · · · , X"-l)' (3)

,~ Hind 0 funetie ell derlvatelc partlale de ontlnul Imii continue in D.
Vom lmpune ca sclutda U sa fie definita intr-o veclnatate a punctului

(X~I , xg , .. _, x?,) ~i sa ia in aceet punct valoarea uo-
u (xL X~"", x?,) = U o-

Solupia cautatii" dupa cum am M'atat la alineatul precedent, va fi
definita. de 0 relatde de forma

V(X
U

x2, .•. ,x",u) =$(90,9ll"" 9,,-1) = 0, (4)
~i problema se reduce la a determine Iunctda <D, adica legatura intre inte
gralele prime 'flo, 'flu-' _, 'fln-1; in acolaei tdmp relatia (4) trebuie sa· defi
neasca in mod unic pe u in punctul M 0 , adica

av I +0.
i)u M.

c] Fie W 0 vecinatate a punctului -,·'lfo, in care sistemul (2) se poate
inverse in functde de X1'X2' •••• 'X"-l'U. Daca in (2) punem x,,= x~,

'flo(xu X2""'X,,_ux~,u) = Co, I
h(x1 , X 2l - .. ' X"-l' x?" u) = G1 ,

- . - - - - - .
9"-1 (Xl' X2, . . _, X,,-l' X~, u) =C"-ll

sistem care rezolvat in raport cu Xu x 2 , _ . _, x,,-u u, da in lV

u = (l)o(Go, Cu-' _, C"-l)'

Xl = (l)l(CO' CU' _., C"-l)'

X2 = (l)2(CO' Cll · - _,°"_1)'
(5')
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(6)

Teo rem a. Solutia problemel lui Cauchy pentru eeuatla (l), care

tndepline~te eonditia initiaUi (3) este data de

V(Xl,XIH""X",u) = wo(t'fIo,t'fIu"" "fIn-t)-

- If [(ill ("PO' 1{ol1l' •• , IPn-I)'- .• , CiI,._l ('Po, lilt,· .. , <fI,,-I)] = 0,

unde CPo, "flu" -,1>,,-1 stnt funetllle din partea intii din (2).
Demcustratie. a) Functda 'U data de (6) eate 0 solutie a ecuatdei (1),

deoareee eate deflnita de 0 relatde de forma (4).
b) Funet;ia u data de (6) verifieS, conditda initiala (3), deoarece con

form lui (5) :,i (5') pentru Xn = ~ avem

Wo(t'fI01 'fl1l ••. , CP,,-l) l"'n=(I'~ = u

f,d din (6) rezulta. pentru Xli = x~

U - 4J (xl! X2, ..• ,.:v,,_I) = 0, (x ll X21•• · ,x"~ll x~) E W.

Ram1ne sa mai aratarn eli. solutia definita de (6) este unica tn W' c W,

ceca ce eete echivalent en

J'" I % 0,
au M.

conform unci teoreme de la. functdile iroplicite [vol. I, B, cap. VII, § 1

al. 5].
Avem'

"~l &/Yo _a., I -I. .. .')
£.J - dacadenvam prima relatde din {5 j

.=0 &lI'i 8u M. '

in continuare~ \ = 0, deoarece t)i nu depinde de <Un; avem de asemenea
8CiJD W.

conform celorlalte relatii din (5'). Besulta

este demonetrata.

k=1,2, ... ,n-l

de aici ca.~I = 1. 'I'eorema
8u M.

Exemplu
Sa se gaseasea solupa ecnattet eu derivate parttale

a"x,ax,
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care eatterace condttta inltia.la

pentru x" = 1, U = ~ x• . • . :1:"_1·

Sistemul caracteristlc

=~=~

"
are integralele prime distlncte

X"-1 = e"_I' ~ = ClIo
x" Z.

Daca tacem x" = 1, obttnem

.11. = CI' x. = C••..• , X"_I = e"_1' u = GI\;

solutta problemei lui Caucby este data de

o

"" 1
u = x;:-2 XIX., •• :1:"_1

In crtcc interval I C RIO care un contlne puncte ale planulul x" = O.

3. Interprctarea geemetrlea a solntiilor eeuatiei

P(m,y,z)~+ Q(X"Y1Z)~ = R(x,Y,z)ax ay
'_ a) Sa coneideram vectorul F (x,y,z) = ip(x,y,z) + jQ (x,1h z) +

+ kR (x, y, 13) definit fntr-un domeniu DCR3 en componentele P, Q, R
continue, ell derivate partJale de ordinul tutti continue l}i pa + Q2+
+ R'=/=O In D.

Fie z = z (x, y) suprafat;a (8) definitit in D, neteda, avtnd in fiecare
punct (x, y, z) al ei un plan tangent

(X - x) "0 + (Y -y)'!'. ~ z -z.ax ay
Ne propunem sa. gasim condi~ia ca. vectorul F (x, y, z) sa se gaseasca

in p1anul tangent 181 suprafate S in punctnl (x, y, e). Trebuie sa avem

1'.ji~O. (1)

unde 11: este vectorul normal la auprafata S in punctnlIe, y, e). Re1a~ia

(1) se mai aerie
P (Xl Y,z)~ + Q(x,y,z)~ -R(x,y, z)=O. (1')

ax iJy



Am demonatrat asadar urmatoarea
Teo rem a. Solutlilc ecuatici eu derivate partlule

p (x, s, z)~ + Q(x,y, z)~ = u (x,]/, e),ax iJ;J

eo P, Q, R functii continue en dcrlvnte partlale de ordinul lnui eontinue
~i P» + Q2+R2:+ 0 Iutr-un domeniu DCR3, reprezintii supraletele definite
in D pentru eare vecterul F, in Ilecarc puuet al lor, este situat in plnnul
tangent Ia supratata.

b) Sa eonelderam aoum sistemul oaractcristic asociat ccuatiei en
derivate partiale (1), anume

Solutiile sale

dx

P(x,y,z)

d~J

Q(x,g,z)

dz

R(x,y,z)
(:!)

?1(X,y,Z) c= OIl) (3)
<Pz (x, y, z) = G2 ,

formeaza. 0 familie de curbe in D, care depind de doi paramctri OIl C~,

numite curbe carocurietioe.
Sa observam ea aiatemul (2) are urma toaree interpretare geometrica

[B, cap. III, § 6, al. 2]: in iiecare punet (x, y, z) al unci curbc integrale
(r) a siatemului (2), vectorul r (x, y, z) eate tangent la curba (f) in punctul
conaiderat. Besulta de adci urmatoarea

Teo r e m a. Durbele Integrale ale slstcrnului caraetertstle (2) stnt
situate pe suprafetele inteqrale ale ecuatiel en derivate partlale (1').

Este evident acum in ce rood se obtdn suprafetele integraJe ale ecua
tiei cu derivate partiale (1'). Este suficient sa extragem din familia de curbe
caraoteristdce (numite si Iinii de drop) care depinde de doi paramctri;o
familie de curbe care depinde de un parametru ; eurbele acestei familii sc
vor gasi pe 0 suprafata S. Pentru ca supralata obtdnuta sa fie neteda, adica
sa fie continua eu un plan tangent variind continuu, eete suticient eft intre
paaametrii GIl O2 din (3) sa. avem 0 relatde

<D (011 (2) = 0,

<D avtnd derivate partdale de ordinul intii continue.
Eliminind pe 0 1 ~i O2 tntre relatiile

CPl (x, y, z) = OIl

<P2 (x, y, z) = 0z,

<D (OIl Gz) = 0,

obtinem ecuatta supratetei integrale

<D ['PI (e, y, t), <Pz (x, y, z) J = o.



(3)

c) Din aceat punct de vedere, geometric, problema lui Cauchy se
poatc . enunta ~i in modul urmator :

Sa se gaseasca supratata integraH'l a eeuatiel ell derlvau, partlale

P(x,y,z)~~+Q{x,y,t)"!!.: = R(x,y,z)ax· ay

«are trece prin eurba

Dad
lPl(X,y,Z) = Cu

'?2 (W,V, e) = O2

sint doua Integrale prime ale sistemului earacteristic (2), problema se reduce
la gaairea legaturii intre O} ~i 02' astfel melt eurbele caracteristice definite
de (3) sa se sprijine pe curba data, ceea ce revine la a elimina pe x, V, e
din urmatoarele 4 ecuatii

'h(x,y,z) = 017

92 (x, y, z) = O2,

z ~ t (y).

Rezultatul eliminarii este 0 relatde de forma

f1l (0 17 Os) = 0

'in care daca inlocuim pe O} ~i O2 eu <Pu <Ps' respectiv, obtinem suprafata

f1l [lP}(x, y, e), <Ps (x, V, z)J = 0

care este solu,i~ probtemei lui Oauchy.

(Lb s e r v a pi e

Curba x = x01 Z = t (V) din enuntul problemei lui Cauchy se poate
inlocui en oriee curba, F (x, y, z) = 0, G (x, y, z) = 0 situata in D, cu
condi,ia sa nu fie 0 C'Urbd caracteristica. Bolutda problemei lui Cauchy ae
determine in mod analog, adica se ellmina x, y, z iutre ecuatdile

<Pl (x, y, z) = Cu

<P2 (e, y, z) = Os,

Jj' (x, V, e) = 0,

G (x,V,z) = 0;

resultatul eltminarit este 0 relatie

f1l (°1,°2 ) = 0
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in care da.ca. inloonim pe 01 ~i O'}. cu 1ft ~i respectdv lfl2 obtdnem ecuatda

(J) [q>l(X, 11, t), lP2(X, 11, z)] = 0

care eete solupa probleroei lui Canchy.
Daca. curba F (x, 11, s} = 0, G ($ y, z) = 0 eate 0 curM caracteris

twa, eliminaJ:ea. nu se poate face, deci 801u1iia problemei lui Oauchy nu eate

determina.tli..

Ezemplu

Sa se gliseascA suprateta integralli a ecuatfed

(ey - bz)i!=.. + (az ~ ex) i!=.. = bx- ag,
ax ag

care conpne dreapta :z: = g, e = 1:.

Si8temul caracteristic

~=~=~
cy-bz az-cy bz-ag

are fntegratele prime

a, b, c = const.,

ax+by+cz=C1•

X2+1I'+ZI=C
1•

Solutia cantatii se obtine -eliminlnd pe x, y, z fntre eeuaune

ax+by+ez=C1•

es+ g2 +zlI = C2.

deel

x = y, x = z;

..u

x~ __C_,_,
a+lI+c

• C,x ~_
3

3C~ = (a + b + c)le.

In eare apol Inlecutm pe 01 11C1 eu expresille lor In funcpe de X, Y• .I:. Sclutla cantata cste

3(ax + by + cz)t = (a + b + e)' (Xl + yl + zi)

care repreztnta un COn co vtrrut In ongtne,
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