Ty

sl v

C .
ANALIZA MATEMATICA

. " ul ']

| MR
o o

=

b % ;

i

-

ik g

P

URS

Chisindau 2000

‘.‘

IOKN SCERBAYCHE

]




C.Z.U.517.9 (075.8)
S. 32

Ion C. Scerbatchi, "Curs de analizi matematica", vol. 1; manual

pentru studentii institutiilor de Tnvatdméant superior si a
colegiilor cu profil tehnic, economic si agrar.

Editura “Tehnica - Info", U. T. M.,

Chigindu, 2000, 430 p.

Recenzenti: Dionisie Proca, doctor, conferentiar la catedra
"Matematica supericard” a U. T. M.;
Vladimir Dragan, doctor, conferentiar la catedra
"Matematici superioard” a U. T. M.

Referent stiintific: Ion Valuta, prof. univ. la catedra "Matematici

4l

superioard” a U. T. M.

Redactor; Svetlana Dihor-Balaban -

# .

ISBN 9975-63-010-3

@ Ion C. Scerbatchi

A T i s e T N N .

Lucicdi §i lui Octavian
§i in persoana lor -

tineretului studios

Prefati

Lucrarea reprezintd un ciclu de prelegeri tinute de autor pe
parcursul a circa trei decenii de activitate didactico-stiintifica la
Universitatea Tehnicd a Moldovei. Ea este destinatd studentilor
institutitlor superioare de invatdmant si colegiilor cu profil tehnic,
economic si agrar. De asemenea poate fi utili profesorilor de
matematica si liceenilor din clasele superioare.

Lucrarea contine patru capitole ale cursului “Analiza
matematicd”: Introducere in analizi matematicd, Calculul
diferential al functiei de o singurd variabild reald; Numere

complexe, polinoame si functii rationale; Calculul integral al

functiei de o singurd variabild reald, ce cuprinde: integrale




nedefinite; integrale definite g§i aplicatiile lor geometrice si

mecanice; integrale improprii.

Lucrarea de asemenea contine o gama variatd de exemple
practice §i teoretice, care faciliteazid patrunderea in esenta
notiunilor de baz expuse in cele patru capitole.

Pentru o asimilare mai buna a materialului expus aici, este

indispensabil de folosit in paralel lucrarea autorului “Analizi |

matematici (probleme)”, volumul 1 ([20]).

in incheiere tin sd aduc sincere mulfumiri recenzentilor conf.
dr. Dionisie Proca si Vladimir Dragan cit §i coordonatorului
stiinfific prqf. univ. Jon Valuti pentru citirea atenta a manuscrisului
§i pentru un sir de observatii §i sugestii pretioase, care au contribuit
la imbundtitirea acestei lucrdri. Sunt profund recunoscitor
colegilor mei de la catedra "Matematici superioara” a U. T. M.

pentru sustinerea frecventd fntru aparitia acestei lucrari.

Autorul

Capitolul 1 §
INTRODUCERE IN ANALIZA MATEMATICA

1.1. Mulgimi. Simbolurile logicii matematice

Notiunea de mulfime este una din notiunile de baza ale
matematicii. Ea este o notiune primard §i poate fi ilustratd prin
exemple. Studentii anului 1, mesele dintr-o sald de curs, cartile
dintr-o bibliotecd constituie exemple de multimi. Numerele reale
cuprinse intre 2 §i 3, numerele naturale pare sau impare constituie
de asemenea exemple de multimi. Obiectele care compun o
multime se numesc elementele mulfimii. Elementele unei multimi
pot fi obiecte de orice naturd. Cuvintele “totalitate”, “familie”,
“sistern” etc. sunt sinonime ale cuvAntului “multime”. Multimea va
fi notati traditional prin litere mari, iar elementele ei — prin litere
mici (cu sau fard indici). O multime este dati prin enumerarea
elementelor sale sau este definiti printr-o proprietate, care
caracterizeazi elementele ei. Tntemeietorul teoriei multimilor este
matematicianul german G. Cantor (1845-1918).

Daca a este un element al multimii 4, se scric a€ A sau
A3a g se citeste “elementul ¢ apartine multimii A” sau
“mulfimea A confine elementul @”. Semnul € se numegte semn de
apartenentd. Daci b nu este element al multimii A, se scrie bé A
st se citeste “elementul b nu apartine multimii A”.

Fie A si B doud multimi. Daci toate elementele multimii A
sunt si elemente ale multimii B, spunem cd A este o submulfime a
multimii B. Se scric Ac B sau B A §i se citeste “multimea A
este inclusi in mulfimea B” sau “mulfimea B include mul{imea A”.
Semnul c se numeste semn de incluziune. Dacd mulfimea A nu
este inclusi in multimea B, se scrie A B sau Bp A si se citeste
“A nu este inclusi in B” sau “B nu include pe A”. Mulfimea A se
numeste submulfime strictd a lui B si se scrie Ac B,dacd ACB
st B contine cel putin un element ce pu apartine lui A, Multimile A
si B sunt egale, daci AC B §1 BC A si se scrie A=B.

Se numeste reuniunea san suma multimilor A $i B, multimea
S a elementelor care apartin cel putin uneia din mul{imile A si B. Se
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noteazd AU B si se citeste “A reunit cu B”. Semnul U se numeste
semn de reuniune. Din definitie rezulti ci
S=AuUB=BUA ={x:xe A sau xe B}.

Se numegte intersectie sau produs a multimilor A §i B,

multimea [ a elementelor care apartin §i multimii A, si multimii B.

Se noteazd / = AN B si se citeste “A intersectat cu B”. Semnul N
se numeste semn de intersectie. Din definifie rezulta ci
I=AnB=BnA={x.xe A 5i xe B}.

Traditional se deosebesc doud tipuri de multimi: multimea
vidd, notati &, care nu contine nici un element si multimea
universald, notatd E, care contine toate multimile considerate in
studiul dat. Evident ¢ multimea vidi este submultime pentru orice
altd multime. '

Douid multimi A si B, care nu au nici un element comun, se
numesc mulfimi disjuncte. in acest caz avem A "B = &

Fie A, B doud submultimi ale unei multimi nevide E.
Multimea D a elementelor care apartin lui A §i nu apartin lui B se
numeste diferenfa dintre A si B. Se noteazd D = A — B si se citegte
“A minus B”. Conform definitiei avem

D=A-B={x:xe A, xe B}.

Observam ¢& B—-A# A—B si daci A-B={J, atunci sau
A=B,sau AcB.

Diferenta E - A se numegte complementara lui A in raport cu
E si se noteazi C A . Avem

C,A={x:xe E, x¢ A}.
Atragem atentia ca A este o submulfime a multimii £.
Operatiile de mai sus se ilustreazi geometric astfel:

E E %
),
S=AUB D=A-B CgA

' Y

Urmatoarele proprietiti se verifica imediat:

a) C;@=E, C,E=0, C;C;A=A, AUC,A=E, AnC A=,
by (AUBINC =(AnC)u(BNC),

(AnB)uC=(AuC)n(BUC);

©) Ce(ANB)=CrAUC:B, Co(AUB)=CzANC,B,
adicd operatiile Cg, m si U sunt distributive una in raport cu alta.
in propozitiile matematice (definitii, teoreme ctc.) se repetd
adesea unele cuvinte sau chiar expresii intregi. De aceea la notarea
lor este comod3 utilizarea simbolurilor logicii matematice.

Fixim o multime A si fie p o proprietate (o afirmatie, o
asertiune) relativi la elementele a€ A, care poate si fie sau 53 nu
fie adevarata. Notatia {ae A: p(a)} desemneazi multimea tuturor
elementelor multimii A, care posedd proprietatea p. Negatia

proprietatii p, notate non p sau p inseamnd ca elementele multimii
A nu poseda proprietatea p. Expresiile “a nu are proprietatea p” §i
“q are proprietatea non p = p > se consideri identice. Fixate A si
p, se pot defini doua submultimi remarcabile ale lui A, anume

A, ={ac A: pla)} si A, ={ae A: pla)}.

Eliminam situatiile cdnd nu se poate decide daci un element
din A are sau nu proprietatea p, adicd adoptdm principiul tertiului
exclus al logicii clasice. In aceste conditii au ioc urmétoarele relatii
A,=A;, A,NA, =D, A, VA, =A adicd A;=C,A,=A4,.

In cazul cind A, = A, adicd A‘p =, proprictatea p are loc
pentru orice element din A 'si scriem pe scurt Vae A: pla).

Semnul V (litera A inversata de la cuvintul englez Any — orice) se
numeste cuantificator universaf (relativ 1a multimea A) si se citeste
“oricare ar fi”’ sau “pentru tofi”, “pentru orice”, “pentru un element
arbitrar” etc.

fn cazul cand A, #@, scriem pe scurt Jae A: pla).

Semnul 3 (litera E inversati de la cuvintul englez Existence —




existentd) se numegte cuantificator existenfial §i se citeste “exista

% L

cel putin un” sau “‘se poate gisi un”, “existd” etc.

Fie din nou A o multime de referinti 51 p, ¢ — doud
proprietiti (afirmatii, asertiuni) relativ la elementele Iui A. Se
spune ca p implicd q i se scrie p= ¢, dacd A, C A, adica: daca
elementul a€A are proprictatea p, atunci el are §i proprietatea g.
Aceasta revine la ,"c\-q c Xf ,» ceea ce inscamnd ¢ Az C Ay, adicd
7 = nonq = p=nonp . De aici se obtine principiul “reducerii” la
absurd. Proprietitile p si ¢ se consideri logic echivalente sau egale,
dacd A, = Aq., adicd A, C A, (p=4q) si A, CA, (g= p).
Scriem Tn acest caz p < g §i citim “p este echivalent cu ¢” sau “p

are loc dacd gi numai daci are loc ¢g”.

Dupé proprietétile p si g pot fi formate alte proprietdti noi,
de exemplu, p Ag (se citeste p 5i g}, pv g (se citeste p sau q)
definite prin relatiile A,,, =A, NA_, respectiv A, =A, VA, .
Aplicind legile lui De Morgan ((1806-1871) - logician si
matematician scotian): Ce (AnB)=C sAVCEB §i
Ci{AUB)=C,ANCB remlta C,A, =C,A, UC,A, i
=C4A,NC,A,. Deci A, =A UA, s

respectiv. C,A,,,

A=A NA, adicd non(prq)=prg=nonpvnonq=pvyg

si non(pvql=pvq=nonpanong=png. fn fine, cum

complementarea mulfimii ZP-:C aA, =A; este egald cu A,

rezultd principiul dublei negatii: nor(nonp)= p, adici p=p.
Remarcim cd existd o corespondentd biunivoca remarcabild
intre proprietatile relativ la elementele multimii de referinta A si
submultimile lui A: fiecdrei proprietéti p i se asociazd submultimea
A, a lui A si fiecirei submulfimi BC A 1 se poate asocia
Froprietatea p, constand in apartenenta la B si atunci avem B=A,.
n aceasti corespondentd “si” corespunde “intersectiei”, “sau”
corespunde “reuniunii”, “non” — “complementarei”’, “implicd” -
“incluziunii”, “echivalenta” - “egalitatii”, “proprietatea falsi
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“submultimii vide”, “proprietatea
adevarati pentru orice element” — multimii de referinti A.
Observiam ca propozifia "Jxe A: p(x)' revine la A, =D si

pentru orice element”

negatia logici a acestei propozitii este A, = &, adica 74_,, =A sau

5 =A. Deci am obfinut propozifia Vxe A: p(x). In mod similar,
propozitia Vxe A: p(x), care inseamni A,=A, adicd A; =, se
neagd prin A; #0, adicd dxe M : plx).

Rezumind cele spuse mai sus, obtinem: prin negatie logica
cuantificatorii 3,V trec unul in celalait.

Pe parcurs la demonstratia unor teoreme vom folosi metoda
inductiei matematice la baza careia std un principiu nratematic
numit principiul inductiei matematice. Acesta se formuleazi astfel:
dacd o propozitie P(n}, neN, este adeviratd pentru n=/ si din
aceea ci ea este adevirati pentru n=k (unde k este un numdir
natural oarecare) rezultd ci ea este adevaratd si pentru numdrul
natural n=k+ 1, atunci propozifia P(n) este adevaratd pentru orice
numar natural .

1.2. Numere

Amintim unele proprietiifi de bazi ale sistemelor numerice.

Dupa cum se gtic numerele apar ca rezultat al numaririi §i
masurérii mérimilor. Cea mai simpld clasid de numere este
multimea numerelor naturale. Se noteazi

N={123..n.}

Operatiile cu numere naturale sunt cunoscute. Astfel, suma a

doud numere naturale este tot un numar natural:
ae N, beN,a+b=c=ce N.

Spunem cd multimea numerelor naturale este inchisd fati de
operatia de adunare. Dacd insi se considerd operatia inversi
adundrii, scdderea, apoi fatd de operatia scaderii mulfimea
numerelor naturale nu este fnchisi: 7-3=4, insi (3-7) nu este numar
natural.



Multimea Z = {O,i Ix2,..x n,..}, neN, se numeste
multimea numerelor intregi, care este deja inchisa fata de operatiile
adunare si scidere.

Multimea numerelor naturale N este inchis fatd de operatia
inmuitirii. Aceeagi proprietate o are §i multimea numerelor intregi
Z: daci a si b sunt doud numere intregi oarecare, numdarul a-b este
un intreg. Ecnatia

ax=b, a#0 &)
cu a §i b - numere intregi, nu are solutie in multimea numerelor
intregi, decat daca b este divizibil cu a, de unde rezulti ci operafia
inversa Inmultirii, Impértirea, nu conduce intotdeauna la un numdr
intreg. Aceasta Tnseamnd cd Z nu este inchisd fafd de operatia

. - . b
impértirii. Multimea numerelor de forma —, cu g, b - intregi si
a

: : . . b
a#{, adici multimea fractiilor ordinare — cu beZ, ueN,
a

constituie mulfimea numerelor ragionale si se noteazd cu Q.
Aceastd multime este inchisi fatd de operatiile de adunare si
scddere, de Inmultire si de impdrtire. Orice numar rational sau este
intreg, sau poate fi reprezentat si sub forma unei fractii zecimale
finite sau infinite periodice. Orice numdr irational se reprezinti sub
forma unei fractii zecimale infinite neperiodice. Spre exemplu,

numerele rationale % si % pot fi reprezentate in forma de fractii

zecimale  astfel: % =125 é =0,1666...= 0,](6 ); numerele

irationale \/5 , T si e — in formd de fractii zecimale infinite
neperiodice: J2=141421356... n=31415926535 ...,

e=2,718281828459045....

Multimea numerelor rationale @ reunitd cu multimea
numerelor irationale 1 formeazi mulfimea numerelor reale R,
adici R=Qu.

Observimci NcZcQcRr.
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Intre numerele reale si punctele axei numerice (0 dreapid pe
care este fixat un punct 0, numit origine, o direcfie §i o unitate de
mdsurd) existi o corespondentd bijectivd. De aceea in loc de
“numdr” se spune deseori “punct” si invers. De obicei, numerele
reale pozitive sunt situate la dreapta de origine, iar numerele
negative — la stinga de origine. Datoritd acestei bijectii mulfimilor
de numere le corespund multimi de puncte. Astfel, mndtimea
numerelor reale se identificd cu mulfimea punctelor axei numerice.

Convenim si completim multimea numerelor reale cu
simboluri noi numite minus infinit, notat cu -e= §i plus infinit, notat
cu +e. Pe parcurs vom folosi frecvent si simbolul e (se citeste
“infinit”) daci nu ne intereseazi semnul (+) sau minus (-). Deseori
vom scrie o in loc de (+<<), dacd semnul (+) se subintelege (a se
vedea, in special, paragrafele 1.4. si 1.5.).

Multimea extinsd R {— oo, + 00} se numeste dreaptd reald
incheiatd. Pe aceasti multime se introduce o relatie de ordine,
prelungind astfel ordinea din multimea R. Se adoptd relatiile:
-es<too, —00<x §1 X<too pentrut orice x€ R. Simbolurile oo §i +eo,
care se mai numesc numere improprii {(se numesc astfel deoarece
nu respectd toate operatiile cu numere reale), sunt supuse la
urmitoarele reguli de calcul:

L = (ko) =+ o) oo (o)t )=t

2. aiec::i:oo(ae R); +oo+oo=+o;>; — 0o — o = —oo]

3. (rec)ften) = oo)mo)= oo s (oo o0) = (- om)f o0)= oo

4 afcw)= {—oo, dacd a > 0 ol )= {+oo, dacd a >0
+ oo, dacd a < 0; —eo, dacd a < 0;

a a

RN |

oo ‘oo, dacda>1 __ too,dacd O<ax<l

“ ={O;daca"0<a<1;a ={ 0, dacd a>1;
G, dacd m <0

(F 1Y oo, daca m > 0;

7. (iw)f"={
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a .
8. —_-+oo,dacda>o,-0—=—oo,dacaa<0.

a
0

Operatiile (00 —os), (oot ),

£)2)
0- )= (0-w), (Eo)-0)= (-0, (F)=(1"), (oof =)
nu au sens. Tot fird sens sunt §i operatiile (0”) i (%) (a se vedea

14.1,1435i1.53).

Reprezentarea numerelor reale pe axa numericd a fost
efectuatd pentru prima datd de matematicianul francez R. Descartes
(1596-1650), care a pus bazele geometriei analitice.

Prezentdm mai jos céteva tipuri de multimi de numere reale,
care vor fi folosite adesea de-a lungul expunerii. Fie a si b doua
numere reale $i a<b.

1. Se numeste interval deschis sau interval multimea punctelor x,
care verificd dubla inegalitate a<x<b si se noteazi Ja, b[. Deci
b.b[={x:xe Ra<x<b}.

2. Se numeste interval inchis sau segment multimea punctelor x,
care verifici dubla inegalitate @ < x < b si se noteazi [a.5]. Deci
[a, b]={x:xe R, a<x<b}.

3. Mulfimea punctelor x, care satisfac inegalitatea dubla a <x < b
sau a £ x < b, se humeste semiinterval deschis la stanga sau
deschis la dreapta si se noteazi ]a, b} sau respectiv [a, b[. Deci
bbl={xxe Ra<x<b} $i [a,b[={xxe Ra< x<b}.
Punctele a si b se numesc extremitdfile, iar (b - a) — lungimea
respectiv a intervalului, a segmentului sau a semiintervalelor.

4. Se numeste semidreaptd deschisd si nemdrginitd la dreapia sau
semiinterval infinit la dreapta si se noteazi ]a,+eo[ multimea
la+oo[={x:xe R.x>a}. Semidreapta inchisa si nemiarginita fa
dreapta contine §i punctul a, care se numeste extremitatea
semidreptei, si se noteazi [a, +<=[, adici

[a.+oo[= {x x€ Rxz a}.

Se numeste semidreaptd deschisd §i nemdrginitd la stdnga sau
semiinterval infinit la stdnga si se noteazd ]-oo, g mulfimea
Foo,a[={x:xe R,x<a}. Semidreapta inchisa si nemarginita la
stdnga contine §i punctul a, care se numeste extremitatea
semidreptei §i se noteazi J-eo, a], adici ]-— oo, a]: {x xeRx< a}.
Dreapta ntreagld R se noteazd J-eo, +eo[ 5i se numeste interval
infinit,

Fie a un punct arbitrar de pe dreapta numericd §i 8 un numr
real pozitiv. Intervalul (deschis) Ja-&, a+df, centrat in punctul
a, se numegste 8 — vecindtate a punctului a si se noteazi v{a, &).
Daca v(a, & nu contine punctul @ atunci ea se numeste
- vecindtate perforatd a lui a si se noteaza v(a, & ) . Evident ca
orice interval deschis ]c, b[, care contine punctul « contine si o
o — vecinitate a lui, unde 8= min{a-c, b-c}.

Numim vecindtate a numarulti impropriu  (+o0) orice
semiinterval infinit la dreapta, adicd Ja, +o</, unde aeR. Se
noteazi via, +eo).

. Numim vecindtate a numirului impropriu (-e°) orice

semiinterval infinit la stinga, adicid [- oo b/, unde beR. Se
noteazd v(-eo, b).

10. Numim vecindtate a simbolului e multimea

Weo)=)}—eo—a[U]a, —e=[, a> 0, acR.
Fie a un numir real. Se numeste valoare absolutd (sau

modul) a numirului a si se noteazi |a| numarul real

AW o =

_—

| | a,dacdaz0
al =
~a, dacd a < 0.

Valoarea absoluti are urmatoarele proprietati:
Ial 20, aeR;

|a'='—a|, ae R;
|a|2a §i|a|2-a, ac R;
la-B|=|d|-[p|, aeRbeR;
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a|_ld h
E‘_]b’ ac R, be R-{0].

Aceste proprietiti rezultd imediat din definitia valorii
absolute,

6. |offsM e -M<a<M, acR, M>0.
Intr-adevar, asdsM=as<M si -a<dsM=rasM=a>M.
Prin urmare, |a| SM=-McasM.
Invers.Fie - M <asM . Avem
a) a20=>la|:a=>|aISM .

5.

b) a<O0=d=—a.
inmultind inegalitatea din stinga a inegalitdfii duble
-M<as<M cu(-1),obtinem M 2—a>-M =>—a=|alSM .

7. Ia ib[5|a|+[b , {a,be R). Intr-adevar,
a) atb20=latbl=a+b sia<ld, b<l,
—bsp=atb<|a|+p|=|atb|<|d+[};
b)ath<O0=l|ath=-(ath)si —a<l|d|, b<]y,
—b2p|= —(atb)s|a|+[b|= |a£b|< || +]].

8. laiblz[a|—|b|, (a,be R). Avem
a) a=(a-b)+b=|al=|@-b)+b/<|a—b+|, de unde
la — B 2|u| - [B].
b) a=(a+b)-b=>la|=[a+b)+(-b)<|a+b|+]-b|=
= |a+b|+|p|, de unde |a +b| > |a| - |p]

(in a) si b) am folosit proprietatea 7). Prin urmare, |a ib| b |a| —|b|.

9. |atd| 2|]a| -|b". Conform proprietitii 8 avem |a +b| > |a| - b} 5i
|a ib|; |——(aib] =|(¢b)—a| 2|¢b|—|a|x|b|—[a| .
14

Conform definitiei, valoarea absoluta a diferentei |a| - |?]

este egala cu [a|- |b| sau b|— |a|. Luénd in considerare inegalittile
de mai sus, obfinem | +b|> ||a| —|b||.

Folosind principiul inductiei matematice din proprietatea 7,
obtinem proprietatea

" n .
Zai < Z'a‘-
i=] i=f

numere reale nu intrece suma modulelor acestor numere reale.

10. , care se¢ citeste: modulul sumei mai multor

1.3 Functia. Diverse tipuri de functii. Graficul functiei
1.3.1. Definitia functiei

Fie D si V doua submultimi ale multimii numerelor reale R.
Dacd printr-un procedeu oarecare f facem sd corespunda fiecarui
element x din D un element uvnic y din V, atunci putem afirma ca
am definit o functie reald de o variabild reald pe D cu valori din V.
Se noteazd y=f{x), xe D ori f:D —V . Elementul x se numeste

argumentul functiei, elementul y — functie, multimea D — domeniu
de definitie (existentd), iar mul{imea V — domeniu in care functia ia
valori. Pe parcurs vom considera numai functii reale de o variabila
reald, pe care le vom numi simplu: functii. Tn cazul acesta vom
folosi frecvent si notatia simpld y=f{x), fard a indica multimea D.
Definitia functiei a fost formulatd pentru prima dati de
matermnaticianul rus  N. Lobacevski  (1792- 1856) si de
matematicianul francez S. F. Lacroix (1765 - 1843).

Agadar, prin functie intelegem tripletul (£ D, V). format din
legea (procedeul) f, domeniul de definitie I 5i multimea V, in care
functia ia valori.

Dacd prin operatia f unui element x,cD 1i corespunde
elementul y,e V, spunem ci y, este valoarea functiei in punctul x,
$i se noteazd y,=f(xp).




L]

Daci D este multimea numerelor naturale N, atunci functia
y=f(x), xe N, se scrie y,=f(n) sau {y,} §i se numeste 5ir.

1.3.2. Functii egale §i functia identicd

Reamintim ci douwd functii f:D, —»V,, gD, >V, sunt
egale, dacd D;=D,, V,=V, 5i dacd Vxe D,: f (x)= g(x). Functia
f:D—D, unde DcRD#@ se numeste identicd, dacd
VYxe D:y= f(x)=x si o vom nota Ip.

1.3.3. Functii surjective, injective si bijective

Multimea valorilor lui fix), x€D, continutd in V se
noteazi fD).

Daca fiD)=V, spunem ci functia f este o surjectie (sau f este
surjectiva). Intr-0 surjectic VyeV.3ixe Diy=f (x). Spunem ci
functia f:D —V este injectivd (sau o injectie) dacad

VX, x; € D:f(x,)= f(x2)=> X=X
sau echivalentul logic
Vx,x,e Dx; % x;, = )= flx,).

O functie care este in acelasi timp injectie §i surjectie se
numeste bijectie sau functie biunivocd.

fntr-o bijectie la fiecare ye V corespunde un x€ D $i numai
unul pentru care y=f{x}.

Exemple. Functia y=2x+3, xe R

a) este surjectivi, deoarece pentru orice numér real y, avem

-3 N
X, = Yo T2 p , astfel incéit yy=2x,+3;

b} este injectiva, deoarece
flax)=fle)=2x,+3=2x5,+3=>x, = x,.
Prin urmare, aceasta functie este §i bijectivi.
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2. Functia sin:[O,%—]—)[—-I,]] nu este o surjectie, deoarece

functia y = sinx, x € [O, %} primeste numai valori pozitive: [0, 7].

3. Functia y=+’, xR, nu ecste injectivd, deoarece pentr
X, =2 #x, =2 avem f(x,)=f(x2)=4.
4. Functia identica I este intotdeauna bijectiva.

1.3.4. Functii compuse si inverse

IndicAm acum cateva operafii importante cu functii. Fie
D, -2V, gD, YV, functii oarecare astfel incat V, ¢ D,. In
aceastd situatie se poate defini 0 noud functie asociatd perechii de
functii (£ g), anume (go f): D, —V,, adici fiecirui xeD, i se
asociazi elementul g(f{(x))e V,, numitd compunerea lui f cu g sau
simplu funcfie compusd gi se noteazd h = geo f (se aplici mai intai
f apoi g). in conditiile de mai sus se poate intdmpla ca functia
(f o g) s nu fie definita.

Daci D,=V,=D,=V,, atunci au sens ambele compuneri
( of ) si ( fog), dar sunt in general diferite. Astfel, compunerea
a doua functii nu este comutativa insa intotdeauna este asociativa:

Fie f.E—-»F, g F—->G, hiG— H, awnci

holge f)= ={hog)of .

Demonstratia rezultad din urmitoarea diagrama,

RERHAE Sl e . gom Lo Luge bt Sitees el

T, TR ) TOARR
SR VPAYRA THINGCA A MOLDOVELS
RIBLIOTECA :
NYERTAR N, [DA T 403 ;




Intr-adevar,
D (g fXx)=g()=g(r{x) si
(o (g o £ Ne)=hlz)=hlg(y))= n{g(f ()

2) (ho g)y)=h{x)=H(e(y)) si (ko g)e £ Xx)=hg(y))=As(f (x)).

Din 1) si 2) reiese egalitatea ho (g ° f)z (h ° g)o f.

Fie f:D—V o bijectie. Atunci VyeV,3xe D: f(x)=y.
Deci se poate defini o noud functie, notatd f~':V — D si numita
inversd functiei f Intrucit functia identicd Ip este bijectiva,

observimca (/)" =1,.

Daca f:D—V este o functie oarecare, atunci fol, = f,
l,of=f si dacd in plus functia f este biunivoci, atunci
f_‘r"f:ID §i f°f_1=]v-

Verificdrile necesare pentru aceste relatii sunt imediate:

Exemplul 1. Fie D=R-{0,1} si y=f(x)=1-x, xeD;

e=g()=1r yeD. Avem (gofe)=sl(r(e)=slt-s)=7 7

si (f°g)(y)=f(g(y))=f[ﬂ=i-i-

X
Prinurmare, fog#ge f.
Are loc urmitoarea teoremd.
Teoremd. 1) Fie f . E— F si g: F — G doua functii. Daci

functia compusi (go f ) este injectivi, atunci functia f este
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injectivi, Daci functia compusi (g o f ) este surjectivi, la fel este
si functia g.
2)Fie f:D—=V st g:V — D doud functii astfel incat go f =1,

si fog=1I,.Atuncifsi g sunt bijective si g=f"', f=g7'.1n

particular, daci f este bijectivd, la fel este si f~' si in plus

- !
=)' =r. |
Demonstratie. 1) Presupunem ci functia compusa {go f)

este injectivd §i vom demonstra ¢i functia f este injectivd. Fie
x.xmeD  si flx)=f(x,). Aplicdnd functia g rezults,

g(f (5 ))=2(r(x;) adica (go f)x,)=(g° fXx,). Prin urmare,
x;=x;, adicd feste injectiva.

Daci functia compusd (g o f ) este surjectiva si daci y este
un element oarecare din V, rezulti ci existi un element xe D astfel
incdt \gofpx)=y, adicA g(f(x))=y. Deci functia g este
surjectiva,

2) Intrucét functia identicd I, este bijectiva, adica injectivi si
surjectivd, aplicind (1) obtinem ci f este injectivi si g este
surjectivd. Similar, deoarece functia identici [, este bijectivi,
obtinem, aplicind din nou (1), cd f este surjectivd si g este
injectivd. Prin urmare, f si g sunt bijective.

Din relatia geo f ={,, compunind cu functia f™' la
dreapta rezultd (go flo f™ =1, . f~', de unde (goflof™ =f",
In virtutea asociativitatii avem

golfef)=f"=gely=f"=g=f""

Similar, din relatia f o g = I,,, compunind cu functia g~
dreapta, obtinem

(foglog™ =1, -g" = folgeg™)=¢" =
= felp=g"' = f=g".

Daca f este bijectivd, considerdnd g= f*, rezulti ci
gef=f"ef=1I, 58 fog=fof =1, Aplicind rezultatul
din partea intdi a acestei teoreme pentru functiile fsi g=f~",
obtinem ci functia g=f"' este bijectivd i ¢ = f, adic3

TRy

"la



1.3.5. Graficul funciei

Corespondenta x — £(x), stabilitd de functia f intre domeniul
de definitie D §i multimea valorilor V se poate reprezenta prin
perechi ordonate (x, f(x)). '

Se numeste graficul functiei y= f(x) xe D, multimea G;a
perechilor (x, f(x)), deci G, ={(x, f(x))xe D}. Egalitatea y=fx),
verificatd de toate elementele (x, y) ale graficului functiei f si

numai de acestea, se numeste ecuafia graficului functiei
f (x) xeD.
Exemple,

1. Functia y=E(x)=[x] xe R, (de Ia cuvantul francez

“entier”- intreg) — ceea ce inseamni partea intreagd a lui x, adica
cel mai mare numir intreg, care nu-l depaseste pe x. Graficul
acestei functii are forma

A

L o
2 P
1]
2 .1 P
{50“’:1 2 3 x
A S
> |

1, dacid x>0
2. Functia y=sgnx=< 0,daci x=0 (de la cuvantul latin
~Ldacdi x<0

“signum” - semn), ceea ce inseamnd semnul Iut x. Graficul are
forma
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3. Functia y=x-—E(x)= {x}, xe R, ceea ce inseamni
partea fractionard a lut x.

4, Functia Dirichlet (matematician german (1805-1859))
Dix ={ 1, dacd xe Q _
0,dacd xe R—-Q=1
Constatim c aceastd functie nu poate fi reprezentata grafic.
intr-adevir, graficul ei constd din puncte ale axei OX, abscisele
cirora sunt numere irationale, si din puncte ale dreptei y=/,
abscisele cirora sunt numere rationale. Intrucit pe orice interval al
axei numerice, oricit de mic nu l-am lua, existd atit puncte
rationale, cit si puncte irationale, de reprezentat grafic aceastd
functie este imposibil.

1.3.6. Functii pare §i impare
Functia y= f(x), x€ D se numeste pard, daca domeniul ei
de definitie — multimea D — este simetric fatd de originea axei
numerice §i Vxe D:f(- x}=f(x). Graficul functiei pare in
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sistemul ortogonal cartezian de coordonate XOY este simetric in
raport cu axa ordonatelor OY.

Functia y= f (x), x€ D se numeste impard, daci domeniul
ei de definitie ~ multimea D — este simetric fatd de originea axei
numerice si Vxe D: f(-x}=~f(x). Graficul functiei impare in
sistemul cartezian XOVY este simetric in raport cu originea acestui
sistem.

Usor se verifica ci

1, daai
1) functia Dirichlet D{x)= adt xe(
0,daci xe R—Q0=1
2) functia constanti v = f{x}=C, xe R este 0 functie pari;
3) functia y =sgnx, x€ R este o functie impari;

este o functie para;

4) functia y=¢*, x€ R nu este nici pard, nici impari.
Urmitoarele proprietati ale functiilor pare si impare rezulta

imediat din definitia lor (a se consulta p. 26):

1) suma a doua functii pare (impare) este o functie para (impari);

2) produsul si citul a doud functii pare sau impare, cu numitorul
diferit de zero, este o functie para;

3) produsul si citul unei functii pare si a unei functii impare, cu
numitorul diferit de zero, este o functic impari;

4) functia modul a unei functii pare sau impare este o functie para;

5) functia [f(x)+ fl=x)} xe D, este pard, iar functia
[f(x)-f(~x)l xe D, este impari, pentru orice functic
y=f(x), xe D, cu D simetric in raport cb originea axei
numerice. Din proprietatea aceasta reiese urmitorul rezultat:
orice functie y=f{x),xe D, cu D simetric in raport cu
originea axei numerice poate fi reprezentati sub forma de sumai
a doud functii dintre care una este pard, iar cealaltd — impara.

Intr-adevir, £(x)= 1t (14 £ (L7~ £ (- )]
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1.3.7. Functii periodice

Functia y=f (x), xe D, se numeste periodicd, dacl exista
un numir real 750, astfel incit pentru orice xeD valorile
(x iT)e D si f(x+T)=f(x). Observim ca daca functia f este
periodicd, atunci f{x—T)=f(x) si f(x+&T)= f(x) pentru orice
ke Z. Intr-adevir, fie xe Dsi x—T = x, € D . Atunci
Fe=T)= )= Flx,+T)= fx—T +T)= f(x) si
fxx2r)= f((xxT)2T)= fx2T)= f(x).

Similar f(x+3T)= f(x) etc. In general, pentru orice keZ,
prin recurentd, obfinem cd f (x+kT}=f (x), daca, bineinteles,
(x+kT)e D, ke Z.

Dacad exista cel mai mic T>0 cu proprictatea
f (x+ T): f (x), atunci numarul T se numeste perioada functiei f.

Exemple. 1. Functiile trigonometrice: y = sinx, y = cosx, xé R
sunt functii periodice cu perioada T=2m iar y=tgx,

X# £+k1t,k € Z, y=ctgx, xxmk, ke Z, sunt periodice cu perioada
2

T=n.

2. Functia y=f(x)= x—E{x), xe R (partea fractionari a
numirului x) este o functie periodica cu perioada T=1. Intr-adevar,
a) Fie xe Z, atunci x+ /e Z si E(x)=x, E(x+ I)=x+ 1. Deci

f(x+T)= Fl+D)=(x+ N-E(x+ ND=(x+1-{x+1)}=0
st flx)=x-E(x)=x—x=0.

Prin urmare, f(x+1}= f(x).

b} Fie x¢ Z, adici x nu este intreg. Atunci existd un nﬂumﬁr intreg
ne Z astfel incit n<x<n+1 si deci n+I<x+I<n+2. In acest caz
E(x)=n, E(x+ )=n+1 si obtinem

Flx+T)= flx+D={x+)—E(x+1)=x+1-n-1=

=x—n=x-E(x)= f(x).
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Aratim ci T=7 este cel mai mic numir real pozitiv, pentru
care f (x+T) = f(x} Fic O<s<!. Pentru x=0 avem E(0)=0 si
E(s)=0. Deci

flO+s5)=f(s)=5s-E(s)=5-0=s si f{0)=0-E(0)=0-0=0,
adica f(0+s)= £(0).

Prin urmare, functia y=f (x):x—E(x), x€ R este periodicd
cu perioada T=/1.

. . 1, daca xe Q
3. Functia Dirichlet D(x)= este
0,dacd xe R-Q =1

periodicd, insd nu are perioadi. intr-adevar, pentru orice
T>0,TeQ, numirul (x:I:T)E @, dacd xe i numdérul

) 1, daca xe Q

(x+T)e1,daci xe /. Deci D(x+T)= 3 :

0,daca xe I

Prin urmare, D{x+T)= D(x). Daci insd T>0,Te I, apoi

numarul (x+7)e I pentru orice xe K. Deci
0, dacd x<
D(x iT):{ 9

0, dacd xe I
Intrucdt nu existd cel mai mic numar rational si pozitiv,
functia D(x) nu are perioada.

si D(x+T)= D(x).

1.3.8. Functii monotone si mérginite

Functia y=f(x) xeD se numeste crescatoare
(descrescdtoare) pe D, daci
Vx, k€D, x<x, = fx,)< Flx,) (respectiv f{x,)= f(x,)).
Functia y=f (x) xe D se numeste strict crescdloare (strict
descrescitoare) pe D, dacd Vx,x,e D, x; <x, = f(x,)< f(x,)
(respectiv f(x,}> f(x,)). Observim ca in acest caz are loc relatia
Yx,x,eD,ox;, #x, = f(x,);t f(xz), adicd functia f este injectiva.
Orice functie y=f(x), xe D se numeste monotond (strict
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monotond), dacd ea este crescitoare sau descrescitoare pe D
{respectiv strict crescitoare sau strict descrescatoare pe D).
Exemple.

1. Functia y=x",ne N, x& [0+ este strict crescitoare

pe [0,4+oo[. Intr-adevir, daci 0 < x, < x, avem

)= Flr)=xt — x5 = (e — Y ) 2y 4okl )

X <x = fle)-flx)<0= flx)< fx,).
1 dacd x>0
2. Functia y=sgnx=< 0, dacd x=0 este crescatoare pe
_ —1, dacd x<0
multimea R (si se consulte graficul acestei functii).
3. Functia liniardi y=ax+b, a <0 este strict descrescitoare
pe multimea R. Intr-adevar,
Vx,x,€ R, x,<x, =ax,>ax, =ax, +b>ax, +b=
= f(n)> flx,).
4. Functia y=x?, x€ R nu este monotona pe R. Intr-adevar,
a) pe intervalul [0,+o<>[ aceastd functie este strict crescidtoare (vezi
ex. | de mai sus);
bype intervalul 0] avem Vx,x, & 0] <x, =
= > |x]= 5 > = flx)> f(x,). Prin urmare, y=x’,
x€ R, nu este strict monotond §i nici monotoni pe R.
Fie functia y= f(x), xe D si x, € D . Consideram functia
)= L)1)

X—Xx,

elx definita pe multimea V =D~ {xo}.

Usor se verifica urmitoarele criterii:
a) feste crescitoarc pe D g 20 pe 'V,

b) feste strict crescitoare pe D & g >0 pe V;
c) feste descrescitoarepe D < g <0 pe V;
d) f este strict descresciitoare pe D < g <0 pe V.
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Fie y=f(x), xe D este strict monotoni pe D, atunci f este
injectiva §i functia f:D — f(D) este o bijectie, adici exista
functia inversd f~, care de asemenea este strict monotona pe AD).
Deci obtinem urmitorul rezultat: dacd f este strict crescdloare
(strict descrescdtoare) pe D, atunci functia inversa f ! este strict
crescatoare (strict descresciitoare) pe filD).

Fie f:D, -V, s5i g:D, >V, cu V,c D, . Atunci are loc
urmitoarea teorema.

Teoremd. a) Dacd f si g sunt crescitoare, atunci functia
compusi (g o f) este crescitoare.

b) Dacid f si g sunt descrescitoare, atunci (gof) este

descrescitoare.
c) Dacd una din functiile f §i g este crescatoare, iar cealaltd

este descrescatoare, atunci {g o f) este descrescitoare.

Demonstratiile acestor 3 cazuri sunt asemandtoare. De aceea
demonstram unul din ¢le, spre exemplu, cazul c).

Presupunem ci f este crescitoare, iar g este descrescatoare §i
fie x, < x, doud valori oarecare din domeniul D,. Avem

(f crescatoare) o f(x,)<f(x,) f(x,)eV,cD,,f(x,)eV,cD,
si (g descrescatoare) = g(f(x,))= g(f(x,)).

Prin urmare, Vx, x,€ D, x,<x, =(gofXx)2(g of)(xz),
adica functia {f o g) este descrescitoare.

Urmatoarele proprietiti pot fi verificate imediat.

Fie y=f(x), xe D si z=g(x) xe D doua functii oarecare

definite pe aceeasi multime D. Vom numi sumd, diferentd, produs
si cdt ale acestor douid functii respectiv  functiile

(f+g)x)=fix)+g(x),  (F-e)x)=fix)-glx), (Fgix)=fix)g(x) si

{L}x)z @ , daca g(x)=0, xe D. Atunci
g g(x)
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Proprietatea 1. Functia (f+gXx)}=7 (x)+g{x)} este
crescitoare (descrescatoare) pe D, dacd f si g sunt crescétoare
(descrescétoare) pe D.

Proprietatea 2. Functia (f-g)x)=f (x)-g(x) este
crescitoare (descrescitoare) pe D, dacd f si g sunt pozitive i
crescitoare {descrescitoare) pe D.

Proprietatea 3. Dacd f este pozitivi g crescétoare

1 1
(descrescitoare) pe D, atunci functia | — x)=—— este
f fx)

descrescatoare (crescitoare) pe D.

Functia y=f (x),xe D se numeste mdrginitd superior
(inferior) pe D, dacd existi un numir real M astfel incit
Vxe D:f(x)<M (respectiv f(x)=2M ).

Dacd functia f este mérginiti superior, adicd f (x)SM
pentru orice xe D, atunci numirul M se numeste margine
superioard a lui f{x). Evident cd orice numar K>M serveste ca
margine - superioard pentru functia  f, deoarece
Vxe D: f{x)<M <K . Cel mai mic numar M", care satisface
inecuatia f(x)SM * peniru orice xe D se numeste margine
superioard exactd a functiei f(x), xe D .

Dac3 functia f este marginita inferior, adici f(x)>m pentru
orice x€ D, atunci numirul m se numeste margine inferioard a lui
f. Evident ci orice numir k<m serveste ca margine inferioari
pentru flx}, deoarece Vxe D: f (x)2m>k . Cel mai mare numar
m’, care satisface inecuatia f(x)=m" pentru orice xe D se
numeste margine inferioard exactd a functiei f(x), xe D .

Functia y=f (x),xe D se numeste mdrginitd pe D, daci ea
este mirginitd superior §i inferior pe acest domeniu. Aceasta
inseamni ci functia y= f(x}xe D este marginiti pe D, daca
existai doud numere reale M, si M, astfel incat
Vxe D:M, < f{x)sM,. Notam prin M = max(M,,M,). Deci
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-M<M,Sf(x)sM, <M, adica |f(x]<M pentru orice

xe D,

Prin urmare, am obtinut urmitoarea definijie: funciia
y = fix), x€D, se numeste mdrginitd, daci existi un numir real
M>(0 astfel incit Vxe D{ f (x]SM . Printr-o negatie logici

obtinem: functia y= f(x)xe D se numeste nemdrginitd superior

(inferior), dacd VM >03x,e D:f(x,)>M, (respectiv

flx)<-M).

Evident c¢i suma, diferenta si produsul a doud functii
marginite pe o0 multime D sunt functii mérginite pe D.

Citul a doud funcfii mirginite pe o multime D poate fi o

functic nemirginiti pe D. Intr-adevir, fie f(x)z-r—% si
X+

2

g(x)= xi P definite pe ]9,1].

Observam cid

Vxe }9,]]30<f(x)<§ si 0< g(x)<§ adica functiile f 5i g sunt

flx) _1

mirginite pe ]‘)I] Raportul =-==— este o functie nemirginitd
gx) x

superior pe b,]], deoarece pentru orice M>0 existd x, =E—]I\Z

astfel] tncit

f("f)=i=2M>M.
g(x,) X

1.3.9. Moduri de definire a funciiilor

Conform definttici functia se considerd definitd, dacid este
datd o mulitme de valori, pe care le ia argumentul (variabila
independent), adicd domeniul de definitie al functier si regula
(procedeul) dupid care se stabileste o corespondenti intre
argumentul functiei si funcjie (variabild dependentd). In acest caz
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et

nu se impun nici un fel de conditii caracterului acestei
corespondente.

a) In analiza matematicd functia se defineste de obicei cu
ajutorul unei formule, care indicd ce fel de operatii trebuie de
efectuat asupra argumentului, pentru a obtine valorile
corespunzitoare ale functiei. Aceasti formuld se numeste expresie
analiticd a functiei, iar modul de definire al functiei cu ajutorul
formulei se numeste mod analitic de definire al functiei.

Exemple.

1. Volumul V al corpului mérginit de o sferd este o functie

3

) . N 4
de raza ei r. Expresia analitici este V = Enr , unde re b,+oo[

2. Formula y = x—vxZ+1 defineste functia v pentru orice

valoare reald a argumentului x.
Notd. Nu orice expresie analitich defineste o functie. De exemplu,

in domeniul numerelor reale expresia J4 -+ \/ x* —25 nu defineste
nici o functie, deoarece
4-x*20 _[x*<4 [{<2 [ -2<x<2
{.r’ —2520=>{x2 225 = x> 5saux > —5: i-" > Ssaux >-5

adicH nu existd valori reale ale lui x, pentru care expresia ar cipita valori
reale.

in particular, functia poate fi definiti cu ajutorul a mai
multor formule (diferite formule pentru diferite portiuni ale
domeniului de definitie).

De exemplu,

=,

2x+ 3, dacadx<1l

)’=f(x)=*xz + 4, dacdl<x<%,

Ssinx, dacd x 2 5775

Domeniul de definitie al acestei funclii este mul{imea
numerelor reale R, care este impartiti in 3 intervale:
pe ]—oo,]], avem y=2x+3,
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[,avem y=x’ +4,

5n .
pe 7,-0—00 ,avem y=Jjsinx,

In cazurile cand functia este datd analitic §i nu se spune
nimic despre formuld sau sensul problemei considerate, drept
domeniu de definitie al functiei se va lua domeniul valorilor
admisibile ale expresiei analitice. De exemplu, pentru functia

y=§1'r.x3 domeniul de definitie al ei coincide cu domeniul

——

valorilor admisibile, adicd cu mulfimea R. Dac3 insd y exprimi
volumul, iar x raza unei sfere, apoi domeniul de definitie al acestei

functii [V = :;—nrj} este intervalul b,+oo[.

b) La studiul fenomenelor naturii ne intdlnim uneori cu
mirimi variabile, dependenta dintre care se stabileste pe cale
experimentali. In asemenea cazuri in baza datelor experimentale s¢
compun tabele, in care se indica valorile functiilor, care corespund

- diferitelor valori particulare ale argumentului. Acest mod de
definire se numeste tabelar. El constd deci in aranjarea intr-o
anumita ordine a valorilor argumentului x;, x3, ..., x, $i a valorilor
respective y,, va, ..., yo ale functiei:

xxi|x2'x3[“-|xnl
I)"J’1|yz|)’3|--- I)h:‘

La fel sunt alcatuite, de exemplu, tabelele functiilor
trigonometrice, tabelele logaritmilor etc.
¢) in multe cazuri, mai ales la folosirea aparatelor de
inregistrare automatd, functia se defineste direct printr-un grafic.
Acest mod de definire al functiei se numeste modul grafic de
definire al functiei. De exemplu, curbele care apar pe benzile
oscilografului pot reprezenta graficele diferitelor mirimi fizice ca
functii de timp etc. Pe aceste grafice se pot citi valorile
aproximative ale functiilor la orice moment de timp.
. Aceste trei moduri de definire a functiei (analitic, tabelar si
grafic), fiind cele mai des intrebuinfate, nu epuizeazi insi toate
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modurile posibile. In particular, putem defini functia descriind prin
cuvinte ce valori capitd ea pentru diferite valori ale argumentului.

in masinile electronice de calcul functia poate fi
caracterizatii prin algoritmul calculérii valorilor ei.

Exemple. 1. Functia y = E(x) )=[x] xe R (ex. 1 din 1.3.5) se
defineste pe mulfimea R ca cel mal mare numir intreg, care nu-l
depiseste pe x. in acest caz E(0,7)=0, E(I)=1, E(32)=3,
E(-1,2)=-2.

2. Functia f(x)zx—E(x)={x}, xe R (ex. 3 din 1.3.5) se
defineste pe R ca partea fractionard a lui x. De exemplu,
f-2,56)=-2,56 — E(-2,56) =-2,56 - (- 3)=-2,56 + 3 = 0,44,
f1.37y=137-E(1,37)=137-1 = 0,37,
f(50)=350-E(50)=50-50=0.

3. Functia y =sgnx, x € R (ex. 2 din 1.3.5) se defineste pe
R ca semnul lui x. De exemplu, sgn(4)=+1, sgn{-3) = -1, sgnd = 0.

4, Functia Dirichlet; y = D{x), xeR (ex. 4 din 1.3.5), care se
defineste in felul urmitor: D(x)=! pentru toate numerele rationale
si D(x)=0 pentru toate numerele irationale.

Notd. Definirea functiei prin unul din modurile indicate nu
exclude posibilitatea de a o defini si prin alte moduri. De exemplu,

1. dacd x>0
o4 0 'D(x)= 1, daca.tEQ.
sgnx=\ 0, daca x= 0, daci xe |

-1, dacd x<0
1.3.10. Funclii elementare
Se numesc functii elementare principale:

1. functia constanti: y=c, ceR,

2. functia putere: y=x%, e R, x> 0;

3. functia exponentiald: y=a*,a>0,a#/, xe R;

4. functia logaritmica: y=log, x,a>0,a = I, xe P +oel;
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5. functiile trigonometrice: y=sinx, xe R; y=cosx, x€ R;
4
y =1gx, x¢5+kn:, keZ, y=ctgx, x#km, ke Z;
6. functiile

¥ = arccosyx, |x| <1; y=arctgx, xe R; y=arcctgx, xe R.

trigonometrice  inverse: Yy =arcsin x, fx| <I;

Vom numi finctie elementard functia care poate fi
prezentata cu ajutorul unei singure formule de tipul y=f(x), unde
fupct}a fx) este rezultatul unor combinatii din functii elementare
principale realizate cu ajutorul unui numir finit de operatii ca
aduna_l.rea, scdderea, inmultirea, impértirea si operatia compl'merii
functiilor. Din aceastd definitie rezultd ca functiile elementare fac
parte din categoria functiilor definite in mod analitic. De aceea
domeniul lor de definitie coincide cu domeniul valorilor admisibile’
ale expresiei analitice respective.

Exemple de functii elementare:

y=ax+b, y=|x|=\/x_‘7" y=ax2,

y=v1+4sin’2x, vy =sinln(1+i], y=——x+lx] .
Ux vi-x

Functia y= f(n)}=1.2-3-....n=n!, ne N, (se citegte en
factorifl) nu este o functie elementari, deoarece numirul de
Pperatu, care trebuie efectuate pentru a-l obtine pe v, creste
impreuna cu n, agadar nu este un numdr finit,

Remarcam urmatoarele clase de functii elementare.
1. Functia polinom:

"
y=P,(x)=a, tax+.. tax" = Zakx",ne N.
k=0
Dacd a, #0, numirul n se numeste gradul polinomului.

Functia liniard y =ax+5b este un caz particular al acestei functii
(n=1). Functia liniartd y=ax+5 si functia y=ax® +bx+c au
fost stu.dlate detaliat in geometria analitici. Graficele lor reprezinti
respectiv o dreapta §i o parabola,
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Functia polinom are domeniul de definitie multimea
numerelor reale R.

2. Functia rationald: y = 5’* ((x)) unde P, (x), O, (x) sunt
X

polinoame de gradul n §i respectiv de gradul m.
Evident c3 functia rationali este definita pentru toate valorile

lui x, cu exceptia valorilor care transforma numitorul in zero.

, care

|8

Ca exemplu de functie rationald serveste functia y =

exprimi o dependentd inversd proportionald, studiatd in licee si
colegii. Graficul ei reprezinti o hiperbold. Remarcam ¢a functia
polinom este un caz particular al functiei rationale.

3. Functia irafionald. Functia y=f (x) se numeste
irationald atunci cénd flx) este rezultatul unui numér finit de
operatii ca compunerea functiilor, adunarea, sciiderea, inmulfirea,
impartirea si ridicarea la o putere cu exponentul rational, dar cel
putin unul din ei nu este numar intreg. Cateva exemple de

x-1
functii irationale: y = NX, y=5———= etc.
v x2 +3/x

- 4, Orice functie, care nu este functie rational sau irationala,
se numesgte funcfie transcendentd.
Observim ci toate functiile trigonometrice directe §i inverse,
functia logaritmicd, functia exponentiald etc. sunt exemple de
functii transcendente.

1.4. Siruri numerice

1.4.1. Definitia sirului. Siruri infinit mari §i infinit mici

O functie f:N — R se numeste §ir de numere reale. Se

noteaza {x,}, {y.}, {a.} etc. Numerele a;, a3, ..., @, ... ale sirului
{a,} se numesc termenii sirului, iar numérul a, — termenul general
al sirului. Pe axa numerici sirul {a,} reprezintd o multime infinita
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de puncte ay, az, ..., Gy .... Sirul {a,} se numegte marginit, dacd
functia respectivd a, = f(n),ne N, este marginits, adica
M >0,Vne N:la,|S M.

Deci toti termenii girului mairginit apartin segmentului
[-M, M]. Siturile care nu sunt mirginite se numesc giruri
nemdrginite. Dacd sirul este nemirginit, atunci pentru orice M>0
existd termeni ai sirului, care se afli in exteriorul intervalului
1-M, M[. Sirul {a,} se numeste mdrginit superior (inferior), daca

AM Nne N :x, <M ,respectiv x, 2 M .

Numdrul M se numeste majorant, respectiv minorant, al
sirului {a,}. Deci daca sirul [x,} este mérginit superior {inferior),
atunci tofi termenii lui apartin intervalului -0, M], respectiv

intervalului [M e[ .

Din aceste definitii rezultd direct urmitoarele: daca sirul este
marginit, el este mirginit superior si inferior; sirul nemdarginit poate
fi marginit superior sau inferior. Constatim ci

1. sirul {an}:{—l-} = I,%,...,-{,...
n n

pentru orice ne N;

este mirginit, deoarece ]aﬂl <1/

2. girul {q”}q>l, este nemarginit, deoarece, pundnd g=/+q,

unde o0, obtinem ¢" =(/+a)" > I+na (a se consulta ex. 2
de mai departe) si deci pentru valori suficient de mari pentru #,
termenii lui vor fi mai mari decit orice numir natural dinainte
dat. Dar acest gir este marginit inferior, deoarece inegalitatea
q" > 1 este justi pentru orice valoare a lui ne N;

3. sirul de forma a,=c, a;=¢, ..., a,=c, ..., unde c€R, se numeste
§ir constant. Se noteazi {c}. Evident ci orice sir constant este
mirginit,

Fie {a,} si {b,} doud siruri. Sirul {s,}, unde s,=a,tb,, se
numeste suma algebricd a acestor doud siruri si se noteazi {a,tb,}.

Similar, sirul {a,b,} se numeste produsul sirurilor {a,} si {b,};
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. a . .
sirul {b—"}, unde b, #0 pentru orice neN, se numeste cdtul
h
acestor doua siruri. :
Definitia 1. Sirul {a,} se numegte yir infinit mare, daci
pentru orice numar real A>0, exista un numir natural N(A), care, in
general, depinde de A astfel incdt pentru orice numér natural

n>N(A) se verificd inegalitatea |a,[> A, ceea ce in simbolica

logicii matematice se scrie astfel:
{a,} — infinit mare &
VA>0,AN{A)e N,Vn> N(A)|a,|> A.

Se noteazd a, — o= (s¢ citeste: a, tinde cétre infinit). Din
punct de vedere geometric, aceasta inseamna ¢a pentru orice A>0
toti termenii sirului {a,}, exceptie ficind doar un numir finit de
termeni, se afld in exteriorul segmentului [-A, A]. Din definitie
rezulti ci dacd {a,} este un sir infinit mare, atunci el este
nemdrginit. Afirmatia inversa nu are loc:sirul /, 2, 1, 3, 1, 4, ..., 1,
n, 1, n+1, ... este nemarginit, insa acest sir nu este sir infinit mare,
deoarece pentru A>] inegalitatea |a,,[> A nu este verificata de tofi

termenii acestui gir de rang impar: dacd n=2k-I, ke N avem
a,=[<A.

Uneori trebuie si scoatem fin evidentd cazuri particulare,
cand un sir infinit mare {a,} i§i pistreazi semnul pentru toate
valorile lui ne N sau pentru toate valorile Iui #, exceptie ficind un
numdr finit de termeni. Daci sirul {a,} este infinit mare si termenii
lui, exceptie ficind un numar finit de termeni, sunt pozitivi, se
spune cid {a,} tinde citre += §i se scrie a,—>+v. Daca termenii
unui girul infinit mare {a,}, exceptie ficind doar un numir finit de
termeni, sunt negativi, se spune ca girul {a,} tinde ciitre (-) si s¢
SCIiE g,—>-co,

Mentiondm ca notafiile @,—+ee si a,—-c, spre deosebire de
notafia a,—ee, se introduc numai atunci cdnd vrem sa subliniem ca
termenii girului infinit mare {a,}, incepand cu un anumit rang
(numir natural), pistreazii semnul plus (+) sau respectiv semnul
.
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Asadar, conform definitiei 1, notatia a,—-+co insecamni:
pentru orice numar real A>0 existd un numar natural N(4), astfel
incét a,>A pentru orice n>N(A), iar notafia a,—-ec, inseamna:
pentru orice numdr real A>0 existi un numir natural M(A) astfel
incét a,<-A pentru orice n>N(A).

Exemple de siruri infinit mari pot servi girurile:

a) {a,}={n}=123.....n..., unde a,—>+os;

b) {an} = {_ "} =—1-2,-3,...,mA,..., unde a,~—>-¢o;
c) {aﬂ} = {(- ])n+1 ) n} =1-2,34,..., unde a,—eo.

Definitia 2. Sirul {x,} se numeste sir infinit mic, daci pentru
orice numdr real £> 0 existd un numir natural N(g), care, eventual,
depinde de g, astfel incat pentru n>N(g) se verificd inegalitatea

|xn| < g, ceea ce In simbolica logicii matematice se scrie astfel:
{x,} - infinit mic &
Ye>0,3IN(e)e N, Yn> N(e)

Se noteazd x, —» 0 (se citeste x, tinde cétre zero). Vom

x,|<€.

analiza urmitoarele exemple.
- - I
Exemplul 1. S& se demonstreze ci sirul {xn}= {— este un
n
sir mfinit mic. Fie €0 un numir real oarccare. Din inegalitatea

1
X, =—<§g& obtinem n> i Notdim N(e)= E(i) +1. Atunci
n £ €

Vn>N(e):>n>£,deundeizxn<8.
£ n

Conform definitiei 2, sirul {xn } = {-{} este infinit mic.
n

Exemplul 2. Si se demonstreze ci sirul {q"} este infinit

mare, daci |g|> / si infinit mic, daci |g< 1.
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Demonstrdim  mai  intdi urmitoarca  inegalitate
(I+a)" 2 /+no pentru orice neN si o>~/ e R, care se mai

numeste inegalitatea lui Jacques Bernouwlli (1654 - 1705 -
matematician elvetian).

Folosim principiul inductiei matematice:
a) pentru n={, avem J/+a =7+

b) presupunem ca (7+a)" 2 I+ no, &>~/ . Avem
(+ay=+raXl+ay2l+aXi+na)=
sl++lx+na’21+ @+ Dora 21,

Prin urmare, inegalitatea (I +co)" 27+ na, 00> -/, 0.€ R are

loc pentru orice numdr ne N.
Fie |g|>/, atunci |g|=/+0 cu a>0. Folosind inegalitatea

Bernoulli, avem |q]" = (1+0L)" > I+no>no. Consideram un

numir real A>0. Pentru numdrul natural N(A) = E(-é) +1, avem
o

Vn>N(A)=>n>§;=>an>A=>|q[" =(l+a) >na>A=

=lq|" > A,
ceea ce inseamni, conform definitiei 1, ca girul {q”} este infinit
mare,
Fie |q|<]. Dacid g=0, sirul constant {q" =0} este un §ir
infinit mic (imediat reiese din definitia sirului infinit mic). Daci
q=0 si |q|< 1, atunci T‘;_l> I si I_;:T= 1+J, unde f>0. Avem

L (1+B)y 21 +np> B,

jaf’

NOEETE |
dica —.
adicd |q| <"B
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Fie £>0. Pentru N(g)= E[—%}H , obtinem
€

Vn>N(£):n>—-l—~ﬂnﬁ>l=>L<£:
ef £

nf

=>|q|”<-'%<e=>]q|"<e.

ceea ce inseamni, conform definitiei 2, ca sirul {q”}, cu ]q|< !
este infinit mic.

Legitura dintre girurile infinit mare si infinit mic este
stabilitd de urmatoarea teorema.

Teorema 1. Pentru ca sirul {xn}, unde x, #0 pentru orice

. e . , ; 1
ne N, si fie infinit mic, este necesar si suficient ca sirul {——-— sa
X

"
fie infinit mare,
Demonstraie. Conditia este necesard. Fie {x,} un sir infinit

X

mic §i x, #{ pentru orice ne N. Demonstrim ci sirul {i} este
b3

infinit mare. Considerim un numir real A>0 si fie e=%>0.

Conform definifiei 2, pentru acest £>0 existi un numir natural

N(g), incit pentru orice n>N(g) avem |x |<e, adica ]x”]<£, de

unde

1 . - . 1
—1:- A . Aceasta inseamna, dupa definitia 1, ci sirul {—}
Xy Xa
este infinit mare.

In mod similar se demonstreazi ci conditia este suficients.
Teorema 2. Suma algebrici a doua siruri infinit mici este un

gir infinit mic.’
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n> N(g) au loc concomitent ambele inegalitati: |x,| <€ §i

T—— T T A SSEELLLEEELEGEESSS,

Demonstratie. Fie {x,} si {y,} doua siruri infinit mici. Sa
demonstram c4 sirul {x, = y,} este un sir infinit mic. Sirul {x,}
este infinit mic deci

ve>0,3N,(e)e N, Vn> N,(e):|xn|<§.

Sirul {y,} este infinit mic deci
Ve>0,3N,(e)e N, Vn> N,(e)]yn|<-§-.
Fie N(g) = max(N,(€), Nx(€)), atunci
Ve>0,Vn> N(e): |xn[<-§— si |y,'|<§.

Folosind proprietatea 7 a valorilor absolute din 1.2, avem
£ £
|x,, T ynl < |xu[+|i yn| < E+5:£ .
Prin urmare,
Ve>0,3N(e)= max(N, (e). N, (e)), Yn> N(e): |x“ ynl <E.

Conform definitiei 2, sirul {x, *y,} este infinit mic.

Consecintd. Suma algebricid a unui numér finit de giruri
infinit mici este un gir infinit mic.

Se aplica aceastd teorema consecutiv de mai multe ori.

Teorema 3. Produsul a douia siruri infinit mici este un gir
infinit mic.

Demonstratie. Fie {xn} si {yn} doud giruri infinit mici. S&
demonstram ci sirul {x,y,} este infinit mic. Sirul {x,} este infinit
mic deci Ve>0,3N,{e)e N,Vn> N,(e)|x,|<€. Sirul {y,} este
infinit mic deci

E=],3N2(£)EN,VH>N2(E): y.l< 1. 7

Sa definim  N(g)=max(N,(g). N, (a)) Atunci  pentru

y"|<].
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<g-1=¢, ceea ce

Prin urmare, Va> N (E): Ix,,y,,| = lxu!'

yn
inseamn, conform definitiei 2, c& sirul {x,y,} este infinit mic.

Consecintd. Produsul unui numar finit de siruri infindt mici
este un sir infinit mic.

Se aplici teorema 3 consecutiv de mai muite ori.

Teorema 4. Produsul dintre un sir mirginit si un sir infinit
mic este un gir infinit mic.

Demonstratie. Fie {x, } un sir marginit, iar girul {y,} un sir

infinit mic. S& demonstrim ca sirul {x,y,} este infinit mic. Sirul
{x,} este mirginit deci
3IM>0,Vre Nz, |< M.

Sirul {y,} este infinit mic deci

V—AZ>O AN(e}e N, Vn> N(e |ynl<—

Prin  urmare, pentru orice n>N(g) avem

|xn ynl = |xn|-|yn| <M % =g, ceea ce inseamnd, conform definitiei

2, cagirul {x,y,} este infinit mic.

Consecintd. Produsul dintre un sir infinit mic si un numar
este un sir infinit mic, deoarece numdrul poate fi considerat ca un
sir constant gi deci mérginit.

Teorema 5. Sirul constant {c} este un sir infinit mic atunci
$i numai atunci cind ¢=0.

Vom demonstra aceastd teoremd prin metoda reducerit la
absurd. Fie {c} un gir infinit mic si presupunem ci c#0.

N(e) astfel incit pentru orice u>N () se verifica inegalitatea

ICI

Id<e, adica |<t!, de unde 1<i
2 2

Conform definitiei 2, pentru a-— >O existd un numir natural

. Din contrazicerea obtinuti
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rezulty ci ¢=0. Daci insd c=0, atunci evident ci sirul constant
{0}=00....0,... este un sir infinit mic.

Noti, Despre comportarea raportului a doud siruri infinit mici si
despre comportarea produsului unui sir infinit mic la un sir infinit mare
nu se poate spune nimic precis. Dim céteva exemple de acest fel.

1. a) Fie {xn}={i—}-—>0 si {y,}= { }—)0 Avem

{x_"}={l}_>o, adici acest gir este infinit mic, ijar girul
n

Il _ {n} — +o0, adica el este infinit mare.
x

b) Fie {xn} = {%} —0 si {yﬂ} = {%} — 0. Obtinem ¢ sirul

{-{"—} = {i} nu este infinit mic.
Yol \2
2. a) Fie {x1= {_é.} -0 5 {y,}={n}>+e. Atnci sirul
{x,,}={1} nueste nici infinit mic nici infinit mare.
" b) Fie {xn} {n} —0 s {yn { }—) +ea. Atunci sirul

{x,%,} = {n} — 4eo, adici el este infinit mare.

¢) Fie {xn}z{iz}_)() si {yn}zn—>+oo, atunci  sirul
n

{x, yn} = {é} — ) este infinit mic, '

1.4.2. Siruri convergente
Definifia 1. $irul {an} se numeste convergent, dacl existd

un numir real e astfel incat sirul {a, —a} este infinit mic.
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in cazul acesta numirul a se numeste limita sirului
convergent {an} §i se noteazd lima, =a(de la cuvantul latin
n—yea

"limes" - limitd) sau a, — a, cAnd n — o= (se citeste a, tinde la 4,
cand n tinde la infinit). Folosind definitia 2 a girului infinit mic din
1.4.1, obtinem definitia ce urmeaza.

Definitia 2. Sirul {a,} sc numeste convergent, daca exista
un numdr real « astfel incét pentru orice numir real € >0 existi un
numéir natural N (E) care, in general, depinde de €, astfel ci pentru

orice n> N(g) se verificd inegalitatea |¢, —a| <€ .
in acest caz numirul a se numeste Jimita sirului convergent
{an} . Se mai spune ci sirul convergent {a,,} tinde cdtre a.

In simbolica logicii matematice lim a, = a se scrie astfel:
. H—3ca

lima, =a & Ve>0,IN(e)e N,Vn> N(e)|a, —d|<e.

R—ye

Avind in vedere ci
]an -a|<£ ~a-E<a, <a+ESa, € v(a,&‘),
obtinem '
lim a, = a ¢ Ve > 0,IN{e)e N.Vn> N(e)a, € v(a,£).
ne—ro
Avem urmitoarea definitie.

Definitia 3. Sirul {an} se numeste convergent, daci existi
un numir real a, astfel incdt pentru orice numdir real € > ¢ exista
un numér natural N(e), care, In general, depinde de €, astfel incét

in orice & — vecinitate v(a,s) a punctului a se afla toti termenii
sirului, exceptie ficdnd doar un numdr finit de termeni. Numirul «
se numeste /imita sirului {a, }.

Definitia 4. Sirul {an} se numeste convergent, dacé existi
un numdr real @ si un gir infinit micv{xn} astfel incét a, =a+x,.
Numirul @ se numeste fimiza sirului {an}.

Usor se verifici ci aceste definitii sunt echivalente.
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Un gir care nu este convergent se numeste divergent.

Noti. 1. Din definitia 3 a sirului convergent reiese ci un numir
finit de termeni ai girului nu influenfeaza nici la convergenta, nici la limita
lui, adici convergenta si limita girului nu se schimbi daci adiugam sau
daci omitem la sirul convergent un numir finit de termeni.

2. Din definitia 4 reiese ca orice gir infinit mic este convergent §i
limita fui este egald cu zero.

3. Din definitia 2 reiese ca orice sir infinit mare {y } nu este

convergent, adica este divergent. Uneori se mai spune ci acest sir are
limita infinita si se scrie imy, =oo.
n—ee
4. Din definitia 1 reiese ca orice yir constant {r},reR este

convergent §i limita lui este egalé cu r.

Exemple. 1. Sirul {auzm‘l} este convergent §i
n

lima, =17, deoarece an—a=n+1—}'=i si girul {—]—} este
n—ye n n n

infinit mic (vezi ex. 1 din 1.4,1).

-1
2. Sirul <a, = ]+( ) este convergent si lima, =1,
n n—ye

deoarece a, —a=(-1)" A si sirul {(— 1y i} este infinit mic ca
n n

produsul dintre un sir méarginit $i un gir infinit mic (teorema 4 din
1.4.1).
3. Similar exemplului precedent ne convingem ci sirul

_sinn P _
a, =—— este convergent §i lima, =0.
n Ny

4. Sirul {anz(— 1)"} este divergent. Intr-adevir,

. . 1
presupunem cd acest gir este convergent. Atunci pentru €=5

existd un numar natural N(g) astfel incét pentru orice n> N(g) s&
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avem |a, —a| < é Termenii girului {an =(~ I)"} iau valorile / sau

-1, deci |I—a|<§ si |(-])—a[<-2{. De aici
2=li~a+a+l=|1-a)+(a- (1)< -a|+|a~(-1)=
1 1
=[-a+|-1)—al<-+=—=1,
-+ <2+2
adicd 2<l. Contrazicerea obtinuta demonstreazi c¢a girul
{a" =(- 1)"} este divergent.
Sirurile convergente au urmitoarele proprietati.
Teorema 1. Orice gir convergent poseda o singura limita.
Demonstratie. Fie sirul {an} convergent si lima, =a,
lima, =b. Prin urmare, conform definitiei 4, a,=a+x, §£i

o
a,=b+y,, unde {x,}, {y,} sunt siruri infinit mici. Deci
a+x,=b+y,, deunde x, -y, =b—a. Conform teoremei 2 din
1.4.1, sirul {xn —yn} este infinit mic ca diferenta a doud siruri
infinit mici gi, dupa teorema S din 1.4.1, avem b-a=0, adicd a=b.
Teorema 2. Daci sirul {an} este convergent si ,E»IE a,=a,

atunci gi sirul {|a,1 |} este convergent cu limIaH|=|a|.
n—jeo

Intr-adevar,
lima, =a <« Ye>0,3N(e)e N,Vn> N(e). |an —a|<£ .

n—yoe

Folosind proprietatea 9 a valorilor absolute din 1.2, avem

Nan|—|a“5|an —a|<e. Prin urmare, sirul {|a” |} este convergent si
limla”|=|a|.
n—yea

Teorema 3. Orice gir convergent este marginit.
Demonstraie. Fie {a,} convergent si lima, =a. Avem
R

A4

a,—d|<e.

lima, =a & Ve >0,IN(g)e N, Vn> N(e)

R—yeo

Prin urmare,
|an| = |a -a +a,,|= |a+(an —a)l < |a[+|an —al <|al+£,
de unde |a,|<|a|+€ pentru orice n> N{g). Noténd prin M cel mai

|a[ + g , obtinem

,...,{aN{e)
VneNla |sM,

ceea ce inseamnd ca sirul {an} este marginit.

mare dintre numerele |a, ||a,

aﬂ

Teorema 4. Daca sirul {a,,} este convergent §i

lima, =a#0, atunci incepand cu un numdr natural (rang) este

H—ro

definit sirul {—]—} , care este mirginit.

ai‘!
N la] o .
Demonstratie. Fie e=-2->0. Atunci existi un numir

namral N(g) astfel incit se verifica inegalitatea la, 4| <l;~|—,
pentru orice n> N(g). Prin urmare,

la|=la —a, +a,|=|la-a,)+a,|<|a—a,|+|a]=
=1an—-a|+|a,,|<|%l+|an|,
de unde |a"]>|a|-|—g-|=[-;—|>0 pentru orice n>N(g). Deci sirul
o
a,| o

FS

. . U 1
pentru orice n>N(s). Aceasta inseamna cd girul {—} in

{i} este definit fncepdnd cu numirul N(e)+/ si

a,

aq

n

intregime este marginit.
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Teorema 5. Produsul dintre un sir {au} mirginit inferior si
un sir {5, } infinit mare este un sir infinit mare.

Demonstratie. Fie {a"} un sir marginit inferior, adici 3 K ,
¥ neN:a, 2K. |

Intrucit|a) > a, neNavem 3K, VneN:|a,| =K.

Sirul {b,} este infinit mare, ceea ce inseamni ca

A A

A A
‘v’lKI,EIN e Nvn>N | = 1bn|>E.

IK| [¥]
. A
Deci Vne N(E—]1an|-]bn|=|an ‘b,|> A.

Prin urmare,
VA>0,IN(A),Vn> N(A)|a,b,|> A,
ceea ce Tnseamna ca sirul {anb,,} este un sir infinit mare. Teorema

e demonstrata.
Din teoremele 3 §i 5 reiese urmdtoarea comsecintd: produsul

dintre un gir convergent {a,}) cu lima, 20 si un sir infinit mare este
un sir infinit mare.

Un sir de numere {a, } este crescdtor, daci
a,%a,%a;=..<q,<a,, <.
si este strict crescdtor, daci
a,<a,<a;<..<a,<a,, <...

Evident ca girul numerelor naturale 7, 2, 3, ..., n, ...este strict
crescator, iar sirul J, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, ... este crescator.
Se spune ci un sir de numere {a”} este descrescdtor, daca
a2a,2q;2..2a,24a,, ...
sl este strict descrescditor, daci
a;>a,>a;>..>a,>a,, >...

Sirul -1, -3, -3, -7, ... este strict descresciitor.
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Un sir crescator sau descrescitor se numeste sir monoton.
Un sir strict crescator sau strict descrescitor se numeste sir strict
monoton.

Fie {an} un sir si k; <k, <...<k, <... un gir strict

crescitor de numere naturale. Jirul ay ,ag_ ,....8g ... Se numeste
subgir al sirului initial. Se noteazi {ay }, neN. Observim ci

ks=2n, n eN.

Teorema 6. Orice subsir al unui sir convergent este
convergent §i are aceeagi limita cu girul initial.

Demonstratie. Intr-adevir, dac sirul {an} este convergent

si lima, =a, atunci Ve>0, 3N (e)eN, Vn >N(e)l a,-al <e.

H—¥oe

Fie {akn } n € N un subsir al sirului {a,}.

Avem k., ZN(E) =

N{g) —

a, —a|<a.
Prin  urmare sirul {ak }, neN este convergent
n

i lim 2, =a . Teorema este demonstrati.
n—es
Conform teoremei 3, orice sir convergent este mirginit.

Afirmatia inversd nu este justi: sirul {(—— I)"} este mirginit, desi el
este divergent (ex. 4 de mai sus).
Un numir real r se numeste punct limitd al sirului {a,}, dacd

orice £ — vecindtate a lui contine cel putin un termen al sirului,
diferit de r. Punctul limitd poate si apartind sau si nu apartind
sirului, Deci orice £ — vecinitate a punctului limitd r contine o
infinitate de termeni ai sirului.

Exemplul 5. Sirul 1 are un singur punct limita, si anume

n
r=0, care nu apartine sirului. Intr-adevir, in orice € — vecinitate a
Iui r=0), adica in intervalul deschis ]-- E,E[ cu £>0 ce afla toti

termenii sirului {—]-} cun>N(e)= E(i) +1.
n £
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Exemplul 6. Sirul {(— ])"} are doud puncte limitd r;=1 si

r2=-1 i ambele apartin yirului. Intr-adevir, in orice £ — vecinitate a
punctului ;=7 se afla toti termenii girului de rang par, iar in orice
€ — vecinitate a punctului r;=-71 se afla toti termenii sirului de rang
impar.

Neti. 1.Orice gir mirginit are cel putin un singur punct limiti, care
coincide cu limita acestui gir ([14], v. 1, p. 79);

2. Daca girul {an} este divergent, atunci sau lima, =, sau
A—doo

acest §ir are mai multe puncte limitd ([3], p. 62).
Sirurile care au mai multe puncte limitd se mai numesc
siruri oscilante ([3], p. 62).

Sirul {(— I)"} este un gir oscilant, deci el este divergent.

Teorema 7. Orice sir monoton §i mirginit este convergent.

Demonstrafie. In virtutea notei 1 de mai sus riméne si
ardtim ca acest §ir nu are decdt un singur punct limiti. Sa
presupunem ci sirul este, de exemplu, crescitor si are doud

puncte limitd r, si r, ca r;<r;. Impartim intervalul ]r,,rz[ in
intervalele J, —e,r, +&[ si |, —e.r, +€f, care sunt disjuncte,

nh=n

considerind g= > (. Observim ca orice numir real, ce

apartine primului interval, este mai mic decét orice numir real, ce
apartine intervalului al doilea (r,<r;). Punctul r, este punct de

limits, deci 3njeN:a, €l ~er +e[. Existi un indice
n, € N pentru care a,, € ]r2 —€,Ty + 8[, deoarece, in caz

contrar, punctul r, nu ar fi punct limitd si ap <ag,. in

consecintd, strul, fiind crescitor, avem a, >a

Pentru #>n; intervalul ]rz —&,1, +8[ nu poate contine toti termenii

n =0y >ny.

sirului, deoarece, in acest caz, in intervalul ]r} —&,1n +£[ am avea

un numir finit de termeni §i r; nu ar fi punct limiti. Deci existi

48

non, §i a, € Fy -1 +el. Intrucit a, € T, -6,y +¢],

avem a, <2, . Am ajuns la o contrazicere cu faptul ci girul
{a,} este crescitor: n3 >n, = a,, >ap,, . Prin urmare, r;=r; si

sirul este convergent.

Notd. Conform teoremelor 3 gi 7, obtinem urmitorul criteriu:
pentru ca sirul monoton sa fie convergent este necesar §i suficient ca
acest gir sd fie mdrginit.

Vom considera doud exemple de siruri la cercetarea
convergentei carora se foloseste acest criteriu.

Exemplul 7. Fie sirul {xn}, unde x, =\}a+\/a+...+\/c_1 ,

a>0. Evident ci acest gir este definit cu ajutorul formulei recurente:
X, = Ja, Xy = Jawnc,1 , neN. Pentru a stabili convergenta

acestui gir, conform criteriunlui, trebuie s demonstram ca sirul este
monoton (crescitor) si marginit. Ci sirul este monoton crescitor,
rezultd imediat: tofi termenii acestui gir sunt numere pozitive §i
a>0, adicd x,<x,.; pentru orice ne N. In continuare aritim ci
sirul este mirginit superior de numirul A=max(a,2}. Daci
x, <a, atunci girul este marginit de a. Dacad x, >a, n=2, 3, ...,
atunci
— 2 _
,=atx, D x.,,=a+x, <atx,,, =

xl'l +

= xf+l < Xnst + Kprl = 2‘1"‘:m+4r ’
de unde x,., <2, pentru orice ne N . Prin urmare, pentru orice
neN avem x,,<A, unde A=max{(a,2}. Intrucat sirul este
monoton crescator §i marginit superior de A, acest sir este marginit
si inferior, de exemplu, de numarul x, = Va , adica sirul {x,} este
marginit. Conform criteriului, sirul {x,,} este convergent. Notdm

limita Iui prin ¢. Evident ¢& Vne N,x, >0=> limx, =c20. Din

n—re2

relatia x’,, =a+x,, avem ci sirurile {x,fﬂ,} si {a+x,} sunt
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. f . g v . 2
identice si au aceeasi limitd, adic Z=a+csauc’—c—a=0,de

_Ii\/1+4a _I—\/l+4a <0
. Sl oy _—-———2

unde ¢, 3 Numirul ¢, nu
e . M+ 4 .
satisface conditiei c¢>0. Deci ¢= li_.lz_—a- , adica

. I++1+4a
limx, =—————.

R—oo 2

Exemplul 8. Fie sirul {x,} definit cu ajutorul formulei

1 a . )
recurente x, =5 X,+— } ne N, unde x, §i a sunt orice
x?‘!

numere reale pozitive.
Demonstrdm ci acest sir este convergent i limx, = Ja.
H—doo

Conform criteriului vom ardita ci girul este monoton (descrescator)

gi marginit. Observim ci din definitia acestui §ir reiese ca toti
termenii lui sunt numere reale pozitive. Aratam, mai ntdi, ci girul

{x,} este marginit inferior de Ja pentru orice numir natural

n2 2. intr-adevir, din inegalitatea evidentd

2
VI>0’.(£._1_)220¢=>I_—ZI+I

20<:>t—2+120<:>t+-1-22
t t t t

gi formula recurenti Jc,m.:i x"+-‘-1—- =—‘/-£ alt +£‘- cu
: 2 X, 2 e x

]

X

Ja

>0, obfinem

3B o

=

X ., =

nt+! 2 J; x,

i
pentru orice ne N, adicd x, >Ja pentru orice numdr natural
nx2.
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Demonstrdm ¢a sirul {xn} este monoton descrescitor.

X 1 a ] a 1
atl — l+—5 E—|l+—5 |==
Xn 2 An (‘\[C:)z 2
Xy 18X, n=2, 3, ... 5i deci
X, 2X; 22X, 2X,,42....
Observim ci sirul x,, x3, ..., X,, ... este mérginit superior, de

Intr-adevar, -2=1, adica

[\]

. 1 a . .
exemplu, de numirul x, =5 Xx; +— | . Prin urmare, acest sir este
X
!

convergent si (xn >+Ja ):> lim x, 2va .
n—roe

Dupa cum se stie, la convergenta sirului si la limita lui nu
influenteazi daca adiugdm sau omitemn un numdr finit de terment
(a se consulta nota 1 dupa definitia 2 de la inceputul acestui
paragraf).

Asadar, am demonstrat ci sirul initial {x,} este

convergent si lim x, 2+/a.
n—yoo
Calculdm limita acestui- sir. Notim limx, =c. Din

n—poo

o ) a . .
formula  recurentd  x, ,=—|x, +— obtinem  ecuatia
X,

n+l 2

n

¥
C='2'(C+EJ sau ¢’ =a, adici ¢, =+va . Numirul ¢, =+va
- .

satisface conditiilor problemei (c >+Ja ) Prin urmare, sirul {x, }
este convergent §i limx, = Ja.
n—ree

Notd. 1. In ambele exemple am folosit urmatorul algoritm pentru
calcularea limitei wnui §ir. Mai Intdi cu ajutorul criteriului se
demonstreaz existenta limitei unui sir, adicd se stabileste convergenta
lui. Apoi se calculeazd valoarea limitei, trecnd in formula recurents a

sirului la limitd, cAnd n—eo {evident c& lim x, = lim x,,;=c)
. R0 1—poc
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2. Formulele recurente se utilizeazd foarte des in matematica
moderna de calcul, deoarece aplicarea lor se reduce la repetlarea unora si
acelorasi operatii de calcul, mai ales cind este vorba de aplicarea
masinilor de calcul. ’

Formula recurentd din exemplul 2 serveste ca algoritm la
calcularea réidicinii pitrate din orice numiir real pozitiv,

Daci luim a=2 si x;=1, atunci formula
Xppp = ,_1_( x, +_“_} = _{[ x, +_§_J ne di urmitoarele rezultate pentru
Xn Xn

numdrul irational \5 cux;=I:

xy =] x; 42| =L (1+2)= 3 = 15000...
2 Xl 2 2

X3 =l{x2 +—2‘] = ].4166...
2 Xg

Xy =[ x5 +-2 | =1,41421568...
2 3 X3

Xs =—1-[x4 +i]= 1,414213562374...
) 2 X3 .

X =l X +—2— =1,4142135623730950488016896...
6 2 5 X
5

Observam ci prima aproximare x, confine o cifrd exactd a 2, x5
contine 3 cifre exacte, x; contine 6, x5 contine 12, x5 confine 24, iar daci
trecem la aproximérile x; §i xg objinem deja 48 gi respectiv 60 cifre exacte

pentru numérul J2.

1.4.3. Operatii aritmetice cu §iruri convergente. Nedetermindri.
Trecerea la limitd in inegalitati

Teorema 1. Fie {a,} si {b,} douid siruri convergente si

lima, = A, limb, = B. Atunci

n—&o n—oo

a) sirul {a, +b,} este convergent si
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lim(a, +b,) = lima, + limb, = A+ B;

n—yo0 Ay n—see

b) sirul {a,-b,} este convergent si

lim{a, -b,) = (lima")-(limbn) = A-B:

H—3oo n—pos n—yoo
a a lima,
¢) girul {—2} este convergent §i lim—*="2=—=— cu condifia
b, arp  limb, B
R—3¥0c0

c¢i B #0, b, #0 pentru orice ne N .
Demonstratie. Aplicand definitia 4 din 1.4.1 pentru sirurile

convergente {a,} si {b,} cu lima,=A, limb =B, avem
Ry Hi—3o0

a,=A+a,, b,=B+p,, unde sirurile {o,}, {B,} sunt infinit
micl. V

a) Avem a, +b, =(A+B)+(c, £B,). Conform teoremei 2
din 1.4.1 sirul {o, £B,} este un sir infinit mic §i, prin urmare,
dupa definitia 4, obtinem ci sirul {a,, ib,,} este convergent §i
lim(a, +5,)= A+ B.

b) Avem

a, b, =(A+a,)+(B+B,)= AB+(AB, + Ba, +0,B,).

Dupi teorema 4 gi consecinta din teorema 2 din 1.4.1 avem

ci sirel (AP, +Ba, +a,B,) este infinit mic. Prin urmare, sirul

{a,-b,} esteconvergentsi lim(a,-b,)=A-B.

¢) Avem
% _A_xB-Ay, (A+a,)B-AB+f,)_
o B By, By, h
:Mz(a ___’1./3 )_I_
By, "By,
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Deoarece sirul {i} este mirginit (teorema 4 din 1.4.2),

R

iar sirul [an —%Bn] este infinit mic (teoremele 2 s5i 4 din 1.4.1),

avern cd sirul {(an —-—%B"J —I—} este infinit mic (teorema 4 din
Yn

1.4.1). Prin urmare, girul {%i} este convergent §i Iimﬁﬂ-=%.
h—>oo
n

Teorema este demonstrata.
Consecinga 1. Daci sirurile {a,} si {b,} sunt convergente

si lima, =limb,, atunci siral {a,—b,} este un sir infinit mic.
f—roo

f—oo
Aplicam punctul a) al teoremei.
Consecinta 2. Daci sirul {an} este convergent gi

lima, = A, atunci sirul {ra,} este convergent si ji_r’z(ran)= rA

H—dos
pentru orice numir real r. Aplicim punctul b) al teoremei pentru
sirurile convergente {an} si {r}

Consecinta 3. Suma algebrici §i produsul unui numar finit
de giruri convergente sunt siruri convergente. Limitele lor sunt
egale cu suma algebrica (respectiv produsul} limitelor sirurilor

respective. Se aplica punctele a) si b) ale teoremei de céteva ori.
Noti. Teorema reciproci teoremei | nu este adevidrata. Fie sirurile

{(— 1)”] si {(—])"”} punctele limitd ale cérora coincid: r, =1 si
r,=—[. Deci aceste sgiruri sunt divergente, Insd sirul-suma

{[ (_ ])n +(_ ])fH-J']} = {0}, ca un $ir conslant, este convergent cu limita

egald cu zero, iar sirul-produs (sau girul-cit) este {(— })} care, ca un §ir

constant, este de asemenea convergent si limita lui este egall cu (-1).
Exemple.
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2
1. Sa se calculeze limita sirului {xn} = {M}
n(n+2)
Avem
2 2
_n +5n+4=(n+2) +n:n+2+ / =]+£+ ] |
n(n+2) n(n+2) n n+2 o ni2

Prin urmare, sirul {x,} este reprezentat ca suma algebricé a
trei giruri: sirul constant {1} este convergent si limita lui este egala

cu I, iar sirurile {“2_}‘ { ! } sunt siruri infinit mici. Conform
n n+2

teoremei 1, siral-suma {x,} este convergent §i limita lui este
. . nt+5n+d 2 1
llmx,, = lim——=lim] /+— 4.
fi—yeo n—yoo n(n + 2) H—yeo n n-2

=lim1+2lim-£+lim =]+0+0=1

n—yeo fdoo g neyeo g — 2

2. Sase calculeze limita girului {x,} = {ﬁ} .
n+

Avem
n+3 _ n+2+1 1 1 1 1 1

= = = = 4
K 3(n+2) 3"(n+2) 3" 3" (n+2) 3* 3" n+2
Deci sirul {x,} este reprezentat ca suma §i produsul

. 1 1 . .
sirurilor {—¢, {~—=>5. Usor se constati cii aceste giruri sunt
3" n+2

infinit mici (aplicAm, de exemplu, teorema ! din 1.4.1 sau vezi
ex. 1, 2 din 1.4.1). Prin urmare, conform teoremei 1 de mai sus,

sirul {xn} este convergent i limita lui

. . n+3 . I 1 1
himx, = lim————— = lim| — +—- =

oy o 3 (42} e\ 3 3" n+2
=limi+(lim—]—)-(lim ! ]=0+0-0=0
n-yeo 3N Ao M nyeo 4 2
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3. Si se calculeze limita sirolui {x,}, daci
_a,tap+an’+. +an”
n 2 R

b, +bn+bn +.. +bn
naturale, iar a,,€ R—{0}, b€ R- {o}.

unde m, n, k sunt numere

Avem
a a
n’"[%+—,—n‘_—l+...+am) 1 %+—-m]_1+...+am-
n R n n
X, = =
b b k-m }
( 0y Dotiab | P g tth
k k
n n n n

. . ] _
Observim c¢i girul {-—s , unde s, un numér natural fixat,
n

este infinit mic, conform teoremei 1 din 1.4.1, si deci limita lu este
egala cu 0. Prin urmare, aplicand teorema | de mai sus, obtinem ci

i a=oe p™ oo e
limx, = lim—— —% n ,
H=ron n—yoe pt =M b b
1|m—-—+hm—k—+ +11mak
n—yoo nk n—yoo py =

daci k—m=20.

Cazul 1: m=k
fimx, =1-0+0+"‘+ak =a_,(;
o 0+0+..+b, b,
Cazul 2: m<k
lin‘]_x;n :0.9_t_0i:..*.ﬂ_"'.=0..q,'ﬂ.ﬂo.
n—yes 0+0+.. +b, b,

Daci insi k—-m <0, adicd m >k, atunci aplicind cazul

precedent la sirul { ! } obtinem inm—]— =0, adici sirul {x,} este
xﬂ

Ll

un sir infinit mare (teorema 1 din 1.4.1).
Demonstrind teorema de mai sus asupra operatiilor
aritmetice cu siruri convergente nu am considerat cazul cind avem
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numai sirurt infinit mari san numai giruri infinit mici, sau girari
infinit mici gi iruri infinit mari.
84 studiem mai detaliat aceste cazun,
a) Nedeterminarea de forma (e=—e). Daci ambele siruri

{a,,} si {b,,} sunt siruri infinit mari de acelasi semn sau unul din
ele este un gir infinit mare, iar celalalt este convergent, atunci suma
lor {a, +b,} este un sir infinit mare. Acest rezultat reiese direct
din definitia sirului infinit mare. Daca sirurile {a,} si {6} sunt
siruri infinit mari de semne diferite, atunci girul {a,, +bn} poate fi
de orice naturd, deci apriori avem o situatie nedeterminatd. Aceasta

rezultd din exemplele de mai jos.
Exemple.

{“} { }——)+oo
D =)o
{ﬂ} {n +5}—;+°°
7 ) ={on) o

) {b,.{}a:}{:{: ﬁu}g j_m ={a, +bn}={£}~»o;

{a}{j}—>+oo ool
T e e SRR O

este divergent (nu are limitd).

Exemplele acestea ne aratd ca suma a douad siruri infinit mari
de semne diferite poate si fie un sir infinit mare; un sir convergent,
care are ca limitd, orice numir sau un ir divergent (nu are limita).
fn acest caz se spune ci avem o “nedeterminare”. Ea se numeste

nedeterminare de forma (oo— oo). “A ridica™ aceasti nedeterminare

::>{a" +bn}={n2}—)+oo;

={a, +b,}={5} -5

inseamnd a rezolva in fiecare caz concret, {inind seama de forma
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sirurilor {a,} si {b}. problema despre comportarea sirului

{a,t +b, }
b) Nedeterminarea de forma (O-eo). Pornind din definitia

sirului infinit mare, se verifici ugor ci produsul a doua siruri infinit
mari sau produsul dintre un sir convergent cu limita diferitd de zero
i un sir infinit mare este un sir infinit mare (a se consulta teorema
5 din 1.4.2). Daca nsd inmultim un sir infinit mic cu un sir infinit
mare, obtinem o “nedeterminare” de forma "0-eo" (vezi exemplul
2 de la sfarsitul punctului 1.4.1), care “se ridicd”, studiindu-se in
ansamblu comportarea sirurilor-factori.

¢) Nedetermindrile de forma (%) §i (2) . Usor se

o0

demonstreazi ca

1) dacd {an}—-)a,a;to §i {bn}—)m, atunci {%}—)0 (a se

consulta teorema 3 din 1.4.2 5i teoremele 1 §i 4 din 1.4.1).

}—)m (a se

n

. . la
2) daci {a,} > i {b,}—=b,b=0, atunci {b—"
consulta teorema 5 din 1.4.2).
Daci insa sirurile {a,} si {b,} sunt ambele siruri infinit
. NI : . . |a
mici sau ambele sunt giruri infinit mari, atunci sirul — cét {b—”}
"
poate fi de orice naturd. Deci obtinem “nedeterminiri” de forma
0y . (e - L
(5) sl (—) Ci raportul a doua siruri infinit mici este o
o .
“nedeterminare”, s-a arftat deja in exemplul 1 de la sfirgitul
punctului 1.4.1 Ci raportul a doud siruri infinit mari este o
“nedeterminare” se va vedea din exemplele.de mai jos. De acest
fapt ne mai putem convinge, considerind raportul a doud giruri
infinit, mari ca produsul unui §ir infinit mic cu un sir infinit mare,
care, dupd cum se stie, ne di o “nedeterminare” de forma (0- m) .
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Exemple,
y ad={w} e
EONEEE

. b P
iar {—"} = {n} — oo este un gir infinit mare;
a.ﬂ

e N

acest caz am obfinut siruri convergente, care au limite diferite.

H

] e e
= {%} = {—-} — 0 este un sir infinit mic,
n

3 fa}={(-1y )=
b} ={n} -

divergent (nu are limit3).

Teorema 2. Daca toti termenii sirului convergent {a,} sunt

= {-E—-} = {(a 1)} este un sir

n

nenegativi, adicd a, =0, pentru orice ne€ N, sau pozitivi, adica
a, >0, pentru orice # € N, atunci limita lui {a,} este nenegativa,
adicd lima, 20.

n—yos

Demonstratie. Fie {a"} convergent si  lim a,=a cu
H—yoa

a,20 (sau a,>0) pentrn orice ne N. Presupunem ci a<0.

el

Pentru £ = 5 >0, exista un numr natural N(e), astfel incét

¥n>N(e |a -—a|<£<:>a £<a,<a+e=>

a
:>an<4:1+]5[=g~<0:>a,i <0,

ceea ce contrazice ipotezei teoremei. Prin urmare, lima, =a 20 si

n—yoe

teorema este demonstrati.
Consecingid. Daca termenii sirurilor convergente {x,}, {y,}

satisfac conditia x, >y, (sau x, >y, ) pentru orice ne N , atunci
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limx, > limy, . Intr-adevar, sirul {an—x yn} satisface ipoteza

n—eo H—yoo

teoremei, deci lima, = l1m( - y,) = limx, ~ li_En v, 20, de unde
n—yoe

n—yoo H—pom

limx, 2 hm ny,.

N—pco
Teorema 3. Daci sirurile {x,}, {z,} sunt convergente si au
limitele egale: limx, =limz, =a s$i daci pentru orice ne N

H—Fo= R—bee
X, S, < 7y atunci girul {yn} este convergent $i limita lui este

egaldcua.
Demonstratie. Pentru orice €>0, existd numiru! natural

N ,(e) , astfel tncét
Vn>Ny(e):|x, —a< e
si numérul natural N,(e) astfel incat Vn > N,(e [z,,l ~dl<e.
Notim N{e)= max(N 1(€),N,(€)) . Atunci
Vn>N(g)=>a-e<x,<a+€sia-£<z,<a+¢.

Prin urmare,

Yn > Ne)

ceea ce inseamnd ci limy, =a.
n—yoe

Notd. Folosind teoremele 1-3 si definitiile puterii reale, a functiilor
y=a*,a>0,a#1, y=log,x,a>l,a#] x>0, obiinem urmitorul
rezultat.

Teorema 4. Daci sirul {x } este convergent i limx, =c,

H—eo

¥, —a|<&,

atunci
. o S lo4 o .
a) sirul {]xﬂl } este convergent i lim |x,!1 =|C| pentru orice
1—yoo
numdr real a #0;

b) girul {a"" }, a>0,a# I este convergent §i lima™ =a°®;
H—poo
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c) sirul {loga]xnl}, unde a>0,a#1 5i x, #0,c#0, pentru orice

numir ne N , este convergent i lim(loga‘x" l) = log, [c[ ;
R—yoo
d) daca {yn} este convergent cu y, 20 pentru orice neN si
limy, =#5>0, atunci girul y:"} este convergent $i limita lui
n—yea

este egali cu b".

Nu vom prezenta demonstratia teoremei 4, deoarece ea se
bazeazi pe teoria numerelor reale, care nu este expusd aici (vezi,
de exemplu, demonstratia acestor rezultate Tn [3]). Rezultatele a),
b) si c) ale teoremei 4 pot fi formulate In modul cuvenit gi in cazul

céind sirul {x,} este un sir infinit mare.

Referitor 1a punctul d) al teoremei 4 avem urmitoarele trei
cazuri cind nu se poate spune nimic in ceea ce priveste

convergenta sau divergenta sirului y,f" }:

1) Sirul {yn} este convergent si lim y, =1, iar siral {x,}
n—eo

este un gir infinit mare, adicd limx, =c. Aici avem o

poavon
nedeterminare de forma (I“’) ;

2) Sirurile {yn} gi {x } sunt siruri infinit mici, adici
ll_’rﬂx = hm ny, = 0. Aici avem o nedeterminare de forma (00)

3) Sirul {y,} este un sir infinit mare, iar sirul {x,} este
infinit mic. In cazul acesta avem o nedeterminare de forma (ooo) .

Observadm c& nedetermindrile de forma (ooo) si (07 se

obtin §i din cazul a} al teoremei 4, cind limx, =, a=0 §i

f—30e

respectiv lim x, =a=0.
=300

61




in incheierea acestui paragraf vom demonstra ci sirul

n" el
{(1 +;J } este convergent. Cercetam, mai intii, convergenta

r+l ’
sirului {yn}={(}‘+—j—J } Ardtdm ci sirul {y,} este monoton
Fg:

n+l n+2
descrescator. Deoarece y, = [1 + —) s Vel = (1 + —) ,
n n+1

avem

I n+l (n ] n+t
v [14‘;) _—nnﬂ B (n+1)2n+3 _
Vasr ( It I JMZ (n+2)"+2 n"*! (n+2)"+2
n+1 (n+1
(n+1)2{"+,] n+l (n+1)2 " n+l
n"”(n+2)”” n+2 n(n+2) n+2

n+!
! n+l 1 n+l
=il . =17 . —
{ +n(n+2)J n+2 ’: +n(n+2) (n+l)] n+2’

(am aplicat inegalitatea Bernoulli: (7+ a)"” 2I1+(n+ o cu

)n+2

! >0). Observiam ca _n+l > !
n(n + 2)

. Intr-adevar,
n(n + 2) n+l

n+l 1 n(n+2) (n? +2n+1)-1
> =S <(n+l) e <n+l)e
n(n+2)" n+l n+l n+l
(n+1)-——<(n+1)
n+l
Deci
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Ys >4 n+l .n+]>(1+ 1 J_n+]=1.
n(n+2) n+2 n+l/ n+2

yn—f-!

Prin urmare, y, > y,,;, n€ N, adici sirul
)i n+d
{y,,} = (I +—j este monoton descrescitor.
n

Deoarece toti termenii girului sunt numere pozitive: y, >0
pentru orice ne N, sirul este mirginit inferior de zero. Superior

acest sir este marginit, de exemplu, de numarul y, = ({ +I)2 =4.
Intrucat sirul {y,} este monoton §i marginit, el este convergent,
conform teoremei 7 din 1.4.2.

Observim ci sirul initial {(I +i) } poate fi reprezentat
n

n+l
ca ctl a doud giruri convergente {y,, = (1 +i) } si {} +l} cu
n n

lim(1+ij = lim/+ limi= I+0=1.

Hyos n n—yeo n-yeo

Prin urmare, girul {[1 +—}—) } este convergent §i limita lui
: t

"
lim[l+i) =limy, . Notim acest numir prin litera e. Aceastd

n-aoo n n—pee

notatie 1i apartine matematicianului, mecanicianului §i
astronomuiui elvetian L. Buler (1707-1783). Numirul e este
irational, adic# reprezinti o fractie zecimala infinitd si neperiodica:
2,718281828459045... (vezi, de exemply, {14], v. 1. p. 277), unde
numirul e este calculat cu 600 semne zecimale dupd virguld.
Magina electronici a efectuat aceste calcule circa intr-o minuti
(a. 1970).
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Numarul e joacd un rol important in analiza matematici, 4

asemenea numdrului 1, care este numirul ~ cheie In aritmetic3 sau
numérul 7 pentru geometrie. Dintre toate functiile exponentiale
numai functia ¢' are urmitoarele proprietati: tangenta la graficul
acestei functii in punctul (0,/) formeazi cu axa absciselor un unghi
de 45°; derivata de orice ordin de la functia ¢* coincide cu ea nsasi.
In studiile teoretice este foarte comod s se aleagd numarul ¢ drept
baza logaritmilor.

Logaritmii in baza e se numesc logaritmi naturali sau
logaritmi neperieni, dupa numele matemnaticianului scotian Napier
John (1550-1617) si se noteazd Inx in loc de log.x. In calculele
practice e mai comod uneori s3 ne folosim de logaritmii in baza 10,
care se numesc logaritmi zecimali sau logaritmii lui Brigs, dupd
numele savantului englez Brigs (1556-1630). Logaritmii zecimali
se noteazd lgx in loc de log,y x. Legétura dintre acesti logaritmi se
efectueazi prin formula Inx= A-lgx, unde numirul irational

I
A=—=Inl0=23026 sau lgx=B-Inx,
lge
unde nurnirul irational
B=—]—=lge=0,4343.
10

In
1.5, Limita functiei
1.5.1. Definifia limitei functiei. Exemple.

Fie functia y=f{x), xeD si fie x,eD sau x,&D. Consideraim
un sir de puncte din D, diferite de x;:

X1y X2 vy Xppy vves (1)
care converge citre x,, adicd lim x,, = x; . Valorile functiei f in
n—eo ’

punctele acestui gir formeazd un alt gir numeric:
fixs), fixa), oo s fixads .. )
s1 putem deci cerceta convergenta lui.
Definitia 1. Numirul A se numeste limita functiel f in
punctul x, sau cind x—x,, dacid pentru orice gir (1) de valori ale
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argumentului x, diferite de x,, convergent cétre x,, sirul respectiv
(2) al valorilor functiei converge citre numérul A.
Se noteaza astfel: A= lim f (x) sau f ():) — A, cind x—x,.
=Ny

Aceastd definitie se mai numeste definifia limitei functiei in
limbajul “sirurilor” sau dupd H. Heine (matematician german
(1821-1881)).

Functia f poate avea intr-un punct xp, o singurd limitd.
Aceasta rezultd din unicitatea limitei sirului numeric {f{x,)].
Definitia dupd Heine ne da posibilitatea s3 obtinem din teoremele
despre sirurile convergente teoremele corespunzitoare despre
limitele functiilor.

Aceasti definitie ne mai da posibilitatea sa stabilim ca unele
functii nu au limitd pentru o anumiti valoare a argumentului. in
acest scop e suficient sd ardtdm ca existd un gir de valori ale
argumentului, ce converge citre valoarea considerata a
argumentului, pentru care girul corespunzitor al valorilor functiei
nu are limitd sau si aritdm ci existd doud siruri diferite de valori
ale argumentului, ce converg citre valoarea consideratd a
argumentului, pentru care sirurile corespunzitoare ale valorilor
functiei au limite diferite.

Exist3 gi o alta definitie a limitei functies.

Definifia 2. Numirul A se numeste limita functiei f in
punctul x, (sau cind x—xy), daca pentru orice numar £>0 existd un
numdr §>0, care, in general, depinde de ¢ (se scrie d(e)) astfel Tncét
pentru toate valorile lui xeD, care verificd inegalitatea
0 <|x—x,| < &, se verifica inegalitatea | f(x)- A| < £.

In limbajul logicii matematice aceasta se scrie astfel:

A= lim f(x) o Ve >0,38(e)>0,Vxe D: 0<|x —xy| < 8(e) =

X—rXgp

=|fx)- A<«
Definitia a dova a limitei functiei se numeste definifie in

limbajul “e-6” sau dupd A. Cauchy (matematician francez
(1789-1857)).
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i e - gy

Reamintim c3 & - vecindtate a punctului x; (se noteazd
v(xy &), se numegte orice interval deschis ]xo-0, xp+df. Dacl
excludem x, din Jx,-d, xo+d{, atunci obtinem o “vecindtate

perforatd”, pe care o vom nota astfel: v(x,, J).

Cu ajutorul acestor notiuni definitia limitei functiei dupd
Cauchy poate fi enun{atd in modul urmétor.

Definifia 3. Numdrul A se numeste limita functiei f in
punctul x; (sau cind x—x, ), dacé pentru orice ¢ — vecinatate v(A, )

a punctului A, existd o J - vecinitate perforati V(xo, (5) a punctului

xp, astfel incdt pentru toate valorile argumentului din V(xo,é')
valorile respective ale functiei nu ies din v(A, &}.

In simbolica logicii matematice definifia 3 se scrie mai
concis astfel:

lim flx)=A4 o Vv(Ae)(x,6):
Vxe v(x,,8)= fx)e v(A,£).

Negatia definitiei 3 in limbajul simbolicii logicii matematice
se scrie astfel:

tim f(x)= Ao V(A g,), VV(x, 8): 3x, € vx, 5)=
= f(x,)ev(A g).

ceea ce inseamnd: numirul A nu este limita functiei fin punctul x,
dacd existd un numir g>0, astfel incit pentru orice numir §>0,

existd un punct x; pentru care x, € ;(xo, 5), dar f (x,)ﬁ V(A, 80).
Teorema 1. Definitiile T §i 2 sunt echivalente.
Demonstratie. 1) Fie A= lim f(x) in limbajul “sirurilor”

XX
sau dupa Heine si vom demonstra ci A= lim f(x) in limbajul
1

“g-0” sau dupd Cauchy. Si presupunem contrariul §i atribuim lui &

succesiv valorile

1,

pree .

11
!3v'"!n

b | -

Atunci
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e

pentru =1 in D existi un x;£x, astfel incat |x1—x0|<1, dar
If(xl)"Alzgo;

1 . . . a
pentru 5=-2~ in D existd un x;#£xy, astfel Tncét Ixz —x0|<-;—, dar

[£(x,)-4|2&:

pentru Stl n D existd un x,7x, astfel incét |x,, —x0|<l, dar
n n
|f(xn )_Al 280,

In consecinti, obtinem un sir de puncte
Xy X235 e 3 Xny oee

1 . . 1
convergent citre xp, deoarece |xn-—x0|<— gi siml {—; este
n n

.1
convergent cu lim—=0.
A= 1

Prin urmare, conform definitiei 1, sirul respectiv {f{x,}} de
valori ale functiei converge catre numirul A, adici pentru orice
numar £>0, in particular §i pentru &0, existd un numir natural
N(e,), astfel incit

Vn > Ng,):|f(x,)- 4 <g,.

Or, aceasta este imposibil, deoarece toate numerele x, au fost
alese astfel Tncit are loc inegalitatea | f (xn ) - AI 2 £, . Contradictia
obfinutd demonstreazi ca presupunerea noastrd este falsi, adici
numdrul A este limita functiei fin x, si in sensul Cauchy.

2) Fie A= lim f(x) in sensul Cauchy, adica

1Ky

Ve>0,36>0,Vx e D:0<|x—x0|<8:>|f(x)—A|<e. (N

Vom arita ca A este limita functiei in sensul Heine. Fie {x,}
un gir arbitrar de puncte, convergent catre x, $i x,#x, pentru orice
neN. Aceasta inseamna
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V3 >0,3N(8)e N.Vn>N(5):0<|x, - x|<6. (@

Fie £>0 oarecare. Conform relatiet (1) lmi £ >0 ii
corespunde un & >0 pentru care are loc relatia (2). Atunci in
virtutea definitiei 2, va avea loc si inegalitatea |f{x, )— Aj< £, deci

sil (fix,)] este convergent si 51_{2 f (xn)-—- A.. Prin urmare,
A=lim f (x), conform definitiei 1. Teorema este demonstrata.

Vnom analiza citeva exemple.

Exemplul I. Fie f (x)=xsin%, xeD=R-{0}. Demonstram
ca lim flx)=0.

Verificim definitia 2. Avem: pentru orice £>0 considerim

d=¢ §i deoarece S|x| inegalitatea 0<lx]<5 implicd

]
X sin —
X

inegalitatea

xsinl|$|x1<5=£:>]f(x]<£.
X
Deci lim flx)=0.

Fxemplul 2. Functia constanti f{x)=c, poseda limita in orice
punct xgeR al axei numerice. intr-adevar, daca (1) este un sir
arbitrar de puncte convergent citre x,, atunci girul (2) al valorilor
respective ale functiei are forma

€, Cy iy €y o
adicd este un sir constant, care este intotdeauna convergent si
limf(xn)=lirnc=c.
H—yoo Reyoo
Prin urmare, conform definitiei 1, lim f{x)=c, unde x, este

I

un punct arbitrar.

Exemplul 3. Functia f (x)=c¢sl nu are ltmitd in punctul
X

x=0. {ntr-adevir, considerim doui siruri convergente citre 0:

B s e T

. i g . T TN

{xn}={"2-:5;} si {yn}={@]—il)n-}-

Sirurile valorilor functiei au forma: {f{x, }}={cos 2m}= {1},
care este un sir constant deci convergent cu lim f(x, )=1 si sirul
n—yee

{f (v )}= {cosw = {cos g} = {0} de asemenea este un

sir constant §i deci convergent cu lim f ( ¥, ) =0,
R—¥oo

, . 1 A
Prin urmare, functia cos— nu are limitd th punctul xy=0,
x

deoarece, avind doud siruri diferite de valori ale lui x, diferite de
xp=0, care sunt convergente citre 0, am obfinut c3 siruriie valorilor
corespunzatoare ale functiei au limite diferite.

- . 1 P
Similar se demonstreazi ci f(x)=sin— nu are limita in
X

x,=0, constderind sirurile {xn }= {%} 5 {y "}:: {-@-n%l)iz}

Fxemplul 4. S3 se demonstreze ¢ functia
l,dacdi x>0

f(x)=sgnx= 0,daca x=0

-1,dacd x <0

nu are limitd cind x—0.

Evident, aceastd funcgie, definitd in R, ia numai 3 valori: -1,
a1

Conform negatiei definitiei 3, avem

limf (x)# A & v(A,g,) ¥v(0,8).3x, € v(0.5)=
f(x,)e v(Ae,)
Observam ca orice J - vecinatate perforatd a punctului zero
;(0, 5) contine atit numere pozitive, cit §i numere negative.




Daci A este diferit de numerele —/, 0, /, atunci existd d
vecinatate v(A,e,} a Iui A, care nu contine aceste trei numere,
adici Vxe v(0,8)= f(x)e v(A.g,), ceea ce inseamni ci A nu
este limita functiei sgnx in punctul 0.

Daci insd As{-1,0,1} 51 £=¢&, =%, atunci In v(A, &) nu se

contin n acelagi timp ambele numere —/ si /. Deci in orice -1;(0, ) )
existd puncte x in care f{x)=1I §i puncte x in care fix)=-/. Prin
urmare, existd un punct x, € v(0,8) astfel incat f(x])E V(A,Eo),

ceea ce inseamniicd A=lim f (x)
x—0
Exemplul 5. Ardtam ci lim[sgn x| =1, Intr-adevar, pentru
x=0

xeR-{0} avem f{x)= |sgnx|: 1, adicd functia este constanti. Prin
urmare, pentru orice ¢- vecinitate v(/,¢) a punctului / avemn
Vxe v(0,8)=f(x)=1e v{l,g).
Aceasta inseamnd c limsgn x=1.
x—0
Notd. Cu toate ci functia |sgnxl este definitd in punctul 0:

|sgn0|=0, insd aceastd valoare a functiei nu are nici o influentd asupra
valorii limitei lim f{x)=1. Prin urmare, nu trebuic si se confunde
x-30

valoared fixo) a functiei in punctul x,cu lim f(x)-

Trecem la definitia limitelor laterale ale functiei.

Definifia 4 (in limbajul “sirurilor”). Numirul A se numegte
limitd la dreapta (la stdnga) a functiei f{x} in punctul x,, daci
pentru orice gir (1), convergent citre x;, elementele caruia sunt mai
mari (respectiv mai mici) decét x, siml respectiv (2) converge
citre A, Se noteazd astfel: lim f{x)=A (respectiv

x—xp+0
lim f(x)=A).
x—rxg—0

Exemplul 6. Am demonstrat c¢i functia f{x)=sgnx nu are
limitd in punctul x,=0. Ardtim ci aceastd functie posedd in x,=0
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limiti la dreapta si limiti la stinga. Intr-adevir, daci sirul (/) este
un sir arbitrar de valori ale argumentului x convergent citre zero §i
elementele x, ale cdruia sunt mai mari decét zero (x,>0), atunci
sgnx,=1 pentru orice neN si deci girul (2) este un sir constant {1].
Prin urmare, limita lui este egald cu /. Deci lim sgnx=1. Similar

-0+0
se demonstreazd ci lim sgnx=-1.
x—0-0
Poate fi enuntati o definitie echivalenti a limitelor laterale in

limbajul “g-8". -

Definifia 5. Numirul A se numeste limird la dreapta (la
stdnga) a functiei fix) in punctul x,, daca pentru orice £>0 existi un
9>0, care, In general, depinde de &, astfel incat pentru toate valorile
lui x, care verificd inegalitdtile xp,<x<x,+d (respectiv x,-d<x<xp),
sd fie verificatd inegalitatea ] Flx)- A| <E£.

fn simbolica logicii matematice avem:

lim f(x)=A o Ve>0,35>0,Vx:xy <X <Xg+8=>
x—xg+0

F()-A<e s

lim f(x)=A&Ve>0,36>0,Vxixg-8<x<xq=
X%~

o)A <e.

Aceste doud definitii (4 1 5) sunt echivalente.

Limita la dreapta si limita la stinga se mai numesc lmite
larerale.

Are loc urmitoarea teoremi.

Teorema 2. Functia f{x) poseda in punctul x, limita atunci gi
numai atunci cind Tn punctul dat exist3 limita la dreapta si limita la
stinga si ele sunt egale. In acest caz limita functiei este egald cu
limitele laterale.

" Demonstrafie. Fie lim flx)=A,adica
x5y

Ve >0,35>0,Vx:0<|x —xp| < 8= [f(x)-A] <&.

Insi  O<|x—x|<d=>x—F<x<ny+d,x .
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Deci atit pentru x,—d<x<x;, cdt si pentru
Xg < x<Xg+8 se verifica inegalitatea |f(x)-Al<€, ceea ce

inseamnicid lim f(x)= lim f({x)=A.
x—x—0 x=3xy+0
Fie acum lim f(x)= lim f{x)=A. Atunci, conform
x—x,—0 X—xp+0

definitiei 4, pentru orice £>0 existd numerele d,>0 si & >0, astfel
incit pentru toate valorile lui x, care verifici inegalititile
Xg— 0 <X<Xy §1 Xy <X< Xy + 0,

se verificd inegalitatea | flx)- AI <E.

Considerim d=min(5,4,). Atunci

Ve>0,36 =min(d,,5,) Vx:0<|x—x|< F =
=|f(x)-4<e,
ceea ce inseamnd, conform definitiei 2, ca lim f{x)=A.
X

Pe linga notiunile de limitd a functiei In punctul dat si a
limitelor laterale in punctul dat existd notiunile de limitd n infinit
(cénd argumentul tinde la infinit) i la infinit (cind numérul A este
unul din simbolurile -oo, +w, ).

Deci pentru cazul cind unul sau ambele numere x, si A din
notatia lim f (x)z A nu sunt finite, avem urmitoarele definitii in

A—+Xy

limbajul “g-¢” (folosind simbolica logicii matematice):
D lim fx)=4e0 &> VA>0,36(A)>0,Vx: 0 <|x — xo| < 6(A) =
B -

:>f(x)>A;
2) lim f(x)=—c0 <> VA >0,35(4)> 0,Vx:0 <|x - x| < 5(4) =
X—3Xp

= flx)}<-A;
3) lim f(x)=c0 & VA>0,35(A4)>0,Vx:0<|x— x| < 5(4) =
X

:>|f(x)|>A;
4) lim f(x)=A & Ve>0,3B(e)>0,Vx: x> B => | f(x)- Al <¢;
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5) lim f(x)=Ae Ve>0,3B()>0,Vx:x<~B=

Xy

L (x)- Al <e;
6) lim f(x)=A e Ve>0,3B(e)>0,Vx:|q> B = |f(x)-4|<e;

7 mf(x):m@VA>0,33>0,vx:|x|>B:>|f(x]>A-,
8) g:llf(x)mo@VA>0,33>0,vx;x>B:>|f(x)|>A;
9) xl_i)rpwf(x)=oo¢::>VA>0,HB>0,Vx:x<—B:>|f(xl>A;
10) lim f(x)=+e & VA>0,3B>0,Vx:|x{> B = f(x)>A;
3) xl_i:1 fx)=40 @ VA>0,3B>0,Vx: x> B = flx)>A;
12) xl_i)r:lwf(x)=+co<:>VA>O,EIB>O,Vx:x<—B:> flx)>A4;
13) Erpjf(x)=—m<:)VA>O,EJB>0,Vx:x<—B:> flx)<-A;
i4) :lirif(x)m—mQVA>0,EIB>0,Vx:x>B:> flx)<—A:
15) lim f(x)=—o & VA>0,3B >0,Vx:|x{> B= f(x)<-A.

Notd. Propunem cititorului si descifreze in limbajul “g-d” urmaétoa-rele relatii

lim f(x) = A, unde A este unul din simbolurile — o, + oo, oo,
X—rkg 20

Definitia limitei functiei f{x) In punctul x, adicid
lim f(x)=A, in limbajul “sirurilor” se extinde ugor si in cazul
X=Xy

cdnd unul sau ambele din numerele xp st A sunt nlocuite prin
simbolurile: —o0, +o0, 0. De exemply, lim f(x}=A Inseamni:
X—yoo

pentru orice gir infinit mare {x,} ale valorilor argumentului x, sirul
valorilor corespunzitoare ale functiei [fix,)] este convergent
citre A.

Analizim urmitorul exemplu.

Exemplul 7. Fie functia f(x)= 1 . Aritadm ca li_r)% flx)=oo si
x X
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lim f(x)=0.
X—yoo
Intr-adevir, fie {x,} sirul valorilor argumentului x, termenii
ciruia x,#0 si limx, =0. Atunci sirul valorilor corespunzitoare
Ry

ale functiei {f{x,)}= {i} este un gir infinit mare (teorema 1 din
X

n

1.4.1). Deci lim f(x, )=co. Similar se arata ci lim f{x}=0.
n=pe o

Nord. Propunem cititorului sd3 demonstreze cd pentru aceastd
functie au loc urmatoarele refatii: lim f(x)=—eo. lim f{x)=4v.
1=0-0 x-20+0

fim Flx}=tim f{x)=0.

1.3.2. Functii infinit mici §i infinit mari.

Proprietdti de bazd

Definitia 1. Functia fix), se numeste functie infinit micd (sau
simplu infinit mic) in punctul x, (san cind x—wxp), dacid
lim f{x)=0.

A3

Analog se definesc functiile infinit mici cand x—o0, x—-00,
x—+w0, x—xp+0, x—xp-0. Conform definitiilor 1 si 2 din 1.5.1
putem formula definitia functiilor infinit mici Tn limbajul
“sirurilor” (in sens Heine)} sau “g-8” (in sens Cauchy).

Definitia 2 (dupd Heine): functia f{x), xeD se numeste
infinit mic in punctul x,, dacd pentru orice sir [x,} de valori ale
argumentului x, diferite de x;, convergent céitre x;, sirul respectiv
{fix,)} de valori ale functiei este infinit mic.

Definifia 3 (dupd Cauchy): functia fix), xeD se numeste
infinit mic in punctul x,, daci pentru orice £>0 exista un §>0, care,
in general, depinde de numdrul e, astfel incét pentru toate valorile

i xeD ce verificd inegalitatea O<|x—x)|<& se satisface
inegalitatea |f (x} <E.
Cu ajutorul simbolicii logicii matematice scriem:

74

]me(x):O@V£>O,3§>O,Vxe D:0<|x—xo|<5:>|f(x1<£.
X%

Are loc urmitoarea teoremd.

Teorema I. Numirul A este egal cu limita functiei f{x) in
punctul x, atunci si numai atunci cind functia a(x)=f{x}-A este un
infinit mic tn punctul x,.

Demonstratie. Necesitatea. Fie A= lim f(x), ceea ce
=X,

inseamni ‘
Ve>0,38>0,Vx:0<[x—x| <= |f(x)-4l<e.

Notand fix)-A prin ofx), observim ca functia ofx) este infinit
mici, conform definitiei 3.
Suficienta. Fie functia ofx)=f{x}-A este infinit micd in x,.
Atunci, conform definitiei 3, avem
Ve>0,38>0,Vx:0<|x—xp|< = |alx)< e

sau ] f (x)—A| <&, ceea ce inseamnd cd  lim f (x): A (vezi
=,

definitia 2 din 1.5.1).

Functiile infinit mici au aceleagi proprietaii ca i girurile
infinit mici (a se consulta 1.4.1).

Teorema 2. Suma algebrica si produsul unuvi numar finit de
functii infinit mici in punctul x,, precum §i produsul unei functii
infinit mici In xp cu o functie marginita, sunt functii infinit mici in
punctul x,.

Aceastd teoremi rezultd direct din definitia functiilor infinit
mici in limbajul “sirurilor” si din teoremele 2, 3, 5i 4 din 1.4.1.

Cele spuse asupra functiilor infinit mici in punctul x, rimén
valabile si pentru functiile infinit mici in cazul cind x—o0, x—-o0,
x—r+a0, x—xy-0, x—x5+0.

Definifia 4. Functia f{x} se numeste functie infinit mare (sau

simplu infinit mare) in Xo (sau cind x—x;), dacd limf(x)=A,
X

unde A este unul din simbolurile oo, +c0, -co,

7 Aici i i ia limitel fi id
Aici x,, ca intotdeauna in teorta hmitelor, poate fi considerat
orice numar real sau unul din simbolurile —0, +co, .
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Prin analogie cu limitile laterale finite se definesc si limitile

laterale infinite: }im f(x)=A, unde A este unul din simbolurile -co,
x—yt)

+¢0, 0.

Definitia functiei infinit mare poate fi formulata in limbajul
“e-8” (a se consulta cazurile 1 — 3, 7 — 15 din punctul precedent
1.5.1) si in limbajul “sirurilor”(a se consulta ultimele aliniate din
1.5.1).

Teorema 3. Pentru ca functia f{x), unde f{x)#0, cand x#x,,
sa fie un infinit mic in punctul x, este necesar si suficient ca functia

sd fie un infinit mare in punctul x,.
f(x)

Demonstratia teoremei rezultd direct din definitia functiilor
infinit mici si infinit mari in limbajul “strurilor” si teorema
respectivid despre legitura girurilor infinit mici gi infinit mari (a se
consulta teorema 1 din 1.4.1).

Exemplul 8. Functia f{x)=x este o functie infinit micid cand

. 1 e
x—0, deci functia — este o functie infinit mare cind x—0.
x

Exemplul 9. Functia f(x) =—l— este o functie infinit mici
x

cind x—oo, deci functia = x este o functie infinit mare,

f(x)
cénd x—a0,
| .
Exemplul 10. Tunctile f(=""*-L.gnx s
X
gx)y=— sml sunt functii infinit mici cind x-—c0, ca produsul
x

unei functu infinit mici cu o funcfic marginita.

1.5.3. Teoreme fundamentale despre limita functiei
fn acest paragraf vom considera functii, care depind de
acelagi argument x si au limite finite cind x—x, , unde x, este un
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numdr finit sau unul din simbolurile -oo, 4+, w.

Vom prezenta demonstratia doar pentru unul din aceste
cazuri, deoarece demonstratia in celelalte cazuri se efectueazi in
mod similar.

Reamintim cé intervalul ]} -0, a [, acR, se numeste
vecindtatea lui xp= - oo, intervalul 1b ,+ oo [, beR, se numegte
vecindtatea fui xy=+co gi intervalul ] -o, -a[ v Ja, 4o [,
aeR, se numeste vecindtatea lui xp= 0.

Teorema 1. Daci Hmf{X)=A, atunci functia f{x) este
X%
mirginiti intr-o vecinitate perforatd a lvi x, .
Demonstratie. Avem
imf()=4A & Ve>0,75>0, Vx: 0< /x - xo/< 6 =

X2

fix)-Al<e = A-e<fix)<A+e,
ceea ce inseamnd ci f{x} este marginitd superior de numirul A + ¢,
inferior de numirul A - ¢ in \}(xo,ﬁ) , adici f{x) este marginita in

aceastd vecinitate perforati a lui x,.
Teorema 2. Dacd [|imf(x)=A#0, atunci existdi o

£
vecinitate perforatd v(x,,8) a punctului x, in care functia f ia

numai valori pozitive, daci A>0, sau numai valori negative, daci
A<0.
Demonstratie. Pentru A>0, avem

Imf()=A © & =A>0, 76>0, Vxe v(x,,8) =

X3y
=/ftx) - Al< e=Ae 0<fix)<2A.
Dacd insi A <0, ludim £=-A>0 i obfinem existenia

vecinititii perforate v(x,,8) a punctului x, pentru care

5) = /fix) - Al<e= -A & 2A <fix)<0.
Teorema 3. Dacd f{x)20 pentru orice x& v(X,,8,) §i daca

existd limita functiei f, cind x—x,, atunci 1jm f(x)=A=20.

12y

Vxe ;(x

n?
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Demonstratie. Presupunem cd A<0, atunci, conform
teoremei 2, existd o vecinédtate perforatd ;(xo,ﬁz)a punctului xg
pentru care

Vxe vix,.8,)=fix)<0.

Prin urmare, V'xev (x,, min(3,,5, )=>f(x)<0, ceea ce
contrazice ipoteza teoremei.
Teorema 4. Daca lim f(x)=A, atunci llm] f (xﬂ —|A|

=3
Intr-adevar, avem
limf(X)=A o Ve>0 35>0,

X5

Vi:0< [x-xo/< 8 = [fix)-Al<e
Folosind proprietatea 9 din 1.2 a valorii absolute, obtinem
/lfix) [~ [al/sfix)-Al<e,

ceea ce nseamni ci limlf (x)] =|A| .

Teorema 5. Fie hmf (x)=A si ]1m g(x)=B, A, BeR..

Xy
Atunci:

2 lim[f(Wtgw]=A+B;

Iy
b limlf)-g]=A-B;

P

fx)y A

¢) lim™——=— cu conditia ci B=0.

- g(x) B

Mentiondam ca punctele a) gi b) ale teoremei sunt juste si in
cazul unui numir finit de functii, care au pentru x—x; limite finite.

Aceastd tecremd se demonstreazi in baza teoremei
corespunzitoare despre giruri convergente (a se consulta teorema 1
din 1.4.3). Si demonstrim, de exemplu, ci

lim f(x)
im ZAC) =12% =-—, dacid B=0.
x—=x g(x)  lim g(x)
X=X,
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in baza teoremei 2 de mai sus, deoarece B=0, avem g{x)=)

pentru orice x dintr-o vecinatate perforatd a lui x,. Fie sirul {x,},

X, 7%, convergent §i |im x, = Xp Atunci in baza definifiei limitei
H—ye

functiei in limbajul “sirurilor”, sirurile {fix,)}, {g(x,}/ sunt

convergente §i lim f{(x,)=A, limg(x,)=B, B# 0. Aplicind

f(x,)

este convergent §i
8(x,)

teorema 1 din 1.4.3, avem ci sirul {

SO)

lim A. Conform definitiet limitei in limbajul “sirurilor”,
n—w0o (X -

f)_A

avem |im=——=-—.
X34 g(x) B

Drept consecintd a acestei teoreme, obtinem ci
lim [ -flx )] c: hm f(x), adica factorul constant poate fi
XX, — X0 )

scos in afara semnulm limitei.
Considerdm citeva exemple.
Exempiul 1. Sa se arate cd lim P,(x)=F,(x,), unde

X—¥Xy
P.(x)=ap+ a;x+ ax’+ ...+ ax", neN, a,#0, ag, ay, ..., a.€R .
Observdm (de exemplu, aplicind definitia lui Heine) ca

. © . 2 . 2 . no__ _n
lim x=x,. Deci lim x =llm(x'x)=xo,---’ limx" =x,.
Ay x5 A X1y

Prin urmare, dupl teorema 3, avem

. : 2
lim B, (x)= lim (ap +ax+ax” +..+a,x")=
X=X X=3Xpy

2 no_
=day +a,Xq +a,%5 +..+a,xg =P,(x).

Exemplul 2. S3 se demonstreze ¢i lim P (x) _ P,(x)
.x—).roQ (X) Q (xo)

unde P.(x), Q.(x) — sunt polinoame de gradul » $i respectiv m in
raport cu variabila x §i Q,(xp)= 0.
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Intr-adevir, dupid cum rezultd din exemplul 1, avem
lim £ (x)=P,(x) si  1lim@,(x=0,(x)=0. Conform

(a3 X3y

teoremei 5, avem [im F(x) P (x)

X35 Qm ('x) - Qm (xo) .
Teorema 6. Dacid ¢x)s fix)< g(x) pentru orice x dintr-o
vecindtate perforatd v(x,,8) a lui xp §i lim @(x)= lim g(x)=A4,

X—bxg Xer g

atunci |im f(x)=A.

x—xy

Demonstrafie. Avem
im W x)=ASYEe>0,35,>0,Yxev(x,8,)>

XX,

Slpx-Al<e > A-E<@(x)<A+E;

lim EX)=ASVe>0,36,>0,Vxe ;(xo, 8,) =

X=Xy,
=[gx)-A<e o A-e<gx)<A+e
Notim W(x,, 5, )=V x,, 8, )NV x,, 8, ) wix,, 8,) si
atunci pentru orice X € v( x,,8,) se verifica relatiile
A-e<@x)<A+e, 51 A-e<gx)<A+e.
Prin urmare, pentru orice X € "G(xo,a,) avem
A-£< Q)< fix)sS g(x)<A + g adica [fix)-A [<e
Am obtinut urmaitorul rezuitat: pentru orice £ >0, existd
54 = min(§1, 52,53) , astfel Incit
0< [x-x5 /<8, = /f(x) -Al<e,
ceea ce inseamnd cd |jy, f(x)=A.
X1
Teorema 7. (schimbarea de variabild in limita unei functii).
Dacid jim f(x)=bsi lim F(y)=A,atunci

Ee Y] y—b

Iim F(f(x))=limF(y)=A.
X—3Xg y—=b
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Demonstratie. Conform definitiei limitei functiei in limbajul
“sirurilor” avem: pentru orice sir [x,./, x,#x, convergent citre xp,
sirul fffx,)) al valorilor functiei fix) este convergent citre b.

Deoarece, conform ipotezei teoremei, lim F(y)=A, avem ci
y—=b

pentru girul {y,=f(x,)}, convergent citre b, sirul { F(y,)} al valorilor

corespunzitoare ale functiei F(y) este convergent catre A. Prin

urmare, [im F{ f(x))=A=lim F( y ). Aceasta tcorema se mai
X=xp y—=b ‘

numegte teorema despre limita unei functii compuse.
Teorema 8. Dacid |im f(x)=C>0si lim g(x)=b, atunci:

x *-)XO X —).Io

a)  lim [f(0)* =C*, aeR ;

x—)xo

b} lim at¥W =g* | a>0 a=l;

X—)XO

) limlog |f(x)|=log  C,a>0,a%l;

X—)XD
@ tim [P =c’;
I—)XO
Demonstratia acestei teoreme reiese din definifia himitei
functiei dupd Heine, teorema 4 din 1.4.3. si proprietitile functiilor
de putere, exponentiala si logaritmica.
Teorema 9 (Criteriul Cauchy). Functia y=f(x), xe DCR are
limitd finitd In punctul xoe R atunci si numai atunci cind pentru
orice €£>0  existi un numir &g >0 astfel incét

Vi, Vaze vix,,8):|f(x,)-f(x,) <e.
Din lipsa de spatiu nu vom prezenta demonstratia acestei
teoreme (a se consulta, de exemplu, [3], p. 122; [12], p. 113).

Notd. 1. Fie |im f(x)=A § Jim g(x)= B, unde A i B sunt unul

X—ilﬂ ,\‘—).1'0

din simbolurile -es, +oo, =, lar x; este finit sau este unul din simbolurile
oo, 40, oo, N acest caz teorema 5 este valabild, exceptie facind
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urmitoarele “situatii” sau “nedetermindri” de forma (oo - oo}, (:], care
o

se obtin din teorema 5 (a, c). Operatia calculérii limitei in acest caz se
numegte ridicarea nedetermindrii.
2. Fe phy f(x)= lim g(x)=0> unde xp este finit sau este unul
.I—).I’o I—).\'o
din simbolurile -e, +ee, es. Teoremele 5 §i 8 sunt juste si in acest caz,
exceptic ficind urmitoarele “situatii”, care se numesc nedetermindri de

0 ,
Jorma: (6] care reiese din teorema 5, c), §i (0°), care rezultd din

teorema 8§, d).

3. Fie |jim f(x)=A §i lim g{x)=0, unde A este unul din
I—b\'o J—FXD
simbolurile -co, +oo, oo, iar x; este finit sau este unul din simbolurile -<s,
+o0, oo, Teoremele 5 §i 8 sunt valabile §i in cazurile aceslea, exceptic
fdcand urmitoarele “situatii” sav nedetermindri de forma: (0 - <), care
rezultd din teorema 5, b), si (ooo), care reiese din teorema 8§, d).

4. Dacd |im f{x)=1 §i lim g(x)=A, unde A este unu] din

x—uo J—’Io
simbolurile -oo, 400, oo, iar x, este finit sau este unul din simbolurile -co,
oo, oo, atunci punctul d) din teorema 8 nu este valabil: in dependent de
structura functiilor f{x) §i g(x) functia compusa / fix)] ¥ in x, poate avea
limitd finitd sau infinitd ori nici finitd, nici infinith. Aceastd “situatie” ori
“nedeterminare” are forma (17).

Rezuméind cele spuse in nota de mai sus, obtinem
urmitoarele: teoremele 5 gi 8 sunt valabile pentru orice funciii,
exceptie facAnd urmitoarele sapte “situatti” sau “nedeterminari” de
forma

(===, (0 ), (%) [E) (1, O 5i (=),

Observim ci cele sapte nedetermindri cu ajutorul
transformarilor elementare pot fi reduse la nedeterminarea de

forma (9) .
0
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Jim [f(x) g(x)]= (eo—c0) = lim

intr-adevir,

(eo-oo):dacd Hm f(x)= lim g(x)=eo, atunci

X—Xg XX

1 1
=0 Vi ew

1 1
— tim | £ F() :(g).
S L S IR
f@x) g(x)

2. (0-oo):dacd lim f{x)=0 g lim g(x)=eo, atunci

X=X X=Xy

X— Xg

Jim [f(x)- g(x)]=(©0-o0) = lim | F(x)-
o /g(x)

= lim lf (x) =(§);
R /8
3. [ijzdacé lim f(x)=c0 §i lim g(x)= oo, atunci
oo XXy X—+Xg
1
lim —— J ) (i)z lim lg(x) =(9)
x—xy g(x) oo |  x—xp ) 0

in cazurile de mai sus x, poate fi considerat ca un numir finit

sau unul din simbolurile -co, 400, o0,

4) Fie y={ fix)] * . Deci In/ y/=g(x)- In/ fix}/ . Prin urmare,
nedeterminirile de forma (17), (0°), () prin intermediul
logaritmirii: Inlyl=g(x)- In/ fix)/ se reduc la nedeterminarea
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de forma (0- o), iar ultima, conform cazului 2, se reduce la

0
forma | —|.
0
Notam ca operatia de calculare a limitei in aceste sapte

cazuri se numeste ridicarea nedetermindrii de forma respectiva (a
se consulta 1.4.3 - nedetermindrile in cazul sirurilor).

1.5.4. Limite remarcabile.

Au loc urmitoarele teoreme.
. L . . sinx
Teorema I (prima limitd remarcabild).  lim =1,
x>0 X

sin x

Demonstragie. Intrucit functia  f(x) = este pard gi
x

. b/ A ; _—
x— 0, considerim x>0, Fie 0< x < 2 si AB arcul circumferintei

x2+y2=R2.

. BC BC AD AD . .
Avem siny=——=—2, tgx=——"=——_ Din figura se
OB R 0OA R
vedecd Sppup <S5 o < Sppap.unde aria triunghiului AGAB
sec

este egali cu
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1 . .
Sonz =-§-OA-AB-s1nx:-;~stmx,

aria sectorului circular

1

S . =—R
secOAB 2
si aria triunghiului dreptunghic AOAD este egali cu
1 1 1

Saoap = OA'AD=5'R-z‘1D=E-R-RIch:—;—-R2 1gx .

5“

.1 . 1 ;
Deci E-Rz smx<§-R2x<5vR2tgx sau Sinx< x <igx.

5 Ap s X i sinx
Intrucit sinx>0, avem 1<——< sau cosx < <1.
sinx Ccosx x
Observim cd |iml=1(ca o functie constanti). Aritdm ci

x—=0
limcosx=1. intr-adevér, {O<x<m/2)= sinx< x <tgx si
x-30
2
O<l—cosx=2sin’>=2sin>-sin><2-% == 2.
2 22 2

Observim ¢d |im0=0 <(ca o functie constanta),
Ean!

2
1

limx—=—1im(x-x)=0 {am aplicat teorema 5 din 1.5.3).

-0 2 2 x-30

Conform teoremei 6 din-1.5.3, avem ¢3 |im(1—cosx) =0, adica
x—0

liml—limcosx =0, de unde limcosx=1.
x—0 x~30 x—0

. sin x .
Prin  urmare, cosx<——<1 $§i |imcosx=fml=1.

X x50 x50
. . . sin x
Aplicand teorema 6 din 1.5.3, obtinem 1im =1.
x=0 X
Notil. Observimcd j;y * - Iim = ! =1

10 SINX  x-0 SINX ]
P
Consecinte.
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1) 1im-Z =1. fntr-adevir, aplicind teorema 5 din 1.5.3, obtinem

=0 X
¢ sinx 1 i 1 liml
T WL L P I

=0 X 10 X COSX x0 X x-0COSX limcosx 1

arcsinx

2) Lim =1, Intr-adevir, aplicind teorema 7 din 1.5.3,

—0 X
) arcsinx =y &
csinx

. ar .
obtinem lim =[siny =x, = lim —2—=1.
0 X . sin
* y —arcsin0 = yo0sInYy
3 rct, REEESy & lim 1 :
) hl’l‘(l) xgxzx::tgy, _hm;!___hmtgy =%=I=l
= y — arctgl = y0lEY y0 lim—
Y 0y

(am aplicat teorema 7 din 1.5.3 5i consecinta 1 de mai sus).

Notd. Daci x— xp% 0, atunci [, —on & /. Intr-adevir,

X% X
considerim urmitoarele exemple:
T
x—— = }l
lim sinx 2
b . Sinx 1% 2 ., T
fim —=—+= =— lim sinx=ix=y+— =
I__)zz X bm X Jl'x_’y 2
Sz z E_E_
’ 2 2
2 2 2 2
-—'hm sm(y+ )=—1im cosy =— lim cosx = —-1=— (am
T y—0 T y—0 T x=0 T L
folosit teoremele 5 si 7 din 1.5.3 si formula jjcosx =/, demonstrati
X0
mai sus),
sinx 1
2)  fim———=lim—-sinx=0 (ca produsul unei functii infinit mici
Ao X X X

(.I.. — 9, cand x— <o) cu o functie marginita).
X
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Teorema 2 (a doua limitd remarcabild). |im (1+ ) =e.

x—3oo

o0

H
Demonstratie. A fost deja demonstrat cd |im(1+_l.) =e,
H

daci n ia valori Tntregi pozitive (a se consulta sfarsitul paragrafului
1.4.3).

Presupunem ci x, care tinde citre infinit, ia orice valori reale
atit pozitive, cit i negative.
1) Fie x—+c05i x21. Avemn n £x < n+l, unde neN. Au loc

inegalititile (-1—2-1—>-—!-):>l+121+—1~>1+——1—
n x n+l n X n+l

n+l x n
sau (l+—l-) 2(1-!--1—] >[l+ 1 ),
n X n+l
n x n+l
adica (l+—1—-) <(l+-}'~) s(1+~1—) .
n+l X n

fntrucat x—+ oo, avem n—+ . Observim ci

1 n+l 1 n |
Iim (]+—J = lim (l-i-—} - lim (1+—)=e-(]+0)=e
oo n n—ee n H—ptos n

§i
1 o (n+l} 1 I
lim 1+—J = lim (1 +—) - lim =e: =e.
N—roo n+l n—3on n+l feytos I 1+0
{n+])—+eo 1+ n+1

Prin urmare, apliciind teorema 6 din 1.5.3, obfinem

1 X
Iim (1 +—J =e.
X=3+o0 X

2) Fie x— -9, atunci considerand 1= -(x+1), avem
(x> -00) = (1-—+ o),

Deci
o |X=A1+] 1+ (1)
1 1 '
lim | 14+4—| =jt=~x+I}= lim 1——) ‘"I:m(—) =
K—d—oa x f—os i+ Jstoa L+
=5 +oo
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4] —+ {4
= fim [’—“] = fim [1+1) = fim (Hl) * lim [1+1)=e-(1+0)=e
FAEVIS Y 4 PREVOE S 4 PRICOU N I RN

(am aplicat teoremele 5 $i 7 din 1.5.3 si partea | din demonstratia
acestel teoreme).

Teorema 2 este complet demonstrati.

Consecinfe.

X
1) lim(1+ﬂ) =e”, meR. Daci m=0 si m=], cgalitatea este
X=3w0

X
evidentd. Fie m#0, m=I. Atunci
X
=7
x | mt o
n . 1 . 1 |

lim 1+— =lx=ml= lim 1+~ = Im 1+~ = .
X—yo0 X 100 t {—>+4on t

[ —> oo

(am folosit teoremele 7 si 8 (a) din 1.5.3).
1

2) lim(1+a)” =e.
a—i(]
Intr-adevir,

1
_=a
X
1
] 1Y* 1 , a
e=lim|1+—| =lx==|=1lim(1+2) ",
X—=300 X (44 a—0
o -> 0

{am folosit teorema 7 din 1.5.3).

3) limM =log,e= -l_., in particular |jm i +x) =
x—0 x Ina =0 X
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Ine=1.

Intr-adevar,
|

log, (1+ 1 !
A lim(—-log,, 1+ x)) = limlog, 1+ 5)* =
x—30 X x—04\ X x=0

na

|
= log‘{lim(l+x)"J =log, e= —]—-—,
x—0 l

(am folosit teorema 8(c) din 1.5.3 $i consecinfa 2 de mai sus).

£ imZ—=Ina, in particular lims -1 L.
=0 X x=0 X
Intr-adevar,
a*-1=y
1 =1 1
lima _la +y =1im Y =lim =
=0 X x=log (1+y) »vlog,(1+y) -0 log, {1+ y)
y-20 ¥
| = ] = 1 =Ina
o log vy T 1 T
lim
y—0 ¥ Ina

(am folosit teoremele 7 si 5(c) din 1.5.3 si consecinta 3 de mai
sus).

1+ x)* -1
5) th
x=0 X
Intr-adevar, daci a=0 si a=1, egalitatea este evidents. Fie
a=0, a=1. Atunci

=a, ach.

(1+x)" —t=y

1+x)“ -1 =
i R =1 ) =1y
x=30 X

= lim
aln(l+x)=In(l+ y) _(\;:00) X
y—0

. y In(1+ y) . y aln(t + x)
= lim : = lim - =
y—0 [ In(l+y) X y—0 | In(l1+y) X
(x—0) {x—=Q)
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. 1 . Inl+x){ 1
= lim TnaT ‘limla-—————|=—-a-e=a
y—0 n( +)’) x—0 X e

y
(am folosit teoremele 7 si 5(c) din 1.5.3 si consecinta 3 de mai sus)

Astfel, att in cazul primei limite remarcabile, cét si in cazul

lirnitei a doua remarcabile §i In consecintele lor se calculeazi limita
.. . A . 0 . -
functiilor respective, avind cazurile exceptate 0 (prima limitd

remarcabild, consecintele ei i consecintele 3, 4, 5 din a douva limita
remarcabild) si (17) (a doua limiti remarcabili si consecintele 1, 2

ale ei). Deci in toate aceste cazuri am ridicat nedeterminari de

forma [2) $i (1),
0
1.5.5. Compararea functiilor infinit mici $i infinit mari

Fie ofx) si f(x) functii infinit mici in punctul x, adicad

lim @(x) = lim A#(x) =0. A compara aceste doua functii inseamna
=y A3 Xy

a studia limita raportului lor a(x; , cu conditia cd Ax)# 0 intr-o

(x

vecindtate perforati a lui x,:
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alx . " . . .
1) dacd |im () =0, atunci spunem ci ofx) este un infinit mic de

-5 [F(x)
ordin superior in raport cu [Xx). Se noteazi ofx)=o(H(x});
a(x)
2) dacd lim
x50 B(X)
de ordin inferior in raport cu Xx),
a(x)
3) dacd lim
X=Xy ﬂ(x) R
infinit mici de acelagi ordin. In cazul cand A=], se spune cd
functiile afx) si f(x) sunt echivalente. Se noteazi ofx) ~ f(x);

4) daca jm 2
X—rxy [ﬂ( x)]k
infinit mic de ordinul k in raport cu f(x) sau ofx) are ordinul k
de descregtere in raport cu fH{x).

=eo, atunci se spune ci ofx} este un infinit mic

=A#0, atunci se spune ci ofx) st f(x) sunt

=A#0,ke R, atunci spunem ci ofx) este un

Exemple.

1. Functia infinit mica afx)=In(I+x’) in punctul xp=0 este de ordin
superior in raport cu funcfia infinit mici ﬂ(x)=x2 in punctul
3
xo=0. Intr-adevar, lim a(x) = lim InQ+x7)
= Blx) 0 X
folosit consecinta 3 din a doua limitd remarcabild din 1.5.4).
Observam ca functia infinit mici f{x) este de ordin inferior

x=1-0=0 (am

. B(x) 1 1
in raport cu ofx), deoarece lim = lim == |=9e
x—0 0{X) x-—-)Oi(x_) 0
B(x)
2. Functiile infinit mici ofx)=(3"-1) si S{x)=2x in punctul x,=0 au
. . alx) F-11 1
acelasi ordin, deoarece )i =} —~=—In3, (a
3 lim =y~ m=—r—5 =53, (am
folosit consecinfa 4 din a doua limitd remarcabili din 1.5.4).
3. Folosind consecintele 3 si 4 din a doua limitd remarcabild
(1.5.4), constatim ci functiile infinit mici ofx)=e"-1 si
P(x)=In{1+x) in punctul x,=0 sunt echivalente, deoarece
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4. Functia infinit micd afx)=2x’, cind x— 0, are ordinul k=2 de
descregtere in raport cu functia infinit micé B(x)=sinx in xp=0,
degarece limﬂ")j'—']im[z' .x . -x J=2-1-]=2

=0 [ﬂ(x)] x—0 sinx sinx
(am folosit prima limiti remarcabild din 1.5.4).
Fie f{x} si g{x) functii infinit mari In punctul x,. A compara

x-—
lima(x)=1im[e L_* J=1-1=1.

. . X
aceste doud functii Tnseamnd a studia limita raportului lor —f%—;-,
g(x
cu conditia ca g(x)= 0 intr-o vecinitate perforata a lui x,:
f(x . P
1) Dacd lim __f_) = oo, atunci spunem ci fix) este infinit mare
x—oxg 8(X
de ordin superior in raport cu g(x).
X . P
2) Dacd |im G =0, atunci spunem ci f{x) este infinit mare
x—xg (X

de ordin inferior in raport cu g(x). Se noteazi f{x)=0(g(x)).

3) Daci limL E"; =A#0, atunci spunem ci fix) si g(x) au
ox glx
acelagi ordin. Cind A = 1, se spune ca functiile infinit mari f{x)
$i g(x) sunt echivalente §i se noteaza fix) ~ gix).

4) Dacd lim f(x)
= [g{x)f
un infinit mare de ordinul k in raport cu g(x) ori fix} are
ordinul £ de cregtere in raport cu g(x).
Pot fi formulate reguli analogice pentru compararea
functiilor infinit mici i infinit mart, cand:
X——oo, x> +e0, x oo, x 2 x-0, x> x5+0,

=A#0,ke R , atunci spunem ci f{x) este

Exemple.

infinit mare

1. Fie f (x) = Lz infinit mare in x,=0 si g(x) = 1+x
x
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1

i xp= 0, Observiim ca limL. (x) _ fim——— = — = o, adica
x—=0 g(x) =0 x(] + x) 0

fix) este de ordin superior in raport cu gfx} sau functia infinit

mare g(x) este de ordin inferior in raport cu f{x).
2. Fie f(x)=P,(x)=a,+ax+a,x* +..+a,x" s glx)=ax",
ne N, a, 20, Avem

. . a a
hmﬂf)= lim | -2, 9 -+ % 4.+ 2=l 11 )=
i glx)  xoteo a,x"  a,x" ax" apx
=0+0+0+...+0+1=1.
Prin urmare, functiile infinit mari flx) §i glx) sunt
echivalente: Py(x) ~ ax", cind x—+o2

2 2 2
3. Fie f(x)=(3+2x] cu lim(3+sz = lim[§+2] = oo §i
X X

x—0 x x—30
1 ) - f(x)
glx)=— >, cind x-50. Avem lim =
x =0 [g(x)f

= li$(3 +2x)° =(3+0)° =9#0. Prin urmare, functia infinit

mare f{x) are ordinul k=2 (de crestere) in raport cu functia
infinit mare g(x).

Deseori in practici pentru a compara functiile infinit mici
sau infinit mari se folosesc functii universale sau functii standard.
De exemplu, daci afx) este un infinit mic cand x — x,, apoi in
calitate de functie infinit mica de comparatie se considera functia
universald B(x)=(x-xp)", neN. Evident ca
lim #(x)= lim P,(x)=P, (xo )= 0 (a se consulta ex. t din 1.5.3).
X-rxg X—+xp

Daci f{x) este un infinit mare, cind x - x;, atunci in calitate de

functie universala se ia functia g{x)= ne N, daci

1
(x-xy)"

x = x5 functia x*, ne N, dacd x — o0,
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Notd. Nu toate functiile infinit mici (mari) pot fi comparabile. De

P . 1
exemplu, functiile infinit mici a(x) = x §i B(x)=xcos—, cand x —0,
X

nu sunt comparabile, deoarece limE.(f_l_—_ lim cosl nu existd (a se
x—0 a(x) x=0 X
consulta exemplul 3 din 1.5.1).
Conform definitiei echivalentei a doud functii infinit mici
sau doui functii infinit mari, obtinem urmétoarele proprietiti.

a) Dacd afx) este o functie infinit micd (mare), cind x — x,,
atunci a{x)~a{x).
Intr-adevar, limﬁ(i)= lim1=1
Eas ) (X(x) X—Xp
b} Dacd a(x) si f(x) sunt doud functii infinit mici (mari), ciind
X = xg 51 a(x)~f(x), atunci f(x)~afx).

Bx)_ - 1 1

fntr-adevar, lim = lim =
12y a( ) ox)

gy OAX)
Blx)
¢) Dacid afx), f(x), y(x} sunt functii infinit mici {mari), cind
x = x4 51 afx)~p(x), f(x)~y(x), atunci afx)~y(x).
Intr-adevar, lim ()— lim a'(x) () =1-1=1.

=i {x) o Alx) 7(x)

d) Dacd ofx) si S{x) sunt doud functii infinit mici (mari), cénd

X = x5 lim Sy 0,ce R, atunci afx) ~ ¢ f(x).

5% B(x)
intr-adevar, lim a(x) = lim L a(x) = 1 c=1.
smcflx) oulc Blx)] e
Teorema 1. Pentru ca functiile infinit mici afx} §i f{x) in xg
sd fie echivalente este necesar si suficient ca diferenta lor
[a(x) - B(x)] sé fie un infinit mic de ordin superior in raport cu afx)
sau cu f(x).

Demonstratie. Fie  ofx) ~ f(x), adicd lim a(x)
£-3xy ﬂ(x)

Awnci tm2E=A_ 1 A6
X—)Iu a(x) I"")Iﬂ a(x) X—=2xy
=1-1= 0, adica [a{x} — f(x)] este de ordin superior in raport cu
afx), cind x — xg.

in mod analog se constat ci [a(x) — f(x)] este un infinit mic
de ordin superior in raport cu f(x).

Fie acum functia [a(x)- f(x)] un infinit mic de ordin

superior in raport, de exemplu, cu ofx), adicd lim ﬁ)z—‘;ﬁgf—) =0
I—'Iu a X
sau  lim 1—m =0, de unde ﬂ(x) =1. Prin urmare,
Ixy C((x) x—xy ar(x)

JLT., % = !LTD EI_;I = %= 1 si deci a(x)~ f(x). Teorema este
afx)
demonstrati.
Teorema 2. Fie afx),; ay(x), f(x), B\(x) functii infinit mici sau
infinit mari, cind x—x, s ox)~ax), Bx)-Pix)

a(x)—k Atunci llm (x)

x;)xo ﬂ( ) X—*Xp ﬂ,(x)

doi infinit mici sau doi infinit mari nu se schimbi, daci i inlocuim
cu functii infinit mici sau infinit mari echivalente.
Demonstrafie. Avem

Ocl(x)-ot(x) lim &)
hm %%= lim I(;((x)) _ X% g(( )) lim a’%x;
X=X P1iX x—=xp PX im x x——)xoﬂx
b Bl A0
1 a(x)
o BG) ek

ceea ce trebuia de dcmonstrat.
In particular, din tecrema 2 rezulti:

=k, adic3 limita raportului a
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a) dacd afx)~ai(x)si lim a(x) =k ,atunci lim % (x) =k;
X=X (x) Xy ﬂ(x)
alx) =k, atunci lim a'(x) =k.

e B) e B()

Asadar, la calcularea limitelor unor fractii, in cazul cind
pumiritorul $i numitorul sunt functii infinit mici sau infinit mari,
este rational deseori si inlocuim numératorul sau numitorul cu o
functie infinit mica sau infinit mare echivalenti celei date.

Teorema 3. Suma unui numar finit de functii infinit mici
(infinit man) de diferite ordine de descregtere (de crestere) este
echivalenta cu termenul care are cel mai mic ordin de descrestere
(cel mai mare ordin de crestere).

Demonstratie. Este suficient de demonstrat teorema pentru
suma algebricd a doi termeni. Fie a(x) §i f(x) doud functii infinit
mici, cind x —> x,, de diferite ordine de descregtere in raport cu

functia universald Hx)=x-x,. Admitem ca
lim (?( =A#0 s lim B(l =B20, k#k,,
w0 [y{x)[ %o [y(x )2
adica a(x)~Alx —x )t st Blx)~B(x —x )2
Presupunem ca k,<k,, adica k» - k; > 0. Atunci
tim 2B BN B
=y alx) ol ofx) w3 ofx)
—x A K2

=1+ lim M)—— =1+— lim (x ——xo)krk‘ =1+0=1.

x=%0 A(x - X )kl X—Xg

Aceasta inseamni ci [a(x) + B(x)] ~ afx).
Daci f{x} si g(x) sunt functii infinit mari in punctul xo §i ki,
k, (ki<k) ordinele de crestere ale lor in raport cu functia universala
, adicd fix)~

7= ~ Xy x—xo)k'

A#0 st B#0, obtinem

i gfx) B cu
y g
x—xo)k2
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_______f(x)+g(x]= im +—j-PM = im-—fi{l+ =
£ Li‘guﬂ e

= lim%(x-—xo)x’"x‘ +1=0+1=1.

X=Xy

lim
X—-ix"

Prin urmare, [fix)+g(x)]~g(x). Teorema este demonstrata.
Fie fix), g(x) $i ¥x) functii infinit mict sau functii infinit
mari de acelasi semn, cind x — x,.

Definifie. Dacd fix)=g(x)+y(x), cind x-—x,, si
lim ﬁ(x_; =0, atunci g(x) se numeste partea principald a functiei
x5 gl X
Jfix), cand x — x,.
Exemple.

1. Parte principald a functiei sin x este functla x, cénd x—)O

. sinx
hm———:], de unde
I-—Dxu X

este o functie infinit mica, cind x — O (a se consulta teorema 1

intr-adevar, =1+a(x), unde afx)

din 1.52). Prin  urmare, sinx=x+a(x}x i
Iim M = lim a{x)=0
I—=xg X ko 378

2. Partea principald a polinomului

PJI (X)'—'- ao + a1x+ azxz +..+ anxn

este functia a,x", cAnd x — +eo, deoarece

,nheN,a,#0

B (x)=a,x" + (a,,_,x”‘l Fot X+ ayx + ao)

s lim @, X" tax rax+a _
X—3too a”x"

!l .. a a a, a a
=—lim(—+ =2+ )=
It 2 n-2 n-1 L]

a,* x X X X x

. =0+0+..+0+0+0=0.
Din definifie reiese cd dacdi g(x} este partea principald a
functiei f{x), cind x - x,, atunci f{x)~g(x). ntr-adevir,
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tim L)y 8L A) iim{l+ﬂ} =1+0=1.

o glx) xon glx)  xoml gly)

Reies,:ind din definitia functiilor echivalente, cele doud limite
remarcabile si consecintele lor, obfinem urmatorul tabel de functii
echivalente:

1) sin u(x) ~ ufx),
3) arcsin u(x) ~ ufx);

5) 1-cosu(x)= 2sin2{“—(2{2] ~ %{u(x)]z :

6) log [l +u{x)] ~ # yax>0, a#l.
na

- 2)tg ulx) ~ ufx);
4) arctg ufx) ~ ufx),

Caz particular: In[1 + u(x)] ~ u{x);
7 [a"(")—[] ~ux)lna, a>0, a=l.
Caz particular: e“™) -1 ~ u(x}
8) fi+u(x)f -1}~ k-u(x), ke R.
fn formulele 1) — 8) functia u(x) este o funciie infinit mica
cind x—x,, care, de reguld, coincide cu functia etalon
(x-xo)",ne N .
9) P(x)=ay+ax+a,x" +..+ax"~ax", cind. x—>+oo s
neN,a, #0.
10) P(x)=a, +ax+a,x* +.+a x"~ax', cand x>0 s
a,=a,=..=aq,_,=0,1<i<n,ie N, neN.
Formulele 1) — 10) si teoremele 1 — 3 se aplici foarte des la

ridicarea nedetermindrilor.
Exemplul 1. 53 se calculeze limita
lim ln(l +x+ x2)+ arcsin3x — tg( 3)
*0 gin2x+ (arctgx)* (e - 1)5
Felosind formulele 1) — 10) i teorema 3, avem
1) In{l+x+x?)~ (x+x?) ~x,cand x—>0:
2) arcsin(Bx) ~3x, cind x 5 0;
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3) tg(x3) ~x* cand x> 0;
4) sin2x ~2x, cind x > 0;
5) (arctgx)* ~ 2% cnd x —0;

5
6) (e -1f =~ cand x—0.
Aplicind teoremele 2 i 3, obfinem urmitcarea valoare a
lirnitei initiale:

lim x+3x-x° - =lim 4Jc+(2 3)

Lodx
> =lim—=lm2=2.
=02x+ x4 x° J|f—3'92,1c+x +x° x02x x0

Prin urmare, limita initial3 este egali cu 2.
Exemplul 2. 83 se calculeze limita

fim 3 2+7x+-\/_+2

X —tee \/6+x +4x

A\'fem
N Y2+7x ~ (7x) » cind x — +oo, deoarece

. N2+ Tx vs
lim 5= = lim +1=lim| = ——+1 =
X—rtoo (7x X—3toe el T ox

s ‘
= (7-0+ IJ =1 (am folosit teoremele 5 si 8 din 1.5.3).

2) ¥x2+2 ~ Ax?, cand x — +oo, deoarece

if.2
im 222_ [IHOI
X=ytoa x—>+ou x

X

3 V2+7x+¥x2 2 ~ (10)P+3 % ~ ¥x* (am aplicat teorema
3 de mai sus).
4) V6+x +4x ~ 2 4ax ~ XV =+/x (similar  punctului
precedent).
Prin urmare, aplicind teorema 2 de mai sus, obtinem
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N FEETTS Py Y P P

Ii = lim = lim §/— =
X—+oo J6+x3 +4x X—4on JC3 x—tee Yy
. 1 |
lim =—=
X240 6f g o0
X

2

Exemplul 3. S& se calculeze lim(cos2x)”
x—0

Aplicdnd teorema 8 din 1.5.3, avem

1
RN ") Incos2x . Incos2x

2 x limn
. x . 5
lim(cos2x)” = lim Inlcos2x) = p*0

x—0 x—0 x—=0

. 2
=lime ~* —¢ x
Observam ca

Incos2x = ln(l— 2sin? x) -~ (— 2sin? x) ~ (—- 2x° ). cind x =0,

. Ineos2x . |=2x7 ,
Deci lim — =lim——= lim(—2)=-2.
x=0 X -0 X x>0
1
20 5, 1
Prin urmare, lim (cos 2x) =e =—.

x—0 €

1.6. Functii continue

——

1.6.1. Continuitatea functiei intr-un punct

Definifia 1. Functia f(x), definitd in punctul xp §i intr-o
vecindtate oarecare a acestui punct, se numeste continud in punctul

xp dacd lim f(x}=f(xy) sau, ceea ce este acelasi lucru,
X—=Xp

lim f(x)-—-f( lim x).

)l"—i)(o X"—)XO

Asadar, din definitia continuitatii functiei intr-un punct
reiese cd simbolurile (semnele) functiei si ale limitei se pot
schimba cu locurile.
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Remarcim de asemenea cd in cazul continuititii functiei
intr-un punct, ea este definita intr-o vecinatate obisnuitd a acestui
punct, nu intr-o vecinitate perforatd a Iui ca in cazul definitiei
limitei functiei intr-un punct.

Definitia continuitdtii functiei intr-un punct poate fi
exprimati in limbajul “sirurilor” sau “£-4".

Definiia 2. Functia f{x) se numeste continud in punctul x,,

daci pentru orice sir {x, } de valori ale argumentului x, convergent
citre x,, sirul respectiv {f(x, )} de valori ale functiei f{x) este
convergent citre f(x,).

Definifia 3. Functia f{x) se numeste continud in punctul x,,

daci pentru orice numar £>0 existi un numir & >0, care, in
general, depinde de £, astfel incit pentru toate valorile hui x ce

satisfac  inegalitatea |x - xol <d se verificdA inegalitatea
|7 ()~ ) <e.
in simbolurile logicii matematice definitia se scrie astfel:
Ve>0,36 >0, Vx:{x—x0|< 5:>|f(x)——f(x0] <E.

VYom aduce inci o definifie a continuititii functiei intr-un
punct, care nu este altceva decit o parafrazare a definifiei 1.

Avem
lim £f(x)=f(xy)= lm [f(x)-f(x,)]=0=
x—axo X-—)Xo

= ﬁII}l [f(x)—f(xo)]=0.

X=Xg }-0
Diferenta (x—x,) se numeste cresterea argumentului x in punctul
X, §i se noteazd, de reguld, prin Ax, iar diferenta [ flx)-f (xo )] se
numeste cresterea functiei, corespunzitoarc cresterii Ax a
argumentului x si se noteazid Ay=Affx). Deci (x-x,)=Ax si’
Ay= [ f (J::U +Ax)- f (xo )] Observam cd pentru o valoare fixati a
punctului x,, Ay este functie de argumentul Ax. Utilizind aceste

notatii, putem enunta o altd definitie a continuititii functiei Intr-un
punct.
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Definitia 4. Functia y=f{x) se numeste continud in punctul
Xy, dacd g:—r?o Ay=0, adicd unei cresteri Ax infinit micd a

} argumentului ii corespunde o crestere Ay infinit mica a functiet.
Aceastd definitie in unele cazuri este cu mult mai comodé
pentru uzul practic decét celelaite.

Dacd lim_ flx)=f(x,) (respectiv lim_ Flx)= e,
X=Xy~ XXy

atnci functia f{x) se numeste continud la stinga (respectiv la
dreapta ) in punctul x,. Functia f{x) este continud in xo, daci si
numai daci, este continui §i la dreapta, si la stinga. Acest criterin
reiese imediat in baza teoremei 2 din 1.5.1.

Continuitatea la dreapta sau continuitatea la stdnga se mai
numeste continuitate laterald.

Definifia modernd a nofiunii de continuitate a functiei i se
datoreazi matematicianului francez A. Cauchy si matematicianului
ceh B. Bolzano (1781-1848). O contributie considerabild in
dezvoltarea nofiunii de continuitate a functiei §i revine
matematicianului francez G. Darboux (1842-1917).

Exemplul 1. S3 se cerceteze continuitatea functier:

(x) x—1l,daci xe ]—m,O[
xXl=

x+1,daci xe [O+oo[
1) Fie x5 € ]—w,O[.Avem

lim f(x)=lim{x—1)=lim x— lim L = x, —1= f(x,),
XXy XKy =3 Ky X1y

adica functia f este continud in orice punct din intervalul ]—oo,O[ .
2) Fie xp € b, + 00[ . Avem

lim f{x}=lim(x+1)= lim x+ lim 1 = x, +1= f(x,),

PRy xx x> e
adicd functia f este continua Tn orice punct al intervatului ]0, + oo[ .

3) Fie xo= 0. Avem

lim f(x)= lim (x—1)= lim x— lim 1=0—1=-1%{0)=1
x—0-0 x—0-0 x—30-0 x—0-0

si lim f(x)= tim (x+1)= lim x+ lim 1=0+1=1=£0).
x—H0 x—0+0 x—0+0 x—0+0
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Observim ci liglo F{x)=£(0), ceea ce inscamna ci
—0+

functia f este continui la dreapta in punctul x, =0.
Teorema 1. Fie functiile f{x) §i g(x} continue in punctul x,.

Atunci functiile [f(x)+ g(®)], [F(x)-glx)] si -J—r% , cu condifia
glx
&(xo) #0, sunt functii continue in x;.
Demonstrafie. Deoarece functiile f{x) si g(x) sunt continue in
Xy, ele au limite In acest punct §i sunt respectiv egale cu f(x,) si

g(x;). Conform teoremei 5 din 1.5.3, limitele functiilor

f(x)

[r(x)+ 8(-’6)], [£(x)-g(x)] si L= existd si sunt respectiv egale
g(x)
flx)

cu fln)teln), flxg) glx,) si 2. Dar aceste numere
g(xo)

coincid cu valorile functiilor respective in acest punct. Deci, in
conformitate cu definitia 1, functiile [f(x)+g(x)], [£(x) g(x)] si
f(x)

g(x)

sunt continue n punctul x;.
Notd. Teorema 1 peate fi generalizatd asupra unui numir finit de
functii.

Teorema 2. Daca functia u = @(x) este continua in punctul
Xy, iar functia y=f{u) este continui in punctul u, = tp(xo), atunci
functia compusi y = f{g(x)) este continui in X - _

Demonstratie. Conform ipotezei teoremei, @(x) este
continu in x,, prin urmare, @(x)— @{x,) cind x — x,; functia
y= f{u} este continua in u, = @(x,), deci f(u)— fluy}, cind
u — 1y, adica @(x) — ¢(x, ).

Aplicind teorema despre limita functiei compuse (a se
consulta teorema 7 din 1.5.3), obtinem

~lim £lple)= fim 7).
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fn virtutea continuitatii functiilor @x) in punctul x, si f{x) in
ug avem lim (a(x) = q)(xo ), lim f (u) =f (uo). Prin urmare,
X—)Xo M"')MO

Jim flolx))= Jim Flu)= flup) = 1 elx,)),

ceea ce nseamnd, conform definitiei 1, cd functia compusi

y = f{p(x)) este continui in x,. Teorema este demonstrati.
Conform teoremelor 2 i 4 din 1.5.3 cobtinem urmitoarele

rezultate:

1) daci f este o functie continui in punctul x, si f(x,)>0 (sau

f(x,)<0), atunci intr-o vecinitate a punctului x, functia fia

numai valori pozitive (respectiv negative);
2) daci f este o functie continui in punctul x,, atunci functia
modul I f | este §i ea continud in acest punct.
Consideram citeva exemple.
Exemplui 2. Continuitatea functiilor rationale.
Evident ci functia constanti f{x)=c, x€R, ceR este continui
in orice punct x, € R, deoarece
lim f{x)= lim c=c= f(x,).
XX XX
De asemenea functia fix)=x, x€ R este continui in orice
punct x; € R.
In exemplele 1 si 2 din 1.5.3 am aritat cd
lim P(x)= lim (aa +a,x+ a,x° +...+anx")= 2(x,)
x-3xg xxg
si fim P (x) i a,+a,x+a,x’ +.. +a,x" P(x,)
~n 0 (x) =l b, +bx+bx* +..+b,x" ] 0O, (x,)
cuconditiaci Q,(x,)#0 si ne N, me N, a, #0, b, #0.
Aceasta Tnseamnd cd functia - polinom §i functia rationala
sunt continue in orice punct din domeniul lor de definitie.
_Bl)_ 3+ e
Qz(x) Xt -1
continud in toate punctele x, diferite de -1 si 1.
" Exemplul 3. Continuitatea functiilor trigonometrice.

L

Spre exemplu, functia rationald g(y)
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S e e

Sa. consideram functiile trigonometrice sinx, cosx, tgx,

—— i sec x= .
sinx COSX .
Si aritam ca functia sinx este continud in orice punct

XER. intr-adevir, conform definitiei 4, avem

ctg x, cosec x =

Ax Ax
1 =h i —g] = l. 2 in—- +— =
llI_I;ko Ay IITO [sm(.xc0 +Ax) sin xO] ITO sin 2 cos(xo 5 )

sinE
=2 1lim 2 -—%x—-cos(xi—gj =

Ax— ﬁ 2
' 2
sin Ax
2 A
= lim 2 | lim Ax—cos[x +——i) =0,
Ax Ax Ax—0l 2
—=0 =
2 2

ca produsul dintre o functie infinit mic si o functie mirginitd.
Similar se demonsireazi ci functia cos x este continua In
orice punct x, € R:

: A
Jim Ay = iiinm[cos(xo +Ax)—cosxy|= ,}j—rPo(_ 2)sm—-2— . sm\xo +—-} =

2
siné)£ ]
: 5 Ax Ax] _
={-2) 1 — S X +—— || =
( )Ax—g)l Ax 2 [ 2
(£-}0J 2 5
2
sinéx«
=— lim 2 | lim [Ax-sin(x+i‘i]}=
Ax A a0 2
——
2 2

=~ lim Ax-sir{x+§J:|=0 ,
br 2

ca produsul dintre o functie infinit mica i o functie mérginita.

105 i




Din continuitatea functitlor sinx si cosx, conform

. . . . sin x
teoremei | de mai sus, rezulti ca functiile tgx= , Sec =
cosx cOs X

sunt continue in toate punctele x, pentru care cosx # (, adici tn

. .4
toate punctele, cu exceptia punctelor x=;+;m, neZ . La fel

-~

1n

. A . cosx .
rezultd §i continuitatea functiilor ctgx =— $L Cosecx = —
Sinx Smx

toate punctele x, cu exceptia punctelor pentru care sin x = 0, adici
x=m,ne’z.

Exemplul 4. Continuitatea functiilor exponentiald si
logaritmica.

Sa aratim ci functia f(x}=a*, a>0, a#1 este continui
n orice punct x, € R.

Intr-adevir,

a® -1
lim Ay = lim (ax°+A" —ax")= lim{ a™ - Ax | =
Ar—30 Ax—0 Ax—0 Ax
=a™-lna- limAx=0.
Ax—0

Prin urmare, functia f(x)=a*, a>0, a#1 este continui

! in orice punct de pe axa numerica.
1 Similar, pentru functia y=log,x, a>0, a=l, x>0, avem
i‘:ﬁ dy =lim{log (x, + 4x)—log ,x, | =

+ /4
= lim(log, 2= <% _
Jx-a0
log, [1 + ﬂ]
x, ) 4
= lim 02 A5 L L i ax=0,

;u;a Ax xa lna xu 1136
—= —
ID x

ceea ce nseamni ci functia log, x este continua in orice punct din
domeniul siu de definitie, adicd x> 0.
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Exemplul 5. in exemplul 5 din 1.5.1 am demonstrat ci
]im0|sgnx|=1. Observim insd c& |sgn0=0 si, prin urmare,
Ar—

gﬂsgnx[;tlsgnq , adicd ﬁlxi_r}r}:o F(x)# F(x,), ceea ce inseamna ci

functia f(x)=dsgnx|, xe R, nu este continui in punctul x, =0.
1.6.2. Puncte de discontinuitate §i clasificarea lor

Daca functia f{x) este definitd in vecinitatea punctului x, (in
afard poate de insusi punctul x;) si nu este continui in punctul xy,
aceastd functie se numeste discontinud in punctul x,. in acest caz
punctul x, se numeste punct de discontinuitate al functiei fix).

In paragraful precedent am scos in evidenta ca functia fix)
este continud fn punctul x,, daca §i numai dacd este continui si la
dreapta i la stinga, adica

i fla)= dim fx)= f(x).

Daca x, este un punct de discontinuitate al functiei fix),
avem urmiitoarele cazuri.

Cazul I. Limitele laterale ale functiei f{x) in punctul x, sunt
finite si egale, Insa nu coincid cu valoarea functiei in acest punct,
adici

A= lim flx)= sim flx)# f(x),

unde flx,) este finitd, san infinitd, san nu existi.

Asemenca puncte sa numesc puncte de discontinuitate
eliminabild sau aparentd. Acest termen “discontinuitate
eliminabild” sau “discontinuitate aparentd” este indreptitit prin
faptul ci este suficient de modificat funcfia numai in punctul x,,
consideridnd f{x;)= A. Functia astfel definiti este deja continui in
acest punct.

Exemplul 1. Fie functia

sin x

fx)=1 x

B, dacix=0,unde B 1.

,daci x =0
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Observim ci aceastd functie este continud in orice punct
x#0, ca raportul a doud functii continue pe R. In punctul x4=0 avem

. sinx . sinx . sinx
lim = lim —~= lim
=0 x Ax0-0  x Av—040  x

Observam c3 li_r»g flx)=1= £(0)=

=1.

B, adicd x, =0 este un

punct de discontinuitate eliminabila pentru functia f{x) .
Daci considerim  f(0)=1, adici B=1, atunci
discontinuitatea in x, =0 dispare si functia nou definita

w ,daca x#0

flx)=19 x
1, dacax=0
este deja continui pe R.
1,daci x#0

Exemplul 2. Fie f —-!sgnxl {0 dacs 0
,dacid x=0.

in baza exemplelor 5 din 1.5.1 §i 5 din 1.6.1 usor se obtine
cd aceasti functie este continud in orice punct x, #0, deoarece

lim f{x)=1=f{x).
fn punctul x, =0 avem

1= lim f{x)= lim f f(
Ly B= i, )2 (o) =pendf =0,

adicd punctul x, =0 este un punct de discontinuitate eliminabila.
Daci considerim f(0)=1, atunci pentru aceasti functie modificati
(x)= |sgnx|,dacﬁx¢0
Fix _{1, dacd x=0

discontinuitatea dispare i ea devine deja continui pe R.
Cazul 2. Limitele laterale ale functiei f(x) in punctul x,

sunt finite si diferite, adici lim f(x)# lim f(x).
x—3x,—0 Ar—rx,+0
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in cazul acesta numarul | lim f(x)-
x—%xg~0 Ax-3x9+0

numeste saltul functiei f(x).

Punctele de discontinuitate din cazurile 1) i 2) se numesc
puncte de discontinuitate de speta 1.
Exemplul 3. Fie functia
x,daci x <0

flx)=13,dacax=0
3+x,dacd x> 0.
Observam ca punctu'l x, =0 este un punct de discontinuitate
de speta 1, deoarece
xl_i;)n_ﬂf(x) = lim x=0 s lim f(x) = im(3+x)=3+0=3.
Saltul acestei functii in x,=0 este egal cu 3 - 0 =3,
Remarcam ci functia f{x) este continui la dreapta in

punctul x, =0, deoarece
lim f(x)= lim (3+x)=3=(0).
x—0+0

%—0+0
Exemplul 4. Dupa cum am arétat in exemplul 6 din 1.5.1 (a
se consulta de asemenea graficul acestei funciii din 1.3.5), functia

—1,dacd x<0
f(x)= 0, daci x=0
1, daci x>0

are in punctul x, =0 o discontinuitate de speta 1, deoarece
i, 7(0)= lip-1)=-1 5l f(e)= i1 =1.
Saltul acestei functii in x,=0 este egal cul -(-1)=12
Exemplul 5. Fie f(x)=E(x} (a se consuita ex. 1 din 1.3.5).
Din graficul acestei functii avem cid funcfia Efx} este
discontinui in punctele x, =n, ne Z , deoarece

lim E(x)=n-1,iar lim E{x)=n, neZ.

x—x,-0 x—=x,+0
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Aceasta inseamni ci punctele x, =n, ne Z , sunt puncte de
discontinuitate de speta 1 pentru functia E(x). Saltul acestei functii
inx,=n, ne Z , este egal cu nu(n—l) =1.

Observdm ca

lim E(x)=n=E(x)), ne Z,

x—x,+0
adica functia E{(x) este continud la dreapta in punctele X, =n,

ne N,
Exemplul 6. Fie functia

———1-- daci x# 0

flx)=q1+37"
B, daca x=0,
unde B este orice numar real.
Ardtdm cd punctul x, =0 este un punct de discontinuitate

de speta I pentru f{x).
[ntr-adevir, daci sirul {x_} este un sir infinit mic si termenii

X

n

" - 1 .
x,, ne N sunt numere pozitive, atunci §irul {—} este un gir

e | . -
infinit mare §i lim— = +oo, deci sirul {1+ 3™ ; este de asemenea

R-—yo xﬂ

I
un gir infinit mare cu lim{1+3™ [=+o. Prin urmare, sirul
N—peo

1
f (xn )= —T valorilor corespunzitoare ale functiei f(x)

1+3%0
este un sir infinit mic, adici lim f(x,)=0. Prin urmare,
x—0+0
lim f(x)=0.
x—=0+0 :
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Daca insa sirul {x } este un sir infinit mic si termenii lui

sunt numere negative, atunct sirul {———} este un sir infinit mare i
X

H

1

.1 . . .
lim-— = —ee . Prin urmare, lim 3*» =0 si
Hl—poo xn n—poec

lim f{x)= lim --17-:—'—=
x=0-0 x=0-014+37  1+0
Saltul acestei functii in x,=0Oesteegalcu 1 -0 =1.
Constatim ca dacd B = 1, atunci functia f(x) este continua
la stdnga in punctul x; =0, iar dacd B =0, atunci functia f (x)
este continui la dreapta In punctul x, =0.
Cazud 3. Cel putin una din limitele laterale ale functiei f (x)
este infinitd sau nu existd, cind x — x,.
In acest caz punctul x, se numeste punct de discontinuitate

de speta 2.
Exemplul 7. Fie functia

f(x) _ cos—jc—, daci x#0
B,daca x=10,
unde B este orice numdr real.
Ardtam cé punctul x; =0 este un punct de discontinuitate
de speta 2 pentru functia f (x) . '
Intr-adevar, in exemplul 3 din 1.5.1 am demonstrat c3

lim cos— nu existd. Deci ambele limite laterale ale acestei functii
x—0 X

nu existd. Prin urmare, punctul x,=0 este un punct de
discontinuitate de speta 2 pentru functia f{x).
Exemplul 8. Fie functia Dirichlet

1,dacd xe
Dix)= (A XL
O,dacixe R—Q=1.
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Aratim c¢i orice punct x,€ R este un punct de
discontinuitate de speta 2 pentru D(x).
intr-adevir, fie x,e R. Considerdm sirul {r.} de numere
rationale, astfel incdt limrs, =x,.
H—yoo
Observam ¢i D(r,)=1 pentru orice ne N. Deci sirul

{D(r, )} este convergent si lim D(r, J=timl=1.

Considerim acum sirul {i,} de numere irationale, astfel
incat limi, =x,. Avem D(i,})=0 pentru orice ne N . Deci sirul
n—yos

{D{i,)} este convergent si lim D{i, }=1im0=0.
n—yec H—roo

Conform definitiei limitei functiei dupa Heine, functia D(x)
nu are limitd in punctul x,. Prin urmare, limitele laterale ale
3 functiei D(x) nu exista. Deci punctul xp este un punct de

discontinuitate de speta 2 pentru Dfx).
Exemplul 9. Fie functia

1
flx)={e*,dacix#0
B,daca x=0,
;! unde B este orice numdr real.
i Constatdm ci functia f(x) are o discontinuitate de speta 2
in punctul x, =0. intr-adevar,
17
lim flx)= lim ex=|—|=0gs
x—)O—Of( ) x—0-0 (oo) . s
!

lim fix)= lim e* = oo,
x—90+0f( ) X040

Prin urmare, una din limitele laterale ale functiei f(x) in
x, =0 este infinita. )
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Teoremd. Orice functie monotond y= f (x) xe D,unde D
este un interval fnchis sau deschis, nu are decit puncte de
discontinuitate de speta 1.

Demonstratie. Fie x,, x,, x; trei puncte arbitrare ale
mul{imii D. Presupunem ¢i x, < x, < x;. Functia f este definita pe
D, de unde urmeazi ci f(x ), f(x,}, f(x;) sunt finite. S&

lim f(x)si

x—x,-0

lim f(x) sunt
X—Xp40

demonstram ci limitele laterale

finite.

Fie, de exemplu, cd functia f este cresciitoare pe multimea D
Atunci Flx)< Flx)= flx,), daci
fx,)< f(x)< f(x,), dacd x,<x<zx,, de unde obtinem prin
trecerea la limita in inegalitati ca

fla)s lim flx)< ) 5i flx)< tim fx)< f(z),

adica limitele la stAnga si la dreapta in punctul arbitrar x, sunt
finite.

fn cazul cénd f este descrescitoare, teorema se demonstreazi
in mod aseméndtor.

Consecintd. Dacd x, este un punct de discontinuitate de
speta 1 pentru functia f, monotoni pe D, atunci

lim f(x) si lim f{x) exists si sunt
X—xg-0 X—=2xg+0

X <x<x, $1

a) limitele laterale

finite;

b) inegalitatea dubla  lim f(x)<f(xy)< lim f(x), dacif

x1—xp—0 Xx—xg+0
este nedescrescitoare sau

lim f(x)2f(xy)= lim f(x), daci f este necrescitoare,
x—=xo—0 X—=rxg+0

contine cel putin o inegalitate stricta;
¢) intervalul, determinat de oricare inegalitate strictd nu contine
nici o valoare a functiei f;

113




d) intervalele determinate de inegalititile stricte ale mai multor
puncte de discontinuitate ale functiei f nu se intersecteazé intre
ele.

Demonstratie. Conform teoremei, punctul x, este un punct
de discontinuitate de speta 1. Deci a) reiese imediat.

b) Daci f este nedescrescitoare, avem

lim f(x)<f(xg)< lim f(x).
x=3xg-0 x—rxg+0
(x<xp) (x>xg)

Intrucat X, este un punct de discontinuitate de speta 1, cel

putin una din aceste inegalititi este stricta.
Similar se demonstreazi ci daci f este necrescitoare, atunci

inegalitatea dubla
lim f{x)2f(xy)> lim f(x)
X=rxg—0 x—=x+0

| are cel putin o inegalitate stricti.
2 c) Fie xy € D si f este nedescrescétoare. Atunct dupd b) cel
putin una din inegalitétile ‘

lim f(x)<f(xg)< lim f(x)

x—=%y-0 x—=xo+0
este  strictd.  Admitem cd Hm f(x)<f(x0) sau
‘ x—xg-0 .
Ew f(xo)< lim f(x).
i‘ X—)X0+0
[; fntrucat
| VieD, x<xq=>f(x)< lim f(x)si
x~rxp--0

Vxe D, x>x0l:>f(x)2 lim f(x),

X+l

obtinem  ca intervalul} lim f(x),f(x0)|: sau  intervalul
1—x,-0

} flxo) lim f (x{ nu contin nici o valoare a functiei f.
X3 +0

Stmilar se demonstreaza §i cazul cind f este necrescitoare.
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d) Fie x;, x, doud puncte de discontinuitate de speta 1 ale

functiei fsi x, < x;. Daca f este nedescrescétoare, avem

lim f(x)<f(xy)< lim f{x)< lim f{x)<f{x,)<

x—xq—0 X=X +0 x—x;~0

< lim f(x)-

x—=x+0
Prin urmare, intervalele ce corespund inegalititilor stricte ale
punctelor x, §i x, nu se intersecteaza.

In.mod asemianitor se demonstreazd §i cazul cénd f este
necrescatoare.

1.6.3. Functii continue pe un interval

Vom spune cd functia f (x) este continud pe intervalul
]a,b[, dacd ea este continud in orice punct al acestui interval.
Functia f(x) se numeste continud pe segmentul [a,b], daca ea este
continud pe intervalul ]a,b[, continud la dreapta In punctul 4, adica
xl_i’?:o flx)= fla) si continud la stanga fn punctul b, adicd
sim 7= 70). |

Functia f (x) se numeste continud pe porfiuni pe [a,b], daci

ea este continud in toate puncteie segmentului [a',b] cu exceptia

unui numir finit de puncte, in care functia posedi discontinuitati de
speta 1 si, pe lingd aceasta, functia are limitele laterale finite in
punctele a si b, Functia se numeste continud pe portiuni pe axa
numericd, daci ea este continua pe portiuni pe fiecare segment.

Remarcim ca functia E(x} este o functie continui pe
portiuni pe axa numeric.

Teorema 1. Functia inversd a unei functii f:D — R, strict
monotond st continud pe D, este o functie strict monotond si
continui pe multimea f{D}.
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Demonstratie. Fie f:D — R o functie strict crescatoare si
continud pe Dsi f~' functia inversd functiei £ Avem echivalenta

xoy=flX)eyo h)=x.

Intrucit f{x) este continua in x,€ D, avem: pentru orice
sir {x,}, x,€ D, convergent citre x, sirul {yn}= {r (x,, )} al
valorilor corespunzitoare ale functiei f este convergent citre
Yo=f (xo)-

Fie acum un sir {yn} strict crescitor convergent citre
Yo=Ff (xo). Functia f, fiind biunivocd, sirului {yn} ii corespunde
un sir unic {x,}, x, € D . Sa aritam ca sirul {x/} este convergent
citre x,. Sirul {x.} este strict crescitor si mirginit superior,
deoarece termenii lui x;,, ne N, apartin intervalului D. Deci {x’}

este convergent. Notim lim x), =c€ D . Deoarece feste continui
H—¥o0

pe D, avem
fim y, = lim £(x,)= yo = f(5).
Prin urmare, fixg)=fic) si cum f este biunivoca, obtinem ci
c=x,, adica functia f~'(y) este continua in punctul y,.

Se procedeazi in mod asemdnitor $i in cazul cind functia f
este strict descrescitoare si deci sirul {y, } este strict descrescitor.

Prin urmare, functia f”' este strict monotona si continua pe
domeniul valorilor ei,

Teorema 2 (Teorema 1 a lui Bolzano — Cauchy). Fie functia
I (x] continuid pe segmentul [a,b] si fie cd f (x) ia valori de
semne opuse la extremititile segmentului, adici f{a)- f(b)<0.
Atunci existd un punct ce ]a,b[, astfel incit f(c)=0.

Demonstrafie. Presupunem ci fla)<0< f(b). Impartim

- . . a+b o
segmentul [a,b] in jumatate cu ajutorul punctului ¢ = . Daci

flc)=0, teorema este demonstrati. Daca insi f (c)#0, atunci
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pentru f(c)<0 avem f{c)<0< f(b) si deci pe segmentul [c.#]

se respectt conditiile teoremei. Pentru f{c)>0 avem
fla)<0< f(c) si pe segmentul [a, c¢] se respectd conditiile
teoremei. Notdm cu [a,,b,] segmentul pe care se respectd
conditiile teoremei. Astfel, avem f(a,)<0< f(b), a<a, <b <b

si b —q =b—Ta‘ mpartim [a,,5,] in jumitate cu ajutorul

. _b-a Ny
punctului ¢, =%. Daca f(c,)=0, teorema este demonstrati.

Dacid Insd f (cl);tO, din cele douvd segmente obfinute alegem
segmentul care satisface conditiile teoremei si-1 notim prin
{az,bzl. Deci avem f(a2)<0<f(b2), asa Sa,<b, b <b si
h-a _b-a
2 2t
Continuand acest proces, este posibil ¢i la o anumita etapa
se obtine un punct de diviziune ¢, , astfel incit f(c,)=0 si in
acest caz teorema este demonstrati. In caz contrar, procesul
continui i obtinem doud siruri de numere reale {a, } si {5, }. astfel
fla,)<0< f(,),
b-a

h

by—ap =

incdt pentru orice neN  avem

asa Sa,.sa,<b,sibz2b2b,2.2b,>a,b,-a,=

Prin urmare, sirurile {a, } si {b,} sunt monotone §i marginite
si deci conform teoremei 7 din 1.4.2 sunt convergente. Notim
lima, = x;. Atunci

Moo

limb, = lim(b, —a, +a,)= lirn[b—a +a")=

H—yoo fi—3on noesl PN

= lim(b—a)-2—1n+ lima, =(b-a) 0+x, =x,.

Intrucat functia f este continua fn punctul X € [a,b] , avem
[f(a,)<0< £(b, )= lim fla,) <0< Mim £ (b, )=
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= flx,) <0< flx)= flx,)=0.

Teorema este demonstrati.

Consecinga I (Teorema a 2-a a lui Bolzano - Cauchy). Fie
functia f{x) continui pe segmentil [a,b], fla)=A, f(b)=
iar C este un numdr arbitrar, situat intre A si B. Atunci existd un
punct ce Ja,b, astfel incit f(c)=C. Altfel spus, la trecerea de I

o valoare la alta, o-functie continui ia orice valoare intermediari.
Aceastd proprictate a functiei continue pe interval se numeste
proprietatea lui Darboux, -

Demonstratie. Fie A<B i A<C < B. Considerim functia
auxiliard

plx)= f(x)-C,
care este continud pe segmentul [a,b] (ca diferenta a doud functii
continue) si ia valori de semne opuse la extremitatile segmentului:
pla)= fla)-C=A-C<0,
plb)= f(p)-C=B-C>0.
in virtutea teoremei, existd un punct ce ]ab[ astfel incét
plc}= flc}-C =0, de unde fle)=
Consecinga 2. Daci functia g(x) continua pe [a,5] nu se
anuleazi in nici un punct din [a,b], atunci aceasta functie pastreaza
un semn constant pe tot segmentul [a,b].
Demonstrafie. Presupunem ci pe [a,b] existd doud puncte
x, §i x,, astfel incit f(x,) f(x,)}<0. Amnci, conform teoremei,
existdi un punct ce ]x,,xz[ astfel incat f(c)=0, ceea ce

contrazice ipotezei.
Aceastd consecintd ne permite s stabilim o regula practica
pentru a afla semnul unei functii continue pe segment.

Aranjam zerourile reale ale functiei g(x), continue pe [a,b],
in ordine crescindd g S$x; <x, <x;<..<x,<h si atunci pe

fiecare din segmentele [a,x,], [xl,x2], [x,,x,], , [xn_l,xn],

_[x,,,b] functia g(x), fiind continud pe aceste segmente, are un
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semn constant. Prin urmare, pentru a determina semnul functiei
g(x) pe aceste segmente, alegem un punct arbitrar ce apartine lor

si calculam valoarea functiei In acest punct.
Consecinga 3. Daca functia f (x) este strict monotond si

continua pe [a,b] si dacd f(a) f(b)<0, atunci ecuatia f{(x)=0
are pe intervalul ]a b[ o solutie si numai una.

Intr-adevar, din consecinta 1 avem ci pe intervalul ]a b[
existd un punct ¢ astfel incat f{c}=0 si deci ecuatia f{x)=0 are
cel putin o solufie. Deoarece f este strict monotond, oricare ar fi
punctele x, §i x,, a<x <x,<bh, avem flx)< f{x,) sau
f{x)> f(x,) si deci valorile x, si x, nu pot fi ambele solutii ale
ecuatiei f{x)=0.

Exemplul 1. S3 se arate cd orice polinom de grad impar are

cel putin o solutie reala.
Intr-adevar, fie

fx)=Py (x)=b, +a,x+a,x’ +.+ay, 37, @, ,#0, neN.

Avem
. . 3 2n—.’)__
lim f(x)z lim (bo +ax+ax’ +otas, X =
X—y—oo X—p—oa
b a a
= lim x*' e 2’_2 + 2: t..ta,, r)
1——oo x - x n x

— oo, daca Arp—1 >0

=("m)(0+0+0+"'+02"“)={+m, dachay, | <0

si lim f(x)-: lim (bo +a,x+a3x3 +...+a2n_}x2"_")=

X tea X400
/) a a,
= lim x™ dim| by, | =
X—p-hon xopoa| 2 x" X

+o0, dacday, >0

=(+ oo)(0+0+0+---+a2n—1)= {_m dacd a,,_; <0.

Prin urmare, functia polinomiala f(x)=P,,_(x), neN, de
grad impar, ia atit valori negative, cit si valori pozitive.
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Fie f(a)<0 si f(b)>0. Atunci pe segmentul [a,b], daci
a<b sau [b,a], dacd b<a functia f (x) satisface conditiile
teoremei: f(x) este continui pe [a,b] sau pe [b,a] §i
f(a)- f(b)< 0. Prin urmare, existi un punct ce€ ]ab[ sau c€ ]b,a[
astfel incit f(c)=0, ceea ce inseamni ci orice polinom de grad
impar are cel putin o radécini reala.

Exemplul 2. Fie f(x)=x*+3x-5. Sa se arate ca acest
polinom pe ségmentul [I, 2] are o singura solutie reala.

Ardtdm cd acest polinom este o functie strict crescétoare pe
segmentul [1,2]. Intr-adevir, fie x,, x, din [1,2] $i x; < x,. Avem

(xl <x2):> (xz —x)>0= flx,)- flx)=
= (.xz4 —xf)+3(x2 —x,)= (x% —fox% +Jc]2)+3(x2 -x)=
=(x, —x, )[(xz + x,)(xg + x} )+3]>0:> flx,)> flx,),
deoarece x;, x, sunt numere pozitive $i x;<x;.
Observim ci f(1)=1+3-5=-1<0, f(2)=2*+3-2-5=
=16+1=17>0 si functia f(x) este continui pe [1,2]. Aplicind
consecinta 3, obtinem cé polinomul x* +3x-5 pe segmentul [1,2]

are o singurd solutie reala.

Teorema 3. (criteriul de continuitate al unei functii
monotone).

Functia f:D — R, monotoni pe segmentul D = [a,b] , este

continua pe [a,b] atunci si numai atunci cind multimea valorilor
£(D) ale acestei functii coincide cu segmentul [ f (a), f (b)] , daca f
este nedescrescitoare, sau cu segmentul [f{(b), f{a)], daca f este

necrescatoare.
Demonstratie. Conditia este necesard.
In virtutea monotoniei functiei f pe segmentul [a,b], toate

valorile acestei functii sunt cuprinse intre numerele f (a) si f(b).
Tntrucét f este si continui pe [a,b], conform teoremei 2, ea obfine
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toate valorile intermediare intre numerele fla) si f(b). Prin
urmare, multimea valorilor functiei f, monotond si continud pe
fa,b] coincide cu un segment, extremitafile ciruia sunt numerele
fla) si f(b). Observim ci a<b implica f(a)< f(b), daci feste
nedescrescatoare, §i deci f(D)=[f(a), f(b)] si fla)= f(b), dacif
este necrescitoare, si deci f(D)= [ f(b)f (a)].

Conditia este suficientd.

Fie f monotona pe [a,b] si multimea valorilor sale pe [a,b]
coincide cu un segment, extremitdtile cdruia sunt egale cu
numerele f (a) si f (b) Presupunem c@ f nu este continui pe
[a,b]. Aceasta inseamni ci f este discontinui intr-un punct

x)€ [a,b]. Aplicind consecinta teoremei din 1.6.2, unul din

intervalele } lim f (x) f (xu{ . } Flx ) lim f (x)[ , ce corespunde
X—r Ay

inegalitigii stricte, nu contine nici o valoare a functiei f. Deoarece
functia f este monotoni pe [a,b], acest interval se congine in
segmentul cu extremitatile f(a) si f(b).

Am obtinut o contrazicere, decarece acest segment coincide
cu mulfimea tutyror valorilor functiei f pe [a,b].

Prin urmare, presupunerea nu este justd si deci teorema este
demonstrati.

Din lipsi de spatiu vom enunga fird demonstratie
urmdtoarele rezultate importante,

Teorema 4. Daci functia f{x) este continui pe segmentul

[a,b], atunci
a) f(x) este marginiti pe la,b];
b) f(x) atinge pe segmentul [a,6] valoarea cea mai mare

M =Sup f(x} (se citeste supremum f(x) pe la.b]) si
la.b]

i21

—




valoarea cea mai mici m = Inf f (x) (se citeste infinum f(x)
ia.b}
pe [a.b]).
Demonstratia acestor teoreme care se numesc feoremele lui

Weierstrass (1815-1897 — matematician german), le puteti gisi de
exemplu in [2], [3], [7], [12], [16], [17].

1.6.4. Continuitatea uniformd

Definitie. Functia f(x), xe D, se numeste wuniform
continud pe D, dacd pentru orice numdr £>0 existd un numar
d >0, care, in genere, depinde numai de £, astfel incdt pentru
orice doud valonn xe€ D, x,e€D, care verifich inegalitatea
|x, —xl|<§, avem |f(x2)-—f(x]]<€.

AplicAnd aceastd definitie, obtinem ca functia liniar3
f{x)=ax+b este uniform continua pe multimea R.

In prealabil si scriem inegalitatile din definitia continuitatii
uniforme a functiei y = f{x) pe D sub o alta formi. Inlocuim x,
cu x,iar x, cu x+Ax. Atunci x, — x, = x+Ax— x = Ax reprezintd
cresterea argumentului x, iar f(x,)— f(x )= f(x+ Ax)— flx)=Ay
reprezinti cresterea corespunzitoare a functiei y = f (x)

Proprietatea de continuitate uniforma se va scrie astfel:

|Ay]=|f(x+Ax)—f(x]<£,
dacd |[Ax|< &, unde x si (x+Ax) sunt doud puncte oarecare cu

|Ax[ < ¢ din mulfimea D.
Agadar, din definitia continuititii uniforme rezultd ci
numdrul 4 >0 depinde, in genere, de numirul £ si nu depinde de

punctele x i (x+Ax) din D, care satisfac numai conditia |Ax]< d .

Drept exemplu si considerdam functia f (x)= x

acest caz avem
flx+Ax)- flx)=Ay = ()c+£uc)3 - x° =3x Ax+3xAx? +Ax’ =

, xeR.In
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= Ax(32? + 3xAv + Ax?)

Oricare ar fi valoarea lui x, expresia
Ay = Ax(3x® +3xAx + Ax?} tinde evident citre zero, dach cresterea
Ax a argumentului tinde catre zero. Astfel se confirmi din nou ca
aceastd functie este continud pentru orice valoare a lui x. Prin
urmare, ¢a va fi continud, de exemplu, pe segmentul [1,2]. Sa
ardtim cd ea cste uniform continud pe acest segment. Pentru orice
£>0 trebuic s alegem un numir & >0, astfel incit sa fie
satisficutd inegalitatea

INE |Ax(3x2 +3xAx+Ax2] <&, daci jAd<d,
xell, 2] si (x+Ax) E[I, 2].

Avem

[85] =[x+ 30w + A €352 Ax]+ 3:[- Ax+ |,
Dar cea mai mare valoare a i x pe [/, 2] este 2, deci putem
scrie
| £+ Ax)= £{x)] €302 | ]+ 3. Ax? +[Ax-‘| <
<12-|aq+6- Ax +[ax]
Presupunem ci Ax<1. Atunci
(Ax)? <|a] si |Ax3‘ <|ax
$i putem continua astfel:
|Flr+ Ax)- F(x) <12-Arf+ 6 A +ax| <
<121 Ax|+6| Ax|+1 Axi=19|A4.
Deci inegalitatea | ! (x+Ax)— f (x] <& va fi, desigur,

satisfacutd dacad supunem pe |Ax| conditiei 19|Ax|<€. Deoarece
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am considerat |Ax{< 1, urmeazi cd Ax trebuie si satisfaci doud

inegalitati: JAd <1 si |Ax| < 765 ,
Asadar, putem lua drept & pe cel mai mic dintre numerele 1

§i lfg . Pentru valori mici ale lui £>0, si anume 0<£ <19, trebuie

- £ = . . . .
$d ludm &= E In orice caz, este evident ¢3 valoarea lui ¢ astfel

aflatid pentru un £>0 dat, va fi una i aceeasi pentru orice x din
[1,2] . Aceasta inseamna ca functia f (x) =x" este uniform continui
pe [1,2].

Remarcim deci urmitoarele. Fie functia f continud pe
multimea D §i x,€ D. Dacd pastrim punctul x, fix, la numarul
£>0 dat corespunde un numar & >0, care se schimba dacid £ se
schimbd, dar care depinde $i de punctul x,. Dac3 Tnsd numérul
&>0 depinde numai de £>0 si nu depinde de punctul ales
x, € D, atunci spunem ca functia f, continud pe D, este §i uniform
continud pe D.

Observim ci dacid functia f(x), xe D, este uniform
continud pe multimea D, atunci f(x) este si continui pe D.

intr-adevir, fie f o functie uniform continua pe D. Aceasta
inseamnd c¢i pentru orice numir £>0, existd un numir >0,
astfel incét pentru orice doud valori x,, x, din D avem

lxz —x]|<§:>|f(x2)-f(x,]<£.

Considerdim un punct arbitrar x,e D. Pentru punctele

x,=x€ D si x, =xy& D avem

Ix—xo|<5=>|f(x0)—f(x]<s,
ceea ce inseamni ¢ f este continud in punctul arbitrar x,€ D.

Constatim insd ¢ nu orice functie continud pe o multime
este uniform continua pe aceastd multime.

124

Pentru a considera un exemplu de acest fel, si convenim ce
inseamnd ci o functie nu este uniform continud pe aceastd
multime. ,

Se spune ca functia f(x), xe D, nu este uniform continud

pe D, daci pentru un numar &, >0 §i orice numir 6 >0 exista cel
putin dovd valori x,€ D, x,€ D astfel incat |x, —x|<d, dar

|f(x2)= fx )2 6.
Vom arita, drept exemplu, cé functia f (x)=—1-, continud pe
x
intervalul ]0][ , ca raportul a doud functii continue, nu este uniform

. . . b .
continui pe acest interval. Intr-adevir, fie EO:E si & orice

1

nurndr pozitiv. Pentru X =—1 <8 § x =1 <8 avem
n+ n

. 1 1 l I 1
0<x1<x2<1 §1 ixz—x1[=;-m=m<—;<—;<§, dar

17ler)- flr Y=l +1) =152 = 5.

Prin urmare, functia f (x)=—1-, continud pe intervalul ]0,1[,
X

nu este uniform continua pé acest interval.

Are loc urmitoarea teorema.

Teoremd. Orice functie continua pe un segment este uniform
continud pe acest segment.

Demonstratia acestei teoreme, care este numitd reorema lui
Cantor, o puteti gési, de exemplu, in [2], [3], [7], [12], [16], [17]
etc.
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Capitolul 2

CALCULUL DIFERENTIAL AL FUNCTIEI REALE
DE O VARIABILA REALA '

2.1. Derivata funcfiei
2.1.1. Functii derivabile

Vom studia functiile reale de o variabila reala, tar n calitate
de numere, dacé nu este specificat, vom considera numere reale.

Fie f o functie definitd pe intervalul D si x,e D.

Definifie. Se spune ¢ functia £D—R este derivabild in

punctul x,eD, dacid raportulw

- are In punctul xp limitd
i X XO

finitd. Limita aceasta se numeste derivata funcfiei f in punctul x,.
Se noteazi astfel f(x,) si se citeste "derivata functiei ef in

raport cu x Tn punctul x," sau simplu "ef prim in x,". Deci
’ . X)— X,
g = tim £ ()
Ny X=X,

Daci limita f’(x,) este egali cu infinit (+e0 sau —oo),
spunem ci derivata funcfiei'in punctul x, este infinitd. In aceasta
situatte tnsi functia nu este derivabili in punctul x,.

Dacd notdm Ax=x-xp;, care se numeste cresterea
argumentului  functiei y=f{x), iar Ay=f{x,+dx)-fix,), care se
numeste cresterea respectivi a functiei, derivata

| f’(xo):lim-_f_(wz lim f(xo‘*Ax)—f(xo):“mé_y_.
, =y x—xo Ar—0 Ax Ac—0 Ay

Pentru notarea derivatei functiei y=f{x) in punctul x,, paralel
cu notatiile £’(x,}, ¥'(x,), propuse de J. Lagrange (1736 - 1813 -
matematician §i mecanician francez) vom folosi si notatia
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S propusi de G.Leibniz ((1646-1716) -

matematician §i filosof german).

Notd, 1. Din cele spuse mai sus rezultd cd functia derivabili intr-un
punct trebuie s3 fic definitd Tn acest punct. Dac3 o functie nu este definith
intr-un punct, nu se pune problema derivabilititii in acei punct.

2, Derivata intr-un punct este un numir. Din definitic rezulld §i
metoda de calcul a derivatei. Operajia calculdni derivatei unei functii sc
numeste derivare.

Cercetam vrmatoarele exemple.

Exemplul 1. Functia constantd y=c, c€R, are derivata egala
cu zero in orice punct x;eR.

Tntr—adevér,

p . +Ax)—
¥(x)= lim flx )= £x)
Ax—0 Ax

pentru orice xeR.
Exemplul 2. Functia y=x, xeR, are derivata egald cu / in !

orice punct x,eR.
Intr-adevir,

f(xo+Ax)—f(xo): lim X tdix limI=1.

= lim £=€= 1im 0=0,
Ar—0 Ax Ax—0

Y (x) - zf:ﬁlo Ax Ac—30 Ax Ac—0

Exemplul 3. Functia y=sinx, xeR, este derivabild in orice

punct xeR si (sinx)’= cos x.
Intr-adevér,
(%)= tim 2 = lim St ax)-flx)
dx-20 Ax  dx—0 Ax
= fim St )= sinx)
Ax—40 Ax
2cos x+£)-sinéx_ sinﬁ
i 2 2 - 2 Ax
= lim = lim -cosl x+— |=
Ar—0 Ax Ax— Ax )
B 3
2

=1-cos{x+0)=cos x
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(In virtutea continuitdtii functiel cosx si a primei limite
remarcabile).

Exemplul 4. Functia y=cosx, x& R este derivabila in orice
punct xe R si (cos x)’ = - sin x.

Intr-adevar

(&)= lim 22 = lim cos{x+Ax)—cosx _

A0 Ax  Ars0 Ax
. Ax Ax
(= 2)sin =-sin| x+= sin—
= lim 2 2/ = tim| —2- |-sin x+2% | =
Ar—0 Ax a0l Ax 2
2

=(—1}- sin(x + 0) = —sinx
(am folosit continuitatea functiei sinx si prima limitd remarcabil).
Exemplul 5. Fie functia y=a®, a>0, a#1.

Avem
p Ay dM gt a™ -1
x)=lim —<= lim — = |j *. =a*-1
y( ) A0 Ax A0 Ax AxTO é Ax 4 ha

(in virtutea unei consecinte din a doua limitid remarcabild). Deci
(@)'=dalna. ,
Exemplul 6. Functia y=|x nu este derivabila in punctul

o A o
xy=0, deoarece limita lim 2 nu exista in punctul x,=0.
Ax—0 Ax

Intr- adevir,

Fo)-flog) _ o =20

lim = lim (~1)=-1
-3 —0 X—Xg 00 x—() x—0-0
si lim f(x)—f(x0)= lim =9 - lim 1=1
x—x5+0 X=Xy =00 x - x—=0+0
flx)-£(0)

Prin urmare, lim
x—=0 X—

Nnu existi.

Exemplul 7. Functia y=3{x nu este derivabilj in punctul

Xp=0, deoarece
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Teoremd. Daca functia f este derivabila Intr-un punct, atunci
ea este continui In acest punct.

Demonstratie. Fie f:D—R derivabild in xoe D. Pentru orice
x#£xp, x€ D, avemn identitatea

flx)= )+

Observam ci

X=x,)-

f(—’f)—f(xo)_(

lim(x—x,)=x,—x, =0 si lim-i————=f'(x0),
X=X X—rXg X—Xp

unde f “(x,) este un numir finit.
Prin urmare,
lim f(x)= lim f(x0)+-—f(x)_f(x°) (x—x, } =
X=y X=X X—Xg
= flx,)+ fx,)-0=1(x,),
ceea ce inseamnd ¢ functia f este continud in punctul x,eD.

Notd. Teorema reciproci acestei teoreme nu este valabili. O
functie continu intr-un punct poate si s nu fie derivabild In acest punct.

fn exemplul 6 de mai sus functia y =|x| este continud n punctul x;=0,

desi ea nu este derivabild in acest punct.

2.1.2. Sensul geometric 5i sensul fizic al derivatei

Fie functia y=f{x) definitd pe Ja,bf, fie punctele M, §i M ce
apartin graficului functiei f, care sunt corespunzatoare valorilor xp
si respectiv(xy+4x) ale argumentului. Ducem dreapta MoM, care se
numegte secantd. Fie g unghiul de inclinatie al secantei MoM cu
axa OX. Evident ca ¢ depinde de 4x.
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Definifie. Daci existd limita finitd lim p(Ax}=a, cind

Adx—0 sau, echivalent, cind M—M,, atunci dreapta ce trece prin
punctul Myx,fixg)} cu coeficientul unghivlar k=fg a se numeste
tangentd la gr/aﬁcul functiei f in punctul M,.

y N

J(xp+ax)

Sixo)

P’

O a X  Xgtdx

=V

Agadar, tangenta la graficul functiei f{x) in punctul M, este
pozitia limita a secantei MM cind 4x—0 sau, echivalent, cind
M—M,, unde M apartine graficului functiei y=f{x).

Vom arita ci coeficientul unghiular al tangentei la graficul
functiei f{x) in punctul M, coincide cu derivata functiei in acest
punct, adicd tga= f'(x,).

intr-adevar, din AMMN avem MN=Ax, MN=Ay si deci

Ay . . . A}’ ’
t = —— = = — 2
477 Prin urmare, gglm tgp=tgax ﬂg}) f (xn) , ceea
ce inseamni ca tga = f'(x,).

. , NP T
Dacd derivata este infinitd (+o0 san —wo), o:=-£ sau

T . o
: o:=--—2— si tangenta la graficul acestei functii in punctul M, este

paralela cu axa QY.

Daca i:znw—z—z nu existd, graficul functiei y=f{x) m are

tangentd unicd in punctul M.

Graficul functiei In aceste sitmatii critice poate avea
schematic urmétoarea forma:

YA YA |
|
|
|
|
|
|
|
= !xo ¢ ~
0 o 0 1 \ -
x , x
F ()= oo
yA [ YA :
|
|
|
|
| |
[ X =~ ,l ~
- P
0 i M N x
£(x,) nu exista F(x,) nu exista

Agadar, derivata functiei y=f{x) in punctul dat x, este egald
cu coeficientul unghiular (panta) al tangentei dusid in punctul
Mo xpfixs)) 1a graficul acestei functii.

Din geometria analitici se stie cd ecuatia dreptei ce trece
prin punctul M(x,y,) are forma

y-yo=k{x-xo),
unde k este coeficientul unghiular al dreptei.

Prin urmare, ecuatia tangentei, dusd in punctul Mo(x&f(xo))
la graficul functiei y=f(x}, are forma .

V=30 = F iYoo) 320 3, = Flag)+ £ Cro)x— o),
iar ecuatia normalei in punctul My(x,f(xs)) la graficul functiei
y=fix) are forma




yn—y(}z_

mn) sy, = fl) - (xmx),
f (xo) S (xo)

dacd f'(xy) # 0. Dacd insd fix,) =0, ecuafia rangentei are forma
V=Yyp, iar ecuajia normalei - x=x,.

Trecem acum la sensul fizic al derivatei.

Fie M un punct material mobil, care descrie axa OY. La
fiecare moment ¢, drumul parcurs pe axa este o functie y=f{t), care
caracterizeazid legea miscérii acestui punct. Punctul se migcd
uniform daca legea migcirii este caracterizatd de relatia liniari in ¢

y(t)=yo+vot,
unde y,=f{ty) si v, sunt constante reale.
Drumul parcurs intre doud momente oarecare t,<t; este egal

cu Ay=y(t:2)-y(t1)=yo+vot2-(Yo+vet)=vo(ts-t;).

Raportul —t—ézt— :—AX =y, Se numeste vifeza punctului M in
27h

migcarea rectilinie si uniforma.

Prin urmare, intr-o migcare rectilinie $i uniforma viteza este
constanta.

Fie acum o migcare oarecare a punctului material M pe axa
OY, miscare caracterizati de legea f{r). S& considerim doui
f(tz)_f(tl):,ﬂ

t,—t, At

Daca in intervalul [z;,7,f vom considera o miscare uniforma a

unui alt punct material, care coincide cu punctul M in momentele ¢,

. : A . . . .
si ¢, atunci raportul Tﬁl poate fi considerat ca viteza medie (v,;) a
t

momente #;<t, precum §i raportul

punctului M in intervalul de timp] .2, {. Acest raport (v,,) ne da o
caracterizare a migcirii intre aceste doud momente, caracterizare
care va fi cu atdt mai bund cu cét intervalul [ ¢, 5; [ este mai mic.
Suntem astfel condusi a considera limita vitezei medii v,, cind
t—l, adica

)=

. A .
= llm—-)-)-z limv, .
= tz -

A0 A A0
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Daci aceastd limitd existi §i este finitd, ea este, prin
definifie, numitd viteza punctului M in momentul t; sau, simplu,
viteza momentand (v, ) in 1,. Deci

v, = lirng =limv,.
A0 A A0

Asadar, derivata functiei y=f{x) in punctul x,, din punct de
vedere fizic, inseamnd viteza momentand a variatiei functiei y
pentru x=x,.

Importanta derivatei rezida in faptul ci la cercetarea unor
procese $i fenomene arbitrare ale naturii, cu ajutorul ei poate fi
estimatd viteza variatiei unor mérimi dependente.

2.1.3. Derivate laterale

Vom introduce notiunile de derivate laterale utilizind
notiunile de limite laterale.
Definitia 1. Fie f:D—R si x,eD. Se spune ca [unctia f este
derivabild la dreapta in punctul x,, daci raportul
S (x)—f (xu)
X=X :
are limita la dreapta finitd in punctul x,. Aceasta limiti se numesgte
derivata la dreapta a functiei f in punctul x, §i se noteazd
F(x, +0). Deci

, X>Xx9, xeD,

lim 2.
Ax—0+0 Ax

£y +0)= tim LT %) ()= 7lx)
x-3Xg+0 x—Xx, )
Definifia 2. Fie f:D—R §i x,eD. Se spune ca funciia f este
derivabild la stdnga in punctul x,, daca raportul
fx)=fx)
X=X,
are limita la stinga finitd Tn punctul x,. Aceasta limitd se numeste
derivata la stdnga a functiei f in punctul x, si se noteazi
£'(x,—0). Deci

, X<Xxg, XD,
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fx,—0)= tim @) fG) g, &
x—x—0 X=X, Ar—0-0 Ax
Daci derivata la stdnga sau la dreapta a unei functii f intr-un
punct x, este infinitd, functia nu este derivabili la dreapta sau la
stdnga in punctul x,.
Exemplu. Functia y =|x| in punctul x,=0 are derivate

laterale:
f0+0)=1si f(0-0})=-1 (ase consulta exemplul 6 din 2.1.1).

Legitura dintre derivata functiei §i derivatele laterale ale ei
este stabilitd de urmitorul criteriu: functia f este derivabild intr-un
punct xo dacd §i numai dacd, ea este derivabild la stdnga §i la
dreapta in punctul x, gi derivatele ei laterale sunt egale. In acest
caz, Fxg=0)= f{x +0)=f(xp).

Geometric derivatele laterale caracterizeazi coeficientul
unghiular al semitangentelor duse.prin punctul dat la graficul
functiei date.

a) Daci f'(x, +0)=+4 sau f'(x, -0)=—e, semitangenta
M,T este paraleld cu axa OY si este situati deasupra punctului My:

Yo i Xp -

-
0 o X
f (xo +0)=+°°

b) Daca f'(x,+0)=— sau f'{x,—0}=+oo, semitangenta
M,T este paraleld cu axa OY gi este situatd sub punctul M,:
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e ————

e T =R PR

N

b
0 I P
X

£l )=

c) Daci funcita f are in punctul x, derivatele laterale diferite
si cel putin una din ele este finitd, punctul x, se numeste punct
unghiular al graficului functiei f{x), iar cele doud semitangente
(M,T; i M,T;) formeaza intre ele un unghi #z sau #2x:

sl 2

d) Daca functia f are in punctul x, derivate laterale infinite si
diferite  f'{xy+0)=4c0, fx,—0)=—o0 sau f'{xy+0)=—,
f '(xo —0) =+, cele doud semitangente (M7, si MyT;) se
suprapun una alteia; punctul x, se numeste punct de intoarcere al
graficului functiei fix):
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TAT; ¥ l
My
My
|
0 1% X. _0 Tz, T xs,
f - Xol -~

ey +0)= oo g —0)= o 1(zy +0)= o0, £y ~0)= 4=

) Daca functia f are in punctul x, derivate laterale infinite
si egale, cele doud semitangente (MoT; st MoT>) sunt in prelungire
una alteia; punctul x, se nomeste punct de inflexiune al graficului

functiei f{x):
yA | ¥

T,

Mo
T .

0 !xo X~y 0 i Xo X

| ~ i -

I f’(xo +0)= f’(xo _0)="‘°° f’(xo +0)= f’(xn - 0)= too

2.1.4. Operatii aritmetice cu functii derivabile

Functia f:D—R se numegte derivabild pe D, daca ea este
w derivabila in orice punct xeD.
' Teorema 1. Daci functiile u(x) si v(x), x€D, sunt derivabile
intr-un punct xeeD, atunci functia [uf{x)tv(x)] este derivabild in
acestpunctgi  [u(x)* v(x)];qo =u'(x, ) v (x, ).

Intr-adevar,
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ICRIE R =JL'1:[ u(szi(xoqi
* }grx‘l,{: V(x_z : ;(xu ):| =u'(x) £V (%)),
adica [u(x)i‘ v(x)L:xo = u'(xo )i V'(Jqj ) .

Consecingd. Daca functiile u(x) i v(x) sunt derivabile pe D,
atunci suma algebric3 a acestor functii este de asemenea derivabila

pe D si [u(x)i v(x)f = u'(x)i v'(x), xsD

Notd. 1. Teorema 1 poate fi extinsd asupra unui numir finit de
functii derivabile intr-yn punct.

2. Teorema 1 raméne valabila si in cazul ciind derivatele i(x,) §i
v/(x,) sunt infinite, cu condifia ca suma algebricd «'(x,)%v'(x,) nu-

reprezintd o nedeterminare de forma (o0-o0), adicd Tn cazul cénd suma
algebricd are sens.

Teorema 2. Daci functiile u(x) si v(x), xeD sunt derivabile
intr-un punct x,eD, atunci functia u(x)v(x) este derivabili in

punctul x,eD si [u(x)- v(x)]’x:xo = u'(xo ) v(x0 )+ u(xo ) v'(xo) .
Demonstrafie. Pentru x,€D, avem

o 1)) lr) ) _

X—¥Xg X— xo

() v(x) —ulxy)- v(xo)—u(xe)-?(x)w(xo)-v(x)

= lim =
X=Xy X—Xp

:,im[u(x)-v(x)—u(xo)-v(x)+u(xo)-v(x)—u(xo)-v(xo)]:

X X - xo - xo

il v )=z} v(x)=v(x,)
oy ) )

*=% x—X X=X

=v{xg) /(o) + el ) v ),
deoarece functiile wu(x) si v(x), fiind derivabile Tn x, sunt si
continue in xo, adicd Tim v(x)=v{(x;), lim u(x)=u(x,).
X K~=#Xg
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Prin urmare, [u(x)- v()c)]’,.t=Jtu =u'(xy)-v(xy )+ ulxy ) v{x,).

Consecinga 1. Daca uyx), uxx) ... u,(x), xeD, neN, sunt .

derivabile intr-un punct x€D, atunci functia
u(x)=u;(x) txx)-...-u,(x) este derivabili in x, si

(xo)=gu.(xo)-uz(xo)-...-u;(xo)-...vu,.(xu). (m

Demonstram aceastd formuld aplicind principiul inductiei -

matamatice.

Pentru #=2 formula (1) este valabili.

Presupunem ci formula (1) este adevirati pentru (n-1) si
aritim ci este adevirati si pentru 7. Intr-adevir,

[(ul (x) ”2(-")' el (x)) u, (x)]’x=xo =

= (1 (g ) 145 (g )- -ty (xo’))‘“; (0 )+
(ot (g )- 113 (g ) oo 1, (g )) s 22, (x6) =

=“1(x0)'“2(x0)'-"'“n—: (x0)- 25, (20 )+

()z()() by (20) =

_Zul xn T Hy (xo g, (xo)-
Notﬁ Dacﬁ ui(x) = uix) = ... = uu{x) = ufx), atunci

[u (x]] x=xp=n-u""(x) u(xg)-
Consecinta 2. Daci u(x), xeD este derivabild intr-un punct
xs€D, atunci functia c-uf{x) este derivabila in x; §1

(0 4x)) smsy =-0(x,).

Consecinta 3. Daci functiile u(x), v(x), xe D, sunt derivabile
pe D, atunci functia u(x)-v(x) este de asemenea derivabila pe D, si

(w) =u’v+uv’, xeD.
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Teorema 3. Daci functiile u(x), v(x), xeD, sunt derivabile
ulx)
v(x)

i ’ ’

in xo i [@] _u (xo)v(xo)—u(xo)v (xo)

o $1 = > .

V(JC) =xy [v(xO )]
Demonstratie. Functia v{x) ia in punctul x, valoarea v(x,, )£0.

Deoarece v(x) este continui in x, existi o §- vecinitate v(x,,d) a
Iui x; in care v(x)#0 pentru orice x din v(x; ,d). Pentru xev(x,, d

este derivabila

intr-un punct x,eD si v(x,)#0, atunci functia

u(x)_u(xo)

) V) _ vl ) () _

n o x-xy o (x=x)v(x)vix)
) o)) o) ) vla) ) o) _
—h (x——xo)-v(x) (xo)
o o) )=l ) vl () o) v )
ARG (x—~ xn) v(x)- (xo)

] e)-li) (o)l
) (x)[(’ L ]

= L lim I [ “(x, - liTo v(x)=v{x,)- lim u(x):| =

_ Wl ol )—ulxo '(xg)
[ )

deoarece functiile u(x} si v(x), fiind derivabile n x, sunt si

continue n x,.
Prin urmare,

Eoli
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' Consecintd. Daca functiile #(x), v(x), xeD, sunt

u(x)

derivabile pe D si v(x)#0, xeD, atunci functia —— este

v(x)

derivabild pe D gi (EJ = v—;uv pentru orice xeD.
1% v
Exemple.
I. Functia y=x", neN, xeR, este derivabild pe R si
(x") =n-x""1.

Intr-adevir, aplicind nota la consecinta 1 din teorema 2

(JC") =pn.x"7 '(x)’=n-x“_' A=n-x"".

cu ufx)=x, avem
2. Functia y=tgx, x&R- {k7r+§}, keZ, este derivabild

pe domeniul ei de definitie gi

¥ = (tgx)’ _ ( sin x ] _ (sin x)'(cos x) —2(sin x)(cos x)’ _
cOs x cos? x
:coszx+sin2x= 1
cos? x cos?x

3. Functia y=ctgx, xeR-{kr}, keZ, este derivabila pe
domeniul ¢i de definitie si

; r

. * fcosx (cosx (sin x) — {cos x) sinx)
y:(Ctgx) =( - J: ) — ( =
sin x sin” x
—sinzx—coszx_ 1
sin’ x sin?x
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2.1.5. Derivarea functiilor compuse §i inverse

Fie funcfia u(x), xeD, cu domeniul valorilor V gi functia
y=f{u), ucV. Pentru functiia compusd Fix)=flu{x)), xeD, avem
urmitoarea teorema.

Teorema 1. Dacd functia ufx), xeD, este derivabild in
punctul x,eD si functia y=f{u) este derivabila in punctul
corespunzitor uy=u(x;)eV, atunci funcfia compusd F{x)=f{u(x))
este derivabila in punctul xp 51 F(xy )= £"(u(x,)}-w'(x,).

Demonstratie. Dim lui x, o crestere Ax. Atunci functia u
capiti o cregtere Au, iar functia y=f{u) o crestere Ay. Avem

lim 2 = tim 2. 2% - fim 2 im &% - £ lulx,))-u'(x,),

Ac-D Ay A0 Ay Ax Ax—>0)Au Ar—0 Ax

{Au—0
deoarece functia u, fiind derivabild In xp, este continud Tn x; §i deci

En’tl Au =0, adicd Au—0 cind Ax—0,

Notd. Trebuie sd avem in vedere c#i rationamentele de mai sus sunt
juste doar n cazul cénd pentru dx suficient de mic cregterile
corespunzitoare Au sunt diferite de zero, in caz contrar identitatea

= =;-E 15i pierde sensul. Se poate demonstra ci formula de deri-

vare a functiei compuse ramine justd §i in cazul acesta, dar aici omitem
aceastd demonstratie (a se consulta [2], p. 122, [3], p. 156, [12], p. 175).
Consecingd. Daci funcfia u:D—V este derivabild pe D si

functia f este derivabila pe V, atunci functia compusé flufx)), xeD,
este derivabila pe D si [£{u{x))] = F/(u)-v'(x), xeD.

Notd. In teorema 1 a fost considerati o functie compusa, in care y
depinde de x prin intermediul variabilei 4. Sunt posibile dependente mult
mai compuse, avind doud, trei si mai multe variabile intermediare, ins# in
fiecare caz regula de derivare rimféne aceeasi. De exemplu, daca functiile:

v=fi{x): D—V, este derivabila pe D,

u=f{v): V,—V; este derivabili pe V,,

y=fi{u): V;—V; este derivabild pe Vs,
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atunci functia compusd y=fi(fo(fi(x})}=F(x) este derivabild pe D si
y{(x)=y'(u)-u’(v)-v/(x) pentru orice xeD.

Si aplicim aceastd formuld la calcularea derivatei functiei
y=cos(x’+1)’, care este o functie compusi: y=cosu, u=v’,
v=x’+1.

Observam ci toate functiile sunt derivabile pe R. Prin
urmare,

y’(x]: y'(u)-u'(v)- v'(x): —sinu-3?-2x= —6:c(x2 + 1)2 -sin(x2 + 1)), xeR.

Teorema 2. Fie y=f(x) continud si strict monotond
intr-o 8-vecinatate a punctului x,. Daca fix) este derivabild in x; si
f '(xo);tO , atunci functia inversi x=f"'(y) este derivabili in

punctul y,=f{y,) si

df ') __ 1
dy df (xp)
dx

Demonstratie. Fie v(xy, ) o vecinitate a punctului x, in care
functia y=f{x) este continud gi strict monotond. Atunci, conform
teoremei 1 din 1.6.3, functia inversd x=f"(y) este continui si strict
monotond pe multimea f{v(x,,d)), care este imaginea vecinititii
v(xg 0) a punctului x, si contine punctul y; Prin urmare, daca
Ax=x-xy, Ay=y-yy, y=fix), atunci

(Ax——>0)<:>(Ay——>0).
Pentru orice Ax#0, Ay#0 avem
Ax 1 . . Ax . Ax 1
—_—— ] hm — = llm"—"“=""___':
Ay Ay ay-04y  A—0Ay L Ay
Ax Ax—0 Ax
-1
adici 4 ()’0) = 1 .
dy df (xp)
dx

Consecingd. Daci functia fix), xeD, este strict monotona si
derivabild pe D i f'(x)#0 pentru orice xeD. Atunci functia
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inversd f'(y) este derivabildi pe fiD)={y: y=fix) xeD] si
[# (y)I = xeD, yefiD), unde y=fix) 5i x=F"(3).

£lx)
S3 aplicim teorema 2 la derivarea functiilor trigonometrice
tnverse.

. . T .
1. Functia x=siny, ye}—-é-,z[ este strict crescatoare,

continud $i multimea valorilor este intervalul J-7,1{. in orice punct
ye }——72{,%[ aceasti functie este derivabila si
x'(y)= (sin y) =cos y #0. Conform teoremei 2, funcfia inversi

y=arcsinx in raport cu variabila x este i ea derivabila pe intervalul
J-1I[ si are loc egalitatea

11 1 1
x'(y) cosy -‘/l—sin2 ¥ w.[l—x2 ,

[ T r
deoarece cosy =+ 1—sin? y pentru ye ]—E-é-[ .

Prin urmare,

y'(x) = (arcsin x)' =

’

(arcsin x) = —]——,
V1-x°

2. Functia x=cosy, ye€ b,ﬂ[, este strict descresciitoare,

xe]-1,1{.

continud i multimea valorilor ei este intervalul j-1,1/. De
asemenea accastd functie este derivabila pe 0,7 i

¢

x(y)=(cosy) =—siny=0 pentru orice y& b.z[. Conform
teoremei 2, functia inversi y=arccosx in raport cu variabila x este
derivabila pe J-7,1{ si are loc egalitatea

1 1 1

1
x'(y) —siny Jl——coszy s/l—x2 ,

deoarece siny = +\/1 —cos? y pentru ye 0,7].

r

y'(x) = (arccosx) =
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3. Functiile y=arctgx, x=tgy, ye EERE) , Xx€]-00,+cf sunt
reciproc inverse, deoarece functia x=tgy este strict crescitoare pe

?

. T
}—f- E[. Observdm cid x=tgy este derivabild pe }——,—-[ si
22 22
/ T
x'(y)z(tgy) = 12 #(0 pentru orice ye]—h,-{. Conform
cos”y 22
teoremei 2, avem

1 ) 1 1

y(x):(arctgx) :x'( :1+tg2y:1+x;l

t

pentru orice xeR. _
4. Functia y=arcctgx, x€R, este inversd functiei x=ctgy,

ye b,zr[, care este strict descresciitoare §i derivabila pe bx[ cu

¥(y)= (Ctgy)’ =—— 12 # 0 pentru orice y& b.xl.
sin” y
Prin urmare, dupd teorema 2, avem

(x) = (arcct )’— ! =—sin’y= 11
yx)=larceler T x(B) l+ctg?y 1+x

2

pentru orice xeR. . . ,
5. Functia y=logx, x>0, a>0, a#1 este inversa functiei x=a’,

yeR, care este strict descrescitoare pe R, daca O<a<l, si strict

crescitoare pe R, daci a>1.
De asemenea x=a& este derivabili pe R cu

’

x(y)= (a -") —a*Ina#0 pentru orice yeR. In virtutea teoremei 2,

’ . 1 1
y (x)_(loga x) = xf(y) = g xing ’

pentru orice x& J0,+xf.
) g ¢ .
Caz particular. Dacd a=e, avem (Inx) =— pentru orice x>0,
. x
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6. Fie y=x', x>0, reR. Avem y=x" =¢"* =¢"™* care este

o functie compusd: y=e“, u=riny. Observim ca functia y=¢" este
derivabila pe R, iar functia u=rinx este derivabild pe x&]0,+owof.
Aplicand regula derivirii functiei compuse (teorema 1), obtinem

y'(x):(x')' :(e")’ -(r]nx)’ =e" -r-—1—=r-e"'” -lzrvx’ vl=r-x"] .
x x x

2.1.6. Derivarea functiilor implicite §i parametrice

Fie doud variabile x si y valorile cirora sunt legate printr-o
dependenta reciproci, pe care ¢ vom nota prin F{x, y)=0.

Dacé functia y=f{x), xeD, transformi ecuatia F(x, y)=0 in
identitate in raport cu x, atunci functia y=f{x) se numeste functie
implicitd, definitd de ecuatia F(x, y)=0.

De exemplu, ecuatia x’+y’=a’ determinid implicit

urmitoarele functii elementare y=+va’—x* si y=—va®—x*.
Intr-adevar, in urma substituirii lui y in ecuatia x’+y’=a’ prin
aceste valori, obtinem identitatea x’+a°-x’=a’.

Functiile y=2+va®—x? au fost obtinute in urma rezolvarii
ecuatiei date. Dar nu intotdeauna este posibil de a exprima o
functie implicitd in forma explicitd, cu alte cuvinte, nu intotdeauna
este posibil de a exprima o functie sub forma y=f{x)”. De exemplu,
functiile definite de ecuatiile

yo-cos(xy)+X’ +X'y=0 §i y-x-sinfx+y)+e”=0
nu pot fi exprimate prin intermediul functiilor elementare, adica
aceste ecuatii nu pot fi rezolvate in raport cu x ( nici in raport cu y).

Mentiondm ci termenii “functie explicitd” §i “functie

implicitd” caracterizeazd modul de definire al functiei date si nu

" Daca o functie este definitd printr-o ecuatie de forma y=f{x), atunci
se spune cl aceastd functie este definiti sub forma explicitd sau cé aceastd
functie este o functie explicitd. Spre exemplu, ecuafia y-f{x)=0 defineste
functia y=ffx) sub forma implicit§, adicd y=f{x) in cazul acesta este o
functie implicitd, unde fix) este o functie elementari.
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natura et. Fiecare functie explicitd y=f{x) poate fi exprimata si sub
formd implicitd fix}-y=0 (sau y—fix)=0).

Problemele legate de existenta functiei implicite, de
continuitatea si derivabilitatea ei, vor fi studiate mai tirziu in
capitolul 5. IndicAm insi in continuare regula de calculare a
derivatei unei functii implicite, fird a o transforma intr-o forma
explicitd, adica fard a o transforma sub forma y=f{x).

Fie y=f{x) definitd implicit de ecuatia F{x, y)=0. Derivim
ambele pirti ale identitétii F(x, y)=0 in raport cu x. Observim ci
functia F(x, y) prin intermediul lni y= f{x) devine o functic
compusi: F(x, fix))=¢(x). Deci ¢{x)=¢fx, y)=0. Din relatia
obtinuti se determini v 7

Exemplul 1. Ecuatia x*+y°=a’ defineste o functie impliciti
y=f{x). Fird a determina aceastd functie implicitd, vom calcula
derivata ei. Derivim ambele parti ale identititii x°+y’=a’ in raport
cu x, presupunind ci y este o functie de x. Conform regulii de
derivare a funcfiei compuse, obfinem 2x+2yy=0, de unde
, x

y'=——
y

Remarcim cd dacd am fi derivat functiille explicite

respective y=tva’ —x° , am fi obtinut
P y

1
e (0= 2x) = () —F—=—=——,
2 f(az _ x2] 1 4la? y y
adici acelagt rezultat.

Notd. Din exemplul considerat, rezultd ci peatru a calcula derivata
functiei Tntr-un punct dat xo, trebuie si fie cunoscutd si valoarea functiei
y=f{x) pentru xp, adicd yy=fix,).

Exemplul 2. Formulele derivatelor functiilor trigonometrice
inverse (a se consulta exemplele 1)-4) din punctul precedent
2.1.5) pot fi demonstrate si cu ajutorul regulilor de derivare ale
functiilor compuse si implicite.

intr-adevir, daca vrem sa demonstrim, de exemplu, ci
146

y =(arccosx ) = !
vi-x*
procedim astfel: Tntrucit functia y=arccosx inseamni x=cosy, unde
xe]-1,1{ si ye]O, of, oblinem cd functia y=arccosx poate fi
considerati ca o functie implicitd definitd de ecuatia x=cosy.
Derivam ambele pirti ale acestei ecuatii T raport cu x, considerind
functia cosy ca o funcfie compusd avand ca variabild intermediard
functia y.
Avem | = (—siny)-y’, de unde
’ - 1 ] 1

y = = -
Siny Jl~coszy V1-x2

deoarece siny = /1 —cos’y, pentru orice ye 0,7], adica am

obtinut acelagi rezultat (a se consulta exemplul 2 din 2.1.5).
Analog se demonstreazi i celelalte formule.
Fie x=¢(r}, y=w() dona functii de o variabila
independentd ¢ definite §i continue pe multimea D C R. Daca
x=¢@(t)este o functie strict monotoni, atunci existi functia

inversi ¢ =g (t), care este univocd, continud §i strict monotona.

De aceea putem considera variabila y ca o functie compusi ce
depinde de variabila x prin intermediul variabilei f, numitd

parametru: y = (@ ' (x)). In acest caz se spune ¢a functia y de
variabila x este definitd parametric cu ajutorul functiilor x = ¢(f),
y=y(t} sau simplu: functia y=f(x) se numeste functie
parametrica caracterizatd (definitd) de functiille x=¢(@),
y=uw(1t),teD. '

Sa notim ci functia compusd y = (g~ (x)) este continui in
virtutea teoremei despre continuitatea functiei compuse.

Exemplul 3. Fie functiile x=acost, y=bsint, tef0, 27],
definite 1 continue pe acest segment. Dacd re/0, #j,
functia x = acost este strict descrescitoare, iar pe {7 27] ea este
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D e e -

strict cresciitoare. Prin urmare, pe [0 z] aceste doud functii
definesc o functie parametricd y = f;(x), care este nenegativd pe
acest segment ( y =bsint 20, pentru orice tef0, #]) si pe [ 7 2n]
aceste doud functii definesc o altd functie parametrici y = f,(x),
pentru care y< 0 pe acest segment ( y=~bsint <0, pentru orice
telm 2x).

Dacd vom exprima variabila ¢ prin variabila x din prima
ecuatie (deoarece functia inversi a funcliei x=acost existi pe
fiecare din aceste doud segmente) §i vom substitui-o fn ecuafia
y=bsint, vom obfine dependenta functionald explicitd in raport

x . _ _
cu x. Procedam astfel: avem —=costsi ..g.z sinz. Deci
a
x2 ; .. X '
=+ "yT =cos’t+sin® =1, adicd —+ ~y—2 =]1. Aceasta este
a“ b a® b

ecuatia canonici a elipsei. De aici gisim y = ié-\} a* - x* , |x| <a.
a
Prin urmare, functia parametrici pe segmentul {0,z] are forma
.. b : .
explicitd y =—+ya’—x?, jar pe [7%2x] - functia y=—2 a’-x*,
a ad

unde lxl <a.
Deci putem conchide ¢ atunci cénd ¢ variazi de la 0 la 27
formulele x=acost, y=bsint definesc doud functii parametrice

de variabila x, graficile cirora formeazi o elipsi, ecuatia canonica

2 y2

a clreia este i‘7-5-+—2—=I.
a* b
Dacd a=b, formulele x=acost, y=>bsint, 1[0, 2a]
definesc doud functii parametrice de variabila x, graficele cirora

formeazi circumferinta x*+y*=a’: y= a’ - x* si y=—va’—x’

pentru xe{-a,aj.

Functiile definite parametric joacd un rol important la
cercetarea migcirii unui punct material. Daca punctul material M se
deplaseazd in planul XOY, atunci coordonatele lui x si y sunt
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functii, ce depind de timpul 7. Determinéind aceste functii x = @(1),
y=p(t), vom defini complet caracterul migcédrii punctului
material M. Pentru fiecare interval de timp, pe care functia
x=@(r) este strict monotond, putem defini functia y = wip™ (x)),
graficul clreia este o curbi descris3 de M in acest interval de timp.
In exemplul de mai sus punctul material a descris o elipsa (in caz

particular — o circumferint).
Presupunem acum ca functia parametricd y=f{x) este data de

functiile derivabile x=@(), y=(t) pe multimea DCR i
@'(t) 20 pentru orice tD. Vom demonstra ¢A functia parametrica
este derivabili pe mifimea valorilor functiei x=¢{} si

= 2 YD b eaD)y=(x: x= (), t€D].
GG
fntrucat functia x = @(¢) posedi o functie inversa ¢ = o (x),
conform teoremei despre derivarea funcfiei inverse avem
1

Py == ——.

X ')
Functia y=w(@ '(x)), ca o funcfie compusd, este

derivabila pe multimea ¢{D) si
vo_yo
x)=y'(1) ' (x)= ——,
Y@=y PIONERC
Prin urmare, formula obfinutd ne permite si calculim
derivata functiei date in mod parametric fird a gisi expresia
explicita a dependentei nemijlocite a functiei y in raport cu

argumentul x.
Exemplul 4. Si se calculeze derivata functiei parametrice

y=f{x) caracterizatd de functiile x=acost, y=bsint, e b Jr[
Avem
y'{t) _ bcost

Y )_x ‘() (—-asmt)—mh —cos’t

—bcost b cost

@ \f1—cos?t .
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R i x - L. o
Intrucit functia cost =— pe ]0, #f poseda o functie inversa,
a

x )
avem? = arccos— . Deci

a
—l'svcos{mrccosE ) b-% bx
V6= e R o
aJ]-cosz(arccosw{) a ]_x_z ava —Xx
a
a .

xe]—aaf.
Dacd vom utiliza expresia explicitd pentru functia

parametrici y= f(x), adica y=+-11\/a2 —x? =£\/a2 -x*, vom
a a

obtine acelasi rezultat:

(x)= (%Jr ] (V=2 )/ 2z (2= 3?7 =

{0-2x=

b 1
2a \/ at-x* \/ a’-x*
' 2.1.7. Derivarea func;nlor hiperbolice

in multe aplicatii ale analizei matematice se intlnesc
combinatii de functii exponentiale de tipul

1 - 1 - Yo +
—(exwe x), —(ex+e Jt), € e ,e € etc.
2 2 e*tet e -

Definigii. 1. Se numegte sinus hiperbolic i se noteazi shx

%(exne").

X X —X

functia shx=
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2. Se numeste cosinus hiperbolic si se noteazd chx functia
1

chx:E(e" + e_x).
3. Se numeste tangentd hiperbolicd $i se noteazi thy functia

L i
chx e'+e™”
4. Se numeste cotangentd hiperbolicd §i se noteazi cthx
X -Xx
functia cthx = chx _ere
shx &' —e
Este evident cid functiile hiperbolice shx, chx, thx sunt
definite si continue pe R, tar functia cthx este definiti gi continui
pe R-{0].
Graficile functiilor hiperbolice sunt urmitoarele:

-

y=s

y A
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Din definitia functiilor hiperbolice rezultd citeva relatii
asemandtoare cu unele proprietdti ale funciiilor trigonometrice
obisnuite sinx, cosx, tgx, ctgx.

Demonstrdm, mai intdi, urmatoarele formule

chix#y)=chx chy 2 shx-shy, (1)
sh(x2y)=shx-chyZ chx shy, 2)
thx-cthx=1. (3)
Avem
chx- chy + shy- shy = ef+e” efre N et —e’ ef-et
2 2 2 2
ex+y +e5 Y + e—x+y + e-(x+y) +ex+y —e*y __e—-x+y + e—(x+y)
7 =
26" 427N XY 4 T (BHY)
= 2 = 5 =ch(x+ y).
Similar,
2e7 27 SR
chx-chy — shx - shy = a =£ ; =ch(x—y).
Deci ch(x % y) = chxchy t shxshy , adici formula (1).
Avem
shx-chy+chx-shy = el—e” . e te’ + e te” - e’ ~e” =
2 2 2 2
ex+y +ex—y _e—x+y __e—(x+y) ¥ ex+y e & e—x+y _e—(x+y)
4 =
20ty _28-(1+y) e*ty __e—-(x+y)
= p = p = shix + y).
Similar,
2a™ ¥ _ g Ety =y _ =l
shx-chy —chx shy = ¢ 2e =£ ¢ = sh{x-v).

4 2
Prin urmare, sh(x= y} = shxchy t chxshy , adici formula (2).
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Imediat reiese ci thx-cthx=1, adica formula (3).
Din aceste formule, pentru y=x, obtinem

chix—x)= chx— shzx, adica ch*x-shix=1,
ch(x+x)=ch*x +sh*x , adici ch2x=ch’x+ sh’x,

shix+x)=2sh x ch x, adicd sh2x = 2sh x ch x.
De asemenea avem

1-th2x-1—3hzx ._chzx—shzx_ 1
ch’x ch®x chix’
2 2 2
—sh 1
cthzx—-lz‘?:zx—lzdl X 2s X _ .
sh™x sh°x sh°x

14+ch2x=1+ch*x+shix=ch’x+ch’x=2ch’x,

ch2x~1 = ch*x + sh’x— | = (ch*x — 1) + sh’x = 2sk’x.

Denumirea de functii “hiperbolice” se explica prin faptul cd
functiile sht i cht joacd acelasi rol In reprezentarca parametricd a
hiperbolei (echilatere) x’-y*=1 ca si functiile trigonometrice sint §i
cost {numite deseori §i circulare) in reprezentarea parametrici a
circumferintei x*+y’=1.

Intr-adevir, excluzind parametrul ¢ din ecuatiile x=cost i
y=sinf, obtinem ecuafia canonicdA a  circumferintei:
x2+y*=sin’r+cos’e =1, adici x* +y* =1,

Analog, excluzind parametrul ¢ din ecuatiile x=cht §i
y = sht , obtinem ecuatia canonici a hiperbolei:

x*—y? =ch’r—sh*t =1, adica x* - y* =1.
Din modul de definire al functiilor hiperbolice deducem ci

functia chx pentru orice xR verific3 inegalitatea ch x 2 1, xeR, iar
functia y=th x, xeR, verifici inegalitatea dubld —1< thx <1. Existd

valori ale lui x pentru care Ishxi >1: sh2>1, sh(-2)<-—1 etc.
Functia chx este pard (ch(—x) = chx, x€ R), iar functiile shx, thx si
cthx sunt impare (sh(-—-x) =—shx,xe R etc) .

Functiile shx si thx sunt functii strict crescitoare i

monotone pe R. Deci existd functiile inverse respective. Notim
arshy (se citeste area sinus hiperbolic de y de la expresia latini
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area sinus hyperbolici). Exprimam functia x=arshy in raport cu y.

X _ X 2x
Avem y=skx=e ¢ ¢ 1
_ 2 2e*

Rezolvind ecuatia pitratd in raport cu e,

,adica e** —2¢"y-1=0,

obtinem

X

e = y+41+y? . Intrucit & >0, avem " =y+ 1+ y? . Deci

x=arshy=In(y+ 1+y?), ve R.
Trecind la notatiile obignuite,

y=arshx = In(x++1+x?), xe R, inversa functiei y =shx, xe R.
Pentru functia inversd functiei y=rthx, care se noteazi

x=arthy (se citeste area tangentd hiperbolicd de y), avem

am obtinat functia

x -x 2x _

y:e ¢ :e2 1, de unde (ez"+l)y=e2"—l, adici
e"+e e 41

e (l—y)=y+1.

2 yH1 sau x =lln1+—y pentru |y[<1.
1-v 2 1-y
Trece‘md la notatiile obignuite,

y=arthx = El 1+—x |x|<1 inversd functiei y=thx, x€ R.

Obtinem e

am obtinut functia

Functia y=cthx este strict descrescitoare pe fiecare din
intervalele ]—oo,O[ si b,+oo[ Deci functia inversi pe aceste
intervale existi si se noteazd x=arcthy (se citeste area cotangentd
hiperbolicd de y). Exprimdm aceasti functie in raport cu y. Avem

x -X 2x
e +e e’ +1 . . .
= . adici e¥.y-y=e* +1. Deci

y=cthx= -
e —e 82:_1

e -(y-1)=y+1, adica ¢** =§—-_1-.

y+i , pentru |y|>1.

. 1
Prin urmare, x = arcthy=—In
2 y-
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Trecﬁnd la notatiile obisnuite, am obtinut functia

x+1
y=arcthx = —2-111—-—— |xl>1 inversd functiei y=cthx, x#0.
x—

Din grafic se vede ci functia y=chx, xeR este strict
descrescitoare pe ]—oo,O[ si strict crescitoare pe J0,4+oo| . Deci ea
are doui functii inverse pe fiecare din aceste intervale. Exprimam

.. N e +e™ e+l
functiile acestea in raport cu y. Avem y=chx = 5 = pan
2e

adicd e™* —2ye* +1=0.
Rezolvind ecuafia pétrati in raport cu e,

e* "—~yi\/y2—1,deunde x=ln(y:i:1]y2 —Ij,yaf.

Trecind la notatitle obisnuite,

y=archx= lrl(x +x? - I). x21, inversi  functiei y = chx,

obtinem

am obtinut functia

x€]0, +of 5i y=archx= ln(x—\/x2 -1 J, x 21, inversi functiei

y=chx,xe&)-e 0[.
Notd. Avem urmiitoarele relatii:
y=arshx = x=shy,xe R, ye R,

i

2. y=archx=>x=chy,x21, ye R;
3 y=arthx:>x=thy.|x|<1,ye R;
4 y=arcthx:>x=cthy,|x|>1,y¢0.

Din definitia functilor hiperbolice directe st inverse obtinem
urmitoarele formule:

1. (shx) =[e__‘f._J =%(e1 ~e) =% e —e (1))

et te™

=chx, xe R;
2
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i
i
|
:
|
f
:
K

2 2
—e_’)= shx, x€ R;
_ s_h_g_c)'__(shx)'chx-shx{chx)’ _chzx—sh2x= 1 ceR:
A chx ch*x chx ch’x’ ’
! rop ' 2 2
4 (cth.x)'z(ﬂxJ =(chx] shx 2chx(s:’uc) _sk'x 2ch X _ l2 X0,
shx sh'x sh'x sh™x
5. arshx [n(x+\}l+x )} —— (x+\!l+x2) =
1+x

I 1, oy} ' I
=m-[1+5(1+x2) (I+x )} ;:J—]—T_;X

2x ]
X| H———{=
[ 21+
i ['\I1+Jc2 +x) 1

= . = ,XeR;

_(x+m) 'Jl+x2 \/l+x2

Mai rational formula aceasta se demonstreazi uuhzand
regula de derivare a functiei inverse. intr-adevar,

1 1 1 1 1
"0 =(arshd’ = = = =
PETEETYG) G) oy Jlesky Ales?

in mod analog avem

6 yiry—(@rehy Lol -t L 1

xeR.

x>1, ye}-oq 0f, deoarece sh y<O pentru orice ye]-25 Of si
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%,y shy _faty1 -1

y'(x) = (archx) = —=———=—= _ ’
xy  (chy)' shy ‘/chzy 1 i

x>1, ye]0, +od, deoarece sh y >0 pentru orice yel0, +oo['

1 1 2
7. thy) =e——=——=ch“x= — <1
8 "(x) =(arcthx) *—] N ——-shzx——--———l—-—
7 X (cthyy ity 1
1 1
= 7= 2 lxi >1.
l—cth®y 1-x

Formulele 6, 7 si 8 pot fi demonstrate derivind functiile
explicite respective. De exempiu,
7

(arcthx)’=(-;-ln x+1] =§[ln(x+ I)—ln(x—-])]’ =

x—1
ZAPM ey FH__ L)zi.x_—g;)c—gz
2[ x+1 x-1 20x+1 x-1/ 2 x-1
1 (-2) 1 1
=— = = » | X >1,
2 x2_1 -1 1-x2 II

adicd am obtinut formula 8.

2.1.8. Derivarea logaritmicd.
Tabelul formulelor de derivare

Si calculdm mai intdi derivata functiei y =1In[x, x#0. Am

avut y' ={lnx) -1 pentru x> @ (a se consulta exemplul 5 din
x

2.1.5).

Pentru x<0 avem y=In(—x), adici obtinem functia
compusd y=Inu, u=-x, x<0. Conform regulii de derivare a
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functiei compuse, avem [ln(— x)T ﬁ (—x)’=—. Prin
—-X

urmare, functia
Inx, dacdx>0
= ln|x1 = .
In(—x}, dacd x<0
. Y N ’ ¢ 1
este derivabilda pe R-{0} i y = (1n|x|) =
Luind in considerare aceastd formula pentru orice x=0, vom
calcula derivata functiei y= lnl f (x)l sau, ceea ce este acelagi
lucru, derivata functiei compuse y = ln|u|, u=f{x), unde functia fix)
nu se anuleazd in punctul dat gi este derivabila in acest punct.
Derivand functia compusﬁ 1n| f (x)| obtinem

4 paed)
1
(in|f (o)) = f()f() e
Raportul AC) se numeste derivata logaritmicd a functiei

(%)
Jf(x). Dupi cum rezultd din formula de mai sus, derivata logaritmici
este egala cu derivata logaritmului modulului acester functii.
Metoda derivdrii logaritmice constd Tn faptul, cd mai intdi
se afld derivata logaritmicd a functiei, apoi insidsi derivata ei

conform formulei f'(x) = (1n| f (x)D’ - f(x).

Exemplul 1. Sa se calculeze derivata functiei y = [u(x)]"“’

unde u(x), v(x) sunt functii derivabile Tn punctul dat x si u(x) nu se
anuleazi in acest punct.

"9 = v() Infu(x)| si

= ()] -Tuo ] =

Avem 1n|y| = 1n|u(x)

DA [v(x)1n|u(xﬂ, adica y

= [v' (x) Inlu(X)| +v{x) Z(%)J_[u(x)]vm = [u(x)]vm v (x) lnlu(x)| +
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+ v()c)[:,c(x)]"(")_I “u'(x).
Exemplul 2. 83 se calculeze derivata functiei \
_ (x__'z)S 'ecmx
Yx® +1

Logaritménd, vom scrie
lnlyl =51n|x~—-2|+cosx—%ln(x2 +1), x#2.

Derivand, vom obtine |
" :

Y- —sinx—l-—zl—'Zx,x;tZ,

y x-2 3 x°+1

’ 5 . 2 X
deunde y =y —SInx——'—
x—2 3 x+1
AYy) |, €8x
:(x 2) e ( > —smx—z a ),Xﬁ-
{/x2+1 x=2 3 x*+1
in baza exemplelor considerate in punctele precedente
2.1.1-2.1.8 si a regulilor de derivare putem alcatui urmitorl
tabel.

Tabelul formulelor si a regulilor de derivare

No Functia f{x) s1 domeniul ei Derivata f'(x) si dome-
de definitie niul ei de definitie
1 2 3
1 {C (const), xeRD, xeR
2 K x>0, dac reRfrx"", x>0, dacd reR

»

xR, daca reN xeR, dacd reN
Cazun particulare
x, xeR 1, xeR

-!-, x#O——Z, x20
X
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Continuarea tabelului

3

Continuarea tabelului

Jx,

ax

Caz particular

x=0

1
2Wx'

a>0, a#l, xeRa"Ina,

x>0

a>0 a#l, xeR

&, y xeR &, xeR
fog, |xi, >0, a#l, x=0
Ea a=b, =l x ! . a>0, a#l, x20
. xIna
Caz particular 1
In|xl, x=0—> x=0
X
s X, xeRjcos x, XeR
oS X, XeR|- sin x, xeR
/4 1 bid
tg x, x#—+kn, ke Z|~——— x#—+kmw kel
2 cos“ x 2
- , xz2kr,ke”Z
clg x, x2kmw,keZ} sin’x
arcsin x, ]xISl 1 <1
1-x%
- 1 "i 1
arccosx, |q<1 el <
i
arctg x, xeR 3 xeR
l+x
arcctg x, xeR- ! T xeR
1+x
shx, xeR|chx, xeR
chx, xeR shx, xeR
: 1
thx, R xeR
p XE€ Ch?’x
cthx, x#0) ___1_._. x=20
sh’x

arthx:lln}ii,
2 l-x
arcthx=-1—]n—x-il,
2 x-1

*’

b

S—r

2 3
1
urshx=ln(x+\?1+x2), xeR ~> xeR
1+ x
urchx:ln(xi\fxz—l), )cgli 1 ) x>1
x? =1

<1

l>1] 1

Regulile de derivare
a) ((x)2v(x) =1 () 2V (x);

() - v(0)] = W) v + ux) v ()

S W<t

1-x2
C

1—x?

=y = y{v'(x) lnlu(x)i-i— v(x)

) | _ ) v —u(x) Vi) v(x) #0;
i v(x) v2{(x) ' '
) [y=f(x)@x=f"(y)]=>y'(x)=$, X () #0,
¥y (x)=0}

e) [v= ), u=p0]= v =[flpw)] = y@ v
_ y=p®|__ .o _Y® N £0:

) {y—f(x)ﬁ{pﬁo}::y(x) 70 xX()y#0;

g} y= [H(x)]v(x) = InIyI = v(x)]n]u(x)l =

u'(x)J’ w(x)=0,
u(x)
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Continuarea tabelului

1 2 | 3

10 [Ecuatia tangentei la curba y = f(x) in My(xo,¥e) are forma
Yo = f(xo)"'f’(xo)(x_xo) -
Ecuatia normalei la curba y = f({x) in My(x,vy) are forma

1
Yo =Fxg)——F——(x-x),

IS dacd f'(x,)#0,

sau x,=x,, dacd f'(x,)=0.

2.2. Functii diferenfiabile. Diferentiala funcfiei

2.2.1 Functii diferentiabile

Definifie. Functia y=f (x), x € D, se numeste diferentiabild
in punctul x, € D, daca cresterea functiei Ay in acest punct poate
fi reprezentatd in forma Ay = A-Ax+o(Ax) Ax, unde A este un

numdr real ce nu depinde de Ax,iar lim a’(Ax) =0.
Ax—0

Teorema 1. Pentma ca functia y=jf (x), xeD si fie
diferentiabild Tn punctul x, € D, este necesar §i suficient ca ea sa
. fie derivabild in acest punct. :
| Demonstratie. Fie y= f (x), x e D diferentiabild in x, € D.
Deci Ay=A-Ax+aAx)-Ax, de unde %: A+ofAx), Ax#0.
Trecénd la limitd cind Ax — 0, obtinem

lim 2. = Jim(A+a(Ax) = A+0= A,
Ax—0 Ax A0
ceea ce inseamna cd f{x) este derivabila in punctul x, € D.
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Invers. Fie y= f(x), xe D, derivabila in punctul x,, adici
. . o A s
derivataei f'(x,)= lim 2 este finita.
A0 Ax

Conform teoremei 1 din 1.52, avem c¢d functia

a(Ax)z%— f'(x[)) este un infinit mic cind Ax— 0, adicd

lim 0/{ Ax}=0. Functia o(Ax), fiind derivabila in x;, este continud
Ar—o?

in acest punct (a se consulta teorema din 2.1.1). Deci
J:g]oa(Ax) =af0)=0.
Prin urmare, avem
Ay = f(x,) Ax+afAx)- Ax,
ceea ce inscamni ca functia y = f(x), x€ D este diferentiabili in

punctul x, € D. Teorema este demonstrata.

Nord. Pentru functiile de o singurd variabild diferentiabilitatea
functiei intr-un punct si derivabilitatea functiei Tn acest punct sunt notiuni
echivalente,

2.2.2. Diferentiala functiei

Fie functia y= f(x),xe D diferentiabila in punctul x, €D,
adici Ay=A-Ax+0(Ax)-Ax, unde AeR i limofAx)=0.

Ar—0
Observam ca termenul A-Ax este o functie infinit mica de acelagi
ordin in raport cu Ax (dacd A=#0) cind Ax— 0, deoarece
lim =limA=A=20. o(Ax)-Ax  este de
A0 Ax Ar—0
asemenca un infinit mic cind Ax — 0, insd de ordin mai superior

decdt Ax, deoarece
oAx)- Ax
]imL = lim o Ax)= 0.
A0 Ax Ax—0
Agadar, termenul A-Ax, dacdi A=#0, constituie partea
principali a cresterii functiei y = f{x) (a se consulta 1.5.5).

Termenul
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Definitie. Se numeste diferentiald a functiei y= f(x) In
punctul x, partea principala liniard in raport cu Ax a cresterii
functiei In acest punct. ’

Se noteazd dy. Deci dy=A-Ax. Dacd A=0, amnci
A-Ax=0 si de aceea termenul A-Ax nu mai constituie partea
principald a lui Ay, decarece termenul a(Ax) -Ax este, in genere,
diferit de zero. Vom conveni insi si in acest caz s considerdim
diferentiala functiei in punctul xg egald cu A-Ax, adicd dy=0.

In virtutea teoremei din punctul precedent avem
A= f'(x,) sideci dy= f'(x,)Ax.

Daca y= f(x)=x, atunci dy=dx=(x) -Ax=Ax.

Asadar, diferentiala dx a variabilei independente x coincide
cu cresterea Ax a ei. Prin urmare,

dy= f(xo)-dx. ()
S# constatim ci folosind (/) derivata functiei f'(x), xe D

poate fi calculatd ca raportul diferentialei dy a functiei f{x) in
punctul dat la diferentiala dx a variabilei independente, adicd

f'(x)=%. Prin urmare, simbolul derivatei f'(x)z%,

introdus mai inainte, a devenit o fractie reala.

Operatia calcularii  diferentialei  functiei, se numeste
diferentiere.

Diferentiala functiei, ca si derivata functiei are o
interpretare geometrica simpla.

Considerim pe graficul functiei y=f(x} punctele

My(x5.y,) §1 M(x,+Ax,y, +Ay). Fie MT tangenta la curba
y= f(x) in punctul My, iar o unghiul de inclinatie al tangentei MT

cu axa OX.
Din figurdi se vede cd MgN=Ax, MN=Ay si

=tga sau NT =MoN -tga=Ax- f'(xg)=dy.

MN
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i

Ya

Yoo

P X
Xo + AX

0 1"'(0

Asadar, diferentiala dy = NT afunctiei y= f (x) in punctul
xp este egald cu cregterea “ordonatei” tangentei M,T la graficul
acestei functii tn punctul M, (xa, f(x, )) , iar cregterea functiei Ay
este egald cu cresterea “ordonatei” funciiei in punctul x,,
corespunzitoare cregterit Ax a argumentului,

Fie y= f (x) diferentiabild in x,. Atunci
Ay=A°Ax+a(x)-Ax=dy+a(Ax)-Ax,
de unde

Ay 1+i(éx—) si lim A 1+ lim o:(Ax)-——,I—
dy  flx) acody s T fx)
daci f’(xo);t() . Prin urmare, Ay ~dy, cind Ax — 0.
De aceea in multe probleme de calcul cregterea functiei in
punctul dat este inlocuitd prin diferentiala functiei in acest punct,
adicd Ay = dy. Eroarea absoluté a acestei aproximiri este egali cu

=1+0=1,

|Ay—dy| si este un infinit mic de ordin superior in raport cu Ax,
cind Ax — 0. Deci f(x,+Ax)— f(x,)=Ay =dy = f'(x,)Ax,
de unde obtinem
F(xo+Ax)= fxp)+ f(x0)Ar, @)
care se numeste formula centrald a calculului aproximativ.
Considerfim urmiitoarele exemple.
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Exemplul 1. Fie f{x)=sinx. Relatia (2) are forma _
sin(xy + Ax) = sin xp +cos xy- Ax, dacd Ax—0. (3)
Dacd luim x,=0 §i Ax=o, atunci formula (3) se
transformd in formula

sing=o,daci @ — 0. 4)
Aplicim formula (3) pentru a calcula sin46°. Avem

. . . L
sin46° =sin(45°+1°) = sm(E +L). Decixg =— =—
4 180 180

§i $in46°= sin45°+cosd5°—— = g(z +i) ~07104.
180 2 \'"180

Exemplul 2. Fie f (x) = tgx . Relatia (2) are forma

ta(xy + Ax) = 1gxy + 12 -Ax, dacd Ax—0. (5)
cos” x;

Dacd luim x,=0 si Ax=o, atunci formula (5) se

transforma in formula
tga=a ,daci a—0. (&)

Exemplul 3. Fie yzi/;, (n=2, 3, 4,...). Relatia (2) are
forma

2o + Ax ~ 3fxy + F ‘Ax, dacd Ax—0. (7)

Dacd luim x,=1 §i Ax=o, atunci formula (7) se

transforma in formula

J”1+az1+—1—-a, dacd o —-0. , (8)
n

Cazuri particulare. J1+0o = | + LA T+a=1 + —, cind

oa—0.
Exemplul 4. Fie f(x}=¢*, x,=0, Ax=o. Atunci (2) are
forma '
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R ¥ N L P

¥ =1+a,daca 0 >0. ©)
Exemplul 5. Fie f (x) = ln(I + x) , % =0, Ax=0. Atunci
din (2) obtinem formuia
In(l+0) =0, daci 0. > 0.

Problema calculirnii diferentialei unei functii se reduce la
calcularea derivatei, deoarece diferentiala functiei se obtine prin
inmultirea denivatei la diferentiala argurnentului. Prin urmare,
majoritatea teoremelor §i a formulelor, care au fost demonstrate in
2.1.1. - 2.1.8, sunt valabile si pentru diferentiala.

Remarcim unele din ele.

L d[u(x) 2 v(x)] = du(x) £ dv(x); 2. dk- f(x)]=k-df (x).k e R;
3. d]ufx)-v( ]-V(X) du(x)+u(x)- dv(x);

ulx )- du(x)—u(x)- dv(x) acid vlx
4. d[ ] 0 , d (x)=0.
Sa de;monstram, de exemplu, ultima formuld. Avem
[u(x)} _ vx)-w(x)=ulx) vix)
V(JC) vz(x)
Deci
Aulx)|_alx) v(x)- [ ()] - ulx)-[v'(x)-dx] _
{36 [v(x)} - () ]
= v(x)- duu(x)~ u(x)-dvlx) , dacd v(x)}#0.

vi(x)

34 calculam diferentiala unei functii compuse. Fie
y=f(u), u=plx), xe D,ue ¢(D).

Atunci functia f ((p(x)), x € D, se numeste funcfie compusa.

, dacd v(x)}#0.

Conform deriviarii functiet compuse, avem
Y(x)= flu) u'(x).

Prin urmare,
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dy = y'(x)-dx = f(u)lu'(x)-dx]= f'lu)-du = y'{u)-du.

Asadar, diferentiala unei functii compuse se exprima n
acelasi mod de parcd variabila intermediard u ar fi o variabild
independenti. Cu alte cuvinte, forma diferentialei nu depinde de
faptul, dacd argumentul functiei este o variabila independenta sau o
functie de o altd vartabili. Aceastd proprietate importantd a
diferentialei, numitd forma invariantd a diferentialei, va avea o
larga intrebuintare in continuare.

2.3. Derivate §i diferentiale de ordin superior

2.3.1. Derivate de ordin superior

Fie functia y=f (x), xeD derivabila pe multimea
D, = D{f) < D, adicé existd derivata ei f{x) in orice punct xeD,.
Prin urmare, derivata f '(x) a functiei f este o funcfie de variabila

x, definitd pe multimea D, care este o submultime a mulfimii D,
adica functia f, derivabild pe D,, genereazi o functic noud f°,

definiti pe D, c D. Daci existd derivata de la aceastd functie noud
f'(x),xe D,, atunci ea se numeste derivata de ordinul doi (sau
derivata a doua) a functiei fin punctul x € D,. Se noteazi astfel:

y”, f"(x) (se citeste igrec secund (doi) sau ef secund (doi) de x),

d*f(x) a?

R dxy (se citeste de doi ef in raport cu de x la pitrat sau de
X

doi igrec in raport cu de x la pétrat).
Prin urmare, prin definitie,

G fE) A -fx) A )
f (x)=—2— lim = fim =27,
dx Av—0 Ax =0 Ax
Se stie cad derivata functiei fix) In raport cu timpul ¢
reprezintd viteza migcérii in momentul ¢, adicad f '(t) =v,. Derivata
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de ordinul doi (secundd) a functiei f{x) in raport cu timpul 7 va fi
it + Ar)—(t)

14 cu: )= 1 =v{t)=alr),
egali cu )= lim =—2 V()= alt)
unde Ml reprezinti acceleratia medie a migcarti

Al
punctului material pe intervalul de timp J¢,¢ + A .

Astfel, din punct de vedere al mecanicii, derivata de
ordinul doi (secundi) reprezinta acceleratia miscarit in momentul 2.
Agadar, derivata de ordinul doi de la functia

y=f(x),xe D, este o functie care depinde de xeD, c D. Daca

aceastd functie este derivabild pe D;, care esite o submulfime a
multimii D;, atunci derivata de la derivata de ordinul doi a functiei
F se nume$te derivatd de ordinul trei (sau derivata a treia) si se
f,”( f[j] d y df”’( )
’ x), ( ) dx} ! dxj )
Prin recurentid se poate defini derivata de orice ordin
ne N : daci functia y= f(x), xe D este derivabila de (n—1} ori

pe D,,cD si daca functia £
este 0 submulfime a multimii D, atunci derivata de la functia

noteazd y™’

(x) este derivabild pe D,.;, care

I (] (x),x € D,_, in punctul x se numeste derivatd de ordinul n

(sau derivata a n-a) a functiei y= f{x),x€ D, in punctul x. Se

" {n)
noteaza y", £t (x), %, i ()

() =), =234,

paranteza pentru a nu fi confundat cu exponentul puterii).

Derivatele de ordinul n=2,34,... se numesc derivate de
ordin superior, spre deosebire de denvata obignuitd, care se mai
numeste derivatd de ordinul intéi.

. Astfel, prin definitie:

(ordinul derivatei se ia In
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Derivatele de ordin superior se mai noteazi cu ajutorul
cifrelor rofnane: y(? = y”, yt¥ =y 0 =y
acest caz ordinul derivatei se scrie far3 paranteze.

Notd. Dacd functia y= f (x), x € D, are derivate de orice ordin
pe D, se spune ci ea este indefinit derivabild pe D.

I = y¥ etc. In

Exemple.
1. Un polinom P,(x) este indefinit derivabil pe R:

[P,,(x)] =(a0 +a,x+...+anx") =a,+2a,x+.An-a,-x" ', neN,

’”

[P,,(x)] =2a,+3-2-a;x+4-3-a,x’+.. 4n-(n—1)-a,-x"? ,neN,
a0
[ 2 ]” n{n—1I){n— 2) Ad-a,=a, n!, a0

[Pﬂ x ]("+ =0 pentru orice k € N, adici toate derivatele de ordin

superior gradului polinomului sunt identic nule.
2. Functia y=sinx, x € R, este indefinit derivabili pe R:

! R
(sinx) =cosx= sin(x +3) ,

r

) =[sxo5]) -enf 3]t (x+5)
= sin(x +2 g)

’

(sin)" = [sin(x +(n- z)gﬂ _ cos(x (- 1)%] _
= sinl:(x +{n— J)g—) +§] = sin(x + ng) .
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$i, in general,

3. Functia y = cosx, x € R este indefinit derivabila pe R:

(cosx)’ = —sinx = co{x +%) ,

’

= cos[x +2. %)

’

(cosx)" =[cos(x+(n . 1)12‘-)] = —sinf 4 (n- z)gj _
= co{(x+(n— I)g) +§} = cos(x+n-§) ) |

4. Functia y=a",a > 1,a# I, x€ R este indefinit derivabild

pe R: (ax)’ =a*-Ina, (a‘)” =a* -(lna)z

§i, in general,

)" <[

s, in general,

(lna)nnl], = (lna)"_’ -(a”)’ = (lna)nul a*lna=
—ax(lna)".

Caz particular. Functia y=e*,xeR, este indefinit

R . n
derivabild pe R st (e”) b2 e*,neN.
Notd. Importanta numdrului irational ¢ se manifestd si aici: dintre

toate functiile exponentiale a”,a>0,a#/,xe R, numai functia

exponentiald e, x € R are proprictatea: derivatele de orice ordin ale
acestei functii coincid cu Tnsisi functia.

5. Functia log|px+d,a>0,a#1,x# —%, b#0 este
indefinit derivabild pe domeniul ei de definifie:
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! -(bx+c)’ = b

(logalbx+cﬂ’ = ( —-m?

bx+ c)lna

’

(loga|bx+c{)”=(_£_ ! ) b (bx+¢?)"]’=

lna‘bx+c Ina
b -2 ’ b? b
_ =—{~- (b -{b =(—f)—- )
q lna( )( JC+C) (x+C) ( ) lna (bx+c)2
b’ -2 ’ 2 b 2
1 " ={=N-—I|(b ] ==l — b=
o e " =) foeee) ] =07
=(—])2-£-b3- I _ _]ZA.( b )3
Ina (bx.g.c)j Ina \bx+c

si, in general,

(log“|bx+c[)("”} :’:(_ 1)"“' Lt } _

g (brtc)

)7 (n—1)t" -[(bx+c)_"]’ =

= (- ])n" (n=Db"-(—n)-b-(bx+ c)_n_] =

z(_])n'(n—l)!-n‘bn” I ,,H:(‘f)"ﬁ( b Jnu,

5
R

na (bx+c) Ina \bx+c
unde ne N, n!=1-2...n 51 '=0=1.
Cazuri particulare.
(W _ n-;_(n—l)!'__{u _ () _ oyt L)
o) =" L L flf = 1o

Teorema 1. Daci functiile u = u(x), v =v(x) sunt derivabile

de n ori pe multimea D, atunci suma algebricd [u(x) + v(x)] este de

n ori derivabila pe D si (uiv)(") ="+ neN.
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Demonstratie. Vom demonstra aceasti formuld utilizénd
principiul inductiei matematice. Formula este adeviiratd pentru
’
n=1, deoarece avem (ui v) =u"+v’ (a se consulta teorema 1 din
2.1.4).
Presupunem ci formula este adevirati pind la (n—l),

adica (uiv)‘"_” =" 1yl gi vom demonstra ca

(ut v)(".J =™ 3" fntr-adevar,

+ ’

(uiv)("] =[(utv)("_’)] =[u(""’) iv(""f}]’ :[u{nﬂ‘]]’ i[v(uu)

_ )
si teorema este demonstrati.
Teorema 2. Daca functiile u = u(x), v =v(x) sunt derivabile

de n ori pe mulfimea D, atunci produsul u(x -v(x) este derivabil

de n ori pe D si
(uv)(") =u” yap- " -v'+mu("_2} Vi
. 2!
. n(n-— ]) _-[n-(k - ])] .u(n-k) ) v(k) ny ,-HJV(H) ’

k!
relatie care se numeste formula Leibniz.
Demonstratie. Folosim acelasi procedeu ca in teorema 1 de

’
mai sus. Formula este adeviratd pentru n=I: (v} =u'v+w’

(a se consulta teorema 2 din 2.1.4).
Presupunem ci formula este adevirati pand la (n-1J),

adica
(MV){n_f} =" vy (n— I)H{""?) v’ +——-—u-_--~—(n— n-2) A
2!
+ (n _ 1)(n— 2)-' : .-[n - (k _ ])] P A IRVL SR e

k!
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Observadm mai intii ca fiecare din termenii ce intervin in
aceastd sumnd contin pe « §i v derivati de ordinul (n—7) cel mult.

Functiile u si v, fiind derivabile de n ori pe D, urmeazi ci fiecare
functie care se contine in termenii acestei sume mai este derivabila
cel putin o dati. Avem deci

()" = [(w){"'” ] <[ -v]! +(n— 1)[,}"-%']' +

MG | SIS

2!
+ (”"])("_2)"‘["—1*(1‘ _})] [u[n—l]—k ne ’+...+[u' v("_l}]’ -
k!
=™ v (n - I)[u("_”v’ + u("_z)v”] +
N (n - ])(n— 2) [u{nv2] g™ ‘vfn]+” +
2!
+ (n=2fn=2).- .[n i 1)] .[u("_” B L R ]+'. At
k!

fo A eyl =y Y

+{("—1)+—“(n—1)(n_ 2)] u™? -V”+—--——(n_ Nn-2) P B
2! 2!
+ (n— 1)(11—' Z)k'(n' 1-k +I) u("_k] . v{
P )ty 0 et ) MU BN L)
k!

Ky

+.. .+

n—1-n ;_
( ) u(n 2} v+
2!
n=Nn-2)..(n—k})n '
( )( ) ( ) N L S L
k!

Pentru a fntelege mai bine procedura reducerii termenilor

asemenea din aceastd formuli, este bine si se antreneze in cazuri

N (v L B 7 L e

+..4
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concrete: de exemplu pentru n=3, 4 etc. (a se consulla [2]
p. 128-129).

Consecingd. Daci f (x), x € D este derivabili de n ori pe D,
atunci functia ¢- f(x), x € D, c € R, este de asemenea derivabila de
noripe Dsi

(c-f(x)){") =c. f (x)xeD.

Remarcim cé coeficientii din formula Leibniz sunt aceeasi
ca gi coeficientit binominali de ordinu] n din binomul Jui Newton
pentru n=123,... (a se consulta 2.6.2 din capitolul 2), iar suma
ordinelor derivatelor in fiecare termen este una si aceeasi si este
egald cu ordinul derivatei functiei (u-v), adici cu n.

Pentru a calcula acesti coeficienti se folosegte triunghiul fui
B. Pascal ((1623-1662) — savant francez):

1
n=1 I 7
n=2 1 21
n=3 13 3 1
n=4 I 4 6 4 1
n=>35 I 5 10 10 5 1

n=6 1 6 15 20 15 6 1

Acest triunghi de numere se construieste astfel: fiecare
linie de numere incepe §i se termind cu /, iar un element oarecare
este egal cu suma elementelor care se afld deasupra sa in linia
precedenti. Linia n contine coeficientii binomiali de ordinul n.

Formula Leibniz se compune astfel:
n=l:(u)=1uv+luv=uv+uv’;
n=2: (uv) " =1u+2uv+iuv=uv+2uvruv”;
a=3: (uv)"=u"v+3u v+ 3u v Fuv “etc. }

Nota 1. Daca functiile u=u{x), v=1(x) sunt derivabile de n ori

pe D, atunci si funciia ix;_ v( x)# 0, x € D, este de n ori derivabild pe D.
vix

175




B

intr-adevar, (E) _hy-w si functia din partea dreapti este de
v

v
(n—1) ori derivabild, decarece asupra ei se efectucazd operatiile de

adunare, scidere, fnmuliire §i fmpértire, care pastreazi derivabilitatea,

Prin urmare, i functia din partea stingd, adici (EJ , este derivabild de |
v

{n-1) ori.

Agadar, functia 27/ u{x) Mx}# 0, xe D este de # ori derivabild pe D.
X

EE)

Aplicagie. (E_J = (ﬂ) _ ( u'v— uv:] _
v v v.’!

_(u’vﬂuv’] -vz—(u’v-—uv'](vz) _

[(u’v)’ —(uw’)’]v2 —(wv—uwv’)-2v-v

v4

: (u"v +u'v —u'v —uv")v =2u"-v-v'+ 2u(v')2 B

k3
Vv

2
W —uv v =20V v+ 2u(v’)
= ,
N

unde u 51 v sunt derivabile de doui ori etc.
Nota 2. Folosind acelagi principiu al inductiei matematice, se aratd
ca dacd functia F{x)= f{u{x)) este o functie compusi w:D—V si

F:V = R sidaci functia « este derivabild de n ori pe D, f este derivabilad
de nori pe V, atunci Fx}= f(u(x)) este derivabild de n ori pe D.

intr-adevar, avem F'(x}= f'(u}-w(x), x € D. Functiile f{) si (
u(x), fiind derivabile de n ori respectiv pe V si D, deci §i produsul
f'(u)‘u'(x) = f’(u(x)). u’(x), x€ D, este o funclie derivabild de (n—1)

ori. Prin urmare, funcfia F (x) =f (u (x)) este derivabild de n ori.
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Aplicajie. Dack y = f (u(x)}, x e D, atunci
y(x)=f'(u) w'(x), xeD;

=[£(w) wix)] = 17wl () + £ () (x) =
= f”(u)-[u'(x)]z +f{u)-u"(x), xe D;
y'"(x)=f"'(u)-[u'(x)l’+f”(u)-zu'(x)-u"( )+
# £/ w0 wx)+ £ () w(5)= 1) )] +
+3F () (x) " (x) + £ () “"’( )xeD,
unde u si v sunt derivabile de 3 ori etc.

Nota 3. Folosind acelasi principiu al inductiei matematice ca si in
punctele anterioare, stabilim c& dac# functia y= f(x),xe D, este strict

monotond pe D, derivabild de n ori pe D si f'(x)20,xe D, atunci si
functia inversd x= f"'(y)yeV = f(D). este strict monotond pe V si
derivabild de n ori pe V.
Intr-adevir, avem x’(y)z[ f! ]‘ -t 1
Functia din partea dreaptd este derivabila de {n~1) ori pe D,
deoarece operatia Impdrtirii pistreazi derivabilitatea, Prin urmare, si

functia din partea stingd, adics functia x’(y) =[ F! (y)] , este dertvabili

de (n—1I) ori pe V. Asadar, funcfia x= f~’ (¥).yeV, este de n ori
derivabila pe V.

r

Aplicafie. x'(y)= f-f(y)] = =

O =[] = 00) ™ v D

)= y () ) -y ) 25 () )

[y
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_ Pyl -y )y
MO
unde y=f (x) este derivabild de 3 ori etc.

Nota 4. Propunem cititorului si demonstreze {demonstratia este
asemin#toarc demonstratiilor din notele anterioare 1) - 3)) ca daci functia
y=f(x),xeD, este definitd parametric de doudi functii y=w(r),

>

x=¢(¢), derivabile de n ori pe multimea T si x’(t)#0,7eT, atunci

y = f{x) este de n ori derivabild pe D.

Aplicafie. Avem y’( x) g (t) = F(;) . Deci

x(1)

’ , , y’(t) ’ 1
), -F 0= 20
_ Y50 X6y
JPRSE
[x0)]
(am folosit regulile de derivare ale functiilor compuse §i inverse),
functiile ¥{t) si x(t} fiind derivabile de dou ori etc.

’

=0y

2.3.2. Diferentiule de ordin superior

Fie functia y = f(x), x € D, derivabila de n ori pe D, adica

si diferentiabila de n ori pe D. Atunci diferentiala ei exista si
dy = f'(x)Ax = f'(x)dx, care o vom numi diferenyiald de ordinul
| intdi. Observim ci dy depinde atdt de punctul xe€ D, ciit si de
cresterea Ar=dx a argumentului x al functiei y=f(x).

Presupunem ci dx = Ax din expresia pentru dy este constanti.
| | Atunci dy este o functie care depinde numai de x si este derivabila
pe D.

Diferentiala functiei dy se numeste diferenfiald de ordinul
doi (sau diferentiala a doua) a functiei y=f (x) §i se noteazi

astfel: d?y (se citeste “de doi igrec”™).
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Asadar, conform definitiei, 4° y=d(dy) , de unde, tinind
cont de expresia diferentialei functiei, vom scrie
@y = (dy) -d=(f(x)-d) -de=de-£ () de =
= f (3 (de)" = £ (x)- @
Se numeste diferentiald de ordinul rrei a functiei y= f (x)

diferentiala functiei &’y si se noteazi prin d?y . Conform definitiet,

&*y=dld?y)=alf"(x)-ax?)= (" (x)ax? ] -ax =
= f"(x)-dx-dx’ = f*(x)-dx’.
Prin recurentd obtinem ci diferentiala de ordinul n a
functiei y=f (x) se numeste diferenfiala funcfiei d"'y si se
noteazi 4"y .

Conform definifiei, obtinem urmatoarea formuld pentru
diferentiala de ordinul » a functiei y = f(x):

d"y=d(d""'y)= d( £ ()t =

= @) de= £ x)-dn" ne N

Din relatia obtinutd rezultd ci derivata de ordinul » a
functiei y= f(x) este egald cu raportul dintre diferentiala de
ordinul n a functiei date i puterea n a diferentialei variabilei

d"y

independente si deci simbolul derivatei a n-a —=, introdus mai
x

inainte in 2.3.1, devine o fractie reald — raportul diferentialei de
ordinul n cétre diferentiala argumentului la puterea n.
Remarcdm urmitoarele proprietiti ale diferentialei de

ordinul a: daci functiile u=u(x), v=v(x), xe D, sunt de n ori
derivabile pe D, atunci
1. d"(uiv)=d"uid"v;



2. d"(c-u)=cd"u, unde c este o constant reald;

-7 ) .
3. d"(u-v)=d"u-v+n-d""'u-dv+f—(—%|—ld"_”u-dzv+...+u-d V.
Proprietifile acestea rezultd imediat din formula
d"y=y" . dx",

Notd. Formulele d"y=y" .dx" i y[")=jxny pentru

n=23,... sunt valabile numai in cazul daci x este o variabild
independents, adicd forma diferentialelor de ordine superioare
(n=2,neN) numai este invariant.

ntr-adevar, fie y=f ((p(t)) o functie compusd prin variabila

intermediard x, adich y= f(x),x=¢(r).r€7. Admitem c& functiile

y=f{(x), x=¢ff) sunt de doud ori derivabile respectiv pe mulfimile

V= {x: X = (p(t), te T} si T. Atunci, conform definitiel,

d’y=[fle()] -d* =[f(x)-x(r)] -a*
=[(#"()- @) () £/ (x)- 5" )ar?
= () [X()-di] + £ () [x7(0)- i | = £ ()i + £ ().
Daci fns3l x este 0 variabild independentd, adicd x=re T, atunci
dPx=x"di? () -di* =0-di* =0 i dPy=f"(x)-di’.
Usor se obfin urmétoarele formule:
1. d"(e‘"‘) =a"- " -dx",xeR.

2. d" W1+ =(-1)""- ((:;))' x# -l

(a se consulta ex. 5 din 2.3.1).

2.4. Teoreme despre functii derivabile (diferentiabile)
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2.4. Teoreme despre functii derivabile (diferentiabile)
2.4.1. Teorema Fermat

Are loc urméatoarea teorema.
Teorema Fermat ((1601-1665) — matematician francez). Fie

ci functia y=f(x),xelab], posedd in punctul x, € a,f
valoarea cea mai mare sau valoarea cea mai micd. Dacd f este
derivabila in x,, atunci f’(x;}=0.

Demonstratie. Fie, pentru determinare, ci functia
y=f{x),xe]a.b], poseda in punctul x, € |a,b[ valoarea cea mai

mica, adici pentru orice x € Ja,b[ avem f(x)2 f(x,}. Deci pentru
orice x= (xo + Ax) € ]a,b[ cresterea Ay = f(xo + Ax) - _f(xo) =0.

De aceea, dacd Ax> 0 (sau x> x, ), atunci % 20 st, prin urmare,

. A N . .
tim = > 0, dar dacd Ax <0 (san x.<x,), atunci &y <0 sideci
A—0+0 Ay Ax

. A
Im 2 <0.
A0-0 Ay
Conform ipotezei teoremei existi
. A
—_— hm ._y
A0 Ay A0-0 Ax A0+0 Ax

Aceasti egalitate este posibild, daci
4 4
lim == 1im 22=0,adica f(x,)=0.
Ax—0-0 Ax  4x—0+0 Ax
Similar se cerceteazd cazul cind functia f posedd in

x4 € |a,b valoarea cea mai mare.

Teorema este demonstraté. _
Reiesind din sensul geometric al derivatei, se poate da o
interpretare geometrici acestei teoreme: dacd o functie derivabild

(diferentiabila) poseda in punctul x, al unui interval deschis ]a,b[

valoarea cea mai mare sau valoarea cea mai mica, atunci in punctul
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M,(x,.f(x,)) tangenta la graficul functiei y= f{x),xe]a.j,

este paraleld axei OX.

Ya

o

0 a aé; Xz b

Notd. Teorema Fermat nu este valabila daca functia y = f(x) este
definiti pe un segment [a,b]. Drept exemplu consideram functia
f{x)=x,x€[0,]]. Observam <4 functia este de:ivabilﬁ pe acest segment
si f'(x})=1,xe[0,1]. De asemenea, ca o funcfie continui pe [0,/],

conform teoremei Weierstrass (a se consulta teorema 4 din 1.6.3), aceasti
functie alinge valoarea cea mai mare (in punctul x, =) si valoarca cea

mai micd (in punctul x, =0). Dar si in punctul x, =/, si in punctul
x; =0 derivata functiei nu se anuleazi.

2.4.2. Teorema Rolle

Are loc urmiitoarea teorema.
Teorema Rolle ((1652-1719) — matematician francez). Fie

functia y = f(x),xe[a,b]:
1) continui pe [a,b];

2) derivabili pe Ja.b ;

3 f(a)=_f(b).

Atunci existd un punct ¢ € Ja,b[ , astfel incit f'(c}=0.
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Demonstratie. Deoarece functia f este continud pe [a,b] ,In

virtutea teoremei Weijerstrass (a se consulta teorema 4 din 1.6.3),
ea posedd pe acest segment valoarea cea mai mare (s-0 notim
prin M) si valoarca cea mai mici (s-0 notdm prin m), adici existd

doud puncte x; E[a,b] , X, € [a,b], astfel incdt f (x,): M,
f(x)=m si m< f(x)< M pentru orice x €[a,b].
Sunt posibile doui cazuri:

1) M =m. Aceasta inscamnd ci f(x)=m= M, xe[a,b|, adici f
este o functie constantd pe [a,b]. Prin urmare, f’(x)=0 pentru
orice x € [a,b] si teorema este demonstrata.

2) m< M . Deoarece f(a)= f(b), cel putin una din valorile m sau
M nu este egald cu valoarea functieci la extremitatile
segmentului [a,b], adicd existi un punct ce]a,b[, in care
f (x) ia valoarea m sau M. In acest caz functia £, fiind
derivabild in ¢ si aplicind teorema Fermat, avem f ’(c)=0.

Teorema este complet demonstrata,
Teorema Rolle are de asemenea o interpretare geometrici:

daci functia y = f(x), x E[a,b] , satisface conditiile 1), 2) si 3) din
teorema Rolle, atunci existd un punct M, (c, f(c)).celaf, in

care tangenta la graficul functiei este paralelad cu axa OX.

Notd. Conditiile 1), 2) §i 3) din teorema Rolle sunt esentiale §i nici
una din ele nu este de prisos. Peniru a ne convinge de aceasta este
suficient s& aducem exemple de functii, pentru care doud condiii ale
teoremei sunt verificate, iar a treia sd nu fie verificatd §i derivatele cérora
s nu se anuleze nici Intr-un punct.

Exemplul 1. Functia f(x)=x,x€[0,]], este continui si
derivabila pe [0,7], adica verifica conditiile 1) si 2) ale teoremei
Rolle. Condifia 3) nu este verificats: f(0)=0= f(l)=1.

Observam ca nu existd nici un punct din ]0.J[ in care derivata ei si
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se anuleze, deoarece f’(x)=1 pentru orice x €[0,/]. Deci f{x) nu
satisface teorema Rolle.
x,daca x e [0,1’[

O,dacax=1

Exemplul 2. Fie f(x)= {

Evident cid aceastd functie verifica conditiile 2) gi 3). Conditia 1)
nu este verificati in punctul x, =/, deoarece
Ap ()= g, x=12 1 0)=0.

Bineinteles, pentru aceastd functie nu existd un punct din
]0,1[ , In care derivata ei si se anuleze ( f (x) pe [0,][ coincide cu
functia din exemplul precedent).

FExemplul 3. Functia f (x) = |x|, Xe [— 1,1] , este continud si
f(=1}=f(1)=1, adic3 se verifica conditiile 1) si 3) ale teoremei
Rolle. Condifia 2) in punctul x, =0 nu se verifici, deoarece

& _ af

lim —=—=-/, tar lim —-=] si deci derivata functiei in
Ac-30-0 Ax Ax5040 Ax

punctul x, =0 nu existd. Pentru functia aceasta nu exista nici un
punct din intervalul ]—- 1,1[ in care derivata ei si se anuleze.

Consecinfe din teorema Rolle.
1. Daca functia y = f(x), x€[a,b], este continui pe [a.b],

derivabild pe Ja,B{ si f(a)}= f(b)=0, atunci, conform teoremei
Rolle, existd un punct c€ Ja.bf, astfel incit f’(c)=0. Cu alte

cuvinte, fntre doud valori, in care funcfia se anuleazd, existd cel
pufin o valoare in care derivata ei se anuleazd.
2. Daci functia y = f(x}, x€[a,b], este continua pe [a,b],

derivabila de (n-—]) ori pe ]a,b[ §i se anuleazi de n ori pe [a,b] ,
atunci existd cel putin un punct x, e]a,b[ in care derivata de

ordinul (n—- 1) afunctiei f(x) se anuleaza, adica f (m=1) (xy)=0.
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Intr-adevar, intrucat f(x) se anuleazd de n ori, conform
consecinjei de mai sus, functia f’(x) se anuleaza cel putin de
(n—1) ori, adica existd cel putin (n—1) puncte ale intervalului
|a.4] in care f(x) se anuleazi. Aplicim din nou consecinta 1 la
functia f ’(x). Obtinem ci functia f ”(x) se anuleazi cel putin in
(n—2) puncte ale intervalului ]a,b[ etc. Functia f ("_l}(x) are cel

putin un punct x, € Ja,b[, in care f (n=1) (x,)=0.
3. Intre doud radicini reale consecutive ale derivatei axisti

cel mult o ridacini reald a functiei.
Demonstratie. Fie c; si ¢, doud ridécini reale consecutive ale

derivatei, adic f’(c,)= f’(c;)=0. Sa presupunem ca intre c; si
¢; existd doud riadicini reale diferite o §i f ale functiei, adica
fla)=f(B)=0 si ¢, <a<P<c,. Conform teoremei Rolle, pe
]a', [1'[ existd cel pufin un punct in care derivata se anuleaza, ceea

ce e imposibil, deoarece ¢; §i ¢; sunt radécini reale consecutive ale
derivatei. Prin urmare, intre douwi ridicini reale consecutive ale
derivatei existd cel mult o ridicini reald a functiei §i anume; exist
numai o ridécini reald a functiei f atunci cind fia valori de semne

contrare in punctele ¢, §i ¢;, adici f(c,) f(c,)<0.

Retesind din aceastd consecinfd, teorema Rolle permite 53
separdm ridicinile reale ale ecuatiei f (x):O, dacid cunoastem
ridicinile reale ale ecuatiei f '(x) =0.

Fie ¢, <c,<...<c¢, toate radicinile reale ale ccuatiei
f ’(x) =() agezate in ordine crescétoare. Formam sirul Rolle

F(=o)fle) f () fler)s f (+eo).

Conform consecintei 3, n fiecare interval
|05 [sJersealomssJee it
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existi cel mult o ridicina reald a functiei. Existd numai o ridacind
reald, dacd la capetele intervalului functia ia valori de semne
contrare.

Prin urmare, ecuatia f (x) ={ are atitea ridacini reale, ciite

variatii de semn prezintd sirul Rolle.
Remarcim in incheiere cd teorema reciproci teoremei
Rolle mnu este valabili. De exemplu, pentru functia

f(x)=x",xe[-1]], avem f’(0}=0, insa, de exemplu, conditia

N=-I#f()=

3) nu este verificata: f(—

2.4.3. Teorema Lagrange

Are loc urmatoarea teorema.

Teorema Lagrange. Fie functia y = f(x),x€[a,b] >
1) continua pe [a,b] ;
2) derivabild pe ]a,b[ .

Atunci

(o FB)-1)
| ==
: Demonstratie. Considerdm functia auxiliard
b)—fla
F(o)= £ rla)-LO 10 )
care verifici cele trei conditii ale teoremei Rolle:
1) continui pe [a,b] ca o sumd algebrica de functii continue;

existi un punct ce]a,b[, astfel Incét

2) derivabili pe ]a,b[ , deoarece

P()= - 2820 ey

"y
p———
Rl
Mgt
B}
-
—
o
"
|
Sy
p—
[
e
|

e i e R i

adici F(a) =F(b)=0.
fn virtutea teoremei Rolle, existd un punct c € |a,b[ , astfel

@) o g

incdt F'(c)=0, adici f’(c)- (b) - unde
0)= f(bg f{a)

a
Vom d termina sensul geometric al teoremei Lagrange.

()

secantei ce trece prin doui puncte M (a f (a)) st M, (b f (b)) de

si teorema este demonstrata.

Mairimesa este coeficientul unghiular (panta) al

pe graficul functiei y= f(x),iar f’(c) este coeficientul unghiular

(panta) al tangentei fa graficul functiei in punctul M, (c, f (c)] . Din
teorema Lagrange rezultd existenta unui punct ¢, astfel ncét
tangenta la graficul functiei y= f (x) in punctul M 3((,‘, f (c)) si
fie paralela cu secanta M,, M,. Pot exista $i mai multe puncte la fel
(M, M), insa intotdeauna cel putin unul exista.

Y4

¥

O a ¢ €y c; b

Notd. Din teorema Lagrange obfinem

fB)-fla)=f(cfb-a).celat]
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c—a
<7,

Avem (a<c<b):>(0<c—a<b-a):>0<
—-a

Notim c—-a___e, de unde c=a+9(b—a),9€]0,1[. Prin
-a

£(b)-fla)=f(a+6(b-a))(b-a).0&]0.][
care se numeste formula Lagrange sau formula cresterilor finite, devarece
dac3 considerim x=a, x+Ax =5, avem
Ay = f(x+Ax)— f(x)= f/(x+BAx} Ax, unde 6 € ]0,1].
Remarcim ci spre deosebire de formula aproximativi Ay=dy din

2.2.2., formula Lagrange ne di valoarea exacti a lui Ay.
Consecinfe din teorema Lagrange

1. Daci functia y= f(x),x€[a,b] satisface conditiile teoremei
Lagrange, atunci
(feste constantd) < f'(x)=0xe Ja.5[.
intr-adevir, daci f este constantd, atunci f ’(x)=0 pentru

urmare,

orice x € [a,b] . :
Invers. Fie f '(x) =0xe ]a,b[ . Aplicind teorema Lagrange
pe segmentul [x,,x,], unde x, x; — doud puncte oarecare ale
segmentului [a,b] , obtinem
f (xz)_f (-"1)
X, — X,
de unde f(x,)= f(x,), ceea ce inseamni ci f este constantd pe
[a,b].
2. Fie ci y=f(x),xe[ab], satisface conditiile teoremei
Lagrange. Atunci
(f este crescatoare pe [a,b] ) ( f ’(x) 20, xe ]a,b[) .
Intr-adevir, fie f crescitoare pe [a,b] , adicd
Vx.x, € [a,b]axx <X, = fx)= fx)

= f'(c})=0,ce|x;.x,[ <[a.b],
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Fixam un punct oarecare x, € ]a,b[ . Atunci
Vxelab, x<x, = f(x)S f(x )= f(x)- f(%) < 0=
_ 10)=5(%)
X—x,
Vxe lablx>x, = f(x)2 fx,)= fx)- flx,)20=
_ 1) F(x)

20 si

=0.
Trecind la  limitd,  cénd X-»x,, obfinem
x}- fix, . :
limm—i(—f—)- =f ’(xo) 2 0. Intrucit x, este arbitrar, avem

XXy X=X,
f(x)20,xelab.

Invers. Fie f ’(x) >0 pentru orice xe€ ]a,b{ . Vom
demonstra ci f este crescitoare pe [a,b]. Considerdm doua valori
x; < x, din acest segment. Aplicind teorema Lagrange pe [x,,xz],
obtinem f(x,)~ f(x;)=f'(c) (x,—x;), unde c€|x,,x,] < Ja.q.

Deoarece f’(c] 20 si x,—x,>0,avem f{x;})-f(x,)20
sau f (xz)z f (x,), ceea ce inseamnd ca f este crescdtoare pe
[a,5].

Din consecinti obtinem urmitorul rezultat: dacid f (x) este
derivabila pe Ja,b si £'(x)>0 pentru orice x € a,b|, atunci f
este strict crescitoare pe [a,b].

Daca insd f este strict crescitoare pe [a,b], aceasta nu
fnseamnd ci f ’(x) >( pentru orice xe€ ]a,b[. In calitate de
exemplu consideram functia f(x)=x’ (parabola cubic), care este

strict crescatoare pe R. Intr-adevar, daci x, < x, , atunci

f(x)~F(x)=x -x =(x, —xz)(xf + X, +x§).
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Observimca x; —x, <0 §i
2 1 2
(x, —xz) >0=>x2 - 2x,x, +x2 >0=>x,x, <-2-(x, +x§) =

=l +xx,+x;>0.

Prin urmare, f(x,)- f{x,)<0 sau f(x;)<f(x,). Functia
F{x)=x" este derivabild pe R si f’(x)=3x’. Deci f'(0)=0,
adica f’(x) =3x* >0 pentru orice x€ [— a, a],a € R— {0}

3. Fie ca y=f (x), X€ [a,b] ., satisface conditiile teoremei
Lagrange. Atunci
(f este descrescitoare pe [a,b]) < ( f(x)<0,xelal).

Demonstratia este similari celeia din punctul precedent.
Din aceastd consecintd obtinem urmdtorul rezultat: daci

f (x) este derivabili pe ]a,b[ si f ’(x) <0,xe ]a;b[ , atunci f este
strict descrescitoare pe [a,b].
4.Fie f(x) si g(x) derivabile pe intervalul I (inchis sau deschis).
Atunci
(f’(x) = g'(x),xe I) < (F = f — g este constanta pe I).
Intr-adevir, functia F(x)= f(x)~ g(x) este derivabila pe I
si F/(x}= f(x)-g'(x)=0xe 1.
Evident c& F(x) satisface conditiilor teoremei Lagrange

si, conform consecinfei 1 a acestei teoreme, obtinem c¢d functia
F(x) este o constanti pe L.

Invers. Daca F(x)=f (x)— g(-x),xe I este constanti,
atunci F'(x)= f'(x)-g(x)=0,deunde f'(x)=g{x)xe.

Exemple. 1. Si se demonstreze ca functiile f(x)=arctgx si

x
VI+x2

g(x) = arcsin , X € R, sunt egale.
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- , 1 .
intr-adevar, avem f'(x)= o xeR,si
X

] = =

g'(")z\[ ‘:fzxz (7] 1

=—1§-,XER.
I+x

fn virtutea consecintei 4 de mai sus f{(x)— g{x)=C = const.
Daca x=0, atunci. f(0)-g(0)=0, adici C=0. Prin urmare,
f(x)zg(x),xeR.

2. Propunem cititorului s demonstreze ci functiile f(x)= arcsinx

si g(x)=arcrg — sunt egale pentru orice x¢e |- LI[.
1-x

2 = §i g{x)=arcigx definite pentru orice
X

3. Fie f(x) = éarctg ;

numdr real x#+/.

Observim ci ( )
w1 2i-x?+2x?)
f(x)—2 . 42 .(1—x2)2

i-2f
;o1 i+RF) o
=E.(1+x2)2. T g(x)—]+x2.

Deci f'(x)=g’(x) pentru x#+I.
fn virtutea consecintei 4 de mai sus avem f(x)=g(x)+C,
pentru x # +/, adicd aceastd identitate este valabild pe intervalele
Jeemd[, 4 5t |1
191




e

intervale este diferita.
Considerim x=0¢ |- L. Avem f0)=g(0}+C, adici

C=0 si f(x)=g(x} pe intervalul ]—I,I[. Dacd considerim

X —>—oo, adica XE ]— oo,-—][ , atunci obtinem

lim f{x)= lim g{x)+C san l-0=—£+C,de:unde c==.
X——00 X——oo 2 2 2

Prin urmare, am obtinut identitatea
—arctg _:xz —-arctgx=% pentru xe]— ao,—f[. Similar, daci
xe|l4=[, avem xl_{)rilm flx)= xl—l>Tee g(x)+C, adica
% 0= -2—+ C, de unde C=—— 2 . Am demonstrat identitatea

arct x—iarc:g 2x
8 2 I-x

4. Propunem cititorului s4 demonstreze identitatile

2' =% pentru orice x € ]I,+oo[ .

) .4
a) arcsinx + arccosx = > x| <1;

b
b) arcigx + arcctgx = 3 xeR.

2.4.4. Teorema Cauchy

Teorema Cauchy. Fie f(x) si g(x) continue pe [a, b],
derivabile pe Ja,b[ si g'(x) #z0xe ]a, b[. Atunci existd un punct
ce ]a,b[ , astfel incat

£0)-£la)_51)

g(b)-gla)  &'(c)
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Este interesant faptul cd valoarea constantei C pe aceste |

Demonstrafie. Aratdm mai inti cd expresia M are
8(b)-g(a)

sens, adica g(b) # g(e) . Intr-adevar, daca admitem cd g(b)= g{a),

atunci, conform teoremei Rolle, avern ca g’(C) = () pentru un punct

oarecare { € ]a,b[ . Am ajuns la o contrazicere cu ipoteza teoremei.

Trecem acum la demonstrarea teoremei. Consideraim
functia auxiliarad

F(x):f(x)—f(a)_f(b)—_f(a_)

g\xX)—gaj,

g(b)—g(a)[ ( ) ( )]

care satisface conditiilor teoremei Rolle pe [a,b] : i
1) F(x) este continui pe [a,b] ca o sumi algebric de functii

continue;
2) F(x) este derivabild pe Ja,4 , decarece

F’(x)_:f’(x)—% g'(x) xe]a b[

)
3 Fla)= f(a)- fla)- f(”} f(‘ SO)= @) a) - g(a))=0 s

g(b)-gla)
F(b)=1(6)- ()~ 8 ! (“’[g(b )- gl)) =

g{a)
= f(b)- r(a)-[7 ()~ f(a)] =0,

adicd F{a)=F(b)=0. Conform teoremei Rolle, pentru F(x} existd un

punct cela, astfel  fincit F'(c)=0,  adica
(y S)-rla) F(b)-sla) _ f(c)

fie)- . =0, de unde = )
st * FORFRNI

Teorema este demonstrata.

Formula f(b)-f(a) S (¢) se numeste formula Cauchy.
g(b)-z(a) 2(c)

Q“OQ
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Notd. In incheierea acestui paragraf constatim c# tcorema Rolle
este un caz particular al teoremei Lagrange, iar teorema Lagrange este un
caz particular al teoremei Cauchy.

Intr-adevar, dacd considerim g(x)=x, (g’(x)=/#0) in
teorema Cauchy, atunci formula Cauchy se transformd in formula
Lagrange. Daca considerim f(a)= f(b) in formula Lagrange, atunci

obtinem f ’(c) = 0, adic teorema Rolle.

2.5. Regula U’Hospital

Regula I'Hospital ((1661-1704j — matematician francez) se
foloseste pentru ridicarea nedetermindrilor. Existi nedeterminiri de

0 oo w .0
forma (2], (2. 0-), (==2). (7). ¢°) si (7).
2.5.1. Regula I’Hospital pentru ridicarea nedetermindrii

de forma (%J

Teoremd. Fie functiile f(x) si g(x) continue in punctul x,,
derivabile intr-o 8-vecinitate perforata §(x,,8) alui x5, g'(x)# 0
pentru x € ©{x,,8) 5i f(x,)=g(x,)=0. Daci exista limita (finita
sau infinits) Tim 2. ,(x) , atunci existd si limita lim S i ele

Xy g (x) X=X, g(x)

sunt egale.
Demonstratie. Aplicdm teorema Cauchy pentru functiile

f(x) si g(x) pe [x.x], unde xe(x,,8). Obtinem
f(x)-fxe) _ fHe)
g(x)-g(x) &(c)’

unde CE ]xo ,x[ . Intrucat

f(x)=2g(x,)=0, avem

,€ € |x,,x] . Observdm ci

fx = x5 )= (c = x5 ). Deci

EACH I G . ()}
Py g( x] PRYR g’(c) e, g'(c)

{c=xy)

Deoarece limita functiei nu se schimb3 de la schimbarea
variabilei (a se consulta teorema 7 din 1.5.3), avem

f(x)

, ceea ce trebuia de demonstrat.

Notd. 1. Teorema reciprocs nu este valabili.

2 4 -
: x°-sin—, dacd x#0
Fie flx)= x
0, dacd x=0
$i g(x)=sinx, care satisfac conditiile ipotezei teoremei in vecinitatea

punctului x, =0. Avem

x .
im? ) lim( * )-(xsinij =1-1im(xsini) =0,
x>0 g(x) =0\ sinx X ) X
deoarece produsut dintre o functie infinit mic si o functie mirginit} este
o functie infinit mici. Observim ci

. 1
'(x) 2x-sin——cos—
lim———=lim x X =
=0 p (x) X0 [

. { 2 [ . 1] I 1]
= lim | x-sin—| - -COos— | =
x=0| CcOSX X cosx X

2 I . b ] i
=—0——-lim| cos—} = —1im| cos—
! 1 x-0 x x-30 X

Aceastd limith nu existi (a se consulta ex. 3 din 1.5.1).

2. Teorema este valabild si in cazul cind x—x, -0 sau x—x, +0.
3. Teorema raméne valabild daci condifia: functiile f (;c) si g(x)

sunt continue in punctul xo 5i f(x;)= g(x,) =0 se inlocuieste cu
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conditia lim f(x) = lim g(x) = ¢ . Intr-adevr, in acest caz se definesc
X=4xg X=Xy o
suplimentar functiile fix} §i g(x) in x, pornind de la . Fondr;ule
= i =0, = lim ef x} =0 . Astfel, f_unctule fix
f%0)= lim f(x}=0, g(x,)= lim g(x) ()
si g(x) sunt deja continue in xo 5i devin egale cu zero Tn acest punct.

4. Daci f '(xo ) =g ’(xo ) =0 Sl func;iile f’(x) , g'(x)
satisfac ipotezei teoremei, atunci regula I’Hospital se aplica din nou, adici

avem formula fim f:(x) = lim f”( ) etc.
=5 g (x) i g (X)

5. Daci g'(xo) =0,insd f ’(xo) # 0, atunci leoremna se aplici la

raportul _‘gl.(fl gi obfinem {jp _g_(“ﬂ= 1im_g_;ﬂ=o. Deci
£(x) =m0 f(x) xom f0(x)

TG S R
=nglr) o 8
=5 f(x)

6. Regula I'Hospital poate fi aplicata si in cazul cind x — a , unde

a este unul din simbolurile —o0, +eo, oo, Intr-adevar, notim x = 1.
3
il L f{
Y/ _ v
1
y

¢

Atunci x 5 a < y-> 0 §i

tim 1)

m——==lim
x—a g(x y—=0

(11
y
1

= lim —=
y—0 /
1

y
Aici a fost aplicatd de doud ori teorema 7 din 1.5.3.

Exemple,

. e—e*=2x (0 . et+e-2 (0
L lim———————— = —|=lim—— = | — | =
=0 x—s§inx 0/ x0 J-cosx
. et—et (0Y . ef+e™ 141
=lim——=|—j=lim——="——=2
0 sinx 0/ x>0 cosx 1
Am aplicat de trei ori consecutiv regula I"'Hospital, luind in
considerare punctul 4 al notei de mai sus. Observim ci functiile de
la numdritor si functiile de la numitor satisfac ipoteza teoremei in
orice vecindtate perforatd a punctulii x, =0.

L2 2 (2) 2 ( 2)
sin— ) cos—-| — cos=| —=
2. lim—X x=(—)=lim-———-~—x 2 o lim—2
Xy i 0 x—o00 ( ]) r—yoo _i
X xZ .x2

= lim2-cos—2-=2-0030=2-]=2.
X—roe X

Am aplicat regula ’Hospital, luind in considerare punctul 6

. . . . . 1 .
al notei de mai sus. Observdm ci daci considerim x=—, atunci

y
functiile

1 .2 . 1
f(x) = f(—-) =sin—=sin2y si g(x) = g(—) =—=y
¥ X Yy, X
satisfac ipoteza teoremei in orice vecinitate perforata 5(0,5) a
punctului y, =0.

2.5.2. Regula I’Hospital pentru ridicarea nedetermindrii

de forma (SJ

[=.=]

Fie lim f(x)=oo si Ji’rg g(x) ===, adica functiile f(x) si

>y

g(x) sunt functii infinit mari, cAnd x — x,. Prin urmare, functiile
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1 { e . . ..
fi{x)=—— si g, {x)=—— sunt functii infinit mici cand
i( ) f(x) I( ) g(x)

x> x,.

1
Deci lim f(x)=[i)=limi’—(f—)-= imﬁﬂ:(gj,
x—x, g(x) oo xox | =1, f](x) 0
8:(x)
ceea ce inseamnd c& nedeterminarea de forma (—oiJ pentru

functiile infinit mari f(x) si g(x), cdnd x— x,, s-a redus la
nedeterminarea de forma [%) pentru functiile infinit mici £, (x) si
g;(x},cand x> x,.

Asadar, pentru ridicarea nedeterminarii de forma (i)

(=]

poate fi aplicatad regula 1’'Hospital pentru ridicarea nedetermindrii
!

f(x)
§$1g ,(x) :ﬂ anumite conditii de continuitate §i derivabilitate.
glx
Intrucat operatiile aritmetice asupra functiilor mentin
continuitatea i derivabilitatea, putem formula regula 1"Hospital

de forma (—z—j , impundndu-le functiilor infinit mici f,(x)=

oo -
pentru ridicarea nedetermindirilor de forma (—] in ipoteza

DO

teoremei din punctul precedent, fird a efectua transformdrile
algebrice de mai sus. Are loc urmitoarea tecremd.
Teoremd (regula I’Hospital pentru ridicarea nedetermindrii ,

de forma [3] ). Fie functiile f{x) si g(x)
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a) derivabile in orice punct dintr-o vecinitate perforata B(x,.5) a

punctului x,,
b) g’{x)=0 pentru orice punct din §(x,.8),

0 lim £ (s)= Jimsls) =

’
. . . - . e, N X .
Dacid existi limita (finitd sau infinitd) hmm, atunci

=% g'(x)
f(x)

exista gi limita lim —% si ele sunt egale.
= g(x)
Din lipsid de spatiu nu vom prezenta demonstratia acestei
teoreme (2 se consulta, de exemplu, (1], p. 123; [12], p. 204; [16],
p. 233).

Notd. 1. Teorema rdméne valabila si in cazul cind x — x, -0

X = x,+0, x—a,unde a este unul din simbolurile ~o, 40, oo,
.D i Y =00, |i Y —oo §I i ’ ’
2. Dacd lim f*(x) JLriljg (x) si functiile f'(x), g'(x)

=34

satisfac conditiile a} §i b) ale teoremei, atunci existenta limitei (finite sau

” ’
infinite) }im-—Ll implica existenta limitei lim (x) §i aceste doudl
Xy g"(x) XK g’(x)

limite sunt egale. .
Prin urmare, regula 1'Hospital poate fi aplicati de mai multe ori,

adicl obtinem [im f(x) = lim f’(x) = tim f”("') =...
1= g(x) I3x, g'(x) x4 %, g”(_x)
3. Teorema reciproci nu este valabild, Intr-adevar, fie
f(x)=x-sinx §i g(x)=2x+sinx. Observdm ca limf(x}=co i
X=poo

limg(x)=oo. Functille f(x) §i g(x) sunt derivabile pe R si

x—yoa

g'(x)=2+cosx #0 pentru orice xe R. Avem

lim =
x—deo g(x) x—ee 2X+8IN X

=g (sing) L 240 27
X

. 1
fl_ fim X Sin x _[m)= lim 1—(smx)-; -0 1

oa



deoarece produsul dintre o functie infinit mici (1 _,p.cind x> e)sio

X

functie marginitd (sinx) este o functie infinit mica.

*
(x—sin x) = lim 1-cosx py exista.

Insa jim IT(_)Q = lim e
X—»ea

x> g'(x)  xoe (2x+sin x)

intr-adevir, pentru girurile {x,,}:{Zrm} 5i {yn}={%+2‘m}, care sunt

siruri infinit mari, cind 1 — oo, irurile respective ale valorilor functiei

Fx)= 1-cosx sunt convergente ciitre numere diferite:
2+cosx '
- —COs 2/m . 1-1 . :
lim Flx,)= lim 1250880 _ jyq 12008222 _ = lim0=0
n—3uo e 2+C08X,;, n—=24+C0S2M  nee 4] noes
. 1 1-cos (%+ 272}1)
st lim F(y,)= lim —CO Yn = Yim =
n—3o0 —|a2+CDS Ya ra—+m2+cos(§_+2mlj
1-cos il
- EY - 1
= Tim i=lirn; 0=]im%=5
1:—>=°2+COSE n=024+0 n-oe

Inx)" L.
Exemple. 1. Si se calculeze lim ( ) . Reamintim cé
PR

intervalele de forma ]—oo,a[ $i Jb+oe[, unde a,b e R, se numesc
respectiv vecinatatea lui x, = —e (0 vomnota 8(—ce,a)) si
vecinitatea lui x, = -+ (0 vom nota v{+ oo, b)). Observim ci
functiile f(x)=In"x, g(x)=x", ne N, x>0, sunt derivabile de
ordinul # in vecinatatea v(+ 0o, 1) alui xy = +oo §i g'(x)#0,
g"(x}=0, ... g( )( )#0 pentru orice X€ v (+ oo, 1) ]1 +°°[
Aplicam de n ori consecutiv regula I’Hospital. Avem
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-y
"y (oo n ' inx)*’ (e
lim 2 "=(—-]= lim _x iy () =(_)=

D oo X=oa n-x" u x—3+oo X

-2

. n—1 {Inx)"*
T Sl WL E)
X—+eo R xn X—>tea n - X

Aceasta inseamni cd functia f (x) = (ln x)" cregte mai incet
decit functia g(x) =x", cind x — +eo, adica f{x} este infinit mare

de ordin inferior in raport cu g(x), cdnd x—+eo (vezi 1.5.5).

n

2. 54 se calculeze lim x— ,a>1. Observim ci functiile
.t—)+°'=a

f{x)=x" si g{x)=a" impreuni cu derivatele lor pani la ordinul

n satisfac ipoteza teoremei. Deci, aplicind de n ori consecutiv
regula I'Hospital, obtinem

= _(i,i)__z__{ 1imix= n! . im—i}:g_
(lna) Kt g (lna) n—>4eo g

Prin urmare, functia de putere cu exponent natural (x")

creste mai fncet decit functia exponentiali a”,a>7, cind
x — oo, adic3 f{x) este infinit mare de ordin inferior in raport cu
g(x), cind x — +eo (vezi 1.5.5).
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2.5.3. Alte nedetermindri

1. Nedeterminirile de forma {co—os) si (0-e=), cu ajutorul
transformirilor algebrice, usor se reduc la nedetermindrile de

forma (%) san (:J {a se consulta ultimele alineate din 1.5.3).

=)

Exemplul 1. 8i se calculeze lim(ctg —i) .

x— X

Avem

. 1 . {cosx 1 . XCOS8X—sinx
limf czgx—— =(oo—oo)=11 - -=|=lim——————=
-0 X -0\ gInx X =0 xXsinx

’

0y .. (xcosx—sinx)  cosx—xsinx~cosx
=|—|=lim = lim =

!

0 . 0 i
0 x> (xsmx) x— sinx+ xcosx
’
. xsinx 0 ) (xsinx)
=—lmg_—== 0 =—lmg—-—-—-——,-=
X—b X '
SInX+ XCOSX (smx+xcosx)

. sinx+ xcosx . Sinx+ xcosx 0+0
==lim —— = —|im — = =0.
=0 COSX+COSX — xSinx =0 2C08x — xsinx 2-0
Exemplul 2. 83 se calculeze lim x"-Inx,ne N . Avem

r—0+0
,
. . Inx oo ] Inx
lim x"-lnx=(0-(—ec))= lim =|—[= lim ( ), =
x—=0+0 x=0+0 x 7" oo F-30+0
(+7)
i
. x I .
= lim —£—=—-=. lim x"=0.
x=0+0 — R n x30+0
xn+]

2. Nedeterminirile de forma (1"") , (OO) st (mo) cu ajutorul

transformiirii algebrice
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N e,

lf(xjg(x) _ etn|f(x18(x) _  sleyinlr (3}

se reduc la o

nedeterminare de forma (O-w), jar ultima se reduce la

-]

nedetermindrile de forma (%] sau [—j conform punctului

1==]

precedent (a se consulta ultimele alineate din 1.5.3).

Tox
Exemplul 3. S& se calculeze lim (% - arcrgx) .

A—rdeo
Tnx -—}—-ln(z-aragx)
nx . om .
Avem (-1—:——arctng =elr M2 . Deci, in virtutea
2
continuititii functiei ¢* pe R, obtinem
ln(lt-—amgx)

lim
= gt Inx

x
ln(——arcl x)
3 &

lim (E - arctgx] e (00) = lime 0¥

X—oo X—rteo

La calcularea ultimei limite aplicim de trei ori regula

) ( X )

In| -~ —arctgx ——arcigx
. 2 oa . 2
lim ————={—| = lim
X~ptoo Inx o0 X-—dtoo l
X
1-x?
X F]
2 I+x2 — 52 oo
X400 0 X—dboo ! xotoo J 4 oo
arctgx —— —
2 I+x
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4

. . (TC J mx 1
Prin urmare, lim|——arctgx =gl =—,
x—rteor 2 e

Asadar, regula [I’Hospital se foloseste la ridicarea
nedeterminérilor de orice formd. Remarcdm ca in procesul aplicarii
acestei reguli se permite simplificarea exprestilor obtinute si
aplicarea limitelor deja cunoscute. De aceea, in practici, pentru a
rationaliza algoritmul calculdrii limitelor, se folosesc metode
combinate.

Vom analiza citeva exemple de acest fel.

2x x x x
Exemplul 4. 53 se calculeze lim>e—*¢ 2e°* +2e

x—0 (ex - 1)3
. xe+xe*=2e" 425 (0
Avem lim - =|=]=
X0 (er _ 1) 0
e 1 2xe t et +xet —4e™ + 2"
= lim 5 =
x> X x
3(e —1) ‘e
. 2xe* +xe* =3¢ +3¢" | 2xe" +x—3e"+3
=lim 3 = Hlim > =
=0 3(6‘ - ]) e* 0 3(e‘ - I)
(0) . Z(ex"'xex)"'l_-?ex I( . 1) . 2xe*+1-¢€
=|—]=lim =—| lim—| - lim——————=
0 X—poo 6(6" _ I) e* O\t ) x>0 e’ -1
x xX|_ X x
=(9J=l-]~]imze txe j-e :_l.limfm.(.]_t%i).zl(Ho):l,
0 x—0 e~ 6x-0 ¥ 6 6

fn exemplul dat am aplicat consecutiv de trei ori regula
I’'Hospital. Dupé prima aplicare a regulii I'Hospital, am efectuat
toate transformérile algebrice, reducind termenii asemenea si

simplificind factorul comun e* al expresiei. A doua oardi am

- .1 .
separat factorul ¢* al expresiei date, calculdnd lim— prin alte
x—=0 p
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Y .
metode, de exemplu, lim—=— =1, deoarece functia — este
et ¢ e

continud pe R.

. 1
Exemplul 5. Sa se calculeze llm(ctgz x——;) .
x—=0 X
1 ) . [cos’x 1 J
i 2L | =fea—-ce}=11 — =
Avem il_r)l{}(ctg § x? ( ) J“’n;( sin® x 7

5 x* cos® x—sin® x (0) l."(Jccosx+ sinx xcosx— sinx]
=11 =|—|=1 . — .
. 0 xZsin’ x 0/ x-0 x xsin® x

fnainte de a aplica regula I'Hospital, am descompus expresia
in doi factori. Observam ci limita primului factor se calculeaza in
mod elementar:

. Xcosx+sinx 0 ) sinx
Iim————= (—) = lm‘(cosx + ———) =
x— X 0 x—0 x

= lim(cosx)+ im32Y _ cosO+1=1+1=2.
X0 —0 x

Pentru a calcula limita factorului al doilea, aplicim regula
I"Hospital:

. xcosx—sinx (0} . cosx-Xxsinx—COSX _
lim—————=| — =lim— - =
=0 xsin” x 0/ x0sin° x+2x8INXCOSX
. —xsinx ) —x AN
=lim - =lim— =|—|=
-0 sin x(sinx +2xcosx} *~0sinx+2xcosx \0
-1 ) -1 -1 1
=lim =1im =,

50 cosx +2cosx—2xsinx 0 3cosx—2xsinx 3-0 3
2

. . 2 1 1
Prin urmare, lim| c1g"x—— | =2 -—|=—=.
0 3

x? 3

2.6. Formula Taylor
Vom considera una din formulele principale ale analizei
matematice cu multiple aplicatii atit in analiza matematica, cat i
in alte discipline limitrofe.
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2.6.1. Formula Tayvlor pentru polinoame

Fie functia polinomiald de gradul n
f(x)=aa +a](x—-x0)+az(x—xa)2+...+an(x—xﬂ)" .
neN, ag,....a,€R si a,70.

Vom studia relatia dintre derivatele ei de ordinul %
(k=12,...,n} sicoeficientii a,,...,a

Avem f (xo) =a, §i

Flx)=ay+2a,(x—xp)+ 3a3(x—x0)2 +...+na,,(x—x0)”_] ,
deunde f'(x;)=a,;

f”(x) =2a, +3-2.a3(x-x0)+___+n(n__])anxn—z .

de unde f"(x,)=2a,, adici a, = %f”(x,,) = %f”(xa) ;

f(")(x)=[n(n—])---2-]]-a,, =nta,”,deunde a, =ﬁf("](xo).

Prin urmare,
£(9) = F(x)+ f'(xo)(x—x0)+—2% TS CEE R g

+$f(")(xﬂ)(x_xa)" ,

care s¢ numeste formula Taylor ((1685-1731) — matematician
englez) pentru polinoame sau polinomul Taylor pentru functia

f (x) . Dacd x,; =0, obfinem urmétorul polinom in raport cu x;

? Reamintim ci produsul /-2-...n se noteazii cu n! §i sc cileste “en
factorial”. Prin conventie, 0!=J, I'=1I. Produsul numcrelor impare

1-3-5-...-(2n—1) se noteazi cu (2n—1)!, iar produsul numerelor
parc 2-4-6-...-(2n) se noteaza (2n)!".
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1 1 1 5 "
P.(x)=P,(0)+ P,(0)- x+§R, (0)x? +...+;R,( M0)-x",
care se numeste polinomul Mac Laurin (1698-1746 - matematician
scofian) pentru functia f{x}).

2.6.2. Binomul Newton

Considerdm polinomul de gradul n
fx)=(a+x)" = A +Ax+ A+ +A X"
Conform formulei Taylor pentru polinoame din punctul
precedent, avem Ay = f(0)=d", A, = %f{”(O), k=12,...n.
Observam ca -
Fx)=nla+ x)"_l ,deunde f'(0)=n-a""’,
f(x)=n{n-1)a +x)"_2 ,deunde f”(0)=n{n—1)a"?,

f“‘)(x) =n{n— 1)---[n—(k - 1))(0 +x)"‘k , de unde
F& (0}=n{n-1) --(n —{k- I))a"_* .
. r) ek
Deci A, =En(n-—1)---(n—(k - I))-a Y, k=12,...n.
Prin urmare, binomul Newton are forma

(a+x)" =a" +M.:1"“'J|c+~'ir-l—_—1)—a"'2 XA
21

+n(n~1)---£:-(k-’))a"-k N W

Daci a=1, obtinem
n(n—])xz + n(n—])(nﬂ2)x3 ‘.

(1+x)" =1+nx+

p ; .+
1 . k—1)) g @
+ nin — );:-( ) xk +. 4+ x"
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Coeficientii de pe lingi X' (k =0, 1,...,
se numesc ceeficienfi binomiali §i se noteazi

Cﬁ (k=012,... ,n). In anatiza combinatorica C! inseamni
numarul combindrilor din # elemente luate cite k. Deci formula (2)
are forma

(1+x)" =Cl+Clx+ C2x? + ..+ CFxF 4+

n} din formula (2)

+CHx" = %C,’ka.
k=0
Remarcam unele proprietiti importante ale coeficientilor
binomiali:
1) Deoarece
Ckzn(n—l)-...-(nw(k—l))___ n! _ ok
" k! kitn—-k)! "

avem cd coeficientilor binomiali din formulele (1) si (2) egal

r

depdrtafi de termenii extremi ai dezvoltdrii (cﬂ
egali intre ei.

2) Coeficientii binomiali cresc mai intdi, apoi descresc. Daca
exponentul puterii binomului este par, atunci coeficientul binomial
al termenului din mijloc al dezvoltirii este cel mai mare. Daci insd
exponentul puterii binomului este impar, atunci coeficientii
binomiali ai celor doi termeni de la mijlocul dezvoltarii sunt egali
ntre ei gi-s cei mai mari,

3) Daci ludm x = 1 st x = -1 atunci formula (2) se transforma in
urmdtoarele identititi

0 | k
Ch+Cy+..+Cp +...+C2 =2"

0 1 2
Cp-C,+Ci—...+(-D"Ck =0.

Adunéndu-le §i scizdndu-le parte cu parte obtinem alte
doui egalitati

Cl+C2+Cd+. =2
1 3 5
C,+C, +C, +

si Cpx™) sunt

si respectiv

= 211"']

208

|

2.6.3. Formula Taylor pentru functii

Are loc urmdtoarea teorema.
Teorema Taylor. Fie functia f (x) derivabila pina la ordinul

n inclusiv intr-0 & — vecindtate v(x,, &) oarecare a punctului x,.
Atunci pentru orice x€ v(xy,8) avem f(x)=T,(x)+R,(x), unde
T,{x) este polinomul Taylor pentru functia f(x), iar R,(x) este o
functie infinit micd de ordinul n in raport cu functia infinit mica
0(("‘ =X ) )

Demonstratie. Fie f ( ) derivabila pani la ordinul # inclusiv

(x-2x,), cand x-» x,, adica R (x)=

intr-o & — vecindtate v(x,;, J) a punctulm X;. Polinomul Taylor
pentru functla f (x) are forma

7o) = £ (50 + S (50 )= 50) £ 0 Yo = ) 4ot

+—]—‘f(") (xo)(x—x,)" pentru orice x€ v(xg,6).
n!
Intrucht, in genere, f(x) nu este o functie polinomials,
notand diferenta f(x)—T,(x) prin R,(x),avem
F(x)=T,(x)+R,(x), xe v(x,.5).

Observam ci

( )—f‘”’(xa)=
(r=x)).

Intr-adevir, deoarece funcm]c R(x) si (x-x,)
conditiilor regulii I'Hospital pentru ridicarea nedeterminirii de

R ()= 7" )( ) T‘")(Xo) J(”

Demonstram ci cind x—x,.

J’l

satisfac
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0 . . .
forma (—0-) fntr-0 & — vecinitate V(xo,é) a punctului x,, aplicam

regula 'Hospital de n ori consecutiv la calcularea limitei

im0 (9] B __(0)_

x
0 (x—x,) 0/ =% p{x- )ca)"_‘r 0

: R
= lim = lim =lim0=0,

Ay n(n — I)- -] xewy pl 131y

R ()

n

-~ = ? ~
ceea ce inseamnd ¢i R, (x)= o((x- xo)’ ), cdnd x — x,. Teorema

este demonstrata.
Formula

F(3)=F () (1) x =t et )=+ Ry (0),

se numeste formula Taylor pentru functia f(x),iar R (x) — restul
formulei Taylor.

Din teorema Taylor observdm cd restul R, (x) este o
functie infinit micé, cind x — x,, de ordinul » in raport cu functia
infinit micd (x—x, ), ¢ind x-> x,, adici R, (x) este un infinit mic
de ordin superior in raport cu orice termen al polinomului Taylor.

Notind x—x, = Ax si Ay= f(x)— f(x,), formula Taylor
are urmitoarea forma:

* ” ] 2 3
Ay=y(x0)Ax+%y (xG)Ax2+§y (xa)Ax*+...+

+i'y("} (xO)Ax" + O(Ax") .
n!

Dacd n =1, adici functia este derivabila intr-o vecinatate a
punctului x,, atunci formula Taylor are forma

Ay = y’(x[J )Ax+ O(Ax) =dy +O(Ax) .
unde functia O{Ax) este o functie infinit mics, cind Ax—0, de

ordin superior in raport cu Ax. Am obtinut conditia de
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diferentiabilitate a functiei (a se consulta definitia din 2.7.7. cu

Av M

O Ax
lim a{Ax) = lim —(-——) =0).
=0 Ax
Deoarece

%)= (%), d?y{(x,) = y"(x,)A%7, ..., d"y(x,) = e (x)ax",
formula Taylor are forma

1 I ! ) n
Ay=dy(xo)+—2-?d2y(xo)+—3——!d3y(x0)+...+;!-d y(x0)+O(Ax )

Agadar, teorema Taylor permite de a aproxima orice
lunctie, care satisface ipoteza teoremei, cu polinomul Taylor. In

ucest caz eroarea absoluti este caracterizatda de restul formulei
Taylor.

Formula Taylor pentru x, =0 se numeste formula Mac
Laurin:

fx)=r(0)+ f’(O)x+% f”(O)x2+...+$ £ (0)x" + R, ().

Notd. 1. Restul R, (x} dc forma 0((1— ,ro)") din tecrema Taylor

s¢ numeste restul in forma Peano ((1858-1932) — matematician italian),
jar formula Taylor (sau Mac Laurin) respectivi — formula Taylor (sau
Mac Laurin) cu restul in forma Peano,

2. Restul R, (x) poale avea §i alte forme:
a) forma Lagrange

FON e ro{x—x et
Rn(x): ((31+!§' 0))(x—xo] ' oe b,][;
b) forma Cauchy

() Xy +0(x - x, 1
R, (x)= / ( i )) (1-8)"{x~x,)"", 0e lo.g-

n!

In practicd se foloseste des formula Mac Laurin cu restul in
forma Lagrange:

fo=fiosf0pes £70) 2 £00) o £#D(05) s
2! n! (n+1y
0<B<l.
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sinx=x— ]x +ix ]x +.. +{— )k” !
R R [ (2k—1)!

DA T il 5

3.Formula Lagrange sau formula  cresterilor finite

. Ry, (%),
Ay = y’(xo +08(x—x, ))Ax este un caz particular al formulei Taylor cu

restul in forma Lagrange (n = 0)‘

de Ry (x)=R,(x)=
Vom considera citeva exemple de dezvoltare a unor functii unde Ryg.,(x)= R, (x) (n+ 1} * (2k)!
elementare dupa formula Mac Laurin cu restul in forma Lagrange. 2% . 2k
L f(x)=¢* =—f—--szn(ac+2k -—] =2 _ . sin(éx+kz) ke N, xeR.
(2k )t 2) (2kY

Deoarece functia e* este indefinit derivabila pe R i
r)=(e)" =etmen,
avem f(0)=e’ =1, f"(0)=e’=1,neN.
Prin urmare,

3. f(x)=cosx (ase consulta ex. 3 din 2.3.1).
Avem f':")(x) = cos(x+n-%), neN,xeR.

Deci
ST SUNINE N JNE B JUNE BV R,(x),x€R,
2! 3! n!

£(0)=cos0 =1, fl0)=cos(1 % )=0, f”(0)=cos(2% =1, ...,

)0y = .E): O,n=2k-1
170) co{nz {(—1)",n=2k,keN'

Prin urmare,

f["”)(ex) n+l _ & x o+
unde Rn(X)-—-WX ( +1) BE bl[

Din aceastd formuld, schimband x prin (-x), obtinem

; 1 ! ! v 1
urmétoarea formuld , ; , COSX = I_E!xz +2!-x4 —ax6+"‘+(_ 1) ] (Zk)!xzk IR, (x) ,
L g x+§7x2 _Ex +.. +( 1)"_’xn+Rn(x). (i o
!
e o unde R,,(x)=R, (x) :I__Lf).x"” = f (ef) e
unde R, (x)=(-1)""'——x"",8e 0,1, xeR. {n+1)! (2k +1)!

{n+1)!

2. f(x)=sinx (ase consulta ex. 2 din 2.3.1). 2l T
x =——-COS(@JC+(2]C+])-—],@E]O,f[,ke N.xe R.
Avem f[") (x) = (sinx)(") = sin(x+n ~2—) ,HEN ,xeR. (2k+1} 2
2k+1 .
T

Deci f{0)=sin0=0 si =(2k+1)'-cos(8x+(2k+l)-5),ﬁe bl ke N, xe R

f("](O) - sin(n-z) — {( )k+10’ dacd n=2k ' 4. flx)= ,x#—1 (a se consulta ex.5 din 2.3.1,
2 -1}, dacdn=2k-1ke N

considerind b=c=1).
Prin urmare, .



_ (n— 1)

- ,neN x#-1.
(]-l-x)

Deci £(0)=0, f"(0)=(-1)""-(n-N),neN.

Prin urmare,

”

2 3 4
x° 2 3lx n—1 X _
11'1|1+I|=x—5+‘—-3!—"—'z!—-+...+(—1) -(n—l)!-—;!--kRn(x)—-

x"+R,(x), x -1,

(— I)" ot x™!
(n+ 1)1 +0x)"

:n+1-(] ax)n_'_l,BEb,I[,REN.

5. f(x)=m|i-x,x#7 (a se consulta ex.5 din 2.3.1,

considerdnd b=-1,c=1).
Avem

(n-1)!

= (= N (=12 1 = N, x #-1.
e s LI
Deci £(0)=0, F"(0)=~(n-1)!, ne N .

Prin urmare,

Infl— x| =- +x—2+x—3+ +2 +R,(x), x =1

n i EA ek et S L (x). x =1,

unde
_f("H}(&t) el xn+l ;

B,(x)= (n+1y ro T (n+])_!( )"”’ oe b

6. f(x)=(1+x)",aeR.
Aceastd functic este indefinit derivabild pe R si, prin
recurenti, usor se stabileste urmatoarea formula
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f(")( )_
Deci f(0}=1

Prin urmare,

ofo—1)-{a—(n=D)1+x)"",neN.
, F0)= afo— 1) (e~ (n-1),neN.

(1+x)°‘ =I+W+a(a—1)x2 +a(a—1)(a—2)x3+m+
2t 3!

(o1} --(o—(n-1))

x"+R,(x) xeR,

_ (o~ 1)--(o—n) (I+9x)a-n—4r s

unde R“(x] = (n — ])!

BG]O,I[, nen.

Notd. Combindnd formulele din exemplele de mai sus, se pot
obtine alte formule:
% ?
AN FESNE A +R)(x)-
2 2 21 n!

a) shx=%

3 xS x2n i ( ) R
=x+—+—+...+ + Rpn, XE
RRRETRE Q1) @)
x x 2 4 2n
b) chyx=E 1€ =1+x—+x—+...+x—+R2,,(x),xeR;
2t 4 {2n)!

¢ mitE In(1+x)—In(1— x}= x+l,\:3+l.'.:5~}-...+Lx2"_1 +
1-x 3 5 2n—-1
+Rz, {x), neN si H«: I. Din aceasti formuld, aplicand substitufia

]+x k+17
I-x

, obtinem x = ke N, sideci

k+1 1 1 ] 1
In =2 + T+ S+ Gnl) +
k 2k+1 32k +1)  5(2k+1) (2n—1)2k + 1
+R,,(x),nEN,keN.
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Mentiondm ci- restul R, (x) in forma Lagrange a formulelor de

mai sus are o expresie mai complicatd decét resturile din formulele
componente.

2.6.4. Aplicatii

1. Numdrul e,

Stiind cii e<3 si considerdnd x =/ 1n formula

2 xn xn+l

L BT AU S
n! (n+1)!
]
e=2+-l—+...+-1~+~——f——,ee]0,1[ .
21 n! (n+1)!

0

obtinem

Pentru n 2= 2 avem < ] i deci

n+1
e* _ 1 e® b

it nl nrl nl

Astfel, obtinem inegalitatea dubla

2+i+...+~1—<e<2+i+...+—',—+i

2! n! 2! ntoall
care ne permite sa calculam valoarea numarului irational e cu orice
grad de exactitate. Pentru orice n 2 2 eroarea comisi este mai mica

decét numirul i De exemplu, dacd ludm n =8, avem 1 < 1

n! 8 10°
si obtinem valoarea aproximativd a numdirului ¢ cu o precizie de

i . . . .
o adici cu cinci semne zecimale dupi virgulad: e~ 271828 .

2. Calcularea valorilor functiei.

Pentru a calcula valorile functiilor elementare e*, cosx,
sinx, Inx se folosesc formulele Taylor pentru aceste functii. De
exemplu, sd calculam valoarea aproximativi a numdrului irational

. /4 . . .
sin20° = sm; . Folosim formula aproximativa:
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g o2 X (_ ])ku x2t
(2k—1)!

sinx=x——+———+..+ . keN, xeR.
Eroarea comisd R,,_,(x) se determind din inegalitatea

3t 5 7t

2k

2k
X ) x
R x)| =——sin{Bx+ in) £ .
Daci folosim numai doi termeni din formula de mai sus,
3
. .o x Ifx
obtinem sin20° =sin— =——~— —-) =(,342 .
9 9 319
Pentru a determina gradul de exactitate, avern formula
4 4
n i I = I/ 7
R,(x)=|R (—) g(—) == c000=—r.
| 5 () =|&s 9 9/ 4t 9% 24 10°

Agadar, numirul 0,342 reprezintd valoarea lui sin20° cu

. 1 - ' . .
exactitatea de 707 adica cu trei semne zecimale dupa virguli.

3. Calcularea limitelor.

Pentru a ridica o nedeterminare de forma [9_], este
0

necesar de a calcula limita raportulut a dovd functii. Fie
lim f(x)= lim g(x) =0 . Descompunem, mai intii, functiile f(x)
I""D

si g(x) dupa formula Taylor in vecindtatea punctului xo (dacd,

bineinteles, este posibil), limitindu-ne la primii termeni diferiti de
zero, adicd descompunerile au forma

f(x)=a(x—x0)" +O((x-x0)"),a =0
$i g(x)=b(x—x0)m+0((x—xo)m),b %0,

Atanci,




0,dacd n>m

a.. - a g
=—lim{x—x,)" ={=, dacd n=m.
XXy b

co, dacdn<m
Pentru a dezvolta dupa formula Taylor functiile f (x) 5i

g(x), pot fi folosite dezvoltarile acestor functii dupa formula Mac
Laurin.

intr-adevar, lim
X—)Xu g(x)

dacd x, € R si

Dacd avem a ridica nedetermindri de alte forme, atunci ele

. 0 .
se reduc la nedeterminarea de forma (EJ (2 se consulta ultimele

alineate din 1.5.3).
Exemple. Sa se calculeze urmitoarele limite:

. et —eF=2x
1. lim - .
=0 x—Sinx
x2 x3 3
Avem e’:]+x+———+-——+0(x‘),
2! 3
2 3 1
e”=]—x+————+0(xi), ,
3! y
i !
srnx:x———+0(x3)
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L et —e Tt -2x (0]
Deci im———=|—|=

x>0 x-—sinx 0
1+x+x—2+£3"+0(x3)—1+x—£+—x—3|-+0(x3)—2x
lim— 23 23
=0 x—x+%+0(x3)
Jc—3+0()c3)
= lim -3———=1lim2=2
x—)O__%+0(x3) x—0

(a se compara cu ex. 1 din 2.4.1).

.2 2 ’
{1 1 _posin®x—x° (D) _
2. llm(-é—- 5 J=(oo—oo)—llm——é--—2—_[0j_

=0\ x sin“ x =0 x“.sin“ x

[[;]o()} o2 tlag)i

= lim = lim
x-30 x2[x+0(x)]2 =0 x2 (x2 + O(xz))
4 ’ 4
o) -
=lim— = =——,
o0 40(x) 0 % 3
n sinx]
. l In si;x); ’i_';lo xx
3. lim(Sln x]x =(1°°)= lim e =e =
-0\ X x—0
lim ""[ x+3(”) tim ——lﬂ([ﬁ')(xzn ’i.'—:’.l i[jz—)
=ex—>0 x zex—x) :ex "—‘6‘0:1

fvezi formula 8 din tabelul functiilor echivalente din (1.5.5).
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2.7. Extremele functiei

Fie functia y=f{x) definitd pe domeniul D si x,eDc R.

Definitia 1. Punctul x, se numeste punct de maxim (minim)
al functiei y=f{x), daci existd o o - vecinatate a lui x,, astfel Incit
pentru orice valoare a lui xeD v(x,, &) se satisface inegalitatea
Jix)=f{xo) (respectiv fx)2 fixo))-

Punctele de maxim $i de minim se mai numesc puncte de
extrem ale functiei.

Valoarea functiei f{x) intr-un punct de maxim (de minim) se
numeste maximul (minimul) functiei sau extremul! functiei.

Din definitie rezultd ci notiunea de extrem ate un caracter
local 1n sensul ca inegalitatea f{x)<f(x,) (sau f{x)2 fixo}) poate sd nu
fie verificatd de toate valorile variabilei x din domeniul de definitie
al functiei, dar trebuie si fie satisfacuta doar intr-o §- vecinatate a
punctului x,. De aceea maximul $i minimul functiei se numesc
maximul (minimul) local al functiei sau extremul local al functiei.

Observam ca dacii x, este un punct de maxim (minim) al
functiei £, atunci fix,) este valoarea cea mai mare (cea mai micd) a
functiei Tntr-o & - vecinitate a punctului x,; (sd nu se confunde cu
valoarea cea mai mare si valoarea cea mai mica a functiei f{x} pe
domeniul D, care are un caracter global (total) pe accasta
multime D).

Evident, functia poate avea citeva maxime locale §i citeva
minime locale, iar uneori e posibil ca valoarea unui minim local si
fie mai mare decét valoarea unui maxim local.

Daci notdm x—x,=Ax si flx)—f{x,)=Ay, atunci punctele de
extrem pot fi definite astfel.

Definifia 2. Punctul x, se numeste punct de maxim (minim)
al functiei fix), daci inegalitatea Ay<'0 (respectiv Ady=0) este
satisfacutd cind Ax-»0.

Fie functia f{x} continud pe [a, b] si x;, x; doud puncte
consecutive de maxim ale functiei f{x). Aplicdnd teorema
Weierstrass (teorema 4 din 1.6.3), obtinem ci f{x) atinge valoarea
cea mai mare M pe [x,, x;], care coincide cu max{f{x;), fixz}} s
valoarea cea mai micd m, adici existd un punct cejx;, x2f, astfel
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Incat fix)2f{c)=m pentru orice x din [x;, x/. Aceasta inseamna ca
punctul ¢&Jx;, x;{ este un punct de minim al functiei. Prin urmare,
intre dou# puncte consecutive de maxim se giseste numaidecit un
punct de minim.

Analog, intre doud puncte consecutive de minim se afla
intotdeauna un punct de maxim.

Asadar, daci f{x) este continud pe [a, b] §i posedd mai multe
puncte discrete de maxim sau minim, atunci ele alterneaza intre ele.

Aceastd proprietate se foloseste foarte des in practica la
studiul functiilor,

Teorema 1 (conditie necesard de existenfa extremului
funcyiei). Daci functia f{x) este derivabild in punctul x,, care este
un purnct de extrem, atunci f{x,)=0.

Demonstragie. Deoarece in punctul x, functia f{x) admite un
extrem (local), rezulti ci existd un interval Jx,-&, xo+ Jf, astfel incat
fixg) coincide cu valoarea cea mai mare sau cu valoarea cea mai
micd a functiei pe acest interval. Conform teoremei Fermat (vezi
2.4.1), avem f{x,)=0.

Teorema 1 admite urmitoarea interpretare geometricd. Daci
X;, X sunt puncte de extrem ale functiei flx) si in punctele
respective ale graficului functiei existd tangente, atunci aceste
tangente sunt paralele axei absciselor.

Rédacinile ecuatiei f{x}=0 se numesc puncte stationare ale
functiei fix) (trecAnd prin punctele acestea, functia parca
“stationeazii”: in consecinta 1 din teorema Lagrange (vezi 2.4.3)
am stabilit urmitorul rezultat: functia f este constanti pe D daci si
numai daca f{x)=0, xeD).

Notd. Conditia £1x)=0 pentru functia fix), derivabilid in x=x;, nu
este suficientd ca x, sa fie un punct de extrem al functici f{x). Intr-adevar,
pentru functia y=x, derivabila pe R, avem f{0)=0 si x,=0 nu este punct
de extrem: Ay=flxg+Ax)xo)=fl Ac)-f0)=(Axy~0=(4x)’. Deci daca
Ax—=0-0, atunci Ay<0 §i dacd Ax—0+0, atunci Ay>0, adicid Ay fsi
schimb# semnul cénd Ar—0. Aceasta inseamnd, conform definitiei 2, ci
punctul x,=0 nu este punct de extrem pentru functia y=x".
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Convenim sa spunem cd functia @(x} fsi schimbd semnul
plus in minus cand argumentul trece prin punctul x,, dacd @x)>0
pentru x<x, §i @x)<0 pentru x>xp.

In mod aseminitor se defineste schimbarea semnului minus
al functiei ¢(x) in semnul plus, cind argamentul trece prin punctul
xo. Daca Tnsd @x)>0 sau ¢(x)<0 atdt pentru x<x,, cit si pentru
X>Xg, atunci spunem cd @(x) isi pdstreazd semnul cind argumentul
trece prin punctul x,.

In aceste cazuri se considerd valorile lui x dintr-o
& - vecindtate suficient de mici a lui x,.

Teorema 2 (condifie suficientd de existenfa extremului
Sfunctiei). Fie functia f{x) derivabila intr-o J- vecinitate a punctului
Xo, exceptind doar insdsi punctul. Daci derivata f{x) st schimba
semnul plus in minus cind argumentul trece prin x,, atunci x, este
un punct de maxim pentru functia fix). Dacé derivata f{x), cind
argumentul trece prin punctul x,, ii schimbéa semnul minus in plus,
atunci x, este un punct de minim pentru fix). Dacd fix) fsi
pastreazd semnul cind argumentul trece prin x;, atunci x, nu este
punct de extrem al functiei fix).

Demonstratie. SA presupunem, de exemplu, ca derivata f{x)
isi schimbd semnul plus in minus cind argumentul trece prin
punctul x;, adica existd o J - vecintate a punctului x, pentru care
Flx)>0, daci xe Jxy—0, x4f §if{x)<0, daca x&]xp, x;+ 4.

Conform consecintet 2 a tecremei Lagrange (vezi 2.4.3),
obtinem ¢i f{x) este crescatoare pe Jxo—&;, xof i descrescitoare pe
Jxg, X0+ &f cu &> 6,>0.

Deci x<xg = fix)Sf{xy) si x>x5 =f(x)<flxy), adica fx)<fix,)
pentru orice x€ Jx~&;, xo+J;f, ceea ce inseamnna ci punctul x; este
un punct de maxim pentru functia f{x).

in mod analog se studiazi cazul cénd f{x) isi schimba
semnul minus in plus, daci argumentul ei trece prin punctul x,.

Riméne de cercetat cazul cind f{x) igi pistreazi semnul.

Fie, de exemplu, f{x)>0 pentru orice x dintr-o & - vecinatate
a punctului x,. Conform consecintei 2 a teoremei Lagrange, functia
flx) este crescitoare pe Jx—d;, xo+ &f cu 5> 8,>0, adici
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x<xg = fix)<fixp) si
pentru orice x& [x;~&, xp+ 5,/
Conform definitiei 1, punctul x, nu este punct de extrem al
functiei f{x) §i teorema este complet demonstrata.
Exemple Sa se afle punctele de extrem ale func;ulor

x, dacd =20
CE R Ry

x>xp = flx)=fix,),

—x, dacé x<(.

Observam ca f{x) este continud pe R. Avem f{x)=—1I, daci
x<0siflx)=1, dacd x>0.

Prin urmare, derivata f{x), cand argumentul ei trece prin
xp=0, isi schimba semnul minus in plus, adica x,=0 este un punct
de minim pentru f{x). Derivata f{x) in punctul x,=0 nu existi (a se
consulta ex, 5 din 2.1.1).

Dacad x#0, atunci f{x) nu-si schimbi semnul, adici alte
extreme functia nu are,

. 3 . '
2. Functia y=¥4 x? este continua pe R.

2
Observdm c¢d y=-—= pentru x=0, adici functia estc
3¥x

derivabila pe R —{0} si y’(0)= lim f(O+Ax)—f(0) =
Ar—0 Ax
llm—f(Ax)—l 3Ax2_] I
A0 Ar A0 Ax Ax—)Oa\/
Treclnd prin x,=0, derivata y {x) si schimba semnul minus
in plus cénd x trece prin punctul x,=0, deoarece x <0 =

2 2
=y=—3=<0 5i x>0 = y=—=>0. Prin urmare, functi
Wx SEN )

3 A
y=v x> are minim in punctul x,=0.
: , 2 N
Pentru x=0, derivata y =37 nu-si schimbd semnul intr-o
3Wx
d - vecinitate suficient de micd a lui x. Deci alte puncte extrem functia nu are,
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7 . 1
3 Fie f(x): x -sm;, x#0
0, x=0.

Observim ci f{x) este continui pe R—{0} ca produsul a doui
functii continue. In punctul x,=0 avern

lim f(x)= lim(x2 : sin—l—) =0=£(0),
x—0 x—0 X

deoarece produsul unei funciii infinit mici cu o functie mirginitd
este o functie infinit micd. Deci f{x) este continud pe R. Functia
este derivabild pe R—{0} si
4
, .1 .1 1
f ()c)z(x2 -sm—) =2xsin——cos—.
X

X X
Daca x=0, avem

£(0)= tim LO@*Ax)=£(0) _ ,  f(&x)

Axr—0 Ax T Ax—0 Ax
Ax? vsinwl«m 1
= lim —2% — Jim | Ax-sin— =0,
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

deoarece produsul unei functii infinit mici cu o functie marginita
este o functie infinit mica, adica f{x) este derivabild in x,=0.

In cazul acesta teorema 2 nu poate fi aplicata. Intr-adevir,
pentru xZ0, x—0 avem

f'(x)=2x-s.inl—cosl si 1im(2x-sinl)z0.
X X x—0 X

Deci semnul lui f{x) pentru x=0 si x—0 este determinat de

-ty A

termenul cos% , care “oscileazd” intre (-1) si (+1), adic3 in orice
J- vecinitate a punctului x,=0, atit 1a dreapta lui 0, cét si la stanga
lui O functia cos% isi schimba semnul de o infinitate de ori. Prin
urmare, §i functia f{x) pentru x=0 i x—0 fisi schimbi de o
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infinitate de ori semnul atfit la dreapta punctului x,=0, cit si la
stinga lui.
Prin urmare, folosind teorema 2, nu putem stabili daci
punctul x,=0 este un punct extrem pentru functia datd sau nu.
Folosind nsa definififle 1 sau 2, constatim cé punctul x,=0
nu este punct de extrem pentru functia data.

. . .

Daca insa vom considera o altid functie g(x)zxz(l +sin—

X
pentru x#0 si g{0)=0, continua gi derivabila pe R, apoi, asemandtor
primului caz, ugor se stabileste ci teorema 2 nu poate fi aplicatd
nici in cazul acesta. Dar punctul x;=0 pentru functia g{x) este insi
un punct de minim (aceasta se observd nemijlocit din caracterul

functiei: *>0si 0 <1 +.'n'ul <2 pentru orice xeR).
X

Din teorema 2 rezultd urmitoarea reguld de cercetare a
functiei la extrem cu ajutorul primei derivate.

Vom numi punctele in care derivata (de ordinul intéi) sau se
anuleazid, sau este infinitd, sau nu existd puncte critice (de ordinul
fntdi) ale functiei.

Regula 1 de cercetate a extremului functiei y=fix), xeD,
continue pe D cu aqjutorul primei derivate:

1) aflaim punctele critice ale functiei f{x), ce apartin
domeniului D,

2) aranjim punctele critice pe axa numerica in ordine crescitoare;

3} pe fiecare din intervalele obtinute pe axa numericd considerdm
cite un punct st aflim valoarea derivatei functiei in acest
punct. Conform consecintei 3 a teoremei Rolle (vezi 2.4.2)
aceastd valoare caracterizeazd complet semnul derivatei pe
acest interval;

4) afldm punctele critice in care derivata 15i va schimba semnul i
numai ele vor fi puncte de extrem pentru functia data.

Exemplul 4. Sa se cerceteze la extrem functia

y=fix)= i/x_z(Z + x) .

Funciia f{x) este definita si continui pe K. Avern
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1

y’=—§—x-§(2+x)+x§-l=
_2(2+x)+3 2 _4+2x+3x:4+5x

3/x

1) Aflam punctele critice:

F/(x) =00 => x, =0.

definitie al functiet.

R I

45-11

f’()w——

1 3J_§

)= ﬂ_bo

RN

4) Am obtinut urmétoarele:

<0,

33/x

flx)=0=>4+5x=0=> xy =——

' 4 oo
Punctele critice x; =——5— si x;=0 apartin domeniului de

2) Axa numericd se imparte in urmatoarele trei intervale:

3} Consideram cite o valoare pe fiecare din intervalele
obtinute si aflim semnul derivatei pe acest interval:

>0,

4 o .
Punctul x, =—-§ este un punct de maxim §i maximul

16 4) 6,16 12 {2
" ."f :3_._... 2_._ :—.3—-:.—-—.— _
unctie fry (1) =375 ( 5) 125 5125

Punctul x,=0 este un punct de minim §i minimul functiei

fmin(xz):Ov

Teorema 3 (condifie suficientd de existenfd a extremului).
Fie functia f{x) derivabild péni la ordinul # inclusiv intr-o
& - vecinitate a punctului x,, f™(x) continui in x, si

Flxo)=fTx0)=...= "‘”(xo)=0,
far f™(xy)=0.

Atunci daca n este par, punctul x este un punct de extrem al
functiei §i anume: punct de maxim cand f* ’(x0)<0 si punct de
minim cénd f*(x,)>0. Daca n este impar, punctul x, nu este punct
de extrem pentru functia f{x).

Demonstragie. Aplicand formula Taylor pentru f{x)in
vecindtatea punctului x,, avem

fx)=flx)+ f’(xo)(x—xo)+2l!f'(x0)(x—x0)2 tot

+ (n _1_ l)! f(n_l)(xo) ’ (x =X )n_] + Rn—l(x) .

{n)
unde restul Lagrange are forma R,,_I( ) ! ( )(x - Xp )" )
C:x0+9(x_x0)s b [

Tindnd seama de ipoteza teoremei, obtinem

79 7(30)= L x- Y.

Intrucat f"(x) este continui in punctul x, existi o
8- veciniitate a punctului x, in care f™(x) isi pastreaza semnul,
adici in toate punctele din aceasti J - vecinitate semnul lui f¥(x)
coincide cu semnul lui f™(xo) (a se consulta teorema 2 din 1.5.3).

227



Prin urmare, daci considerim valorile lui x dintr-o & - vecinitate
suficient de micd a punctului xp obtinem ci semnu! lui (x)
coincide cu semnul Tui £ (x;).

Fie n un numir par, atunci factorul (x-x,)" este pozitiv pentru
orice x din aceastd & - vecindtate a lui x;. Prin urmare, functia

£ floro)=E2L

isi pastreazd semnul in aceastd & - vecinatate a lni x, ceea ce

inseamni ci punctul x, este un punct de extrem al functiei f{x) si

anume:

a) daca fM(x,)>0, atunci f(c)>0 si fix)—fxo)=Ay>0. Deci x, este
un punct de minim al functiei f{x);

b) dacd f7(x)<0, atunci f(c)<0 si fix)-fixe)= Ay<0, adica x,
este un punct de maxim pentru f{x).

Fie acum # este impar. Atunci factorul (x—x,)" i5i schimba
semnul in orice & - vecinitate a punctului x;: pentru x<x,, avem
{x-x)'<0, iar pentru x>x, avem (x—xp)">0. De aceea diferenta
Jix)-fixg) nu-gi pastreazd semnul in orice J- vecinitate a punctului
Xp, Ceea ce inseamna ci x, nu este punct de extrem al functiei f{x).

Teorema este demonstrata.

Consecingd. Fie functia f{x) derivabild pina la ordinul doi
inclusiv intr-o vecinatate a punctului xo, f{x)=0 si f Txo)=0, atunci
a) punctul x, este un punct de maxim, daca fTxy)<0;

b) punctul x, este un punct de minim, daca f Txp)>0.

Din teorema 3 rezultd urmatoarea reguld de cercetare a
extremului functiei cu ajutorul derivatelor de ordin superior.

Regula 2 de cercetare a extremului funcfiei fix), xeD,
continue pe D cu ajutorul derivatelor de ordin superior:

1. aflim punctele staionare ale functiei f{x) ce apartin
domeniului D;

2. aflam valorile derivatelor de ordin superior in aceste
puncte;

3. daca prima dintre derivatele de ordin superior, care nu se
anuleazi in punctul stationar x,, are

228

a) ordin par, atunci punctul x, este un punct de extrem al functiei
si anume: punct de maxim in cazul cand valoarea derivatei in
X, este un numir negativ si punct de minim in caz contrar;

b) ordin impar, atunci punctul x, nu este punct de extrem al
functiei.

Notd. Evident ci regula 2 se aplicd la o clasd mai restransd de
lunctii: pentru ca si existe derivatele de ordin superior ale functiei date
este necesar ca functia s3 fie derivabila in orice punct din domeniul ei de
definitie.

Exemplul 5. Si se arate ci punctul x,=0 este un punct
stationar al functiei fix)=e'+e”+2cosx si si se cerceteze la extrem
aceasta functie in punctul x,=0. '

Avem f{x)=e'-e™2sinx si f10)=1-1-0=0, adica x;=0 este
un punct stationar pentru f{x}.

Calculam derivatele de ordin superior ale functiei f{x) si ne
oprim la prima derivatd de ordin superior, care nu se anuleazi in
punciul x,=0.

Avem

fx)=e*+e* ~2cosx si f7(0}=0,
fx)=e*~e*+2sinx s f"(0)=0,

Y(x)=e"+e*+2cosx si fY(0)=4.

Prin urmare, prima derivatd de ordin superior, care nu se
anuleazi in punctul x,=0, are ordinul (r=4) par. Deci x; este un
punct de extrem al functiei f{x) si anume x, este un punct de minim,
deoarece f¥(0)=4>0.

Fie functia y=f{x) definita si continud pe segmentul [a, b].
Conform teoremei Weierstrass (vezi teorema 4 din 1.6.3), funciia

fix) isi atinge valoarea cea mai mare | Sup f (x)| si valoarea cea
[a.6]

mai mici | Inf f (x)|. In cazul acesta valoarea cea mai mare
[a.5)

(cea mai mici) a functiet f{x) pe [a, b] este egald cu una din

valorile pe care le capiti functia f{x) intr-un punct critic oarecare,
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ce aparfine intervalului ]a, b[ sau cu una din valorile, pe care le
capata aceasti functie la extremititile segmentului.

In incheierca acestui paragraf vom face citeva observatii,
care simplifica tehnica afldrii extremelor.

L. Functiile f{x) si fix)+C, unde C este un termen constant,
au extreme de acelagi nume (sau numai maxime, sau numai
minime) in unele gi aceleasi puncte.

2. Functiile fix) st CA(x), unde C este un factor constant, au
extreme de acelagi nume, dacd C>0 §i de nume diferite, dacd C<0
in unele §i aceleasi puncte.,

3. Daci intr-un interval oarecare functia f{x}>0, atunci

functiile fix) si 2!3 f(x) (keN) au extreme de acelasi nume in unele
si aceleasi puncte din intervalul considerat.

2.8. Convexitate i puncte de inflexiune

Fie y=f{x) derivabild pe intervalul Ja, b[. Atunci existi
tangenta la graficul functiei y=f{x) in fiecare punct M(x, fix)) al
acestui grafic (a<x<b) si ea nu este paraleld cu axa OV, deoarece
coeficientul unghiular al tangentei, egal cu f{x), este finit.

Definifie. Vom spune ca graficul functiei y=f{x) poseda pe
intervalul Ja, b[ o convexitate orientati in jos (in sus), daca el este
situat nu mai jos (respectiv nu mai sus) de orice tangent la graficul
functiei pe la, b[. Curba cn o convexitate orientatd in jos se
numeste concavd, iar cea cu convexitatea orientati n sus —
convexd.

Astfel, de exemplu, in figura a) de mai jos graficul functiei
y=flx) este concav pe intervalul la, b[. in figura b) graficul functiei
y=f{x} este convex pe la, b{.

Sensul convexitdtii curbei este o caracteristicd importantd a
formei ei.

Vom arita cd derivatele de ordin superior ne dau indicatii
precise in aprecierea sensului convexitagii.

A
g y=flx) Y y= /)
o Sug
| lin .os E | . A
L X | X
0 a b 0 a b~
a) b)

Teorema 1 (conditia suficientdi a convexitdyii). Dacl functia
y=f{x) este derivabili de doua ori pe intervalul Ja, b[ si f{x)20
(sau f{x)<0) in toate punctele xela, b, atunci graficul functiei
este concav (respectiv convex) pe la, bl.

Demonstratie. Fie y=f{x) de doua ori derivabila pe la, bf si
c€la, b[. Ecuatia tangentei la graficul functiei y=f{x) ce trece prin
punctul ¢ are forma y,=yo+f{c)(x—), pentru orice x€la, bl §i
yo=f{c).

Descompunem functia y=f{x) ir vecinitatea punctului c¢
conform formulei Taytor cu restul in forma Lagrange, considerind
n=1. Avem

y=fix)=flc)+flc)x—c)+R)(x)=flc)+f(c)x—c)+
+ %f e+ 6YJ‘C—C))(x-C)2, 6<10, I[, x€la, bl.
Scazand aceste doud egalitifi, oblinem
y-y,g=% (x—cf f{c+8&x—c)), 6€10, I, x€la, bl.

Observim ci semnul diferentei {y—y,,} coincide cu semnul
lui f{c+x—c)).

Daci f{x)> 0 pentru orice x€la, bl, atunci f{c+ &x—c))=0.
Deci y—y,,2 0, adicd y2y,, pentru orice x€]a, b[, ceea ce inseamna
cii punctele graficului functiei y=f{x), x€la, b[, sunt situate nu mat
jos decAt tangenta la curba y=f{x) ce trece prin punctul c€la, bl.
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fntrucat punctul ¢ este un punct arbitrar din ]Ja, 5[, am
obtinut ci graficul functiei y=f{x) este concav pe la, b[, adicd
convexitate cu orientare n jos pe acest interval.

Similar se obtine ci dacd f7x)<0 peatru orice x€la, b[,
atunci graficul functiei y=f{x} este convex pe la, b si teorema este
dermnonstrati.

- Definifie. Punctul Myxy, flxp)) se numeste punct de
inflexiune al graficului functiei y=f{x), x€]a, b{, daci, trecind prin
M,, graficul functiei are convexitate de orientare diferitd.

Evident, tangenta in punctul de inflexiune, dacd ea exista,
intersecteazi graficul functiei, deoarece de o parte a acestui punct
graficul este situat sub tangent3, iar de cealaltd parte — deasupra ei.

in figurile de mai jos punctul M, este un punct de inflexiune
al graficalm functiei y=f{x), x€la, b[, devarece la stinga lui
graficul posedd o convexitate orientatd Tn sus, adici are o curbi
convexd, iar la dreapta lui M, graficul posedi o convexitate in jos,
adici are o curbid concavi.

b/ A Ya
M,
{ IREEN RN
0 a 0 a Xp Eb d a X b -
f(x) finita flxg)=oo f(xg) nu exista

Teorema 2 (condifia necesard de inflexiune). Fie ca graficul
functlex =fix), x€la, b[, admite o inflexiune in punctul
M{x,, ﬂxo)). Fie functia f{x) de doui ori derivabila in punctul x, §i
f71x) continui in x,. Atunci f{xp)=0.

Demonstratie. Presupunem contrariul, adici admitem ca
fTxo)#0. Deoarece fTx) este continud in x, adicd

lim f7{x)=f"x,), atunci, conform teoremei 2 din 1.5.3, funcfia
x—)xo

f1x) pistreazi semnul numdmlui f7x,)=0 intr-o &- vecindtate a
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punctului x,. Aceasta inseamna ca daca f{xy)>0, atunci f{x)>0 sau
daci fx,)<0, apoi f{x)<0 intr-o &~ vecinitate a punctuhui x,.

Conform teoremei 1 de mai sus, graficul functiei In aceasti
d- vecinitate a punctului x, are o convexitate de o anumitd
orientare, adicd punctul M, nu este un punct de inflexiune.
Contradictia obtinuta demonstreazi teorema.

Notd. Sa remarcam ca nu orice punct Mylxp, f{xp}) peniru care
F1x5)=0 este un punct de inflexiune. Intr-adevir, graficul functiei y=x* nu
posedd inflexiune in punctul (0, 0), desi fTx)=1 2x° pentre x=0 se
anuteazi.

Observaim ca graficul functiei y=x* este concav pe }-eo, +of,
deoarece fx)=12x*20 pentru orice xeR (conform teoremei | de maj
sus).

Teorema 3 (conditia suficientd de inflexiune). Fie f(x) de trei
ori derivabila intr-o & - vecinitate v(x,, 8 a punctului xo, fTxy)=0,
f7x0)#0 $i f7{x) continui in x, Atunci Myx,, flxy)) este un punct
de inflexiune pentru graficul functiei y=f(x).

Demonstratie. Ecuatia tangentet la graficul functtei y=f(x) ce
trece prin punctul xg are forma

Yeg=flx0)+f (x0)(x=%0),
pentru orice x€ v(xg, 0).

Dezvoltam functia f{x) in v(xy, J) dupad formula Taylor cu

restul in forma Lagrange, considerind n=2. Avem

y=fx)=fxo)+f (xolx—x0)+ === ! ( )(x Xo)'+ f “le)(x—xo’,

unde c¢ se afld intre x, §i x, x€ V(XG, 6).
Scazénd aceste egalitifi si avind in vedere cid f1x,)=0,

. 1 AV
obtinem y—y,,= §f Te)x—xo) .

intrucit f“7x) este continuAi in  x,  adicd

lim f"(x)= f"(xy)# 0, conform teoremei 2 din 1.5.3, obtinem
x—)xG

ci existd 0 & - vecindtate v(x,, ;) a punctului x; in care functia
f{x) pastreazi semnul numarului £ xp).
Pentru orice x din v(xg, &) cu &=min(4, ;) avem
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Deci semnul diferentei (y-y,), adica orientarea convexittii,

coincide cu semnul lui (x—x0)3. Avem
(x < Xp) = (x=xp)° < O §i (x> x0) = (x-x0) > 0.

Prin urmare, trecind prin punctul My(x,, fix,)) convexitatea
graficului functiei y=f{x} este de orientare diferitd. Teorema este
demonstrat.

Multimea punctelor in care f{x) se anuleaza, este infinita
sau nu existd se numesc puncte critice (de ordinul doi) ale
functiei fix).

Teorema 4 {conditia suficientd de inflexiune). Daci intr-o
& - vecindtate a punctului critic (de ordinul doi) x, pentru functia
fix), functia f"{x) este continua (poate cu exceptia punctului x,) si
i schimbd semnul cdnd argumentul ei trece prin acest punct,
atunci x, este un punct de inflexiune.

Demonstratie. Deoarece f7{x) are la dreapta si la stinga
punctului x; valori de semn contrar, din teorema 1 de mai sus
rezultd orientarea diferitd a convexitdfii graficului functiei la
dreapta si la stinga punctului x,. Aceasta si inseamnd ca functia fin
punctul My(xo, fixo)) poseda o inflexiune.

Exemple. Sa se cerceteze la inflexiune urmétoarele functii.

1. Fie fix)=3x"-8+6x"+12, xeR.

Avem f{x)=12x"-24x"+ 12x=12(x’-2x"+x)

si flx)=12(3x"—~4x+1),

de unde f{x)=0 = 3xX—4x+1=0 :,>x,=~:-i-, x=1.

. R . 1 1 :
Axa numerici se Tmparte in trei intervale J—ee, —[,] —, 1[ si

3
11, +eq. Pe fiecare din aceste intervale functia f{x), in virtutea
continuititii ei, nu-gi schimbi sermnul, Deci
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a) f10)=12>0 = f1x)>0, x€]-==, %[. Deci graficul functiei

y=fix) pe l-== %[ posedd o convexitate orientatd in jos, adicd

curba este concavi;

" b) f{%) =12[%—2+1)<0 ;>f’fx)<0, xe]%, 1[. Deci

i . : s o
graficul funciiei y=f(x) pe ] 5 , 1[ posedid o convexitate orientatd in

sus, adici curba este convexa;

O f12)=12(12-8+1)>0 = f1x)>0, x€]l, +e{. Deci
graficul functiei y=f{x) pe 17, +e< posedi o convexitate orientatd in
jos, adicd curba este concava.

1 .
Prin urmare, punctele x;:g si x;=/ sunt puncte de

inflexiune pentru curba y=f(x), xeR, si functia y=f{x) este
derivabila in aceste douii puncte pand la ordinul doi inclusiv. Alte
puncte de inflexiune pe R functia initiali nu mai are.

2. Fie y=f{x)=x+ 3-\} x> , XER.

Avemy’-—-fi’x)=1+§x% =l+§%/x—2 si

y_ffx)_s 3x 9%
Observam c¢3 functia y=f{x} are un singur punct critic x;=0,
in care f“{x;) este infinita.
Pentru x<0 avem y <0 si curba y=f{x) este convexa, iar
pentru x>0 avem y “{x)>0, adica curba este concavi. Prin urmare,
punctul x,=0 este un punct de inflexiune pentru functia y=f(x). Alte

puncte de inflexiune pe R functia initiald nu mai are.
3. Fie y=2-1x-11.
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2-{F=1l=3-%%, dacd x21
2+ x3—]=1+x3, dacd x<I1.

. |-3x% dacd x>1
Deci y = N
3x“, dacd x<Il.
Pentru x;=1 avem
- . 1+ Ax)-2
()= fim flean)- /@), FQ+A)-2
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
Deci (Ax »0-0)=> (Ax<0)= (1+Ax<1)=> f(1+Ax)=
=1+ (1+Ax) =2+ 3Ac+3Ax% + A
, . 3Ax+3AxT + AL
i f(1-0)= 1 =
i S0-0)= Jim =4
Similar, (Ax > 0+0) = Ax> 0= {1+ Ax)> 1= f(1+Ax) =
=3—(1+Ax) =2-3Ax—3Ax% — A¥?
(_3Ax+3Ax2+Ax3J=_3

Avem y=f{x}= {

3.

si f(1+0)= lim

Axr—0+0 Ax

Prin urmare, f{x} nu existd in punctul x;=/, insd existd
derivatele unilaterale, adici exista semitangentele duse prin punctul
M{ 1, 2) 1a graficul functiei initiale.

Calculdm derivata a doua a functiei y=Fx).

Avern f’(x) —6x, dacd x>1
WY =
6x, dacd x<l1.

Deoarece functia f{x) nu exista in punctul x;=/{, functia f"{x)
de asemenea nu existi in acest punct.

Insi functia f’{x), trecnd prin punctul x,=/, isi schimba
semnul. Intr-adevir, dacd x</, atunci f{x)=6x>0 s daci x>1,
atunci f{x}=—6x<0 intr-o & - vecinitate a punctului x,=/.

Prin urmare, aplicind teorema 4 de mai sus, conchidem ci
x;=1 este un punct de inflexiune pentru functia y=f{x). Alte puncte
de inflexiune pe R functia datd nu mai are.
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Remarcim c# teorema 4 de mai sus este aplicabild in aceste
trei cazuri.

2.9. Asimptote. Schema generalil de cercetare
a functiei i de construire a graficului ei

Deseori se cere de cercetat forma graficului functiei y=f{x) §i
dect §i caracterul variatiei functiei la crestereca nelimitatd (ca
modul) a abscisei sau a ordonatei unui punct variabil de pe acest
grafic sau a abscisei §i ordonatei simultan. Un caz particular
important este acela cind curba cercetatd la indepértarea punctului
variabil al ei cétre infinit (+co sau —eo) se apropie nelimitat citre o
dreapta.

Vom spune ci punctul variabil se deplaseazd pe curbd cdtre
infinit, dacid distanta acestui punct de la originea coordonatelor
cregte nelimitata.

Definifie. Dreapta L se numeste asimptotd a curbei
(graficului functiei y=f{x)), daca distanta d de la punctul variabil M
al curbei pini la aceastd dreapti tinde ciitre zero, cind punctul M
se deplaseazi pe curba citre infinit. ’

Deosebim asimptote verticale (paralele cu axa ordonatelor)
si oblice (neparalele cu axa ordonatelor).

1. Asimptate verticale.

Fie x=a o asimptotd verticald a curbei (graficului) functiei
y=fix). Conform definifiei asimptotei, curba v=f{x) se apropie
nemiarginit de dreapta x=a, adicd y=f{x) creste nemdrginit, cind
x—a. Prin urmare, se verificé cel putin una din egalititile

lim f(x)=deo sau lim f{x)=1xoo.
x—a-0 x—a+0

Invers, dacd cel pufin una din egalitdtile de mai sus se
verificd cind x—a, atunci distanta de la punctul variabil M(x, f{x))
pdna la dreapta x=a este egali cu

d=v(x=af +(f(x)- f(R)} =|x—q| gi limd =0,

Deci dreapta x=a este asimptota graficului functiei y=f{x).
Asadar, pentru ca dreapta x=a si fie asimptota verticald a funciiei
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¥=f{x), este necesar si suficient ca si se verifice cel putin una din
egalitaile lim f(x)=de0 sau lim f{x)=
x—a-0 x—=a+0

ori, ceea ce este acelasi lucru, punctul x=a este un punct de
discontinuitate de speta 2 pentru y=£{x).

2. Asimprote oblice.

Fie curba (graficul) y =f{x) posedd asimptoti oblici, ecuatia
cireia are forma

y:kx+b (§))]

1 M este un punct oarecare de pe graficul functiei y=f{x).

A y=fx)
(‘M
=kx+b

P

] o X

S Eoul

- Cobordm din M perpendiculara MS pe axa OX si
perpendiculara MP pe asimptota NP, unde N este punctul de
intersectie al dreptei MS cu asimptota (7). Observim ci

MN=y—y, =f(x)-(kx+b} si MP=d.
Din triunghiul dreptunghic AMNP avem MP=MNcos¢, unde
aeste unghiul de inclinatie ale asimptotei in raport cu axa OX.
Intrucét dreapta NP este asimptotd la graficul functiei y=f{x),
avem d—0, cind punctul M(x, fix)) se deplaseazi pe curbi catre

infinit (in cazul nostru x—+e<), adica lim 4 = lim MP=0.

X—rteo X—r+oo
Deci lim MNcosa=cosa- lim MN =0, de unde
X—)+oo X—>+oo

X—>+o0a
Prin urmare,

lim MN =0, deoarece cosa) (a # Z;_) .
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=) sl 0)=
= f(x)- (kx+b)=0lx),
unde lim afx)=

X—¥4oo
Asadar, daci y=kx+b este asimptotd a graficului functiei
y=f{x) pentru x—+ oo, atunci
fx)Hkx+b)=adx), (2)
unde lim afx)=0.
X—rteo
Invers, dacd pentru doud numere & i b are loc relatia

fx)(kx+b)=afx),

unde lim a(x)=0, atunci dreapta y=kx+b este asimptotd a
X—3+oo

graficului functiei y=£{x) pentru x —-+ e
Aflim numerele k §i b. Impartim la x ambele parfi ale
egalitidfii (2) si trecem la limitd in ambele parti cnd x—+ee

Obtinem lim (i@—k—b-lJ= lim [—l--a’(x)jl sau
X X

X400 X X—r+ea

lim f() —k—-b-0=0, de unde

X+ X
k= lim M 3)
X—=te0 X
Cunoscéndu-] pe &, aflam b din relatia
lim (f(x)-kx~b)}= lim afx)=0,
X—+oo X—>te=

de unde
b= lim [f{x)-kx]. 4)
r—rtea

Agadar, daca (1) este ecuatia asimptotei la graficul functici
y=f{x), pentru x—+eo, atunci numerele k i b se determinid cu
ajutorul formulelor (3) si (4). Invers, dacid numerele k 5i b sunt
determinate cu ajutorul formulelor (3) si (4), atunci dreapta
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caracterizatd de ecuatia (1) este asimptotd la graficul functiei
y=f{x) cind x =+ oe.

Observim c3 am efectuat cercetarea cand x—+ <o (conform
figurii), dar toate rationamentele sunt adevirate si pentru cazul
cind x——oe.

Notd. 1. Dacid k=0, atunci asimplota y=b se numeste asimpltotd
orizontald. Deci dreapta y=b este asimptotd orizontald a graficului
functici y=/{x) pentru x —zeo atunci i numai atunci cind lim f(x)=»b

X~3teo

2. Daci cel putin una din limitele (3) §i (4) nu existd sau este
infinitd, atunci graficul functiei y = f{x) nu are asimptota oblica.

3. Asimptota poate s3 intersecteze curba (graficul functiei) chiar si
inir-o multime infinitd de puncte (vezi exemplul 2 de mai jos).

4. A afla asimptotele graficului functiei ¥y = f{x) inseamni a studia
compottamentul functiei y = f{x) la infinit si in infinit, adicd urmitoarele
trei cazurii x —a, y=ZFoo (asimptote verticale), x —Feo, y b
(asimptote orizontale) §i x—» Feo, y = o (asimptotele oblice sunt
posibile).

Exemple. 1. Sa se afle asimptotele hiperbolei ecuatia
‘ o x2 y2
canonicd a cireia este — — 5= l.
a” b
' b f
Avem y=1— x*-a® . xi2a. Observim c¢i y creste
a

nemirginit (y—Fo) atunci §i numai atunci cind x—Fee Deci
aceasti curbd nu are asimptote verticale si orizontale. Aflam
asimptotele oblice.

Conform formulelor (3) si (4), avem

[2_.2 (.
k= lim _f..(_x_): lim [i.é)_ﬁ__“_:(_)z
Xx—=tee X x—tec a x oo

2 2
:(iEJ Iim x —4 =[i—b-] lim ]-——~1—- a =
a jx—yieo x? a Jx—teo X2
-=[i£)- 1_0=+_b_
a Ie

e et — L ——

si b= lim [f(x)-kx]= lim [iémiﬁx]z

x=3tco x—Feo a a

o G

) b -a® b
= lim||f= | e |=| = [ 0=0"
x—);tw[( a] "x2—02+x2] ( aJO 0
Prin urmare, dreptele y=3—x sunt asimptote oblice ale

hiperbolei date att pentru x—»+ oo, cit §i pentru x——oo.
Remarcdm cd daca considerdm aparte aceste doud functii

v,=-§-\/x2~a2, IxIZa st —-E\fxz —a?, |x|2a
a
atunci obtinem urmitoarele:

. b |
a) pentru functia y; =— xzwaz, ixl2n, dreapta y=2x este
a a

asimptotd oblici cind x—+e0, iar dreapta y=—2x este
a

asimptoti oblica cand x —-o,

LAY [ R N
a

b . .
y=2—x sunt asimptote oblice cind x—-oo i respectiv

b) pentru  functia y, = dreptele

a
X—+ o0,
2. Sa se afle asimptotele graficului functiei
sin x
, dacd x=#0
S (x) 1 ox

1, daca x=0.

_ Functia f{x) este continud pe R. Deci puncte de
discontinuitate nu are. Prin urmare, graficul acestei functii nu are
asimptote verticale.

Aplicind formulele (3) si (4), obtinem
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. X . osinx .. 1 .
k= lim _f_(_)= lim ——= lim —-5-smx=0,
x—=tee X X=3teo x xée—too x
deoarece produsul unei functii infinit mici la o functie marginita
este o functie infinit mica gt
b= lim [f(x)-kx]= lim
X—rteo

x—tee x

sinx

N
= lim —-sinx=0
Xé—too X

(din acelasi motiv).
Prin urmare, dreapta y=0 (axa OX) este asimptoti orizontald
a graficului functiei date.

Mentiondm ci asimptota y=0 intersecteazi graficul functiet
y=f{x) intr-o infinitate de puncte:

- MY g sinx=0x=mk, k=2,
H x
' 3. Si se afle asimptotele graficului functiei
3
y:f(x):zx—-l__:)’.{.i-_s_, x720, x4,
x(x—4)

Intrucit punctele x;=0 si x,=4 sunt puncte de discontinuitate
‘ de spefa 2, avem ci dreptele x=0 (axa OY) si x=4 sunt asimptote
h verticale ale graficului acestei functii.
' Aplicand formulele (3) si (4), obtinem

3
flx)_ g 2 H3x+5 _
A=t X x-—3too xZ (x_4) Xé—teo x_;( 4

9 3 5
i XA 24040
Té—toe l—i 1-0
X
. . 27 +3x+
si b= lim [f(x)-kx]= lim -—{——-—25—5—2); =
x—teo x-—ted x(x — 4)
2% 43x+5-2x7 +8x7 8x2+3x+5
= lim =
xe=roo x(x—4) xeteo x4y
B+ 8+0+0
= lim X X _ -8.
x—tes 1 i -0
x

Prin urmare, dreapta y=2x+8 este o asimptotd oblicd a
graficului functiei inifiale cand x—+ee.

Propunem  urmétcarea  schemd de  cercetare a
comportamenului unei functii si trasarea graficului ei:
. a) se determind domeniul de definitie al functiei;

b) se studiazi paritatea §i periodicitatea functiet;

c) se afli punctele de intersectie ale graficului functiei cu
axele de coordonate;

d) se determina semnul functiei in domeniul ei de definitie;

e) se determind intervalele de continuitate si punctele de
discontinuitate ale functiei si asimptotele ei verticale;

f) se studiazd comportarea functiei ciind argumentul cregte
nemirginit (dupa modul) si se afla asimptotele orizontale si
oblice;

2. a) se afla intervalele de monotonie ale functiei;

b) se afld punctele de maxim si de minim, precum si valorile
maxime §i minime ale functiei;

3. a) se determind intervalele de convexitate si de concavitate ale
functiei,
b) se calculeaza punctele de inflexiune ale graficului functiei.




In baza cercetirilor efectuate in punctele de mai sus, se
traseazd graficul acestei functii (uneori este comod de a schita
elementele graficului functiei paralel cu cercetarea acestei funcfii).

Asgadar, a]gontmul cercetdrii comportérii unei funcfii 51
construirii graficului ei este compus din trei compartimente. in
compartimentul 1 sunt grupate acele intrebéri, raspunsurile carora
tin cont de insdsi functia §i de comportarea ¢i la infinit gi in infinit.
In compartimentul 2 sunt grupate acele intrebdri, raspunsurile
cirora sunt legate de calcularea derivatei functiei gi de studierea
semnului ei. In ultimul compartiment, al 3-lea, sunt grupate
intrebirile, rﬁspunsurilc cérora sunt legate de calcularea derivatelor
de ordin superior si de studierea semmelor acestor derivate (in
special a celeia de ordinul doi). in afara de aceasta, raspunsurile la
intrebarile din compartimentul 3 permit de a verifica rispunsurile
din compartimentul 2. De aceea acestea doud se efectueazd
simultan.

Drept exemplu vom studia §i vom trasa graficul functiei

x3
y=f{x)= —— -, utilizind schema de mai sus.
4(2—Jc)2

I. a) Ca functie definitd in mod analitic, domeniul ei de
definitie coincide cu domeniul valorilor admisibile. Deci domenin)
de definitie este muljimea tuturor numerelor reale diferite de 2,
adica reuntunea seraitntervalelor infinite: 1—=e, 2[\ )2, +ed.
b) Functia nu este nici pard, nici impara, deoarece

3
S(=x)=-fix).

ﬂ"'x): - ) #( x) $l

A2+x
Se observa ci funcfia nu este periodica: flx+T)=f(x) pentru

orice T>0.
¢) Graficul functiei intersecteazi axele de coordonate in

punctul {0, 0}, deoarece fix}=0 =x'=0 = x=0$i fl0)=0 = y=0.
d) Functia este pozitivi pentru x>0, x#2 si negativid pe
intervalul infinit J—ee, O[.

e) Functia este continud in domeniul sau de definitie, ca
lunctie rationald. Punctul x=2 este un punct de discontinuitate de

spefa 2, deoarece  lim f(x)= lim f(x)= oo,
x—2-0 x—2+0

Prin urmare, dreapta x=2 este asimptota verticaldi a
graficului functiei.

3
HAvem lim f(x)= lim —— =2 |=

X—3too X—yteo 4(2 - x)z oo

. ! . 1
= l_t)r;:tmx-——-—-7= lulzmx) ~0—1—2

X X—
4[3,_ ,) 40-1)
x
Aflam asimptota oblici y=kx+b, unde

_ 2
k= lim M: lim —— [ |=
x—tee X x—-):too4(2_x)2 oo
=tm— =1 __1
X—rdeo (2_1] 40-1 4
X
sib= lim [f(x)-kx]= lim
x-3teo x>0
:l lim x3—4x+4x2—x3_
4 x—3o (2—x)2
1——
oo 1-0
=1— = ]m X = -
(MJ _l>+m 4 4 +1 0-0+1
x2 X

. 1
Prin urmare, dreapta yzzxi-l este asimptotd oblicd a

graficului functiei.
2, Calculim derivata functiei:
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'(x):—l—- 31:2(2—1)2 +2(2——x)-x3 _1 x2(6—x)
4 (2-x)*

4 (2-xp
Punctele critice (de ordinul intdi) coincid cu punciele
stationare, deoarece

Y(x)=eo= (2-xP =0=> x =2¢ D =[—os, 2JUJ2, + o[
Deci y'(x)=0=>x2(6—x)=0ﬁxl=0 §I x;=6.

2
Am obtinut punctele (0, 0) si (6, ?7 ).

Prin urmare, punctele stationare Tmpart domeniul de definitie

al functiei in urmétoarele intervale
]_ ©o, 0{’ ]Oa 2[ ]2’ 6[ ;I ]6v + °°[ .

in virtutea continuititii functiei f{x) (ca o functie rationald)
pe aceste intervale, semnul ei pe aceste intervale este caracterizat
de valoarea ei intr-un punct intermediar din aceste intervale. Deci

F(—1)>0 = £(x)>0, x€ J~oo, Of, '

f'(1)>0 = f'(x}>0, x€10, 2[,

(30 = f(x)<0, xe ]2, 6[,

f(7)>0 = £'(x)>0, x& 16, +oo[.

Prin urmare, functia y=f{x) creste pe semiintervalele infinite
]2, 2[ si 16, +oo si descreste pe intervalul ]2, 6{. Deci in punctul
x,=0 tangenta la graficul functiei coincide cu axa absciselor, 1ar

.. 2
punctul x,=6 este punct de minim pentru f{x} CU Ym,=—.

8

3. Calculdm derivata a doua:

. 1 (12x—3x2X2—x)3 +(6x2 —x3)-3(2—x)2
y (x ) = 3 =

(2-x)

3 (4x— x212 —-x)}+ 6x% — x° _ 6x
4 (2-x)* -
Punctele critice (de ordinul doi) sunt urmitoarele:
Y(x)=0=>x=0 §i y(x)=ee=>x=2¢D.
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Deci functia datd are un singur punct critic (de ordinul doi):
x;=(], care este un punct de inflexiune, deoarece

x<0=y"(x)<0, x>0-=>y"(x)>0.

Prin urmarc, pe semiintervalul infinit J-oo, O graficul
lunctici cste convex, iar pe intervalele 0, 2[ si 12, +oo graficul
lunctiei este concav.

Tindnd cont dc datele de mai sus, tras3m graficul acestei
functii.

Ly 3

a4t
py 7 ) S

[T TS reuns: PRy SRy ——

Observim ci graficul functici intersecteaza asimptota lui in
punctul [ —‘1, ﬂ] .
33
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Capitolul 3

NUMERE COMPLEXE. POLINCAME
3.1. Numere complexe

3.1.1. Definitia numdrului complex.
Operatii cu numere complexe

Daci ne-am mirgini numai la numerele reale, atunci, dupi
cum se stie, operatia de extragere a radicinii nu s-ar putea efectua
intotdeauna: in cadrul numerelor reale, ridacina de ordin par a unui
numdr negativ nu are sens. De aceea, chiar ecuatia de gradul doi cu
coeficienfi reali nu are intotdeauna radacini reale. Aceasta
fmprejurare conduce in mod firesc la extinderea notiunii de numdr,
la introducerea unor numere noi de o naturd mai generald §i care
cuprind numerele reale ca un caz particular. in legaturi cu aceasta,
este important si definim aceste numere $i operatiile cu ele In asa
fel incét pentru noile numere s raménd in vigoare legile de baza
ale operatiilor cunoscute pentru numerele reale.

Stim ci fiecare numdr real este identificat cu un segment pe
axa numerica sau cu un punct de pe aceasti axd, daca se convine s
se ageze originea segmentului in originea axei numerice, iar
directia segmentului coincide cu directia axei, dacd nurnarul real
este pozitiv si directia segmentului este opusd celeia a axei, dacé
numirul real este negativ.

Dacd acum, in loc de a considera o axd numericd, vom
considera intregul plan, raportat la axele de coordonate OX,0Y,
generalizind in mod convenabil notiunea de numir, vom obtine
posibilitatea de a identifica multimea vectorilor, originea cérora
coincide cu originea sistemului de coordonate format de axele OX
si OY, sau mul{imea punctelor acestvi plan cu multimea numerelor
noi, pe care le vom numi numere complexe.

Definifie. Vom numi numere complexe perechile ordonate
de numere reale x, y, pe care le vom nota provizorin (x,y), perechi
supuse la urmitoarele reguli de calcul:
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Al (egalitatea a doud numere complexe)
G2 )= (60, 2 ) X = x5 51y = ¥
A2 (unitatea obignuita i unitatea imaginara)
(1.0)=1,(0,1)=i;
A3 (inmultirea numarului complex la un scalar (numar real))
k(x,y)=(x, y )k = (k. ky) ke R;
A4 (adunarea numerelor complexe)
(oo 30 )+ (g0 2 ) = (0 + 35,3, + 3, )5
A3 (Inmultirea numerelor complexe)
(1. v1)-(x2,¥2 )= (xpx2 = y1 2.2, y2 +X231)-
Din A2 si A3 rezulta
k(1,0)=(k,0)=k - I=k,
deci (0,0)= 0 sitindnd seama de Al urmeazi ci
(x,y)=0e x=y=0.

Din A2, A3 5i A4 rezulti ca orice numir complex z = (x,y)

se scrie sub forma
(x,y)=x(1.0)+ y(O)=x -1+ i = x+iy,

care se numeste formd algebricd a numdrului complex. In cazul
acesta numarul real x se numeste partea reald a numirului
complex z gi se noteazdi astfel: Rez=x (de la cuvintul latin
realis, ce inseamnd real), iar numarul real y se numeste partea
imaginard a numirului complex z §i se noteazd: Imz=y (de la

cuvintul latin imaginarius ce inseamn imaginar).
Daca y =0, atunci numédrul complex are forma z =x+i0. Il

vom scrie pe scurt z=x §i-I vom numi numdr real. Daca y=0 si
x=1, obtinem numérul real z=I+i0=1, care se numeste unitate
reald. Daca x=0 st y=0, numirul complex z=0+i0 se scrie pe
scurt sub forma z=0 §i se numeste zero. Dacd x=0 s5i y#0,
atunci numdrul complex z=0+iy sau, pe scurt, z=iy. El se
numeste pur imaginar. in particular, daca x=0 si y=1, obtinem
numarul complex 04i-1=1i, care se numeste unitate imaginard.
Orice numir z=x+{y,unde y#0 se numeste numdr imaginar.
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Numerele complexe x+iy si x—iy se numesc numere
complexe conjugate. Dacd z=x+iy, atunci numirul conjugat

Xx—iy senoteazi prin z.
Numirul 4/x®+y® se numeste modulu! numirului complex

z=x+iy §i se noteazi Iz] Observam cd numerele complexe

conjugate au aceleagi module.

Adunarea a doud numere complexe este comutativid si
asociativi, deoarece proprietatile respective pentru numerele reale
sunt valabile. Evident ca numirul zero (z=0) este un element

neutru pentru operafia de adunare, deocarece pentru orice numir
complex a+ib, avem

(@+ib)+(0+i0)=(a+0)+i(b+0)=a+ib.
De asemenea orice numir complex a+ib are opusul lui egal
cu (—a)+i(~b). intr-adevar, din relatia
(a+ib)+{x+iy)=0+i-0
rezulta (a+x)+ilb+y)=0+i-0,
adici a+x=0si b+y=0.
Dect x=—-a, y=-b §i numirul complex opus numirului
(a)+i(=b).
O consecinti a acestui fapt este i ecuatia de forma
(a+ib)+(x+iy)=c+id
are o singurd solufie si anume
x=c—a,y=d-b.

(a+ib) are forma

Numirul complex obtinut (x+iy)=(c—a)+ild-b) se
numeste diferenta dintre numerele complexe (c+id) si (a+ib) si
se noteaza astfel

(c+id)~ (a+ib)=(c—a)+ild-b).

Asadar, a aduna (a scidea) doud numere complexe in forma
algebricd inseamni a aduna (a scidea) pirtile lor reale si partile lor
imaginare.

Din A1,A2,A3 si AS rezultid
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(01)- (0.)=(-1,0)=(-1)-(L0),
adicd i-i=(=1)-1sau i* =-1.

Daci efectuim acum produsul z, -z, = (x +iy, Nx, +iv,)
dupi regulile obignuite ale algebrei, adicd deschidem parantezele,
si, tinfnd secama ca § ? =1, obtinem

(x + iy, (x, + vy )= (2, ~ Yy ) +ilxy, + X0 )
adici Tntocmai regula AS.

Se poate arita ci inmultirea numerelor complexe este o
operatie inchisa in multimea numerelor complexe, este comutativa
si asociativd, este distributivd i raport cu adunarca, deoarece
proprietitile respective pentru numerele reale sunt valabile.

Numirul complex (1+i-0)= (1,0)=1, adici unitatea reala si
in multimea numerelor complexe serveste ca element neutru pentru
operatia inmultirii, deoarece

(x+iy) 1=1-(x+iy)={(x-1+iy- )=x+iy .
Aritim ci orice numir complex z=a+ib#0+i-0 are un
invers. Intr-adevir, ecuatia
(x+iy)v(a+ib)=1+i-0
conduce la sistemul
xa—yb=1 i xb+ya=0

§i y= ,
a’+b* a’ +b*
daci a +b* # 0, adicd z=a+ib#0+i-0.

Prin urmare, numarul complex z~', invers numdrului

- 1 .
complex z=a+ib#0+i-0, are forma z '=—-§-—-b—2—(a—:b).
a

cu solutia x=

Impirtirea numerelor complexe este operatia inversd a
inmultirii: a Tmparti numarul complex z; = x, + iy la numérul
complex z;= x; + iy; # 0 finseamnd a afla numarul complex
23 = X3 + iy astfel inclt z; = 22 - 73
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S x . A ax
¢ noteaza z; = —- §i 2; se numeste cdrnud de la impdrtirea
23
numdrului z; la numdrul z, 0.
Prin urmare,
2y
3= S =2 23,22 %0,
23
fmpartirea cu zero nu este definita. Spunem cé nu are sens.

_ - 1
Evident ci 221 =— 5t 23 =i=21 ‘izzf ‘Zz—l-

Z3 2z 2z
A;adar, a impérti numérul z; la numarul z, = 0 inseamni a
inmul{i numérul z; cu numarul invers numirului z,.
Observam ci

o Zig _ O +év,) - (5, —i}b): (e, +3,32) +ilx,3, = x,3,)
L2 X +y; x5 +y3

KXYy, piXedi T XY
2. .2 ;
x;+y;

2, 2
s 2 .2 - . :
dacd x; +y; #0,adicd 7, =x, +iy, 20+{-0.

Prin urmare, impirtirea a douz numere complexe poate fi
obfinutd prin inmultirea numiritorului si numitorului fractiei

Z . , .
.+ “L(z, #0) cu numarul complex conjugat numitorului,

2z
] adica _Z_z..z-l.£_2..=zl_z§’
: 4 2223 |22| -
i P o
|
I deoarece 7| 22 =g, B2
i 2 2 2 L
: !ZZI 2222
Remarcdm urmitoarele proprietiti cu numerele complexe
conjugate:

1. H=]zl;
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22) %z
Proprietatile 1, 2 §i 3 sunt imediate. Propunem cititorului
demonstratia celorlalte proprietati.
Ridicarea numarului complex z =x+iy la o putere naturald
n se efectueazd ca un caz particular al Inmultirii numerelor
complexe:
2"=22-..02.

L__ﬁf—d
den ori

fn acest caz, in baza egalitifii i 2 =_1, obtinem

P=iti=(-1)i=—,

si, in caz general,

pentru: orice ne N .
Noti. 1. Operatiile aritmetice cu numere complexe se efectueazii la
fel ca si operatiile cu expresii algebrice obignuite, dacd se considerd

. 2 X
i *= 1 sau i forma generala: i = (l2)2 =1,

, 2 . . k43 , . .
4k+ =I4k'l2=-'], lk+ =l4k'13=--!

2=, i =i

L

.4 . ..
lk+l=l4k'l=l, i

pentru orice ke,

2. Dac3d asupra numerelor complexe se efectucazd un sir de
operatii aritmetice (adunarea, sciderea, inmultirea, Tmplrtirea i ridicarea
la o putere naturald) si se obtine ca rezultat un numar oarecare A+iB,
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atunci, efectudnd aceleagi operatii cu numere complexe conjugate celor
date, se va obtine numarul A—iB , conjugat cu numirul complex A+iB.

3.1.2. Forma trigonometricd si forma exponentiald
a numdrului complex

Numirul complex z=x-+iy se reprezinti geometric printr-
un punct M cu coordonatele x, y in planul XOY sau prin raza

vector OM . Planul care serveste pentru reprezentarea geometrici
a numerelor complexe se numeste plan complex. Intrucit fiecare
numir complex z=x+iy este determinat de partea sa reali x si

partea sa imaginari y in mod unic, intre numerele complexe si
punctele planului complex existd o corespondentd biunivoci sau o
bijectie.

Dacd z;=1x +iy, este un numir real, adicd y, =0 si
z, =x, atunci punctul care fi corespunde este situat pe axa
absciselor OX . De aceea, axa absciselor se numeste axd reald.
Daci numirul complex z, = x, +iy, este un numir pur imaginar,
adica x, =0 §i z, =iy,, atunci punctul care-i corespunde este situat

pe axa ordonatelor OY . De aceea, axa ordonatelor este numiti axd
imaginard.

A
y
M
b (x,y)
P l
7 |
{ x,;
0 , X

Alegem pe planul complex XOY un sistem de coordonate
polare in aga fel ca polul sid coincidi cu originea sistemului
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cartezian dreptunghiular de coordonate, iar axa polard s& fie
orientatd dupa sensul pozitiv al axei reale. Notdm raza polard a

punctului z=x+iy#0 prin p, jar unghiul polar prin 0.
Lungimea segmentului OM se numeste modulul numarului
complex z i se noteaza prin |z| , iar unghiul polar & se numeste
argumentul numarului complex z §i se noteaza prin arg z, dac se
ia valoarea principald a unghiului (-7 <argz<m) §i prin Argz,
daci se ia valoarea generala a unghiului. Asadar,

p=|z|, Argz =argz+2nk,ke Z 5i —w<argzsx.

Deovarece x= pcosf, y=psiné,
avem z=x+iy= plcos@+ising).

Expresia z= p(cos & +isin 9) se numeste forma
trigonometricd a numarului complex z, iar expresia z=x+iy s¢
numeste forma algebricd a numérului complex z.

Formmla e* =cosx+isinx se numeste formula Euler.
Evident, e ™ =cosx—isinx.

Cu ajutorul formulei Euler orice numir complex z poate fi
reprezentat sub o noud formia: z = plcos@ +isin8)= p-€”, care se

numeste forma exponentiald a numirului complex z.

Modulul numérului complex z si argumentu! lui se exprimé
prin partea reali Rez=x a numarului z s§i prin partea lui
imaginard Imz =y . Astfel,

l=p=yx>+y* siargz=6= arctg%+kﬂ',

unde: k =0, daci & apartine cadranelor unu si patru;
k=1, dacd @ apartine cadranului doi;
k =-1, daci & apartine cadranului trei.

. T - .
Daci x=90, atunci pentmn y=#0, argz= Esgn y, adicad

argz=+%,dacﬁ y>0 si argz=—% dacd y<0.
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Evident ci argz este determinat unic de numérul complex
z#0, lar Argz este determinat de numarul complex z#0 cu

—_

exactitate de 27k, k€ Z , deoarece fiecare vector OM va coincide
cu sine insugi dac3-l rotim cu orice numér intreg de rotaii
complete intr-o directie sau alta in jurul originii sistemului de
coordonate,

Modulul numirului z=0 este egal cu zero: |0l=0.

Argumentul acestui numir este nedeterminat. Drept argument al
numarului z=0 poate fi acceptat orice unghi &, deoarece are loc
egalitatea

0=0(cos@ +isin@) 8¢ [- 7]
Dacd z =|zll(cost9, +isin@,} si z, =fzzl(cosl92 +isind, ),
atunci z, = z, & 3| =z,| 5i argz, =argz, + 271, keZ
Evident ci Iz|=|zlsi argz=—argz, unde z = x+iy, iar

z=xdy, adicd, daci  z=|f{cos@+ising),  atuni

7= H(cos(— 8)+isin(~0))=|z|(cos 6 -isin®).
De asemenea

Z]-I :—I-': ZL_ = le = IZJ‘(COSGI :iSinel)‘:—]—(COSQI —iSiDBl).
IR A |z)] l2

Fie z =x +iy; §i z, =x,+iy, doui numere complexe in

planul complex XOY . Ducind razele vectoare OM, si OM,; ale
punctelor M, {(x,,y,) si M 2{x2,¥,), obtinem doi vectori OM 1 §i

OM , care corespund numerelor complexe z, §i z,.La adunarea

numerelor complexe in forma algebrica se aduni aparte partile lor
reale si partile lor imaginare, iar la compunerea vectorilor se aduna
coordonatele lor respective. Acest lucry ne permite si reprezentdm
adunarea numerelor complexe prin compunerea unor vectori.
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X
-

o

Vectorul ON, care este diagonala paralelogramului

construit pe vectorii OM; si OM, , reprezintd numirul complex

Z3 =2, +2,, lar vectorul MM, care este cealaltd diagonald a
acestui paralelogram, reprezintd numérul complex z, =z, - z,.

Considerim urmitoarele operatii cu numere complexe in
forma trigonometrica.

1. Inmulfirea numerelor complexe
Fie z =|g[(cosf +isin€) si z,=|z,|(cos8, +isind,),
atunci  z,-z; = |z,|-|z2|(cosﬂl +isin@, )cos#, +isin@,)=
= [z,| -]zz|[(cos«9, cos8, —sing, siné, )+i(cos@, sind, +sin@, cosé, =
= |le ~|z2| [cos(ﬁl + 92)+ isin(Bl + 6, )]
Caz particular.
a) 7,7 =|zl l(cosz?1 +isiné, )-|Zl|[cos(— G, )+isin(— ) )]=
=|z|(cos6, +isin8,)-z;|(cos 6, —isin 6, )=
= |le2 (c:c's2 6, +sin’ 6, )== |zl|2 = |E]|2
b) zt=2"7 =|zl|2(cos29, +isin26,).

Asadar, produsul a doud numere complexe in formi
trigonometrica este un numar complex modulul caruia este egal cu
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produsul modulelor factorilor, iar argumentul lui este egal cu suma
argumentelor acestor factort.

2. Impartirea numerelor complexe
Fie z,=|z)(cosd +ising) §i 2z, =[z,|(cos8, +isind, ),

7,70, atunci
L _ul _ |le-|22|[cos(9, —192)+isin(6'l —(92)]=
. 2 % "7 |z2|2

= —Z]—[cos(ﬁl —6,)+isin(6, -6, )] unde z, #0.
)
Agadar, la impiirtirea a doui numere complexe modulele se

impart, iar argumentele se scad.

3. Ridicarea la o putere naturald
Ridicarea la o putere naturala n{ne N} a unui numir
complex z= lzl(cosB +isin®) se considerd ca inmultirea de » oria
lui z cu el insusi. Deci, prin recurentd, obtinem
2" =|o{" (cosnB+isinnB) ,ne N,

adicd, pentru a ridica un numir complex la o putere naturala,
modulul siu trebuie ridicat la aceasta putere, iar argumentul trebuie
de inmulfit cu exponentul.

Daca || =1, atunci obtinem formula

z" =(cosf+isin@)" =cosn@+isinnB,ne N,
care se numeste formula Moivre ((1667-1754) — matematician
englez).
Dacid n =3, atunci formula Moivre are forma

(cos@+isin@) =cos36+isin38 sau

cos’ @ +i-3cos 8-sin@—3cos@-sin® @ ~isin’ §=cos30 +isin36,
de unde, folosind conditia de egalitate a doud numere complexe,
obtinem

cos38 = cos’ @—3cosfsin’ O .
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sin38@ =3cos’ Asin#—sin> 4,
formule bine cunoscute in trigonometrie.

4. Extragerea rdaddcinii
Se numeste rdddcind de ordinul n (n=2,3,4,.) a unui

numir complex w =|w|(cos€+isin #) un astfel de numar cdmplex
= |zl(cos¢+isin @), care, ridicat la puterea n, coincide cu
numdrul dat si se noteazi z = Yw (se citeste radicina de ordinul 1

din numarul complex w).
Agadar, egalitatea

{flwl(cosﬂ +isin8) =|zf(cos @+ isin p)
este echivalenta cu egalitatea
n .
|z| (cosn¢+zsmn¢)=]wf(cos9+isin9).
Dar dacd doud numere complexe sunt egale, modulele lor
sunt egale, tar argumentele lor diferd printr-un multiplu de 27 .

Deci H":M si np=0+2x.keZ, de unde ’Z|=W $i
¢=9+27d<

, unde f|w] - este valoarea aritmetici a radacinii, iar

% - un numar intreg oarecare.
Astfel, obtinem formula

q/|w|(cos€+isin 6) =W(cos 427 | ;sin S MJ’ (1)
n n

adica pentru extragerea radicinii dintr-un numér complex w trebuie
de extras ridicina din modulul acestui numar, iar argumentul lui
Arg w (rebuie de mpdrtit la indicele radicinii.

In formula de mai sus, numirul & poate lua orice valori
intregi, insd se poate ariita cd nu existi decat n valori distincte ale
rddacinii §i ca ele corespund valorilor :

k=0.12,..,n-1. 2)




Pentru a demonstra aceasta, sa observam ca rezultatele din
formula (1) vor fi diferite pentru doud valori &, §i k, atunci cind

diferenta argumentelor
O+ 27k, si &+ 2nk,

n n
nu este multiplu de 27 si ci aceste rezultate vor fi identice, dacd
aceste argumente diferd printr-un multiplu de 2x. Insa diferenta
{k, ~k,) a doua numere din sirul (2) este in valoare absolutd mai
micl decdt n §i deci diferenta
"O+27k, O+2mk, _k -k 2
n n n

nu poate fi multipla de 27 . Prin urmare, celor n valori k din girul
(2) le corespund n valori distincte ale radéicinii.

Fie acum &, un numdr intreg, care nu face parte din girul

(2). Impirtindu-1 cu n, putem si-l scriem sub forma k, =gn+k,,

unde g este un numér intreg, iar k, - un numar din sirul (2). Deci

O+27k, _O+2mn+2nk, _ 0+27k, +2m,
n n n

adicd valorii k, 1i corespunde aceeasi valoare a r&dacinii ca §i

pentru valoarea &, cuprinsd in sirul (2). Asadar, rddicina de
‘ ordinul n a unui numir complex are n valori distincte. Singura
I exceptie a acestei reguli este numirul zero, adica cénd |w| =0.1n

acest caz toate valorile radacinii sunt nule.
Cazuri particulare.
a) Dacik w=A este un numdr real pozitiv, adicd
w= A(cosO +isin 0), atunci formula (1) are forma

tfw=2/A cos%+isin-2-—7d—c), k=012,...n-1.
n H

Expresia (cos—zﬁﬂsin—zﬁ), k =0 1, 2, ..., n-]1 da toate
n n

valorile radicinii de ordinul » din 1.
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b) Daci w=A este un numar real negativ, adicd
w = Alcos w+isin ), atunci formula (1) are forma

W=M[cosz+2ﬂk +isin ﬂ+2ﬂk}, k=012,..,n-1.
" n

Expresia din paranteze ne di toate valorile rddicinii de
ordinul » din (-1).

Remarcdm cd operatiile inmultirii §i impartirii pot fi de
asemenea interpretate geometric (despre interpretarea geometrica a
adunirii 51 a scaderii am vorbit deja la inceputul acestui paragraf).

Intr-adevir, numarul complex z, =|z[(cos8, +isin6,) este

reprezentat de raza vector OM,, iar numirul complex

= |z.2|(cos 6, +isin 6‘2) este reprezentat de raza vector OM , .

Pentru a construi vectorul OM 3, care reprezintd numdrul

complex z3 =2, 23 = Iz[zzl[cos(ﬂl +8,)+i Sin(ﬁl +6, )], trebuie
A

¥ M,

M,

b
-
X

o

—

sd rotim vectorul OM| cu un unghi 8, n sens opus migcérii
acelor de ceasornic, dacad &, >0, si Tn sensul miscirii acelor de

ceasornic, dacd &, <0, s s3 "mirim" lungimea vectorului OM,

de I22| ori.




. L. T .. T\ . . o
Intrucat i=1 cos—i-ﬂsm—z— , inmultirea oriciirui numdr z
cu i poate fi privitd ca operatia rotirii vectorului, care reprezinta
. LT, .
numdrul z cu un unghi 2 in sensul opus acelor de ceasornic.

Pentru a construi vectorul, care reprezintd numérul complex

Z4 =i, trebuie si rotim vectorul OM | cuun unghi &, in sensul
22

migcarii acelor de ceasornic, daca #, >0 si in sens opus, daci

8, <0 si sd micsoram lungimea lui de |z2| ori.

Impartirea numiarului complex z la i poate fi privitd ca
operatia rotirii vectorului, care reprezintd numdrul z, cu un unghi

T . e .
> n sensul misciiri acelor de ceasemnic.

3.2. Funcfii rafionale
3.2.1. Polinoame. Nofiuni fundamentale

Expresia de forma
P(z)=ayz" +a) 2" +..+a, z+a,,
unde a, #0,4,,...,a, sunt numerec complexe, iar z este o vanabila
complexd si ne N, se numeste polinom de gradul n. Coeficientul
a, se numeste coeficientul dominant al polinomului. Doua

polinoame sunt egale, dacd coeficientii respectivi (de pe langa
aceeagi putere a variabilei z) sunt egali. Operatiile principale cu
polinoamele sunt bine cunoscute din algebra elementard. Amintim
numai rezultatul principal in legaturd cu operatia tmpér(irii. Daca
P(z) si $,{(z) sunt doud polinoame de gradul n si respectiv de
gradul m s§i n2m, atunci existi doud polincame @, (z) de gradul
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k=n-m si R,(z) de gradul ¢, unde 0 <t < m, astfel incit are
loc identitatea
P(z)=5,(z) 0, (z)+ R (2).
Procesul aflirii polinoamelor @, (z) (care se numeste cdrul
de la impartirea polinomului P,(z) la polinomul S, (z)) si R,(z)
(care se numeste restul acestei impdrtiri) se numeste algoritmul
Fuclide ((sec. 3 i.e.n.) — matematician grec).

Catul ©Q, (z} si restul R(z) sunt polinoame bine determinate,
astfel incdt reprezentarea de mai sus a polinomului P,(z) cu

ajutorul polinomului §,, (Z) este unica.

Spunem ci polinomul, P,(z} se imparte firi rest la
polinomul §,,(z}, unde m <'n, daca restul acestei impirtiri este egal
cu zeto, adica R, (z)=0.

Convenim s numim polinom de gradul zero orice constanti
complexa, adici orice numér complex.

Prin urmare, orice polinom P,(z) se Tmparte fard rest la orice
polinom de gradul zero diferit de numérul zero.

Drept exemplu, observim cid citul de la impirtirea
polinomului (x+2)} la polinomul de gradul zero Syz)=3 este egal

1 23 . : <
cu (—3—x+§] , iar restul este egal cu zero. Intr-adevir,
x+2= 3(1-,:.;.2)_
3 3
Vom studia problema impartirii pdlinomului P, (z) de gradul
nz1, ne N, lapolinomul de gradul intii de forma {z—a).
Valorile lui z, pentru care polinomul P,(z) se anuleazi, se

numesc rdddcinile acestui polinom. Asadar, ridicinile polinomului
P, (z) sunt solutiile ecuatiei algebrice de gradul n:

azz” +alz"”1 +..+a, z+a, =0

*
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Teorema 1 (teorema Bezout (1730 — 1783) - matematician
francez)). De la impirtirea polinomului 2,{z) 1a binomul (z—~a) se
obfine un rest egal cu P, (a).

Demonstrafie. De la impirtirea polinomului P,(z) Ia
polinomul de gradul intdi (z—a) se obtine, conform algritmului
Euclide, un polinom cat Q,, de gradul (n-I) cu coeficientul
dominant ap si restul Ryz), adicd Ry(z)=C, unde C - o constantd
arbitrard. Deci

P(2)=0Q, (2)z—a)+C.
Aceastd egalitate este adevaratd pentru toate valorile lui
z # a {Impdrtirea la z-a, pentru z=¢ nu are sens). Deci
timP,(2) =lim|Q, ((z-@)]+imC sau  limP,(z)=0+C ,

I—a =4 24 Z—¥d
adicd, in virtutea continuititii functiei polinomiale, avem
P (a)y=C=Ry1).

Consecingd. Dacd numirul a este o ridicinad a polinomului
P,(z), atunci B, (2)=Q,_1(z)(z-a).

Agadar, am obtinut urmétorul rezultat: pentru ca polinomul
Pz} si se Tmpartd fird rest la binomul {z-a), este necesar si
suficient ca numérul z=q s fie o ridacina a polinomului P,(z).

Deci, cunoscdnd o radicind a polinomului P,(z}, avem
P(z}=Q, (z{z—a). Aflarea celorlalte radicini conduce la
rezolvarea unei ecuatii algebrice de gradul (n-1): Q,.,(z)=0etc.

Pentru cele ce urmeazi, este necesar s cunoagtem
rﬁspunsu} la urmatoarea intrebare: orice ecuatie algebricd are
solutii? In cazul unei ecuatii nealgebrice, rispunsul este negativ:
intr-adevir, ecuatia e® =0, unde z=x+iy, nu are radicini,
deoarece

e* =e*(cosy+isiny)=0¢> e =0 sau cosy+isiny=0

fnsa e* #0 pentru orice numir real x si numirul complex
(cos y +isin y), ye€ R, este diferit de zero, deoarece modulul T
este egal cu 1.
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Insi pentru ecuatii algebrice, Intrebarea de mai sus are un
rispuns afirmativ, care constd in urmitoarea teoremi de bazd a
algebrei.

Teorema 2. (teorema Gauss (1777-1855) — matematician i
astronom german). Orice ecuatie algebrici de gradul »> 1 cu
coeficienti complecsi are cel putin o ridacin reala sau complexa.

Aceasta teoremd din algebra superioard o acceptim aici fara

demonstratie.
Pornind de la teorema 2 si rezultatul din teorema 1, obfinem

urmitoarea descompunere in factori a polinomului P,(z):

Rl(z):ag(z—zl)-(z-—-zz)~ ..... '(Z-Z,,), (1)
adici orice polinom de gradul » se descompune in # factori liniari
si eventual un factor numeric astfel incét acest factor numeric poate
fi considerat egal cu coeficientul dominant al polinomului, iar
ceilalti factori sunt binoame de forma (z-a).

Daca facem substitufia z=z,(s=12,...,n), cel putin unul
din factorii descompunerii (1) se va anula, adicd valorile z=z, sunt
radécinile polinomului P.(z).

Nici o valoare z# z,nu poate fi rddicind a lui P,(z),
deoarece pentru o asemenea valoare nict unul dintre factorii din
descompunerea (1) nu se anuleazi.

Daca toate numerele z, (s =1,2,...,n) din (1) sunt distincte,
P,(z) are exact n rididcini diferite. Daci printre ridiciniie z; unele
sunt egale, numirul radacinilor distincte ale lui P,(z) va fi mai mic
decét .

Putem, agadar, si formulam urmitorul rezultat: un pelinom
de gradul n (sau o ecuatie algebrica de gradul ) nu poate avea mai
mult decét n radicini distincte.

O consecintid directd a acestui rezultat este urmitoarea
propozitie: dacd se stie cd un polinom de grad nu mai mare decdt n
are mai mult decdt n rdddcini distincte, toti coeficientii acestui
polinom si termenul sdu liber sunt nuli, adica polinomul este
identic nul.

$a presupunem ci valorile a doui polinoame P,(z) i Qufz)
cu m< n coincid pentru mai mult decét n valori diferite ale lui z.
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Atunci diferenta lor [P,,(z)—Qm(Z)] este un polinom de gradul

nu mai mare deciit n gi are mai muit decit n radicini distincte. Prin
urmare, aceastd diferent este identic nuli, adici polinocamele P,(z)
si Onfz) au aceiasi coeficienfi. Deci putem enunta urmétorul
rezultat: dacd valorile a doud polinoame de grade nu mai mari
decdt n coincid pentru mai mult decdt n valori distincte ale lui z,
tofi coeficienfii respectivi ai acestor polinoame §i termenii liberi
sunt egali, adicd polinoamele sunt identic egale.

Aceastd proprietate a polinoamelor se afli la baza aga-
numitei metode a coeficientilor nedeterminati, pe care o vom
utiliza de multe ori Tn cele ce urmeazi. Practic, esenta acestei
metode constd in faptul cd din identitatea a doud polinoame
decurge egalitatea coeficientilor aceloragi puteri ale Iui z din aceste
polinoame.

Remarcém ci descompunerea (1) a polinomului P,(z) in
factori liniari este unica.

Daca in descompunerea (1) a polinomului P,(z} printre
riddcinile z (s=12,...,n) sunt si egale, atunci, grupindu-le,
obtinem urmétoarea descompunere
Plz)=ag(z—z M(z2—2, )2 ..(2—2, ), @
unde  numerele  z,z,,..,2,, sunt deja  distincte §i
k,+k,+..+k,=n.

Dacd in descompunerea lui P,(z), in forma de mai sus,
existi factorul (z—z,-)k" , i=1, 2, ..., m, se spune c¢i riadicina

z = z; este o rdddcind a polinomului P.(z) de multiplicitatea k;si, in
general, o ridicind z = a 2 polinomului P,(z) se numeste rdddcindg
de multiplicitatea k (keN ), daci P,(z) se imparte fara rest 1a (z-a)*
$i nu se imparte farA rest la (z-@)**’. Utilizind polinomul Taylor,
aceastd conditie poate fi inlocuitd cu wurmétoarele conditii:

P(a)=P(a)=..=P%(a)=0. iar P¥(@)20.

Ridicina z=qg a polinomulm P,(z}, pentru k=1, se numeste
rdddcind simpld a lul.
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Teorema 3. Daci polinomul P,{z) cu coeficienti reali are o
ridicind complexd a+ib, atunci el are §i o ridicind complexa
conjugati ei, adicid numirul {a-ib) de asemenea este o radicini a
lui P,fz).

Demonstratie. Daci in polinomul P,(z) inlocuim radicina
complexa (a+ib) §i efectuam toate operatiile, obtinem un numar
complex M+iN, adica P,(a+ibj=M+iN.

Deoarece P,(a+ib)=0, avem M=N=0.

Daci fnsi in loc de z Tnlocuim numiérul complex conjugat
(a-ib} si efectuim din nou toate operatiile, atunci, in virtutea notei
2 din 3.1.1, obtinem P, (a-ib)=M-iN=0-i0=0, adici numarul (a-ib)
de asemenea este ridicind a polinomului P,(z). Teorema este
demonstrata.

Agadar, in descompunerile (1) sau (2), scrise fiecare pentru
polinoame cu coeficienti reali, ridicina complexd figureaza in
pereche cu cea conjugati, avind aceeasi multiplicitate.

Fie polinomul

P(x)=agx" +ax"" +..+a, x+a,,

unde a,#0,4,,...a, sunt numere reale. Atanci descompunerile
(1) si (2) au forma

P(x)=ag(x—x ) (x—xp) ... (x—x,) 3)
si P(x)=ap(x—x )kl (x— Jcl,)"‘2 cer(x— x,)k' . 4
Inmultind factorii liniari, ce corespund unei perechi de
ridicini complexe conjugate (a+ib) i (a-ib), obtinem un trinom de
gradul doi cu coeficienti reali:
(x—(a+ib)l[x—(a—ib)] =[(x —a) = ib][(x —a) +ib] = (x—a)* +b* =
=x-2ax+a* +b* =x* + px+q,

unde p=-2a §i g=a’+b" sunt numere reale.

Agadar, polinomul cu coeficienti reali se descompune in

factori cu coeficienti reali de gradul intdi (liniari) i de gradul doi
(patratici) de multiplicitatea respectivi, adica

B)=ap(x—x; } (x=x2 J2 - o (x=x, )} -(F + ppx+ gy JLx

n
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2 ' t
x(x° + pyx+q, )? cofx? +px+q,)s,
unde k;+ kx+...+ k+t+t+. . F =0

3.2.2. Functii rationale

Pe parcursul acestui paragraf vom considera numai
polinoame cu coeficienii reali. Raportul a doud polinoame se
numeste funcfie rafionald. Fira a restringe generalitatea, se poate {
considera ci aceste doud polinoame nu au nici o ridicind comuna
si nici factori constanti comuni, adicd functiile rafionale se
considerd intotdeauna ca fractii ireductibile. Evident cd domeniul
de definitie al unei funciii rattonale este multimea numerelor reale,
care nu sunt ridicinile polinomului numitor. O functie rationala se
numeste regulatd (subunitara), dacd gradul polinomului de la
numirator este mai mic decat gradul polinomului de la numitor. In
caz contrar, functia rationald se numeste neregulatd (supraunitara,
echiunitard). Separind din functia neregulatd partea ei intreagd
(impértind numaéridtornl la numitor), o putem reprezenta
intotdeauna sub formi de suma a unui polinom (cétul) i a unei
functii rationale regulate (raportul dintre rest si impartitor). De
aceea ne vom ocupa numai de funciii rationale regulate.

Se numesc functii rationale simple (sau fractii elementare)
urmiatoarele 4 tipuri de functi? rationale regulate:

1) ,x#a,A=D,

X—d

A

2) ————, XF a, k=234...,A0;

(x—a)
3) -2M pl—4g <0, M>+N’z0,

X+ px+tgqg
4) Mx+N pl—49<0,k=23,. M*+N*=0.

&2+px+qr’
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Urmiitoarele teoreme ne vor arita ci orice functie rationald
regulati poate fi reprezentatd sub formé de suma de functii simple
(de tipurile 1-4).

0, (x)

Fie f(x}= PO o functie rationala regulata, adicad m<n.

Putem considera ci coeficientul dominant al polinomului P,(x) este
egal cu unu (aceasta se poate obtine simplificind functia f{x) prin
acest coeficient).

Teorema 1. Fie x=a o radicini reald de multiplicitatea k,
keN, a polinomului P,(x), adicd P,,(x)=(x-—a)" 8,1 (x), unde

2,
P, (x)
reprezentatd sub formd de sumd a doud functii regulate in felul

urmator:

S, (@)#0. Atunci functia regulatd f(x)= poate fi

X

f(x)= A t kF_l]( ) ;
(x—a) (x—a) Sk (x)

unde A este o constanti reald diferitd de zero, iar Fi{x) — un

polinom gradul cdruia este mai mic decit gradul numitorutui

(x-a)"" Spifx)
Demonstratie. Scriem identitatea

Fo) = A - g, (x) —kA-S"_,‘ (x)
(x-a) (x-S, ()
care este valabild pentru orice A.

Determindm constanta A  astfel incdt polinomul
Q,.(x)-A-§,_,(x) sase imparte fard rest ]a (x-a). Pentru aceasta,
conform teoremei Bezout din 3.2.1, este necesar si suficient si fie
satisfacuta egalitatea Q,,(a)— A-S,_;(a) =0, de unde

A= EPm@
Su-k (0)

Observim cid S, ,(a)#0 si Q,(a)#0, deocarece s-a
presupus ca polinoamele Q,(x) si P,{x) nu au radicini comune.
Prin urmare, constanta A este determinati unic si A#0.

(1

2
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_Q.(a)
Suula)
Q,(x)—A-S__, (x) se imparte fara rest la (x-a), adica

2, (0—-A-S,_(0=(x-a) F(x).
0,0 __A . R®
B(x) (x-a)f x-af". Sp_p (%) .
Deoarece m<n si gradul polinomului §,_, (x) este mai mic

Pentru A avem ci polinomul

Deci

decit gradul polinomului P,(x), avem cid gradul polinomului
Fx) este  mai mic  decdt  gradul polinomului

(x-— a)k“l -8, (x). Teorema este demonstrati.
Notd. Teorema 1 ne arati ci, punéind in evidentd un termen de

forma —=-——, care se numegte funcfie rafionald simpld, putem reduce

(x—a)
exponentul factorului {x-g) din numitor cel putin cu o unitate. Deci
aplicAnd succesiv teorema | de & ori, obtinem urmitorul rezultat: daca
x=a este o ridicini reald de multiplicitatea &>/ a polinomului P, (x),

atunci functia regulata f(x}= M poate fi reprezentatd sub forma:
flxy= 4 - a et Ay + £ ) , (3)
(x—a)" (x—a) x—a §,_.(x)

F (x .
unde A este 0 functie regulati.
-k X

Asupra acestei functii putem din nou aplica teorema 1, dacd
S, 1 (x) are alte radicini reale. Constantele A, A,,..., A, se determini

prin metoda coeficientilor nedeterminati: aducdnd la numitorul comun si
obtinind o identitate dintre doudi polinoame, egalim coeficientii
corespunzitori de pe langa x°, x/, x%, ..., ¥ si obtinem un sistem de &
ecuatii de gradul intii pentru determinarea constantelor A;, A,,..., A;. Se
poate proceda $i Tn alt mod: dupi ce am ajuns la o identitate dinire doua
polincame, se dé variabilei x diferite valori particulare, de preferintd de

ZH

inceput cu ridicinile reale ale polinomului numitor P, (x) . Se obtine din

now un sistem de ecuatii liniare din care se afld constantele Ay, Aj,..., Ay,
Teorema 2. Daca polinomul P,(x)=(x*+ px+g)* @,(x),

unde polinomul @(x) nu se fmparte fird rest la polinomul

(x> + px+q) si p® —4g<0, atunci functia regulata —Q—ﬂ'(—x)) poate
{x
fi reprezentata sub forma de sumd a doua functii regulate
0,(x)  Mx+N - F(x) @)

B (x) - (x> + px+ @t (4 px+g)t -@,(x) ’
unde M, N sunt constante reale astfel ca M+ N?#0 si gradul
polinomului Fy(x) este mai mic decdt gradul polinomului
(x* + px+g)*" g, (x).

Demonstratia este aseménitoare celei din teorema 1. Avem

urmitoarea identitate

Q,(x) _  Mx+N 0. (x) _ Mx+N
P(x) (FP4px+q)t (P Hpx+g) o) (P +pxtg)f

__ Mx+N +Qm(x)—(Mx+N)-¢Jl(x) 5)

(x*+ px+q)k (.\:2 + px+q)" - (x)

care are loc pentru orice M si N. Determinim M si N astfel incat

polinomul @, (x)~(Mx+N) @,(x) si se Tmpartd fird rest la

(x*+ px+g). Pentru aceasta este necesar si suficient ca ecuatia

.....

polinomul (x* + px+¢). Prin urmare,
Q.+ f)-[M(a+f)+N)-g(a+f)=0

o+ Di .
sau M(a’+ﬂi)+N=M=K+:L,
pi(a+ )
deoarece, conform ipotezei teoremei , ¢ (a+ f)#0. Egaland
aceste doud numere complexe, obtinem Ma+ N =K si M=L,
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Kf—-La
B

trinomul x” + px+q cu p?-4g<0 are doui ridicini complexe
(ot ). Pentru aceste valori ale constantelor M si N polinomul

deunde M =% si N= . Observimcid B #0, deoarece

Q. x)—(Mx+N) ¢,(x) are ca ridicind numirul complex
a+f deci si numidrul complex conjugat «— . Aceasta
inseamni cé polinomul @, (x)—-(Mx+N)-@,{x)} se imparte
fara rest la trinomul (x% + px+gq), adica

Q. x)—(Mx+N) @(x)=(x’+px+q) F(x).
Simplificind ultima fractie din egalitatea (5) prin

. (x*+ px+q), obfinem egalitatea (4). Observim ci gradul

polinomului Fi(x) este mai mic decit gradul polinomului

: (x2 + ,r;uc-l-g,")k“l ‘@ (x), deoarece m<n §i gradul polinorﬁului

¢,(x) este mai mic decét m. Prin reducerea la absurd, se constata

ca M™4N’20. Teorema este demonstrata.
Notd, Teorema 2 ne arati ci punind in evidentd un termen de
forma _ Mx+N

(xz +px+ qr
exponentul factorului (x2 + px+4g) din numitor cel putin cu o unitate,

, care este o functie rationald simplé, putem reduce

Deci aplicand succesiv teorema 2 de k ori, obtinem

Q,(x) __Mx+N, M,x+ N, M x+N, +Fk(x)
F.(x) ()c2+p)c+q)Jk (x2+px+qr' C4pxtg gx)
F (x
unde "(( )) este o functie regulatd, la care pot fi aplicate teoremele 1 san
Pix

2 in dependent’ de faptul ci riddcinile polinomulvi numitor @,(x) , sunt
reale sau complexe.

Agadar, aplicind teoremele 1 si 2 la o functie regulatd
_2,.(0

fx P.(x)

,m<n, pulem separa consecutiv toate functiile
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rationale simple, care corespund tuturor rddicinilor numitorului
P,(x). Deci, daca

P0=(c-a) (r—ap)-..- (- )" 02 + ppr+g) .- 02 +prtq,)F,

atunci functia regulatd f (x)=—Q—”-‘-(i) poate fi reprezentatd sub
forma

A
foa=—t A B, B, B

£,

xa (x-g)* (x-a))

& I & SR S, Mt

=@ (x-a)" (x—q)" G (x2+p1x+q])"
M,x+N, My x+Ny Kx+T,

(@ +px+q,)
K,jx+1’}x

St
(x2+plx+qu] X+ pxtq

K>x+T,
(xz +px+taq, )l"—l

Constantele
A],...,A,(l , B],...,B,,c2 ,...,Cl,...,Ck, M, N M,, Nz,...,M,l . Nl, eers

+ +..+ (6)

x2 +px+qg,

K, T, Ky, Ty, Ky Ty se determina cu ajutoral metodei

coeficientilor nedeterminati: aducand fractiile la numitorul comun
(care este intocmai P,{x)) si egaldnd aceste doud fractii obtinem
identitatea a doui polinoame. De aceea egalidnd coeficientii de pe
langa puterile lui x: x% x', &%, ..., obtinem un sistem de ecuatii
liniare din care se determind constantele A, A,,..., Kls s Tls .

Se poate proceda §i in alt mod: deoarece polinoamele
obtinute dupi egalitatea acestor doud fractii sunt identice, valorile
lor sunt egale pentrn orice valori particulare ale necunoscutei x.
Dandu-i lui x valori particulare (de preferinti de Tnceput cu
raddcinile reale ale polinomului numitor P.(x)), obtinem un sistem
de ecuatii liniare, din care aflim constantele A, A,,... K, . T, .
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Asadar, orice functie rationald regulat? se reprezintd sub
forma de o sumi de functii rationale simple (de tipu] 1-4).
Exemplu. Sa se descompuna functia rationala

3x* +14x2 +7x+15
fx)=

(x+3)(x* +2)*
in functii ragionale simple.
Functia flx) este rationald regulati, deoarece gradul
polinomului de la numiritor (care este egal cu 4) este mai mic
decdt gradul polinomului de 1a numitor (care este egal cu 5).

Polinomul numitor P (x)=(x+ 3x2+2)°  este deja
descompus in factori liniari gi pitratici. Avem un factor liniar
(x+3), ceea ce Tnseamnad ci numirnl x, =—3 este o rddacind simpla
(k=1) a polinomului numitor §i un factor pitrat (x2 +2), care se
repetd de doud ori (k=2), ceea ce inseamni ci numerele complexe
(iiﬁ ) sunt radacini ale polinomului Ps(x) de multiplicitatea k=2.
Prin urmare, aplicind relatia (6}, avem

Fx)= A N M,x+f\;, +M2.;C+Nz
x+3 (x2 + 2) x°+2

3 4145 4 Ta+15 AR+ 2f +Mx 4 N +3)
(x+3)(x% +2)? (x+3)(x? +2f
LMt N)(x+3)(x* +2)
(x+3)(x2 +2)
Deci din egalitatea acestor doud fractii cu numitori
comuni, obtinem egalitatea polinoamelor

3x* +14-x2+?’Jc+15:/¢’4(x2 +2)2 +{(Mx+ N Hx+3)+

+(M,x+ N,y (x+3)(x* +2).
Metoda 1 (metoda coeficientilor nedeterminati).
Avem

3 +147 +Tx+15= AG* +4x2 +4)+ Mx® +3Mix+ Nyx+3N; +
+M,x* 4+ 2M ,xP +3M,x° +6M,x+ Nyx® +2N,x+3N,x> +6N, .
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3 414X +Tx+15=(A+ M,)x* + (3M, + N,)x> +
+(4A+M,+2M, +3N, )x* +(3M,+N, +6M, + 2N, )x +
+(4A+3N, +6N,).

Egalind coeficientii de pe langa puterile necunoscutei x,
obtinem urmitorul sistem de S ecuatii liniare cu cinci necunoscute:

o 3=A+M,
% 0=3M,+N, -
x*: 14=4A+M+2M, +3N, }
x: 7=3M,+N,+6M,+2N,

x": 15=4A+3N, +6N,

Rezolvind acest sistem prin metoda substitutiei:
A=3-My, N, =—3M,, M, =2+11M,, N, = 1—33M,
i 15=4(3—M,) +3(1-33M,) + 6(-3M,) ,
adicd M, =0, obtinem A=3, N, =0,M, =2, N, =1, M, =0.
Metoda 2.
fntrucit avem identitatea .
3¢ +14x7 +7x+15= Alx? 42 + (M x+ N (x+3) +

+(M x4+ Ny (x+3)(x2 +2),
valabild pentru orice valori ale lui x, ddm Iui x 5 valori particulare.
Incepem cu radécinile reale ale polinomului numitor Ps(x), adici

fie:

1) x=-3: 3(=3)+14(-3) +7(~3)+15=A-11> + 0+0 sau
363=121A, de unde A =—?é%=3 :
Dam urmiitoarele valori particulare:

2) x,=0: 15=3.443N,+6N, sau 3N, +6N,=3, de unde
N, =1-2N,




3) x;=1: 39=3.94+4M +4N,+12M, +12N, san
12=4M,+4-8N, +12M , +12N, adicd 2=M,+3M, + N,.
4) x,=-1: 25=3-9-2M,+2N,-6M, +6N, sau
=-2=-2M,+2-4N, -6M, +6N,, adica
2=M,+3M,-N,. :
5) x;=-2: 105=3-36-2M,+ N, -12M, +6N, sau
-3=-2M,+1-2N, -12M, + 6N, , adici
2=M,; —2N, +6M,.
Prin urmare, am obtinut urmitorul sistem:
M, +3M, +N, =2
M;+3M,-N, =2
M, +6M,; ~-2N, =2
Scazand parte cu parte ecuatiile 1 si 2, avem N, =0, iar
din ecuatiile 2 gi 3, avind deja N,=0, obtinem M,=0 si M,;=2. Deci
A=3,M,=N,=0,M,=2,5i N =1-2N, =1-0=1.
Remarcdm cid in cazul acesta metoda 2 este mai rafionalid
decét metoda 1.

inlocuind valorile constantelor, obtinem urmétoarea
dezvoltare a functiei rationale regulate fix) in functii rationale

3 2x+1
+ .
x+3 (x2 +2)2
Notd. Nu se poate spune cu sigurantd care din metodele aflarii
constantelor necunoscute din dezvoltarea functiei raftonale In functii
rafionale simple este mai rationald. Totusi, In cazul factorilor simpli
liniari, cea mai rafionald este metoda valorilor intermediare, valori care
coincid cu ridicinile reale ale polinomului-numitor. In cazul factorilor
§impli patratici cea mai rafionald este metoda coeficientilor nedeterminati.
In exemple mai complicate — combinajia lor sau alte procedee
netraditionale {a se consulta exemplul din capitolul 4, de la sfarsitul
paragrafului 4.1.3).

simple si anume f{x)=
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Capitolul 4

CALCULUL INTEGRAL AL FUNCTIEI
DE 0 SINGURA VARIABILA REALA

4.1. Integrala nedefinitd
4.1.1. Primitiva i integrala nedefinitd

Una din problemele fundamentale ale calculului diferential
este aflarea derivatei unei functii date. Diverse probleme ale
analizei matematice si ale multiplelor sale aplicatii in geometrie,
mecanici $i tehnicd conduc la problema inversi: fiind datd functia
f{x), si se afle o astfel de functie F {x) incét derivata ei sa fie

egald cu functia f (x), adica restabilirea functiei cind este data
derivata sau diferentiala acesteia.

Definiia 1. Functia F(x) se numeste primitiva functiei
f{x) pe domeniul D < R, daci ea este derivabila pe D si

Vxe D: F'(x)= f(x)
sau, ceea ce este acelagi lucru,
Vxe D:dF(x)= f{x)dx.

Problema determindrii primitivei unei functii date f(x} se
rezolva neunivoc. Intr-adevir, daca F(x) este o primitivd pentru
f(x), adica F'(x)=f(x), atunci F(x)+C, unde C este o
constantd arbitrard reald, es’:te de asemenea primitivd a functiei
f(x), deoarece [F(x)+C|] =F(x)+C" = f(x)+0=f(x). De
exemplu, pentru functia f(x)=4x', funcfiile F (x)=x*,
G,(x)=x*+1, G,(x)=x*~+3 i, in general, G{x)=x*+C,
unde C - orice numir real, sunt primitive pentru functia f(x).
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Asadar, dacd functia f (x) are o primitivid F (x), atunci
aceastd functie are o infinitate de functit primitive, anume
F(x)+C,unde C este o constanti arbitrari.

Are loc §i propozitia inversid: dacid F(x) este o primitiva a
functiei f{x), atunci orice altd primitivd a ei se contine in familia
{F(x)+C}, adici are forma F(x)+C, unde C este un numir real.
Intr-adevir, daci @(x) este o altd primitiva a functiei f(x) pe D,
atunci avem ®'(x}= F'(x)= f(x) pentru orice xe D . in virtutea
consecintei 4 a teoremei Lagrange din 2.4.3, obtinem )

‘ ®(x)~ F(x)=C =const,
adicd P(x)=F (x)+C pentru orice x€ D .

Agadar, totalitatea (familia) de functii £(x)+C, unde F(x)
este o primitivi a functiei f(x) pe D, iar C o constant3 arbitrar3,
epuizeazi multimea tuturor primitivelor functiei f(x) pe D.

Definigia 2. Totalitatea (familia) de functii F(x)+C, unde
F(x) este o primitivd a functiei f (x) pe D, iar C o constanti
arbitrard, se numegte integrald nedefinitd a functiei ‘ f(x) pe D si

se noteazi astfel jf (x)dx (se citeste "integrala ef de ics de ics™).
In acest caz f(x) se numeste functie de sub integrald,
FlxMdx- expresie de sub integrald, simbolul _[ se numeste

semnul integralei nedefinite, iar variabila x - variabild de
integrare,
Agadar, conform definitiei,

[fx)dx=F(x)+C, (1

unde F (x) este 0 primitivi oarecare a functiei f(x), iar C - o

constantd arbitrard. Remarcim ci constanta € din formula (1)
poate fi reprezentatd sub diferite forme: C=InC,, unde C, >0 sau

C=-g—‘~,unde a#0,sau C=C *C, etc.
a
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In unele cazuri simbolul If (x)dx va insemna si orice
element din multimea {F(x)+C}, adici o oarecare primitivd a
functiei f(x). '

Restabilirea functiei, fiind dat3 derivata acesteia, sau, ceea
ce este acelasi lucru, determinarea integralei nedefinite, fiind data
functia de sub integrald, se numeste integrarea acestei funcii.
Evident ca integrala nedefinitd nu depinde de variabila de
integrare, ci depinde numai de functia de integrare.

Din punct de vedere geometric integrala nedefinitd
reprezinti o totalitate (o familie) de curbe fiecare fiind obfinuta
prin translatia uneia din ele (y= F(x)) in sus sau in jos, adici in
directia axei OY . In acest paragraf nu se va discuta intrebarea
despre existenta primitivelor (st deci gi a integralelor nedefinite)
pentru diferite clase de functii. S4 notdm ca in paragraful urmator
va fi demonstrati existenta primitivei pe un segment (5i deci gi a
integralei nedefinite) pentru orice functie continud pe acest
segment (teorema 1 din 4.2.4).

Remarcim urmitoarele proprietati ale integralei nedefinite
(daci, bineinteles, ea exista).

Proprietatea 1. (If(x)dx) = f(x).
fntr-adevir, conform formulei (1), avem
(U f(e)x) =[F(x)+Cl = Fx)+C"= f(x)+0= f(x).
Prin urmare, daci la functia f(x) se aplici mai inti operatia
de integrare, apoi operatia de derivare, se obtine functia f(x) or

derivata integralei nedefinite este egald cu functia de sub semnul
integralei.

Proprietatea 2. d(lj f (x)dx): f (x)d,: .
Deoarece F'(x)= f(x), din formula (1) avem
d([£(x)ix)= d(F(x)+ C) = dF (x)+ dC = F(x)dx + Odx = f (x)dx .
Astfel, diferentiala integralei nedefinite este egala cu
expresia de sub semnul integralei.
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Proprietatea 3. [F'(x)dx = F(x)+C .
Demonstratie. Evident cd functia F(x) este o primitivd a
functiei F'(x).Prin urmare, conform definitiei 2, obtinem

[F'(x)dx = [f(x)dx = F(x)+C

adicd integrala nedefiniti a derivatei unei functii este egalad cu
aceastd functie plus o constanti arbitrari.
Exemple.

) jo-dx=jdo=o+c=c;
2) Il-dxzjdx=x+C;

3 4 + 3)dx =

4) j'ezxdx“J(; 2")dx ;“+C

j'(x“ +3x)’dx=x4+3x+C :

’

’

5 j'-ln—fdx j( In x]dx:éln4x+c,x>0;
X

r

6) jsin3 x-cosxdx= J‘[—j?sin" xJ dx = i-sin“ x+C;

7 [ctgxdx= | C(:::jx = j(ln|sinx1)’dx =n|sinx|+C=
=lnfsin x| +InC, =In{C,[sin ), C, > 0,x # 2k, ke Z .

Proprietatea 4. I[f(x)i glx)dx = J. flxkdx Jg (x)dx , adica

integrala nedefinitd a unei sume algebrice a doud functii este egald
cu suma algebrica a integralelor nedefinite ale acestor functii.

fntr-adevi, fie [f(x)dx=F(x)+C,'si [g(x)dr=G(x)+C, .
Observim cid functia [ flx)x g(x)] are ca primitivd functia
F (x):i: G(x}, deoarece

[F()£ G =[F() 2[6()] = £(x) g(x).

Deci
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[l gle)x = [F(x)2 6]+ € = [F(x)£G(x)]+(C, £C, )=
= [F()+ G JlG()+ C,)= [Flekdx [alekir.

Evident ci aceastd proprietate prin recurentd poate fi extinsi
asupra unei sume finite de functii, ce au primitive, adica

Zf()]dxz [ el

Proprietatea 5. Ik-f x)d,r:k-_[f x)dx, k#0, keR,
adica factorul constant se scoate de sub scmnul integralei
nedefinite.

Demonstratie. Fie I flx)dx=F(x)+C. Atunci functia

kF(x) este o primitiva a functiei kf(x), deoarece

ler(x)] = k[F ()] = kf(x)
Deci

[ () = kF(x)+ C = kF(x)+ k- G = klF(x)+ G ] =k [ F(x)d.
Notd. Pentru k=0 egalitatea ka(x)dx =k j Flx)dx nu este

adevérata, deoarece
fo-flx)dx= jo-de=0+C=C, iar 0 [flx}dx=o0.

Conform definitiei 2, operatia de integrare, adici calcularea
integralelor nedefinite, este reciproc inversi operatiei de derivare,
adicd calcularea derivatei unei functii sau, ceea ce este acelasi
lucru, a operatici de diferentiere, adicad calcularea diferentialei
acestei functii (cu o exactitate de o constanti arbitrard C ).

De aceea orice formula, care exprimi derivata unei functii,
adica orice formuld de forma F'(x)= f(x), poate fi reprezentata
sub formi de integrala nedefinita:

[£@)dx=F(x)+C.

Agsadar, peniru a verifica corectitudinea unei formule, ce
exprimd integrala nedefinitd a unei functii, este suficient sd
derivdm rezultarul §i sd obtinem functia de sub integrald.
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Din definitia integralei nedefinite si a tabelului formulelor de

1.
2,

9.

10.

11.

—

12.

13.

j ¥

14.

derivare (vezi 2.].8) rezulti urmitorul tabel.
Tabel al integralelor nedefinite a unor functii elementare de bazd:

fo-dr=c;

Idx:x+C;
xHJ

Ix’dx= +C,rz-1, reR;
r+1

I£:1n|x|+c, x#£0;

x o

J.axdx= a +C,a>0, a=l.

inag

Caz particular: Iexdx =¢" +C;
Isin xdx=—-cosx+C;

Icosxa'.x:sinx+C :

j d‘z =tge+C, x#(2k+1)Z, ke Z;
cos” x 2

dx
J“ —=—ctgx+C, x#¥ 2k, ke Z;
sin” x

Itgxdx=—1n|cosaf|+C, x¢(2k+1)§, keZ;

Ictgxdlenlsinx|+C, x¢nk, ke Z,;
I
& 2 4
{3)
B2

1 X 1 X
5 3 =—arctg—+C, =——arcctg—+C,,
x*+a° a a a a

a =0,

=In +C, x;&(2k+1)—g-,kez;

ICOSX

dx
Isinx =In

+C, x+mk, ke Z;

jdx
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Caz particular:

j ;lx = arctgx + C} = —arcctgx + Cy;

x“+1
15. & =—'—1nﬂ|+c,a¢o,x¢ia;
xI-a® 2a |x+a .
16. I—aJ%=arcsin§+Cl=—arccos§+C2, |x|<|a|
a#0;
Caz particular:
I dx = =arcsinx + C, = —arccosx+C,, |x|<1;
I-x
17, J-\/deT-a—len(x+\/x2+a2)+C, a#0;
dx _ 2 2 ;
18. Igi;?jjjr——h]x4'vx —d [4—CHIX|>iﬂ,a;ﬂ,

19. Ishxdlx= chx+C:
20. jchxdx=shx+c;

21. J‘dx =—cthx+C, x#0;
sh2x -

22, '[dx =thx+C;
ch’x

23. jthxdx=1nchx+c;
24. fothxdx = Injsha]+C, x#0;

S demonstrim, de exemplu, formula 17.

Avem
[]n[x-km)] = ! [x+\/xz_+a_2j =
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1 1
= | 1+ 2x =
x+\ﬂx2+a2 2‘\L‘C2+cl2
_ 1 .\fx2+a2+x: 1
x+1/?+a2 \[xz+a2 \(xz+a2

ceea ce trebuia de demonstrat.
Cu ajutorul acestor formule si a proprietatilor 1 — 5, pot fi
calculate integralele nedefinite de la functii elementare cu mult mai

complicate.
Exemplul 8. S4 se calculeze integrala:
! 4 1
Scosx+7xt ——+ dx .
X x +2 \/I x
Avem

5cosx+7x2 ~—1—+ 4 ! dx =
Cox xP+2 \ﬁ x?

—sjcosxdx+7fzdx j‘d" 4j :

dx
x“+2 ‘[J]_

=5sinx+C, +-~-’:-.1c3 +C, —]n|x|+C3 +
3 2

4 X .
+—=arctg—~=+C, —arcsinx+ Cg =
V2 ’
= 53inx+%x3 —In|x + 2J§arctg§—arcsinx+c,

unde C=C, +C, +C, +C, + (.

Noti. Intrucit calcularea integralei nedefinile se reduce la
calcularea unei primitive $i apoi se adaughd constanta arbitrara C,
convenim pe parcurs, pentru a simplifica calculele, si omitem constantele
arbitrare din integralele intermediare §i, in final, la primitiva concretd si
adiugim constanta arbitrard C .
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Exemplul 9. Si se arate ca pentru orice polinom de gradul #
existd primitiva lui, care este un polinom de gradul (m+1).
Intr-adevar,

IPn (x)dx = I(aox” +ax"" +...+a"“|x+a")-d_x =
=a, jx"a‘x+ a, Ix"'ldx +..+a,, de.x+ a, Idx =

=20 iy ding 482 +a,x+C.
n+l n 2

Mentionim urmitoarele: derivata unei functii elementare

este Tntotdeauna o functie elementard. Spre deosebire de aceasta,

primitiva unei functii elementare nu intotdeauna poate fi

reprezentatd cu ajutorul unui numir finit de functii elementare,

adici nu intotdeauna este o functie elementari. Asupra aceastei
intrebéri vom reven in paragraful 4.1.6.

Vom spune ci integrala I f (x)dx se exprimd cu ajutorul

unui numdr finit de funcgii elementare sau, ceea ce este acelasi
lucru, functia fix) poate fi integrati dacad primitiva functiei f este
o functie elementari,

4.1.2. Metoda substitutiei §i integrarea
prin pdrfi

Calcularea integralelor nedefinite prin utilizarea nemijlocité
a proprietitilor I — 5 si a tabelului de integrale se numeste
integrare direcid.

Functiile care se integreaza direct nu epuizeaza nici functiile
elementare de bazi, nemaivorbind despre functiile compuse. De
exemplu, printre integralele din tabel nu existd integrale de la
functiile elementare de bazi Inx, arcsin x, arctgx etc.

Problema integrarii este principial mai dificila decat
problema derivarii. In calculul diferential sunt date definitia
constructivi a derivatei

(xo)" hm Ay — lim [l +Ax)= Fxo)
-0 Ay A0 Ax
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gt un sir de teoreme, care ne dau regulile de derivare a sumei,
produsului, cétului, funciiilor: compuse, inverse, parametrice,
implicite. In calculul integralei nedefinite nu avem o definitie
constructivd a integralei nedefinite, nu avem reguli de integrare a
produsului, a citului, a functiilor compuse, inverse gi implicite. Se
dau numat unele metode, care permit integrarea citorva clase de
functii. Vom studia acum aceste metode.

In multe cazuri introducerea unei noi variabile de integrare
ne permite si reducem calcularea integralei date la calcularea unei
integrale din tabel, adici se poate trece la o integrare directa sau a
unei integrale, care se poate calcula prin una din metodele deja
cunoscute. Acecasti metodd se numeste metoda substitufiei sau
metoda schimbdrii de variabild, care se bazeaza pe derivarea
functiei compuse.

' Teorema 1. Fie functia x=¢(t) monotona si derivabili pe
domeniul D si fie V multimea de valori ale functiei ¢, pe care e
definitd functia f. Daci pe multimea V functia f(x) admite
primitivé, atunci pe multimea D e valabila formula

[£ (e = [£(ole))- ¢ (e)ar )

Demonstratie. Fie F(x) primitiva functiei f(x) pe V, adica
_[ Flx)dx = IF (x)dx=F(x)+C. In virtutea derivarii functiei
compuse F (qo(t)) pe D, avem

N =F(x)-x = 7(x)- 5 = 1(pl0)- ().
Deci I Flo)e' ()t = Flp()+C.
Deoarece F ( ()) x) avem jf (x)dx = J-f (o)) ¢'(t)dr

§i teorema este demonstrata.

Formula (1) se numeste formula schimbdrii de variabild
Tntr-o integrald nedefinita.

fnlocuind, dupa formula (1), variabila de integrare x din

If(x)dx cu o functie de £: x=g(t), vom reduce calcularea
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integralei I f{x)dx la calcularea integralei J Fl@()o’(t)dr . Dupi
calcularea acestei integrale trebuie si revenim din nou la variabila
x, inlocuind variabila ¢ prin functia @' (x), care existd numai in
cazul cind x = @(r) este monotond pe D (vezi ipoteza teoremei 1).

Schimbarea de variabild in integrala nedefinita se face mai
des dupa formula (1), cititd de la dreapta la stinga, adicd scrisa in

forma

I (cp(x (x)dx = I Fle)dr
unde ¢ = @(x). In acest caz functia @(x), luata drept noua variabild
t, trebuie si fie de aga naturi, ca functia ei inversd x= w"l(t) 1
satisfaci ipoteza teoremei 1.

Consecinjd. jf(ax +b)dx = —I—F(ax +b)+C, unde F(1)
a

este o primitivi a functiei f{¢) si a #0, aeR, beR.

S& notdm cd alegerea reusitd a substitutiei® prezintd, de
obicei, dificultati. Pentru fnvingerea lor e necesard deprinderea
buni a tehnicii derivirni, cunoagterea perfectd a integralelor din
tabel si posibilitatea de a aprecia ce ne va da fiecare substitutie In
parte.

Exemple. Sa se calculeze integraiele date.

I\/az——x2dx, a>0, |x <a.

I . nr
Facem substitufia: x=asint, te|——,—1, care cste 0
212
functie monotond crescétoare (pentru existenta functiei inverse

T R
t =arcsin— ) si derivabild pe | ——,—|. Deci
a 2°2

“at -2t m\/a2 —a’sin?t =|a|\/coszr =|a]-|cost|:acost
deoarece a>0 si cost>0 pentru orice te [—g,—g} Folosind

formula (1), avem
287




X = asint
jva? — x? dx =|dx = acostdt

a>0te [—E,E
2 2]

=q?° ICOSz tdt = a J-1+—Czos-2

2 2

=%(t+sintcost)+c =%—[I+sint\/lmsin2t)+c=

i 2 2 ) 2

a X X X a . X xya
‘ =—| arcsin— +—- 1——2 +C=—arcsin—+— =
! 2 a a a 2 a 2

| =é—( 2arcsin£+x\)a2—~x2]+c.

a
2 h= 52—

- ,axl+bx+c20, az0.
ax” +bx+c

i ) Avem

b ¢ b 2
ax* +bx+c =a(x2 +—x+—-J=¢{x2 42 x—F———
a a

Facem substitutia x+—b— =t,deunde x=1t —-i ]
2a 2a
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dt = —‘f;-( _[dt + jcos 2tdt)=

2 2
= %[w J'd(lzsin 2:}] = %(r +—;-sin 2t]+ C=

2a  4a* Ia—i.

| ( b]z dac —b? ( b)’ b - dac
! =4q|]x+—| +—————|[=q|]| x+—— ] o
2a 4a’ 2a 4’

|

= [acost - acostdt =

+C =

a

Notim (—;Az)zikz, unde semnul "+" se ia dac3 expresia
a
notatd este pozitivd, adicd A <0, ceea ce Inseamnd cd trinomul
patrat are radicini complexe. Semnul "—" se ia cdnd expresia este
negativa, adicdA A>0, ceea ce inseamnd cd trinomul pétrat are
radicini reale. Dacd insa trinomul pétrat are radécini reale duble,
-4)
7 =0

4a
Folosind formula (1), obtinem

atunci A=03i k=

b
x+—=1
dx 24 b| 1 d
¢
I = = = ——] = -— — .
=] sy 1 [ 2a oy
a(x+2——J tk dx =dt
a _

Prin urmare,

a) daci trinomul pitrat ax® +bx+c are ridicini complexe, atunci
integrala
1 dt
h==f7—
a‘t +k
se reduce la formula (14) din tabei;
b) daci trinomul patrat are ridicini reale distincte, atunci integrala
1 dt
Lh=—|—7
a‘t -k
se reduce la formula (15) din tabel;
c¢) daca trinomul patrat are radicini reale duble, atunci integrala

1pdr 1 ¢,
I‘ = E ?2— = E .[f dt
se reduce la formula (3) din tabel.

dx

Iw}axz +bx+c

Cu ajutorul transformdrilor aplicate in exemplul precedent,
obtfinem urmitoarele:

3. I,= ,ax +bx+¢>0, a 20,
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dacd a>0

S rdveed
vt

Prin urmare,

dacd a<0.

a) dacd trinomul pétrat ax’ +bx+c are radicini complexe (A <0}
§i a >0, atunci integrala

f=
J— I\h 24 k?
se reduce la formuia (17) din tabel;

b) dacd trinomul pitrat ax® +bx+c are radacini reale distincte,
atunci

-

1= j \/— dacd a >0 si deci integrala se reduce la
formula (18) dm tabel;
7, =

T I F dacd a <0 si deci integrala se reduce
—I

la formula (16) din tabel.
Mx+ N

4. I, = |——————

3 Iaxz +bx+c

Cu ajutorul transformdrilor din exemplul 2 de mai sus,
aplicind formula (1), obtinem

dx, ax2+bx+c¢0, a#0.

b
x+—=t
2a
ro= [N Lp (e Nds | b
ax* +bx+c a[ b)2+k2 T 24|
2a
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B e R

P
7. -
3 'Ai
s
5

-

[r—£)+N
_J- sim [M_[ tdt [N——@)J dt ]
2 k2 a 21k? 2a )71 +k*
Cercetdm urmétoarele cazuri:

a} dacd trinomul pétrat ax® +bx+c are ridicini complexe, atunci
integrala

I3=%[‘Mj‘d(—;—ln(t2+k2)) (N—-——-—)Iz ]—
=l[_"211n(;2+k J+ (N——]IZ ]

a
se reduce la formula (14) din tabel,

b) dacd trinomul patrat ax® +bx+c are ridicini reale distincte,
atunci integrala

nu 2 2 Mb at
A Oy P B VAL [ S
b a[z nl l ( 20)112—-13]

se reduce la formula (15) din tabel;

¢) dacd trinomul pétrat ax’ +bx+c are radicini reale duble,
atunci £ =0 si integrala

1 tdt Mb dt
L=—M +| N—— =
3 a[ jt2+0 ( 20)'[1‘2+0:|

= l[M Inje] + [N --—"-@-J It“zdt} :
a 2a

se reduce la formula (3) din tabel.
Mx+ N
o= frm—

Vax® +bx+c

Substitufia ax> +bx+c=t reduce aceasti integrald la
integrala 7, din exemplul 3 de mai sus si formula (3) din tabel.

ntr-adevar,

dx, ax*+bx+c>0, a#0.
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M Mb
/- [ MxtN |a.x2+bx+c IJ r2a(2ax+b)—E+Ndx_
* \hvr2 +bx+c (2ax+b)dx d 1.{(1).’2 +bx+c

J
(2ax+b)dx (N__]J' _
2" ax +bx+c w./ax +bx+c

2a-[ ( -

1
:M—j't 2dt+(N—
2a

J '[\f ax* +bx+c
Mb) J- dx
vax? +bx+c
La calcularea primei integrale aplicdm formula (3) din tabel,

iar integrala a doua este o integrala de tipul /, din exemplul 3 de

mai sus.
Prin urmare,

M g Mb dx
I4 . ax +bx+C+[N——2—a—]“.-—mm—c.

2a

dx
2 a0
vxt+a?
Facem substitutia vx* +a® +x=t¢, de unde

[ 2 2
dr:( X +1]dx=x+ x“+a dx
X a

dx=1

‘+a’ Vi +a? Vil +d?
. dat dx C
Prin urmare, — =—— si deci
t Jx'+a?

IL= jE = ln|t| +C= in(x+w/x2 +a’ J+C , ceea ce
Vxl+a? I
demeonstreazi formula 17 din tabel.

. ) dx
Similar, pentru integrala j—, a#0, IxI>lal, ficind
v x* —a?
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substitutia ¥ x* —a* +x =1, obtinem % & .
if-’-=1n|r|+c=1n

Prin urmare,
dx
I——=I x+4x’—a’|+C,
vx®—a® t

ceea ce demonstreaza formula (18) din tabel.

I__?'x___
X2+ xt

Avem

Lo AU R Tt

V1+x?

x
Trecem acum la cea de-a doua metodd traditionaldi de
calculare a integralelor nedefinite §i anume la integrarea prin parti.
Aceastd metodi este bazata pe utilizarea formulei de derivare (sau
diferentiere) a produsului a doud functii.
Teorema 2. Fie functiile «=u(x) si v=1v(x) derivabile pe
domeniul D si fie c¢a functia «#’v posedi primitivd pe acest do-
meniu. Atunci functia uv’ de asemenea poseda primitiva pe D i

Iudv =uv— |vdu (2)

sau Iu(x)v'(x)dx =1(x) v{x)— I () a(x)dx .
Demonstragie. Din egalitatea

d(uv)=vdu +udv

rezultd relatia udv =d(uv)—vdu .
in baza proprietatii 4 din 4.1.1, avem

Iudv = J.d (ev)— Ivdu .

I Zm aix———

+C.

293




Integrala  din  partea  dreaptd  existi, deoarece
_[d (v} = J'(uv)’dx=uv+C (a se consulta proprietatea 3 din 4.1.1),
iar |vdu existd conform ipotezei teoremei: functia vu’ posedi
primitivi pe D.
‘ Prin urmare, integrala Iudv existi si

J-udv =uv— |vdu
sau, intrucit du =u'dx si dv =v'dx, obtinem
Iuv'dx =uv— |vi'dx .

Teorema este demonstrata.
Formula (2) se numeste formula integrdrii prin pdrti.

Aceastd formuld reduce calcularea integralei Iudv la calcularea
integralei Ivdu , care poate fi mai simpla.
Considerim urmitoarele exemple.

Exemplul 8. S se calculeze integrala Ix-e‘dx.

Notim wu=x §i dv=e'dxr, de unde du=dx si

V= Ie’dx =e". i
Prin urmare, folosind formula (2), obtinem
xX=u
. du=dx i :
If%x= Cde=dv 15WT Ivdu =xe' - Ie dx=
v= J e'de=¢"

=xe* —e" +C=e"(x-1)+C.
Observam ¢d dacd am fi notat u=e* si dv=xdx, si deci

x2

du=edx, v= dex=7, am fi obtinut
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u=e*

du = e*dx
j’xexdx:[g:‘-@=xdx.__dv =uv—[vdu =

u dv 5

X

v="—

2

2 2 2

=x—-e"—"-x—e”(,br:x—-e"—l xPedx .

2 2 2 2

Prin urmare, calcularea integralei inijiale se reduce la
calcularea integralei Ixze"dx, care este cu mult mai complicati
decit cea initiala.

Notd. 1. Nu orice alegere a functiilor u = u(x) si v=v(x) reduce

integrala initial3 la o integrald mai simpla.
2. In procesul integrarii prin parti notim dv = g(x)dx §i obfinem

v= I g{x)dx (in cazul de mai sus am avut dv=e"dx §i v= Ie’dx sau

dv=xdx si v=|xdx). Aici constanta C se consider# inlotdeauna egal

cu zero, deoarece pentru rezolvarea problemei este suficientd o singurd
primitivi, iar in rezultatul final pentru a avea intreaga familie de primitive

se include constanta aditivid C .
Exemplul 9. 8a calculam I\f a® —x*dx cu ajutorul formulei

(2) a integrarii prin piir{i, cu toate ¢ mai sus (exemplul 1) aceasta
integrald a fost calculatd deja cu ajutorul formulei (1) a metodei

substitutiei.
u=+a®*-x*
Xxdx
2_ .2 du-————z
Deci I = j a —x"dx= \h;z—x =nv— fvdu=
u dv dx=dv
y= Idx=x
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—x\,:—j‘i——de xm— Ia ad il dx=

=x\/a2 -x* - J-\fa2 ~xldx+a’

. X
=x-\/a2 —-xt- _Naz —x’dx+a’arcsin=+C.
a

Aict am folosit formula (16) din tabel.

Prin urmare, /
I:(azarcsin£+x1}a2—sz—I+C,adic5
a
2I=(azarcsin—)£+x-\1a2—x2J+C,
a
L
de unde I—J.'Ja -xldx= (a arcsin>+ xya® —x ]+CI.
a

Exemplul 10. Uneori formula (2) ca, de altfel, i formula (1),
se aplicd de mai multe ori mai ales In formule recurente.

Fie Inz Im’

Dacd n=1, atunci I, = J-_Z?
X+

neN, k#0.

coincide cu formula 14

din tabel.
Fie n>1. Avem

/ :I dx k? _Lj-!x +k2!-x
! (x +k2)n (x +k y'

i _I x*dx .._1__] _J'_xz;dx
e J(x2+k2)"‘] -(x2+k2r T e (x2+k2)" .

2

R
x

[
J(x +k2}

Vom arita ca integrala I se reduce la o integrald

xdx
(x2 +k? T
de forma /,_, . Intr-adevir,

29 :

dx "

i xtdx ( x-xdx
J

e rrr) (2442
Notdm u=x §i dv= xdx , de unde du =dx §i
(x +k )
" 2+ k=1 @
= [ =|dt=2xdx|= dt =
’ J-(x2+k2)” x;x=21dr 2 " 2It g
2
1 1 1 1

=§“ l-n —2(1-;1);”_1 B 2(1—7:)'()62_'_,62)"l '

Aptlicind formula (2}, obtinem
2

jm=uv—jvdu -—n) ( N y -

_I 1 X ‘
201-r) (2 +kT RN O 2n 2 '
Prin urmare,

R Y P S B
" k2 not 2(1 _n)(x2 + kz)q_l 2n-2 n-l
112n-3 X
=— | —=.F .+ 3
K2l2n-2 "7 2(:1—1)(x2+k2)'_1

Formulele de forma (3) se numesc formule recurente.
S3 aplicam formula recurentd (3) la calcularea integralei

dx
'[(xz +1)3 .

Avern I (x2+1) 1{3 J (xzdfl)z +4(x2x+1)2}:
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=E[ljdx N N
4127 x% +1 2(x2+1) 4(x2+1J2—

X
8x* +1) v afx? +1)

Exemplut 11. Fie Ie" cosxdx. Notam e* =u; i

+C.

=—arctgx+
8 &

cosxdx = dv; . Atunci du; = e*dx si v; = [cosxdx = sinx .

Deci
x_
duy, =e*dx
X _ 3 x - X,
Ie cosxdx = =UV —Iv duy =e smx—Ie sinxdx =
O AdY il 1494
PR cosxdx=dv e
I i 1 uy  dvy
v, =sinx
X _
e =u,
du, = e"dx X
—_— — x M
=], =e sinx-— uzvz—Jvzduz =g sinx-—
sin xdx = dv,
v, ==—Cc0Sx

—(—e’cosx+ e’ cosxdx)= e*(sin x +cos x)— J-e‘ cosxdx+C .

Prin urmare, J-e‘ cos xdx = e* (sin x+cos x)— Ie” cosxdx+C,

de unde 2 je* cos xdx = ™ (sin x +cos x}+ C,
adicd J'e‘cosxdx=—;—ex(sinx+cosx)+cl.
Similar pot fi calculate integralele de forma
1, = [e* cosbxdx = e (bsmi:x+;zcosbx)+c ’
a’ +b
I, = e sinbxdy =S (“S‘“fx"f°°5bx) +C.
a +b
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Nord. Metoda integrérii prin pr(i este unica metodi la calcularea
urmitoarelor integrale, pe care le vom fmpérti In trei categorii.
1. Integrale in care functia de sub integrald contine ca factor una din
urmitoarele functii elementare de bazi: Inx, arcsinx, arccosx,
arctgx, arccigx la puterea n=123.... Pentru a calcula aceste

integrate se folosegte formula (2) de # orni (n=1,2,3...), considerind
de fiecare data in calitate de functia u = u(x) functia respectivd. De

exemplu, pentru a calcula Iarctgxdx, se utilizeazi formula (2} o data

punidnd u = arctgx (dv =dx), iar pentru a calcula j(lnx)3 x7dx se
utilizeazi formula (2) de trei ori punind pe rind u = (ln x]3,
Uy =(lnx]2 §iuy=Inx.

2. Integrale de forma Ix” -e*dx, |x"-cosxdx, Ix" -sinxdx, ne N .

 Aici de asemenea folosim formula (2) de a ori, notdnd de fiecare datd

n-l

succesiv uy =x", uy =x"7 , .., u, =x.
3. Integrale de forma Ie"" cosbxdx, IE'" sin bxdx, Isin(ln x)dx,

Icos(ln x)de. Notdnd fiecare din integralele acestea prin I i

utilizdnd de doud ori succesiv formula (2), obfinem o ecuatte liniara in
raport cu [ . Rezolvind-o, cipiiam valoarea integralei respective (a se
consulta ex. 11 de mai sus),

4.1.3. Integrarea functiilor rationale

in 3.2.2 am constatat ¢ orice functie rationald neregulata
poate fi reprezentatd sub forma de suma a unui polinom (citul de la
impartirea numiritorului la numitor) $i a unei functii rationale
regulate. Prin urmare, integrarea functiilor rationale neregulate se
reduce la integrarea unui polinom, care este o integrare directd (a
se consulta ex. 9 din 4.1.1) si a unei functii rationale regulate. Pe
de altd parte tot acolo (3.2.2), s-a demonstrat ci orice functie
rationald regulatd poate fi reprezentatd sub formd de sumi a
functiilor rationale simple de tipul 1-4 (a se vedea formula 6 din
3.2.2). Prin urmare, integrarea functiilor rafionale regulate se
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. . -7 . . -~
reduce la integrarea functiilor rationale simple. Deci ne ocupam de
integrarea functiilor rationale simple de tipul i-4.

L. | A =l 47 =a ﬂ_A1n|:|+C=A|n|x-a|+c
x—a dx=dt
(formula 4 din tabel).
A x—a=t
9. _ 2 = =A -—_A trdr =
J.(x—a)k dx=d I
i A
=A--—-——-—!;-1—+C= - 1k1+C,k=2,3,....
(1-k)t*~ I-k (x—a)~
Aici am folosit formula 3 dia tabel.
3 [N, A= p2-ag<o.
x“+px+gq

Intrucét trinomul pétrat are radicini complexe, atunci
conform ex. 4, a) din 4.1.2, avem
[ Mx+N o= | (Mx+ N )dx _t (Mx+ N )dx

_= Jx2+px+q J(x+_]3}2+q_fi J(x+£]2+(_a)

2 4 2 4
| x+§—t
i P M(t_%]+N tdt
i o N o e il pees
dy = dt 24k 12 +k
k2="85 ¢
’ 4

| Mp d | Mpil t
| +(N—TJIW—MI£1[EIH(I +k ) + N—T Earctg;—

M
=—2~~ln(t2 +k2)+(N——1%’-)%arctg%+C :%ln(x?‘ +px+q)+
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P

x+p

(vt

2N -Mp 2x+p

arct +C.
J4g-p? " g\/4q— p’

=£ln(x + px+q)

4. _ﬂf_&__dx, Azpz

(x2 + px+ qr
Facem substitutia x> + px+¢=t, de unde dr = (2x+ pdx .
Deci

—4g<0, m=23...

M Mp
—(2x+p)-—=+N
J- Mx+ N dx=f2 2 dx =

(x2 + px+q)m (.Jt:2 + ,wc+q)'i
M (2x+p) & { MpJ dx
2 '[(x +ch+q)"l I(x +px+qy

Observdm ca

2 _
(2x+p) 'dx=x +px+q—txl= i{—:-=jt"”dt:
(x2 + px+ ‘IT dt = (2x+ p)d !
t—m-!-l I
= +C = —+C,
I—m (l—m)(x2+px+qy
) ( dx ( dx
h ! =) =
(x2+px+q)m

2 2 ™
x,,zJ L4a-p
2 4
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x+g=t

dt
= dx=dt = f[—2—=1,
k2=4€’;P2> I(f2+k2y"

(a se consulta formula recurenti a ex. 10 din 4.1.2).

Prin urmare,
- +(N—&)'Im,
3 2

¢ Mx+N _ M
I o2 n T N 2
(x +px+q)' 2( m)(x +px+gq
adicd integrarea functiilor simple de tipul IV se reduce la formula
recurenti a ex. 10 din 4.1.2, adici la formula

4 2m-3 2x+p
J Im = 3 . m—l.+ - ; - ,
L 4q-p" | 2m=-2 am—1)e +k2)"
)
undet=x+£,k2=i‘_}_4i'

Asadar, am stabilit ci integrarea unei functit rationale se
reduce la integrarea unui polinom gi a unui numdr finit de functii
rationale simple de tipul 1-4, integralele cidrora se exprimi prin
functii rationale, logaritmi i arctangente. Cu alte cuvinte, orice
functie rafionald se integreaza in functii elementare.

Exemplu I. Sa se calculeze integrala

i» I_J-2x5+x4+3xs+3x2+x+l

x4+ x? .
Observim ci functia de sub integrali este o functie rationald
| neregulati. Mai inti o transform&m intr-o functic rationala
regulatd. Pentru aceasta impartim numdritorul Ia numitor:

2 4+xt 43 43x? x4l x4

1 25’ +2x° 2x + 1

| x +x°  +3x% +x +]
+x2

X +2x? +x o+l
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3 2
x+2x+x+1
—_— =(2x+1)+fifx).
X +Xx

Dezvoltdm functia rationala regulatd f)(x) in functii rationale
simple:

Deci f(x)=(2x+1)+

X42x>+x+1 A B Mx+N )
21 p j L S i : (n
xlxc+1 x x x +1
Constantele A,B,M si N se determind folosind metodele
tradifionale: metoda coeficientilor nedeterminati san metoda

valorilor intermediare (a se consulta 3.2.2).
Vom folosi aici un procedeu netraditional: Tnmultim ambele

parti ale identitatii (1) cu x2. Obtinem identitatea
3 2 2

+2x" +x+1
al f ol =Ax+B+———-(Mx:'N)x .
ix +1i x°+1

Pentru x=0, avem

1=0+B+0,adica B=1.

Deci (1) are forma
x3+2x2+x+l_A 1 Mx+N
x*x? +1 x x* x4+l

S+ +x+l 1 A Mx+N

*

de unde —_— +
. xzixzﬂi 2 x xt+1

A2+ x+1-x2 =1 _A Mx+N

sau

xz(x2+l) —; 2+t
adici x(x2+x+l)_ﬂ+Mx+N
x2(x2+lT_x x2+1

Am obtinut identitatea
2
x+x+1 A Mx+N
5 =—+— . @
xix +1i X xt+1 .
Inmultim ambele parti ale identitdtii (2) cu x si obtinem
identitatea
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x2+x+l_ (M.I-I-N)x
) R
Daca considerim x=0, avem
I=A+0,adica A=1.
Deci (2) are forma

x*+x+1 1 Mx+N

2 =2t '
xx”+1) x x*+1

de unde X*+x+1 1 Mx+N
) x‘xz-ﬂj x x4+l

x2+x+l—x2—1_Mx+N
: x(x2+l) 2+l
1 . o 1 Mx+ N

; - adicd 7 = .

' x“+1  x“+1
Prin urmare, M =0 §i N =1.

sau

Agsadar, f(x)=2x+1+l+-1—2~+ 21 .
X X +1

Integrind ambele pérti si folosind proprietatile 4 si 5 ale
integralei nedefinite i formulele 2, 3, 4, si 14 din tabel, obtinem

I= If(x)dx=x2+x+ln|x[—i+arctgx+C.
x

1 : Asadar, integrala nedefinitdi a functiei rationale poate fi
_ calculatid intotdeauna dezvoltind functia de sub integral# in functii

i rationale simple de tipul 1-4. Insa uneori ¢ mai bine de utilizat alte
i 2

3 . X .

metode. Spre exemplu, integrala J.—I——ldx & mai usor de calculat
f X+

utilizind substitutia x'+1=¢, de unde dr=3x2dx, adica

xzdx=%dt. Deci

2
ng d 1 ¢dt l
x+1 37t 3

ln|r[+C' =%ln|x3 +1|+C.
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Se vede usor cd dezvoltarea functiei rationale regulate

2 2
X X

x3+1=(x+])(x2—x+]
x? A + Mx+N

241 x+l xP—x+1’
de unde cu ajutorul metodei coeficientilor nedeterminati obtinem

A:l, M =z, N=—--1- si, prin urmare,
3 3 3

J_.iz_dx=.], [ 1 r(2x—1)dx:
2 +1 3 x+1 3Jx2—x+l

forma
) are

:iln‘x+l|+iln(x2 —x+l)+C =
3 3
=—:1;1n](,vc+l)(,vc2 —x+1]+C=-;-ln]x3 +l|+C.

4.1.4, Integrarea unor expresii ce confin funcfil trigonometrice

In paragraful precedent am studiat integrarea functiilor
rationale, adica a functiilor algebrice. In acest paragraf vom studia
integralele unor clase de funcfii nealgebrice, in primul rind
trigonometrice.

Vom introduce in prealabil notatia R(u,v) pentru functia
rationald de doud variabile u §i v, adicd pentru functia, ce poate fi
obtinutd din doui variabile u si v, si din citeva constante printr-
un numir finit de operatii de adunare, scadere, inmultire si
Tmpartire. Considerim wu=sinx, v=cosx si functia de sub
integrali de forma f(x)= R{sin x,cos x). Vom ariita ci cu ajutorul

unei substitufii integrala j f (x)dx se reduce la o integrali de la o

functie rationald (sau, cum se mai spune, poate fi rationalizatd) si
apoi aceastd integrald se calculeazd wtilizind metodele din
paragraful precedent.
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Fie IR(Sin x.cos x)x, unde R este o functie rationali de
doui variabile #=sinx §i v=cosx. Aceastd integrald poate fi

. . " . . .. X
rationalizati cu ajutorul substitutiei ¢ = tgz , — X< x< 7, de unde

2dr
1+22°

x=2arctgf si dx=

Intr-adevir,

. XX x
x r  x 25m5 COSE 2tg§ 2%
sinx=si{2-5]=23in§cos—= = =

2
cosz'ﬁr+sin2£ 1+tg2£ 1+
2 2
s COSx=COS(2'£]=0082£—Sin2£=
2 2 2
cosz—{i—sinzﬁ 1-tg2 X
_ 2 2___Bo 11

2
cos?Z4sin?>  141g2% 1H2
2 2 2
Prin urmare,
Risin x,cosx R dt = R, (z)dr
'[ Jix = I(Hr? 1+17 J 1+1¢ I (e,

unde R, (t) este o funcfie rationala in raport cu r .

Substitutia considerati permite si se integreze orice functie
de forma R(sinx,cosx). Din aceasti cauzi ea este numitd
substitufie trigonometricd universald. Insd in unele cazuri concrete

- ' . X N - .
substitutia universala ¢ = tga este insolitd de calcule anevoioase.

De aceea ,vom considera in continuare unele substitutii particulare,
care In cazuri concrete ne conduc la rezultat pe cii mai rationale.
. Substitutia sinx=t. Aceastd substitutie poate fi folositi la

calcularea integralelor de forma IR(sinx)COSxdx, unde

functia rationald R{sinx) depinde numai de sin x . fn acest caz,
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IR(sin x)cos xdx =

sinx = d-‘-l IR t)dt
=CO0s

2. Substitutia coOsx=t poate fi folositd la rationalizarea

integralelor de forma jR(cos x)sin xdx , unde funciia rationald
R{cos x) depinde numai de cosx. In acest caz,

cosx=s ,‘:“ (R

dt = —sin xd.
3. Substitutia tgx=1 poate fi utilizata la calcularea integralelor

IR(cos x)sin xdx =

de forma IR(tgx)dx, unde functia rationald R{tgx) depinde

numai de 1gx . In acest caz,

tgx=t )
dx =|x =arctgt|= |Rlt)-
IR(tgx) x =|x = arctgt I () e

A= a‘12
1+1¢

unde R, (¢) este o functie rafional in raport cu .

= [R,(ar,

4. Daca functia de sub integrala are forma R(sin x,cos x), in care

sinx §i cosx intrd numai la puteri pare, se aplicd aceeagi
substitutie ca in cazul precedent, adicd tgx=?, deoarece

sin? x i cos” x se exprima rational prin tgx :

1 . 1 t?
cos®x= 12 =, sinx=1- 2x= 7= 7
I+tg“x  1+1¢ 1417 1+1
dt
si dx = 5
1+¢
Deci IR(sin m x,cos™" x)dx =

1
—J {1+IJ 1+t2y' 1417 _J'R(t)dt

unde R,(t) este o functie rationali in raport cu ¢ i m, neZ.
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5. Fie jsin”' xcos” xdx ,

a) daci cel putin unul din numerele intregi m si n este impar,
de exemplu, pentru fixarea ideilor, admitem n=2p+1,
unde peZ, atunci

jsin’" xcos" xdx = _[sin"' x-cos? x-cosx-dx=

sinx=¢ B
dt = cosxdx
= jt'” -(1—[2)p -dt = jR(t)a't,

unde R(r) este o functie rational3 n raport cu ¢

b) numerele m, ne Z si ambele sunt pare si nenegative. Fic
m=2p,n=2g,unde p, ge N.

Atunci JsinZP xcos™ xdx = I(sinz x)" -(c:os2 x)qu =

_ f(1-cos2x\" (1+cos2x 1 » v
_J( > J ( 3 Jm:z—pgj(l—cosh) ~(1+cos2x)"dx .

Ridicind la putere §i deschizénd parantezele, obtinem
termeni, care confin cos2x la puteri pare si impare. Termenii cu
] puteri impare se integreazi conform cazului a) de mai sus,
considerind m =0. Exponentii puterilor pare se vor micsora din
I+cosdx

. .2 Y
= sm"'x-(l—-sm x) -cos xdx =

L - nou dupi formula cos® 2x = . Continuénd in asa fel, vom

) ajunge la termeni de forma coskx , k€ N, care se integreazi direct
I folosind proprietatea 7 i formula 7 din tabel (vezi 4.1.1);

. ¢} daci cel putin unul din numerele intregi pare m=2p si n=2q
este negativ, atunci substitutia tgx=1r, reduce integrala

% Isin” xcos® xdx, p,qeZ la integrarea functiilor

. y t .
rafionale. Intr-adevar, avem x= arctgt, dx= L
| 1+t
12
‘ cos’ x= 7 sinx=1-cos’x = 5
141 I+t
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Prin urmare,

| (sinz x)p (cos2 x)‘7 dx=|

P
I dt
1+1° (I +1° )q
unde R{r) este o functie rationald in raport cu .
Notd. 1. in cazurile 3, 4 §i 5 ¢) poate fi utilizatd i substitutia

ctg x = t, adicAx = arcctg 1.
2. Cazul 5 ¢) poate fi generalizat astfel: substitutia tgx =1 (sau

clge=r) poate fi utilizatdi §i in cazul cAnd me R, neR i

m+n=-2k,unde ke N.
Vom considera un exemplu de acest fel.

—dt = [R{t)d1,

)
cos” x
dx -

Si se calculeze integrala J-“i —
sin” x

Avem m=—~§, n:E s m+n=—é=—-2_
3 3 3

Deci
3 tgx=1 :COSZX= = i 3 d
cos“x ! 14
I3 3 dx=| x = arctgr | 1:}‘ =-|-1 1'2‘ 4.] 7=
s x dx dt :Sinzx__: o t +1i
= -
T4el 1+1 \ 141£2
L SRy 3 31 301
= [—— =[r 3dt= +C=-2—34C=2-2———+C=
8 2 J.t 5
g 1 _% 5 3 5 3fig'x

6. Examinam in incheiere integralele de forma _{cosmxcos nxdx ,

Isin mxsin nxdx _[sin mxcosnxdx, meR, neR. Considerdim

urmitoarele formule din trigonometrie
cos{m + #)X = COS MXxCOS nx —~ Sin mxsin nx,

cos(m —n)x = cos mxcos nx + sin mxsin nx,
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sin(m + n)x = sin mxcos nx +cos mxsin nx,

sin (m - n)x = §in Mx oS Ax —COS MXSin nx .

Adunind parte cu parte primele doua egalitati si impértind la
doi; scizind parte cu parte primele doud egalititi gi impartind la
doi si, adunind parte cu parte ultimele doud egalitéti si impartind la

doi, obtinem urmitoarele formule:

COS MXCOS X = %[cos(m +n)x+cos(m—n)x],
sinmxsin nx =-;—[cos(m ~n)x —cos(m+n)x],

sinmxcosnx = —;—[sin(m +n)x+ sin(m—n)x].
Prin urmare,

a) |cosmxcosnxdx = % “cos(m +n)xdx+ |cos(m -—n)xdr]=

_ l[sm(m +n)x + sin(m - n)x]+ C:

2 m+n m—-n
b) |sinmxsinnxdx =l[sm(m—n)x - Sln('"M‘n)x}+C;
m-n m+n
¢) [sinmxcos nxds =_l[cos(m+n)x+ cos(m—n)xj|+c;
2 m+n m-n

dacd m £n #0, adicd m # #n, meR, ner.
Daci insd m=%n $i n#0, avem

a) lcosnx-cosnxdx= j‘cos2 nxdx = Il—t-c—c;z—nﬁdx=
=ix+i-sznx+C=-1-x+—1—-sin2nx+C;
2 2 2n 2 4n
b) + Isinz nxdx:ij-l;de=i lx—i-sin2nx +C;
' 2 2 4n
. . disi +1 .
c) Ismnxcosnxdx=i smnx-—(—sgl-ﬁ)=2—l-sm2nx+C.
n n
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Dacad m =n=0, atunci integralele respective sunt egale cu
a) Jl-l-dx=x+C,
b) f0-0-dx=0+C=C,
¢) [0-1-dx=0+C=C.

4.1.5. Integrarea unor clase de functii irafionale

n acest paragraf vom considera unele functii irationale,
integralele cirora prin intermediul unor substitutii se readuc la
integrale de la functii rationale, si, prin urmare, integralele de acest
fel, fiind rationalizate, pot fi calculate.

41 L] Ty
1. e I=[R x,[a“b) ,[“’H‘b] ,...,[a“bJ dx,
cx+d cx+d cx+d

unde. R este o functie rafionald in raport cu argumentele
x[ax+b T (ax+b\? (ax+b
\ex+d) \ex+d cx+d

£
] , humerele

b
g1z ad ~bec #0. Conditia

ns¥y,...t; sunt raionale $i

a b
d '=0, adicd ad =bc, Inseamnd ci numerele reale a i
(o4
b sunt proportionale numerelor reale ¢ s§i d. Deci
. +b .
ax+b=tlcx+d), adici B0 =y gi  parametrul
cx+d

a . . N
t =—=const nu depinde de x. Prin urmare, in acest caz

c _

a b

[ c d
in raport cu x §i integrala de la aceastd functie poate fi deja
calculata.

= 0) functia de sub integrala este o functie raionald

N




Notdm prin m numitorul comun al fractilor #,n,.7,.

Atunci r; =&, p,eZ,i=12,.,
m

s simeN.

m

d
,deunde x= este 0

cx+d a—c-t

Facem substitutia ™ =

. . " b
functie rationala in raport cu ¢ . Deci si functia x'(r)= (d——FJ
a—c:

de ascmenea este rationald In raport cu .

Prin urmare,
m m
] J’R a7 -b gD P2 P Cl dr = _[Rl(t)dt*
a—c-t" a-c-t"

unde R, (t) este o functie rationali in raport cu 7 §i py, ps, ..., p.€Z,

meN.,
Integralele de forma

.[Rlx,(ax+b)'i,(ax+b)r2, ,(ax+b)r-‘de |

J‘R(x,xr' X2 xh )dt ,

unde numerele ry, 73, ..., r, sunt numere rationale, sunt cazuri
particulare ale integralei initiale. Deci substitutiile "=ax+b, unde
m este numitorul comun al numerelor rationale ry, r;, ..., 1,
rationalizeaza prima integrald de mai sus, iar substitutia f"=x —pe a
doua.

2. Isz(x,Jm2+bx+chx, ax’ +bx+c>0, a=#0 i

b —~4ac =20 se reduce la integrala unei functii rationale de o
noudi variabili cu ajutorul urmitoarelor substitutii, numite
substitugiile Euler. Observim ci dacd a =0, atunci integrala /
este deja rationalizatd n virtutea cazului precedent. Daca

—

b* —4ac =0, atunci trinomul patrat ax” +bx+c reprezinti un
patrat perfect si / de asemenea e deja rationalizati.
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ax® +bx+c>0 si a>0. Notim

a) Fie

Nax® +bx+c=+Jax+1,

de unde ax® +bx+c=ax® iZ\/Ex-tﬂrz,

adica bx+c=12vax t+1*
t~c

sau x=m=tp(t).

Observim ci functia @(t)este rationali. De asemenea va fi

rationala §i functia go'(t). Prin urmare,

JR(x,\/ax2+bx+c)-dx=
12—(;
= [R b+2J_ y +ﬁ-m+t (e)de = [R,(e)er ,

unde R,(z) este o functie rationala in raport cu ¢ .

b) Fie ax® +bx+c>0 si ¢>0. Notam vax’ +bx+ec=xr+4c.
Awnci  ax® +bx+c=x2£2xt-Jc+c, de  unde

_ +2t4c —b
a—t?

= p(t) este o functie rationala in raport cu .

Prin urmare,

J.R[x,\la.rz +bx+c]dx:~"
_J.R[wmf_ bJ[+2tJ— b +,/_] @([)(II_J-RI(t)dt,

unde R, (t) este o functie rationala in raport cu 1 .

¢) Fie ax? +bx+c>0 si m, n - radacinile reale distincte ale
trinomului pitrat ax* +bx+c. Notdm

\Iax2+bx+c:(x—m)-t. Deci Jalx—m)(x—n)=(x—m}-t,

2

de unde a(x—n)z(x—m)-t .
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B —————

2
} a-n—-m-t e
adica x=————= Q?(t) este o functie rationala.
a—t

Prin urmare,
IR(x vax? +bx+c)dx
1? —m-1? ,
= frj e fan ) g = [

—-t

unde R, () este o functie rationala in raport cu ¢ .
Notd. Observdm c¢A pentru a

I R(x.\faxz +bx+c]dx sunt suficiente doar substitutiile Tntdi si a treia,

rationaliza . integrala

intr-adevar, dacd b?—dac>0, atwnci radicinile trinomului patrat
ax® +bx+c sunt reale §i, prin urmare, e aplicabild substituia 3 a lui
Euler. Daca b®-4ac<0, in acest caz

ax’ +bx+c= %[(2ax+ by + [4ac - ]] $i, prin urmare, semnul
a

trinomului coincide cu semnul lui . Pentru ca -\/axz +bx+c si fie

reala, este necesar ca trinomul ax’ +bx+c si fie pozitiv, adici a>0.
Deci in acest caz e aplicabild substitutia 1 a lui Euler.

Notim ci integrarea functiilor cu ajutorul substitutiilor Euler duce,
de reguld, la expresii complicate gi necesitd transformari cu un volum
mare de lucru, de aceca ele urmeazii a fi aplicate doar in cazul, in care
integrala datd nu poate fi calculatd prin alte metode mai simple.

In Incheiere vom indica o metoda de reducere a integralei

_[ R(xn}m:2 +bx+ c]dx , cu ajutorul substitutiilor trigonometrice,

la o integrald de forma _‘-R, (sint,cost)dr , abordata in paragraful

precedent.
Transformim trinomul pitrat in felul urmétor:
b B B ¢
ax* +bx+c=al x> +2- Xt
2a 4a* 4a* a
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3 b .
Notam x +— =1 . Atunci
2a

2

Vax? +bx+c = lat* + C_Z_

a

Examindm toate cazurile posibile.

bz ) b2 ) e
1. Fie a>0, c——4——>0.N0ta'lm a=m-, c—4—=n . In acest caz
a a
vom avea
f b
IR(x, ax’ +bx+c)dx = JR(I—z—,szt?' +n? )dr =
a
_—-tgz
= IR(———t " ] n2 dz=
dr=—" 24’ COSZ/) mcos” z
mcoszz

=2 _[Rl (sin z,cos z)dz .
m

. b? ) . b .
2. Fie a>0, c——<0. Atunci, notaim a=m?>, x=t—— si
4a 2a
2 b2
c-b—=— —_C =—n2.Prinurmare,
4a 4a

Jax* +bx+c =Jm*? —n?
sil= J.R(x,\fax2 +bx+c)th= IR(t-—?b—,\(mztz —nz}d =
a
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L T |
_ m cosz n sinz ,
= . nt — dz_
dl‘—n smz -P{ m cosz Za] gz] m cos z
m CO Z
n .
- IRl(sm 2,608 2)dz .
m
' ‘ b2 5 b: 4 .
\ 3. Fie a<0 si ¢——>0. Notim a=-m~, ¢——=n" si
da 4a

b .
—-t-—z— Prin urmare, ‘\/ax2+bx+c -\/ng-—mzt2

§i IR(x, ax® +bx+c dx jRI: t-—— \f —mztz]dt=

t="]E"SinZ " b n
= m = JR[(——sin z —-—J,ncos z]-—-—cos zdz =

113
dt = cos zdz m 2a m
1 m

=1 JR; (sin z,cos z)dz .
m

. b N R
4. Dacd a<0 si c—4—<0. atunci vax® +bx+c este un numir
tl

complex pentru orice valoare a lui x, deoarece ax® +bx+c¢ <0.

4.1.6. Exemple de integrale care nit se
exprimd prin functii elementare

in paragrafele precedente s-an studiat clase de functii
elementare, integralele cdrora se exprima prin functii elementare.
Remarcam cd metodele si procedeele de integrare studiate anterior
nu epuizeazi toate clasele de functii elementare integrabile analitic.
In acelasi timp observam ci tehnica integrarii e mai complicata in
comparatie cu tehnica deriviarii (diferentierii). Tn acest caz sunt
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necesare anumite deprinderi i ingeniozitate, care se capéta in urma
rezolvirii unui mare numir de exercifii.

Si mentionim de asemenea c3 in timp ce operatia de
derivare (diferentiere) nu largeste clasa functiilor elementare, in
cazul mtegrarn situatia e alta.

In practlca se intidlnesc functii elementare, integralele carora
nu se exprimd prin functii elementare.

Aceste primitive joacd un rol mare nu numai in analiza
matematicd, ci si In aplicatiile sale. Ele sunt bine studiate, pentru
ele sunt trasate grafice si sunt compuse tabele de valori, ce
faciliteazi utilizarea lor practicd. Vom remarca unele din ele:

1. exponenta integrala: Ei(x I— dx;
2. integrala Buler-Poisson™: ¢(x)= j‘e_‘zdx ;
3. integralele Eresnel™: §(x)= Jsinxzdx, Clx)= J.cosxzdx;

4. sinusul integral: Si(x)= J-sm 2 dx ;
x
5. cosinusul integral: Ci(x)= Jcosxdx;
x
. . . dx
6. logaritmul integral: L:(x) = 1—;
nx

7. sinusul hiperbolic integral: Sh(x J

8. cosinusul hiperbolic integral: Ch{x J.

9. integralele eliptice:

dx
IJ(I—le—kzxz) ,

* Poisson Simeon (1781-1840 — matematician si mecanician francez);
** Fresnel Augustin (1788-1827 — matematician francez)
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I x’dx
Ji-2-x22)
[ dx

Mrne Wi— 2 —k2)

unde e R si O<k <1.

b)

c)

Integrale eliptice cu ajutorul substitutiei x=sing,
0<¢)<%, se reduc la o combinatie liniard a urmitoarelor
integrale ,
IL“’_—, [V1-Ksin? pd si

1}1 —k’sin’ g

( dg
i+ asin? ph1—ksin ¢

. T
unde he R, O<k<l §i O<@< 3 , care se numesc integrale

eliptice de speta 1 §i respectiv de speta 2 §i 3 in forma Legendre
((1752-1833) — matematician francez).

Liouville ((1809-1882) - matematician francez) a
demonstrat ci integralele eliptice nu se exprimi prin functii
elementare.

4.2. Integrala definiti
4.2.1 Integrala definitd. Notiuni fundamentale

Fie segmentul [a,b]. Se numeste diviziune a segmentului
[a,b] o familie finitd de puncte d = (xo, Xy seres xk) din [a,b] astfel
incit
a=xy<x <x<..<x,=bkeN.
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Segmentele [x,-_l,x,-],i=1,2,...,k se numesc segmernte

partiale ale acestei diviziuni, iar cea mai mare dintre lungimile
segmentelor partiale o vom numi pasu! diviziunii 4 si-l vom nota

prin ||dl| sau A. Asadar,
ld|| = A =max(x; - x._, )= max Ax; .

Fie d, = (x5, %00 X, ) 51 dy =(¥g, ¥sery,) doud diviziuni
ale segmentului [a,5]. Se spune ca 4, este mai find decit d, , daca
orice punct al diviziunii d, este gi punct al diviziuni 4,, adici
mulfimea (xu,x,,...,xk) este inclusd Tn multimea (yo,y,,...,ys).
Daci d, este mai fina decit d,, vom scrie d, c d, sau d, O d,.

Prin urmare, prin trecerea la o diviziune mai find, pasul
diviziunii nu creste (se micgoreazi sau rimine acelasi),

Remarcim cd daca "a'2||<||d,", aceasta nu inseamnd ci
d, este mai find decét d,, deoarece diviziunea d, poate fi formata
din segmente partiale mai mici decét ale diviziunii d,, fard ca toate
punctele diviziunii 4, sd apartind diviziunii d,. De exemplu,

1 | 12
d]:(O,E,I) are pasul "d,"=—2— §i dZZ(O,—g,—B—,lJ are pasul

d, =-:1;, insd d, nu este mai find decét d, (punctul —;— al diviziunii

d, nu este punct al diviziunii 4, ).
Diviziunea formati din multimea

(x9s Xy % JU (39, Y10 ¥,
ale cdrei elemente sunt luate Tn ordine strict crescitoare, se

numeste reuniunea diviziunilor d = (xo WX ,...,xk) §1
dy =(¥g, Y10 ¥s) PE [2.b] 5i se noteaza d, Ud,.

Exemplu. Fie d, =(1,Ji,%,¢§,3j si d, =(,v/3,2,3} dous

diviziuni ale segmentului [/, 3]. Atunci

319




d \Ud, =(1,\/5,%,J§,2,J§,3)

Evident ci reuniunea d,Ud, a doud diviziuni este, ca
regula, mai finé decét fiecare din diviziunile d, §i da:

dcdUd,sid,cd Ud,.

Deci [ld, Ud, | <,] si d, Udyf<]d,].

Fie functia f definitd pe [a, b] si d =(x0,x1,...,xk) 0
diviziune oarecare a lui [a,b]. Considerdm un sistem de & puncte
E=(&,&,,....5,) astfel incat:

Xiq ""6 <x1’ (1<l<k)

numit sistem de puncte intermediare asociat diviziunii d.
Expresia de forma

f(‘fl)(xl )+f(fz)(x2—x])+ +f(§k b- xk] Zf

unde Ax; =x; —x;_;, i=12,.,k, se numeste sumd Riemann

(sau sumd integrald) asociatd functiei £ diviziunii d si punctelor
intermediare &), ¢,....5, si o vom nota astfel: o,(f,£) sau o, .
Evident ¢ suma Riemann asociatd functiei f definita pe [a, b)

depinde atit de diviziunea d a lui [«, b], cat si de alegerea punctelor
mtermediare,

Nota ]. Dacd funcia f este pozitivi pe [a,b], atunci suma
Riemann (1826-1866) - matematician german) &, (f,&) reprezinta suma
ariiflor  dreptunghiurifor de baza (x,- - Xi_; )= Ax;  §i indltime
fE)sizk).

Prin urmare, suma Riemann O, aproximeazi aria multimii
punctelor din planul XOY, denumitd trapez curbiliniu

T, ={(x,y)e Rz;anSb,OSySf(x)},

adicd figura delimitatdi de axa OX, graficul functiei f 5i dreptele
x=a,x=b.
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Nota 2. Fie ci un punct material se deplaseazi sub actiunea unei
forte F, oricntate de-a lungul axei OX si care are o mirime variabil3

]F | . Se pune problema de a determina lucrul mecanic A, efectuat
de forta F la deplasarea unei unitdti de masd de-a lungul axei OX din
punctul x=a in punctul x=50, (a < b). Functia f(x) se presupune
continui pe [a,b].

Dacs miarimea forfei F ar fi constantd, atunci lucrul mecanic ar

fi egal, conform definiici, cu produsul dintre marimea fortei §i lungimea
spaiului parcurs. In cazul nostru forta F este o marime variabild §i

procedim astfel. Fie d =(x,,X,,....x, ) o diviziune a segmentului [a.b],
[x,_, %] (i=1,..,k) - segmentele partiale si &, (i=1,..k) - punctele
intermediare de pe aceste segmente. Forta F, care aclioneazd pe
segmentu] partial [x,-_l,x,-], variazi de la un punct la altul. Dar dach
lungimea Ax; a aceslui segment este micd, mirimea ei in punctele
segmentului [xi_l,x,-] difera putin de marimea ei in punctul &, adica
f (f,-), deoarece functia f (x) este continua pe [a,b]. De accea ¢ natural
ca lucrul mecanic A; efectuat de forta F pe [x,-_,,x,-] sd fie considerat

aproximativ egal cu lucrul efectuat pe acest segment de o fortd constantd
de mirimea f{&,), adica

A= FLE) Bx, = FENx —xy ) i=12, k.
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Rationdnd la fel pentru fiecare segment partial, obtinem
valoarea aproximativdi a lucrului mecanic A al fortei F pe intreg

segmentul [a,b]:
4=34,=3 1E)x =0,(1.).

Prin urmare, in cazul acesta suma Riemann O, ( f ,f) a functiei f

asociatd diviziunii  aproximeazi lucrul mecanic efectuat de o forta
variabil’ la deplasarea unui punct material dintr-o pozitie in alta.

Definitia 1. O functie f(x),xela,b] se numeste

integrabild Riemann (sau, simplu, integrabild), daci existd un
numir real I cu proprietatea: oricare ar fi £>0, exista §>0
(numirul &, in genere, depinde de £>0), astfel incit pentru orice

diviziune d = (x4, x,,...,.x,) a segmentului [a,b] cu le] < & si orice
puncte intermediare ¢&;, x, S¢& <x,(1<i<n), are loc
inegalitatea ’o‘d (f.&)-1 [ < £ . Numirul real I se numegte integrald

definitd a functiei f pe segmentul [a,b] si se noteazi J’f f (x}ix (se
citeste "integrala de la a 1a b a lui ef de ics de ics™).

Evident ci numdrul 7, dac3 el existd, depinde numai de
functia f si de segmentul [a,b] si nu depinde nici de modul de
divizare al segmentului [a,b], adicd de diviziunea d, nici de
alegerea punctelor intermediare pe segmentul partial al
diviziunii d. .

Agsadar, integrala definita a functiei f pe segmentul [a,b]
este un numar egal cu limita sumei Riemann, cand pasul diviziunii
d a segmentului [a,b] tinde citre zero:

k
1= [flede=lim > £(& A, = limo, (£.,€).
flake=lim > (6, =limo, (£.4)
In acest caz numerele a §i b se numesc respectiv {imitd
inferioard si limitd superioard de integrare, segmentul [a,b] se
numeste inferval de integrare, functia f(x) se numeste functie de

sub integrald, expresia f(x)dx- expresie de sub integrald, x-

variabild de integrare.
Asadar, integrala definitd a functiei f pe segmentul fixat

[u.b] este un numdr real, unic determinat de f, spre deosebire de
integrala nedefinitd a lui f pe [a.b], care este multimea tuturor
primitivelor lui f pe [a.2].
Reiegind din nota 1 §i nota 2 de mai sus, stabilim
urmétoarele interpretiri ale integralei definite:
|. sensul geometric: integrala definitd a unei functii f nenegative
i continue pe [a,b] este egald cu aria trapezului curbiliniu,
mirginit de graficul functiei f, dreptele x=a, x=>»5 gi axa OX;
2. sensul mecanic al integralei definite: daci punctul material se

deplasecaza sub actiunea unei forte F, orientatd in directia axei
OX, de mirime variabild, ce depinde de abscisa x a punctului

M, adica ]F , = f(x)(functia f se considera continua pe [a,b]),
)
atunci If (x)dx este egald cu lucrul efectuat de forfa F la

deplasarea punctului material M In directia axei OX din
punctul x=ga in punctul x=5.

Vom considera urmétoarele exemple.

Exemplul 1. Fie f(x)=¢, xe[a,b]. Vom arita ci functia f

b
este integrabila pe [a,b] si j flxlx=clb—a)}.

Se observa ca  oricare ar fi diviziunea
d= (xu =a,x,..X,=b) a lui [a,b] si oricare ar fi punctele
intermediare £; asociate acestei diviziuni, avem

n L n
Gd(f*gr):Zf(fi)(xr‘ ~ X )=Zc(xi ~ X )=CZ(J~? ‘“xf-x)'—‘c{b—a)-
i=l i=l i=l

Deci luind I =c(b—a), avem IO’d (f,f)—ll =0<g, oricare
ar fi numirul real pozitiv £.




Prin urmare, conform definitiei 1, functia f(x)=c, x€ [a,b]
b
este integrabila pe [a,b] si j Flxkx=c(b- a).

Exemplul 2. S3 se arate ci functia f(x)=cosx,xe R este

integrabild pe orice segment [a,b]c R si
b
Jcosxdx =sinb—sina.

Fie d=(a=x,, Xy X, =b) 0 diviziune a segmentului
[a.5] si fie & € [x_,,x} (1<i<n) punctele intermediare arbitrare.
Aplicind teorema Lagrange la functia f (x) =sinx pe
fiecare segment partial [x,-_, ,xil. (1<i <n), obtinem punctele
¢; € Ix.,,x,[ astfel incat
sinx; —sinx,_, =(x; ~x,_, Jeosc,, (1Si<n).

Tinind seama de aceste egalititi putem scrie:
]

o, (f€)= (cosé Nx; —x., )= i(x,. —x,_ Ncosc; +cos&, —cose, )=

= il

= S {eose)s—x4)+ Sleos;~cosg)s ~x,)= Ssing —sing._)+

+ % (CO.f,- ~cosgfx —x. )= (sinb—sind+ ﬁ'}(cof,- ~cos¢)x — %), (D)

Aplicind acum teorema Lagrange la functia g(x)=cosx pe
[5' 1 G ](sau [C',',é,-]), Obtinem puncte]e 6!' 13 }':' .C; [ (sau ej e ]C‘- ’:i [)
astfel Tncét
cosé; —cosc; =& —¢;)sing, (1<i<n).
Deci
|cos¢',- —cos c,-’ = I(f,- —¢; Jsin 19,-] < ].{:’I, - Cr’l < |-"s - xi—ll < "d" _
Prin urmare,
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$ cosé; —eose e - j <[S el - i -
i=1 i=

I3 (s 51} = ] ) @

. Din relatiile (1) si (2) rezultd
|los(f,&)~(sinb—sina) =

§ st -cosaln - nafslel b=, 0

£ .
Pentru orice £>0, luim 5(£)=~b—-—, atunci conform
-a

relatiei (3), pentru orice diviziune d, astfel incét [d“ < d(g), avem

|0'd (f,f)—(sinb—sinal<b%a-(b—a)=£.

Aceasta aratd ci functia f (x)zcosx este integrabild pe

b
[a,b]cR si I= fcosxdxzsinb—sina.

Exemplul 3. Si se arate ci functia Dirichlet
1, daci xe
D
O, dacdi xe R-Q
definiti pe [0,1] nu este integrabild pe acest segment.
Fie d =(x, =0, X, X = 1) o diviziune a segmentului [0.1]

si fie E,-',f,‘”e [x;—;,x;](1<i<k) doud sisteme de puncte
intermediare alese astfel incit '
fiecare &,&;,....&; este rational
5 fiecare &,¢;,....&; este irational.
Atunci D{&}=1si D(&)=0,(1si<k).
Deci

0,(D.&)=15i 0,(D.£")=0. )
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Daci functia D(x), xe [0,1], ar fi integrabild, atunci ar exista
numdrul real A, care ar verifica conditiile definitiei 1. In particular,

1 .
pentru E=Z>O ar exista un >0, astfel incit pentru orice

diviziune d =(xy, x,,...,x,) a lui [0,1] cu ] < & sa avem

los(D.&)-Al< e 5i oy (D £7)-Al< e )
Din relatiile (4) si (5) rezulta
h-Al=lo,(D.¢)-A<e si [0-A=|o,(D.&")-A<e,
ceea ce conduce la contradictia
1=|1—A+A|=[(1—A)+A|$|1~A|+|A|<2£=2-%=%.

Asadar, functia Dirichlet definita pe [0,1], nu este integrabila
pe acest segment.

Teorema 1. Pentru o functie f (x), xe [a,b] urmitoarele
propozitii sunt echivalente:

(0:) feste integrabila pe [a,b],

() exista un numar real J, astfel incit oricare ar fi sirul de

{d.}= {(x(()n),x}("),...,xi:))l ne N,

ale segmentului [a,5] cu lim||dn[|:O si oricare ar fi punctele
oo

diviziuni

- intermediare x‘(f% < 5,-(") < x,-("), (1i<k,,ne N),

sirul valorilor sumei Riemann {odn (f,r;("))}ne N, converge
catre /. '
Demonstratie. (a)= (4). Presupunem ci functia f este
integrabila i vom aréta ci are loc afirmatia (£).
Fie {d }= {( [”),xl 5 ,x,E") —b)},ne N, un sir de
diviziuni ale segmentului [a,b], astfel Incit

lim[d, =0 ©6)
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si fie punctele intermediare £ e [x}fl),x}”)l (1<i<k,.neN).
Functia f, fiind integrabild pe [a.], existd un numdr real 7 cu

proprietatea: pentru orice £ >0 existd d > 0, astfel incét oricare ar

fi diviziunea d cu |d < & si, oricare ar fi punctele intermediare &;,

are loc inegalitatea
lo,(f.&)-1|<¢. (7

Din relatia (6) rezultd ci existd un numér natural N (e},

astfel Tncit
Vn>Ne):|d,|< 4.

Deci, tinind seama de relatia (7), obtinem
Vn >N(e):|cdr; (f,E,)—I| <E,
adica "dlnlﬂrg0 Oy, (f,£)=1.
Aritdm acum ci (#)= (@). Sa presupunem ca f verifica
conditia (ﬂ) si 84 demonstrdm cé f este integrabild pe [a,b], mai
precis, c& numarul 7, care figureazi in afirmatia (), coincide cu

integrala definitd a lui f.
Dac3 numérul / din (8) nu ar fi integrala definitd a lui £,

atunci ar exista un numir &, >0, astfel incét oricare ar fi §>0,
existd o diviziune
- ( *  * s)
d =\xp, %, %
a lui [a, b) cu ld*li<Ssi existd punctele intermediare x,_ <& <x;

(1<i<k) astfel incét IO' o (f,f -1 | 2£,. Ludnd in pa.rtlcular
é =-1—, ne N, obtinem un sir de diviziuni 4, = (x({,"],xl("),...,x,(:’) a
n
lui [a,b] cu
=
o)< ®
n
si un sistem de puncte intermediare
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x'(fl} < é_(") le(‘u), (l Ssz)

f

astfe] Incét
Iodn (f,&“’)—l‘?_ao,ne N. 9
Din inegaliatatea (8) rezultd ci lim"d,,":(), iar din

inegaliatatea (9) avemn cd sirul valorilor sumei Riemann
{a‘ ] (f,f(" )} ne N, nu converge citre I, ceea ce contrazice ipoteza
afirmatiei ().

Teorema este demonstrati.

Teorema 2. Daca functia f este integrabila pe [a,b], atunci
ea este mirginita pe acest segment.

Demonstratie. Presupunem ci functia £, integrabila pe [a,b],
nu este mirginitd pe acest segment. Considerdim o diviziune
arbitrard d =(x,=a,x,,....x, =b) a segmentului [a,b]. Conform
presupunerii, functia f este nemarginitd. Deci existd cel putin un
segment partial al acestei diviziuni fin care f este nemdrginita.
Admitem ci acest segment partial este [a,x]. Fixdnd pe

. segmentele partiale

[xl ’le [xZ’x3l""[xu-l ’b]
punctele intermediare &,,&,,...,£, , scriem suma

FE)00 —x )+ FUE Ny —xp )+ F(E b —x,_) )=
= if(ff)(xi -x1)= Zf(é’,-)Ax,- :

Aceastd sumi nu este o sumi integrald, deoarece lipseste
termenul ce corespunde segmentului partial [a,x, | pe care functia f
este nemarginiti.

Deoarece f este nemdrginiti pe [a,x!], punctul intermediar
£, care corespunde acestui segment poate fi ales astfel incét
valoarea absoluti a produsului f(& )(x, —a)= f(& )Ax, si fie mai
mare decit orice numdr dinainte dat. In particular, punctul & poate
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fi ales in aga fel incat suma f(&) Ax,+ > f{&)Ax; adicd suma
=2

integrald @, (f,£)=>" f{£)Ax; a functici f pe [a,b], s fie n
f=l
valoarea absolutd mai mare decét orice numér dinainte dat.

Intrucat pentru orice diviziune d a segmentului [a,b] se vor
gési valori ale sumei integrale oricit de mari in valoare absoluti,
rezultd cd nu existd o limitd finitd a sumei integrale a functiei f pe
[a,b] cénd pasul diviziunii tinde cétre zero.

Contradictia obtinutd confirmi justetea teoremei.

b
Nota 3, La definirea integralei definite J- f (x}ix Se presupunea ca

a
limita infericard @ este mai mici decét limita superioard b. 53 extindem
definitia integralei asupra cazului cind a >b. Anume, daci f este o

functie integrabili pe segmentul [b,a], vom admilte, prin definitie, ci

b a
[£ede=—[£(xhx.
a b
Lucrul acesta este normal, decarece dacad ia calcularea sumelor

b v
Riemann pentru integralele I f (x}dx §i J' f (x}ix, a > b se considera
a b

aceleagi diviziuni d, §i aceleagi puncte intermediare & asociate

diviziunilor d_, atunci sumele integrale (Riemann) corespunzitoare se
vor deosebi numai prin semn, ceea ce Inseamni c la limitd se va obtine
egalitatea de mai sus.

in cazul cind a=b, de asemenea se adoptd prin definitie ci

n

b
I F(xMx =0 pentru orice functie f(x).
o
4.2.2. Sumele Darboux
Fie f o functie marginiti pe segmentul [a,b], iar m i M -
marginea inferioard exactd, respectiv marginea superioara exacta a
valorilor ei pe acest segment, adicda m< f{(x)<M pentr orice
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x€ [a,b] si numarul m este cel mai mare, iar numirul M este cel
mai mic, care satisfac inegalititile duble,

Consideram o diviziune d =(x, =a,X,....x, =b) a lui |a,5]
in segmente partiale [x,-_l,x,-], (1<i<n). Functia f, fiind marginit3
pe [a,b], este marginita pe aceste segmente. Notdm prin m; $i M,
marginea inferioard exacti §i marginea superioari exacti a functiei
fpe [x,-_l ,x,-l (1€i<n). Formim sumele

s=54= imi Ax; §18=S, ZiM‘- - Ax; .
i=1 i=]
Aceste sume depind numai de diviziunea segmentului [a,5]
in segmente partiale.
Suma s se numeste sumd inferioard, iar suma § se numegte
sumd superioard ale lui Darboux.

Daca functia f este continua pe [a.b], atunci m; si M,
coincid respectiv cu valoarea cea mai micd §i valoarea cea mai
mare a functiei f pe segmentul partial [x,._l,x,.], (1<i<n). In acest
caz sumele Darboux reprezinti doud valori ale sumei integrale
(Riemann) a functiei f pe [a,b].

53 deducem unele proprietdti ale sumelor Darboux.

1. Dacd functia f este  marginitdA pe [a,b], adici
Vxe [a,b]:ms f(x}<M, unde m este marginea inferioara
exactd, iar M este marginea superioard exactd a lui f, atunci
mp~a)<s<S<M({b—a) pentru orice diviziune d a
segmentului [a,5].

Intr-adevar, fie d=(x,=a,x,...x, =) o diviziune a lui

[a,b] st notdm prin m; §i M, respectiv marginea inferioara exacti

$i marginea superioard exactd a functiei f pe segmentul partial

[x‘-_],xil, (1<i<n).

Deoarece m<m; < M; <M pentruorice i =1,2,....n, avem

—x,_

m(xi—xi—l)smi(xi ])SMi(xi_xi—l)sM(xi_xi—l)'

Deci
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im(xf ~ X )5 imi (xi — X ) < iZ]M.'(xf — X )< iM(x; —xi—l)

i=1 i=1

sau m(b—a)<s<S<M(b-a), ceea ce trebuia de demonstrat.

2. Dacid functia f este definitd i marginiti pe [a,b], atunci ntre
sumele Darboux §i suma Riemann existd urméatoarea relatie

SESO0ES.

Intr-adevar, fie 'd=(x,=a,x,..x, =b) o diviziune a
segmentului [a,b] in segmente partiale [Jc,-_1 ,x,-], {(1<i<n). Avem
Veelbnx]im < f(&)<M, (1<i<n),
unde m; si M, sunt marginile inferioard exactd §i superioard
exactd ale functiei f  pe [xl-_l,x,-]. Dacd inmultim cu
Ax; =x;—x,_, >0 si insumdm inegalitatea de mai sus, obtinem

s<O<S.

Sa observdm ci pentru o diviziune dati d avem o infinitate
de valori ale sumei integrale (Riemann), insid numai doud sume
Darboux: s i S.

3. Fie functia f definitd $i mérginitd pe [a,b]. Daca diviziunea d;
este mai find decéit diviziunea d,, atunci s, ; Ssdz SSdZ <S5, /o
adici sumele inferioare nu descresc (pot doar si se mireasci),
1ar sumele superioare nu cresc (pot doar si se micgoreze), daca
trecem de la o diviziune la o alta mai fina.

Demonstratie. Daca [x,_,,x,] este un segment partial al
diviziunii d,, atunci punctele x,_,x; aparfin gi diviziunii d, D d,,
insa pe [xH ,xi] pot exista i alte puncte ale diviziunii d,:

fy=x,_, <L <L, <...<Il =x.

Dacd m,,m,,..m, si M, M,,.. .M, sunt respectiv
marginile inferioare exacte §i marginile superioare exacte ale
functiei f pe segmentele

[x.t) .6 - [ 2],
atunci m; Smy <M <M;pentra orice i=1, 2, ..., nsik=1,2, ..., r.
Deci
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mi(tk ~t ) Smy (e ~te ) S Myt -t ) S M6 -1 ,)
si, insumand ultima relatie dupi indicele k =1,2,...,7 , obtinem

rnig(tk _tk—l)gkrzﬁmik(tk _"H)S ng(tk b ) SiMi(rk _t.k—l)

k=l
sau

mr'(xi _xH) < kzmik(tk _tk-l) < ZMH: (tk _Ltlc—l) < Mi(xr' _xs-1)’
o pay

deoarece lungimea segmentului [x,-_l,xi] este egald cu suma

lungimilor segmentelor [x,-_;,tI], [t,,tz] [t,,,_,,x,-].
fnsuménd acum ultima relatie dupi indicele i=1,2, .,n,
obtinem
< <
Sd} _Sd2 —Sd2 SSdl’

ceea ce trebuia de demonstrat.

4. Fie f definitd 5i mirginitd pe [a, b]. Atunci orice sumi
inferioard Darboux nu depiseste nici o sumi superioard
Darboux.

fntr-adevar, fie 4, si d, doud diviziuni oarecare ale

segmentului [a,b]. Vom demonstra ci 54y SS8q, §i 54, <S8y
Pentru aceasta considerdm diviziunea d =d, Ud, . Deoarece d este
mai find decit d, si d,, conform proprietatii precedente, avem
Sd] $sd SSd Ssd1 $l Sd2 SSd SSd SSd2 .

Din aceste doud relaii obfinem 84 <s4 Sy <SSy si deci

S4, £Sq, - Similar, avem s <54 $Sy <8y i deci sS4, =Sy,

5. Fie f definita i mirginita pe [a,b] $i d.d,,..d,,.. unsic de

diviziuni ale segmentului [a,b] , astfel] incét
dycd,c.cd,c.. sild|zld)=z. .24 l=.. i =

1cdy ccd, <o si 2] 2 24 [z eu limfd,]=o0.

Atunci  girurile {Sdn} 5 {Sdn} sunt  convergente i

84, =1< lim S, =L, neN.

Iim
ldnj—0 |dn]—0
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intr-adevir, conform proprietitilor precedente 1 si 3 sirurile
{Sdn} s {sdn} sunt marginite §i monotone. Aplicind teorema 7

din 1.4.2 5i consecinta din teorema 2 din 1.4.3, obtinem
tim s;, =1< lim §; =L
vdn”—)ﬂ " n
=00
6. Fie functia f definita ¢ méarginita pe [a.b] si
d =(x, =a,%,,....x, =b) — o diviziune a lui [a.b). Atunci
pentru orice £>0 punctele £, de pe segmentele partiale
[x_,.x,}(1<i<n} pot fi alese astfel incit suma integrald
(Riemann) G sa verifice inegalitatea 0< S — 0 <£. Punciele &
pot fi alese astfel incit suma integrald (Riemann) si verifice
inegalitatea 0 £ G —s < £, unde s §i S - sumele Darboux.
Demonstratie. Fie d =(x, =a,x,,....x, =b) o diviziune a lui
[a,b] in segmente partiale [x_,.x,] (1<i<n). Notam prin M, si
m, marginea superioard exactd §i marginea inferioard exactd a
functiei f pe [x_;,x,]. Deoarece M; este cel mai mic numir cu
proprietatea V&, € [x_,,x,]: f(£)< M, si m; este cel mai mare

numir cu proprietatea Vf,- € [x,-_,,x,-]: f ({;",)2 m;, avem: pentru
orice £>0 existd & s§i &, astfel Incét f(f,.’)>M,.—E£— §i
—-a

£

fEn)<mi+—t= sm  0<M,~f(§)< s
b-a b-a
0% f(E)-m <.
b-a
fnmultind cu  Ax,=x,—x_, aceste relatii obtinem:
0< f[é:')m‘_ - mx, < bf Ax. 0<Mdx, - f(&)Ax <bj‘“4xa

si insuméndu-le dupa indicele i(i =1,2,...n) avem 0< 0" —5< €

si 0< S —0’ <&, ceea ce trebuia de demonstrat.

333




Teorema 1 (criteriul Darboux de integrabilitate). Pentru ca
funcyia f definita i mirginita pe [a,b] si fie integrabila pe acest
segment, este necesar §i suficient ca

llhlm( -5,)=0,

ceea ce inseamnd ci pentru orice numir £>0 existi un numir
>0, care in general depinde de &, astfel incdt pentru orice

diviziune d a segmentului [a,b] cu "a‘" <d si fie verificata
inegalitatea |S,, —sdl =8, —5; <E.

Demonstratie. Condifia este necesari. Fie f mairginitd si
b
integrabild pe |a,b], adici exista integrala definita J = jf (x)Mx.

Aceasta inseamn cd pentru orice £>0 existi J >0, astfel incét
pentru orice diviziune d a segmentului [a,b], ce satisface conditia

||d||< d, indiferent de alegerea punctelor intermediare £,, asociate
diviziunii d, are loc inegalitatea

Iad(f,é)—1|<§- M

Pentru aceste diviziuni 4 ale segmentului [a,b], conform

proprietdtii 6 a sumelor Darboux, existd doud valori ale sumei
integrale

oi(f.6) si ai(f.g), astlel a5, -0i(£.£)<T i

Observam cd valorile sumei integrale

(ff) Sd<2

o, (f.&) si oi{f.£7) verifica inegalitatea (1).
Prin urmare,

Sd —S8g =
=[[s4 ~o}(£.EN+oy(£.8) -1+ [1-05(7.&)+ [05(f.&)~s4]<
<E ELE 8,
4 4 4 4
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ceea ce inseamnd ci lim (S, -s,}=0.
| =]

Conditia este suficientd. Fie urlfillj]m (S,,—-sd)=0, conform

proprietdtilor 5 5i 4 ale sumelor Darboux, avem
<l ={< i =L<S,.
S % e =1 S fmSa = LS,

De aceea 0<{L—1)< S, —s, < £ pentru orice numar £>0.
Deci L=I.Notim prin { = L =1! si obtinem inegalitatea
s; <I1<S, 2
pentru orice diviziune d a segmentului [a,b] cu ||d|| — 0. Dar daca
S, si s, corespund aceleiasi diviziuni d a lui [a,b], atunci,
conform proprietitii 2 a sumelor Darboux, avem
<o,(f.8)<s,. 3
Din inegalititile (2) si (3) obtinem
{1-0,(f.&)<8, -5,
Conform conditiei, |li|i"u(s ;—54)=0, ceea ce inseamna ci

pentru orice £ >0, existd d >0, astfel incit pentru orice diviziune
d a segmentului [a,6] cu |[d] < & avem |1 -0, (f.£) <5, -5, <&,
adicd functia f este integrabila pe [a,b].

Teorema este demonstrata. _
Notd. Pe parcurs vom utiliza o alth formé a criteriului Darboux de

integrabilitate,. Notam variatia M, —m, a functiei f(x) pe
[x, 10 X; ], (1 <i<n) prin @; siobtinem

ZMAx zmAx -Z(M - m, )Ax, -Zwﬂx

i=| =]
Deoarece m, <M, st Ax, =x;—x,_, >0, rezultd ca ﬁecarc termen

din ultima sumi este nenegativ. Deci criteriul de integrabilitate a functiei f
mirginitd pe [a,b] poate fi formulat astfel: pentru orice pumdr £>0

existd un numdr 8>0, care, in general, depinde de &, astfel incdt

Zw Ax, <& pentru orice diviziune d a segmentului [a,b] cu |d] < 6.
i=l
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Cu ajutorul criteriului Darboux de integrabilitate vom
evidentia unele clase de functii integrabile.

Teorema 2. Orice functie continud pe un segment este
integrabild pe acest segment.

Demonstrafie. Deoarece functia f este continud pe [a,b],
atunci, conform teoremei lui Cantor (vezi 1.6.4), functia f este
uniform continui pe [a,b]. Vom demonstra mai intii urmdtoarea
propozitie: pentru orice £€>0 existd un 8 >0, astfel incit, daci d
este o diviziune oarecare a lui [a,b] cu "d||<5, variafia @ a
functiei f pe fiecare din aceste
[xH ,x,-], (1<i<n) este mai micd decat £.

Intr-adevir, decarece f este uniform continua pe [a,5],
avem: pentru orice £ >0 existi un J >0, astfel incat pentru orice
doud puncte c, §i ¢, din [a,b], ce verifica inecuatia [c J - cz‘ <d,sh
avem inegalitatea |f(c,)—f(czl <¢. Fie d o divizione a
segmentului [a,b] cu "d" < 6. Intrucit f este continui pe [a,b], pe
fiecare din segmentele partiale [x,_,x] cu Ax, =x; —x,_, <d pot

fi indicate doua puncte ¢, §i ¢;, astfel incdt f{c,) coincide cu
valoarea cea mai mica m;, iar f(c,) coincide cu valoarea cea mai

mare M, a segmentului [x,-_,,x,.] (vez1 teorema 4 din 1.6.3).
Deoarece

segmente  partiale

ler — 2| < —xi_p)=ax; <3,

lf(cz)_f(51]<€-

W <E.

rezulti
Dar  flc,)- fle)=M, —-m; =@, deci

Trecem acum la demonstratia teoremet.
Fie £>0. Conform propozitiei demonstrate mai sus pentru

numirul pozitiv

existd un pumar pozitiv 8, astfel incit la

—a
segmentului [a,b] in

divizarea segmente  partiale

[x,._,,x‘-], (1 €i< n) de lungimea Ax; <& variatiile @, ale functieif

sunt mai mici decét
—-a

Deci §, -s, =Z":(Mi —mj)Axi. :Z(oimi 52
i=l i=1

£
b—a

Ax, =

=-_£ im; £ (b—a)=c. pentru Ax; <4 .
b—a =t b—a

Conform criterinlni de integrabilitate Darboux functia f este
integrabills pe [a,b].
Teorema 3. Orice funcfie monotond pe un segment este

integrabild pe acest segment. ' ‘
Demonstratie. Daca f este constantd, atunci (exemplul 1 din |

4.2.1) functia f este integrabila pe [a.b]. A ‘
Considerim cazul cind f nu este constantd. In acest caz
] fla)-f (b] > 0. Presupunem ci f este crescitoare §i pentru orice

S S = £
>0 nqtam __——f(b)—f(a)
lui [a,b] astfel incét ||d||< & . Functia f fiind crescitoare, avem
flx_)=m, flx;)=M,, unde m, si M, — respectiv marginea
inferioard exacti si marginea superioard exacta a functiei f pe
segmentul partial [x,_,,x,} (1<i<n), de unde

Zn:w"mf =Zn:(Mr‘ —m )Ax,- :i[f(x.‘)_f(x;—l )]Axf <

. Fie d =(x4,%,-..,%,) o diviziune a

< S0 s H =R L) =l - 7l

£

<5'[f(b)-f(a)]=m'[f(b)—f(a)}zé‘-

Deci, conform criteriului Darboux de integrabilitate, functia
[ este integrabila pe [a,b].



Daca insi functia f este descrescitoare, demonstrafia este
similard celeia de mai sus, cu o singurd deosebire ca

Jﬂm si m,-=f(X,-), M,-=f(xi—1)-

4.2.3 Proprietdile fundamentale ale integralei definite

in paragraful acesta se presupune existenfa tuturor
integralelor definite ce intrd in formulele demonstrate.

Menttonam urmiatoarele proprietiti ale integralelor definite.
1. Un factor constant poate fi scos in fata integralei, adici

Ter(ekbe = [ (e ke R

a
intr-adevir, pentru orice diviziune d =(x; =a,x,,...,x, =b)
a segmentului [a b] si orice alegere a punctelor intermediare &,

asociate diviziunii d, avem Zkf &), = kz f{&)Ax; , de unde

=l

jkf x)dx— 1lm Zkf E)Ax, =k hm Zf & )Ax, kjf
r*l
ceea ce trebu:a de demonstrat.
2. Integrala definitd a unei sume algebrice de doud functii este
egali cu suma algebricA a integralelor definite ale acestor

functit, adica I]‘[ A (x}x £, (x)}ix = I]- fi {(xMxcx ’] f (x)dx

Intr-adevir, pentru orice diviziune d =(x, =a,x,,....x, =b)
a segmentului [a,b] §i orice alegere a punctelor intermediare &,
asociate acestei diviziuni, avem -

Z[f. EF A Zﬂ Ax+2f2

Deoarece

i3l ,-=']f,(x)dx im0 =

faf—04 Juf-04

ll-o

 rezultd ca }][f, (X)L f = lim Z:[fI (&)ax, =

n n b [
= ]ir_r,l Z]fl(‘f:)ﬂ*x. i“biITOZfz(é )Axi = _[f! (x)dXi Ifz(x)d-x-

ceea ce trebuia de demonstrat.
Notd. Proprietatea 2 este valabild pentru orice numir finit de
termeni,

Desi proprietifile 1 si 2 au fost demonstrate pentru cazul
a<b,ele rimin in vigoare §i pentru a 25 .

3. Dacid pe segmentul [a b] functiile f,( ) si fz( ) satisfac

, atunci .[fl x)dx< sz x)cix

Intr-adevir, consideram functia cp(x)= Fx)- £ (x), care
este nenegativa‘t pe [a,b]. Fie d ={x, =a,%,...x, =b) o diviziune
a hu [a b] si &, punctele intermediare, asociate acestei diviziuni.
Atunci suma mtegrala (Riemann)

Oy Q?, ZQ’ Zfz Ax Zfl

i=l

conditia f,(x)s f,(x

este nenegativi, deoarece fz(g’ )z f{E) s Ax =x -

I

x_, >0,
Observim cd gi limita ei, cind ”d"—)O, este de asemenea
nenegativa, adic3

lim o, (p,¢)= _[ {x)dx20.

fl-0

intr-adevar, presupunem contrariul, adici fie

b .
I = jgo(x)dx<o. Atunci, conform definitiei integralei definite,

a




1 . -
avem: pentru £=5|I|>0, existdi J>0, astfel incit pentru

lél <& valorile sumei integrale o,(f.£) satisfac incgalitatea

lo(f.&)-1]< F%Vl, adica | —-;-|1| <o, (f.&)<I +§[1|.

Prin urmare, Gd(f,§)<1+§ll|=%l < 0. Contrazicerea

filx)lx=20.

2 de mai sus,

b b
obtinutd demonstreaza ci Iqa(x)dxz 0, adici _ﬂ £lx)-

fn virtutea proprietatii obtinem

b b
j folxdx> j f,(x}Hx, ceea ce trebuia de demonstrat.

4. Idx =b-a pentru orice numere reale a §i b.

o

Observim cd egalitatea este satisficutd in cazul cind a=b.
Fie a <b atunci

[dx j‘ldx-hima‘,(l :)_ lim ]Ax-llhm(b a)=b—a.

Dacdinsd a > b, atunci, conform notei din 4.2.1, avem

jdx_—jdx ~a-b)=b-a.

5. Pentru orice functle f ( ). definitd pe segmentul [a,b], are loc

iff(x)i-{ < :ﬂf(x)lcu

Intr-adevir, aplicnd proprietatea 3 la inegalitatea dubla

—|f(x1£f(x)$|f(x], X€ [a,b],
avem —_ﬂf(x}ixSJ-f(x)de'ﬂf(x
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inegalitatea

ijf(x)axl s.j]f(x)ldx

Consecinfd. Daci |f{x)] <k pentru orice xe la,b), atunci

’]f(x)dx <k(b-a).

Intr-adevar, din inegalitatea | F (x] < k si proprietatile 5, 3, |
si 4, obtinem

bff(x)dx s l}'lf(x]dxs Jl’ja!cdix= kbjdx= k(b-a),

ceea ce trebuia de demonstrat.

6.Daca f(x) este definitd pe segmentul [a.b] si M, m sunt
respectiv valorile cea mai mare i cea mai mici a functlex fre
{a,b], atunci

b
m(b—a)s jf(x)fix <M{b—a).

intr-adevar, avem m< f{x)SM,

xXe [a,b]. Aplicdnd consecutiv proprietitile 3, 1 gi 4 la aceasta

inegalitate dubld, obfinem

?mms bjf(x)dxs thdx sau mbfdxs I]f(x]zixSM’]dx,

conform ipotezei,

b
adici m{p~a)< If(x}lx <M{b-a}, ceea ce trebuia de
demonstiat.

7. Pentru orice numere reale a, b, c are loc egalitatea

[(ekae= (e Jrtaar.




Demonstrafie. Fie a<c<b §i compunem suma integrald
(Riemann) pentru functia f, definitd pe segmentul [a,b]. Deoarece
limita sumei integrale o,(f.&) cind ”d“———)O nu depinde de
modul de impértire a lui [a,b] in segmente partiale, vom impirti
[a,b] in segmente partiale astfel incdt punctul ¢ sa fie punct de
diviziune. Descompunem o,(f,£} pe [a,b] in douid sume
integrale oy (f,£), ce corespunde segmentului [a,c} si o (f,€),
ce corespunde segmentului [c,b]. '

Avem Gd(f,§)=0;l(f,§)+0:2(f,§), unde d=d,Ud,.
Trecind la limitd cind |d| -0, adica |4, >0 si |d;]—0,

b c b
obinem [f (x)dx= [£(xkix+ [f(xix
a
Daci insd a <b <c, atunci, in baza celor demonstrate mai

sus, avem ]f(x)dx = A']f(,v:)dx+ l].f(Juc)dx ,
de unde. [ (ehe= [~ [ (ebe. Tumucat [{sbe=—[(sbs,

rezultd ’] flxkx= ]f (x)dx+ ’]f (xkx

o c
In mod analog se demonstreaza aceastd proprictate $i pentru
orice altd amplasare a punctelor a, b, c.
8. Teorema generalizatd despre medie.
Daci functiile f $i g sunt continue pe [a,b] st functia g isi
pistreazi semnul constant pe [¢,b], atunci existd cel putin un punct

£ pe |a,b] incat If glxkdx = F(& Ig

Demonstra;ze. Daci g{x)=0, pentru orice x€ [a,b], atunci
afirmatia teoremei este evidenti. Fie g(x);tO §i presupunem, de
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exemply, ci g{x)20 pentru orice x din [a,b]. Conform teoremei

Weierstrass, functia continud f atinge pe [a.b] valoarea cea mai
mare si valoarea cea mai mica (s le notam respectiv prin M $i m),
adica
m< f(x})<M,xe [a.b].
fnmultind cu g(x)> 0, obtinem inegalitatea dubla
m- g(x)< f(x)- g(x)< M - g(x).

Aplicind proprietétile 3 si 1, avem

i fale¥tes [7{ekie <M - Jaleki. 0

Vom arita mai intéi cd Ig(x)dx >0.
a
Deoarece g{x)#0,xe [a,b], existi un punct x,€ [a,b],

astfe! incit g(x,)>0. In baza continumititii lui g in punctul x,,
avem V£>0,36>0 :|x—xu_| < 5:>|g(x)— g(xol'< E.

4 - glx)
In particular, dacd £= g(;(’) obtinem |g{x)— glx,) < 20 ,
de unde g(xo)—g—(;o—)<g(_x)< g(xo].f..i(.;_ol, adici g(x)>g(;0) >0,

pentru orice x ce satisface conditia |x-— xol < § . Considerim [a, ﬁ] ,
astfel incit f-a<d si x€ [or, B]. Deci g(x)>0, pentru orice
xela, pl si [a.Blc [a,b]. Aplicind consecutiv proprietatile 7, 3,
1 si 4, obtinem

« B Ba(x
?3(x)rix= Ig(x}k+?g(x)ix+ Efé}(}ﬁ)dx2 Ig(xlfx?-ig—(zg—)dﬁ
ﬂ

a
deoarece g(xp)>0 51 f>a.
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s eI

b
Prin urmare, am aratat ci j g(xMx >0 . tmpartind la numarul

]

b
Ig(x)cbc >0, relatia (1) se transforma in urmatoarea relatie

bjf (x)g (x)dx

msé—m——< M.
Ig

Functia f, fiind contmua pe [a,b], ia toate valorile

intermediare intre m si M. Deci exista un punct £efa,b], astfel
incét

ek = F(2) [alxr.

a o
Daci insi g(x)<0 pe [a,b], atunci —g(x)20 si deci,
conform celor demonstrate in prima parte a teoremei existd un

]irf[[—

b
sau, ceea ce este acelagi lucru, I Flx)

punct £e [a,b], astfel incht If (x)]- &f (x)kx, de

unde, in baza proprietitii 1, rezultd ci j f ( Jg(xkx=f

jg .
o
Deci teorema generalizatd despre medie este complet demonstrata.

Consecintd (teorema despre medie). Dacd functia f este
continui pe [a,b], atunci exista cel putin un punct £e [a,b], astfel
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A -

. e g

fncét i’ Flxkx= f(&)b-a).

Intr-adevar, consideram funcia auxiliard g(x)=1 pentru

orice x¢€[a, b] care este pozitiva si continui pe [a,b]. Conform
teoremei de mai sus §i a

ekt 1(¢) e =

Sformula valorii medii, iar marimea
| b
= —— x
¢) py [ ek

sc numeste valoarea medie a funciei f pe [a,b].

Formula valorii medii admite urmatoarea interpretare
geometricd: valoarea integralei definite pentru f (x)2 0 este egald
cu aria unui dreptunghi de indltime f(£) si baza (b—a) sau aria
trapezului curbiliniu mérginit de graficul functiei f (nenegativa si
continud pe [a,b]), de dreptele x=a, x=>b st de axa OX este egalid
cu aria unui dreptunghi cu baza (b-a) ¢i cu fnal{imea egald cu
valoarea functiei f fintr-un oarecare punct “medin” ¢ al
segmentului [a,b].

proprietitii. 4, avem

—a]. Formula obtinutd se numeste




b
Subliniem ca formula [f(x}x= f(£)b-a) are loc si in

cazut cind a > b, adicd pentru functia f continud pe segmentul

[b,a}. In acest caz avem b<£<a.

9. Schimbarea valorilor functiei integrabile intr-un numar finit de
puncte ale unui segment nu influenteazi asupra maérimii
integralei definite pe acest segment.

Justetea acestei afirmatii rezultd din integrabilitatea functiei
date si a functiei modificate, precum §i din faptul ci pentru orice
diviziune arbitrar de fini a segmentului de integrare exista valori
ale sumei integrale pentru aceste functii, care coincid intre ele.
Pentru construirea acestor sume e suficient si alegem punctele ¢

in asa fel ca ele s3 nu coincida cu punctele in care aceste functii
sunt diferite (integrala definitd doar nu depinde nici de modul de
divizare al segmentului de integrare, nici de alegerea punctelor
intermediare &; pe segmentele partiale asociate diviziunii date).

Notd. Proprietstile 7 §i 9 ne vor permite In viitor $& calculdm
integralele definite ale unor functii, care au un numdr finit de puncte de
discontinuitate de speta | pe segmentul de integrare si si reducem aceasti
operatie la calcularea integralei definite de la o functie continvi (a se
consulta ex. 2 din 4.2.4).

4.2.4. Formula Newton-Leibniz

Exemplele cercetate in 4.2.1 ne aratd ca calculul direct al
integralelor definite ca limite ale sumelor integrale e legat de mari
complicatii. Chiar i In cazul unor functii simple (constantd sau
cos x, sinx, vezi exemplele 1 si 2 din 4.2.1}, aceastd metoda cere

calcule complicate. Calculul integralelor definite ale functiilor mai
complicate conduce la dificultati i mai mari. De aceea in mod
natural apare problema: sa se afle o metoda convenabild din punct
de vedere practic pentru calcularea integralelor definite. Aceastid
metoda, descoperitdi de Newton ((1643-1727)- matematician,
mecanician §i astronom englez) si de Leibniz, exprimé legitura
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care are loc ntre operafia de integrare si operatia de derivare si
reprezinté continutul acestui paragraf.
Fie functia f definita si integrabild pe segmentul [a,b], adica

b
existad I ! (I)dt. Considerdim un punct intermediar x pe [a,b]‘

a
Functia f , fiind integrabili pe [a,b], este integrabila pe
[a,x]c[a,b], pentru  orice xelab], adicd exis@a

X x

If (¢, xe [a,b]. in acest caz integrala definita I f (r)dt devine

o [

functie de limita superioara variabila x. Notam aceastd functie prin
X

®d(x)= If(r)dt, x€[a,b].

Are loc urméroarea teoremi de existentd a primitivelor unei
functii continue - una din teoremele fundamentale ale analizii
matematice,

Teorema 1 (existenfa primitivei unei funcfii continue).
Pentru orice functie f continud pe [a,b], functia

(D(x)=ff(t}v[t,xe [a.6] este continud pe [a,b] si reprezintd o

primitiva a lui f, care se anuleazi in punctul x=gq.
Demonstrafie. Fie functia f continud pe [a, b] si deci
integrabil pe acest segment (teorema 2 din 4.2.2) si fie xe [a,5).

Atunci f, fiind continui pe [a, x] este integrabila pe acest segment.
Deci exista functia

®(x)= [£(e)t xe [a,b].

Vom arita ci functia ®(x), xe [a,b] este o primitivd a
functiei f(x), xe|a,b], adica ®'(x)= f(x) pentru orice xe [a,b].
Intr-adevar, fie xe[a,b] si (x+Ax)ela.b]. Atnci functia @ va
obtine cregterea
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x+Ax

A0 = 0+ A7)~ ff )dt-ff .

Aplicand proprlctétnle 7 si 8 ale mtegralelor definite din
4.2.3, obiinem

X+Ax

AD = If () + ff )dt—jft)dt- Ift)dt

unde £ este cuprins intre x i (x+ Ax).
. AD .
Deci 1 _—= = s
ect  lim—— fim f{€)= f(x), deoarece & este cuprins

tntre x §i (x+Ax), iar functia f este continui pe [a,b] si deci
continud §i pe [x,x+Ax], dacd Ax>0 sau pe [x+Ax, x], daca
Ax < 0.Observdmca

= Trteme=

Intrucat functia f este continui pe [x, x+Ax] sau
[ x+Ax, x], dupd cum Ax>0 sau Ax<0, ea atinge valorile cea
mai mare M, i cea mai micd m, pe acest segment, adici
m < f(E)sM,. Deci ﬂLnDAd) = Egof(f)zhx=0 , ceea ce
inseamnd ca functia P este continud Tn punctul xe [a,b]. Prin
urmare, functia @ este continui pe [a,b] (3510 AD=0)siestec 0

primitiva a functiei f pe [a,b] ( ®'(x)= f(x) xe {a.b]). Teorema

este demonstrati.
Notd, Dacii functia f este cotinudi pe [a, b], atunci, conform

tcoremei 1, existd functia q) j' f }it care este continud pe [q, b] s

este o primitivi a functiei f pe {a, b]. Deci pentru functia f existd
integrala et nedefinita gi

If(JfﬂFff(:)iHC.xe[a, bl,

unde C este o constant arbitrard reali.
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Teorema 2. Daci functia f este continui pe [a,b] i F(x)
este o primitiva a ei pe [a,b], atunci

[#(eke=F)- Fla).

Demonstratie. Fie functia F (x) o primitivd a functiei f (x)
pe [a,b]. Conform teoremei 1 de mai sus, funciia

®(x)= J. f(r¥r, xe [a,b] este de asemenea o primitiva a functiei f

]
pe [a,b]. Deoarece diferenta a doud primitive ale aceleiagi functii

este o constanti (vezi 4.1.1), rezultd ci existi un numiar Ce R
astfel Tncét

®(x)= F(x)+C, adici j’ Fltdt =F(x)+C, xe|a,b].

Daca x=a, avem jf(r}it=F(a)+C sau F(a)+C=0,de

&

' b
unde C =—-F(a). Dacad x=5, atunci jf(t)dt = F(b)+C, adica

Prin urmare,

Jf ()it = jf xhtx=F(b)- Fla),

ceea ce trebuia de demonstrat.
Formula obtinutd se numeste formula Newton — Leibniz. In

b
loc de F(b)- F(a) se foloseste frecvent notatia F (x)/ sau [F (x)]:’,

§i se citeste: "ef de ics luat intre a gi b", Formula Newton — Leibniz
este valabild si pentru 2> b .
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Mentionim cd atit Leibniz, cdt $i Newton an dezvoltat
independent unul de altul calculul integral pana la un nivel aproape
de cel contemporan. Din istoria matematicii aflim ci mult timp
pentru calculul fiecdrei integrale definite se elaborau metode
speciale. Numai dupd ce a fost demonstrati aceasti formuld a
inceput dezvoltarea calculului integral ca ramurd independenti a
matematicii. De aceea formula Newton — Leibniz se mai numeste
formula fundamentald a calculului integral.

In incheiere dam citeva exemple.
i

Exemplul 1. Sa se calculeze integrala J.(Sx4 +3x7 +2x—1}bc .
0

Deoarece una din primitivele functiei f (x) =5x* +3x% +2x-1
pe [0,1] este functia F (x)= x*+x* +x? —x, aplicim formula
Newton — Leibniz gi obtinein

e a 2 3 !
Jlox* +3x? w20 -thix= (" + 6 447 =)/ = (1+141-1)-0=2.

0
Daca in locul functiei primitive F(x) tuim oricare altd

functie primitivi F(x)=x"+x" +x*—x+C, unde C este un
numdr real, rezultatul, dupa cum e §i natural, va fi acelasi:

! I

I(5x4 +3x2+ 2x-—1}ix = ((xs +x° +x° -—x)+ C){:)’ =

0

=(1+1+1-1+C)-(0+C)=2.

x%, 0<xg2
3—x2<x<3

pe segmentul [03] in  punctul x =2, deoarece
. T 2 _ . ) =3_9= .
Jip, 7= lim 5 =4, lim /()= i O-0)=3-2=1 s

Iirrz} f(x] nu existd. Prin urmare, punctul x =2 este o
=

Exemplul 2. Functia F(x)= { este discontinui

= lim
x—2+0

discontinuitate de speta 1 pentru functia f(x).
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Folosind nota dupi proprietatea 9 din 4.2.3, putem reduce
3

calculul integralei definite I F(x)kx dela functia f (x) la aplicarea
0

formulei Newton — Leibniz:

[rlakde= [t 7ok [sdes felekte=" /v 3 b=
8 23 s 9 19
:~3-+[3x—-—2——],;=§+(9~-3—6 +2]_?,

x), xe€]2, 3]

este deja
l, x=72,

f
unde functia modificatd g(x) ={ (
continui pe [2,3].

4,2.5 Integrarea prin substitufie

In acest paragraf vom extinde metoda integrérii prin
substitutie obtinutd in 4.1.2, teorema 1, la calculul integralelor

nedefinite.
Teoremd ([12], v. 1, p. 474; [14], 1, p. 342). Daca

1) functia f(x) este continui pe segmentul [a.b];

2) functia x= g(t) este definitd i continud impreuni cu derivata
et g{t) pe segmentul [o,f], si pentru a<:<f avem
a<glt)sh;

3) gla)=a si g(B)=b,
atunci

b .l Y}
[feke= [£(g@Ne’(r)ar -

Demonstragie. Observadm céd functia compusd f (g(e)) are
sens $i este continui pe [a, ﬂ]. Intrucat functia f este integrabild
pe [a,b], conform formulei Newton — Leibniz, avem
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[rlete= (9 = PO~ ),

unde F(x) este o primitiva a functiei f{x) pe [a,b]. Deoarece in
acest caz functia F (g(2)) este o primitivi a functiei f (g(t)) g'(t),
si este continud pe [a, ﬂ], avem, conform aceleiasi formule a lui
Newton - Leibniz, cd

B
[#(e(eNe () = Fle(B))- F(g(e))= F(b)- Fla),

b B
ceea ce inseamnd ci j f (x}bc = I f (g(t))g'(t}it .

Teorema este demonstrata.

Formula de mai sus se numeste formula integrdrii prin
substitutie. Teorema raméne valabili i in cazul cand a 25 .

Consideram urmitoarele exemple.

Exemplul 1. 53 se arate ci dacd functia f este pard pe
segmentul [-a,a] §i este integrabild pe acest segment, atunci

[r(ekr=2 (e

Intr-adevir, conform proprietitii 7 din 4.2.3 i a notei 3 din
4.2.1, avem

rtetes [riepes friette=— Jriemes [riet.

Pe de alta parte, considerdnd x=-1, 1€ [O,a], avem
x==tdx=-d
- a a a
— JfxHx=lx=0=1=0 |=—[ fl~tX=dr)=] FltMe = [ f(xMx>
0 x=—a=>t=af ° 0 0

decarece  functia f este [-a,a], adica

flex)=f(x) xe[-a,a].

pard pe
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1

a @ a a
Deci [f(xkix= [f(ehe+ [£(ckbe=2[flxix,
—a 0 0 0 )
- Exemplul 2. Sa se arate ci dacd functia f este impard si
integrabild pe segmentul [~ a,4], awnci I Flxdx=0.

-a
Intr-adevar, similar cazului precedent, avem

Trtey= [r(aker 1l s

0 —d A =—t a @
[reix=— [ (xhix=lda=—dt =—[fl-1)-di)= [rl-r)e=
~ ¢ re [O,G]:wce [0,—a o 0

' =—‘]f(t)dt=-].f(x)dx,

deocarece functia f este impard pe [-a, a), adicd fi-x) = -f{x),
x€la, b}.
Deci

[stebes friss Jrohe=—Js Gl Jrtabe=o.

Exemplul 3. Fie functia f integrabild pe orice segment al
axei numerice si fie f periodici cu perioada 7, adici
f{x+T)= f(x) pentru orice xe R. Si se arate ci

"‘T}(xﬁnjf(x)dx

pentru orice a€ R, adicd integrala definitd de la o funciie
periodica cu perioada T pe un segment, lungimea caruia este egala
cu T, nu depinde de pozitia acestui segment pe axa numerica.

intr-adevir, conform proprietitii 7 din 4.2.3, avem
a+T

an(x)dx = (]f[x}lx+]:[f(x)dx+ Jf(x)dx'
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Pe de altd parte,
x=t+T
a+T dxzdt a a
= = t+T [ = tidt =
ij(x)dx om0 _Ojf( M 0jf()d

x=a+T =>t=a

= Trlope=—J o

Prin urmare,
a+T

ff (x)dx = If(x)dx+ If(x)dx Jf(x)dx—jf(x)dx

; Exemplul 4. S4 se calculeze \/ 4—xdx.
i 0
Sa considerim substitutia x =2sin? . Avem
x=0=2sint=0=sint =0=¢t=0;, x=2=2sint=2=

:sint:l:t:%.
Deci functia x = 2sint este continui Impreund cu derivata
ei pe [O,%]. Cand ¢ variazi de la 7=0 pina la t=§, valorile
functiei x=2sinz mu depiisesc limitele segmentuiui [0,2].

Aplicind formula integrérii prin substitutie, avem

2 x =2sint z
_[ 4—x2dx =|dx=2costdl] = I 4—4sin®t 2costdt =
0

re [0,£]
2
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%
2

2/1-sin’¢t -2costdr = 2]2(:03 tdt = 2j1+cos2t)cir=
0 0

£ .
2
=7 t+lsin2t)/=2(£+0—0—0)-=
2 0 2

Exemplul 5. Sa se calculeze integrala

4
J-\fxw;—lidx.
1
Avem }\fxi\/;—lidx = }&-Jﬁ——ldx . Notdm
1 1
\N;-lzt si obfinem t=0, ‘J;=t2+l si x==(r2+1)2. Deci

dx=4t(t2 +l)dt. Pentru x; =1 avem f =0, iar pentru x, =4

< -_...._,NIH

avem ¢, =1, Deci dacid re [0], atunci 1< x=(t2 +])2 <4.
Aplicand formula integrarii prin substitutie, obtinem

Jx=12 +1

x=(t2+1)2
}( xix -1 =dx=4l(t2+1)d f(t +])! 4r(t +1}1:-
! x=I=>t=0 0

x=4d=>t=]

:4(1;!}2(t2+1)2dt=4;|‘(t6+21‘4+t2kt=4(7 +-52-t5+;t3Jé

1 2 1 4 92 368

- (7 5+§) 105 105
Remarciim ci in unele cazuri e necesar si se facd mai intii
substitutia @{x)=¢ (ex. 5), de unde apoi determinim substitufia
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x=g(t) ceruti in teorema 1. Constatdm c#, spre deosebire de

integrala nedefinitd, unde in rezultatul final se revine la variabila
initiald, in integrala definitd nu revenim la ea. Prin urmare, pentru
calcularea integralei definite cu ajutorul substitutiei se fac in unele
cazuri mai multe substitutii consecutive pand ajungem la o
integral3, care poate fi calculata direct §i procesul se incheie.

Remarcim de asemenea ci daca aplicdm formula integrarii
prin substitutie intr-o integrald definitd, trebuie sd verificdm
respectarea conditiilor 1) — 3) din teorema 1. Daci nu se respecti
aceste conditii, schimbarea de variabild dupi formula indicata ne
poate duce la absurd.

s x
Exemplui 6. Avemn Idx = xé =7 —0=x._Pe de alti parte,
0

3 T T
dx dx
J-abrx'rsinz +cos? ZI 2 ( 2 +1)‘
b 0 X+Cos”x  gcosT xlfgTx
Substitutia 7gx =t ne conduce formal la urmatorul rezultat:
tgx =1
dx
n E3 0
dx dt = dr
Idxzf—i—(?j): cos’x |= |7—=0.
o g Cos” xlfg x=0=>1=0 ot
x=x=>1=0

Prin urmare, #=0. Contrazicerea obfinutd se explicd prin
faptul ci in cazul de fatd nu poate fi aplicata substituia tgx=1¢:

x x - i A T oy _
observim ci dacd x variazi de la O péni la —2— , variabila r variaza

de la O pind la (+o), iar daca x variazi de la % pni la 7,

variabila ¢ variazi de la (—oo) pina la O, adici functia

. . - r
t = tg x este discontinud in punctul x = 5 .
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4.2.6 Integrarea prin pdrfi

Are loc urmdtoarea teorema.
Teoremd. Daca functiile u=u(x) i v= v(x) sunt continue
impreuna cu derivatele lor u'(x) si v'(x) pe segmentul [a,b] sau

[6,4], atunci
b p b
J‘udv = (uv)/— Jvdu ,

a

unde dv=v/(x)ds, du = (x)dx 5i (ws)! = ulb)-v{b)—ula) v(a).

Aceastd formuld se numeste formula integrarii prin pdrfi
intr-o integrala definita.

Demonstratie. Daci integrim identitatea (uv) =u’v+uv’ in
limitile de la x=a pandi la  x=b, obtinem

b b b
J(uv)'dx: J-(u'v)dx+ J(uv’)dx. Deoarece functiile (uv),(u’v) si

(") sunt continue ca produsul a doud functii continue {pentru
(u'v),(uv")) sau ca suma a doud functii continue (pentru (uv)’),

cele trei integrale din identitatea de mai sus existi. Conform
formulei Newton — Leibniz, avem

foas = ()l =ulp)vlo)-ula) vl

deoarece functia uv este o primitivi pentru functia (uv)’.

b b b b b
Prin urmare, {uv)/ = Iu'vdx+ wv'dx = |vdu+ judv ,
i
a a a d

b p b
Iudv = (uv)ﬁ— j‘vdu ,

a

de unde

ceea ce trebuia de demonstrat,
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%
Exemplul 1. S3 se calculeze integrala Ixcosxdx.
0

Notind x=u, cosxdx=dv, avem du=dx, v= |cosxdx=sinx
si, apliciind formula integrarii prin pérti, obfinem
% pe=u du=dx A A 7
Ixcosxdx: cos xdx = dv =(uv) {)— Ivdu = (xsin x) é -
0 v = Icos xdx =sin 0
2/
Z %

- Isinxdx =—§--l—0+(cosx) /=
0

G

+0-1=2_1=222

YIRS

7 7
Exemplul 2. Si se demonstreze ci isin" xdx = Icos” xdx
0 0
%
pentru n=0,1,2,... §i s se calculeze integrala /, = _[sin" xdx .
0
Avem
T
‘ X = —2- —f
| WA dx = —dt o e T 0 ,
| Isin’l xdx = zl= J{sin[—— t]] (—dt)=- Icos" xdx =
| b x=0=>1= 5 = A2 x
! x 2 2
x=—=1t=0
2

%
= jcos'I xdx .
0
Trecem acum la calcularea integralei 7, . Aplicind formula

integririi prin parti, obtinem
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I, = [sin"xdx= [sin""x-sinxdx = [sin"" x-d(-cosx)=
0 0 ' M R A
% %
=(sin®" x) - (—cos x) [l)— I(—cosx)-(n—-l)sin“*
0

Zx-cosxdx =0-0+

% A
+(n-1) [sin"? x - cos? xdx = (n —1) [sin®"% x -(l—sin2 x).‘lx =
0

%

2 %
=(n—1) j‘sin"'2 xdx—~(n—-1) f

sin® xdx=(n-1)I,_, —(n-1)1,,
0

deunde /, = —J'L:ll,,_2 , n=273,.. Observimci
n

Vi(sinx)odx =7dx =x? =%

0

Iy=

% %
si I = fsinxdx=-cosx£ =—{0-1)=1
0
Prin urmare, dacd n=2k+1,ke N, adicd n este impar,
obtinem
2k +1-1 2% 2% 2k-2
BTkl T 2T kel 2%k-1
_ (2k)-(2k-2)-...2 [ - (2k)1 e (2k)t!
Tk D)-k=1)-. o1 T kD) Qe+ 1)
iar dacd n =2k, ke N, adica n este par, avem
2%k 1 _2%k-1 2%-3 L
T2k BT T op k-2 AT
_@r-1)2k-3)..1 _ (2k-N x_x (2k-1)
T Rkk-2)-..2 0 @k 2 2 (k)
unde reamintim ca
(2k)!1=246-... (2k) si (2k-1)!1=1357-... (2k-1), keN.
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4.3, Integrale improprii

Introducénd notiunea de integrala definiti ca limita sumei
integrale, am presupus, ci segmentul de integrare este finit, iar
functia de sub integrala este marginitd pe acest segment. Daca cel
putin una din aceste conditii nu este respectati, definifia integralei
definite datd Tn paragraful precedent isi pierde sensul. 53 studiem
unele generaliziri posibile ale notiunii de integrala definita.

4.3.1. Integrale improprii de speja 1
{cu limite de integrare infinite)

Definifie. Fie f o functie definitd pe [a,+<>o[, integrabild
(dupd Riemann) pe [a,A] pentru orice A>a. Dacd limita

Alim I f(x)dx exista i este finitd, atunci ea se numeste integrald
—+oa

+00
improprie de spefa 1 §i se noteazi I fx)dx.
Deci, prin definitie,

+eo A
J7Gdx= Jim ffiods. m

| e
j in acest caz se spune ci integrala - I f{x)dx are sens sau ca

| ¢
este convergentd. Daci insd limita lim I f(x)dx nu existd sau
A +oo

+ oo
este infinitd se spune ci integrala I f(x)dx nu are sens sau ci este

a

divergentd.

+oo

Exemplul 1. Integrala I - esle convergentd, deoarece

g 1+x
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+ oo A
J. dx = lim _[ dx = lim |arctgx! |=
0 1+ x2 A—+oe 0 1+ x2 A+ 0

= lim (arctgA—arctg0)= lim (arctgA)=

A4 oo At oo

= arctg(+ °°) =—
+co
Exemplul 2. Integrala Ie"dx este divergentd, deoarece
Y
+00 A
[erdy= tim [e* /]: lim {e* —1)=+o.
4 Ao+ oo V] At
+oo
Exemplul 3. Integrala Icosxdx este divergenti, deoarece
0
+oa A 4
foosxdx= lim [cosxdx= lim |sinx/|= lim sinA - nuexista
H A—~>+m0 A+ 0 Ao

(sin A, cind A—ee oscileazi intre 1 si (-1)} (a se consuita ex. 3
din 1.5.1).

L]
Exemplul 4. Integrala jé—f—, unde a>0, este convergentd
X
a
pentru r>1 $i divergenta pentru r <1,

intr—adevér daci r #1, avem
4 1 (14
J—= lim (x7dx= lim [ ]/:
a

Aotes ] A+l —rix

dacar>1

1
1 . 1 i TN o
=1 Ahm[A"l - r_l)= (Jr'—l)arl
—_— —tos
g a +eo,dacdr<l
Daca insd r—l avem

A
I—— lim dx_ lim (Inx)/ = lim (InA~Ina}=+e.

A—)+w At o0 Aot
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+ oo
Prin urmare, integrala I—r- cu a >0 este convergenti
x’
a
pentru r >1 si divergentd pentru r <1.
In mod analog se defineste integrala improprie pe intervalul

|-o0,b):
b b .
[rlodx= lim [fCode. @)
—o0 B ’

in fine, integrala improprie de speta 1 cu ambele limite de
integrare infinite poate fi definitd ca suma a doud integrale
improprii de speta 1 de forma (1) si (2), adicd

T flx)dx = ]f (x)dx + Tf (x)dx , ©)

unde ¢ este un numdr arbitrar, cu condifia c¢d existdi ambele

integrale din partea dreaptd a egalitifii. Spunem ci
+oo

integrala I_f (x)dx este convergents, daci ambele integrale din

partea dreapti a egalititii (3) sunt convergente si divergentd, dacd

ea nu este convergenta.

Din definitiille date mai sus ale integralelor improprii
convergente cu limite de integrare infinite rezulti ci aceste
integrale nu sunt limitele unor sume integrale, ci limitele unor
integrale definite cu limita superioard sau inferioard variabild, cind
aceste limite de integrare tind spre infinit,

Daci functia f este nenegativa si integrabild pe [a,A] pentru

A
orice A>a, atunci I f(x)dx este egald cu aria trapezului
[

curbiliniu mirginit de axa OX, graficul functiei y= f(x) si de
dreptele x=a, x=A.
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AY

y=f(x}

O a A

Daci A creste, dreapta x =A, care mirgineste acest trapez
curbiliniu, se migcé la dreapta.

+oa

fn cazul cand integrala improprie j f(x)dx este convergentd
a
(are sens) e natural si considerdm marimea ei drept aria unei fégii
infinite marginitd jos de axa OX, sus — de graficul functiei
y=f (x) si la stinga — de dreapta x =a. ‘
In mod analog se rationeazi asupra sensului geometric al
integralelor improprii de forma

_’ff(x)dx 5i Tf(x)dx-

Reiesind din proprietatile limitei unei functii si din definitia
integralelor improprii de speta 1 ca limita integralei definite, unele
proprietifi ale integralei definite se generalizeazi asupra
integralelor improprii. Ne vom opri asupra unora din ele,

4o

demonstrindu-le pentru integralele improprii de forma j Flx)dx.

a
In mod analog se demonstreazi ci aceste proprietiti au loc si

b +oo
pentru integralele improprii de forma I Flx)dx si I Flo)dx .

— —00
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1. Formula Newton — Leibnitz pentru integralele improprii
de speta 1: dacd functia f este continud pe [a,+m[ si F este o
functie primitivé a ei pe [a, +<o[, atunci

[#(hx=F(3) T = Flven)= Fla), unde Flies)= im F(x).

Intr-adevar,
+eo A
[ (ehae= i [ (sh= Jim P37 )= s (< 4)- )=

= lim F(4)- Fla)= F(+=)- Fla)=F(x) / .
3o a
2. Proprictatea liniard a integralei improprii: daci
4 o0 +0o
integralele improprit I Flx)dx si Ig(x)dx sunt convergente,

a

atunci, pentru orice numere reale m si n integrala improprie
+oa

[l £(x)+ n- (o)l

o
este convergentd i are loc formula

+j:[m . f(x)+n . g(x)]dx = mfff(x)dx + n+j:g(x)dx_

|
l fntr—adevér,

| [l £(s)n-g(a)lds = lim T £+ n-g()te=

—3+oa

A—>+oo]

= lim {mt}f(x)dx + n‘]g(x)dx] =
A ) A ’ +oo oo
=mA§§1me (x)dx+nAl_iHn;aIg(x)dx=m.£f (x)dxn Jg(x)dx.
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+ o0

Consecinta 1. Daci integrala j f(x)dx este convergentd si

d
+oo

este egald cu numdrul /, atunci integrala I cf (x)dx , unde ¢ este un
d
numdr real, este §i ea convergenti si este egali cu cl.

+oo
Constatam cd dacd integrala j f(x)dx este divergenta,

a
+oo

atunci integrala Icf {x)dx, unde c#0,ce R, este de asemenea
[

divergenta.
+ oo

Intr-adevar, presupunind ci integrala Icf (x)dx este

o

. : . - 1
convergentd, am avea, inmultind functia de sub integrali cu — , ca
c

+o8
integrala I f (x)dx este convergenta, ceea ce contrazice condifia.

a
o +00
Consecinta 2. Daca integralele J' f (x)dx §i jg(x)dx sunt
i a
convergente §i respectiv egale cu I, si I, atunci

4o
integrala I[f(x)i g(x)]dx este de asemenea convergentd §i este
a

egalaicu I, £ 1,.
+ oo
Remarcim cid dacd una din integralele I f (x)dx sau

a
+oo

+oo
I g{x)dx este divergenta (de exemplu, _[ flx)dx), iar cealalta este

@ /]
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+or

convergent3, atunci i integrala I [£(x)+ g(x)lx este divergents,

2
+ oo

deoarece in caz contrar ar fi convergentd integrala _[ flx)dx ca

[

+oa
sum a doud integrale convergente: J[f (x)+ g(x)]dx i

+oo + oo +

~ [g{x)dx. Dacd insi ambele integrale I flx)dx si I g(x)dx
a a o

sunt  divergente, atunci despre convergenta integralei

ﬂ f (x)i g(x)]dx, in general, nu se poate spune nimic: in unele

o
cazuri ea poate fi convergentd, in altele — divergenta.

3. Fie f o functie continud pe [a, +oo[.

4o +eo
Atunci integralele | f(x)dx si j f(x)dx cu a>a au
a N uy
aceeasi naturd: ambele sunt convergente sau ambele sunt
divergente.
Intr-adevar, aceasta rezultd din faptul ci

A a A
[f(x)dr= [f(x)dx+ [f(x)dx pentru orice A>a i astfel
A A
integralele parfiale J’ flx)dx st I f{x)dx diferd intre ele prin unul §i
acelasi numir.
Notd. In virtutea proprietitii 3, pe parcurs in integrala improprie de

+ oo N
forma | f(x)dx vom subintelegecd a>0.
a
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4, Integrarea in inegalitdfi: dacid integralele improprii

If(x)dx si Ig(x)dx sunt convergente §i f(x)s g(x) pentru
[ o

oo +e
orice x€ [a,+oo[, atunci If(x)dxs Ig(x)dx.

A A
intr-adevar, deoarece If(x)dxsjg(x)dx pentru  orice

A>a,avem :
A A
lim [f(x)dx< lim [g(xMdx,

A—>+oe Ao+

ceea ce inseamnd ci
+ o + oo
[r(x)dx< fglxr.
a a

5. Integrarea prin pdrfi intr-o integrald improprie: daci
functitle = u(x),v = v(x) sunt continue impreuni cu derivatele lor
pe [a,+oo[, atunci

400 P
Iudv= (uv} 7 — J-vdu.
a “ ]
Aceastd formula trebuie de inteles astfel: dacéd oricare doud
+oo +on +eu
din expresiile I udv, (uv) 1 si jvdu au sens (adicd limitile
d
a o
respective sunt finite), atunci are sens (are limitd finitd) si a treia
expresie.
A A A
intr-adevar, deoarece Iudv ={(uv)/ - Ivdu pentru orice
a é &
A€la, +od, avemci
A A A
lim |udv= lim ((uv)lj— lim {vdu,
A—r+oo p Ao+ @ A—ytoo :
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Frs oo F
de unde Iudv =(uv}/ - Ivdu .

6. Metoda substitutiei intr-o integrald improprie: daci
functia f(x) este continua pe [a, +o[, functia x = g(z) 5i derivata
ei @{t) sunt continue pe [r,,+oo[, astfel incit
a=plt;)< plt) < p(+0)=+oo, pentru orice te [ID, +oof, atunci

J' flx)dx = I Fl@())’(t)dr . In aceasta formuld ambele integrale
2 A

sunt sau convergente, sau divergente,

A_
fntr-adevir, deoarece _qj)(tf](x)dx =rj! £ (p(e)ko(¢)dt, pentru

a=q(tp ) ]
orice t, >1,, avem
A=g(t;

tm " THorie= im | ot
/]

A=t

ceea ce inseamni ci T £(x)dx =+iff (o)) (t)ds .

4.3.2. Teoreme despre convergenta integralelor improprii
de speja 1

+oo
Teorema 1. Pentru ca integrala. If (x)dx sa fie

d
convergentd, este necesar si suficient ca pentru orice £>0 si
existe un numdr A >a, astfel incéit, oricare ar fi numerele

!]'f(x):ir(‘:s.

Demonstrafie. Pentru ca integrala If (x)dx sa fie

a

M>AN>A,sdavem
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convergentd, este mnecesar §i suficient ca  functia

A
o(A)= [f(x)dx, Aela,+| si posede limita finits, cind
A —> +oo . In virtutea teoremei 9 din 1.5.3, existenta limitei finite
Alim ¢(A)=c,ce R este echivalenti cu conditia: pentru orice
— oo

£ >0, existd un numir A > @ (o vecinitate a punctului x; =+o0),
astfel Incit, oricare ar fi numerele M > A, N > A, avem

lo(N) - p(M )| = Aj.f(x)dx—kj- £l =
= i}f(x)dx*f ]-f(x)dx‘= Ajf(x)dx <£

Teorema este demonstrati.
Tearema 2. Fie functia f continud §i nenegativa pe [a, +oo[.
+oa
Pentru ca integrala I f(x)dx si fie convergents, este necesar si

u

A
suficient ca integralele If (x)dx, unde Aecfa,+oof, sa fie
mérginite (superior).

Demonstrafie. Considerdm functia

plA)= [F(hte, Ac o+l

a
fntrucat £(x)=0 pentru orice x€ |a, +oof functia @(A) este
monoton  crescitoare pe  [a,+eo[. Intr-adevdr, daca

A,
a< A < Ay <+ee, atunci j f(x)dx 20 (proprietatea 3 din 4.2.3)

()= (= [5Ceke+ | 7> (el =pla):
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o
Observim ci integrala I f (x)dx este convergenta atunci $i

a
A

numai atunci cind exist limita finitd ~ lim [f(x)dx= lim ¢(A),
A=y oo A=y 4o

iar lim (A} existi atunci si numai atunci cind functia monotona
Ao

crescitoare @(A) este gi miarginitd superior, ceea ce inseamnd ci

A
integralele J‘ flx)dx, Ae [a, +°°[ sunt mérginite superior (teorema
7 din 1.4.2 poate fi generalizata pentru cazul unei functii monotone
si marginite [17], [12], [7D).

Teorema 3 (criteriul general de comparatie). Daca functiile
f 51 g sunt continue pe [a, +°o[ si satisfac conditia 0< f(x)< g(x)

pentru orice xe& [a, + oo[, atunci

o
a) din convergenta ~integralei jg(x)dx rezultd convergenta

[}

integralei I flx)dx;

oo
b) din divergenta integralei If {(x)dx rezulta divergenta integralei

+oo

jg (x)dx .

a

oo
Demonstratie. a) Fie jg(x)dx convergentd, Conform

71
A

teoremei 2, integralele partiale @{A)= J- g(x)dx, A€ [a, +oo| sunt

a
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A
mirginite (superior) de numérul M, adici jg(x)deM pentru

orice A€ fa, +oof.
Din relatia f(x)< g(x) pentru orice x€ [a, +°o[ rezultd (a
se vedea proprietatea 3 din 4.2.3) ci

Trtes Jolelas s,

A
adicd integralele jf (x)dx,Ae[a,+oo[ sunt marginite superior
a
ot

de M. Conform teoremei 2, aceasta inseamni ci jf (x)dx este
l ' a
convergenti.

4oa 4o
b) Fie J f(x)dx divergenti. Daca presupunem ci Ig(x)dx

+oo

este convergeatd, atunci, in virtutea cazului precedent, j flx)dx
[

este convergentd, ceea ce contrazice conditia teoremei. Prin
+oo

urmare, _{ glx)dx este divergentd si teorema este complet
]
demonstrata.
Consecintd. Fie cd functiile f 5i g sunt continue si nenegative

oo
pe [a, +oo|. Dacid lim fgx)) =k >0, atunci integralele j f (x)dx
r—+m gy pE

+oa
§i _[ g(x)dx au aceeasl naturd, adicd ambele sunt sau convergente,

d
sau divergente.

mn




f(x)—k>0

Demonstratie. Inte-adevdr, din lim £-=f =
xr+e g(x)
conform teoremeti 2 din 1.5.3, ci functiile fsi g sunt diferite de zero
pentru x suficient de mare. Pe de alti parte,

rezulta,

1),

limM=k oVee 0.k[,IM >a:Vx>M = )
g\X

s g(x)
S k—£<M<k+£@ (k-e)glx)< fF(x)< (k+£)glx).

g(x)

Fie j f(x)dx convergentd. Conform teoremei 3 a) si
proprietitii 2 din 4.3.1, avem: inegalitatea (k—&)g(x)< F(x)

]

J(k —&)g(x)x= (k- E‘)Tg (x)dx  este

<E=

implica cd integrala

d

. oo
convergentd, adica este convergenta si integrala jg(x)dx .

a

ol
Daca insd integrala J' fx)dx este divergents, atunci
a
inegalitatea

Flx)<{k+e)g(x)

oo
I(k +&)g(xdx=(k +¢£) Ig(x)dx este divergentd, adicd este

]

implicd ci integrala

ey
divergenti si integrala Ig(x)dx.
o
Teorema 4 (criteriul particular de comparatie). Fie functia f
continud §i nenegativa pe [a, +o=»[. Daca f (x)sip pentru orice
x

ey

x€[a,+oo[ §i ce R, pe R, p>1, atunci integrala If(x)dx este
a

convergenti. Dacli insi existd un numir c¢>0, astfel incit

372

f (x)z—cp— pentru orice x€la,+o[ si p<1, awnci integrala
X
o0

‘{ f (x)dx este divergentd.

o
Demonstratia acestui criteriu reiese din teorema 3 de mai

sus, exemplul 4) si proprietatea 3 cu nota respectiva din 4.3.1 (e
suficient de considerat g{(x) =ip ).
x

Consecintd. Fie functia f continud si nenegativd pe [a, + oo[.

Dacd pentru p>1 existd limita finita Lim x”f (x}=¢, atunci
Xrfon

Joo
integrala _[f (x)dx este convergent.
d

Daci fnsi pentru p<1 existd limita finitd

lim x? f(x}=¢ >0, atunci integrala j F(x)dx este divergenta.

X—)too
o

Intr-adevir, din relatia lim x? f(x)=c,ce R, p>1 rezulta
' X—3+oo

ci functia x” f{x) este marginita intr-o vecinitate a lui x; =+ (a
se vedea teorema ! din 1.5.3). Aceasta inseamnd ci existi un
numir ¢, astfel incit x” f(x)< ¢, pentru orice x suficient de mare,

de unde f(x)< -ﬁ:;— . AplicAnd prima parte a teoremei 4 de mai sus,
X

+oa
obtinem ci integrala j f(x)dx este convergenta.

o

lim x” f(x)=¢>0, p<1, atunci, conform

X—4+oo
definitiei limitei functiei in sens Cauchy, pentru orice 0<é&<c,
avem c-e<x”f (x)<c+£ pentru x suficient de mare, de unde

Dacia insid
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—-£ . A . . -
. Aplicidnd partea a doua a teoremei 4, obtinem ci
X

+oo
I flx)dx este divergenta.

flx)>

Teoremele 2 - 4 de mai sus au fost demonstrate pentru

functii nemegative. Daci nsi functiile f(x)<0 si g(x)<0
+oo

pentru orice xe[a,+<>o[, atunci natura integralelor jf(x)dx,

o
+oo

I g{x)dx se caracterizeazi aplicind teoremele de mai sus Ia

a
functiile auxiliare nenegative F(x)=-f(x) si G(x}=—-g(x) pe
intervalul [a, + o[ .

S& cercetim acum cazul cind functia f, continui pe |a, +oo[,
i schimb semnul de o infinitate de ori pe [a, + o[ .

Drept exemplu de asemenea functii serveste functia

fix) = xsinx, x&]—oo, 4o,

care 15i schimbd semnul de o infinitate de ori in orice interval
[a, +°o[ sau ]—oo,b], unde ae R,be R,

Definitie. Fie cd functia f, definita pe [a, +oo[, isi schimba

+oo
semnul de o infinitate de ori pe [a, +oof . Dacil integrala ﬂ f (x]clx

[

4o
este convergentd, spunem ci integrala I flx)dx este absolut

i

oo
convergentd. Dacd insad integrala If (x)dx este convergenta, iar

aq
+oe +oe
integrala ﬂ f (xld_x este divergenti, spunem ci integrala I f (x)dx
a [
este semiconvergentd (sau conditional convergentd).
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Teorema 5. O integrald absolut convergenti este §i

convergenta. .
Demonstratie. In virtutea teoremei 1 din acest paragraf,

oo i
avem urmitoarele: integrala ﬂ f (x]dx , fiind convergenta, urmeazi
éa
ci pentru orice numir £>0 existd un numar A >a, astfel Incét

N
pentru orice numere M >A,N>A avem ﬂ f (x]d:‘<8. Insa
M

N N
J\jf(.x:) < ﬂf(x)ldx <§g, de unde rezulti ca J-f(x)dx <E.
M M M

+oo
Aceasta inseamnd ci j F(x)dx este convergentd §i teorema este
a

demonstrati.

Nota. Teorema reciprocd teoremei 5 nu este valabild. Considerdm
+o .
I S X i . Avem

i X

. I
=— lim (cosx}-—+cosf-
X—r+cos X

< Lz pentru orice xe€ [],+oo[. Deoarece

x
cosz ¥ este
X

Observim cia |25 X

X

~ este convergentd (r=2>1}, rezultd ci I
x t

= dx i
[—=
1
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convergentd (teorema 3), deci s§i J'E(ls-idx este de asemenea

I
convergenta.

*sinx
Prin urmare, J

1

Constatdm ci a stabili convergenfa acestei integrale folosind
formula Newton-Leibniz este un lucru dificil, deoarece primitiva functiei
smx

dx este convergenta.

X

nu se exprimi In functii elementare (vezi 4.1.6).
X

s
Vom ariita ci I Eﬂdx este divergent.
X

Intr-adevar, din inegalitatea lsin x| 2 sin? x = l—c;s 2x pentru
Rl +oo
orice  xe[l,+w=[, obtinem J‘S"”‘lf 2ljix.-l Icosz;c _
27 x 2 x

. < dx - .
Observim ci integrala J' S —Inx/ =+ etste divergentd. Aritim ci
X |

T cos 2
J' COS =X 1x este convergentd. Avem
X
|
1 —dx
cos 2x 0 du:?— v T
j—dx: , ={uv) / - Ivdu=
x i
1 dv = cos 2xdx, v =Esin2 1
oo .
sm2x / +l _[ sin 2x
2x 1 2 1 _xl
Dar sin 2x *¢ 7 =L lim (sin 2x )__sm 2 —0- sin 2 __sin2 gi
2x 1 2 X boo 2 2 2

sin2x +“ sin 2'\1
integrala I_,_dx este convergenti, deoarcce I < I— este
1

convergenta {teorema 3 si exemplul 4) din 4,3.1), Prm urmare, integrala
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J' 082X, este convergents si deci J'_xldx ca sumi a unei integrale

i X

divergente si a unei integrale convergente este divergenta.

4o .
Agadar, IEI—I—I——{dx este semiconvergenti.
X

a

In incheierea acestui paragraf sd cercetim convergenta

oy
integralei Ie'x sin” xdx, o > 0. Deoarece |e”* sin” xi <e™ pentru
0

orice xe [O, + oo[, pulem scrie

o +o 4o
flesin® ddr < fedx==e= 1 =0+1=1.
0
0 0
Prin urmare, ﬂe" sin” xldx este convergentd si deci

]

+oa
je“’ sin” xdx este absolut convergenti, adicd §i convergenti.
0

*cos® xdx, >0 este

4o
in mod analog se stabileste ¢ J'

0

absoiut integralele de forma

convergentd. In
Ie““l - P{sin x)x , Ie_H .

polinoame in raport respectiv cu sinx sicosx,
convergente.

general,
Qfcosx)dx , unde P(sinx), Q{cosx) sunt

sunt absolut

4.3.3. Integrale improprii de speta 2
(de la functii nemdrginite)

In acest paragraf ne punem problema si generalizim
nofiunea de integrald si sd extindem astfel operatia de integrare
asupra unor functii nemarginite.
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Definitia 1. Fie functia f definitd pe [a, b[. Vom spune ci
punctul x=5b este un punct singular, daca f este nemdrginitd pe
[a, b[, dar este marginiti pe orice segment [a, b—¢] inclus in [a, b[,
unde £>0 ([14], partea a 2-a).

Definitia 2. Fie x=b un punct singular pentru funcfia
flx), xe [a, b[ si fie aceastd functie integrabild pe orice segment

[a, b— €], unde £>0 gi a<b—¢€<b. Daci existi limita finita

h-& .
lim j' flxkx, (1)

040

atunci aceastd limitd se numeste integrald improprie de speta 2 $i
se noteaza

b
J (e @)
In acest caz se spune ci integrala improprie
b b-g
Jfixe= tim [r(ape

are sens sau este convergentd. Daci insi limita (1) nu existd sau
este infinitd, atunci se spune ci integrala improprie (2) nu are sens
sau este divergentd,
fn mod analog, daci x=a este punct singular pentru functia
fix), xe€la, b), si feste integrabila pe orice segment [a + &, b], unde
£>0 si a<a+£<b, atunci integrala improprie se definegte
astfel:

b b
[ixx= lim [r(x)x. (3)
[ a+E

Dac3 aceastd limitd existi si este finitd, atunci integrala
improprie (3) se numeste convergentd sau ci are sens. Dacd
integrala (3) nu este convergentd, atunci se spune ci ea este
divergentd sau ¢ nu are sens.

Daca functia f (x) este nemarginitd intr-o vecindtate a unui

punct interior c€ [a, b] si ¢ este un punct singular al functiei f pe
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[a, ¢l si Jc, b], atunci, prin definitie, integrala improprie este
egali cu

b 3 ] £ b
aff(x)dx = !f(xkx+ !f(xhx = lim Jf(x]dx+£ggoc +j;f(xlcix- (4)
Integrala improprie (4) se numegte convergentd, daci fiecare

¢ ]
dintre integralele improprii If (x)x, _[f {(xMx sunt convergente.
q T
Spunem c integrala improprie (4) este divergentd daci ea nu este
convergenta.

Integrala improprie a functiei f(x), xe |o,b[, unde
x=a,x=b sunt puncte singulare ale functiei f pe la, B[, se
defineste cu ajutorul egalitafii

b ¢ b ¢ h-¢
!f(xhx=Jf(xHx+ Jf(ﬂdwei_lmﬂ}oa if(")d"*s‘lo“}o ke, )
unde ¢ este un punct arbitrar al intervalului ]a b[. Daci fiecare

c b

integrald improprie If {xMx, si _[ £(xMx este convergenti, Tn acest
u [

caz se spune cd integrala improprie (5) este convergentd sau are

sens (evident c& midrimea ei nu depinde de alegerea punctului

b

ce la,b[). Se spune ca integrala [ f(x)x din (5) este divergentd
a

daci ea nu este convergenta.

in mod analog se defineste integrala improprie in raport cu
segmentul [a, b] a functiei care are un numir n >3, n € N, de
puncte singulare ce apartin [, b].

Integralele improprii de forma (2), (3), (4) si (5) se numesc
integrale improprii de spefa 2 ale functiei fix).

Constatam ci integralele improprii de speta 2 in raport cu un
segment finit [a,b], ca si integralele improprii de speta | (cu
limitile infinite de integrare), nu sunt limitele unor sume integrale,
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ci limitele unor integrale definite cu limitele superioare sau
inferioare variabile.

Integralele improprii de speta 2 au o interpretare
geometrici: daci functia f este continud i nenegativa, de exemplu,
pe [a, b] (punctul x=& este un punct singular al functiei) si

"\

¥)

ITATATRTRBAL

BB RS

0 a

integrala improprie I f (x)dx {de forma (2)) este convergenta,
a

atunci mirimea ei poate fi consideratd drept aria unei fagii

mirginiti jos de segmentul [a b] al axei OX, la stinga si la dreapta

de dreptele x=a, x=b, sus — de graficul functiei y = f(x), x& [a, #].

)

Exemplul 1. Integrala I

- dr
s (x—a)

improprie de forma (3) (punctul X=a este un punct mngular

(x-—a)’
convergenta sau divergenta acestei integrale, vom considera
integrala definita

”I & __ 1 gt 11
u+€(x_a)r l—r ate 1—r (b“a)r—! gr_[ ’
dacid r 1.

,unde r >0, este o integrald

pentru functia f(x)= ) pe la, b]. Pentru a cerceta
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Dacdinsa r =1, avem

b
| D ofx—a| | =lnfp—d|~Ine.
a+e r—a are
Trecénd la limita pentru £ —0+0, obtinem
. {oo, dacd r>1
mm —————
6‘-9(}+Oa+£ (x— a)r A, dacdr<l,
unde A= 1 ;-1 .
1-r (b—a)
" dx
Asadar, integrala improprie I este convergentd

a+e ('x - a)"
pentru r <1 si divergenti pentru r > 1.

Exemplul 2. Integrala [—-—- este o integrald improprie de

forma (4), deoarece punctul x =0 este un punct singular pentru

functia f(x)= -14- pe segmentul [— 1, 1] . Deci
P

J-——-I +I—- lim iix—-r lim !id_x__-

£=20+0 - £ 0+(:v0 X

Calculam ﬁecare hmxté in parte.
. I\ i

a) lim j' im|——|/= lim — ——5-——1 =+co,
£ 0+0 T e5040 £

4]

) . . . rdx . N
Prin urmare, integrala improprie I—4 este divergenti.
X
-1

! !
b) j =1 im (2)/:—1 lim [1——1;)=+m.
£—>0+ Jeo040\ ' Je 3 £— 0+0 £
. . . rdx . N
Deci integrala improprie I—4 este divergenta.
x
0
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. . . rdx
Asadar, integrala improprie j——4 =+oco Aceasta fnseamni
-1

. pdx . .
ci I——— este divergenti.

4
-1

e

L R

integrare, integralele improprii de speta 2 se reduc la integralele
improprii de speta 1.

Intr-adevar, fie functia f(x) continui pe la, 8] 5i x=b
este un punct singular al ei. Aceasta inseamna ca existd integrala

b-¢
definiti J. f{x)dx pentru orice £>0. Dar

Constatdm ¢ dacd am calcula aceastd inlegrald ca o

integrald definitd (fird a tine cont de discontinuitatea functiei 5 1 J dt
1 b-¢ X=D——, dX =— e
- % — ; ; t ¢ 1\dt
f(x) - in Punctul x =0), am obfine un rezultat gresit. If(x)dx _ 1 1 _ I f[b _?JF
Tntr—adevﬁr 3 “ — <1<~ U(b—a)
1 . b-a £
j_._ = (.. _J _J_ (1+1)= _2 , Presupunem ci integrala improprie de forma (2)
3 3

ceea ce este imposnb:l (a se consulta figura de mai jos). j fladdx= Sl_iﬁo ,[ Slx)dx
Nu vom dezvolta mai departe teoria integralelor improprii de :

speta 2, deoarece toate proprietatile integralelor improprii de speta este convergenta. Aceasta inseamna cd limita

i 1 din 4.3.1 i teoremele despre convergenta acestor integrale din . - (r)dx ;s e b dt
q 4.3. ile si i i m X = lim —-—
I 4.3.2 sunt valabile §i pentru integralele improprii de speta 2. v c;‘-f 3010 J )f 2
i—>+m
. e
| y ? ’ | existi si este finitd. Deci integrala improlljrie de speta 1
i +oo £
¥ 1)dt . dt
| f(b—;)—z = lim | f(b—;J -
| 1(6-a) t S 1/(b-a) 4
I\ f (x)-—]4— este convergenta si aceste doud integrale improprii (de speta 1 §i de
1 / speta 2) sunt egale. Evident c& dacd integrala improprie
V' -~ O Syt +oo
/ \ ]. dt - . "o . .
j flb—- — este convergentd, atunci si integrala improprie
> 1/(b-a) 1t
-1 0 | X

I f(x)dx de asemenea este convergenti.
Demonstratia acestor rezultate se simplific3 §i prin faptul ci a
are loc urmitorul rezultat: cu anumite restrictii asupra functiilor de
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Asadar, convergenta uneia din integralele improprii

y i 1\dt
j f (x)dx si I f (b""J_z implicd convergenta celeilalte
tjt
1/{b~a)
1ntegrale §i aceste doud integrale sunt egale.
in incheiere enun;im citeva rezultate din 4.3.1 si 432

pentru integralele improprii de speta 2.

1.* Formula Newton-Leibniz pentru integralele improprii de speta
2: daci functia feste continua pe [a b[ punctul x=4 este un
punct singular al ei §i F(x) este o primitivd a functiei f pe
[a b[ atunci

[ (0hx= () = Flb)- F(a),

unde F(b)= z]—iylg:o Flb-e¢).

2.* Metoda substitutiei intr-o integraldi improprie de speta 2: daci
a) functia f este continui pe [a, b[ si b este un punct
stngular al ei;

b) functia x= (0(1) si derivata ei sunt continue pe [a, ﬂ[ i
a=gpla)<plt)<b= limqo(t) pentru orice tele, A,

atunci I f x)dx I Flol) )dt

in aceasta formulé aceste doua integrale improprii au aceeasi
naturd: sau ambele sunt convergente si deci egale intre ele, sau
ambele sunt divergente.

Teorema 4% (criteriul particular de comparatie). Fie functia
Jfcontinui pe [a, b[ si b este un punct singular al ei pe [a, b[. Dacd

A Sy
x

atunci integrala improprie

si O<p<l,
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este absolut convergentd. Daca

|f(x]2(—£~v, unde ¢>0 §i p2>1,
x—a

atunci integrala improprie

b b
[r(x)de= tim [r(x)x
a a+E
este divergenti.
Notd. 1. Uneori metoda substitufiei intr-o integrald improprie o
transformd pe ea fintr-o inlegrald obisnuitd (definith). De exemply,
t

integrala I este o infegrald improprie, deoarece punctul x=1
[} 1—x2 '
este un punct singular al functiei f(x)= ! pe [0, 1.
I-x°

Avem
x = sint, dx=costdt

"-"? cosidt
=re|0~- 20Lx=sint <= limsin= }) 7%
[ ‘I: T o V'!—sinzt

1——
2

ey B

C:

2

ICOStdt ”]- u
cost
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Integrala J'l-d: este o integrald obisnuith, deoarece functia

4]
xi2

\ﬁ~_ j'dz—

ceea ce inseamni ¢4 integrala improprie este convergenti.

2. Atragem atentic ci nu toate proprietitile referitoare la integralele
definite (Riemann) sunt valabile §i pentru integralele improprii, Aga,
de exemplu, produsul a doud functii integrabile dupé Riemann pe un
segment oarecare este o functie integrabild dupa Riemann '

Mlﬁ

g(x) =1 este continui pe [0-’25] Prin urmare, J'
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pe acest segment. In cazul integralelor improprii proprietatea
similari nu este valabila.

Vx

integrald improprie de speta 2, deoarece f(x)=

f
De exemplu, fie f(x}= g(x)z—l-—. Evident c3 _[—-‘-g-x- este 0
avx

! este cortinud pe

=

10, IT§i x=0 este un punct singular al ei.
In virtutea teoremei 4* de mai sus cu @ =0, b =1, constatim ci

aceastd integrall este convergentl, deoarece p= 1 < J . Pe de alti parte,
2

/ IR R R " !
[1\Rlglalde= [ podu= 2= lim | === lim (inx)/ =
=— lim (Ing)=+oo,

£—AHG

ceea ce Inseamnd ci aceastd integral’ este divergenta.
i 4.4. Aplicafiile geometrice ale integralei definite

4.4.1. Calcularea ariilor figurilor plane in coordonate
j carteziene dreptunghiulare

| Daca functia f(x) este nenegativi §i continui pe [a,b],
i atunci, reiegind din sensul geometric al integralei definite (nota 1
din 4.2.1), aria” trapezului curbiliniu, mérginit de curba y = f(x),
axa OX si dreptele x=asi x=5, este egald cu

S=I]‘f(x)dx.

i " Despre notiunile de arie a unei figuri arbitrare plane, volum al unui
i corp, arie a unei portiuni de suprafati, precum si despre teoremele
respective, vezi, de exemplu, [12].
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Daca functia f{x) este nepozitiva si continui pe [a,b],

atunci

bjf(x)dxso.

Modulul acestei integrale este egal cu aria trapezului
curbiliniu respectiv. Deci aria trapezului curbiliniu

o

Daci functia f(x), continui pe [a,b], isi schimba semnul de

S=

. un numdr finit de ori pe [a,5], descompunem integrala definits pe

[2.5] in suma integralelor pe segmente partiale, unde f{x) s
pastreazd semnul. Integrala va fi pozitivd pe acele segmente
partiale, unde fix)>0 si negativi, unde f{x)<0. Integrala pe [a.5]
va reprezenta suma algebricd a ariilor trapezelor curbilinii situate
deasupra si sub axa OX. Pentru a obtine suma ariilor in sensul
obisnuit, trebuie si aflim suma moduleior integralelor pe
segmentele parfiale indicate mai sus sauw si calculim

b
integrala § = _ﬂ f (x}it .

Daci se cere si se calculeze aria unui domeniu marginit de
graficele functiilor f (x), fs (x), care sunt continue pe [a,b] i de
dreptele x=a, x=b, cu conditia ci f{x)<f, (x) pentru
orice x& [a,b], vom avea

$ = [fulokde— [ (ekde= [Uale) 5ol
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Sa calculim acum aria unui trapez curbiliniu in cazul cfind
curba y = f(x), xe [a,b] este definitd prin ecuatii in formi
parametrica

x=plt), y=ylt), telapl,
unde functia f(x) este continui pe [a,b], iar functiile @(r), ¢’(¢).
w(t) sunt continue pe [a, 8] si pla)=a, p(B)=b.

Avem cé aria trapezului curbiliniu respectiv se calculeaza
dupi formula

ki
x=gl)
- dx=g/(t)dt N
la=ola)< ole)< pl) =, IO H
ast<f

Notd. Dacé figura pland nu reprezintd figura pland considerati In
exemplele de mai sus, atunci, Tn cazul cind este posibil, aceastd figurd
complicatd se descompune Tn mai multe figuri de tipul celor pomenite mai
sus, dupd cum este prezentat in figura de mai jos.
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Aceastd descompunere se poate cfectua cu ajutorul unor drepte
paralele cu axa OY sau cu ajutorul unor drepte paralele cu axa OX. Se
calculeazi aria fiecirei figuri partiale si rezultatele se adund.

4.4.2. Calcularea arief unui sector curbiliniu
in coordonate polare

Fie curba L caracterizati in coordonatele polare prin ecuatia
p=f0), 0<la.Bl, unde functia f(0) este continui si
nenegativa pe segmentul [a, ﬁ] Figura pland marginita de curba L,
de doud raze, ce formeazi cu axa polard unghivrile @ 5i 8
(ecuatiile acestor doud raze in raport cu sistemul polar sunt
respectiv @=a §i 8 = ), se numeste sector curbiliniu. Vom arita
cd aria acestui sector curbiliniu este egald cu

1, 1R,
S_Ejp de_ajf (6)-d6.

o
Intr-adevar, divizim segmentul [@, ] in n segmente
intermediare cu ajutorul punctelor
a=6,<6,<..<8. ,<8,<..<8,=0.
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Pe fiecare din segmentele partiale[6._,.8,] (1<i < n)alegem
un punct arbitrar &(@_ €& <6;) si construim sectoare

circulare de raza p= f(£ ). Astfel, obtinem o figurd in “trepte”,

formati de aceste sectoare circulare, aria cireia este egald
aproximativ cu aria § a sectorului curbiliniu, adic

S = Z f f, AG‘ ,
1
unde Ad,=6,-6,,. Observam cd aceastd sumid este o sumd

integrali pentru functia % Fi(@), 6ela.B]. Deoarece
.1 . . . .
funcnaa fX(@) este o functie continui pefa, B], limita acestei
sume integrale, cind pasul diviziunii A=maxA#@, "——)0, existd si
8
coincide cu integrala definitad I—;- fie)e.
a

Prin urmare, aria sectorului curbiliniu este egali cu aceastd
integrala definiti, adici

S=%Iim S rHE G =— [F2(o)8.
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4.4.3. Calcularea lungimii unui arc de curbd

in geometria elementard se introduc notiunile de lungimea
unui segment de dreaptd; a unei linii frinte (se mai numeste linie
poligonal@ ca suma lungimilor segmentelor ei; a unei

‘circumferinte ca limita perimetrelor poligoanelor regulate inscrise

In ea, cind numdrul laturilor acestor poligoane crese nemarginit
ete.

Bazindu-ne pe notiunea de lungime a unui segment, vom da
acum definifia lungimii unui arc de curba pland in asa fel ca
aceasti definitie sa includi definitiile deja cunoscute ca nigte cazuri

particulare.
Ul
Fie AB arcul unei curbe plane neinchise, care nu se

intersecteazi cu ea insagi, caracterizatd de ecuatia y= f(x),

x€ |a,b]. Divizam arcul AB in n parfi arbitrare cu ajutorul

punctelor
A=M M M, M_ M, M =B
in directia de la A la B. Umm punctele vecine prin coarde §i
obtinem astfel o linie frintd (linie poligonald) inscrisd in arcul
[
AB , lungimea careia o notdm prin P,. Observidm ci numirul P,
w
depinde de modul de divizare a arcului AB §i de numdirul
punctelor de divizare. Cu cét lungimile coardelor sunt mai mici, cu
atdt linia frntd M M,..M se deosebeste mai putin ca forma de
g .

arcul AB. ) M

‘ B=M
A= M, .

¥
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Notam prin /; lungimea segmentului M _ M, al liniei frinte,
iar prin 4 lungimea maximald a segmentelor liniei frinte, adicd
H=max!, . ‘

Definifia 1. Numérul L se numegte limita lungimilor P, ale

liniilor frinte, cind ;t—-—)O(L= li-r:'l0 Pn), dacii pentru orice £€>0
H

existd un & >0, astfel incét pentru orice linie frintd cu u<d se
verifica inegalitatea
|L-P|<e.
Daci exista limita L=5‘i_13|0 P, si este finitd, atunci numérul

u )

L se numeste lungimea arcului AB . In acest caz arcul AB se
numeste rectificabil.

Din definitia de mai sus rezuitd ¢ L nu depinde de alegerea
liniilor frénte inscrise in arcul dat, lungimile segmentelor carora

o
tind cétre zero. De asemenea avem: dacd arcul AB este impdrtit
(v v
prin punctul C in dous arce AC §i CB si daci oricare doud din
U u v
arcele AC , CB si AB sunt rectificabile, atunci este rectificabil
si arcul al treilea st
L,=L,+L,.
AB AC CB

o
Constatim c¢i dacd arcul AB este inchis sau se
i
| U
intersecteazi, atunci definitia de mati sus a lungimii arcului AB nu
are sens, deoarece in asemenea cazuri (vezi figurile de mai jos)
dacd lungimile tuturor segmentelor (coardelor) liniilor frante
inscrise in curbi tind citre zero, aceasta incd nu inseamna ci aceste

linii frinte se apropie ca formi de curba data.
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Definigia 2. Convenim sd numim curba inchisi, care se
intersecteazi pe sine insdgi curbd rectificabild, dac3 ea poate fi
impartitd intr-un numdr finit de arce rectificabile de felul celor
considerate mai sus. In acest caz se constatd ci lungimea unei
asemenea curbe este egald cu suma lungimilor arcelor "simple” din
care ea este formati.

Presupunem acum ci functia f(x) si derivata ei sunt

uJ
continue pe [a,b] si vom demonstra ci lungimea L a arcului AB,

caracterizat prin ecuatiay = f(x), xe[a.b], se exprimi prin

formula
b
L= [J1+[f(x)Fdx.

Intr-adevir (a se vedea figura dinaintea definitiei 1), notim
prin (x,,f(x;)) coordonatele punctului M,(i =0,1,...,n}. Deci
pentru abscisele acestor puncte avem

a=Xx5 <X <..<x, <x;<..<x,=b.
Atunci lungimea [, a segmentului M _ M, al liniei frinte

Mg..M,, este egali cu

L= \/(xf = X )2 + [f(xi )_ f(xi—l )]2 .

"Conform formulei Lagrange (din 2.4.3), avem
f(xi)—f(xi—l)= f,(ci )(x,- _xg_l), Xi_] <C; <X;.

Deci
L=y +[f e P ax? = 1+ [F (. )P A,
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unde Ax; =x;,-x;; (1<i<n).
in consecinta, lungimea P, a liniei frinte M,..M, este
egala cu

P, Zl _Z 1+[f'(c, FAx, .
Partea dreaptd a egalltatu de mai sus reprezinti o sumi

. . . . 2 .
integrali a functiei 1+ (x)]°, care este continui pe [a,5].
Prin urmare, existd limita acestei sume integrale cénd
A =max Ax, — 0 §i este egald cu integrala definita

bj 1+ [f(x)Pdx.

a
Observim ci /, =,/Ax3 +Ay? 2 Ax, , adica
A=maxAx; £y =maxl;.
Decidaca g — 0, atunci 4 = 0.

Asadar,
L=t = 3 ox = W [P

u
Notd. 1. Pentru calcularea lungimii arcului, cnd curba AB este

definitd in mod parametric prin ecuatiile x= g, (r), y=¢2(t), tela pl,

I

unde gal(t), qﬂ,(t), (02(1‘) sunt continue pe [a, ﬂ] $ioa =¢1(a),
b=g, (B), urmeaza in formula (1) sk se efectucze substitufia x=a@lt),
dx=g, (t)dt, in consecints, obtinem

b X =0, (‘ ) /
L= [1+y ()P de=| dr=x-dt =

a=g(a)b=p(8
A y'(t)2 . A A2 AR
- ]J{ ! )] x-di= [ FOP L OF . @

X\t
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u
2. Pentru calcularea lungimii arcului, in cazul cind curba AB este

definitd in coordonate polare prin ecuatia p= f(8), unde f£(6), f 8)
sunt continue pe segmentul {e, 8], iar valorile 8=« si = corespund

punctelor A si B, urmeazi s se treacd de la coordonatele polare la cele
carteziene rectangulare. Astfel, obtinem ecuatiile parametrice ale curbei

AUB . x=pcosf=f(@)cosB, y=psing=f(8)sing@, unde parametrul
@< {a, B]. Decarece

X (@)= p’-cos@— psind si y'(0)=p -sin@+ pcos@,
obtinem

J[x "+l = J(P')z (0052 8 +sin’ 9)+ o’ (cos" &+sin’ 6) =

(o) + 0
Formula (2) se transforma in formula

A | |
L= [J(p) +pde. (3)
@

o
3. Formula (2) poate fi generalizati in cazul unei curbe AB n

o
spatiu. Fie curba AB caracterizata de ecuatiile parametrice in spafiu

=a (). y=g(1). z=0(0). rela B,
astfel incdt dacid parametrul z variazi de la @ la f, punctul
corespunzitor al curbei se deplaseazi in directiade la A la B. in acest caz
daca functiile q),-(t), q:,’(t) (i=1,2,3) sunt continue pe [a, B, atunci

s
curba AB in spatiu este rectificabild si lungimea ei L se calculeazd dupd

formula
)] 2 2
L= _[Jix, +("'!J dr- @

. 4, Formulele (1) - (4) sunt valabile si pentru curbe inchise.
Intr-adevir, fie, de exemplu, cd curba inchisd este caracterizata de

ecuafile parametrice x= q)l(r), y —%(t) te [a ﬁ] si o (), (t]
{Dz(t), 0, (¢) sunt continue pe [a, Bl.
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Fixdnd o valoare f;, a parametrului ¢ din segmentul [a,ﬂ],

Impdrtim curba inchis prin punctul corespunzator M 0(’0) in doudl arce

v U
AnM g si MgmA . l

n

in acest caz, conform formulei (2), obtinem
to ﬂ
Liwm, = |V {x/ )2 +(y; )2 dt s Ly,\= \f(x:)z +(y;)2d1.
o Iy

Prin urmare,

&
L=Lyp + Lyg s = V(x:)z +(y)V'dr+
) s
+ [JOY +(3 ) de = J'\{(x,')z +(y ) dr. (5)
ty a

Drept exemplu, si calculdm lungimea circumferintei cu centrul in
punctul C (xo, yo) de raza r.
Ecuatia canonici a acestei circumferinte In coordonate carteziene

rectangulare are forma

(x—xp f +(y—y, ) =1t

Forma parametricAi a ei este

x—x,=rcost, adici

x=x,+rcost, tel027] s Y-y, =rsint, adicd y=y,+rsint,

t& [0,27], deoarece (svwcos;t)2 +(rsin?)’ = pentru orice te [0,27:]. .
Aplicind formula (5), obtinem

iz T
L= \f(x:)2+(y,')2dt= I\/("rsint)2+(rcost)2dt=
0 0
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= 2x
= Ir-dtzr-t =r-(2r-0)=2ar.
0 0

Am obfinut, bineinteles, cunoscita formuld din geometria
elementara.

4.4.4. Calcularea ariei unei suprafete de rotatie

Sa considerdm o suprafatd generata prin rotatia unei curbe in
jurul unei axe. O asemenea suprafaid se numeste suprafatd de
rotatie.

Definitie. Se numeste aria suprafefei de rotatie a unei curbe
n jurul unei axe limita ciitre care tind ariile suprafefelor de rotaie
generate de liniile frante (poligonale) fnscrise in aceastd curba
atunci cand cele mai mari dintre lungimile segmentelor acestor linii
frinte tind cétre zero.

Pentru anumite restrictii asupra curbei date o asemenea
limitd (finitd) existi.

Are loc urmétoarea teorema.

|
Teoremd. Daca arcul AB al unei curbe plane situat in planul
XOY si caracterizat de ecuatia y = f(x), x€ [a,b], unde functia
f este nenegativd si continud fmpreund cu derivata sa pe [a,b], se

rotegte in jurul axei OX , atunci aria suprafetei de rotafie existi si
se calculeazi dupd formula

Gox =27 | KL+ [ P e

d

b
Opy = Zﬁ_[y 1+(y' ) dx.

a

sau, mat pe scurt,

Demonstratie. Impirtim arcul AB al curbei v=flx),
x€[ab] in directia de la A la B cu ajutorul punctelor
A=Ay AL AL AL A, =B In n parti si inscriem Tn acest arc
linia frAntd Aj, A),.... A, . Fie xy =a<x <..<x, <x <..<x, =b
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abscisele varfurilor acestei linii frinte. La rotatia liniei frinte
Ay, A....A, Tn jurul axei OX se obtine o suprafatd, care consta
din suprafetele laterale ale r trunchiuri de con.

Y

Segmentului partial [x i X ] 1i corespunde trunchiul de con,
care are razele cercurilor de la bazd f(r_)} si f(x), iar
generatoarea lui este coarda A,_,A; care are lungimea /.. Aria
suprafefei laterale a acestui trunchi de con este egal3 cu
Flriog )+ F(x) L

2 i
unde =’ =\{ (xi =X )2 'f'{f (x; )‘f (xi—l )]2 .
Aplicind teorera Lagrange la functia f(x) pe [x_.x],

obtinem
Fle)= £ )= 10— x40 )= 176 )Ax,
unde 1, € Jr_,x[ si Ax,. = x; —

Xi-1-
Deci =41+ £ P Ax
§i aria suprafetei laterale a trunchiului de con este egald cu
”[f(xi—l J+ F(x)]N1+ [0 Ax
Sumé&m aceste arii ale suprafetelor partiale si obfinem aria
suprafefei laterale generati de linia frantd A, A,,.... A, in jurul axei
OX :

2

5, =73 [F () £l 1+ 17 6P A

i=1

398

Transformiam aceast3 suma in felul urmator

S, frZ[(f )= Fle )+ (fx)- ())+2f(t,-)]- 1+ ) A =
-:rZ[ ) +(FG) =P A1+ ) A+
+2”Zf(ti) \)1+(f’(tf))2mf- (1

Calculdm limita

lim §,= lim 3§,
A=max Ax; >0 max M._ M =0

care, in virtutea definitiei, coincide cu aria O,y a suprafetei de

L]
rotatie a arcului AB fin jurul axei OX .
Vom arita mai intdi ¢ limita primului termen al egalitatii
(1), cind A — 0, este egald cu zero. Intr-adevir, functia f (x) este

uniform continui pe [a,b] si deci, conform teoremei Cantor, pentru

orice £>0 existd un & >0, astfel incit pentru A< & se satisfac
inegalititile

=Sl 8 17 )= £ 6 )< iy

unde (b-a) este lunglmea segmentului [a,b], care este egali cu
n
ZAx,. si M este valoarea cea mai mare a functiei continue
i=l
? 2 e A . .
1+(f(x))* pe segmentul [a,b], care exista in virtutea teoremei

Weierstrass.
Deci pentru diviziunea 4 a segmentului [a,5] in segmente

partiale [x.x), i=1,...n, astfel incat A=|d|< &, avem

IS 1) £l D+ ()= £ D1+ (6P A

=l
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<3 (fG)- £+ )= £ 1+ (F )V 4, <

| <i[2M(§—a)+ 2M(Z—a)]'M A=

i=1

Prin urmare,
wlim Y [ ()= £+ ()= £+ )P Ax =0
=l
Termenul al doilea din egalitatea (1} reprezintd o sumd
integrala a  functiei 27f(xW1+(f{x)* si deci daca
A=max Ax; — 0, acest termen converge, in virtutea continuitatii

functiei 27 f(x )-\fl +{f(x)) la integrala 27;? FlWI+(F(x)) dx.

o
Agsadar, trecind la limiti in egalitatea (1), cind 4 — 0, obtinem

Gox =27 £ (SNTH (7 ) o

" g1 teorema este demonstrata.

Notd. 1. Dac3 suprafata este obtinuta prin rotatia in jurul axei OX

W
a unei curbe AB, caracterizatd de ccuatiile sale parametrice x=gft),

y=lt), a<t< B, unde w(t)>0 pentru orice r< [, B, fr) variazi
de la a la b o data cu variatia it de la @ la B, @a)=a, ¢(B)=b si
functiile g{¢), y{t) sunt continue pe [z, 8] impreund cu derivatele lor,
atunci, efectufind schimbarea de variabili x=g{t) in integrala (2),

obtinem
B
Oox =27 (YWY +(y;) de . 3)
o
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o
2. Dach curba AB e definitd printr-o ecuafie In coordonate polare

p=f(8). _BE [a, ﬂ], unde f(6) admite o derivatd continui pe [e. 8],

atunci acest caz se reduce la cazul precedent considernd ecuatiile
parametrice x = p(6)-cos@, y=pl(8)-sind, 8¢ e, B] 5i formula (3) se
transformd Tn formula

Oox = ZE?p(H)siné’-J(p(B))z +(p'(8))de . (4)

3, Daci in teorema de mai sus schimbam cu locurile variabilele x
si vy, atunci formula (2} se transforma In formula

Gor =22 [FONIT U G dy =2 [T+ Py .

Exemplu. Sa se calculeze aria suprafetei sferice de razi r .

Suprafata sfericéa poate fi considerata ca o suprafatd generatd
prin rotatia semicircumferintei y=+vr?-x*, xe[~r,r], in jurul
axei OX . Ecuatiile parametrice ale semicircumferintei

y=+ri-x%, xe[-r,r] sunt

x=rcost, y=rsint, te[0,7].
Aplicind formula (3), avem

"
Tox =27 j-}’\} () + () ar=
0

T n
=27 Irsin :‘\(r2 sin’t+r?cos’tdr = 2m? jsin tdt =
0 0

F13
=2mr(- cost% =4mt .
0
4.4.5. Calcularea volumului unui corp
dupd ariile seéx\iunilor transversale ale acestuia !

In acest paragraf vom presupune ci cititorul este familiarizat
cu calculul volumului unor corpuri uzuale ca: paralelipiped,
prismé, piramidd, cilindru, con, trunchi de con. Pornind de la
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volumul cilindrului, vom defini ce Tnseamn ci un corp oarecare
are volum si vom deduce o formuld de calcul al volumului unor
astfel de corpuri.

Fie F o figurd plani situatd in planul & . Din fiecare punct
al figurit F ridicAm o perpendiculari pe planul @ si depunem pe
aceastd perpendiculard un segment de lungime A. Considerim
aceste segmente pe una §i aceeasi parte a planului ¢ . Multimea
tuturor punctelor ale acestor segmente formeazi un corp in spatin
pe care il vom numi cilindru drept cu baza F si inaltimea h. Drept
exemple de cilindri de acest fel pot servi prisma dreapta, cilindrul
circular drept etc.

Daci figura F este cuadrabila, adica are arie, atunci e natural
si considerim drept volum al cilindrului drept cu baza F si
indltimea A produsul dintre aria bazei si indlfimea lui.

Pe parcurs vom considera numai corpuri cilindrice, bazele
cérora sunt cuadrabile. Reuniunea unor astfel de corpuri cilindrice
bazele cirora nu au puncte intericare comune formeaza un corp pe
care il vom numi corp cilindric pe porfiuni. Evident ¢i volumul
corpului cilindric pe portiuni este egal cu suma volumelor
corpurilor cilindrice componente.

Definitie. Fie C un corp oarecare, Considerdm sirul {Gn},

ne N, de corpuri cilindrice pe porfiuni care se contin in interiorul
hui C i sirul {H,,}, ne N, de corpuri cilindrice pe portiuni care
contin corpul C in interiorul sdu. Spunem ci corpu!  este cubabil,
adica are volum, daci

limV(G,)=limV(H, )=A,

n—yoa n—pea
unde V(G,) si V{(H,) sunt respectiv volumele corpurilor
cilindrice pe portiuni G, si H,, ne N. In acest caz volumul
corpului C este egal cu A, adici V(C)=A.

Din definitie rezultd cid orice cilindru drept cu baza
cuadrabild este cubabil, de asemenea este cubabil si orice corp
cilindric pe portiuni. Remarcam ci volumul corpului C nu
depinde de sirurile considerate {G, }si {H,}, ne N.
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MentionZm urmitoarele proprietiti ale volumelor corpurilor

geometrice:
1. dacd doui corpuri sunt identice, atunci volumele lor sunt egale;

2. daci corpul C, reprezintd o parte a corpului C,, atunci
V(Cl )SV(Cz);

3. daci, de exemplu, corpul C este Impirtit de un plan paralel cu
unul din planele de coordonate ale sistemului cartezian XYZ0
in doud corpuri C, si C,, atunci V(C)=V(C,)+V(C,).

Fie C un corp geometric mérginit. Presupunem cé acest corp
este situat intre dond plane x=a, x=b {a< b) care sunt paralele

cu planul de coordonate YOZ si fiecare din aceste doud plane are

puncte comune cu suprafata corpului C. Presupunem de asemenea
ca aria figurii obtinute prin intersectia corpului dat de citre orice
plan ce trece prin punctul xefa, b] §i este perpendicular pe
segmentul [a,b] este o functie continud in raport cu variabila

xe [a,b]. Notidm aceastd functie prin S(x). Deci S(x) este continui
pe [a,5]. Atunci corpul C este cubabil §i volumul lui este egal cu

v(c)=bjs(x)dx. ﬁ (1)

Demonstram aceastd propozitie in felul urmétor: trasim
planele x=x,=a, x=x, .., X=X, X=X, .., X=x,=b.

Aceste plane impart corpul C in n parti: C,,C,.....C,.
Functia S(x), fiind continua pe {a, b], este continui pe orice
segment partial [x, ,x;], i=12,..,n. Notim prin m, valoarea cea
mai micd, iar prin M; valoarea cea mai mare a functiei S(x) pe
[xi—llxi]' -

Avem m, =S(&) si M, =5(t,), uqde.(f,- sitelx,,x]

Pe fiecare corp C,(i=1.....n) c;imstruim doud suprafete
cilindrice, indltimile cirora sunt Av;=x~x; ;, i=1, 2, ... n, iar bazele
carora sunt respectiv sectiunile corpului C; cu planele x=¢; si
x=t;. Notdm primul cilindru drept prin G,, iar al doilea prin H,.
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Observim ci
V(G,)=S(5)-(x, - x.y ) =mAx;
si V(H,)=5() (x, - %)= M;Ax;
Cilindrul drept G; (“cel mai mic") se contine in corpul C;, iar

cilindrul drept H; ("cel mai mare") contine corpul C;. Reuniunea
cilindrilor G;, (i =1,..,n) formeazi un corp cilindric pe portiuni
care se contine Tn corpul C, iar reuniunea cilindrilor
H,;, (i=1,.,n) formeazi un corp cilindric pe portiuni, care
contine corpul C . Volumele acestor corpuri cilindrice pe portiuni
sunt respectiv

im,m,.:is({,.)m,. §i iM,.Ax,:is(r,.)Ax,._

YA

'
-

| o=a 0 4 b /%i=b

Aceste doud sume reprezintd sumele Darboux pentru functia
continua S(x) pe [a,b].Deci

n 1 b .
.J.=m¢ll.wi(Tx,-—)0§miji = z=mng;—>o§M‘Ax‘ - JS(x)dx.

Prin urmare, conform definitiei,
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v{C)= ]‘S(x)dx.

Si considerdm pe planul XOY o curbd caracterizati prin
ecuatia y= f(x}, unde f(x) este nenegativd §i continuid pe
segmentul [a,b]. Dacd vom roti trapezul curbiliniu mérginit de

aceastd curbd, de dreptele x=a, x=b gi axa OX in jurul axei
OX , vom obtine un corp de rotatie.

Acest corp de rotatie satisface toate condifiile expuse la
deducerea formulei (1). Avem S(x)= sy’ = 7f *(x), deoarece orice
sectiune’ a corpului de rotatie cu planul x=x;, xpe [a, b],
perpendicular pe axa OX , este un cerc de raza r = f(x,).

Aplicind formula (1), aflim volumul corpului de rotatie:

b
Vox =7 _[f 2(x)dx
d
sau, mai pe scurt,
b
Vox =7 [y*dx. @)

Fie acum ca trapezul curbiliniu al functiei nenegative §i
continue y= f (x) de baza [a,b] se roteste in jurul .axei OY.
Impirtim [a,b] in n segmente partiale cu ajutorul puncte':lor

Xg=a<xk <K, <. <X, <x;<...<x,=b.
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Considerdm trapezul curbiliniv parfial marginit de graficul
functiei y=f (x) de dreptele x=x,_,, x=x; si de axa OX.
Presupunem ci acest trapez curbiliniu este un dreptunghi cu baza
Ax; = x; - x,_, siiniltimea h, = f(x;}. Daci rotim acest dreptunghi
in jurul axei OY, vom obtine un corp volumul ciruia este egal cu
27x; - h; - Ax,. Deci volumul corpului obtinut la rotatia trapezului

curbiliniu partial al functiei y = f (x) de baza [x,-_l,xf] in jurul axei
OY este egal cu AV, =2xx, - f(x,): Ax,;.

Sumind volumele acestor corpuri parfiale, obfinem
urmitoarea formula pentru volumul acestui corp de rotatie

M "
Vor = ZAVa = ZWinf(xi JAx; .
i=1 i=t

Suma din partea dreapti reprezinti o sumi integrald a
functiei x f{x), care este continud pe [a, b].

b
Prin urmare, Ixf (x)dx exista si

] b
Vor =27 [xf (x)dx =271 [xydx 3)

" Notd. 1. Daca schimbim cu locurile variabilele x 31 y in formula
(2) obtinem urmitoarele: volumul corpului de rotatie al vnui trapez
curbiliniu marginit de dreptele y=c, y=d, graficul functiei x=q'){y)

nenegativé §i continui pe [c, d] §i axa OY in jurul axei OY se calculeazi
cu ajutorul formulei

d d
Vor =7 [x*dy = [¢*(y)dy. )

2. Aplicind formula (1) obtinem urmitoarele: volumul corpului de
rotatie al figurii mirginit de graficele functiilor f,(x}, f, (x), de
dreptele x=a si x=b in jurul axei OX se calculeazi cu ajutorul formulei -

s - [2e= 7 [l k. )

v

unde £,(x), f,(x) sunt continue pe [a,b] si f,(x)2 £,(x)20 pentru
orice X€ [a,b].

Exemplul 1. Sa se calculeze volumul "trunchiului de
cilindru" tdiat Tntr-un semicilindru circular drept de raza r de un
plan care trece prin diametrul bazei i formeazd unghiul & cu
planui bazei.

Sé Iuim diametrul AB drept axa OX, iar punctul A drept
origine.

Notidm cu r raza bazei cilindrului drept §i cu o unghiul
format de secfiunea superioari a trunchiului de cilindru cu baza sa.

Sectiunea transversald, perpendiculari pe diametrul
AB =2r , este triunghiut dreptunghic APQR , iar aria sa se exprima
prin formula

S(x)=%PR-QR:%PRPR-tga':%Pthga. ‘

Triunghiul AARB este dreptunghic (se sprijina pe diametrul
cercului) si PR este inaltimea coboriti din vérful R pe baza AB.

Aceastd iniltime este media geometricd intre segmentele
AP=x §i PB=2r-x ale diametrului AB. Deci

PR*=AP-PB=x(2r—-x) si S(x)=%x(2r—x)- tgar.

407




Aplicind formula (1), obtinem pentru volumul "trunchiului
de cilindru” urmétoarele: '

2r

2r 2r
V= IS(x)tJlx=-—1-tga Ix(2r—x)dx=
0 2 0
=—2—r3tga.

i 2 x3
=—tgo] rx" ——
2 30, 3

Aviénd in vedere c3 indltimea h a acestui corp, din triunghiul
dreptunghic ACDE este egald cu rtga, obtinem

V=Er2h.
3

Fxemplul 2. 53 se calculeze volumul marginit de suprafata
sfericii de raza r.
l Considerdm acest corp drept un corp de rotatie generat la
rotatia semicircumferintei y=vr?-x?, xe[-r,r] in jurul axei
oxX .

Deci volumul acestui corp se va calcula dupa formula (2):

V=Jr](r2—x2)dx:m-2;{ ' _..;{.x?‘

-r

A —-r -r

=Itr"’(r+r)~--%(r3 +r3): 2 ——i—m’ = im-s .

Exemplul 3. Sa se calculeze volumul piramidei, aria bazei
cireia este §, iar indltimea ei este H.
Considerdam un sistem cartezian de coordonate OXYZ cu
; originea in virful piramidei §i directia pozitivi a axet OX orientatd
; dupi indltimea piramidei.

Z

Fie x un punct arbitrar pe segmentul [O,H ] Sectiunea
piramidei, perpendiculard pe segmentul OA in puncwl x, este un
poligon asemenea cu poligonul bazei si are aria S(x), care se
raportd la aria S a bazei dupi cum x? se raporti la H*. Deci

S(x) _ #*
s HY ‘

Aplicand formula (1), obtinem ci volumul V al piramidei

este egal cu

H H s
V= [S(x)dx= [ x"dx=
0 oH

S 2
de unde S(x)z—H—zx .

H
Szx3 =—]-SH.
3H 3

o

4.5. Aplicafiile mecanice ale integralei definite

4.5.1. Calcularea lucrului mecanic

Fie F=F(x) o forta, care este considerati ca o functie
continua pe segmentul [a,b], si M un punct material, care se misci
pe segmentul [a,b] sub actiunea fortei F. Reiesind din sensul

mecanic al integralei definite (nota 2 din 4.2.1), avem ci lucrul
mecanic, efectuat de forta F (care actioneaza in directia migcarii)
pentru deplasarea punctului material M din pozitia x =a in pozitia
x=b de-a lungul acestui segment, este egal cu
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A= I]F(x)dx. (0

fn calitate de forta F poate fi considerata:
forta de actiune a unut arc elastic;
e forta de actiune a unei surse magnetice asupra unui corp
magnetic;
forta de interactiune intre doud tncarcituri electrice;
+ forta de atractie universala intre dou# corpuri etc.

Exemplul 1. Forta de actiune reciproci intre doud incarcaturi
electrice e §i e, sitvate la distanta x una de alta, se determini dupa
formula

ge
ek
unde k este o constanti.
. Presupunem cé Incdrcitura e, este situatd in originea O a
i axei OX. Si se determine lucrul mecanic al fortei F la deplasarea
incércaturii e; din punctul M, situat la distanta r, de incarcitura e,
in punctul M,, care este situat la distanta r, > » de incdrcitura ¢,.

Conform formulei (1), avem
b L)
k r;
A= J.F(x)dx = I—e-‘zﬁdx =-kee, l; = ke,ez(l—i) .
: b X7 non

Dacd r, =+ecsie, =1, obtinem

Aceasti mirime se numeste potenfialul cdmpului creat de
sarcina electrici e. -

Exemplul 2. Sa se calculeze lucrul si viteza necesare pentru

in sus la indltimea A.
Conform legii atractiei universale, forta care actioneazi
m-m

asupra corpulvi dat este F=k-——", unde m, este masa
X
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lansarea unui corp cu masa m de pe suprafata Pimaéntului vertical

PimAntului, iar x este distanta de la corp pand la centrul

k-m-m
Paméntului. Deci F=———2=2_ xe[r,r+h], unde r -
X X
raza Paméntului, iar A - orice numir real pozitiv. Dacd x =r , adica

corpul se gaseste pe Pimant, atunci forta F (r)= —%— este egald cu
¥

greuwtatea acestui corp, adicd P=mg, unde g este acceleratia

ciderii libere. Prin urmare, L.=mg, de unde y=mgr® si
r

2
F(x)=mg2r , xefrr+h].

x
Asadar, conform formulei (1), obtinem
r+h r+h
_- _ 2 dx _ 2 lr+h__ 2 _!_— 1 _
A= JF(x}ix—mgr J?——mgr " i =mgr s
_ mgr’h _mgrh
r(r+h) r+h’

Iesirea corpulut in spatiul interplanetar nu e altceva decit
lansarea lui la o Tnal{ime infinitd: A=+ .
fn cazul acesta avem

+oo o 2
A= J.F(x}ix=—mgr2—l-l =—-mgr2[0~—1-)= T =mgr.
xr

r r

Acest lucru se efectueazi din contul variatici energiei

2
.. . TR {14 .o
cinetice a corpului. De aceea energia cinetica ——2— a corpului in

momentul initial trebuie si fie nu mai mici decét acest lucru, adica

viteza inifiald v a acestui corp urmeazi si verifice inegalitatea:
2

_m_;:__ = mgr , de unde

v2,[2gr =[2-10-6400000=8000J2 = 11200m/ s)=112km/ .
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Daca viteza initiali v=112km/s, atunci traiectoria
migcirii acestut corp va fi o parabold. Dacd v>112km/s,
traiectoria lui va fi o hiperbola. Dacd insa v<11,2km/s, corpul

dat sau se va misca pe o traiectorie eliptici, sau va cddea pe
Pamint, sau va deveni satelit artificial al Piméntului.

4.5.2. Centrul de greutate al liniei
plane materiale (numitd cablu)

Din cursul de fizici este cunoscut ci dacd in planul XOY
avem un sistem de n puncte materiale

M, ()c1 I hMy (xz, ¥, ),...,M R (xn . yn) , ale céror mase sunt respectiv
my,m,,...,m, , atunci coordonatele centrului de greutate C(x,,v,}
al sistemului se calculeazi cu ajutorul  formulelor

n n
Z ximr' Z yl‘ml’ n
= y, =< undeM =Zm> se numeste masa

c T p 4 T a i
i=l
Z’”f Z’"r‘

=] i=1

;] n
sistemului, iar mirimile M, :inmi i Moy =Z ym; se
= i=1
numesc momentele statice ale sistemului fn raport cu axele de
coordonate OY si OX. In fizica se mai intilnesc si expresii de

X2 L2 _ n(z 2}'_‘
forma IOY—Zx,.m,-, on-Zy,.m,., lo—z x; +y; jm, , care
i=1

il i=l

se numesc momente de inertie ale sistemului in raport cu axele de

coordonate si ale originii sistemului cartezian de coordonate XQY.
Daca aceste puncte materiale reprezinti arce de curbe plane

omogene, atunci masele lor m,.(izl,...,n) sunt proportionale cu

lungimile arcelor lor. ,

Pentru a afla centrul de greutate, putem proceda astfel:
grupdm dupd voie punctele sistemului, descompunindu-1 in
sisteme partiale si aflim centrele de greutate ale acestora. Apoi
calculdm centrul de greutate al sistemului format de aceste centre
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de greutate, considerdnd ca in fiecare dintre ele este concentrata
intreaga mas a sistemului partial respectiv.

fn cele ce urmeazi vom studia nu sisteme de puncte, ci cazul
cind masa este continuu repartizaté intr-o linie plana (cablu), adica
aceasti linie este neomogena.

u
Fie AB un arc de curba materiald neomogena caracterizata

prin graficul functiei y= f (x) , care este continua cu derivata sa pe
[a,b] si densitatea liniard y = y(x) care este o functie pozitiva §i
continué pe [a,b].

w
Impirtim arcul AB 1n n arce partiale cu ajutorul punctelor
A :MU’M]""’Mi—l’Mi""’Mr! = B

Y 4 M.,
M,
: M;
A/ i ™, B

| ! H it

¢ ! H 1

' ! H 1

' : i [

' ! : 1)

' ' : i

] H i 1

] \ 1 1 10

] \ i 117

1 \ 1 11

i ! ! Vo

i ! ! i

i ! il -
0 a=xp x Xiq x b=x, x

si  notim  lungimile  acestor arce  respectiv  prin
Al AL AL AL
Intrucat functia f (x) x€ [a,b] este continud Tmpreund cu
J
derivata sa pe [a,b], lungimea Al, a arcului M; ;M; se exprima

cu o mic3 eroare, prin lungimea coardei M ;M. Deci

i1
Al =M \M; =J(xa —xi VL) = o )P -
AplicAnd teorema Lagrange la functia f{x), continud pe
segmentul partial [x,-_l , xf-], obtinem
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N, = (x~ X 1)2 (f’( -)(x- _x'—l))z =
1/1+(f (x—x_,) —1}1+ )

unde ¢, ¢ ]xinl X [

)
Dac3 presupunem cé arcul partial M;_|M; este omogen cu
densitatea y=p{t,), atunci masa acestui arc se exprimi prin
formula aproximativa

m; ~y(t;)- Al =yt } T+ () - 4x;.
Aceastd egalitate aproximativi este cu atdt mai aproape de
egalitatea exactd, cu ct A=maxAx;, este mai mic. Urménd
principiul general de mai sus, referitor la determinarea centrului de

wJ
greutate, am descompus arcul AB in n arce partiale. Fiecare din

arcele partiale se inlocunieste printr-un singur punct material, in care
presupunem concentratl intreaga masa m; a acestui arc partial.
In felul acesta obtmem urmatoarele:

a) masa totala a arcului AB este M= Z”ﬂ Z?’(‘) +{F(e, )Y .-
i=1
Intrucat partea dreaptd reprezinti suma mtegrala {Riemann) a

functiei }'(x)\/l+(f (x)) , care este continud pe [a,b], deci
b
existi j}’(x Wi+(f(x) dx si

M= I]r(x)\/u(f'(x))zdx: M

b) pentru momentele statice avem urmitoarele :

Moy = gti ) 1+(f’(tr.))2Ax‘.,

“Zf(ti)’}’(ti)' 1+(f’(tr'))2Axi‘
i=h
Sumele respective reprezintd sume integrale ale functiilor

@A+ FE) s fe L+ ()], care  sunt
continue pe [a,b]. Prin urmare, obfinem urmitoarele formule
pentru calcularea momentelor statice ale liniei plane (ale cablutui):

b

M,y = [ 1+(y) dx, (2
b

Moy = [yraW1+(y) dx; 3)

c) similar punctului precedent, avem ca momentele de inertie ale
unei linii plane (cablu) se calculeaza dupa formulele

b

Toy = Ixzy(x)-\]l-l-(y')zdx, 4)
b

Iox = [y HxW1+() dx, )

b
IO -——IOX +on = J.(xz + yz)y(x)\j1+(y')2dx; (6)

d) coordonatele centrului de greutate ale liniei plane (ale cablului)

B

Ixy(x 1+(y')2dx

5, =Hor o u , @
[+ (P o
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b
[yreWI+{y Y dx
Mox _a .

M ’]-}'(x 1+ () dx

Constatdim ci dacid linia materiald este omogend, adicé
¥ = const , atunci

8

Ye =

b
x, =% Ix 1+(y') dx, 9)

_lb 22
yc—zafy 1+(y)dx, (10)

unde L este lungimea arcului liniei materiale.
Din formula (10) observam ca daca fix) =0 (fix)#0) pentru
orice x€ [a,b], atunci y, >0 (a se consulta 4.2.3, proprictatea 8).
Presupunem ¢3 flx) 2 0 (fix)#®) pentru orice xe [a,b].
fnmultind ambele parti ale egalitatii (10) la numarul 27, obtinem

b
2y, L=2r1 J.)q/] +(y')2dx. fn partea dreapti a egalitajii avem aria

suprafetei laterale a corpului de rotatie generat la rotatia arcului
(-,

AB in jurul axei OX , cind acest arc nu intersecteaza axa OX (a se

consulta formula (2) din 4.4.4), iar in partea stingd avem produsul

dintre lungimea circumferintei descrisd de centrul de greutate al

arcului, care se roteste in jurul axei OX si lungimea acestui arc.

Prin urmare, am demonstrat urmdtoarea teoremd a lui
P. Guldin (matematician elvetian (1577-1643)),

Teorema I (Guldin). Aria suprafefei laterale a vnui corp de
rotatie generat prin rotatia unui arc de curba plani in jurul unei axe,
care se afla in planul ei §i nu se intersecteazi cu ea, este egali cu
produsul dintre lungimea arcului, care se rotegte i lungimea
circumferingei descrisd Tn cursul acestet rotatii de centrul de
greutate al arcului.
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Exemplul 1. S3 se calculeze coordonatele centrului de
greutate al arcului circumferinfei x% +y? = r?, situatid in cadranele

1 si 4, consideréind densitatea liniara y =const=1.
Lungimea acestui arc de circumferintd este egal cu

L=£r—f-=n'r. fntrucit arcul este simetric in raport cu axa OX

avem ci centrul de greutate se afld pe aceasta axd, adica y, =0.

Yy &

AV
)

=T

Aplicand formula (9}, avem

. X = rcost g z N2
X, =—1-jx 1+(y) dx=|y =rsint |==— |rcost 1+[~%] -xidr =

° ebsg] "
z z z
2 2
-1 | cosr\ﬂ( Ad -}-(yg)zdt=i jcoﬂrzsinzHrzcantdt:i Jeostdt=
T i x T
=2 2 2
X
= (sinz) / I
5

Prin urmare, centrul de greutate al acestui arc omogen are

2r
coordonatele x, = y. =0.

Si aplicim acum teorema 1 a lui Guldin. Daci in calitate de
axi de rotatie luam axa OX , atunci teorema nu poate fi aplicata,
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deoarece axa OX intersecteazi acest arc §i y=+yr?—x? isi
schimba sernul pe [0,7]. Daci in calitate de axi ludm axa OY ,
care lrece prin extremititile acestni arc, dar nu-l intersecteaza

induntrul lui, avem: x=1’r2 -y? 20 pentru orice ye [-r,7] si
suprafata corpului de rotatie este o suprafafa sferica de raza r. Deci

aria acestei suprafete este egalicu § = amr?. Aplicind teorema 1,

avem  27ax,-L=S sau 2mx.-mr=4m*, de  unde
4o 2r

X, = =—.
2r-r &

Exemplul 2. S& se calculeze coordonatele centrului de
greutate al arcului de circumferintd x> + y* =r?
1, considerdnd y = const =1.

Lungimea acestni arc de circumferinti este egal cu
L= =
4

aplicind teorema I a lvi Guldin.

Daci ludm in calitate de ax3 de rotatic axa OX (care nu
intersecteaz acest arc, ci trece prin extremitatea Iui), atunci
suprafata corpului de rotatie este o semisferd de raza r. Deci aria

, Situat in cadranul

S& aflim coordonatele centrului de greutate

acestei suprafete este egald cu § =%4'm~2 =2mr* (a se consulta

2
exemplul din 4.4.4). Deci § =27y,L §i y, =—w =20 _ 2"

2A M.E g

Similar, daci considerim ci axa de rotatic este axa OY,
27r? 2r

=2x-x,-L,deunde x_= o
2r— T

atunci § 2%470'2 =2m?

Propunem cititorului si calculeze coordonatele centrului de
greutate folosind formu]ele (%) 51 (10).
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Exemplul 3. S se calculeze aria suprafetei de rotatie, care se
obtine daci o circumfering de raza r se roteste in jurul unei drepte
sitnata n planul circumferintei la distania a de la centrul ei, unde
a>r, adici axa de rotatie nu intersecteazii circumferinta. Acest
corp de rotatie se numeste for.

Lungimea circumferintei este egald cu L=2mr. Alegem axa
OY la distan{a a de la centrul circumferintei de raza r. Centrul de
greutate al circumferintei omogene (y=const= 1) coincide cu

centrul ei geometric, adicd x.=a §i y.=0. Aplicind teorema
Guldin, obtinem cid aria acestni corp de rotatie este egald cu
S =2mx,L=2ma- 27 = 4x’ar .

Propunem cititorului si calculeze aria suprafetei laterale a
torului, reiesind din formula (5) din 4.4 4.

yll

4.5.3 Centrul de greutate al figurii
plane materiale (numitd placd)

Fie D un domeniu plan material mérginit de dreptele
x=a,y=b si graficele functiilor y= f,(x), y = f,(x), care sunt
nenegative, continue pe [a.b] i f[[x)s f>(x) pentru orice
x€[a,b]. Notdm prin ¥ = y{x) densitatea de suprafata, unde (x)
este pozitiva si continui pe [a,b].
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Y A
y=f2(x)

y=$(x)§ [ L

a=x, x X X b=x, X

Urmédnd principiul general din punctul precedent,
descompunem domeniul D in » fégii verticale D,,...,D;,...,,D, prin

dreptele X=Xy =@, X=Xy KT X, X=X X=X, = b,

paralele cu axa OY. Inlocuim fiecare fasie D; printr-un dreptunghi,

Xt X

care are fniltimea f,(z;,)-f,(t;), unde ¢, = si baza

Ax; = x, - x,_, . Dacé presupunem cj acest dreptunghi este omogen
cu y=y(t,), atunci masa fasiei D,(i=1,.,n) este egald cu
Am, zy(ti)'[fZ(tr')—fl(ti)]Axi'

Deoarece centrul de greutate al dreptunghiulni omogen
coincide cu punctul de intersectie al diagonalelor lui, avem

(xi)c :ti'(yi‘) = fl(’i);fz(ti) .

A Pentru a calcula centrul de

greutate al domeniului D, Inlocuim fiecare fasie prin centrul de
greutate al dreptunghiului respectiv, considerind concentrati in el
intreaga masid Am, .

Aplicdind formulele respective din punctul precedent
referitor la aceste puncte (Zx, ), (¥; )c),i =12,..,n, obtinem
urmatoarele

Sle)am Terlnl)- A6

iﬂms ~ i?’(ﬂ | FAAES A -Ax,

k]

X, =

Sonam 23160+ A6 () - A6 ax

i=1 —_

S am S lhe)-Aelas

i=l

Yo =

i=1 i=l

%i 7(“;)‘ [fzz (ﬂ')‘ £ (ti)]' Ax;

i=l

) Z":Y(rr‘)'[fz(t:)‘ﬂ(l‘,‘)]ﬂxi

i=]

fn numaritorii si numitorul comun ai acestor fractii avem
sume  integrale  ale  functiilor xp{x)- [ fHlx)-A (x)],
7(x)|f22 (x)- flz(x)J si y(x)[ fz(x)— fl(x)], care sunt continue
pe [a.b]. Trecind la limita cand A=maxAx; -0, obtinem
formulele

Fx(x) [ () £ ()
x. =2 , (M

Ty(x) Lo () £y ()ete
Ia b 2 2
21l - s ol

frG)-Lf2 ()= 1 ()l
Constatim ci masa domeniului D este egala cu
b
M =[y(x)-[f2(x)- f1(x))dx, 3

iar momentele statice ale figurii materiale D se calculeazd dupd
formulele

¢9)

Ye =
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Moy = [xr()- L2 ()= £ ()] . ©

a
Daci figura materiald D este omogend, adici y{x)= const ,

atunci coordonatele centrului de greutate ale ei se calculeazi dupa
formulele

1k
xe = [x-1f2(0)- frlx]ax, Q)

e =§f[f§ (x)- 17 (e ), @

unde S este aria domeniului D.
Din formulele (6) si (7) rezulti urmitoarele: daci figura
pland omogend este simetric in raport cu axa OX, atunci y, =0.

Pentru figura simetricd in raport cu axa OY, avem x. =0, iar

pentru figura simetricé in raport cu originea sistemului cartezian de
coordonate XOY, avem x, =y_=0.

Considerdim in formula (7) ci f,(x}> f,(x)=0, atunci

¥, >0 (a se consulta 42,3 proprietatea 8). Inmultim ambele pérti
ale egalitatii (7) cu numarul 245, obtinem

oy, -5 = [[£2(6) £ (ol

fn partea dreaptd a acestei egalitdti am obtinut volumul
corpului, care se obtine prin rotatia domeniului D in jurul axei OX
(a se vedea formula (5) din 4.4.5). In partea stdngd avem produsul
dintre lungimea circumferintei descrisd de rotatia centrului de
greutate al acestei figuri plane in jurul axei OX st aria acestei
figuri. .
Astfel, are loc urmitoarea teorema, a doua, a lui Guldin,
Teoremd. Volumul corpului obtinut prin rotirea unei figuri

plane in jurul unei axe ce se afla in planul ei si nu o intersecteazi -
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Moy =§’fy(x)- [fg2 ()~ £f (x)]dx, @

este egal cu produsu! dintre aria figurii plane care se roteste si
lungimea circumferinfei descrisa in cursul acestei rotatii de centrul
¢i de greutate.

Exempiul 1. Si se calculeze centrul de greutate al
semicercului omogen de razi r.

Si ludam drept baza semicercului axa OY, iar centrul lui
coincide cu originea O a sistemului cartezian de coordonate XOY.

Deoarece figura este simetricad in raport cu axa OX, avem
y. =0, adici centrul de greutate se afld pe aceastd axd. Riméne sa

calculdm x_ . Pentru aceasta vom folosi teorema 2 a lui Guldin.
Corpul obtinut prin rotirea semicercului in jurul axei OY este

. , , 4
marginit de o sferd de raza r. Deci volumul acestui corp este -3-7#3.

2
. .. nr .
Aria S a figurti plane care se roteste este . Deci

2
iJrsv?' =2mx, S =>im3 = 2mc_ﬂl_$i'm3 =”2"2xc’
3 3 23

de unde x, =§£,

Dacd comparéim acest rezultat cu rezultatul exemplului 1 din
4,52, obtinem urmitoarele: centrul de greutate al

semicircumferintet (y, =0, x, =£, ex.! din 4.5.2) este mai
1
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apropiat de ea decit centrul de greutate al semicercului
4 .

(y.=0,x, =3_r) pe care-] mirgineste.
V4

Exemplul 2. Si se calculeze volumul torului omogen (a se :
consulta exemplul 3 din 4.5.2.).
Observim ca aria figurii care se roteste in jurul axei OX este

zr*. Deoarece centrul de greutate al cercului omogen se afla in
centrul séu, avem x, = a . Deci lungimea circumferintei descrisd de .

centrul de greutate in jurul axei Oy este egald cu 2za. Conform
teoremei 2 a lui Guldin, obtinem

Vox =2ma-mr =2nar’.
Exemplul 3. Si se calculeze coordonatele centrului de
greutate al figurii omogene mirginiti de parabola y?=1x s
dreapta x=4,

2 |

Figura considerati este simetricd in raport cu axa OX, Deci
centrul ei de greutate se afli pe aceastd axd, adicd y_=0. Aftam
mai intéi aria acestei figuri:

4

4 4‘/__ %4 32
s:zgj;m:zoj xde=_xh (==

3
Prin urmare, conform formulei 6, avem

- :x[fz(x)-ﬂ(x)]dng}{& N N

3
424

34
32073 2y,
16 5 o 40 5

Acest exemplu arati ci teorema 2 a lui Guldin nu riméne in
vigoare cind axa OX intersecteazi figura dati.

Intr-adevir, decarece y, =0, avem V,, =2ay_-§ =0, ceea
ce contrazice conditiei V, #0.

Apropo, conform formulei (2) din 4.4.5, avem

4 4 4
Vox =7r_[y2dx=7rjxdx=£xzi=87:.
0 0 2 0
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