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2. Sisteme de ecuaţii neliniare 
 
 
 În acest capitol abordăm problema rezolvării numerice a sistemelor de 
ecuaţii algebrice neliniare. 
Considerăm următorul sistem de ecuaţii 
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în care cel puţin una din funcţiile  nifi ,1   ,  =   nu este liniară. Sub formă 
vectorială sistemul se scrie 
 0)( =xF ,   (2) 
unde  

T
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Dacă adunăm  x  în ambii membri şi notăm cu  ),()( xFxxG +=   sistemul (2) se 
poate pune sub forma echivalentă 
    (3) )(xGx =
 Evident, există şi alte metode de a pune sistemul (2) sub forma (3). 
 
Exemplul 1. 
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Se observă că prima ecuaţie nu este liniară. Acest sistem se poate pune sub forma 
echivalentă 

 . (4’) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≡−
≡+−+=

),x(xgx+=xx
),x(xgxxxx

212212

2111
2
2

2
11

33
52

Sistemul fiind foarte simplu se poate rezolva cu metoda substituţiei. Înlocuind  
  în prima ecuaţie obţinem  , ecuaţie care admite 

rădăcinile  
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Aşadar soluţiile exacte ale sistemului sunt 
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2
12,1D   o vecinătate a punctului  M2. În această vecinătate 

sistemul (4) se poate pune sub forma echivalentă 
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(4’) şi (4”) sunt variante echivalente (de tipul (3)) ale sistemului (4), în vecinătatea 
punctului  M2. 
 În continuare prezentăm două metode numerice de rezolvare aproximativă 
a sistemelor neliniare. 
 
 
 

§2.1. Metoda aproximaţiilor succesive 
 
 

 Fie  nD R⊂   o mulţime convexă, mărginită şi închisă şi fie sistemul  
DxxGx ∈=   ,  )( . 
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Teorema 1. Dacă    şi   DDGDCG ⊂∈ )(  , )(1 1<∞M ,  atunci sistemul  

  admite o singură soluţie în domeniul  D,  care se află cu metoda 
aproximaţiilor succesive. 

)(xGx =

Demonstraţie. Fie    şi  Dx∈ Dy∈   oarecare. Din Teorema lui Lagrange pentru 
funcţii de mai multe variabile, rezultă că pentru orice  ni ,1= ,  există 

,10),( <<−+= iii xyx θθξ  
astfel încât 
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Ţinând seama că 
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şi mai departe 
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Cum   1<∞M ,  rezultă că aplicaţia    este o contracţie. DDG →:

 Conform teoremei de punct fix a lui Banach rezultă că există   unic, 
astfel încât  .  Aşadar  x*  este soluţia unică a sistemului (3) din 
domeniul  D. Această soluţie se află cu metoda aproximaţiilor succesive. Fie   

  oarecare şi fie şirul aproximaţiilor succesive 
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0),( )()1( ≥=+ kxGx kk . 

Acest şir este convergent în  Rn  şi limita sa    este soluţia sistemului 

(3) şi deci a sistemului echivalent (1), respectiv (2). Teorema lui Banach ne dă şi 
evaluarea erorii şi anume 
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Observaţia 1. Teorema rămâne valabilă şi dacă norma ∞M   se înlocuieşte cu 

altă normă de matrice, de exemplu  1M   sau  2M . 

Considerăm din nou sistemul (4) din exemplul 1. În domeniul [ ] ,
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acest sistem este echivalent cu sistemul 
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În acest domeniu, sistemul admite o singură soluţie şi anume 
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Aşadar, dacă   ( ) Dxx ∈21,   atunci  ( ) ( )( ) Dxxgxxg ∈212211 ,,, . 
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Alegem      şi       (centrul dreptunghiului). 5.1)0(
1 =x 1)0(

2 =x
Se obţin următoarele valori pentru şirul aproximaţiilor succesive 

Nr. de iteraţii 0 1 2 3 4 5 6 
x1 1.5 1.414 1.490 1.478 1.488 1.487 1.488 
x2 1.0 0.750 0.793 0.755 0.761 0.756 0.756 

 
 În continuare prezentăm metoda aproximaţiilor succesive pentru o singură 
ecuaţie neliniară. 
 Fie deci ecuaţia 

[ ]baxxf ,  ,  0)( ∈= . 
Această ecuaţie se pune sub forma echivalentă 

[ ]baxxgx ,,)( ∈= . 
Din Teorema 1 rezultă că dacă 

[ ] [ ] [ ]babagbaCg ,,:,,1 →∈    şi   [ ]{ } 1 ,  ;  )( sup <∈′=′ baxxgg  
 atunci ecuaţia admite o singură rădăcină în intervalul  [ ]ba,   şi aceasta este  
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k
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= lim* 0,)(1 ≥=+ kxgx kk [ ]bax ,0 ∈    este arbitrar. 

 
Exemplu 2.  Fie ecuaţia 

[ ]2.0 ; 3.0  ;  02.05 −−∈=−− xxx   . 
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Forma echivalentă este 
[ ]2,0;3,0,02,05 −−∈=−= xxx  . 

Avem      şi   45xg =′ 10405.0 <=′g  . 
Se poate alege   x0 = −0.3 .  Şirul aproximaţiilor succesive este 
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Se obţin următoarele valori pentru şirul aproximaţiilor succesive 
Numărul 
iteraţiei 

0 1 2 3 4 5 

x −0.3 −0.20243 −0.20034 −0.20032 −0.200322 −0.20032 
 
 

§2.2. Metoda  Newton - Raphson 
 
 
 Fie  D⊂Rn  o mulţime convexă, mărginită şi închisă şi fie sistemul neliniar 
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 Presupunem că   ( ) D,..., T
n ∈= ααα 1   este o  soluţie izolată  a sistemului 

(1) şi că  este un punct ”apropiat” de ( ) D,...,xxx
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sunt de clasă  C1  pe  D.  În aceste condiţii, dacă   Dx∈   se află într-o vecinătate 
suficient de mică a punctului   x(0)  avem 

nixxxdfxfxf iii ,1),)(()()( )0()0()0( =−+≈ . 
Rezultă că sistemul (1) se poate înlocui cu sistemul liniar  apropiat 
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Sub forma vectorială sistemul (2) se scrie 
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Deoarece sistemul (3) este  ”apropiat”  de sistemul (1), ne aşteptăm ca soluţia 
sa,  x(1),  să fie  ”apropiată”  de soluţia  α  a sistemului (1). 
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Aşadar  x(1)  verifică relaţia 
0))(()( )0()1()0()0( =−+ xxxdFxF . 

În continuare considerăm sistemul liniar 
0))(()( )1()1()1( =−+ xxxdFxF  

şi ne aşteptăm ca soluţia sa,   x(2),  să se ”apropie” mai mult de  α.  Aşadar  x(2)   
verifică relaţia  
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 În general, considerăm şirul de vectori  { }    )( px   cu proprietatea: 

 0  (4) ))(()( )()1()()( =−+ + pppp xxxdFxF

şi ne aşteptăm că   { }    )( px   să conveargă la  α. 
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 Dacă presupunem că  JF(α)  este nesingulară, atunci, din continuitate, 
rezultă că există o vecinătate  V  a punctului  x =a,  astfel încât  JF(x) este 
nesingulară pentru orice  . Vx∈
În această condiţie, din (4) rezultă 
  (5) 0),()( )()(1)()1( ≥−= −+ pxFxJxx pp

F
pp

 

Teorema 1. Fie    o mulţime convexă, mărginită şi închisă,  α∈D  o 
soluţie izolată a sistemului   F x) = 0   şi fie  r > 0 astfel încât bila  
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Presupunem că 
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  oricare ar fi   nkji ,1,, = . 

Atunci şirul    { }    )( px  definit de (5) are proprietăţile: 
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Demonstraţie. Din formula Taylor rezultă că pentru orice  nk ,1=   şi orice  p ∈ N,  
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şi de ipoteza (iii), rezultă 
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 În continuare, avem 
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Pe de altă parte din (4) rezultă 
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În sfârşit, ţinând seama şi de ipoteza (ii) avem 
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Aşadar, am demonstrat afirmaţia a). 
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Dacă notăm cu   c= 21
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Exemplu. Reluăm sistemul  (4)  din  §1  
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Conform (5) avem 
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Primele 3  iteraţii sunt prezentate în tabelul următor 
Numărul iteraţiei 0 1 2 3 

x1 1.5 1.5 1.488095 1.488034 
x2 1.0 0.75 0.755952 0.755983 
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Rezultă că algoritmul Newton −Raphson este convergent în acest caz. 
 
Observaţia 1. Metoda Newton expusă aici are un inconvenient major şi anume 
faptul că la fiecare pas trebuie calculată inversa  .  Din motive de 
continuitate, putem presupune că într-o vecinătate suficient de mică a punctului   
x

  )( )(1 p
F xJ −

(0)    avem  . Se obţine astfel metoda Newton modificată   )(  )( )0(1)(1 xJxJ F
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( ) ( )

( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
≥−= −+

                          
   0      ,     )()(

00

p01)()1(

xv
pvFxJvv F

pp
 (10) 

Observăm că   v(1)=x(1)  dar, în general   v(p)≠x(p)   pentru   p>1 . 
 L. Kantorovici a studiat metoda Newton modificată şi a dat condiţii 
suficiente care asigură convergenţa algoritmului (10). 
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 În continuare să analizăm metoda Newton−Raphson pentru o singură 
ecuaţie neliniară. 
 F(x)=0  ,   x∈[a,b]  .  (11) 
 Presupunem că ecuaţia (11) admite o singură rădăcină α∈[a,b]. 
Algoritmul (5) revine la 

 
⎪
⎩
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xf
xf
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p

p
pp  (12) 

 

 y 
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B

x

O a 
b x2 x1 x0

 
Din punct de vedere geometric,  xp+1  reprezintă abscisa punctului în care tangenta 
la graficul funcţiei  f   în punctul   Mp[xp, f(xp)]  întâlneşte axa  Ox. 
Într-adevăr, ecuaţia tangentei la grafic în punctul   M0[x0, f(x0)]  este 

y − f(x0) = f’(x0)(x − x0)   . 
Fie  x1  abscisa punctului în care această tangentă întâlneşte axa   Ox.    
 
Avem 

0 − f(x0) = f’(x0)(x1 − x0) 
şi mai departe 

)('
)(

0

0
01 xf

xfxx −=  

adică prima iteraţie din (12). 

 Fie   m1 = inf{⏐f’(x)⏐ ;  x∈[a,b]} .  Atunci putem lua 
1

1
1

m
M =  . Evident   

m2 = sup{⏐f"(x)⏐ ;  x∈[a,b]} .  Algoritmul este convergent dacă 

1
2
1 2

021 <−αxMM  . 
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Exemplul 2.  Fie ecuaţia   F(x) ≡ x3 - 2x - 5 = 0 ;  x∈[2,3] .  Ecuaţia admite o 
singură rădăcină reală  ( 3,2∈ )α .    

F(2) = −1 < 0 ; F(3) = 16 > 0 . 
Algoritmul este 
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arbitrar   )3,2(

0  ,  
23

52
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x

p
x

xx
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p
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pp  (13) 

f’(x) = 3x2 −2 ;   
10
1

1 =M  ;  f"(x) = 6x ;   M2 = 18  

1
10
9

2
1 2

021 <<−αxMM  , 

de unde rezultă convergenţa şirului  {xp}  definit de (13). Valorile obţinute dupa 
primele 5 iteraţii sunt trecute în tabelul de mai jos. 
 

Numărul 
iteraţiei 

0 1 2 3 4 5 

x 2.5 2.16418 2.09714 2.09456 2.09455 2.09455 
 
 
 

Exerciţii 
 
 

1.  Să se  găsească soluţia aproximativă a sistemului 
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01010
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3

3

yxyx
xy  

situată în dreptunghiul D =[-1, 1]×[0, 2],  folosind metoda aproximaţiilor 
succesive. 

R.  Considerăm  G : D → D   unde  
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este o contracţie şi şirul aproximaţiilor succesive    x(p+1) = G(x(p))   converge la 
soluţia sistemului. 
Valorile obţinute după primele 3 iteraţii sunt trecute în tabelul de mai jos. 

Numărul iteraţiei 0 1 2 3 
x 0.5 -0.0437 0.00583 -0.000679 
y 0.5 1.0375 0.99545 0.99993 

 
2. Să se  găsească soluţia aproximativă a sistemului 
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⎤
⎢⎣
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2
1,

6
1

6
5,

2
1D , folosind metoda aproximaţiilor 

succesive. 

R. Punem sistemul sub forma  
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yxG  este o contracţie a lui  D. Într-adevăr, 
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   ,   47222.0=∞M deci   G   este o contracţie şi şirul aproximaţiilor succesive    

x(p+1) = G(x(p))   converge la soluţia sistemului. Considerând x0=0.5  şi   y0=0.5 
avem: 

Numărul iteraţiei 0 1 2 3 
x 0.

5 
0.54167 0.53266 0.53256 

y 0.
5 

0.33333 0.35365 0.35115 

 
3. Să se  găsească soluţia aproximativă a ecuaţiei   e-x+10x-5=0 
situată în intervalul   [0, 1] ,  folosind metoda aproximaţiilor succesive. 



Sisteme de ecuaţii neliniare                                                                                            103

R.  Ecuaţia se poate pune sub forma  )(
10

5 xex
x

ϕ=−
=

−
 , unde  ϕ(x)  este o 

contracţie şi şirul aproximaţiilor succesive    x = ϕ (x)   converge la soluţia ecuaţiei. 
Valorile obţinute după primele  5   iteraţii sunt trecute în tabelul de mai jos. 
 

Nr. de iteraţii 0 1 2 3 4 5 
x 0 0.

4 
0.43297 0.43514 0.43528 0.43529 
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4.       Să se găsească soluţia aproximativă din cadranul întâi pentru sistemul  
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folosind metoda Newton. 
R. Şirul aproximaţiilor succesive     

unde: 
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Se obţin: 
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5.       Să se găsească soluţia aproximativă   ( x>0 ,  y>0 )   pentru sistemul  
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folosind metoda Newton. 
R. Şirul aproximaţiilor     unde: 0  ,  )()( )()(1)()1( ≥−= −+ pxFxJxx pp
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Se obţin următoarele rezultate dacă se porneşte cu         : ⎟⎟
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6. Folosind metoda Newton să se aproximeze soluţia pozitivă a sistemului de 
ecuaţii neliniare 
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7. Să se găsească soluţia aproximativă   ( x>0 ,  y>0 )   pentru sistemul  
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folosind metoda Newton modificată. 
R. Şirul aproximaţiilor succesive     
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