A lehetetlenségre visszavezetés mdédszere
(A reductio ad absurdum moédszer)

Ezt a mddszert akkor alkalmazzuk, amikor kdnnyebb bizonyitani egy allitas
ellentettjét, mintsem az allitast direktben.

Ez a mddszer az indirekt bizonyitasok kozé tartozik, és tulajdonképpen azokkal
egyenértékd. Egy feladat vagy tétel altaldban A=B alaku, ahol A a feltevés (hipotézis)
és B a kovetkezmény (konkluzid). Mivel fenndll az (A=B)=(—B=>—A) azonossag, ezért
nem direktbe bizonyitjuk, hogy A-bdl levezethet6 B, hanem feltételezziik, hogy B nem
igaz, vagyis —B az igaz, és ebbdl korrekt logikai kovetkeztetéseket végezve
ellentmonddsra jutunk. Hogy mivel kertlhetiink ellentmondasra?

1) Akiindulo feltétellel, az A-val.
2) Valamilyen ismert tétellel.
3) Valamilyen axiémaval.

Az ad absurdum maddszerének a lényege tehat: feltételezziik, hogy a konkluzid
nem igaz, vagyis —B, és korrekt kovetkeztetéseket végezve ellentmondasra jutunk. Ez
azt jelenti, hogy a feltételezésiink, hogy B nem igaz megddl, vagyis =B az hamis,
tehat a B konkluzio igaz kell legyen. Ezzel a bizonyitas véget ért.

Példak:
1) Legyen adott a, b, ¢, d négy kiilonb6z6 szam. Igazoljuk, hogy nem alkothaté
belSlik egy 2x2-es blivos négyzet!
Bizonyitds: Feltételezziik az ellenkezdjét vagyis, hogy alkothatd velik egy b(ivos
négyzet, legyen ez a kévetkez6:

Mivel ez blvos négyzet kovetkezik, hogy: a+b=c+d=a+c=b+d=a+d=b+c ahonnan
mindenképpen kovetkezik, hogy b=c vagy a=b vagy a=c vagy a=d vagy b=d tehit
ellentmonddsba keriiltiink azzal, hogy a, b, ¢, d mind KULONBOZO szamok.

Ezuttal a feltevéssel jutottunk ellentmondasra.

2) Bizonyitsuk be, hogy egy konvex hatszégnek nem lehet 4 hegyes szoge!
Bizonyitds: Ismert tétel, hogy egy n-oldalu sokszég bels6 szogeinek az Gsszege
(n-2)x180° igy hat a kils6é szogeinek az Osszege 2x180°=360°. Feltételezzik az
ellenkezGjét vagyis, hogy egy konvex hatszognek van 4 hegyes szoge. Akkor az ezek
mellett fekvé kils6é szogek Osszege > 360°lenne, de ez ellentmond az emlitett
tételnek. Ezuttal egy tétellel jutottunk ellentmondasra.



3) lgazoljuk, hogy ha a sikban egy (d) egyenes két parhuzamos a, b egyenesek kozil
metszi az egyiket (példaul az a-t), akkor metszi a masikat is.

Bizonyitas:
) \\d\\\

b

Feltételezziik az ellenkezdjét vagyis, hogy (d) nem metszi a (b) egyenest. igy hat csak
d | | b vagyis csak PARHUZAMOS lehet b-vel. De ekkor az A ponton &t a b egyeneshez
2 parhuzamos huzhato, ami ellentmond a IX. axidmanak (parhuzamossagi axiéma).
Ezuttal egy axiomaval jutottunk ellentmondasra.

Megoldott feladatok:

1) Bizonyitsuk be, hogy \/5 nem racionalis szam.

1. Bizonyitas: feltételezzik az ellenkezgjét vagyis, hogy \/5 racionalis szam.
Ekkor léteznek olyan (p, q)= 1 pozitiv egész szamok, ﬁ _pr amelyekre ahonnan

q

2q2=p2 tehat p paros kell legyen. Legyen példaul p=2r, ahol r természetes szam.
Visszairva kapjuk, hogy q2=2r2. De ebbdl kovetkezik, hogy q is paros szam kell
legyen. Legyen tehat g=2s. De ekkor azt kaptuk, hogy (p, q)= (2r, 2s)=1
ellentmondas lenne.

2) Bizonyitsuk be, hogy /2 nem racionalis szam.
2. Bizonyitas: feltételezziik az ellenkezdjét vagyis, hogy\/i raciondlis szam. Ekkor

léteznek olyan p, q pozitiv egész szdmok, amelyekre /2 = P Azilyen létezé p,
q szamok koziil legyen p a legkisebb ami létezik. q

De fenndll az, hogy 2q2:p2 tehdt p péros kell legyen, vagyis p=2r, ahol r szintén
természetes szam, €s 1< p, ami ellentmond annak, hogy p a leg kisebb.

3) Bizonyitsuk be, ho nem racionalis szam.
) Bizonyitsuk be, hogy J 4/3  nem raciondlis szam. 5 & p
Bizonyitds: feltételezziik az ellenkezéjét, vagyis, hogy 5 q
m

Mindkét oldalt négyzetre emelve kapjuk, hogy 5+2./6 :p_2 =Jo="

n
vagyis \/6 racionalis lenne, de az el6z6 bizonyitasok mintdjara igazolhato, hogy ez
nem igaz.

4) Két csoportra oszthatok-e a kovetkezd szamok ugy, hogy az egyik csoportba
tartozd szamok Osszege 9-cel nagyobb legyen mint a masik csoportba tartozék
Osszege? A szamok: -7,-4,-2,3,5,9, 10, 18, 21, 33



Megoldas: feltételezzilk az ellenkezGjét, vagyis, hogy a két csoportba osztas
megvaldsithatd. Ez azt jelenti, hogy ha elhagyjuk a 9-e szamot, a tobbi szam
0sszegének a fele egész szam, de ez nem igy van, mert az 6sszeg 77 ami paratlan.

5) Van-e olyan kétjegy(i szam, amelynek legalabb 4 kil6nb6z6 primosztdja van?
Megoldas: feltételezziik, hogy van ilyen szam. Akkor a 4 legkisebb primszam 2, 3,
5 és 7. Ellenben 2x3x5x7=210 mar nem kétjegyl, hanem haromjegy( szam.

6) Lehet-e 3 egymast kdvetd pozitiv egész szam Osszege primszam?
Megoldas: feltételezzik, hogy a valasz igenl6, vagyis van 3 olyan egymas utani
pozitiv egész szam, amelyeknek az 6sszege primszam. De mivel a harom szam
egymas utdani, ezért az alakjuk valamilyen sorrendben 3k, 3k+1 és 3k+2. De ha ezt
a harom szamot 6sszeadjuk, akkor egy 3-mal oszthatd 6sszetett szamot kapunk,
vagyis nem primszamot.

7) Van-e olyan tizes szamrendszerbeli pozitiv egész szdm, amelyben a szamjegyek
szorzata 99007
Megoldas: feltételezziik, hogy van ilyen szam. De ekkor mivel 9900=2%x3?x5°x11
azt kapjuk, hogy a 11 szamjegy kellene legyen, ami ellentmondas.

8) Harom egymast kovetd primszamot akkor neveziink harmasikernek, ha a
szomszédok kozotti kiillonbség 2. Hany ilyen harmasiker primszam van?
Megoldas: konnyen belathatd, hogy 3, 5, 7 éppen egy ilyen prim harmasiker.
Igazoljuk, hogy nincs tdbb ilyen. Feltételezziik az ellenkezdjét, vagyis, hogy létezik
olyan p primszam, amelyre p, p+2 és p+4 mind primszamok. Ellenben mivel p>3
ezért p=3k+1 vagy p=3k+2 alaku lehet, de ekkor vagy p+2 vagy p+3 oszthato lesz
3-mal, vagyis nem lesz prim, ellentmondas.

9) Igazoljuk, hogy az AB szakasz felez6 merGlegesén kiviil nincs a sikban olyan P pont,
amelyre PA=PB legyen!
Bizonyitds: feltételezziik az ellenkez6jét vagyis,
hogy a szakaszfelez6 merélegesen kivil is van
olyan P’ pont amelyre P’A=P’B. Ez azt jelenti,
hogy az ABP’ haromszdg egyenl6 szaru. Ha C az
AB szakasz felez6pontja, akkor mivel ABC=CB és
AP’=P’B és P’C kozbs, ezért az ACP’ haromszog
kongruens a BCP’ haromszoggel, igy ACP’ £ =
BCP’ Z, ami azt jelenti, hogy ez a két szog
mindegyike 90°-os, vagyis P'C merdleges az AB- &
re, ami azt jelenti, hogy P’ a szakaszfelez6
meré6legesen van, ami absurdum.

10) Igazoljuk, hogy az AOB szog szogfelezGjén kiviil
nincsen olyan P pont amelyre d(P,0A)= d(P,0OB).
Bizonyitds: feltételezziik az ellenkezdjét vagyis,
hogy a szogfelez6n kiviil is van olyan P’ pont
amelyre d(P’,0A)= d(P’,0OB). De ekkor Pitagorasz



tétele értelmében OA=0B lesz, igy az OAP’ haromszog kongruens lesz az OBP’
haromszoggel, ezért AOP’ £ = BOP’ £ ami azt jelentené, hogy a P’ pont éppen az
AOB sz6g szogfelez6jén van, ez ellentmondas.

11) Adott a sikban egy (d) egyenes, és ennek ugyanazon az oldalan két kilonbo6z6
pont, az A és a B. Keressiik meg a (d) egyenes azon P pontjat, amelyre a PA+PB
0sszeg minimalis!

Megoldas: tiukrozzik a B pontot a (d) egyenesre, és
legyen B’ a B pont szimmetrikusa. Az AB’ egyenes a (d)
egyenest P pontban metszi. Ekkor PA+PB=PA+PB’=
AB’, és igazoljuk, hogy ez a P pont amelyre a széban
forgd Osszeg a leg kisebb. Feltételezziik az ellenkezgjét
vagyis, hogy létezik olyan P’ pont a (d) egyenesen,
amelyre P’A+ P’B <PA+ PB. Ellenben a haromszog
egyenl6tlensége alapjan

P’A+P’B= P’A+ P’B’> AB’= AP+PB’=PA+PB

vagyis ellentmondashoz jutottunk.

A

12) Az ABCD konvex négyszog belsejében keressiik meg azt a P pontot, amelyre a
PA+PB+PC+PD 6sszeg minimalis.
Megoldas: Igazolni fogjuk, hogy a szdbanforgd P
pont éppen az AC és BD atlok metszéspontja lesz.
Feltételezziik az ellenkezgjét vagyis, hogy az atlék
metszéspontjan kivil létezik olyan P’ pont amelyre
P’A+P’B+P’C+P’D< PA+PB+PC+PD.
A haromszog egyenl6tlensége alapjan felirhatd, hogy
P’A+ P’C> AC = PA+ PC és P’B+ P’'D> BD= PB+ PD és ezek 6sszegzésébdl adodik,
hogy P’A+P’B+P’C+P’D> PA+PB+PC+PD és ez ellentmondas.

13) Van-e olyan haromszog, amelynek minden magassaga nagyobb mint 2 cm, és a
terilete pedig kisebb mint 2 cm??
Megoldas: feltételezziik, hogy van ilyen A
haromszog, és a haromszog oldalait jeloljiik a /
csucsoknak megfelel6 kisbetlikkel. Mivel / b
T=axm/2 innen axm=2T < 4. Ezért 4> am>2a /
ahonnan a<2 kovetkezik. teljesen hasonldan
kovetkezik, hogy b <2 és c< 2 is igaz. De az ABD £
derékszogl haromszogben az atfogd nagyobb A &
mint a befogd, ezért c>m de 2>c igy 2>m -
ellentmondashoz jutottunk.
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14) Igazoljuk, hogy nincs olyan egyenes korkup,
amelynél az alap teriilete egyenld a palast
teriletével! G
Bizonyitas: feltételezziik az ellenkez6jét vagyis,
hogy létezik ilyen kdrkup. Az alap teriilete T=R?T,
a paldst terllete pedig= P=RnG, ezért a T=P




alapjan R°m= RnG ahonnan R=G adédik, vagyis egy derékszog(i haromszog
befogdja és atfogdja egyenld, ellentmondas.

15) Egy ABCD egységnyi oldalt négyzetben adott 5 pont. A E, D
Igazoljuk, hogy nem lehet, hogy barmelyik két pont " |
tavolsaga nagyobb legyen mint v2./2 F o |

Bizonyitds: feltételezziik, hogy barmelyik két pont kozotti
tavolsag nagyobb mint

J2/2 . Ekkor osszuk fel a négyzetet 4 egybevago kis B
négyzetre. Lesz olyan kisnégyzet amelyikbe legalabb 2 pont

keril, és ezek kozotti tavolsag nem lehet nagyobb mint a kisnégyzet atldja, a \/5/2
Ezzel ellentmonddsra jutottunk.

G

[ |

16) A mellékelt dbran ot alakzatot, ugynevezett tetramindt latunk. Mindegyik alakzat
négy egybevigd egységnégyzetbdl all. Ossze lehet-e rakni ezekbél (maradék
nélkili felhasznalasukkal) hézagmentesen és atfedés nélkiil egy téglalapot?

Megoldas: feltételezziik az ellenkez6jét vagyis, hogy 6sszerakhaté egy téglalap.

Ha a megadott alakzatokat a sakktabla mintdjara szinezziik ki, akkor négy
alakzaton 2-2vilagos, illetve sotét mez6 lesz, egyen pedig 3, illetve 1 (vagy
forditva). Igy a négy alakzaton egyiittesen nem egyenld a vilagos és a s6tét mezék
szdma, ellentmondas, tehat nem lehet beldliik téglalapot 6sszeallitani.

17) Igazoljuk, hogy 10°°**+5 nem négyzetszam!

Bizonyitds: Feltételezzik az ellenkezGjét vagyis, hogy 10°°2+5=k? vagyis
100..005=k* de (1+5):3, igy k’:3, ezért k :3. De igy 100..005 :9, és ez azt
jelentené, hogy (1+5):9 ami absurdum. Az elSbbiekben a 9-cel valé osztasi
szaballyal jutottunk ellentmondasba.
2ln+4
18) Igazoljuk, hogy ha n>1, akkor a m tort egyszer(sithetetlen!

Bizonyitds: Feltételezzik, hogy a tort egyszerlsithetd egy d# 1 pozitiv egész
szammal. Ekkor d|21n+4 és d|14n+3 és ezek alapjan d|42n+8 és d|42n+9
ahonnan azt kapjuk, hogy d | 1 vagyis d=1 ami ellentmondas.

19) Bizonyitsuk be, hogy ha a, b, c paratlan egész szamok, akkor az gx> +bx+c=0
egyenletnek nincs egész gyoke!
Bizonyitds: feltételezziik az ellenkez6jét vagyis, hogy paratlan a, b, c értékek
mellett is az egyenletnek van x=k egész megoldasa. Ekkor ak’+bk+c=0
vagyis k(ak+b)=—c  ahonnan k| c kévetkezne, ezért k=2n+1 kell legyen, de
ezt visszahelyettesitve az egyenletbe 4(2n+1)* +b(2n+1)+c=0 ellentmon-
dasra jutunk, hiszen paratlan szamok 6sszege nem lehet nulla.

20) Igazoljuk, hogy végtelen sok primszam van (Euklidész)
Bizonyitds: Feltételezziik az ellenkezGjét, tehat csak véges szamu primszam van,
legyenek ezek p1, pa, ..., Pn. Képezziik az N= pq,xpy% ... Xpo+ 1 szdmot. Ez vagy
Osszetett, vagy prim. Ha dsszetett lenne, akkor lennének primosztdi, de ezek csak
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a pk koziil lehetnek, de ez nem lehet, mert N nem oszthaté egyik px primszammal
sem. Tehat N nem Osszetett, ezért prim, igy mivel nagyobb barmelyik py
primszamnal, ezért egy Ujabb primszamot kaptunk, ami ellentmond annak, hogy
P1, P2, ..., Pnaz Osszes primszam.

21) Az ABCDE konvex 6tszog minden oldalat és atléjat vagy kékre, vagy pirosra
szinezzik ugy, hogy nincsen azonos oldalszinl hdromszog. Igazoljuk, hogy ekkor
minden csucsbdl pontosan 2 piros és pontosan 2 kék szakasz indul ki!

Bizonyitds: feltételezziik az ellenkezGjét, igy hat B
Iétezik olyan csucs, amelyikbél legalabb 3 m
egyszinl szakasz indul ki, legyen példaul ez AB, A ¢

AC és AD és legyenek éppen pirosak.

Ekkor az ABC haromszdgben BC piros kell
legyen, az ACD haromszégben DC is piros kell
legyen, és az ABD haromszogben BD is piros kell
legyen, de ez ellentmond az azonos szinl
haromszog létezésének.

22) Igazoljuk, hogy az x*+y?=3(z*+t%) egyenletnek nincs pozitiv egész megoldasa!
Bizonyitds: feltételezziik az ellenkez6jét vagyis, az egyenletnek van (xq, Yo, Zo,to)
pozitiv egész megolddsa, ahol legyen xq a 1étez6 x értékek koziil a leg kisebb.
Tehdt x;+y; =3(z;+1;) -Dea 3|x2+y2  alapjan 3‘x§ és 3|y
ahonnan 3 | Xo €s 3 | yp tehat xo=3x; es y=3y,. Ezt visszairva az egyenletbe kapjuk,
hogy 9(x + ) =3(z, +1;) VaBYIS 3(x+y])=z; +1, - Esmivel 3/;7
és 3‘t§ ezért 3 | Zoés 3 lto ezért visszairva az egyenletbe kapjuk, hogy

3(x + ) =9(5 +1) Xy =32 +10)

vagyis ami azt jelenti, hogy
(x1, Y1, Z1,11) egy Ujabb megolddsa az eredeti egyenletnek, ahol az xg=3x; miatt x;
egy kisebb megoldas mint xq, és ez ellentmondas.



