MATEMATIKAI LAPOK

IFJUSAGI FOLYOIRAT

XCVIII. (XLI) évfolyam 1993.januér

KEDVES OLVASO!

A megszokott "Gjévi szerkeszt6bségi izenet" helyett, Boga
Emese szatmarnémeti (10.sz. Alt. Isk.) tanulé 1992. dec. 12-én
irt levelét kozdljilik:

"Tisztelt Szerkesztbség!

Kezd6éként irom levelemet a Matematikai Lapoknak. El6szdr
fordult el6, hogy a feladatok (nagyrészének) megoldéasait
bekiildém. Tulajdonképpen mar régbéta vasarolom a lapot, s
&ltaldban meg is oldok néhany feladatot, de eddig nem tartottam
fontosnak, hogy be is kiildjem.

Mint 8. osztalyos tanuldé, nagy segitségemre vannak a hozzam
sz616 cikkek és a megoldott feladatok. Ugy érzem, egyre jobban
formalédik a feladatmegolddi készségem, amire liceumban nagy
sziikségem lesz majd. Mellesleg, a liceumban majd ezek a jél
eltett Matematikail Lapok sokat fognak hasznalni, szinte "kenye-
rink" lesz a tanuléasban.

Nekem tetszik a lap, szivesen radadldozom néhadny fagyi arat,
mert megéri. Remélem, sokadig vehetem még kezembe az Gj szamokat.

Megeshet, hogy a megoldasok kivitelezésébe hiba csiszott,
de ezért elnézést kérek, idbére van sziikségem, hogy belejdjjek.
Igyekszem az ilyen jellegUd hibaimat korrigalni, remélem sikeriil.

Kellemes karacsonyl linnepeket és boldog Gj esztenddSt kivanok
a szerkeszt6éség minden tagjénak.

Tisztelettel:
Boga Emese"

KONVEX FUGGVENYEK OSSZEGEZESEROL
T6th Laszld egyet. tandrsegéd, Kolozsvar
Tuzson Zoltadn tandr, Székelyudvarhely

1.Bevezetés. Legyen Sb(n)=1p+2p+...+nt’az els6 n természetes

szam p-edik hatvanydsszege, ahol p€EN'. Tobb mbédszer is ismeretes
az S,(n) &sszegek kiszamitasara, 1lasd [4], [6]. Igazolhatd, hogy

(1) Sp(n) =-plTl (n"‘1+%cﬁun p"'C:uanp-l"' vie +Cpa1Bpn) '
ahol B,,...,B, a Bernoulli szamok, lasd pl. [2].
Innen kdvetkeznek az aladbbi hatarértékek, melyeket a Cesaro-
Stolz tétellel is kiszamithatunk:
Sp(n) 1

(2) lim—2
n-= nP*l  p+l

'
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(3) lim n(s"(n)- L )=_;- stb.
ha

n-= nP*l  p+l
A (2) képlet akkor is érvényes, p>-1 valdés szam; valéban

llm—&l ( ) ‘!; 1

e npu N nk=1 p+1

=0, Felmeriil a

. : S, (n)
és (2) hamis, ha ps<-1, hiszen ekkor lim
~ n=e np

kérdés: milyen p valds szamok esetén 4ll fenn a (3) Osszefiiggés?
Ebben a dolgozatban &ltaldnosabb Osszefiiggések kovetkez-
ményeként levezetjiik az

1.1 .nf -2 +—)

(4) "ot sS, (n) -2s 2( ) p+1 2(

kettbs egyenlbtlenséget, mely tetszbleges neEN* és p21 (- illetve
0<p<l) esetén érvényes, s melybbl a fogbé-tétel alkalmazasaval
(3) helyessége kdvetkezik, barmely peR, p>0 esetén. Megjegyez-—
ziik, hogy (3) nem &ll fenn, ha ps0O, lasd [1], 5. k&vetkezmény.

2. A Hadamard-egyenlStlenségek. Alkalmazni fogjuk az aléabbi,
Hadamard nevét viseld kettbds egyenlbtlenséget, melyre gyakran
hivatkoznak bizonyitds nélkiil, ezért a teljesség kedvéért
megadjuk a bizonyitast is.

Ha f:[a,b)~R kétszer derivalhaté konvex fliggvény, akkor

b :
: a+b 1 f(a) +£(b)
(5) f( > )sm-[f(x) dxs-—i——.

Bizonyitas ( 1l4sd [7]) ). A Lagrange-féle ko&zépértéktétel
alapjadn és hasznalva, hogy f' novekvé  filiggvény, barmely
x,y€la,b] esetén

(x-y) £!(y) s£(x) -£(y) <(x-y) f/(x) .

a;b és integraljunk x szerint. Igy

Legyen most y=

f’( a;b )7(){- a;b)dxs}f(x) i (B4} f( a;b)s}(x—aT”’)f'(m dx.

b
Itt f(x- a;b)dx=0, s ezzel (5) bal oldala bizonyitott.
Tovabbd, parciilisan integréalva:

z(x-iz*ﬁ)f/('x) dx= (x- a;b)f(x) |2-Zf(x) dx= % (£(a) +£(b)) -Z‘f(x) dx,

s igy

sz(x) dxs (b- a)f(a*b) % (f(a) +£(b)) ,

4

a+b f(a) +f(b)
2 ’

—_ff(x) dxs%f( a+b)+ £(a) +£(b)

de f konvex fliggvény, igy f( vé. [8], s ezzel

bizonyitott (5) jobb oldala is.
A Hadamard-egyenlbétlenségnek egyszerQ geometriai értelmezése
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van. Ha f pozitiv konvex fiigg-
vény, akkor f grafikus képe
A dltal az (a,b] intervallumon
' C(b,f(b)) meghatdrozott gbrbevonalt tra-
péz terlllete kisebb, mint az
ABCD trapéz terlllete és na-
’ gyobb, mint az M a;b,f a;b
!
M((&+b)/2 f((a+p)/2 ) pontban hfizott érinté 4&ltal
’ meghatarozott trapéz teriilete.
! Ha f konkav fliggvény,
| .. akkor (5)-ben az egyenlbtlen-
AGO) B(®,0) v ségek forditott iréanyftak.
a, »

3. Konvex fllggvények Osszegezése.

Adott a valbs szam esetén legyen f: [a,»)~R kétszer derival-
haté konvex filggvény. Ekkor barmely neN' és h pozitiv valds széam
esetén :

n 1a‘nh

+ih) -= <

< Z%f(a ih) - [ f(x)dx <

f(a) +f(a+nh)

(6) >

< f(a)-%f(mgh%f(ammg).

Bizonyitas. a) Az f filggvényre alkalmazzuk a Hadamard-
egyenlb6tlenségeket az (a+ih,a+(i+1)h] intervallumon:
a+(1+1)h
fla+ih+ ) < 2 .f £ix)dx s Llarih) +fla+(i+1)h)
2 h oih 2
6sszegezve i=0,1, 2,...,(n-1)—re, felirhat6, hogy
aonh

Ef(aum—) < ff(x)dx < Ef(a+1h) £(a) +f2(a+nm

s innen (6) elsb egyenlbtlensege kovetke21k Tovabba, hasznalva,
hogy f konvex, felirhatd, hogy

£(a+1ih) s%f(an’h-g) +%f(a+ih+g).

6sszegezve i=1, 2,...,n re:

;:f(auh) < Ef(a+1h+—)+-—-f(a+—)+—f(a+nh+—) ;
majd mindkét oldalhoz hozzédadva f(a)-t:

; f(a+ih) SZ f(a+ih+£) +f(a) - 1 f(a+—) +-—f(a+nh+—)
=0

A kapott dsszefﬂggést (7)- tel osszevetve (6) masodik
egyenlbtlensége kovetkezik.

Ha f kétszer derivilhatdé konkav fiiggvény, akkor (6)-ban az
egyenlbtlenségek forditott iranydak.

Ha f kétszer derivalhatdé konvex ( vagy konkav ) fliggvény,,

h
f(a+nh+?i)

%&T f (a+nh) == és %&T Ty =1, akkor
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Aonh

1
(6) 1"49-7—5-,- Ef(mih) - f £(x) dx (== 68

a+nh

(9) ??a““im"' [ £ () axe LUDD) (£ (asni) )
valoéban, f(amh)-vul opsztva a (6) egyenlbtlenségeket &g
haszndlva a feltételeket, valamint a fogb-tételt 6pp a (8)
hatdrértéket kapjuk. A (9) becslés azonnal kbvetkezik (8)~-bbl,
itt o(f(a+nh)) olyan flggvényt jeldl, mely n-» esetén f(a+nh)~
val osztva nulldhoz tart,

4. Alkalmazbsok. a) Ha [(x)=x?, peR, pz1 konvex fUggvény,
akkor (6), (8) 6o (9) alkalmazdsdval kapjuk, hogy

S R ?:’ (a+1h)p-La+tnh)®”

(10) 2 h(p+1) hip+1)
5 an-l( h) hf;;;) ;‘a nh+7{’)p,

(11) 1im ,.,?: (a+1h)Pe e Y T7T8) +1>

(12) lné.r_n-;-[?: (a+ih)P- (a'fnh:)J"] - %,

(13) ; (a+ih)Ps= Z?n’:;";" ! P vodn®).

Tovdbb4 ha a=h=1 és n helyett (n-1)-et irunk, akkor
visszakapjuk a bevezetésben szerepl6 (4), (2), (3) osszeflig-
géseket, és a kbvetkezb becsléshez jutunk:

(14) kz:k"- g‘:l +8%.0(n?).

2

Ha p€(0,1), akkor f(x)=xP konkav £flggvény, (10)-ben az
egyenlbtlenségek forditott iranyaak, a (11), (12), (13) és (14)

osszefllggések pedig érvényben maradnak.
b) Ha a=h=1 és n:=n-1, akkor (6) alkalmazdsaval tetszbleges

f kétszer derivalhaté konvex fliggvényre barmely neN’ esetén
n

£(1)+£(n) | - 13y, 1
(15) —z—s;f(k) ff(x)dxsf(l) SE(5) 45 £(ne2).

1
Ha f Xonkav flggvény, akkor (15)-ben az egyenlbtlenségek
forditott irdnyGak. Példaul az f(x)=lnx konkdv fliggvény esetén

n
1 1\.11523 - 1¢ L
%1 n+—2-) s1n3 < glnk nlnn+n-1 < 21nn vagy

(16) n"e"‘“,'zL;l- < nl < n”e™Yn, (V)nen*.

Ebb6l nem vezethetd le a lim m?/_-ﬂ_ Stirling formula, de

n-= nn./n
kdvetkezik, hogy limﬂ-; és (16) eléggé éles egyenlbdtlen-

n=e

ségeket ad, barmely neN' esetén.
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c) Alkalmazzuk a (15) egyenlbtlenségeket az f(x)=xlnx
konvex filiggvényre:

nlnn

n? n? 1 _ v 1) .1 1 n? 2
+=—1n n-=Z-+= < Y klnk < —(n+—)1 (m_) + &nn - 25,
2 TS X 2\ 22 2 T
1 3.3
_ = el
+ 2 a > vagy

Y a2 _na Bt Y Y .3
(17) e*® < e'n 2 (1'.22...n75 < emn,i)m.lﬁ_(i)ﬁ
2 2n '\ 2 !
(V) nenN*. i
Hatarértékre térve belathatd, hogy

a _na B Y
(18) lime*n 2 (1'.22...n7)"2 =1,

new
lasd [5], 77.0ld., 15. feladat.

5. Sorozatok konvergenci&janak nagysagrendje. Vezessiik -be
a kdvetkezb6 jeldlést:

b & -
A=[£lx) ax- 2223 flari £22), (V) new".
: A n & n
Igazoljuk a kdvetkezb6 allitast:

Ha f:[a,b]=R kétszer derivalhaté konvex frfiliggvény, akkor
tetsz6leges nNEN' esetén

b-a b-a b-a b-a

(19) Fetar )t F2) < 2a s FoiE@ -£0).

Bizonyitas. A (6) egyenlbtlenségekben vidlasszuk meg h-t dgy,

hogy h= b;a’ tehat most h filgg n-t6l. A szamitasok elvégzése

utan éppen a (19) egyenlétlenségeket kapjuk.

Tovabbad n-nel szorozva é&s hatarértékre térve (n-«) az
el6bbi egyenlbétlenségekben az  f filiggvény folytonossdga miatt
kapjuk, hogy
(20) lim nA,=-222 (£(b)-£(a)),

o= 2
vé. [5], 76.0l1d., 10. feladat, mely a A, sorozat konvergen-
cidjanak nagysdgrendjérb6l ad informdciét.

Specidlisan megvdlasztott konvex ( konkav ) fiiggvényekre
érdekes Osszefiiggéseket kapunk (vd. [3]).

a) Ha Af(x)= xil , x€[0,1)] konvex fiiggvény, akkor
: S 1 |1
(21) - :E:]—-m n[lnz-kz_; k+n]=7°
b) Ha f(X)=x2+1' x€[0,1] konkav fiiggvény, akkor

n
imn[Z3n_n )2
(22) lim H(T & n2+k1] s

c) Ha f(x) =]:nx, x€(1,2] konkav fiiggvény, akkor

- -1y k)|.-1n2
(23) E_mn[zlnz 1 nkz‘;ln(l-l- n)] 22,
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1

d) Az f(x)=————, x€[0,1] konvex fiiggvényre
(1+x)2
: 1 ¢ n 3
24 llmn - <= —_— T,
s nee (2 ,; (k+n)2) 8
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SZABALYOS RACS-SOKSZOGEK ES IRRACIONALIS SZAMOK
sandor Joézsef tanar, Székelyudvarhely

A Kb6zépiskolai Matematikai Lapok 10/1986. szamaban Bogdan
Laszl6 [1] elegans geometriai médszert mutat be arra vonatkozéan,
hogy a sikban vagy térben mikor lehet egy racs-sokszog szabalyos.
( Racspontoknak nevezziik a koordinatarendszernek azokat a
pontjait, melyeknek koordindtdi egész szamok. Egy soksz6g racs-
sokszdg, ha cstGcsai mind racspontok.) Hasonldé eljarasokkal
Karteszi F. [4] és Scherrer W. [8] is foglalkoztak.

Annak bizonyitadsa, hogy nem 1létezik szabdlyos racs-haromszdg

a sikban, /3 irracionalitisara tamaszkodik. Megmutatjuk, hogy a
t6bbi szabalyos racs-sokszdg esetében is a kérdés bizonyos
irraciondlis szamokkal a1l kapcsolatban.

A sik egy egyenesét racs-egyenesnek nevezziik, ha tartalmaz
két kiilénbbz6 racspontot. Nyilvdn, egy ilyen egyenesnél az
abszcisszatengellyel bezart sz6g tangense is raciondlis. Ebb&l
kdvetkezik, hogy barmely két racs-egyenes hajlasszdgének tangense
is racionalis. Valéban, u, v -vel Jjeldlve a racs-egyenesek
abszcissza tengellyel bezdrt hajlasszogét, az &altaluk bezart

szb6g u-v és a tg(u-v) =% képletAalapjén tg(u-v) racio-
ndlis szédm. Ha most egy n-oldald racs-sokszdg minden szdge
egyenld6, akkor két egymdsutdni oldal hajlaszdge 2—;, s az
elbbbiek alapijan t:g—zn1 raciondlis szadm. Ez csak n = 4, 8 esetén

lehetséges, amint kideriil az aldbbiakbél.

CamScannerrel szkennelve


https://v3.camscanner.com/user/download

