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A £ (2m) MEGHATAROZASA ELEMI MODSZEREK SEGITSEGEVEL
Tuzson Zolthn tandr, Székelyudvarhely

Az [1]-ben T'6th Ldszlé tandr elemi médszerek segitségével bizonyitja az

1 1 1 _ =t
Ittt ot =2
T =Z

'E‘- ?‘- e e ;—;"l".-.—'g—o

1 1 1 e

osszefiiggéseket, amelyeket Leonard Euler vezetett le el6szdr (egy bizo-
nyitdsat lasd pl. [9]-ben a 620. oldalon).

A fenti eredmények bizonyitdsa 4ltaldban a komplex fiiggvénytan,
hatvédnysorok és integrdlok segftségével torténik, éppen ezért figyelemre
mélté az [1] elemi bizonyitésa.

A szakirodalomban gyakran haszndlatos a

E(s)=—1—|—%+ +-ﬂl—’+ =E—1—, ahol s = (1, 4o)

1s =1 NS

jelolés, ahol E(s) az in. Riemann féle ,,zeta” fiiggvény (ldsd. pl. [6], 422.
oldal). Ez nem m4s, mint az

a,-1—*+a,- 2+ ... 4+a, -n*+ ... =§_\,_la,,-n—‘

tn. Dirichlet-sor sajidtos esete, ahol @, =1, (V) kB € N*.
Célkitiizésiink a tovébbiakban az, hogy az [l1]-ben ismertetett elemi
moédszerrel igazoljuk, hogy

1 _ :i 1 22m—1 . =2m

fom) =1 4 L
£(2m) =1 + = + T + ...+ etp Ol X3 o= o
ahol m € N* és B,, az un. Bernoulli-féle szdmokat jeldli.

Természetesen a fenti eredménynek tobb bizonyftdsa is van, de kevésbé
elemiek (pl. [3]-ban Fourier-sorok, Gamma-fiiggvény stb. segitségével).

A tovabbiakban a Bernoulli-féle szdmok. révid ismertetését mutatjuk
be. Ezen szdmok értelmezése t6bb médon is lehetséges.
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]

A'.l’ x:
Pl a [9]-ben a 463. oldalon az e'=l+l—‘+~2—-+...-__+

sorbafejtést haszndlva, mivel az f(x) = —— ﬁlggveny sorba fejthets,
léteznek olyan B, szdmok, amelyre

flx) = po+f—;x+§:,x=+ e+ Bt

B,

)]
+

x4 ... tehit

vagyis (1) e'_'_ = - = Bo + li"- 3

(1) 1_(1+ ++ ] (B, +—lx’-1-...].

| Az (1) vagy (1) osszefuggeseL dltal meghatdrozott B; szdmokat
Bernoulli-féle szimoknak nevezik.

QMnel az igy értelmezett B, szdmok ily moédon nehezen hasznilhaték,

ezért mds definiciét kerestek.
F  Itt jut érvényre Euler zsenidlis otlete, miszerint az azonositisi méd-
szert a polinomok esetébél analégidval ,,atiilteti” a ,,végtelen-foki” poli-

nomokra (hatvénysorokra) is. Igy jésolta meg eldszor a £(2) =% ered-

ményt is (l4sd pl. [7]-ben a 33. oldalon vagy [8]-ban az 1. oldalon).
Természetesen a sejtés nem bizonyitds ereji, de utat nyitott 2 tovibbi

kibontakozdsok irdnydba. Igy, ha az (1°)-ben azonositandnk mindkét olda-

lon az x egyutthatmt a :

@) Ba=— —(Cli Bo+ Cosa By + .. +CIBan),  Ba=1

n+1

.osszefuggeshez jutndnk. Eppen ezen okbél kifolyélag a (2) Gsszefiiggest

Bernoulli-féle szdmok egy definiciéjdnak tekinthetjik (ldsd pl [‘7]-be:1;
Eszreveheto, hogy Ba_,....l =0, (V)n 1\* tovabba pedla Kiszdmi:-

haté ﬂlz—— ﬂz——- Bs= _3l0' ﬂo—'— ﬂa—‘——' .em——‘

Az elobblek alap]a.n gyakran a B,,: —( 1)=+t B, altal erte_l...a-.-
B, szamokat nevezik Bernoulli-féle szimoknak (lisd pl [3]-ban 337. ol-
dalon vagy [9]-ben a 463. oldalon).

Igy B,-et tulajdonképpen a

(3 e‘—l—l_—+-2_l(_l)'-l P)!x

Osszefiiggéssel értelmezik (ldsd ugyanott). Mivel ez az értelmezds is
kényelmetlen, aj(3) alapjin

”=(i,,,) (l——‘r‘E( 1)1 (,,)!'f').

fgy Euler otlete alapjdn ha azonositjuk minkét oldalon x%+! egyittha-
téit, akkor a
HC’MIB; — ClaptBy+ oo + (—=1)""2C231Bacy + (—1)*' - C21 B
)
- . g =
= 2—"2—— B, =5 Ossz¢fiiggéshez jutunk, amelyet definiciénak tekintiok.
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fgy
1 1 | 5 .
‘B, =%’ By = ' B'—?l-(;' B, = %' sth.

A tovébbiakban a (3), illetve (4) definfciék 4ltal bevezetett B, alaka
Bernoulli-féle szdmokat hasznéljuk. |

Természetesen felmerill a kérdés, hogy B, megadhaté-e képlettel?
A vdlasz az aldbbiakbdl deriil ki ; ha a (4) osszefiiggésben n-nek rendre érté-
keket adunk az

(3B, = L

..................................

B = ChiciBy o i1 ACET B =
Cony1By — Cont1Ba + ... + (—=1)"Coazi Baot + ('—1)"'c§:+‘13;,_=

n—1

(5) ¢

\ ; 2
egyenletrendszerhez jutunk a B,, B,, ..., B, ismeretlenekkel. A Cramer-
szabily értelmében B, = Af" , ahol

: 0 0....... 0 0
cC —Ct  0...... 0 0
A —3 s s 8 e o ------- s e e e ® ® ® ® e e
Chci —Coaci v v o v v (—1)*"°Cmzt 0
Cé,ﬂ.l —C;'H-i P T T T (‘-l)n C%:-{-l

és Ag, ugyanaz, mint A, csak az utolsé oszlopba a szabad tagokat frjuk
be. Mivel A-ban a f64tlé egyik oldaldn csupa O taldlhaté,.  ezért azonnali
szamitdsok alapjdn kapjuk, hogy

g i |
e : 4 0....0 3
(5’) B,, = m Am ahol An = |+ o o s e o o e e @ e @ .
it Ghpl oo g
Chxilhizr + 5 - Ciaza 28— 1

Természetesen, a Bernoulli-féle szdanokat az (3') képletek segit-
ségével is értelmezhetnénk,

Véltozéoserékkel a (3)-mal egyenértékd m4s defiufcié is haszndlatos, igy
pl. [3]-baun a 385, oldalon vagy [9]-ben a 464—465. oldalon az

(6) xoctgx =1 —-i (—=1)r=t + n (2], %] <=

n=1 (2n1)
segitségével defineiljuk B,-et. Ha ide bealrnink a

Ccos X = —-1)" - ds sin ¥ = —1) —
ne=0 ( ) (2n)! g) ( ) 2n + 1) |
3 — Matematikal lapok 10—11—12/1990, 353
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sorbafejtéseket és a

0 - 5 1= (B v 1 - B o o)

osszefiiggésben ismét Kuler otletét alkalmazva ¢és azonositva az x2n+1 o
gyiitthatéit, a

c? (o nd 2n—12
()24l B, — 2L B (1) c"_;'_B,._, + (=11 C2,, B

22”—1 22”

n

- , B, =

22”-—]

osszefiiggéshez jutunk, amit definfciénak tekinthetiink. Ha az (5) mint4-
jira egyenletrendszerrel meghatdrozzuk B, alakjit, beldthat6, hogy az
(5')-hez jutndnk. A definiciék ekvivalencidja mdésként is igazolhaté.

A tovébbiakban r4tériink a (*) bizonyitdsdra, amihez csak a (7) defi-
nicié és XI. osztdlyos szintl fogalmak sziikségesek.

Az [1]-ben hasznilt médszert kévetve, az ismert (cos a 4 7 sin a)” =
= cos ma + ¢ sin ma ... Moivre-féle képletb6l indulunk ki. A baloldalt
Newton binomidlis képlete alapjin kifejtve, a valds és a képzetes részek
azonosftdsa utdn a

(8) sin ma = sin”a (Ch ctg” 'a — c, ctg"'_sa + G5 ctg'"_sac — ...) Ossze-
- i . . , T 2% nwm
fiiggéshez jutunk. Ha m =2n + 1 és a {2"+ ' Eei” " B ]}.
akkor sin ma = 0 és sin a # 0, ezért a (8) alapjdn a

(9) C'al’.n+l x" — an+1 ! + Cg»+| ST 5= (—‘1)”P2 Cg:;: x +

+ (=1t el =0

egyenlet gyskei x, = ctg? 5 k: o ahol % < {1, n}.
"

A tovébbiakban a Viéte-féle 0Osszefiiggések alapjdn, ha s,: = ix,-,
Spi =D S X1Xa, ..., Sl = %y% ... %, valamint ha f,:= 27" + 27 + ..l. +
4 2 barmely m, n € N =setén, akkor
(10) 65 — sytmy + Sgfm—2- oo + (=1)" sy t} 4+ (—=1)" - ms, =0,

(Y)m < n, amennyiben m, » € N.

Ennek, a Newton-képlet néven ismert, dsszefiiggésnek t6bb bizonyitdsa
lehetséges. Pl. [4]-ben szimmetrikus polinomok segitségével, vagy [5]-ben
derivalt segitségével vagy mdésképpen.

A mi esetinkben, mivel m egy el6re rogzitett szdm, vilasszuk meg
m-¢t gy, hogy n > m (ezt a (9)-nél tessziik meg). fgy a (9) alapjén

2m—1 2m+1

s Chit cs c c
R i R e
“1) 25 41 Cont1 Can+1 2n 4y

%4
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(V) m € » Azonban, ha aw (0. %). akkor sin &« < a < ctg a vagy

ctga < — <coseca. De  cosecln = | ctg‘u, gy ctg® o < ,_‘_ -

< (U4 ctgla)™, (V) m @ N*, Ha most a =

értéket frjuk és 6s~wc—

)":

gezziik & € {1, n} esetén, akkor ax

- om  Aw S 4 1)
ay = ct <
. S ( A )

ctg‘

(12) = (1 + -Th)"'
alapjin cljutunk a kivetkezd egyenlétlenséghez :

= Al ab + ...+x:'<[”":'j’”+(””;:‘ "+

(12) + ot ("* "< .E.l (1 + )™

Azonban 2 (1 + x)" = 8 (1 +Chty + ... + Cral) =

--:n-l—CLAElx,-}- C:Ex:'=n+CLt'.'+Cf.l;+---+C:¢:.
- Aam]

ezért a (12') segitségével kapjuk, hogy :
= pelp bl
(2” e l)‘.'u 13m 22n ”201 (2” + 1)2-

.+ CaT Y+ n).

- (In4Crin-y +

Vegyiik észre, hogy ha sikerill kiszdmf{tani a lim g

™ _:=a, hatdrérté-
n—o (20 1)“"
keket, bdrmely m € N* esetén, akkor a
. " 4cl N " c! P
llm .+ ] ll—l+ + (L) t|+” im ™ +1im () = -—lz-_.‘
o (2n + 1)%m .._.m( 2+ 1) K pw(2n 1) (28 + 1)
c! [ \
+ ... +lim - : li =

o (204 1) e Tlliestar ™ G RO el s
. +0'a1+0=a.

eredményre jutndnk, fgy a (,,) esetben alkalmazva a fogé-tételét, kide-
riil, hogy

l. i “mu ‘n
nl-?:op e n=n (20 -+ 1)“

{mivel » > m kezdetts! teljesil], ha n - o méginkdbb).

(13)
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. A tovébbiakban m = N* szerint teljes indukciéval igazoljuk, hogy

14 lim St i B, (Y)m < N*
(14) )™ @mi - ;

ﬁyilvin az m = 1 esetén a E(2) = -%' mér ismert.

A [11) Osszefiiggés alapjdn azonnal bel4thaté, hogy 1

" “Conpttm—1 Coutt 2 (—1)=-1. ‘Cg:';';":
2n+ 1™ @nt DT (24 ) (2n + 1)>=+1
+(=1)"- 2nt1 _ Coaut1 . tmo Cons1 ) fo2 i
20+ 1) F (2a g 0P - 25+ )2 - (2n 4 1) - (20 4 1P
2m—1 2m 41
Ry + -,
(2n + 1)7m=1 (2 + 1) (2n + 1=
igy feltéve, hogy a (14) i 'gaz 1,2, ..., m— 1 esetén, valamint bel4tva,
Congi .
hogy lim o e (2*_““ (V) k = {1, m), hatirértékre térve a2z
el6bbi osszefiiggésben, kapjuk, hogy : |
1' ‘:I _ 2m- :. ‘Bm—l 22“—53"—2 !
T )™ 31@m— 2] 5 2m— 4)!
(e (1)
(2m — 1)1 21 (2».—1)1
(2m + 1)1 ' N
Mindkét oldalt —imm1 -nel szorozva, kapjuk, hogy :
(2'2”2:—:)1 .”_..- (2n :_'"1)1,. = Ci:";f = Bn-l = ng::-l = Bn-Z _:" =
1 m—2 Cgﬂ"H [ oo
e i R B

Felhaszndlva a (14) indukciés feltételt és a (7) definiciét, a
(2m+ 11 . .

2% e (284 1)

Osszefiiggéshez jutunk. Ezzel fllftdsunkat igazoltuk.

= C§:+1B-

Megjegyzések:
. 2m) | 1
() Mivel B, =2 . (‘2*,’2_2 == >0,
ezért a B, Bemoulli-féle szdmok pozitfvak.
12) Mivel B, € Q) és = & Q, ezért {(2m) = E—¢Q

ne=] 'l
Nyitott kérdés a §[2m 4 1) raciondlis vagy irraciondlis volta, m > 2
pozitlv egészre.
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AZONOSSAG MEGOLDASA MINT DIOPHANTOSZI EGYENLET
Beneze Mihily tandr, Brasss

Legyen S.=1 +2"4- . + #°. Ismertesek 2 kcrd;}:ezo 2z020s-
sigok: S2 = (S3)%, S} = SI + S3, 3(Sp =255+ S, 15(SL) =68, +
- 1os’ s’ stb. (l&sd [2]).

A fentieket » ismeretlent tartalmazé diophantoszi egyealetek alakji-
ban frjuk és 2 kovetkezkben ezeket oldjuk meg.

= 2
1. kijeleniés. Ha bérmely természetes szémra E z§=(E Is)

k=1 E=I
és z,> 0, akkor x; = k(2 =1, n).
Bizonyitds. Legyen n =1, akkor x = zj, 2homnan x, = 1. Feltdte-

lezziik, hogyEx,-(i‘, ) megoldésai 3, = 2 (2 =1, 8) & igezoljuk,

k=]

az a.lh;ist n + l-re.

=1 a1 » e
) n= E x,) de mivel x,—k(k= 1, m), ezést
k=]
Si4 i = (S + Zosa)® VEEY Toer — Fasr — (n%+ 5) =0, aminek egves-
len pozitiv megolddsa x.;y =5 + 1, Q.E.D. .
2. kijelentés. Ha birmely n term’s.zets szdmra 2 (p It) =3 Ii)-'.-
=1

b=}

(Ex’)sx > 0, akkor 5 =kE=1,n).

=]

Bizonyitds. Legyen m =1, akkor x} + x;, —2 =(x, — 1)(‘{ T~ Ht
+2)=0 egyenlet egyetlen megfele.w megoldésa. =1, &z ‘indukcié médszerdt

4 -
hasznilva feltételezziik, hogy 2(2 5| = (p :,n)-i- E % | megolddsai 3=
- -

= k(k =1, n). Most igazoljuk u-:-re::z ;> )‘ ilz') li:l x.). de
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