1 1
—wqyal, agag liny, = ==,
Jo-1 oke ARAR e T el

Ki lahet mutatni, hoqy ) ¢ Ly < 1
A faladatot &) oldotta meqg: Suillagyl LAanléd.

an n" N
EREDMENYREK
IX. oant,

1.483: Ssakdcs Botond (Sz.M.); 2.d4%): GAbom JAnos (Az.M.)) 3.41);
Bird Agnes (T.A.); Dfomérat: Pater Zmolt (8z.M.), Koleza Jend

(Sz.M.), Kerekea Pater (Sa.M.).

X. oant.

1.4£3: Csapd Hajnalka (M.A.); 2.41): Lazdr Emese (T.A.); 3,413
Benk Szildrd (K.F.); Dicséraet: Szabé Arpdd (B.F.), RAduly Laszlé

(M.A.), Szenes Erika (K.F.).

XI. osnt.

1.4ij: Ivanka Gabor (M.Nicoard); 2.dfj: Ferenoz Ildiké (8z.M.))
3.di3: Szildgyi Rébert (M.A.); Dicséret: Fejér Izabella (A.L.),
Molndr Zoltd&n (Sz.M.), Balogh Attila (Sz.M.).

XII. osst.

1.d41j: Szildgyi Lasz1d (B.F.); 2.45): Kipe Zoltdn (Sz.M.); 3.d41}:
Bird Addm (Sz.M.); Dicséret: Buzogdny Endre (T.A.), Téthpdl
Lisz16 (A.L.), Nydguly Sandor (A.L.).

A VEGTELEN LESZALLAS ELVE
("descente infinie")
Tugson Zoltén tandr, Székalyudvarhaly

A médszert P. FERMAT hasznflta legeldszdr, az x‘+yl=z!
egyenlet megolddsa végett (erre a tovdbbiakban visszatérlnk). Az
emlitett médszer egy indirekt bizonyitdsi médszer; pontosabban
a teljes indukecidé indirekt formdja. Minden indirekt bizonyitds
dgy kezdbdik, hogy tagadjuk a kdvetkeztetést és azzal fejezbddik
be, hogy (az eldbbibdl kifolyélag) valamilyen ellentmonddshoz
jutunk (pl. a feltevéssel, egy axiémdval, egy tétellel stb-vel
jutunk ellentmonddsba). ,

A médszer azon az egyszer(i tulajdonsfgon alapszik, hogy a
természetes szémok halmaza (igy bérmely részhalmaza is) alulrél
korlétos, azaz van egy alsé hatdra ( Inf N).

A médszer lényege: a megoldandé feladatot, egy bizonyos
eljérds alapjdén, kapcsolatba hozzuk a terméazetes szdmok egy
végtelen cs8kkend sorozatdval; igy egy lehetetlenséghez jutunk,
amivel az indirekt bizonyitds végat ér.

A bemutatdsra kerilld médszer fdleg a szfmelmélet hasznos
eszk8ze (pl. oszthatésdgok, diofantoszi egyenletek és egyen-
letrendszerek stb) de =-amint az aldbbiakbél is KkiderUl- a
matematika més tertlletén is alkalmazhaté.
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Az iddk folyamin a mbdszer sz&mos valtozata jelent meg. Igy
nagyon gyakori az a valtozat, amikor pl. egy egyenlet megoldésa
sordn feltételezziik, hogy létezik egy legkisebb pozitiv egész

megoldas és valamilyen médon eldallitunk egy ennél kisebb pozitiv
egész megoldast is.

A tovabbiakban a médszer szépségét és hasznossigat megoldott
feladatok &altal mutatjuk be. A jegyzet végén olyan feladatokat

gyujtottiink Ossze, amelyek -a bemutatott feladatok mintajara- a
szbbanforgé mbédszerrel megoldhaték.

1. feladat. Igazoljuk, hogy 2 irracionalis szam.
Bizonyitas. Feltételezziik az ellenkezdjét, vagyis hogy

léteznek olyan p,, q, €N’ szamok, amelyekre J’=% o qu =pf. Mivel

1
a bal oldal péaros szam p,-nek pédrosnak kell lennie, vagyis

létezik p,EN* Ggy, hogy p,=2p, és igy qg; =2p; . Eszrevehetd, hogy
p,>p, és q,=2qg, (Q,€EN"). Tovabbd 2g;=p; és g,>q,. Folytatva az
eljarast eljutnénk egy p, > p, >...> p,; > P, >... Végtelen

csdkkend, természetes szamokbdl 4116 sorozathoz, ami abszurdum.
2. feladat. Az x, y, z pozitiv racionalis szamokra fennall

az x3+3y3+9z°-9xyz=0 egyenléség. Igazoljuk, hogy x=y=z=0.
Bizonyitas. Feltételezhetjiik, hogy x,y,z€N' (ez elérhetd
k6z6s nevezdre vald hozassal). Legyen (x,,y,,Z;) egy természetes
szamokbdél 4116 megoldashalmaz. Igy xf+3y1’+9213 -9x,y,2,=0. Eszreve-
hetd, hogy x,=3x, (,eN'), 1igy 9x3+y;+3z;-9%,y,Z,=0. Tovabba

v, =3y, (y,€N") ,igy szikkségszerfien fern kell &llnia a 3x; +9y; +2; -9X,¥,2,=
=0 egyenldséghek. Véglil, z,=3z, (z,eN"), tehéat
x;+3y;+922-9x,y,2,=0 . Ugyanakkor észrevehetd, hogy x,>x,, ¥,>¥,, Z,>2,
és mivel az eljaras tovadbb folytathaté, eljutunk az x, > x, >...
> X, . > X,> >... természetes szamsorozathoz és ezzel allitasun-
kat bizonyitottuk.

Erdemes megjegyezni, hogy mivel az x§+3y§+9z§—9xzyzzz=0
egyenlet az eredetivel azonos alaki, feltételezhettiik volna, hogy
(x,.¥,,2,) egy legkisebb megolddshdrmas (pl. x, minimalis), igy
az (x,,y,.,2,) megoldasharmas ellentmond ennek, s a feladatot a
negativ raciondlis szamok halmazidn is megoldottuk.

3. feladat. Igazoljuk, hogy a 7(x%?+y?)=22+t? egyenletnek
nincs megoldadsa a szigoriian pozitiv egész szamok halmazén.

Bizonyitads. A 7-tel valdé osztds soran ha z#7z, és C#7¢,
(z,, t,€EN®) , akkor a z?} t? szamok 7-tel valé osztasi maradékai az
{1, 2, 3, 4, 5, 6} halmaz elemei lehetnek. Mivel az egyenlet bal
oldala oszthaté 7-tel, z=7z, és t=7t,. De igy xZ*+y? =7 (zi+¢&]) és
az eldébbi indoklas alapjan x=7x,, y=7y, (x,,y,€N’), igy 7 (x5 +y5) =
=zf+t:f. Figyelembe véve, hogy x>x,, y>y,, z>z,, t>t,, folytatva
az eljarast az x>x,>...>x,>... ternészetes szamsorozathoz jutunk,

igy dllitasunkat bizonyitottuk. ;
4. feladat. Oldjuk meg a természetes szamok halmazén az

371

CamScannerrel szkennelve


https://v3.camscanner.com/user/download

x3+y2+z?=2xyz egyenletet!
Megold&s. x=y=z=0 megoldds. Bebizonyitjuk, hogy més megoldas
nincsen.

Feltételezzilk az ellenkezdjét, vagyis, hogy (X,.¥,.2,) €
€ N'xN'xN' egy megolddshédrmas

a) ha X,=2X,, Y,=2y,+1, Z,=2z,+*1 az egyenldség nem 4&llhat
fenn.

b) ha X,=2X,, V,=2V,, Z,=2Z,*1 az egyenldség szintén nen
dllhat fenn.

Szimmetria miatt az egyenldség minden olyan esetben
lehetetlen, amikor nem mind a hérom sz&m paros. Tehat x,=2x,,
Vo=2¥y. Z,=23,, vagyis x{+yf+z{=22x,y,2, . Hasonlé médon fenn kell
&llnia az x,=2Xx,, Y,=2y,, Z,=2z, egyenldségeknek is, ahol
X;0Va: 3, € N*. Igy xj+yd+z)=2%.x,y,2,. Folytatva az eljéarast,
annak ellenére, hogy nem jutunk az eredeti egyenlettel egyezd
alaki egyenlethez, mégis eljuthatunk egy X, > X, > X; >..:> X,,>
> X,> ... természetes szadmsorozathoz, ami ellentmondast jelent.

S. feladat. Legyenek r,<r,<...<r <... természetes szamok,
tovabbd a is természetes szam. Ha barmely KeEN' esetén A, :=
:={a*r,m|meN*}, igazoljuk, hogy az A, (k21) halmazoknak nincs
k&z8s elemiik.

Bizonyitas. Feltételezziik az ellenkezdjét, és legyen Xx, €

EKI;\A,,. Kdvetkezik, hogy X, = a+rym, = a+r,m, = a+r,m; =...
1

e e = a"‘rhfnn L N
Mivel 1'1<1'2 ««.<xp..., felirhatdé, hogy mpo@2>...>mp...,

vagyis a természetes szamok egy végtelen sorozatdhoz jutunk, ami
abszurdum.

6. feladat. Legyen a,€EN és a,, =/1+a, barmely neN' esetén.

Igazoljuk, hogy a sorozatnak nem mindegyik tagja ra01onalls szam.
Bizonyitas. Feltételezziik az ellenkezdjét, vagyis azt, hogy

a,€0Q*, (V)neN*. Igazoljuk, hogy ekkor q,éN' is teljesiil. A
matematikai indukcié médszerét haszndlva, mivel &,EN*, ha

feltételezziik, hogy a,eN’ &s a,,€0'-N, akkor a,, =2, (p,q)=1,
| q

- 2 g
g>1, p,QeN' alapjan a rekurzid szerint %=1+an€N‘, ami el-

lentmondds. Tehdt barmely neN' esetén a,€N'. Igazoljuk, hogy &,
monoton csdkkend, vagyis ga,>a,>...>a >a,,,1 ... €s ez elég az

ellentmondashoz. Valéban, ha a,¢a,, akkor aj-a,-1>0, ani

a,eN*-{1) esetben igaz (ha a,=1 = a,=/2¢Q, s igy a feladat mar
indulasbél bandlis). Feltételezve, hogy a,,>a,, a rekurzids

Osszefilggés alapjan aya,, © /l1+a,,>/1+a, is beldthatd barmely
NneEN® esetén.

7. feladat. Igazoljuk, hogy az x'+y*=z!' un. Fermat egyen-
letnek nincs megoldésa a szligorian pozitiv egész szamok halmazan.
Bizonyitds (vb. [1]). Elegendd bizonyitani, hogy az
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x4+y*=2? egyenletnek nincs megoldasa az N'-on.

Legyen (x,y,z) egy pozitiv egészekbdl &116 megoldisa az
x'+yt=2? & (x?)2+(y?)?=2? egyenletnek. fgy a Pitagorasz-féle
szdmhdrmasokrdél tanultak alapjén (v8. (1), [2])

x%=2mn, y?*=m?-n?, z=m?+n?,
ahol (m,n)=1 és killonbdz06 paritadstak. Vegyllk észre, hogy nem
lehet m paros és n péaratlan, hiszen y2?=4k-1 alaki lenne,
marpedig ilyen alakd teljes négyzet nincs. Tehat n=2q, és igy

(325)2=—m§n =mq. Mivel (m,n)=1, (m,q)=1, igy m=s?, g=t? é&s (s,t)=1.

Tehat y2=m?-n? & (2t?)2+y?=g', (2t?,y) =1. Lathaté, hogy 2t?, y,
és s? pitagoraszi szamok, vagyis 2t?=2M.N, s?=M3+N? és (M,N)=1,
de ez utédbbi miatt M=a2, N=p? («,PEN’) és felirhatd, hogy
at+Bi=5s2, ahol (a, P, s)=1. Mivel s?=m, z=m?+n?, kévetkezik, hogy
s<z, vagyis az adott egyenletnek egy djabb («, B, s) megoldashar-
masat kaptuk. Az eljaras tovabb folytathatd, vagy indulasbdl
feltételezhetd, hogy z értéke minimalis.

8. feladat. Igazoljuk, hogy két zérétdl kiilénbdzé termé-
szetes szam négyzetének Ssszege és kiilénbsége nem lehet egyideju-
leg négyzetszéam.

Bizonyitas. Feltételezziikk az ellenkezdojét, és keressik az
x2+y?=2z2; x%-y?=t? egyenletrendszer megolddsat a pozitiv egész
szadmqQk halmazan. Legyenek x, y, z, t azok a megolddsok, amelyekre

2=t ' z+t z-t Z+t

x2+y? minimdlis. Belathaté, hogy =3 —2-62 és > =

. R
relativ prim pitagordszi szamharmas. (v6. [2]), hiszen (“Tc +

’ X

+t)\2 & i
+( 22t2 = x2 & z2+t2=2x? é&s ez igaz.

gy léteznek a kiilénbdzo paritdsd (m,n)=1 szamok ugy, hogy

y2= ZZ;tz =2, Z;t' z+t

legyen, ebbdl pedig azonnal adédik, hogy m, n, m-n é&s m+n
négyzetszamok ( (m,n)=1 !). Legyen m=xf, n=yf, ekkor Ji:f*-yx2 és

=2.2mn(m?*-n?) =4mn(m-n) (m+n)

x?-y? négyzetszamok, tovabba 0 < xf+y? < x¥+y? < 0, ami el-
lentmondés.

9. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a négyzet oldala és &tldja
Osszemérhetetlenek (vagyis nincs olyan egységszakasz, amely
maradék nélkiil raférne a négyzet oldaldra is és az altdéjara is)!

Bizonyitads. A B pontbél kiin-

dulva, mérjlik rd4 az oldalt az &at- A G
léra. Legyen a végpont D. Ez csak P
egyszer sikeriil. Allitsunk a D pont- P D

oldalt B’-ben metszi. A B’DC hédrom-
szb6g egyenld szarG és derékszdgl
(hiszen B’DC4d = 90°, DCB’4d = 45° =
DB’Cd = 45° = DC = DB’), Ezt a ha-
romszdget egészitsllk ki B’DCA’ négy-
zetté. Az eldzd eljardst erre a A B
négyzetre is megismételjilk. Az el-

jaras végtelenségig folytathaté, Minden alkalommal az atldén egy

- \
U
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Gjabb maradék adédik, amely kisebb az eldz6nél: CD > CD’ > CD’’>
SCD%%’ 3.0
d Tegyiik fel, hogy a kiindulasul vett négyzet atldéjanak és
oldalanak van kdz8s mértéke, vagyis a négyzet oldalédnak (jeldljlk
a-val) egy tortrésze, az e szakasz, a d atléra is maradék nélk(l
rafér, igy a=pe, d=qe, p,q €N’ = CD = d-a = (g-p).e := Kk, .e,
ahol k, = g-p€N'. Mivel a CcD’, ¢cD’’, ... szakaszok a megfeleld
4t16 és négyzetoldal kilildénbsége, a cD’ = k,.e, CD’’ = =k,,. e, ...
adédik, és mivel k, > k, > k, > ... > k, >..., egy csdkkend
pozitiv egészekbdl 4116 sorozathoz jutunk, mellyel a bizonyitéas
véget ér.

10. feladat. Ha P,,P,,...,P, véges ponthalmaz a sikban és

a két ( Py és Py, i,JE{,n}) pontjan atmend, dy-vel jeldlt
egyenes atmegy még egy harmadik P, ponton is, akkor az Osszes
pont egy egyenesen van (A.J.J. Sylvester feladata (1893), vo.

31)

: Bizonyitas. Tegylik fel az ellenkezdjet,
teh4at 1étezik hdrom nem kollinedris pont. Képez-
ziik az Osszes lehetséges haromszdget. Ezek kozlil
kivdlasztjuk azt a P,P,P, haromszdget, amely a

legkisebb PtP,'( = h-val jeldlt magassdgot tartal-
mazza. A feltételezés értelmében a d;; még egy P,
ponton is atmegy. A d;; egyenesen a P, P, és P,

pontok ko&zilil 1legaldbb kettd a P,'r ugyanazon
- oldaldn helyezkedik el. Az altalédnossdg csorbi-

tasa nélkiil feltételezhetjiik, hogy ezek a P, és
P_ pontok, é&s hogy harmuk kéziil P, van a leg-

kdzelebb a Pi-hez. Ekkor P,P P, héromsz&g P_,-bo1l
hGizott magassiaga h’<h, ami ellentmondas.

11. feladat. Legyen xOy derékszdgd koordinata-rendszer a
sikban és a, b két rdgzitett pozitiv valbs szam. Az {(na, mb) |
m,n € 2} halmaz pontjai egy derékszbgi hélbézatot alkotnak. Egy
n oldalG szabalyos sokszdg (n-szdg), értelmezés szerint, akkor
van a hadlozatba irva, ha minden csticsa racspont.

Igazoljuk, hogy nem létezik halbzatba irt szabalyos 6tszdg.

"Bizonyitas. Feltételezziik az el-
lenkezdjét. Legyen P,P,P,P,P;, egy halé-
zatba irt 0Otszdég. MeghGzva az 06tszdg
mindegyik atléjat, eqgy 0,0,0,0,0. szaba-
lyos otszdget kapunk. Mivel P,P, | PP,
= o.pP | ppP,. De PP, | PP, 1gyP,P,P,0.
olyan paralelogramma, amelynek P,, P,
P, cslicsai a halézat racspor}tjai. Kony-
nyen belathaté, hogy a negyedik (0Q;)
csics is récsponton lesz. Ha P, (x,,y,),
P‘ (xz’yz) ’ P5 (XJ’Y3) ’ 05 (X‘.}") ’ ahol
xy=na és y,mb, a,beRrR, m;, n.€Z,

(V) i=1,4, akkor a PP, 4tlé F felezdpontjanak koordinatai:
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X vx, Y1 ty,

F ( 2 @ 2
pontosan a P; F-re vonatkozé szimmetrikusa, vagyis

X, =X, *X,~Xy=ma+ma-ma= (n,+n,-n,)a:=n,a,

Y=Y 1*Y,~Yy=mb+m,b-m,b= (m,+m,-m,) b:=m,b,
vagyis x,,y, pontosan a racspontoknak megfeleld koordinatak.
(Hasonldé bizonyitads végezhetd a tdbbi Q; pont esetén is.) Kénnyen
belathaté, hogy a kapott 0,0,0,0,0. ©6tszég oldala kisebb az
eredeti 6tszdg oldalidndl. Igy feltételezve, hogy az eredeti
Otsz6g oldaldnak a hossza minimdlis, vagy figyelembe véve, hogy
megismételve az eljarast egy adott szamG 1épés utan az o6tszdg
oldalhossza kisebb, mint min{a,b} (egy halozati téglalap
belsejébe keriill) mindenképpen ellentmondashoz jutunk.

A médszer jobb elmélyitése végett, javasoljuk a kdvetkezd
feladatok megoldéasat:

Igazoljuk, hogy a kovetkezd egyenletek nem rendelkeznek
megoldassal a pozitiv egész szamok halmazan:

1) x2+2y2+4z3-4xyz=0; 2) x2+9y2-2z2=3; 3) 2x%+3y?=2z%;/

4) x2+y2+z2=x2y2. 5) al‘=pi+c?; 6) ut-vi=2t?; 7) 3x?-y?=57%;
8) x2+y2+z2+t2=2xyzt; :

9) 6(x2+y?) =z2+t2; igaz-e ez 5(x2+y?) =z2%+t? -re is?

10) Ha x,y,z€EN és x2+y?+1=xyz, igazoljuk, hogy z=3.

11) Igazoljuk, hogy V3, /5, /6 nem racionalis széamok.

12) Bizonyitsuk be, hogy nem 1létezik olyan derékszdgu

haromszdg, amelynek oldalai természetes szamok, teriilete pedig
négyzetszam!

13) Bizonyitsuk be, hogy harom egymdstél kiilonbdzd termé-
szetes szam negyedik hatvanya nem alkothat szamtani sorozatot!

14) Bizonyitsuk be, hogy egy szabdlyos haromszdg oldala és
magassaga Osszemérhetetlen.

15) Bizonyitsuk be, hogy ha egy sikbeli véges ponthalmaz
tetszd0leges hirom pontjan &tmend KkOr atmeqgy még egy negyedik
ponton 1is, akkor a halmaz ©sszes pontjai egy kordén vannak
(Sylvester tételének egy analdgja) .

16) Igazoljuk, hogy ha n ¢ {3,4,6}, akkor nem létezik
halézatba irt szabdlyos n-szdg (vd. [3]).

17) Legyenek a,b € R*' (a,b)=1 G4gy, hogy % tizedes szaka-

szos tért. Ha neN® a legkisebb szam, amelyre (10°-1) : b, igazol-
juk, hogy a szakasz pontosan n szamjegybdl &all.

18) Legyenek (a,b)=1, a,beN*. Igazoljuk, hogy a?+b? barmely
p primosztéja p=x2?+y? alakiG, ahol x,yE€EN.

19) Milyen a,beN’ esetén lesz igaz, hogy ab|a?+b?-a-b+1 ?

). A paralelogramma &tl16i felezik egymast, igyC.

SZAKIRODALOM

(1) Kiss Erné: A szédmelmélet elemei, Dacia kdnyvkiadd, Kolozsvar, 1987.

(2) S4rkdzi Andrds - Surdnyi Jénos: Szdmelméleti feladatgylijtemény, Tankdnyv-
kiadé, Budapest, 1983,

(3) Dr. BenkS J6zsef: Sikbeli véges halmazokrél, Matematikai Lapok, 8/1978.

(4) A XXIX NMO feladatainak megoldasa, K&zépiskolai Matematikai Lapok,
7/1988,

(5) Reimann Istvédn: A geometria és hatarteriiletei, Gondolat Kiadd, Budapest,
1986.

375

CamScannerrel szkennelve


https://v3.camscanner.com/user/download

