mechanika matematikai alapjairol, foglalkozott funkcionilanalizissel, topologiival, jelentise
mmam&mmmmawm‘m
az automatik ikalinos elméletével foglalkozott, kdmyvet in az agy & 2 szimitogsp
kapcsolatarol

1944 oyarin H H Goldstine az sberdeeni vasiutillomason smeretlenil megszolitota 2
mmmmwmﬂmeb&agmd,ﬁhgwmwol
Neumannt mmden & dolog érdekelte, rogton atlitta 2z elektronkus szimiégsp
kifgjlesztésének fomtossigit Nem sokkal ezutin Neumann bekapcsolodott a Philadelphiiban
folyo kutatisokba, és ezeknek egyik vezéralakja lett. Neka tulzjdonitjak a tarolt program elvet,
amely 2 mai szamitogépek fontos jellemzdje. A szamitogep kdzponti tiroloja egyarimt
tarizlma7za a programot, és a megoldando feladat adatait Az elsd szimitogep, amely ezen az
elven alzpul 2z 1949-ben készilt EDVAC volt. Az addig tervezett szamitogépek csak a feladat
adatait tartalmaztak, a program “kivilrol™ jott, minden uj feladat esetében a gépet jra kellent
buzalozni, ez jelentetie a programot A ma legcherjediebb szamitogepeket, amelyek az
utasitisokat egymasutin hajtjik végre, Neumann-ehii gépeknek szokis nevezni

Neumann Jinos nem volt sziraz, elzirkozo tudos, érdekelték a fejlodés filozofiai és
morils vetiletei 1z “A fejlodés ellen nincs gyogymod. Szikségképpen meg kell hmisulnia
jelenlegs robbanékony viltozatzi szamara .. Flore kész receptet kémi nem lenne ésszeri Csak
a szikséges emben tulajdonsigokat hatirozhatjuk meg tirelem, rugalmassag mtelligencia ™

OSSZEGEK RACIO\AUS TORTFL GGVI.".\'YK!L\T VALO
FELIRHATOSAGAROL (I0)

Diné Kiroly tanir, Marosvasirhely é Tuzson Zoltdn tanir, Székelyudvarhely

1. Bevezetes. Ez a jegyzet folytatisa a szerzok azomos cimil jegyzetének, mely a
Matl.ap 7/1997. szimiban jelent meg Az illetd cikkben 2z dsszegek racionilis tonfuggvény-
kent valo felirhatosigit tanulmanyozva, a kovetkezd sziikséges feliételt allapitotruk meg:

Ha az (a,),,, sorozamak végtelenil sok 0-t6l kilonbdzd tagja van & az §, =) a,

k=1
osszeg felirhato n ncioniliatétdﬁgg\é:yek&n.mzlétcmeka P & Q walos egyutthatos
H") -hi
On)’ == g

Belithatdo, hogy az S_(n)=17+2° +3+.4n" (@ cR) Osszeg racionilis
tortfuggvénykent valo felirhatosiginak kérdése nem donthetd el a fenti kritérium alapjan. A
Jelen jegyzet célja m&akﬁd&datmuhnm)m

LAz S_(m)=1° +2° +53°+ _+n" ass-eg vigalaa

Jegyzetinkben megz.lkpq.lk' muk a kovetkezoket:

A) @ N esetén az §_(n) osszeg felithato n polmomfiggvényeként

B) Ha @ =-1, vagy @ €R\Z, akkor az S_(n) Osszeg nem irhaté fel n racionilis
tortfiggvenyeként. Ennek bizonyitisa képezi jegyzetimk tulsjdonképpeni céhiat. A bizonyitas

polmomok ugy, bogy §, =

CamScannerrel szkennelve


https://v3.camscanner.com/user/download

sorin hirom esetet kiilonboztetiink meg, éspedig a =-1, a>-1, a <-1, amit az S_(n)
sorozat konvergenciija indokol.

C) Ha a<-1 egész szam, akkor moédszereink nem elégségesek a felirhatosag
kérdésének eldontésére. Ezért szivesen vennénk, ha valaki ezt az esetet is targyalna, lehetdleg a
liceumi tananyag keretein beliil.

Bizonyitdsok, megjegyzések

A) aeN

Ezt az esetet a X. osztilyos algebra tankonyv I1. fejezetének 3. paragrafusa (Newton
binomialis tétele és alkalmazisai) részletesen targyalja, ezért itt eltekintiink a bizonyitastol.
Emlékeztetiink, hogy;

Se(n)=n, S,(n)= it

2 2
LS, ()= n (n4+ 1) ‘

, S,(n)= n(n+ 1)6(Zn+ 1)

tovabba: (n+1)*"' =1+ C.,,S,(n)+C2,,S,_, (n)+..+C2,,S,(n)+n.

a+l

A tankonyv nem tartalmazza a kdvetkezd képletet, amelyrdl részletesebben pl. az [1]-es
és [2]-es dolgozatokban lehet olvasni:

S, (n)=—l-n"” + b . Cl,n* +LB,C§,,N""+...+#B¢,C:“",
a+1 2(a+1) a+l ~ a+l
ahol B, ,B,,...,B, azun. Bemoulli féle szamok.

B) a=-1
A bizonyitast reductio ad absurdum modszerrel végezziik. Feltételezziik, hogy létezik
P,Q e R[X] ugy, hogy

1 1 1 P(n) .
S,=S,(n)=1+—+—+.4—=—— (V)neN".
w=35,(n) 513 "= o) (V)ne
; 1 1 1 . P(n)
hml I+ —+—+..+—| =40 lim——==+00 => grP > g
n—wo 2 3 7 nibm Q(") gT grQ
. Y TR - () . . Py \ . i
igy lim—==lim o) >0 (véges vagy végtelen). Masrészt a Cesaro-Stolz tétel alapjin:
n—= ’1 n—> p
ﬁmi: lim ¥ - 0. Az igy kapott ellentmondas azt mutatja, hogy az S_ (n) dsszeg »

oy mep+]
racionilis tortfiiggvényeként valo felirasa lehetetlen.
B) a>-1,ae¢Z.
A bizonyitas hasonlit az el6zo esethez.
Feltételezziik, hogy létezik P, O € R[X] ugy, hogy

)

S =85, (n)=1°+2°+3"+..4n" = )’ biarmely neN" esetén.
n

a>-1=lim§, =40 = lim (n)

= O(n)

=t grP>grQ=k=grtP-grQeN = a+1#k

P(n) {+oo, ha k>a+1 ().

(ugyalns aEZ) =>,l'l_fE"aH =,l,.l_,12"a¢|Q(")= 0. ha k<a+l
Misrészt, a Cesiiro-Stolz tétel alapjin:

i (n+1)° (n+1)°

lim =li = lim =
presay L ) B n+1 atl _ "uol n-re0 a
" ( ) n* (n+ l)(—"+!) -n
n
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" ' " A
‘—-"ll\('n l) - ' da ""'"l(“rlt) ll»lln,”-“? b iy

N n " . I " "o
Joy ()
] ! n

kapjuk, hogy lim ':"” )
e |

(1) &8 (2) ellentmond epymasnnk, aminek nz nz okn, hogy az H, (1) Osszepbl
feliételozheditk, hogy felichatd » raclondlls (0rfiggvényeként, Tehit ez n fellrhs ebbon az
esethen is lehetetlen,

Megfegvedy, (2) Riemann Osszepek soplisdpdvel is mopkaphntb;
|

N " 2" N, " " L / B r!H'
"= LA T ullm-l )_:(,‘J »-J'r iy = . ,
W ""‘l RN "ll ") M 11} 0 " ' l 0 i ‘ '
M) a<-l,aes,
Ennek az esetek a vizspdlnta lnyepesen kilonhbzik az elbz6kibl, ugyanis az 4, (1)

osszep ebben az esetben konvergens, Lonyos /1= =« 1 Jololést hnsznhlni;

1 l l '

S, my=ily(ny=1+ REELIWE

Ez az i, hiperharmonikus Ouszop, melyrdl lsmert, hogy konvergens, Huthrénékét o
seakirodalomban rendszerint ¢/ =val jololik s Riemann=féle dzeta fuggvénynek nevezik

i
Errdl vészletesen olvashatd pl, [2])=ben és [3]=ban, 1t csuphn annyit emlitink, hogy ¢(2) - ”h és

"4

TR

A tovibbiakban alkalmaznl fogunk egy ritkAbban haszndlt, de igen fontos Cesaro-Stolz
tipusi tételt;
Segddtdtel, Vi lima, = limb, =0 éa (D), w2gorGan monoton (nbvekyvd vagy

w(4)

esOkkend), toviabba 1étezik 'I‘!:u»-'!,”"—”- ‘—:”w/lﬁﬁ. nkkor nz (i:"-) sorozatnnk s van
il Py LR |

hataréntéke és lim L/ Aek,

naw

A sepédiétel bizonylthsn & tovabbi alkalmazasok megtaldthatok [4]-ben,
Feltételezzk most, hogy H,(n) felithatd n  raciondlis 10rtfliggvényeként, Fzén

H,(n)= ¢(f) is rendelkezik ugyanezzel n tulajdonsigpal, vapyls létezik /7, Q e RLY) gy,
hogy H,(b)~¢(f1) = é;:::;, birmely naN"* esetén,
)
lim 1, (n) = (/1) = !]mé)i%; w0 prP < grQevk = gr({) “prPaN' o
P

~ ‘all'll.l‘llﬂ‘(”ﬂ(fl)-g(/’))H lim 5 JaRk\(0) (D)

Hin k= /1= 1, nkkor o fentebb emlitott Condro-Stolz tpusi segédiétel alapjin:

Jod
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1

H,(n)- r Y
P_ﬂn"'[l{,(u)—{(ﬂ)]: E’M:}.‘E g""’l) — =
- (n+1)*" M
_1 1
-1 (n+1)° _ n u x _

i . = lim =
vl-lﬂnn ( 1)"' 120 |- (1+x)*
1= 14—

7

me +1)"
n
(n+l)""[l_( n ) ]
1 1

=lim — = 3
=0 (1-AX1+x)’? 1-8
+0, hak>p-1

Ennek alapjan: limn‘[Hl,(n) —C(,B)]= I_]p; , ha k=8-1.
0, hak<p-1

Figyelembe véve a (3) alatt kapott eredményt, csakis k= f— 1 lehetséges, ahonnan
B=k+1eN" kovetkezik (k=grQ—-grP). Ez viszont ellentmondas, mivel f=-a &
aeZ.

Ezzel bebizonyitottuk az @ <—1, a ¢Z -re vonatkozd allitast, amely szerint az S_(n)
osszeg n racionalis tortfiiggvényeként valo felirasa lehetetlen.

3. Nyilt kérdeések

Az ¢l6z0 bizonyitas sorin a <-1, a € Z nem vezet ellentmondasra. Ez természetesen
nem jelenti azt, hogy az Osszeg felirhatdo lenne »n racionilis tortfiggvényeként, csupan
modszereink korlataira mutat ra.

Tovabbi két olyan Gsszeg, melyek a vizsgilatokkal rokon Osszegek és amelyek
racionalis tortfliggvényként valo felirhatosagit (vagy fel nem irhatosigit) nem tudmk a
bemutatott modszerekkel és eszk6zokkel bebizonyitani (megcafolni):

1

E(n)=l+l+—+.-.+l—lnn és
2 3 n

1 1 1 1 Y2
F, =l+—+—+..+—- -n" ; ke(0, 1)
«(n) 2t 3 nt 1-k .1
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