AZ ML 17241, £S A KéMaL F. 2502. FELADATAINAK
ALTALANOSITASAROL

Tuzson Zoltin tanir, Pedagoégiai ILiceum, Székelyudvarhely

Az MI, 6/1978. szdméban, 17241, sorszdmmal az aldbbi feladatot

tlizték ki: '
,Legyenek ay, a,, ..., aym -y valés szdmok gy, hogy :

;€08 X 4 a5¢083x + ... 4 am—ycos(Z2m—1)x 20, (V)x = R,

Igazoljuk, hogy a,cosx -+ a;cos3x 4 ... 4 am—ycos (Z2m — 1) x =0,
(V)x € R.”

A feladat 4ltalam kiild6tt megolddsat az ML 1/1979. szédma kozli:

A KoMal 10/1984. szamiban, F. 2502. sorszdmmal az alébbi fela-"
datot kozolték: _

nAdjuk meg az Gsszes olyan a,, a,, ..., a, valds szdmot, amely mellett
minden valds x-re

a;COSX + a,¢082x 4 ... + a;cos nx = 07,

A.megoldas (két médszer és egy megjegyzés) megtaldlhato a KOMAL,.
8—9/1985. szidméban. )

Ezen feladatok koézos 4ltaldnositdsdhoz szeretnék néhdny észrevételt
fizni. - A _

A jegyzet {6 célja az aldbbiakban fogalmazhaté meg: .

Legyenek ay, a,, ..., a, by, b, ..., b, valamint 0, 0, ..., 0, egy-
miésté] kiilénb6z6, nem zérus valbs szdmok. Ertelmezzitk barmely z € R~
esetén az aldbbi fiiggvényeket :

(1) e(x) = a;cos B,x + a,cos b,x 4+ ... 4 a,cos O x,

(2) s(x) = by sin O0,x + b,sin O,x 4+ ...+ b,sin 0, x

(3) g(x) = c(x) + s(x). ' '

Igazoljuk, hogy ha az (1), (2), (3)-nédl értelmezett fiiggvények vala-
melyike is barmely x € R esetén elGjeltarté vagy zé€rd, akkor az itt
szereplé 4dllandék mind zérék, vagyis ha . .

((x)20, (V) xeR= ay=a,= ... =a,=0;
()20, (YxeR= bj=b=...=b,=0
g)20, (VY2eR= ay=a,=... =a,=0

' by =bp= .. =080,

Mielétt ratérnénk ezen kijelentések bizonyitdséra, szeretnénk ravild-
gitani arra, hogy az {1,2,..., n} halmaz elemeinek helyettesitése a
{6y, 0, ..., 0,) halmaz valés szdmaival nem csupdn étirds, sokkal fon-
tosabb annél. Vizsgéljuk a kévetkezé érvelést :

Ha 0,=1, 0,=2,...,0,=mn, akkor dz (1)-ben értelmezett figg-
vény-periédusa 27, mig ha 0, = il i Ug =’i’-, v, 0 = P pozitiv  raci-

' 0 G2 ‘ qn
ondlis szdmok ¢és ¢ = [¢,, 45, ..., qs] @ nevezq(sk legkisebb, kozds tobbszorose,
akkor bel4thatd, hogy c?x + 2¢n) = ¢(%), (V) x € R, vagyis a periédus
miér fiigg a 0y, 0, ..., 0, értékektél. Végiil irraciondlis 0,,0,, ..., 0, ese-
tén csak nagyon sajétos esetben lesz ¢(x) periodikus.
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Mind a 17241., mind az, F.2502. feladat megoldésai lényegesen tZmasz-
kodnak arra, hogy a cos kx kifejezésben £ = N*: s .

A tovibbiakban az emlitett kijelentéseket hirom Iépésben fogjuk
igazolni: elébb a 0, = N* (érvényes 0, = Z*) esetben, majd 9; = QgL
(érvényes 0, = Q) esetben, végiil pedig ha 6, = R*\ Q.

1. Allitas’

- Ha 85,84, ..., 85, b,b, ..., 0, €eR & 0,=1,0,=2,...,0,=mn,
érvényesek az aldbbi eredmények :

() cx) 20, (Vx<cR=c(x)=0, ()x cR=a,=2,=... —2.—0
(i) s(x) 20, (V)x esR=5(x) =0, (V)x eR=>b;=b,= ... =b.=0
(i) g(x) 20, (VxcsR=g(x)=0, ()xcsR=2,=2,=... =2.—0

blzbzz e oo =b,.—;"0_

Hasonléan érvényesek az eredmények .. <" jellel is.

Bizonyftds

A tovéibbiakban csak az (i) bizonyitdsit mutatjuk be, a teljes indukcé
médszerével, mivel az (i7) és (4i7) bizonyitdsa ehhez hasonlé. Ezek igazolz-
sdt az olvaséra bizzuk. _

Legyen tehdt =1, igy q,cos2 >0, ()= =sR=4a,=0, tehzc
a;cos x = 0. '

Tételezziik fel, hogy # — 1, vagy annéil kevesebb szdmi tag esetsn
érvényes 2 ¢(x) 20, (V) x € R=>¢(x) =0, (V) x € R implikicio.

Igazoljuk ezt n szAmu tag esetén is. Tehit fennill:

(*) aycos x 4 a,co52x + ... +a,cosnx >0, (V) x =R

A bizonyitds jobb A4ttekinthetdsége kedvéért feltételezziik, hogv =
péros (hasonléan érvényes a bizonyitis pératlan n-re is).

Mivel (*) igaz, (V) x = R, legyen 2 = = - . Tudjuk, hogy cos (2&= -

4+ a)=-cosa é cos ((22 +1) = + a) = —cos a, ezért™ (*) alapjén felir-

hatjuk, hogy: - _

(**) — a; cosy + a, c052y;— a;cos 3y 4 -... + a;cos ny > 00 (M»=R
) (s péros)

Osszeadva az el6bbi két egyenl6tlenséget, felirhatjuk, hogy:
2(a;cos 2y 4 a;cos4y 4+ ... +amcosmy) 20, {V)y =R
Legyen 2y = z, ekkor:

@308 % 4 agcos 2% + ... +a.-cos E— z ;b, ()x=R,
azonban az indukciés feltevés alapjan' ebbdl kapjuk (mivel (# — 1)-n<l
kevesebb tag wvan), hogy:

(***) a,cos x + agc082x + ... fa,cos - x=0, (V) x = R.

o=

Vli‘sszatérve most a (*) egyenlitlenséghez, a kovetkezd eredmenyre
jutonk : .

a,cosx+a,cos$x;i- oot @uycosfn—1)x20, (V)x=R. (1)
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Legyen eztittalis ¥ = = 4 ¥, és felhasznélva azt, hogy cos ((2% 4+ 1)=+4
+ a) = — cos a, felfrhatjuk:

(1) —a,cosy.—azcos3y — ... —a,_ycos(n—1)y >0, (V)y €R,
tehét

(1“) aycos x 4 agcos3x 4 ... +a,_ycos(n—1)x2 <0, (V) €eR;
igy a,cosx+4 azcos3x 4 . +a,._,cos(n—l)x,—0 (V)x.eR.

Figyelembe véve, a (**#*)-ot is, kap]uk hogy ¢(x) =0, (V) x € R.
A KoMaL 8—9/1985 szdmdban kozolt els6 megoldas alapjan

c(x)._O (V)xeR=>a,=0a,=... =a,=0.
Ennek a megoldasa azon alapsuk hogy cos 2 x a cos x-nek k-adfokd
polinomja, igy a
c¢e(x) =0, (V) x €« Re> —a, cos nx = a,cos x + a,cos 2x + ... +
+a,_ycos(n— 1)z, (V)x <R '
A bal oldal cos x-ben n-edfokti polinom, mig a jobb oldal legfennebb
(2t — )= . (k=

= 1, n, a bal oldalnak gy&kei, azt kapnank, hogy egy legfennebb (» —1)-
edfokty polinomnak # gyoke van, igy szitkségszerden a, = 0; hasonléan,

(n — 1)-edfokti cos x-ben. Mivel ebben az esetben x, =

1épésrél-lépesre a,_; =0, ,a, =0, a, =0. Ezzel az (7) allitss mind-
két implikaciéjat belattuk. v
Kovetkezmény

Legyenek 0, =n,, 0, =mn, ..., 0, = n, egymastdl kiilonb6z6 pozi-
tiv egészek. Ez esetben is érvényesek az 1. Allitds eredményei.

Valéban, ha most ¢(%) = a, cos #,x + a,cos #,x + ... + a3 COS Mz >
20, (V) x € R, mivel n;# n;, ha ¢# 7 feltetelezheto hogy ny < ny, < :
<...<nd n ezért a c(x) = al cos x + azcos 2x 4 ... + a, cos nx
alakhoz jutunk, ahol: _ e 5 '
o ha'v €{ny, 1y, ....m}

v

@ hav=m, (V)= 1,k

Mivel ez esetben érvényes az 1. Allitas, maris beldttuk djabb allita-
sunkat Hasonlé a helyzet az (#1) és (m) esetben is. Most ktter]esztjuk az
litdst a Q%-ra is.

2, Allitas .
Legyenek a,, a,, ...,apn byuby ..., by R, valamint 0, = %‘:. Pw. Qv €
e N*, (V)v=1,k |
Ez esethen érvényesek az aldbbiak .

(7) c(x) 20, (V)x €eR=a, =a,=... =ay =0

(jj) -s(x) 20, (V)x € R=Db, =D, b w0

(77) gx) 20, (V)x eR=a, =a;,=... =@ =0b =b;=...=b,=0
A kdvetkezmény helyes ,, < "' esetben is.
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Qeintén csak (f)-vel foglalkozunk, Tehdt
n‘m\‘f-! AN B a,cmc‘- B S L L £y >0, (V).x a i,
l O UL :

Legyent ¢ [¢u g +oo0 G0) @ neveadk legkisebb kdzds tobbszordse.
Rivédgesve az Ao gy villtozoeserdt, a \

I‘»},\'.\m n, v N'. (V) V e ‘:)\'
v '

jelildssel DLeldthatd, hogy w v ny, ha o), fgy azt kapjuk, hogy :
@) COS WA oy COS N+ oy - @y cos my » 0, (\i) x e .

12 azonban a mdr ismertetett kdvetkezmény alapjdn az a, cos p,x 4=
b @y 008 WX+ v o e @y 008 N e 0 eredményre vezet,  ahonnan ¢, =
¥ d, -t o, W@, ().

Ratérink most az irraciondlis eset bizonyitdsdra, ¢s érdekes médon, az
elvartaktal eltérden, nem tudjuk haszndlni azt, hogy a fiiggvény folytonos,
¢s raciondlis ¢rtékekkel nem tudunk irraciondlis ¢rtékekhez tartani, mert a
fiiggvény nem egyenletesen konvergens (nem az v viltozérdl van sz6, hanem

a 'l'S‘f: e Q drtékekrdl), .
ol . . o i
A tovdibbiakban az el6bbi eredményre tdmaszkodva, bizonyitsuk a
KkovetkezO dllftdst \

3. Allwas \
Legyenek a;, g, <o, g, by, by, o, by, € R, valamint 0, = &, 0, =
= § B, eqymdstdl klonbdz6 poxitiv drraciondlis szdmok. E: eset-

= Qe vve Y FE G
ben :
(k) c(x) >0, (V) X € lik"al:(t,: =a“.—.-.0
(kk) s(x) » 0, (V)xﬁll=b1=b,=..‘.=bn=0

2
(kkk) g(x) 20, ()x eR=p=a= .=t =b=by=... = 5
: e L O

[

Hasonléan igaz az eredmény a ,, <" esetben is,

Bizonyitds
Ebben az esetben is indukeiét alkalmazunk,
Legyen tehdt: '

(*) ay cos X 4 @y cos g -+ a,cos Eux 0, (V) x € R

Igazoljuk, hogy a; ='ay = ... = a, =0, ‘

Az m =1 esetben aycos &, x » 0, (V) ¥ @ R=q, =0, Ez evidens.

Feltételezziik, hogy anz implikdeié igaz (v — 1) vagy anndl kevesebb
szdmi tag esetén. Igazoljuk m szdmd tag esetén is. Fenndll tehdt a (%)

egyenlOtlenség, ‘

» Iﬁ'g)'(‘“ : -
. F,,xnf:'y.ésqua-{!, a—ﬁ,....a_ai'-‘-
: !l .\ !I e 5 gl

Jikkor érvényes lesz n kovetkez6 egyenlOtlenség:
@y COS Y~ Ty cos o,y o oy oty c08 &aey ¥ 2 0, (V) @ R (1)

'
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Legyen most y = rn 4 #, tehdt ebben az esetben \a kovetkezdt
kapjuk:

(1') — @, cos ¢ 4.8, cOs ay(m 4 £) 4 +++ 4~ @y cos ay_s(n4£) =0, (V)t<R.
Figyelembe véve, hogy | .
‘ cos a,f 4 coswy(m + ) = 2 cos '%" * COS ay (t e -:—) ’

Ssszeadva az (1) és (1') egyenldtlenséget, kapjuk, hogy
L & 1 ogTe '
I (a,cos oy -2-)_cos ay [t -+- ;—) + (a, cos —2-) COS oty (t + ;) + ... +

[ +(a,,cos a";ﬂt] . cos a;_l (t—{-i) 20, '(.V)t € R-\ #

Bevezetve a t+— =z véltozécserét és az A, = apyy - COS %‘

jelolést, a kovetkezd eredményhez Jutunk
(**) A, cos a,x + A, cos %% + ...+ A4y ycosa,1 220, (V)2 = R
Két (gyokeresen) kiilonbozd esetet kell megkiilonboztetniink :

=0,|

— cos®T — ... = cos"=
(1) Hacps 2 = cos— — ... =cos— 2

’ } :
akkor a (**) semmitmondé, 0 = (, tehit semmilyen informéciét nem
ad a,, ag, - .., a,-16l.

Azonban cos:‘;_" =0 =525 = (4k + 1) % =>a € Z

: L :
Teh4t ha fenndll (1), akkor «, € Z, vagyis % = kl, E ot =
1 1 1

= kn_1, ahol &, Ry, ..., ky—y € N*, Visszahelyettesitve a (*)-ba a E,, &,,
, £, értékeket, és elvégezve a E;x =y helyettesitdst, wsszalutunk a
mé.r targyalt esethez (természetes szdmra), miszerint a4; = a3 = ... =
=a,=0.
(2) Legyen A = {i;, %, .... t,} az azon indexeinek halmaza, amelyre

cos i‘z;l #0, (V)s=1,m, m < n,

Ezek szerint a (**)-b6l csak ezek a tagok maradnak meg, vagyis
E Aycos ay x= Ay cos a;lx—I-A,.cos o, X oo +A, cosa; ¥ 20, (V) x=R.

ha g

Az indukei6s feltétel alapjdn kévetkezik, hogy :
Ay=A,=...=4;,, =0=a,=a,=...=a,, =0. Visszatérve ez-
zel a (*) egyenlbtlenségbe, felfrhatjuk, hogy :

Z: aycos £, 20, (V) » @R,
=1

ho 4

439

CamScannerrel szkennelve


https://v3.camscanner.com/user/download

Az indukciés feltétel alapjan a, =0, (V)2 € {L2 ....,n}\ 4. Ossze-
gezve az elébbieket, felfrhatd, hogy: -

al=a2'.——=...=‘a.=0.

A tovédbbiakban egy alkalmazést adunk:

Legyenek &, &,, ..., £, egyméstol kiilonb6z6 irracionélis sz4dmok,
valamint a,, @, ..., 4, € . Milyen esetben.lesz periodikus a ¢(x) =
= a,cos E,x 4 agcos E,x 4 ... 4 a,cos E,x Osszefiiggéssel értelmezett
valés fiiggvény ? 4 '

(Hasonldéan fogalmazhaté meg a feladat az s(x) és g(x) esetén is; igy
mind a bizonyf{tds, mind pedig az eredmény az el6bbivel megegyezik).

Jelolje T a c(x) periddusit, tehat c(x) = ¢(x +.T), '(V) x € R, vagyis
2 a, cos gy x —E a, cos Eh(x-}- T) <>}: (a,sm E,—) sin E,, (x+ ) 0,

y=s|
(V) x € R.
Vezessiik be a kdvetkezc'i jelolést :* Ay = a, sin &, ?T és végezzﬁk elaz x4
+ % — x valtozécserét, igy az A,sin E,x + szsin x4 ...+
+ A,sin £, x=0, ( V)_x < R eredményhez jutunk. o
Ha sin £, ;- #0, akkor. a mér bizogyitottak alapjan (mi ugyan koszi-

nuszra bizonyitottuk, de amint megjegyeztiik, szinuszra is igaz) “ezen
k €{1,2, ..., n} indexekre a, = 0 lenne, ami azt jelentené, hogy tulajdon-
képpen ezek a tagok nem szerepelnek a c(x) felirdsban.

Tehéat csak akkor jutunk periodikus fiiggvényhez, ha sin &, - % =0 =
=>Ei—§=mkﬂ=>;7‘;.-_"—%=% =';.-=,—:"—"dé%, VagYiS E‘=m.B,
1 ] "

(V)k=1771'ésaperi6dus T=2—;:

Kﬁvetkezésképpen csak a
¢(x) = a, cos mBx + a, cos my Bx + ... + a,.cos m,Bx alaki figgvények
periodikusak_(T =% 3‘;5 periédussal)., ahol my, my, ..., m, € N* & B = R*-
Miel6tt befejeznénk jegyzetiinket, szeretnénk megjegyezni, hogy a
feladat a kdvetkezs irdnyokban is Altaldnosfthaté :
(1° Az s(2) =0, (V)x € R by =by= ... =b,=0 & c(x)=
(V)xeR=a=0a,=,.. =q,=0 seg{tségévevl (felhaszndlva az Evler-
féle Osszefliggést) igazolhaté a kovetkezd eset is. Ha ¢y, 6y ..., t. € R
vagy C é A, 2yai., A, € R vagy C kiillonbozbek, valamint Cy eMF
4 CgeM A L e =0, (V) x € RvagyC,akkor¢, =¢; = ... = ¢, = 0.
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(2°) Igazolhaték az aldbbi eredmények is:
Legyenek Py, P,, ..., P, « R [X] vagy C [X] pohnomfuggvenyek.
valamint {);, A, ..., A, egymdstél kiilonbdz6 valés szdmok. Ekkor, ha
Py(x) cos M x 4 Py(x)cos x4 ... + P,[x)cos i, x=0, ([V)z =R
vagy C, akkorTP,(x) = Py(x) = ... = P,(2x) = 0.
[HasonléanYérvényes szinusz esetén is).
(3°) Az el6bbieknek egy még magasabb szintdi altalinositésa:
Legyenek P,(x), Py(x), ..., P,(x) € R [X] vagy C[X] polinomfagg-
vények, valamint A, 2, ..., A, € R vagy C kilonbozéek.
Ha Py(z) v +]Py(z) e 4 ... + P,[z) €= =0, (V) z € R, vagy C akkor
Pyl2) = Pyiz) = ... = P,{z) = 0.

A fentiek bxzony{tésa hosszadalmasabb, ezért most nem mutatjuk be,
esetleg egy kovetkez$ alkalommal.

AZ 1986. MARCIUS 15-1 MEGYEI MATEMATIKAT VERSENYEN
- KITUZOTT FELADATOK MEGOLDASAI

Osszeallitottdk : D. M. Bitinetu-Giurgin
I.V. Maftei, Mareel Tena

A. A Kkitiizétt feladatok -

IX. osztily

1. Hatidrozzuk meg mindazokat az (s, y) egész szimpdrokai, amelyek f=ljesitic a B>
vetkezd egyenlGséget:

—zy+y=s+y

2. Legyen a, b, ¢ hirom egész szim, a > 0. Igazoljuk, hogy ha az as?' - 8x L ¢ =
egvenletnek két kiilonbdzd gydke wvan a (0, 2) intervallumban, akkor a>“ b -3 &
c= 1.

<

Mircea Lascu é Liveu Viaxs

3. Az ABC héromszboben M & N a [BC] & [A4C] oldalak felezSpoatjs & P € [45)
gy, hogy PA = 2PB. LegyenG BNnN AMé& Q=BNn CP. Ha BM - BP = B0-5G,
lguol]uk hogy AB akkor é& csak akkor merGleges BC-re, ha 4B = BC.

D. M. Bitiseju-Ginrsiu
. Adott az ABC 4ltalinos hiromszdg, valammt az (4B & (AC i@egyeneseken axz

24B . AC
E ¢ D pontok tgy, hogy AE = AD = ———

. Igazoljuk, hogy a DE, 5C & axz .4
AB -+ AC
sz20g belsd szofelezbje Osszefutdk.

X. osztily
1. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert:

, log, ¥ + log,y =2
{3' —2r =23
I. V. Mafisi és GA. Panislimon
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