2
2 (e+ 2 = 1
p(t) dc+£p(c+2) dt :

o — n|xn

[P(t)2+p(c+%)2]dt: <

ddt = d‘.—} = r2x = T(C),
ahol..r=€; és C egy r sugara korlap.O
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KET FOLYTONOS PERIODIKUS FUGGVENY FOLYTONOS FUGGVENYEROL

Tuzson Zoltdn tandr, Székelyudvarhely

Az [1] cikkben a 277. oldalon a kdvetkezbket olvastam:
"10. feladat. Mutassuk ki, hogy az
f:R - R, f(x)=sinnx+sinn/2x
nem periodikus.
11. feladat. Mutassuk ki, hogy az el6bbi feladatban szerep-
16 fiiggvény nem veszi fel a 2 értéket, de 2-hdz barmilyen kozel
vannak értékei."

A feladatok Gtmutatidssal vannak ellatva, megoldasuk az [5]-
ben is megtalalhaté.

Mivel tdbb hasonldé feladatot is adtak fel matematikai ver-
senyeken, (lasd pl. [3] - [6]), ezért a tovabbiakban az emlitett
két feladat egy-egy adltaldanositasat mutatom be.

Mindenekelbtt vegyiik észre, hogy a [2]-ben taldlhatd tétel
a 10. feladatnak egy d4ltalanositasat képezi, tébbtagl periodikus
fllggvénydsszeg segitségével. d

A tovabbiakban egy mas irdnyd dltalanositassal foglalkozunk,
dsszegfiiggvény helyett mas fliggvényt tanulmanyozunk.

Az emlitett két feladat &ltaldnositdasat a kovetkezd két

eredmény képezi: »

1. tétel. Legyenek T, és T, rendre az f,,f,:R - R folytonos
fiiggvények pozitiv peribédusai és ¢: R® - R mindkét valtozd szerint
kiilén-kiilén folytonos fiiggvény gy, hogy az x -~ ¢(f,(x),a) és
x - @(b,£,(x)) fiiggvények egyike sem &1landd egyetlen a, b régzi-

tett valbds szamra sem. Az
f:R-R, £(x):=¢(£f,(x),£f,(x))

‘ T
fliggvény akkor és csakis akkor periodikus, ha -TlEQ°.
2
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Bizonyitas. A feltétel elégséges, ugyanis ha -:‘—}-EQ’, akkor
2

léteznek a p, g egészek figy, hogy %=% igy azonban T := qT;=
2
= pT, peribddusa lesz az f-nek, ugyanis
£(x+7) =@ (£, (x+qT,) , £, (x+pT,) ) =@ (£, (x) , £, (X)) =£(x)
barmely valds x értékre, hiszen T, peridédusa f,-nek és T, az f,-

nek.
Forditva, feltételezzilk az &allitas ellenkezbjét, vagyis,
hogy %:=6€a és f periodikus. Legyen T>0 az f egy periddusa.
1
Tehéat :
o( £, (x+T), £,(x+T)) = @ (£, (x),£,(x)) (1)
barmely valdés x értékre.
Az x=mT,+nT, valasztassal ( m, n pozitiv egészek ) az (1)
igy irhaté:
¢( £, (nT,+7) , £, (mT,+T)) = @ (£, (nT,), £,(nT,)) (2)
ahol m, neN. )
Jeldlje a,:=[nf) és b,:={nb) az nb egész, illetve tortré-

T
szét. Akkor nT, = 11?2-’1"1 = nBT, = [nBIT,+{nb}T, := a,T,+b,T,. Ennek

1
alapjan f£,(nT,+T) = f£,(b,T,+T) és f,(nT,) = £,(b,T,), ugyanis T,
peribédusa az f,-nek, ezért a,T, is az.
Hasonldéan, ha a_:=[—g'-] és B_:={%} az
tortrészét jeldli, akkor az
T, m m m
mT, =m—T-:. T,=271, -é-]z'z +{-6} T,=a,T,+B,T,

% egész, illetve

alapjan £, (mT,+T) = £,(B.T,+T) és f£,(mT,) = £,(B,T,), ugyanis T,
periddusa az f,-nek, ezért a,T, is az.
Ennek alapjan a (2) Osszefiiggés igy alakul:
@( £, (b,T,+T) , £,(B,T,+T) = 9 (£,(b,T,) . £,(B,T,)) (3)
ahol m,neN. Azonban {b,T,:neN'} és {P,T,:meN’} sGrG a [0,T,],
illetve a [0,T,] intervallumokon, igy barmely p,g€eN® és barmely
x€[0,T,]1, ye€l0,T,] esetén létezik n,, meEN* Ggy, hogy
lim(b, .T,) =x, illetve lim(B_ .T,)=y (lasd pl. [1l]-ben).
- 14 g-=- q
Mivel a ¢: R? - R kétvaltozbs filiggvény mindkét valtozd szerint
(kiildn-kiilén) folytonos, valamint f£,,f,:R-R folytonos fiigg-
vények, a (3)-ban n=n, és m=m, esetén rendre hatarértékre térve,
felirhaté, hogy
o( £, (x+T) , £,(y+T)) =0 (£f,(x),£,(y)), (4)
barmely x€(0,T,] és ye([0,T,] esetén. Az Osszefiiggés barmely
%,y€R esetén igaz, ugyanis T, periddusa f,-nek és T, az f,-nek.

- T1 T1 P T2 - - es _ s - .
Mivel ?ea, a - és - értékek koziil legalabb az egyik
2
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_ T
nem raciondlis. Legyen példdul -7%60 '

Vegylk észre, hogy létezik olyan y,€R, amelyre f,(y,+7) =
= £,(y,) , ugyanis ellenkezb esetben, az f, folytonossdga miatt f,
Darboux tulajdonségd, tehdt f,(y)>f,(y+T), baArmely yER-re vagy
£,(y) <f,(y+T), barmely yeR esetén. Nazzlk az elsb vAaltozatot. Az
y=y, valasztéssal, amelyre
f,(y,) =my= min £,(y) =minf,(x) ,
yelo, Ty) XCR

az f,(y,+T)<m, ellentmonddshoz Jutunk, tehd4t feltételezéslnk
hamis.

Hasonléan jarunk el a midsodik esetben is.

Legyen tehdt y,6R dgy, hogy £,(y,+7) =£f,(y,) t=a. A (4)
8sszefiliggés alapijén

(P( fl (x+T),a) = (fl (x),a) ’

barmely X€ER esetén. Azonban ez nem jelentene mést, mint hogy az
F,(x):=¢(f,(x),a) folytonos, nem 41landé fliggvénynek T peribdusa.
Azonban az f,(x+T))=f (x) miatt F,(x+T))=F,(x), bérmely valés x
értékre, vagyis T, is periédusa az F,-nek. Mivel T, és T perib-

T
dusai az F, folytonos, nem &4llandé flggvénynek, ezért -7-%-60,

(ld4sd pl. [2])-ben az 1. segédtétel), ami ellentmondds, tehéat
bizonyitasunk véget ért.

2. tétel. Ha T, és T, az f ,f,:R~ R folytonos figgvények
pozitiv periddusai tGgy, hogy -g—‘ea és ¢: R? -~ R folytonos, akkor
2
az f:R- R, £(x):=¢(f (x),f,(x)) fliggvény esetén inf f(x)=m és

X€R
supf(x)=M, ahol m, illetve M a ¢ filggvény legkisebb, illetve

X€R

legnagyobb értéke a D = [m,M;]x[m,,M,] halmazon,
my:= min f,(x) és M;:= max f,(x), i€{1,2}.
xe[O.Ti] XG[OtT*]

A ¢ fiiggvény leszfikitése folytonos a D halmazon, igy Weier-
strass II. tétele kévetkeztében (lasd pl. [7]-ben a 121.0. 3.3.8
tételét) van értelme m-r61 és M-rb6l beszélni.

T.
Ha ?2:=6€Q , legyenek a,beER olyan értékek, melyekre

' 1
fy(a)=a és £,(b)=p, ahol ¢(a, p) =maxe(x, y) =M.

Igazolni fogjuk, hogy az x,=b+nT, &ltalanos tagi sorozat
esetén f(x,) barmilyen kodzel lehet M-hez, pontosabban minden

keN' esetén létezik n,€N' Ggy, hogy lim f(n,)=M.
k==

Valéban, ha ng:=[n6] és 6, :={nB} az nb egész, illetve
tértrészét jeldli, akkor az 1. tételben haszndlt gondolatmenet
alapjén nT,=nyT,+0,T,, igy

£, (x,) =£, (b+nT,) =£, (b+0,T}) ,
valamint
£, (x,) =£;(b+nT,) =£, (b) =P,
ugyanis T, periédusa f,-nek, T, pedig az f,-nek. Tehdt
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£(x,) = @(£,(x,),£,(x,)) = @(£,(b+6,T}),B), (5)
barmely neN' esetén. Azonban (0,:neN} a [0,1] intervallumon
sGrt, ezért (0,T,:neN} a [0,T,] -en srG, igy barmely x,€[0,T,]
esetén létezik n,eEN' Ggy, hogy 1&111(0"*.7‘1) =X, .

Vegyilk észre, hogy x,:=a-b- —b?-é T,€[0,T,] ; ugyanis, ha [x])

1
az x yaldés szam egész részét jeldli, akkor x-1 < [X] < x, és az
x=—b1:—a vdlasztéssal azonnal adédik, hogy x,€[0,T,].
1
A ¢ és az f, folytonossdga alapjan az (5) Osszefiiggésben
n=n, esetén hatarértékre térve:

llmf(x ) = limtp(fl(b*»e,,le),ﬂ) = @(£,(b+x,) ,B) = @(£f,(a),B) =

= 'o( a, B) = M.

Hasonléan igazolhatjuk, hogy f barmilyan kozel lehet m-hez
is.

Megjegyzések.

A ¢(x, y) =x+y sajatos esetben az f:=f, +f, fliggvénynek akkor
és csak akkor van globalis maximuma, illetve minimuma és

minf(x) =m,+m,, illetve max=M,+M,, ha 1léteznek olyan u,VveR
X€ER XER

értékek, amelyekre egyidbben f,(u)=m, és f,(u)=m,, illetve
egyidbében f,(v)=M, és f£,(v)=M,.

Amennyiben az f,(x)=sinx és f,(x) =sin(xy2) filiggvényeket
valasztjuk, kdvetkezik, hogy a [4] és [6]-ban taldlhatéd

f(x) = sinx+sin(x/2) filiggvénynek nincsenek globdlis szelsbér-
tékei, ugyanis nem talalhaték olyan u, vER értékek, amelyekre
sinu = sin(uy2) =1, illetve sinv = sin(w/2) = -1 legyen (mind-

két esetben a J/2€Q ellentmondidshoz jutnank).

Azonban a g(x) =cosx+cos(xy/2) fliggvénynek mar van globilis
maximuma, ugyanis létezik olyan VER, amelyre cosv = cos (w/2)=
= 1, mégpedig v=0. GlobAalis minimuma a cosu = cos(u/2) = -1 =
= J2€Q miatt nincsen.

. T 2
Befejezésiil megemlitjiik, hogy itt a FI—EQ feltételnek kulcs-
2
szerepe volt, ugyanis ellenkezb esetben (az 1. tétel szerint) az

x - f(x)=¢(f,(x),f,(x)) filiggvény folytonos és periodikus, ezért
Weierstrass tétele értelmében f biztosan eléri a sz_élsbértékeit.
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