Ha most az v = 0 2 viltosdeserndt vesetjilk be, felirhatd:

w -\
2) Y (a et ga(n 0 b A s gy (r 4 0) = wycast = dgsint > 0, (V> —n.
-\

Pelbontva a s px + N & sing (v -F ) Qssrelilggéseket a (2) ¢ (2°) alapjdn, fellr-
hatjuk, hogy

L |

a (dacosqav - Bysingay) 20, (V) v 20,

ahol Wy = ay(l + cos ) + ¥y singamy By v Bl - cosqan) - ap singym, & = L,m - 1,
Ldssuk be, hogy Wteaik Ayt O vagy Bi#t 0 ugyanis ha}
Ay = By =0, (\‘) Avalin— l-\\.‘h‘b‘\-to -y R;n 0 = (o} + 3)) sin gy = 0

Radrt tehdt (3‘ -I: ~{~ &; = Q=) = 8 =0, amnban caek szerint a (* X) egy\‘nl\mcn.
g (v — l_) ﬁta\:\\ losz, vagyis érvényes lesz az indukeids feltétel alapjdn az, hogy @y = 3, = 0,
(V) & = Lin, ki\\‘\'e & & = § drtdket (¢r nines az dsszegben) erre nyilvdn n @ o & = 0,

Ha al + 8 =0, (V) & = I, n — 1, nyilvdn .a, wmdye 0, (V) A= l,n— =1, fgy vissza-
térve a (% x)- b-\. azt kapudnk, hogy ay = &, =

Hzzel tehdt jgazoltuk, hogy minden v.\\‘tl\m, ha (% %) igaz, akkor ay = & = 0,
(V) A = l n, miszerint bizonyitdsunk wéget &rt.

Ha most az S(v) = 3, sin 0,8 -+ & sin Qv 4 o b By sin O v esetet vizsgdlndnk, ugyans

A ; d
iy wigigversthetndnk az <l0bhi gondolatmenetet, azonban ha a C(y) = 31- cos Oy -
1

'
-~ ﬁ cos 0yn 4 oL b == cos 0 n figgvenyt vdlassank, melynek az eldbbiek alapjin wigtelen

Q
sok \'&I-& sérushelye van, akkor mivel C'(x) = S(x), a Rolle-tétel értelmében a derivdlt egyen-
letnek a fuggveny Aét gydke kosott van egy gyoke, vagyis S(a)-nek is wigtelen sok zérus-
belye van.

Ha most a ga) = T (@y cos Oq -+ By sin Q) esetet tdrgyalndnk, akdresak a koszinusz
=

esetén, itt is az ¥ — ry = ¢ vdltoadeserdvel, azt kapndnk, hogy S-\(A.cm Ot By sin ) 20,

(V)1 > 0, ahol Ay = a cos Oyvy - Oy sin Ogwy €8 By = —ay sin o.r. + &y cos Qv

A matematikai indukeid mdédszerdt haszndlva, itt is ellentmonddshoz jutunk, azonban
ennck az elvédgedsét az olvasdra bizsuk, mivel pontosan dgy jdrunk el, mint a koszinusz
esetén, amit mdr bizonyitottunk,

A MATEMATIKAI LAPOK BEVI VERSENYERN KITUZOTT FELADATOK
VIII, VERSENY, CURTEA DiE ARGES, 1987 (11)

Osszedllitotta s Maroel Tena

MATEMATIKAL KESZSEGET ELLENORZO VERSENY

1987, angusztus 28
IX. & Xo osztdly
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Az aldbbiakban igazoljuk, hogy az dltaldnositott mdsodfajii koszinusz-polinomnak, as
a, = 0 esetben végtelen sok zérushelye van, majd, levonjuk a, kovetkeztetést a szinusz, illetve
mésodfaji trigonometrikus polinomok esetére is. (Ha a,# 0 akkor Fnég_a C(x) = a, +
4 a,cos x + ... + a, cosmxr polinom esetén sem mondhatunk seminit biztosan a zérus-

helyek sz&mérél, hiszen példdul a, = |a,| + |a;] + ... + |aa| + k* vélasztdssal mir egyetlen
zérushely sincsen).
Legyenek ¢y, €y, ..., ¢y, € R nem mind nulldk, 0, 0, ..., 04 € R* pedig olyan szdmok,

0,
amelyekre 0;# 0;, ha i% j és (3) o & Q.
J

Ha iR R, ¢(x) =c, cos 0,x + ¢, cos 0, + ... + cy COS Oy, (*)

i gazoljuk, hogy a ¢(x) = 0 egyenletnek végtelen sok megoldésa van.

A reduktio ad absurdum mdédszerét haszndlva, feltételezziik, hogy .csak véges. sok
gydk van (hogy ilyen létezik, mdr igazoltuk) és legyen x, a legnagyobb pozit{v gyok (ilyen
is létezik, hiszen cos ¥ péros).

Mir eleve feltételezziik, (a koszinusz parossidga miatt), hogy 0, > 0, (V) = 1, n,
Ugyanez feltételezhetd a mésik két esetben is. Ezek szerint feltételezziik, hogy ¢(x) > 0,
(V) # > x, (nyilvdn a ¢(x) < O eset is ugyanigy bizonyithatd).

Azonban az x = x, + ¢ vdltozdcserével, bérmely ¢ > 0 esetén

D" cpcos By(x + ) > 0<> ) (ay cos B¢ + by sin 6) >0, (**)
k=1 k=1

" v
ahol a; = ¢} - cos Oxxy, bp = —c; - sin Opx,. _
Beldthaté, hogy az a és by nem mind nulldk, hiszen csak a sin 0;%, =0, (V) A = 1. »

S 0; A
esetén kapndnk, hogy #,0, = m, =, (V) # = 1, n, ahonnan -e—:- €, (V)i.j=1,n esetén,
j

0; '
ez pedig ellentmond a (3) -6._ & Q feltételnek.

¢J
. Az ML 11—12/1986. szdmdnak 435. oldaldn igazoltuk (ugyan, csak a koszinusz esetén,
de mint kijelentettiik érvényes a szinusz és a trigonometrikus polinom esetén is), hogy ha a

(% %)-igaz (V) » € R esetén, akkor foltétleniil a, = b, = 0, (V) k = 1, n. Az eltérés itt csak
annyiban . 4ll, hogy birmely ¢ > 0 esetén igaz a (% ). Az aldbbiakban igazoljuk, hogy ez

utébbi esetben is ap = b = 0, (V) 2 = 1, n. Itt a bizonyitds sordn nyilvdn arra kell vigydz-
nunk, hogy a véltozécserék sordn ne hagyjuk el a [0, 4+00) intervallumot. A

Indukcidual bizonyitunk. Legyen n = 1; igy a (% %) szerint: a, cos 6,x + b, sin 0, > 0,
(V) x> 0. Ha 6, > 0 mellett a 6, = ¢ véltozécserét végezziik, a,cost 4 b, sint>0, (V) ¢,
t>0. i (1)

Tov4bba legyen t =nr + y igy —a,cosy — b, siny >0, (V)y > —n. (2) Tehit az
(1) és (2) alapjdn (V) > 0 esetén a, cos ¥ + b, s8in x = 0, vagyis a, =0 és b, = 0.

Feltételezziik, hogy (n — 1) vagy annédl kevesebb tag-parbél 4ll6 (s k) Osszefiiggés
maga utin vonja azt, hogy e =b; =0, (V) k=10 — 1,

Igazolni fogjuk, hogy # szdmi tag-pir esetén is ugyanerre a kovetkeztetésre jutunk,
vagyis ap = by =0, (V) k = I, n. Ez ellentmondést jelent, hiszen a ¢(#) nem azonosan nulla.

0
A bizonyftds konnyitése végett legyen 6—‘ & Q. A (% x) felirhatd:
a3

n—1
(1) E (@ cos 0,% + by sin 04%) + (ay oS Byx + by 8in 6,%) = 0, (V) # > 0, alakban.
*. ¥ k=1 3

Bevezetve az » = -01 valtozéeserét, felfrhatjuk, hogy:
n .

n—1
(2) 2 (agcos gy y + bysin gpy) + agcosy + bysiny 20, (V) ¥ 2 0,
k=1
0
aholqk==-£-
0n

108

CamScannerrel szkennelve


https://v3.camscanner.com/user/download

AZ ALTALANOSITOTT TRIGONOMETRIKUS POLINOMOK
ZERUSHELYEINEK SZAMAROL

Tuzson Zoltin tanar, Székclyudvarhely

A seakirodalomban ismcretesek és kiilonGs fontossiggal rendelkezuek a g(x) = a, +

-
= E (g3 cos kx L By sin &x), a3, B3 = R, g: R— R alaki trigonometrikus polinomok, amelyeket
k=1
2, = 0. (Y) & = 0, m esetben szinusz-polinomnak, by = 0, (¥) & = 1, n esetén koszinusz-poli-
pomnak meverink.

A polinom elneverés elég kézenfekvs, hiszen Moivre képlete alapjin meggydzSdhetunk,
Bogy adott m = N* esetén cos wr = P.(cos 1) €s sin nx = sin ¥ - Oy _, (c0s 1) alakra hozhatdk,
ahol P, illetve Qy_, n, illetve (m—1)-edioki polinomfiiggvények.

A fentickhez hasonléan, adott @,. 3, € R nem mind nulla, r, ry, ..., vy, € Q% 1, # 7y
Ba 1= 7 esctén vezessik be a

=
1) gl(,) =‘.+E(¢}&‘S'&l’+b‘§nﬂf). gl:“-o“
k=1

fzzgvényt, amelret nevezzink el elsdfaju iltalinositott trigonometrikus-polinomnak (illetve
koszimusz vagy szimusz nevet irjuk, ha b, =0, (V)& = L, », ietve a, =0, (V) & = 0, w).
Ugrszintén adott 4:. 3, S R és nem mind zérus 0, 6, ..., 8, € R* esetén, ahol ha

i %= 8;, ha Ilétezik %EQ, akkor a
J

-
@ iR R, &(x) =a, + Y (2, cos 7 + b sin Bp1)
k=1

fizzvényt nevezzilk mdsodfaji altalinositott trigonometrikus-polinomnak (koszinuss, illetve
srimusz).

Belithatd, hogy g periodikus, éspedig g(x + 2=x) = g(x), (V) r € R, valamint ha ¢ az
1.7 ---.7n = Q% mevezdinek a legkisebb kozds tobbszordse, akkor g is periodikus lesz,

e.
espedig £,(xr = 273) = g,(2). {V¥) ¥ = R. Ellenben, ha létezik olyan —, amely nem racionalis,

’
£y mem lesz periodikus (Ezt mdar az ML 11—12/1986. szimdban a 440. oldalon igazoltuk).

A s-re vonatkozdan, a zérushelyeket illétSen, a Pdlya Gyodrgy, Szegd Gabor: Feladatok
és tételek az analizis korébdl, IT, Tankonyvkiadd, 1981 cimi kényv 101, oldalan a 14, szamu
feladatban arzt kérik, hogy ha a, és b, kozil legaldbb az egyik nem zérus, igazoljuk, hogy
a giz) = 0 egvenletnek 2w szamu zérushelye van, ha mind a valés, mind a komplex ¢rté-
keket szimitdsha vessziik €s a tohhszords zérushelyeket multiplicitdsuknak megfelelden szam-
liljuk (az r-et & (r + 2=)-t nem tekintjiik kilonbozdknek, tehdt a [02x) intervallum
valas gvokeit vesszuk.

Az idézett konyvben adott magasabbszintil bizonyitdstol eltérden, ezt nem olyan ncheéz
Lelitni, hogy ha figvelembe vesszilk a mdr emlitett cos by = Pp(cos x), sin kv = sin ¥ -
-0, _, (sin x) képleteket.

Belithatd, hogy a g, is viltozécserével (a cos pdrossiga és a sin pdratlansiga figyelem-
bevételével) tulajdonképpen a g alakra hozhaté (nyilvdn van a, = 0 és b, - 0 i5),

Azt, hogy a g, g,, &, fuggvényeknek van valds zérushelyik, mdr bizonyitottuk az eldh-
biekben. A periodikussig miatt I-ben, mind a g mind a g, fiiggvényeknek végtelen sok valds
zérushelvik van (persze ha az x és (v < 2&=)-t kilonhozdknek vesszik). Jizért termeszetesen
vethetjik fel a jegvzet kozponti oélkitizésének szint kérdést: a gy(1) = O egyenletnek vég-
telen vagy véges sok zérushelye van?

Ha azt nézziik, hogy a g, illetve g, esetén a periodikussig ,okozta™ a végtelen zérus-
helvszamot, akkor a g, nemperiodikussiga miatt nem olyan evidens, hogy a gy(x) = 0 egyen-
letnek végtelen sok rérushelye van.

Azonban, ha a sin w, illetve a cosa fuggvények grafikus dbrdjat, ilietve cgy szinusz
vagy koszinusz osszeg (vagy linearis kombindcid) grafikus képét tekintjuk, lithatjuk, hogy
ezek végtelenszer metszik az Oa tengelyt.
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