A SZIMMETRIA SZEREPE EGYES FELADATOK MEGOLDASANAL

Irta: Tuzson Zoltan tanar, Székelyudvarhely

"A szimmetria - akarmllyen tagan vagy szUken Is értelmez-
zuk - egylke azoknak a fogalmaknak, amelyek segitségével
a toérténelem folyamadn az emberek Ilgyekeztek a rendet,
szép/nget. és tokéletességet megértenl és meqvalés{tanl "

Hermann Wey]

Nem a geometrial vagy csoportelméleti értelemben vett szimmet-
ridval foglalkozunk, hanem olyan feladatok megoldasat vizsgidl juk,
amelyek valamilyen médon kapcsolatba hozhatQk szkmcftrlhgﬁ figgvé-
nyekkel vagy fliggvényrendszerekkel, s e el o '

Ilyen esetekben a feladatmegoldés sordan az analdégidval valé
gondolkodds jatszik a legfontosabb szerepet, pontosabban a felada-
tok megoldasdnak nagy részét a bels6é analégidk képezik.

MindenekelStt tisztdzzunk néhdny fogalmat:

(1) Egy n valtozés r fliggvényt tel jesen szimmetrikusnak neve-
ziink (egyszerden szimmetrikusnak) ha vdltozéinak az Osszes megen-
gedett permutédcidjara az f filiggvény alakja nem valtozik. Ha ez a
tulajdonsdg a valtozdéknak csak egy részhalmazara érvényes, akkor
parcidlis szimmetriardél beszéliink.

A fenti tulajdonsdg filiggvényrendszerre is kiterjesztheté6.

(2) Az analdgia mindenekelStt a hasonlésag egy fajtdja. Hason-
16nak mondunk két dolgot, ha valamilyen tekintetben megegyeznek
egymassal, analdgnak mondunk két dolgot, ha megfeleld részeik egy-
forma kapcsolatban vannak.eBelsé analégiarél beszéliink, ha az ana-
légia egy ugyanazon rendszer keretén beliil 1ép fel.

A _tovabbiakban bemutatott feladatok dltal azt szeretnénk szem-
léltetni és k1hangsu1yozn1 "hogy a feladatmegoldés ‘miTyen nagymér-
tékben fiigg a jelenlévéd szimmetriatol,.. és hogy ‘milyen donté szere-
pe van a szimmetriabsél fakadd ana16g1anak .A_szimmetria "tehdt a
feladatmegoldas segédeszkoze mlyel otletet adhat a megoldéshoz,
vagy ha észrevesszilk az adatokban_ “rejls’ szimmetriat lerdvidftheti
a megoldast. "Ugyanakkor" ‘1Zel{t6t szeretnénk adni azokbdél az otle-
tekb61—is, amelyeket ilyen tipusu feladatok megolddsa esetén hasz-
nalunk.

1. feladat. Legyen M az ABC egyenlé oldalu hdromszdg belsd
tartomdnydnak egy vdltozd pontja, A',B',C' pedig az M pont vetiile-
tei a BC,CA,AB oldalakra. Igazol juk, hogy az AC'+BA'+CB' &sszeg
41landd. '

Megoldds. Legyen a=AB=BC=CA és
A' B=x, B'C=y, C' A=z.

Igazolandé, hogy az f(x,y, z)=
=x+ty+z szimmetrikus fliggvény
dllandé. Elészor is vegylik észre,
hogy az x, y, z szakaszok a harom-
szbg oldalain "ugyanugy", ponto-
sabban analég médon helyezkednek
el, hiszen "szembedllva" az ol-
dalakkal bal kéz felSl vannak.

88

CamScannerrel szkennelve


https://v3.camscanner.com/user/download

Irjuk fel a Pitagorasz tételét a BMA' és CMA' haf‘omszﬁgekbeh:
BM=x"+MA'%; CM=A' C+MA'?, tehat xP-MP=(a-x)2-MC?, vagyls
2
a +MBZ-

Szimmetriai meggondolésok kdvetkeztében, megfigyelve az (1) kife-
jezésben levSé szakaszok szerepét, ha "szembedllunk" rendre a t&bbi

a2+ MC? - MA®
2a

oldalakkal is, azonnal felirhatjuk az y= (2) és

a8
=2 *g‘g ME" (3) analdg kifejezéseket.

Ezért az (1), (2),(3) alapjan f(x,y, z)=x+y+z=ga valéban 4allandé.

2.feladat. Igazoljuk, hogy ha x,y,ze(o,gj, akkor

sin(x+y)sin(x+z)sin(y+z)2sin2x-sin2y-sin2z.

Megoldds. A baloldali és a jobboldali szimmetrikus fliggvények
lattan arra a kdvetkeztetésre Jjutunk, hogy a feladatot a szimmetria
figyelembevételével kell megoldani. A szadmtani és mértani kézépara-
nyosok kdzti egyenléség alapjan felirhaté, hogy

sin(x+y)=sinx:cosy+siny-cosxz2vsinx-cosy-siny-cosx <

& sin(x+y)zvsin2x-sin2y (1). A szimmetria figyelembevételével,

felirva a sin(y+z)=vsin2y:-sin2z (2), sin(z+x)zvsin2z-sin2x (3)
analég Osszefliggéseket, a megfeleld oldalak Osszeszorzasa utan a
bizonyitandé egyenlétlenséget kapjuk.

A feladat megolddsa soran tulajdonképpen az (at+b)(btc)(cta)z
>Babc Césaro-féle egyenlétlenséget alkalmaztuk.

3.feladat. Bontsuk fel szorzdtényezdkre a kovetkezdé polinomot:

‘ P(x,y,z)=x2 (y+z) +y? (z+x) +2° (x+y) +2xyz.

Megoldds. El6szdr tekintsiik vdltozdnak csak az x-et, az y és z
legyen paraméter. Mivel az x=-y értékre P(x,y, z)=0, ezért Bézout-
tétele értelmében P(x,y, z)i(x+y)-nal. A szimmetria miatt P(x,y, z):
(y+z) és P(x,y,z)i(z+x) is igaz, 1igy

P(x,y,2)i (xty)(y+z) (z+x).
Mivel grP=3, ezért létezik olyan aeR, amelyre P(x,y, z)=a+(x+y)-
‘(y+z)(z+x). Az x=0, y=£l, z=1 sajitos értékekre a=1, 1gy P(x,y, z)=
=(x+y) (y+z) (z+x).

4.feladat. Igazol juk, hogy ha x+y+z=0, akkor

x2n+1 +y2n+1 +22n+1 g x3+y3+23 L

Megoldds: Mivel x3+y3+za—3xyz=(x+y+z)()(2+y2+22—xy-yz-zx)=0.

azt kell igazolni, hogy x*"*14+)2"*14227% i xyz. KikilszobSlve z-t,

ez még gy {rhaté: P(x,y)=x2"”+y2"”—(x+y)2"’1ixy(x+y). Ugyancsak
Bézout-tétele értelmében, ha x valtozd és y paraméter, a P(0, y)=0
miatt P(x,y)ix és a P(-y,y)=0 miatt P(x,y)i(xty). Analég médon
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P(x,y)iy is igaz. A megoldds sordn lathattuk, hogy a szimmetrig
miatt mas valtozét is ki lehetett volna kiiszébdlni.

5.feladat. Igazol juk, hogy ha a,b,c>0, akkor
(b+c-a)(c+a-b) (atb-c)=abc.

Megoldds. Vegyik észre, hogy a22a2-(b—c)2 igaz. Ha még felir-
Juk a b2zbl-(c-a)? és c?2c%-(a-b)? analég egyenlétlenségeket is,
akkor aabaczz(a+b—c)2(b+c—a)2(c+a-b)2 azonnal addédik.

6.feladat. Igazol juk, hogy ha a,b,c egy hdromszdg oldalalhosz-
szai és x,y,z€R ugy, hogy ax+by+cz=0, akkor xy+yz+zx=0.

Megoldds. axtbytcz=0 < z=-%(ax+by).ennek alapjan xy+yz+zx<0 <

> ax2+(a+b-c)xy+by?20 (1) lesz a bizonyitandé egyenlétlenség. Mi-

vel a, b,c egy hdromszég oldalai, ezért a+b>c és ha xyz0, akkor az

(1) nyilvanvalé. Ha xy<0, akkor nem a z-t fejezziik ki, hanem y-t

vagy az x-et és a szimmetria miatt, analdégidval gondolkozva,

mindkét esetben megoldottuk a feladatot, amennyiben xz=0 vagy

yz=0. Ha azonban egyik sem teljesiil, vagyis xy<0, yz<0, zx<0, akkor
nyilvanvaléan kovetkezik, hogy xy+yz+zx=0. Ezzel a feladatot

minden esetben megoldottuk.

7.feladat. A természetes szdmok halmazdn oldjuk meg a kovetke—

z6 egyenletet
11,13
xyz?2 3
Megoldds. A szimmetria miatt - az 4ltaldnossdg csorbitasa nél-

kiil - feltehetd, hogy x=y=zz. Igy %=iﬁ£&é5§ > z<2. De zeN , tehat
ze{1,2}.
a) Ha z=1, akkor 52-}, > y=<4. De yeN', tehat ye{1,2,3,4}.

Kiprébdlva ezeket az értékeket, csak az y=3; x=6 és y=4; x=4 megol-
dés. :

b) ha z=2, akkor 1=}{+§,sz-§, 5 y<2. De yeN', tehat ye{1,2} = y=
=x=2 megoldas.

Tehat a megolddsharmasok: (6,4,1),(4,4,1),(2,2,2) és a szim-
metria miatt az (1,6,4),(4,6,1),(4,1,6),(1,4,6),(4,1,4),(1,4,4) is
megoldésok.

~ 8.feladat. A valds szdmok halmazdn oldjuk meg a kdovetkezd
egyenletrendszert: x2+2=3y, y>+2=3z, z°+2=3x.
Megoldds. Ugyancsak szimmetriai okokbdl feltehets, hogy x=y=z.

De 1gy (22+2):3=(x2+2):32(y2+2):3 ¢=»zgzxgzy? = zzxzy (hiszen az
egyenletrendszerb§l ldthaté, hogy x,y,z>0). A két egyenlétlenség-

lanc alapjan x=y=z az egyenletrendszer megolddsai lesznek, azaz
x=y=z=1 vagy x=y=z=2.

9.feladat. Oldjuk meg az x+y+z=a, x+cy+czz=b, x+82y+cz=c egyen—
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letrendszert, ahol a,b,ceR és ¢ teljesiti az e2+e+1=0 egyenldéséget.

Megoldds. Természetesen, a behelyettesitési médszerrel is meg-
oldhatndnk a feladatot, azonban a szimmetridara valé tekintettel
sokkal elegadnsabb megolddst mutatunk be. AdJjuk 6ssze az egyenletek
megfeleld oldalait: 3x=a+b+c, vagyis x=(a+b+c):3.

Ha most a masodik egyenletet e-nal, a harmadikat e’-nel szo-

zuk és gy adjuk Ossze az elsé egyenlettel a z=(a+cb+czc):3 adédik.

A z és y-ban valé szimmetria miatt y=(a+e’btec):3 (e°=1).
10.feladat. A valds szdmok halmazdn oldjuk meg a kovetkezé
egyenletrendszert
X(x+y+z)=20, y(x+y+z)=30, z(x+y+z)=50.
Megoldds. Osszegezve az egyenletek megfelelé oldalait, felir-

haté, hogy (x+y*z)2=100, igy x+y+z=%10, ezért x=%2, y=%3, z=%5. Mi-
vel nincs teljes szimmetria, a megolddsok nem permutélhaték.

11.feladat. A valdés szdmok halmazdn oldjuk meg a kovetkezé
egyenletrendszert: xvyz=4, yvxz=9, 21&5—'—16.

Megoldds. Belathaté, hogy x,y,z>0. Osszeszorozva az egyenletek
megfelelé oldalait, azt kapjuk, hogy (xyz)?=24%, ahonnan cszk az

xyz=24 felel meg. Visszahelyettesités utan kapjuk, hogy xz% ,Fz;é .
=%

12.feladat. A valds szdmok halmazdn oldjuk meg a koveikezd

egyenletrendszert: x+y+z=a, x2+y2+22=a2, x3+y3+23=*a.3, ahol a zdott

valds szdm.
Megoldds. A Viete-féle Osszefiiggések segitségével, képezzik azti
a harmadfoku egyenletet, amelynek gydkei pontosan x,y,z. Tehat

Sl=x+y+z=a, igy Sz=xy+yz+zx=5f:2—(x2+f+zz):2=0. ezért x,y.z a —
-at2+53=0 egyenlet gybkei. Rendre t=x, t=y, t=z értékekre, ossze-

gezés utan az (X°+y°+2°)-a(#+)?+2°)+435 =0 adédik, ahonnan S,=0,

gy x,¥,z a t2-at?=0 egyenlet gydkei. Végiil is a szimmetria miatt
a megold4asharmasok: (0,0, a), (0,a,0),(a,0,0) és csak ezek.

13.feladat. Hatdrozzuk meg a kivetkezé egyenletrendszer Osszes
megolddsalt: x+y+z+w=10, x2+y2+z2+u>=30, X +y +z°+w =100, Xyzw=24.

Megoldds. Alkalmazhatnank az elébbi feladat gondolatmenetét
is, de vegylk észre, hogy (1,2,3,4) egy megoldas. Mivel az
egyenletrendszer szimmetrikus x,y,z, wben, az (1,2,3,4) tdbbi 23
permutdciéja is megoldas lesz. Mis megoldas nincs, mert az
egyenletek fokszdmainak a szorzata pontosan 24.

14.feladat. Hatdrozzuk meg a kdOvetkezd kifejezések minimumaijit:

g1

CamScannerrel szkennelve


https://v3.camscanner.com/user/download

+b btc cta . - Y_, 2
a) f(a,b,c)=2 =P ! b) g(x,y,z)= y+z z+x+x+y v ha a,b,c,

xyo2>0 : 1!
Megoldds. a) Mivel barmely t>0 esetén t+522, felfrhato, hogy

fla, b, c)= [a Z] [f:’ g]+[°' a]zz+z+2 =6 1gy min f(a,b,c)=6.

b) Vezessilk be az x+y=A, y+z=B, z+x=C Jeldléseket. [gy

1 1(A+B, B+C C+A
x=%(A-B+C). y=%(B—C+A), z=5(C-A+B), g(x.y.z)=§[ ol A -3]:

1 =3 =3
25(6-3)-2 = min g(x,y,z)—2 !

15.feladat. A pozltfv egész szdmok halmazdn oldjuk meg a ko-

vetkezS egyenletet: x2+y?=3(v? +wl).
Mbgoldas Igazolni fogjuk, hogy az egyenletnek nincs megoldésa

az N -on. Feltételezziik az ellenkez6jét, vagyis, hogy (x Xo1 Vo1 Y, ’Hb)
természetes szamokbél 4116 megoldasnégyes. Ezért xﬁ+y§=3(V§*Hﬁ).

Mivel 3|x§+y§, kévetkezik, hogy 3|x§ és 3|y§ (hiszen ellenkezd

esetben x°=3p+1, yP=3q+1 (p,qeN), gy 3/xi+y>), valamint 3|x, és
3be is igaz lesz, tehat létezik x ,yaeN ugy, hogy X, "3X’ yb=3y3.
gy X, <x,, y,<¥,- Ezek szerint 9(xf+yf)=3(vb+h§). ahonnan 3|V§+H§
és analég médon létezik V1'"16N. ugy, hogy vg=3vl, “b=3”i valamint

v <V, W <W, és xf+yf=3(vf+wf). Erdekes médon, a szimmetria

miatt, az eredeti egyenlettel hasonlé alaku egyenlethez Jutottunk.
Ez pontosan elég annak igazoldsdra, hogy nincs megoldds. A Fermat
altal alkalmazott descente infinie (végtelen leszdllds) médszeré-
vel, ha megismétel jiikk a fenti el jarast, egy xb>xa>xk>... végtelen,

cstkkené természetes szamsorozathoz Jjutunk, ami ellentmond annak,
hogy a természetes szédmok halmaza alulrél korldtos. Masképpen: ha
(x Yo Yor Yo ) a legkisebb természetes megolddsnégyes, a megoldds

eleJén kapott (x R AATLA ) mar ellentmondéas.

16.feladat. A természetes szdmok halmazdn oldjJuk meg a

kdvetkezd egyenletet: 3*+3Y+3%=513,
Megoldds. Szimmetria okok miatt feltehetd, hogy pl. xzy=z. [gy

3%(3*"%43Y7%41)=3%.19, tehat 3%=3%, vagyls z=3, ezért 3% 2+3Y %+1=
=19 alapjan 3”7°(3*"Y+1)=3%.2, 1gy 3Y"%=3%, ahonnan y=5, tehat

3*"541=2 5 3*"%=3 4 x=6. Tehat (6,5,3) megoldds, és a szimmetria
miatt ennek permutacié! (6,3,5),(5,6,3),(5,3,6),(3,6,5),(3,5,6) 1s
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megoldasok.
17.feladat. Igazol juk, hogy tetszéleges z,b,c,d,e eg£sZ sZZmck

esetén, ha Sla sb sc +d se’, akkor 3|abede.
Megoldis. Feltételezzik zz ellenkszdjét, wvagyis =zzt, oy

3labode. [gy 3la = 3la*l vagy 3l=1 = gjz"+1 vzzy 8j2"-1. Felfrva

az analégjait is, azt kapjuk, hogy =z +b sc *+d *e =Sk=i=z1=12121,
vagyis S|212121212], ami absurdum.

i18.feladat. Igazol juk, hogy b= n22 természeles szZzZm €= »=o,

, akkor az X" +y"=z" egyenletnek nincs pozitiv egész megoldis=_
Megoldis. Szimmetria okok mizatt legyen pl. j=x. Mivel 2Dy <=

=N = 2=l = Zuzy.i'C:y.-ll»ny.-z?'. ..+C’ L e fen o2 > S

A CAUCHY-EGYEMLOTLENSEG ECY A TALANCSITASE=GL (11)
irt=- T6th Lisz16, egzy=i.ti=nfrs=gid, Doloz=vir

1. Legyenek 2 T pozitiv valés szimok, i=1,2,....m, F~1.2,.._,Lk,

220l k¥ €s n pozitiv egész sZzZmok és P,-Py----P; olyan pozitiv
v2lds sz=mok, melyskre 11 f-..%l =1. Ekkor fen=2ll =z =12Z5b1,
Py pz Py -

J.L_W.V. Jensentdl sz=Erm=756 egyenltitle:ség [31:

4

PR R O O R

= pl=p2=---=p‘=k, akkor imnen visszak=pjuk = -[6] dolgoz=ib=x
bizonyitott egyenléilenséget, mely k2-re 2 jol ismert Camchy

ZyenlStlenséget adja. Ea 2z (1)-ben k=2 és p =p>0, p=20. ;;,
Tovabo= 2 =2, >0, aiz-b!_ >0, i=1,2,....n, akkor a mYdler—eg:,P"’
lenséget k=pjuk (liasd [2, 222. old])-

z_ab-c[t a'] ] . (2)

Az zlZbbiakban, bemutat juk =2z (1) egyenlé‘:le:ség egy kdzwvellen
bizonyftésst.
2. Elészor is igazol juk, hogy ha r 4!'2.....‘1"‘i pozitiv walés

SZZmok és r,*r,*...+r =1, akkor bérmely X .X,.--- . % 20 =s=isn

Wy |

' o r r

1 2 2 l3\
x'x® < X ... X . (3)
1 % » rX % ™
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