miatt, Wtezik b, @ N*Ggy, Wiy T =}, T,. Ha még 22 =0, Yz} =R
#¢ fennidll, akker T = P, T, alapjin ? « ()* letine, ami jamét elletmond

r

{1 -n=k.

Ha 7,/ 2) nem amnesan nulla, akkot az indukcids feftételt egybevetve

209 3.5 L4 8 7,
2z eWtiekkel, a (3] roreghill wmét a ;5‘5 O* cllentmondishoz jotunk.

,— ’

Kiretbromények : )

(1. .'x 12 -ben tanulminyoztt €(z) = a; cos c,,z —~ ay cns ,,,z —
Y s cm Z.x 4dRlalinositott kmnr;ﬁw,f).zrx,m 2kkor és csakis akkor
,,..a.;,/"‘f)’l/frr.p}f-tje:‘ls. .
ia ay=a8y= ...=a,=1 a i11 -ben jelzett feladatst, f:a emellett
E' = 4 ;._ bir ...‘_J.t ke l ” ir & ]r, -’Ef"‘ ‘W)L ()Amk

Z A A"‘J..\T 4] hasaniit iz vitZsbél kideril, bogy h.; adott 5 =
e N* 1] eseténm £1, 22 ...,4,,B~B nem aﬂa'do folytones pen(f'x(‘:.s
zgzvenvek, amelyek .u;es:sta:ekw gilx) + gfz) + - -- + 2[z) = 0,06ir
-7 = B alakf periodikus zzomessigot, 2kkor 2 g; penodﬂ" péron-

\
:‘f.‘\.

3. Ha 6,6, ...,9,<R* &s 6,# 6, bi#],?‘ahm*&/ﬁ Q
zikker Bz - B — R periodikus {6gzvény, X vtonos és mem éﬂar.da;, vala-
mint o f (%3 = 6,f(6,3) <~ ...+, flb3 = 0, térmely z =R esetén, ak-

\' \x

ot ¢ = €= ... =€, =0. - )
i f 1 4 € 4.7 L re ¥4 - -
‘4, L tenel Glaomyitisiboz hzsouléen izzzolhats:

Ez f,-B— R*, birmely £ = {1, 5} folytonos, nem Zllzndé periodikus
IZzzvimyek, 2 P.-Bi— R, P!x} —-j,.x; - fd%) ... f(z) fEggvény akkor

és czkis zikor pesiodikus, bz 2z f, periédusai péronként GsszemérhetSk.
SZAKIRODALOM
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1. asanily
Lieppem s b c=sR,6#06
s) Motiwmk %, Begy sz R\ QB [3 = as® + 35+ ¢ figzviny mem mjektiv
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Jgazoljuk, hogy ha (5) igaz, birmely x < R csetén, akkor a =0, ',

Az (5)-b6l felfrhatd, hogy ma = fy (nx -- T') — fi(x), (V)x < [0, 1)
Az f,: [0, T\]= It fiiggvény folytonos a [0, 7] zirt intervallumon, gy
Weierstrass tétele értelmében eléri szélsGértékét, vagyis, M, -= max | fi(1)].
Lzért |na| ='|fi(x 4 nt) — fi(¥)| € 2M,, birmely n & N esetén, £ (0, 7))
ez pedig szintén ellentmondds lenne, hacsak nem a == 0.

Ha a = 0, akkor az (5) alapjan fy(x -}~ 1°) == fiy(¥) ¢és az (1) alapjin
folx 4 T) = fy(x), barmely ¥ @ R esetén, De 1), illetve Ty az /,, illetve f,
féperiddusai, ezért az 1, Segédtétel értelmében P/ @ Q* és Ty « Qv,
ahonnan 1,/ Ty & Q* cllentmonddsra jutunk (Ha pl, 7' = T, akkor a
fenti, vagy a 1" = T = T, == T, cllentmonddshoz jutunk),

A jepyzet kodzponti eredménye:

Tétel ¢ Legyenek n e N* N\ {1} és [, R= I, k @ (1, 0} folytonos, nem
dllandé,~ periodikus filggvények,

Az SiiR= R, Su(x) 1 = £,(x) - fo(x) - ... fu(x) fidggvény akkor ¢s
csakis akkor periodikus, ha ax {, periddusai pdronként dsszemérhetoh,

Bizonyftds : A feltétel elégséges, ugyanis, ha rendre T)-val jeloljik
az f, f6periédusait, akkor ha 3‘-‘ e 0%, barmely 7,7 @ {1, n} esctén, a 2

j -y
segédtétel dértelmében az 4llftds nyilvanvald,

Azt, hogy a feltétel szitkséges is, a matematikai indukeié mddszerével
igazoljuk :

n =2 esctén a 3, segédtétel ad vdlaszt. Teltételezziik, hogy az dlli-
} i
tas igaz & < n fliggvény esetén, vagyis ha ‘Z: [i(x) periodikus, akkor f}‘ a(*
-1

barmely 1 = {l—,_I;} esetén, Igazoljuk az dllftdst & == n - 1 taga figgviény-
osszeg esetén, — |
Feltételezziik, hogy az fi(x) 4 ... fu(®) 4 fu41(%) Usszeg periodikus,
anélkiil, hogy ;j—“e Q* lenne, barmely 4, j = {1, » - 1} esetén, tehdt 1étezik
;i ' " J
legaldbb két olyan »,s @ {1, n -- I} index, amelyckre :‘-;'qﬁ Q* (1), ILe-
L}

; "ols1
gyen T > 0 a szébanforgd fliggvénydsszeg periédusa, ezért p Jix A4 T) =
, -1 .
N4l nl '

; -_-.;;lj.(x), vagyis Elg‘(x) == (), (V)@ (2) ahol gi(x) = fi(x |- T) — filx),

(V) i = {I, n -+ 1)} Tiszrevehetd, hogy a g figgvényeknek 77 periddusa, birs
el

mely 1 == {1, n +; 1} esetén, A (2) alapjdn beldthatd, hogy g (x) ~ — p &dx),
o | in
(V)x @ R, m ¢ {r,s} (3) g

Azonban a g, perlodikus, fgy 0z cgyenldsdg jobb oldaldn taldlhatd,
legfennebb n taga Osszeg is (g,;:r) @ 0 I4 lehetséges 1) perlodikus, gy oz
indukeids feltétel nlupjdu,' ha 7% jeloll o g¢ (Bperlodasait birmely o ==

wo {1, m 4 1) esetén, akkor i—i‘- @ Q% barmely 1,7 @ (T, 0 1) = {m) ese-
- v T
tén, Igy 'ir!' « (% aml ellentmond (1)-nek,

- Ha n'(ly taszegben  pl. g,(x) «e 0, bdrmely ¥ @ R értdkre, akkor
f(x 4 T) == f,(%), brmely x @ I esetén és frnek 7', perlodikuy volta
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Ennek alapjén: f(x + nT,) = f(x) < f(x + 0 Tl) = f(x), ugyanis T,
periédusa az f-nek ezért ng - T, is az.

Az x = 0 értékre és az a: = f(0) jeloléssel £(0, - T;) = a. . i

Azonban (6,), strdi a [0, 1]-en, -ezért (0,T,), sfir a [0, T,]-en,
igy létezik &k € N* és n, € N* gy, hogy béarmely x € [0, T,] esetén
fim (0, - T;) = x (l4sd pl. [1]-ben).

) 21} .
Az f folytonossiga miatt az f(0, T,) = a egyenléségben hatédrértékre

térve f(x) = a, barmely x < [0, T,] esetén. De - az f fiiggvény T, periédusdy,
ezért f(x) = a, barmely x € R esetén, ami ellentmond annak, hogy f nem
alland6. Tehat a T,] T, ¢ Q% feltevés hamis.
2. Segédtétel : Adott ne N*\ {1} esetén legyenek tendre T, T, ...
T >0 az fi,fs, ..., fu: R=R nem 4llandé, fo]ytonos periodikus
fuaﬁ\ ények féperiddusai-ugy, hegy T;/T; € Q barmely 7, ] & {l {1, n}.
Ebben az esectben léteznek 1, L, ..., 1, pozitiv egeszek ugy, hogy -
LT, =4LI;= =1 T,, és az egycnlosegek kozos T értékeaz S,: R—R,-

S (1) ~f1(2) -rf(z) + ... 4+ f.(x) figgvény periédusa legyem
Bizonyitds : A T[T, € Q* miatt ? =2 bairmely k e {1, n}, ahol
k 9k 3
P @€ Q% 08y T, = L - T

k
Tehat ha I,: = [q,, s, - - ., 2] (az lkkt. jelolése)és Z,: =2 ?% bar-
P _ qx
mely % € {1, n} esctén, akkor /, € N* és T: =1, - T, periédusa lesz
S,(x)-nek, ugyanis: - :

St D= B e+ T) = Dby T) = 2 ) = S

birmely x € R eseten

3. Segédtétel : Ha T, # T, tendre az fl, f2 R — R folytonos nem a.l-
landé fuggvenyek foperlodusau az f:R—>R. f(x) = fi(x) + fz(x) fiiggvény
akkor ¢s csakis akkor periodikus ha T, /T, € Q*.

Bzzonyztas Feltetelezzuk az ellenkezGjét, ]elol]e 0= —sé Q* Legyen

T >0 az f egy periédusa, tehat flx + T) = f(x) afl(x) —filx+T)= _
= fo(x + T) — f,(x) (1) bdrmely x € R esetén.

Az z=mT, +nT, valasztassal, az fi(x + nT,) = f(x) ésfz(x + mT,)=
= f,(%) alap]én az (1) 1gy irhaté :

Si(nT) -‘fx (nT, + T) =/f, (mT, + T) —f; (mT,) (2), ahol m,n < N. '

MIV(_I a bal oldal csak n-t6l, mig a jobb oldal csak m-t6l fiigg, ezért
az m =0 (rtékre a ;= £,(0) — fz(I‘) Jelolessel a (2) igy irhaté: fy(nT, + T) =
= fi (#T,) 4+ a (3) barmely n & N értékre, /

Az 1, Segédtételben hasznAlt gdndolatmeneteket kévetve:

n12=na;- T,—140T,~[110] 1",+{nO} T,—1z,-T1+0T1,

i

barmely n € N esetén a (3)-bél f; (0,7 ¢+ T) = £,(0,T,) + a (4) adédik,
ahopnan a (0,7,), sfirlis¢cge miatt (ldsd ugyancsak az 1. Segedtetelben)
azonnal adédik, hogy f,(x + 1) = fy(x) + a (5) bérmely x € [0, T,], sot
mi téhh, barmely x¥ € I esetén, ugyanis fi-nek 7', periédusa,
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!
Beldthaté, hogy bdrmely ¢ = -I-'g-.. petiddusa fnek, bavmely m, n epdss

esetén, azonban inf {s;) = 0 miatt az f figgvény egyetlen pontban sam
folytonos. \

Az el0bbi tulajdonsdg kdvetkezmdénye:

© 2. Tulajdonsdg :*Barmely nem dllandg folytonos és periodikus £1 IV - Ny

figgvénynek van féperidédusa,

Az [1)}-ben emhitcttdk Kronecker-tételét, miszerint epy 0 irractondlis
szdm esetén az Xyo == 0 + 0 4 m Osseefiiggdssel értelmezett (vyy)m puy 8010
zat elemeibdl képezett halmaz st az R-en,

S8t mi tobb, ha X jrraciondlis, akkor az dflitds drvényes ax ap, +s

N .
= mx - ny esetén is.” (lasd pl. [8)-ban),

Ugyancsak az [17-ben olvashatunk az el6bbi tétel egy kovetkezményg.
tl, amelyet Jordan-tétel néven is ismernek (lasd pl. [4)), dspedig:

Ha 0 € R\ Q, akkor a 0, = {n0} képlettel értelmezett (0,)yay soro-
zat elemeibdl képezett halmaz stird a [0, 1]-en (A {¥} az x valds szdm
tortrészet jeloli). '

Emlitsiik meg, hogy a (0,)sene sorozat szorosan - kapesolddik a yeo-
metrial szdmelmélethez, a diofantoszi approximdciéhor (ldsd pl. [7]-ben)
valamint a Liouville tételhez a transzcendes szdmokkal® kapesolatosan
(lasd ugyanott!). . : :

~_ Jordan-tételének bizonyitdsa a szdmegyenesnek a kdrre valé | felteke-
r¢s1” mddszerrel megtaldlhaté pl. a [6)-ban, ‘

Léteznek olyan (x,). sorozatok s, amolyel'ct Xy == Ag(m) + 0} kép-
Jettel értelmeziink (¢ adott tulajdonsdgokkal rendelkezd fuggveny, Lisd,
El. [5]) és elemeinek halmaza sfiri a [0, 1]-en. Adott intervallumon sirid
surozatoKszerkesztése példdul a [S]-ban is taldlhatd,

1. Segédtétel : Ha f: R~ M folytonos, nem dllandd periodikus fugg-
vény és T, # T, az f fuggvénynek két periédusa, akkor :—‘ « Q¥ ahol
) . |
Q*:——" Q\{O} -

Bizonyiftds : A bizonyitdst a 2. Tulajdonsdig segitségével végezhet-
nénk, hiszen f folytonos, ezért létezik T, > 0 fOperiddus, tehdt léteznek
X B N*Q:N {0} gy, hogy T\, =p - Ty, ¢ Ty==q - T, ahonnan

T, = Q% o :

Azonban a 2. Tulajdonsdg bizonyitdsa (ldsd pl. [9]) poutosan az 1.
Segédtétel segitségével torténik, vagy mint az 1, Tulajdonsdyg kdvetkeamd-
nye, de ekkor hosszadalmas. ’

Eppen ezért az elGbbiektd] fiiggetlen bizonyitdst mutatunk be.

Feltételezziik, hogy T,/Ty¢ Q% & legyen 0@ == 3-1 Mivel Ty é&s T,
periédusai az frnek, ezért:. o
S 1) = f(x) & flv - Ty) = f(x),
biarmely x € R esetén, ahonnan
S A 0Ty = fx), & fx + nly) = f(x)
azonnal adédik, barmely ¥ @ R és » «@ N drtékre.
Jeloljiik g = ["_(}‘] ¢s 0, = {n0)-val az w0 cpész, illetve tortrésact.
Akkor nTy=p - ;1-‘- v Ty == 00T s (0] 1Yy o (W0} T <= g Ly -1 0T
3 L} .
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FOLYTONOS PERIODIKUS FUGGVENYEK OSSZEGENEK
PERTODIKUSSAGAROL

Tuzwon Zolhn tanks, Odorhsl

Az [1] cikkben a kivetkezbket olvastam ; |, firdekes lenne igazolni pél-
daunl, hogy ha f,: = I folytonos periodikus flggvények, amelycknek
periédusai pdronként Osszemérhetdtlenck, akkor a fliggvények  Osszeye
nem periodikus”,

A tovabbiakban az clobbi felhivisra adok vAlaszt, meglogalmazyva
ey sziikséges és clégséges feltételt, ami mellett a szobanforgh flhggyviny-
osszeg periodikus,

A folvatett kérdés kapesan, a kisvetkezth alapfogalmakat haszn4ljuk

1. Ertelmezés : Az [: =M (M = ) flggvényt periodikusnak ne-
vezzilk, ha 1étezik olyan T 4 0 valds szam, amelyre f(z 4 T) = f(x),
barmely valds x ¢értékre,

A T szémot az [ peribdusinak nevezziik, Nyilvanvalo, hogy a -7
és k- T is periodusa f-nek, barmely kb egész, esctién,

Természetesen a definfeié megfogalmazhatd az [ E = I esdben is,
ahol £ < IV egy additfy csoport,

2. Ertelmezés : Az f:W— M Afliggvinynek egy Ty >0 peribdusit
foperiodusnak nevezzitk, ha az f barmely 7 = 0 periddusa esetén Vtezik
n pozitiv egész Ogy, hogy T =n . T,

Teh4t a f6periodus a. legkiscbb pozitfy peri6dus. Vannak fliggvinyek,
amelyek nem rendelkeznek {Operiodussal, példaul a Dirichlet fliggvény ;

1, ha x «Q - e
=10, 1}, =17 .
[iR= (0,1, Ji=d oS

Az f-nek minden raciondlis sz4m periédusa, ellenben nincs egy leg-
kisebb pozitiv periddusa,

Ha cgy fliggvénynek van fGperibdusa, akkor az egyértelmf(, valamint
ha T, egy fiiggvény f6peribdusa, akkor az illetd fiiggvény minden peri-
6dusa a Tynak egész szamda tébbszorése (lasd pl. a IX. oszt. Geometria
tankényv 133, oldalin). : _

A periodikus fiiggvények kozil fontosak azok, amelyek folytonosak a
valGs szhdmegyensen vagy ennek egy részén, Fuzel kapesolatos a kovet-
kezd két tulajdonsag, : /

1. Tulajdonsdg : I'ekintsiik az f¢+ E.= R— R nem 4llands periodikus
fiuggvinyt, amely folytonos az FE halmaznak Tlegaldbb egy pontjiban,
Ha {0/} jeloli az f fiiggvény pozitiv peribdusainak halmazat, akkor 1étezik
min {a,; > 0 (lasd pl. [2]).

Tehat 1tezik foperiodus, st a nulla nem torlédasi pontja a {a,)-nek,

7 a tulajdonsag lehetévé teszi olyan fliggvények szerkesztését, amelyek
egyetlen ponthan sem folytonosak, pl:

1, ha x € FE

f =] 0 hayeQE
—1, ha x €« R™_Q,
z2ho)

Eofxine bk tin o N, £k (1,010
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