A nagy tudés szAmAra sértetlenséget rendelt ‘eol. KivAnshga szerint elickévére
hengerbe frt glmblt véstek, emlékezetUl egylk le kadveltebb felfedezbésére,
mely szerint a glmb k8ré Lrt henger teljes felszine 6o torfogata egyenld a
gbmbfelerin, illetve a gbmb Atméréjével, HalAla uthn alig 150 évvel, Réma
Cloerét killdte quaenstorként (gazdasAgl fellgyeld) Oziciliéba. Ekkorra
Srirakuza lakél olfeledték Arkhimédészt. Clcero felkutatta sirhelyét, a
nirkébe vémett hengerr6l 6s a beleirt gbmbrol ismerte meg., A Clcero Altal
megtaldlt s megjavitott emléket az Gvezhzadok t¥nkretették. 8irkinél erbaebb
emléket Allftott magAnak nagy nzelleme a matematikéban 6 fizikéban,

8. Apollonionz (l.e., 2607-1707) az alexandrial iskola nagy gbrég
matematikusa @m celllagdAeza., Alexandrifiban 6s a kishzeial Pergamoszban
tanftott, P46 mGve a 0 k8tetes "Konika" (A kdpszeletek), a koordinfta-geometria
ol6futdra., Mdvelt latinra Regliomontanum forditotta.

9. ptolemalonmz Klaudiomz (i,x, B57-1687) alexandrial csillagdsz,
matematikus @8 geogrAfus. Hatalmas mlve a Megala szlntakeziez (Nagy
gy@jtemény), mely inkdbb az arab forditds cimén (Almagest) ilemert, kiv&lé
Seszefoglald celllagdmzati munka, Bzinte mindent tartalmaz, amit ezen a
teriileten az Okor elért: trigonometrial tédblAzatokat s Osezefliggbseket, a
gbmb trigonometrifijénak alapjait, geometrial tételeket és geocentrikus
vildgrendozerdének felépiténét is. "Geographia” cimG kinyvében a F61d pontjait
a nzblennbg 6o hooozindg segitsbgbvel hathrozta meg, tehbt gdmbi koordindtékat
haszndlt. Ceillagdszati mGveit Peurbach kezdte forditani, majd -tanitvénya,
Regiomontanus fejezte be.

10. piophantosz (250 kér(il) lehet, hogy elgdrégdsddtt babiloniai volt.
Alexandrifban 6lt, ahol alkalma volt hindu Gs babilonial kereskedbkkel
kapcsolatot teremteni. "Arithmetica” cimG, 13 kétetes mGvéb6l csak az elsb hat
maradt meg. Coak algebrdval foglalkozott. Elbéezér hasznélt algebral jeleket.
bgj:okklntjUk az oleb kozdetleges algebral nyelv és jelrendszer megterem-—
t nek.

11, Hedzera (arab kivAndorlés), Mohamed Mekkdb6l Medindba menekiilésének
(L.sz. 622) elnevezbéoe., A heodzsra 6ve Omar kalifa (634-644) 6ta a mohamedin
1dboazbmitln kozdb bGve.

12, Fibonacecil (1170-12507?) néven (Bonacci fia) lett ismertté Leonardo
Pisano (a pizal Leonardo) olasz matematikus. Apja a gazdag Pisdnak volt
kereskedelmi Ugyntke Algirban. Leonardo itt tanulta a matematika alapjait.
Mint kereskedé bejhrta Bziridt, Eozak-Afrikdt, Hispanidt, Szicilist. Vele
szllletett tudoményszeretetével ismerte meg (Gtjain a Kelet mlivelteégét és ezen
bellll matematik&jdt. Az YsszegyGitdtt és Altala kiegészitett aritmetikai és
algebral iemeretoket a "Liber Abaci" cimG mGvében foglalta &seze. 1220-ban
"practica geometriae” cimG kényvében mértani felfedezéseit irta le.

13. Az abakuoz ez&mit6tdblat jelent. Lényege az, hogy homokba, kbére
vagy deszkalapra vonalakat hGztak vagy mélyedéseket vigtak egymissal
phrhuzamosan. A vonalak pétoltdk a ezlmirleban hidnyz6 helyi értékeket. A
vonalakra vagy mélyedésekbe 6o kbz8kbe kavicsokkal, fakorongokkal (fabatka)
vagy szfmolépénzekkel raktdk ki a szémok 6rtékét és Ggy végezték a mlvelete-
ket, M6dozere hasonlit a mai iskolal korongos szémolbgéphez.

ALTALANOS IBKOLAK TANULOI B8ZAMARA
ALGEDRAI AZONOSBAGOK BZEMLELTETESE
Tuzson Zolt&n tandr, Székelyudvarhely

B8z6mos olyan algebral azonossdg van, amelyet a tanulék
gyakran haszndlnak, de kevéshbé értik azokat. Példaul az a: (b+c)=
=a‘'b+a' ¢ mindenkl szdmara nyilvanvalé, de kevésbé meggybz6. Vagy

pl. nagyon sok tanulb6nak az (a+b)?=a?+b? hibés egyenlbéség t@nik

terménzetesnek az (a+b)?=a?+2ab+b? egyenlbség helyett. Vajon, ha
az egyes algebral azonossfgokat sikerlilne szemléltetni kdnnyebben
férthetbbbé 6s memorizAlhaté6bbd valndnak-e a tanulék szamara?
VéleményUnk szerint a ‘szemléltetés nem csak a megértést szolgal-
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ja, hanem a m&r megtanult azonossdgot még nyilvanvalébba teszi
a tanulék elétt.

Legtbb esetben rajzok és szines kartonlapok fel-
haszndlasival szemléltetiink. Ha még hatékonyabban akarunk eljarni
egyes alakzatokat konkrétan feldarabolunk, dtrendeziink. Ugyancsak
az elmélyitést szolgdlja, ha a szemléltetés mellett, az illetd
algebrai azonossigra konkrét mérészamokkal szdveges feladatokat
szerkesztink és ezeket kétféleképpen - az azonossidg bal- és jobb
oldala szerint meg is oldjuk. A kdvetkez6 azonossidgok szemlél-
tetésénél csak a kdvetkezd két ismert teriilet kiszamitasi médjat
kell ismerniink:

l) A téglalap terilllete a hosszisdgdnak és a szélességének
a szorzatdval egyenld. Sajatos esetben:

2) A négyzetlap terillete egyik oldalhosszanak énmagaval valé
szorzatdval egyenld. (x-x:=x?).

Megjegyezzik, hogy a szemléltetésre keriilé azonossagok
barmely valés szdmra igazak, de mi csak pozitiv szamok esetén
szemléltetiink.

1) Osszeg szorzdsa egy szammal; 2) Kiildnbség szorzdsa egy

(a+b)-c=a'c+b'c (a=b) -c=a-c-b-c
3) Osszeg szorzdsa 8sszeggel:

d

¢ (a+b) (c+d)=actbc+ad+bd.

a b

vagy masféleképpen szemléltetve:

a b
_____ $_Jd (—— — | __ad +ed |d
| = I | = s
(a+b)-(c+d) I c 2 a-(ce+d) +§ é = ac + :bc c
I “ 3 )
a+b a [ a v
4) Osszeg szorzésa kiildnbséggel:
/////////7//// d (a+b) (c-d)=ac+bc-ad-bd
c c-d P
a b
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vagy mdsképpen szemléltetve: ‘

B
o4

7, 7 =
A t‘{f;,r/,-
P . A

A g A

Ll
aed

5) RildSnbség szorzdsa Osszeggel:

r,
77

a-d

»
w’//,;
Vs

V7

®

d

<

(a=b) (c*d)=ac-bosad-bd.

€) Rildnbség szorzésa kildnbséggel:

b

]

d

(a-b) (c—d)=ac-bc-ad+dd

vagy misképpen szemléltetve:

s

]

‘M

- BN

-t
-
‘.

NS

R

Ty
NN
'\\\3
AN

7) A szorzat osatésa (jelen esethen az osztd 2):
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8) Osszeg onztAsn (Jelen esetben Le az oszto 2)1

t | H
I, . X R
|
—" |l

bt

|
sl o
S

9) KUl¥nbség osztinma:

i |3

b

10) R¥viditett sz&molasl képletek:

———4--— ]

l_.'“fb...i
4o

=omq
ul
|
J L

Y |
L 1P

i

I 4 :u,h

a+b
5 + B
~ +
. V% 7 ,
ok = o \ - ,ub/
N N7
a-b b a b
a b a-h
b ///)’/'% (arbylarb) » b V/A;//
o (u-b)’ -(q.b),' a® .?
b a, b
b b  a-b
b a K
37 \N — .D/ 2
o 7 0
a+b o
(arb)(a-b) = - b

..!314_"'1.5,.!‘& ._.!'L‘,

*

’

A

'
b

~la
]

x>

Lead (asb) (aeb) = (asb) dmatszabeb?

(a=b) (a=b) =(a=b)isa?«2ab+b?

(a+b) (a=b) =a?-p?

ac| be | c* e
ab W be | b
o'l ub |oc |[m
a b ¢

(arbre)s el v 2abr abe vaca
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Az elbz6 képletek Bsszevont alkalmazasaval j6l szemléltetheté6k
a kdvetkezbd r¥viditett sz&moldsi képletek is:

3 ___L_]_ //%b
bt N ,“:r“_ -é + B
‘ N ! /

Az &bra&rél leolvashatd, hogy: (a+b-c)?=(a+b)?-2c(a+b) +c?=
= (a2+2ab+b?) -2 (ac+bc) +c?=a?+b?+c?+2ab-2ac-2bc.

|

A
F ’ -_— (+

[3 a b c b

a

Az &brardl a kdvetkezbd Osszefliggések olvashatdk le:

(a-b-c)2=a2-2a(b+c) + (b+c)?=a?-2 (ab+ac) {b?+2bc+c?) =a?+b?+c?-
-2ab-2ac+2bc.

Ha térbeli a4brazolasokat haszndlunk (négyzet helyett kockit,
téglalap helyett téglatestet), az (a+b)3, (a-b)3,a*+b3,a3*-b3, stb.
képletei is szemléltethetOk.

11) Egyéb azonosséagok:

7 —]b —]b B °
> Yz z ZZ~ 7
AT 1 1 B HAD

a b a-b a

(a+b)2+(a-b)%=2 (a?+b?) | (a+b)?-(a-b)2%=4ab

x % x ?'. Az abrardl leolvashaté, hogy:
x?+ax={x+2) {2\
x x x 2" * 2 2]
% ami tulajdonképpen a teljes
— = =777 négyzetté vald kiegészités kép-
VIS ITIIS] ]
":xl 2 rrrrriil lath:
12) Természetes szamok Osszege: 1+2+3+...+n= n(nz+1) = If +—g.
(V) neN®
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Az alébbi abrakon az n=4 esetet szemléltetjlk:

5 4 7
J
4
Az 4brakrél leolvashat6é, hogy 1+2+3+4= 4'5,'1lletve 14243 +44m=
=.4—2+i.
2 2

Hasonldé "szembeillesztési" eljdréassal szemléltethet6d mas,
pozitiv &llandd Kkildnbségl szdmtani haladvany els6 n tagjdnak
bsszegképlete is. Egyéb hasonlé &sszegek szemléltetésérdl a (3)-
ban is olvashatunk.

Az elbbbiek soran gyakran haszndltunk olyan eljéarast,
amelyet szemléletesen fogalmazva 1gy végeztlnk: olléval szétvag-
tunk egy papirsokszdglapot és a darabokb6l egy mésikat illesztet-
tink Gss:ze.

Ezt a mfiveletet &tdaraboldsnak nevezzilk. EgyszerG médon
fogalmazva: két sokszdglapot egymdsba darabolhaténak nevezlink,
ha az egyik sokszdglapot véges sok részre osztva, amelyek maguk
is sokszbglapok, ezek teljes felhaszndlasdval, hézagmentesen és
fedés nélkill kirakhatjuk a mdsik sokszdglapot. Err6l részleteseb-
ben a [4], [6], [7]-ben olvashatunk.

Az &tdaraboléas segitségével nagyon szemléletesen bizonyit-
haté Pitagorész tétele. Ime erre két méd: '

- 1) Ha az a) &bré&n lathatéd

2 a, b, ¢ méret@, kongruens 1, 2,

< 4 bt eeb 3, 4-es deréksz8gl haromszbgla-
. N/ 5 | pokat (a szemléltetett médon)
a 57 5 la 4 | 8sszeillesztjlk, kdnnyen beldt-
N ! b haté, hogy egy négyzetet (5)
2 3 zdrnak k8zre, amelynek oldal-

- —ee—— hossza (c=-b)-vel egyenlb.

c b

(a) é&bra (b) &bra
A helyére tehét helyezzilink be, egy ekkora négyzetlapot. Ha most
az (a) 4bra 8t alakzatat Aatrendezzilk a (b) dbra szerint, akkor

mivel az (a) dbra nagy négyzetének a terillete a? 6s a (b) &bra
két k11l¥ndlld négyzetének terlilet¥sszege bi+c?, mdria bizonyitot-
tuk, hogy a?=b?+c? (v8.(8]).

2) Ha az 1, 2, 3, 4 kongruens, a, b, ¢ méretekkel rendelkezd
derékszbglapokat a (c) dbra szerint lllemztjlk Yssze beldthatd,

hogy a bevonalkézott a? terlletd négyzetlapot zdrjdk kdzre. Ha
azonban az el6bbi négy haromszdglapot a (d) Abra szerint

illesztillk Yssze, 68 kiegbmzitijlk a 6 é&m 7 bavonalkdzott, b}

illetve c¢? terfiletG négyzetlapokkal, ugyanakkora nagy négyzet-
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lapot kapunk, mint a (c) a&abra

> S nagy négyzetlapja. Igy a bevonal-
b éﬁ b kéazott részek teriileteinek meg-

2 felelb egyenlbség alapjan,

i

hasznaljak bizonyos sokszdglapok
(pl. négyszdglapok) teriiletsza-

3¢ a
-= A % ¢ az=b2;§2 " stdarabolast gyakran

. molasi képleteinek a levezeté-

(¢) abra, ) abra sére. Mindezek mellett az A&t-

darabol&snak is megvannak a maga buktatdéi, gyakran ellentmon-

dashoz juthatunk, ha helyteleniil értelmezzilk. Ime egy meggybzé
példa:

3 3
D a3 c
5 3 2 5
8 8 3
5 5 5 " s
3
3 5 5 e
8 A 13 B
(e) abra (€5 abra

Latszatra Ggy tGnik, hogy az (e) abran lathatd négyzet a&at-
darabolhaté az (f) &bran lathatdé téglalapba. De nézziik csak meg
részletesebben! A négyzet teriilete T=8-8=64, a téglalap teriilete
T'=5-13=65. Hol a hiba?' Ott, hogy a szbban forgé négyzet nem
darabolhaté &t az ABCD téglalapba, pontosabban, valahol egy-"1
négyzetegységnyi" rés marad, hiszen 65-64=1. Szamolasokkal
megmutathaté, hogy ez a rés a BD &tl6é mentén van (de nehezen

érzékelhet6!) hiszen: BD?=52+132=194, DM?=32+82=73 , MB?=2%2+52=29

igy DM+MB=/29+,/73 .

Ha DM+MB=DB lenne, akkor /194=/29+/73 = 194=102+2-,/29°73 =
= J2117=46 « 2117=2116.

Megjegyzés: Ha az (e) és (f) &bra 3, 5, 8 mérbszdmai helyett
5, 8, 13-at veszilink, T=13-13=169 és T'=(13+8) 8 =168 lesz, vagyis
az dtrendezés utan nem hézag marad, hanem a darabok fedni fogjéak
egymast. ' ‘

Az emlitett feladatok &dltaladnosithatdk (vé.[8]).

A tovabbiakban tehdt természetesen meriil fel az &tdarabol-
hat&sag feltétele. A kdvetkezb tétel értelmében a (c) és (d) abra
négyzetlapjainak az A&Atdarabolhatésdga biztositva van, de az
dtdarabolias hogyanjdra nem ad valaszt.

Nyilvanvalé, hogy az 4&tdarabolt alakzatok teriiletei
egyenlbek. Vajon igaz-e ennek a forditottja? Erre a valaszt
(szinte egyidb6ben) Bolyai F. (1832) és Gerwin (1833) adtdk meq,
de egyes forrasok szerint (v8.[6])) a tétel elsd felfedezbdje
W.Wallace angol matematikus volt, &6 mdr 1807-ben kozdlte az
aldbbi eredményt: :
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(f——-‘
k——_‘ - A

Tétel. Az egyenld terfllletf sokszdglapok egymdsba dtdarabol-
hatdk. Errél részletesebben [4), [6], [7]-ben is olvashatunk.

. Az dtdaraboldst az dn. kirakés jatékok esetén is haszndljuk.
Ennek egy neggybzbd példdja a TANGRAM nevh 6srégi kinai kirakés-
Jaték. (v8. [5)), amil az &brén szemléltetett 7 darabbbél 411. Ezek
a lapocskdk készlllhetnek kartonbél, f£fabél
vagy mGanyagb6l. A jaték igen egyszerfi: a
hét lap felhaszndlasdval megadott forméakat

6 kell kirakni. Ezek 1lehetnek mértani vagy

1 5 { képzelet szlllte alakzatok, emberek, &llatok,

; ' szdmok, betk stb.A jatékosok Gj alakzatokat

is taladhatnak ki, hiszen a kirak&si lehet6-

4. ségek szama végtelen. Nagyon gyakran két

3 7. garnitdra jatékkal két. versenyz6 prébalja
' kirakni ugyanazt az alakzatot.

TANGRAM

Az [5)-ben - rodviditett torténelmi Attekintés mellett -
k8281t 775 feladat kdzdtt pl. ilyenek is szerepelnek:

A tangrammal rakd ki:

a U ooU
%dﬁﬁm@h

UOgy tartjak, hogy Napdleon Szent Ilona-szigetén szivesen
tangrammozott. Ugyszintén Lewis Carol, az Alice csodaorszéigban
c. regény irdja is sokat foglalkozott tangram eladvanyokkal.

, Hasonldé feladvanyokkal felnbttek, gyerekeK egyarant 3j61
szérakozhatnak. Erdemes kipréb&lni! '
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