!

\f

O Adott ax X,y == 2% — 1 rckurzids  képlettel értelmezelt *(X,)azo0 SO-
rozat, ahol x, « (0, 1). Bizonyitsuk be, hogy az (X,)uso Sorosat konvergens,'
ds szdmitsuk ki a hatdrértékét,

Megoldds. Eloszor igazoljuk a 2¥ < x -1, (V) x € (0, 1) egyenlét-
lenséget. Valdban, ha g R— R, g(x) == 2* — x — 1, akkor g'(x) — 2%In 2—
- 1. '1‘0\'4\1)1'):\ gx) =0, ha == — Inln2 < (0, 1), Mivel g(0) == 0,
g(1) =0 ¢ g'(x) <0, ha xe (0,~InIn2) és g'(¥) > 0, haxe (—Inln2, 1),
kovetkezik, hogy g(x) <20, (V) x & (0, 1), azaz 2* < x - 1, (V) x € (0, 1).

A tovdbbiakban vezessiik be az f: [0, 11— R, f(x) = 2* — 1 fiigg-
vényt, Mivel f'(x) == 2¥In 2 = 0, az f fliggvény szigortian novekvd, Ab-
bAl a ténybdl, hogy f(0) == 0, f(1) = 1 és f folytonos, kovetkezik, hogy
JUO, 1)) = (0, 1), tehdt az (v,),»0 Sorozat korldtos. Fenndll az x, — 2% —1
osszefiiggds. A bizonyftott egyenl6tlenség alapjén x, < x, ¢s mivel f szi-
gordan novekvd, az (v,).po sorozat szigortan csokkend. Mivel a vizsgdlt
Na)ano Sorozat korldtos ds szigordan csokkend, egyértelmen kovetkezik,
hogy konvergens, Jeloljiik /-el a sorozat hatdrértékét. A 2¥ = x -+ 1 egyen-
letnek 0 ¢s 1 megolddsai. Az 1 > x;> x;, > ... > 0 egyenlStlens¢g alap-
jin Dbeldthatd, hogy ! csak 0 lehet, tehdt ! = lim x, = 0. |

#i—+ 0
Termdszetesen az emlitett feladattfpusnak még szdmtalan alkalmazisa

lehetséges. Konnyen taldlhat az olvasé mds olyan f sorozatokkal kapcso-
latos feladatokat, melyeket hasonlé médon oldunk meg.

SZAKIRODALOM

[1] D. M. Bdtinefu, Siruri, Editura Albatros, 1979. |
[2] D. Brinzei, s.a., Matematici elementare, Ld. Junimea, Iasi, 1983.

(Fordftotta: Szildgyi Ilatalin egyet. hallgaté)

TERULETSZAMITASI FELADATOK
(VII. osztaly)

Irta: Tuzson Zoltin tandr, Székelyudvarhely

A teriilet fogalmdnak bevezetése ¢s a teriiletszdmitdssal kapcsolatos
eljarasok elsajatitdsa mdr a VII. osztdlyos tankonyvben megtaldlhatok
Ezen fogalmak alapos elsajatitdsdnak szilkségszer(isége a VIII. osztdly-

ban azonnal, megmutatkozik, amikor vetiiletek teriiletét, oldal- és teljes
felszineket kell kiszAmitani.

A tovdbbiakban ldncszerfien fliziink Ossze néhdny olyan eredményt,
amelyck a tanuldk részére dgem nagy fontossdggal rendelkeznek, és bi-
zonyftdsuk csak részben, vagy egydltaldn nem taldlhaté meg a VII. oszt-
tdlyos tankonyvhben,

1. feladat

Igazoljuk, hogy cgy hdromszighen az alap és a hozzdtarlozd magassdg
szorzala dllandd,
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Vagyls, ha ¢, b, ¢ Jololt rendre w ne, CA,
AR oldalak hossedt & Ay by by oo megleleld
oldalakhor tartord magassdgok  hosszdt, felfr.
hatd, hogy

ahy  bhy  ch, (1)

A bizonyitds Kilonosebh nehdézséget nem
enyel s s B G Clavel jeldlve nz A, B, L
letve C estleshos tartozd magassdg talppont jit,
ar AR U ASCRC N G ACH A~ BOECE AN hasonldsdgokbal felfrhato, hogy

(SN :’ dy &. -:‘-‘. ahionnan az (1) egyenldsdgek  kdvetkeznek,
] o 0 A\
\ "] ’, bl f’,‘
A Kapott eredmdny fontossdga a7 r-'-":! «-';:5' :.é,. tertiletszam(-

tdsl Répletndd hangsdlyorddik Kiv Azonnali alkalmazds ;
SO 2, feladat
Ha v 20l ae ABC hdroms:0ghe (vt kor sugardt, 'I' a hdroms:ig lerii-
. atbhpe ., .
dedét &s p wa ra s (félkerilet), akkor

3 (2)
P
Bizonvitds. O-val jelolve az A BC
haromszdghe {rt kor Kozéppontjit,
felirhatd & Tape = Tano + Tpeo +
o Teao cgyvenldség, ahonnan 7 =

|

-l e e, vagyis T

2 2 2
x.-:f-'—"—'—b-i-£ = poer, tehdt ros= z--
2 o
2, dbra,

Nyilvdnvaloan a beirt korrel kap-

csolatos, érintd-sugdr viszonyt a tanuldk mdr ismerik.
3 33 feladat o i
Igazoljuk, hogy egv hdroms:dg terillcte a Rét oldal &s a Rozrevdrt s:08

spinussdnak félszorzatdval egyenld
T e bessind  earsinl ab-sinC o 3)
2 2 2

Bizonyltds. A'-, B'-, C'-vel jeldlve az A BC hiromszog A, B, illetve
C cstiesfhor tartozd magassigdnak talppontjit, az ABB" derdkszogi hi-

roszOghen felirhatd a sinvl == =% cgyvenloseg.
L

o bhy - ‘ § 4
Tehdt a 70 22 Gaszeliigads alapjin azon-

nal kovetkezik a (3) els6 osszefiigpdse. A
madsik Rér Gsszefligedst  hasonldképpen kap-
juk (A tanaldk gyvakorlatkeént  bizony{tsdk
bel).

Ndhidny azonuali Kovetkeamény

3. ahra,
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4. feladat ;

Ha « az ABCD paralelogramma hegves sz0ge €s x, illetve y a két kii—
lonboz6 oldal hoss:a, akkor :

'-[‘ABCD =Xy Sin o. (4)

Valéban, felirhato, hogy T 4scp = Tapp + Tpep, €s hasznédlva a (3)
képleteket, (4) azonnal adodik:

5. feladat

Ha d, és d, a: ABCD Eonvex négys:zog” dtléinak hossza és = az dltaluk
bezdrt ihegy rss:oe, akkor :

d,d, sin « . (5)

T =
ABCD 5

1. bizomyitdis. Az ABCD Xonvex
négvszog koré szerkesszunk egy XYZT
paralelogrammait oly mdédon, hogy 8

AETX,BEXY, CeYZ De<TZ

és XY||d,, XT||d, legyen. O-val jelolve
az atlék metszéspontjat, mivel TAOD, 4. dbra.
AOBX, BYCO, CZDO paralelogrammdk és AD AB, BC, CD ezeket két
egyenld teriiletd részre osztjidk,- felirhaté, hogy

Txyvzr

g8
A A\ ‘ 4
De DOC =a ¢és TXY = @, igy (4) alapjn:

Txyzr = d,d, sin «, ahonnan kévetkezik (5)

TABCD N

2. bizonyilds. E16szor igazoljuk a sin(180° — «) = sin «.(*) egyenlé-

5. abra. 6. abra.

séget, Az 5. 4dbra alapjan, ha 90° < A4 <{180°, felirhaté, hogy:

cD ¢+ CD 2r becesin d’ 5.4
sin (180° — A) = — = = =2 ———— =sin'4
i ™ g bee bec | 2be v

(felhaszn4ltuk (3)-at).
Az 6. 4bra alapjin, a (*) egyenlSség felhaszndldsdval, felirhatd, hogy 1

oA - 0B - sin o OC - 0B -sina”™ '0C+0OD - sin « OD . 04 - sin «
o 2 t 2 o 2 ‘Y 2 i

2 — Matematikal Lapok 1909/9. 329
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'=‘“" (04 -OB -~ 0B -0C) + (OC - OD + 0D - 04). = =22,

2

- [0B(0A + OC) + 0D(OC +0.4):= 22 (0.1 — OC)(0B + OD) =

__dyd,-sinx

o

Kovetkhezmény. A merdleges atloju neg\szog teriilete egyenlsé az itlék

felszorzata\'a.l (innen adodik a rombuszra érvényes teriiletszamitasi képlet).

:V/’ 6. feladat (szintén a 3. feladat kovetkezménye)
Egy ABC lhdromszoghen

B L s B FIYE (6)
sin A sin B sinC 2T
(Jelolések a szokisosak).
Ez az oOsszefuggés zzonnal kovetkezik a (3)-boi:

P E-mmd I ren Acmami .
2 bec sind 27
Ugvanigy felirhaté a misik két egyenldség is.

%) 7. feladat®

Ha R az ABC hdromszog koré irt kor sugara, akkor
g R TS )
Valéban, ha A’-vel jeloljik az A pont dtmérGsen ellentett pontjit,

A\
akkor ABA’ = 90°. Ha 4D ) BC,
akkor ADCA ~ ABA'A (két-kit sog

\
kongruens, ACB = A4'B =

T,t&'l::.::
D b c -
i:—:aiD_i: _. '{D_
c 2R 2R o
alc -
— — , ahonnan R =‘i,
T

Igy a (6) és (7) osszefiggések alapjin:

e b ¢ 4 T SRy o
gy a 2R (szinusz-tétel)

A tovibbiakban feladatként tdzzik ki egy hiromszdg teriiletének
kKiszAmitis4dt, amikor a hdrom oldal hossza adott:

¢ A tovibliaklan végig a hiromszdgbea szokisos jeloléseket hasmmiljuk
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- « T ae WS
Bz p=— t T o= ABC kfomssig
Soridaty, frwwdll @ BivethesT cpwemdicis - /
- — - -
L=4plp —aip — &ip — o s
- ‘ =
R — c
JEOIT=X x=z=f 2 DD sqalossr bosszit. Pi- S5 D

Saporisz tetel® dkmlewrve 2z ABD, fletve

‘{El ‘-J—sz-LLA. —:;d..:‘:'___—_::x_ ~_& LL "‘r m ) a é:J-a-

e

37

b
™
r
I
n’.
l
"o
.
§1

M — (z — 3%, zhocman E—2=F—(a— x5

Aol E _
g o & — - & _ tehge =:a'_xa:w""“"L"—"'"
. 147 -
-~ Tw—a® — & (Tar g —& E—la—efllmaLc®—¥]
= a7 -
_ 3 —c—abtes—claLc—G5E@+sLq)
e i

Az ABC kfromsziy ieviicie Liszdmithalc még a kovedkezs asszefiiggéssel is :
—~_ &szBsaC

y— SgeBaac (©)

Zs=(BE+ €

R A B 4 = - = = < > .
Vzlotes = g‘3" ses—==t I = ﬁ—‘:—_‘-n—, 2 (_6} szemt pﬁilg c = ﬂ, fe-
2 s A4

B T — ’E_EZEE Aromben 4=180°—(B+LC) & sin [180°—(B--C)]=
Ts=
=== (B — (] (zz 5. iczdatben bonyitottzk zi=pjin), igy azonnal

z2=besC—ceosB, b=ccosALzcosC F
c=a2wsB+beosA - (10}

Bimmytids. Az ABC hiromszighen A'-v
give az A pont BC oldalma valé vetile tct
2z ABA" & ACA' derékszdgt hiromszogekbdl
L&::.‘_.i:o, Eogy:

o o
wsB=" s C=""—,
¢ B 9. dbra
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ahonnan
A'Bscvcos Bdés A'C ==bcosC, De A'B + A'C = a,

fgy azonnal kovetkezik a (10) elsd tsszefiiggése. (Analég modon a tobbi),
A Dbizonyftds tompaszogd hiaromszégekre is elvégezhets, ha figyelem-
be vessziltk a VIL osztdlyos tankdnyvben is szereplé cos (180° — x) =
== —Cos & egyenldsdget,
AO11, Teladat (‘x\lu\lah\osfl.ntt Pitagordsz vagy koszinusz tétel)
Lgy tetsxoleges ABC hdromszogben fenndllnak a kivetkezd Osszefiiggések :

ad == b o} ¢ — 2be cos A, Db* = a? 4 ¢* — 2ac cos B,

¢? = a¥ 4- h* — Zab cos C (11)
Valoban, ha a (10) mdsodik egyenlGségét b-yel, a harmadikat c-vel
szorozzuk ¢s Osszeadjuk: o~

b - ¢ == becos A 4 abcos C + ac cos B + be cos A =

= a(b cos C +- ¢ cos B) 4 2bc cos A4 = a* +- 2bc cos 4,
ahonnan a (11) clsé egyenldsége kovetkezik. (IFelhaszndltuk a (10) elsé

egyenlOségét is). ' -

Ha ezeket az dsszefliggéseket a VII—VIIIL. osztdlyos tanulok' elsaja-
titjak, olyan jelentds eredmények birtokdba jutnak, amelyek nagymértékben

elésegitik kés6bbi tanulmdnyaikat, valamint a fokozati vizsgdkon valé
eredményes szereplésiiket.

AZ 1989. VI JUNIUSI ERETTSEGI VIZSGA FELADATAI
I. Legyen G az

1 0 a
- 1 ‘—?—:,aER
0 0 1

alaki matrixok halmaza.,
Mutassuk meg, hogy
1) G stabil része My(R)-nek a szorzésra vonatkozéan;
2) aj(G, .) csoport izomorf az (R, )/ csoporttal.

II. Az ABC héromszogben AB: x —2y 43 =0, BC: 3x 4 2y -
+1=0¢éCA:2x—y—3=0. !

1) Hat4rozzuk meg az A4, B, C csuicsok koordinatait.

2) Irjuk fel az A csdcshoz tartozé magassidg egyenletét.

ITI. 1) Tanulményozzuk az f: R— R,
| IR 11
fy=¢ "

3
v ,]1(1 x=0

2

,ha x# 0

faggvény folytonossigat,
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