A figuralis szamokrol (111.)

Tuzson Zoltan, Székelyudvarhely

Az el6z6 részekben megismerkedhettiink a gndmonszamokkal is, amelyek a kovetkez6
alakuak voltak:
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Ezeknek altalanos alakjuk G, =2n+1.

Ezutan megismerkedtink a téglalapszdmokkal is:

Q0000

Q000 C00Q0
elele Q000 00000
ole) olele Q000 00000

n=12 Ta=n 3=12 Ty=20

Ezeknek az altalanos alakjuk T, =n(n+k), ahol k e N adott szam. Az abran k=1.

Ugyancsak az el6z6 részekben irtunk a négyzetszdmokrol is, vagyis olyan szamok
amelyek figuréslisan négyzettel szemléltethetok:
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Ezeknek altalanos alakjuk N =n*. A négyzetszamok térbeli altalanositasai pedig a

kobszamok, amelyek altalanos képlete K, =n®.

Mindazon kivil, hogy a figuralis szdmok jol szemléltetnek bizonyos szdmokat, a f6
tulajdonsaguk az, hogy szamos 0sszefiiggés szemléltetésére is alkalmasak.

Ebben a dolgozatban azt mutatjuk meg, hogy az ékori Gérogok hogyan vontak gyokot,
és hogyan oldottak meg mésodfok( egyenletet figuralis szamok segitségével.

A négyzetgyok ketté (a 2 ), mas néven Pithagorasz-allandé, egy pozitiv, valos szam,
melyet 6nmagaval szorozva 2-t kapunk. A négyzetgyok ketté valészinilleg az elsoként
megismert irracionalis szam. A geometriai jelent6sége az, hogy ez a hossza az egységnyi
oldall négyzet atléjanak, ami levezethet6 a Pitagorasz-tételbol.

Szamos médszer van a /2 kozelité értékének szamolasara, melyek a kifejezéseket
egész szdmok arényaként, vagy tizedestortként kozelitik meg. Erre a legegyszeriibb
algoritmus, amely sok szamitdgép és szdmologép alapja, a babiloni modszer a négyzetgyok
szdmolaséra. Ez a kovetkez6képp mikodik:

El6szor vegylink egy tetszdleges becslést. A becslés pontossaga nem szamit, csak azt
befolyasolja, hanyszor kell megismételni a l1épéseket, hogy elérjiink egy bizonyos pontossagu
kozelitést. Ezutan hasznalhatjuk a becsléstinket a kbvetkezé rekurziv szamitasban:
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Minél tobb ismétlés van az algoritmusban (egyre tobb szdmolast kell elvégezni, egyre

nagyobb n-el), annal jobb becslést kapunk a J2 kozelits értékére.
Az 6kori Gorogok, az altaluk bevezetett figurdlis szdmokkal roppant 6tletesen vontak
négyzetgyokot is! Nézzik a kovetkez6 példakat:

1. feladat: Szamitsuk ki a figuralisan a~/8, V11, v/22 szémok megkozelits értékeit!
Megoldas: Az 6kori Gorogok a kovetkezékeppen jartak el:
1) Keressik meg példaul azt a két egymasutani n® és (n+1)> négyzetszamot, amelyek
kozrefogjak a szobanforgd szamot. Esetiinkben 2° <8< 3, 3* <8< 4%, 4* <22 <5°.
2) Abrazoljuk figurativan az n? négyzetszamot, majd bovitsik ki a (2n+1)
gnomonszammal gy, hogy megkapjuk az (n+1)* négyzetszamot.

3) Ezutén szinezzlk sotétre a 8, illetve 11, illetve 22 pottyot, a tobbit hagyjuk vilagosan,
ahogy az alabbi abrak mutatjak:
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4) Az eredmény egészrésze az n--pol az n lesz, esetinkben rendre 2, 3, illetve 4, ami
éppen annak a legnagyobb négyzetszamnak a ,mérete” amely fekete jelekbdl all.
(az abrékon sorra levalasztottuk a gndmonszamokat, ezek szama is ugyanaz mint az n)

5) Ezutan képeztlk a tortrészt alkotd kozonséges torteket: a nevezojik a gndmonszam
pottyeinek a szama, a 2n+1 és a szamlal6 a gnomon szamban szerepl6 fekete jelek
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szama, esetiinkben rendre —, = illetve 9

Ezzel meg is volnank, és maris megkaptuk a V8, V11, /22 szamok megkdzelits értékeit,
ahogyan az el6z6 abrakon is lathato.

Els6é kérdésiink ami felmeriulhet: vajon mennyire pontosak ezek a megkdzelitések?
Nézzilk csak:

2 2 2
(2%) =7,84~8 (3%) =10,79~11 (48) =21,77~ 22

Mondhatni, hogy valéban jo megkdzelitéseket kaptunk!
Erdemes felfigyeljiink arra, hogy az elébbi ,,Gorog-modszerrel” tulajdonképpen az
x* =m egyenletnek a pozitiv gyokét hataroztuk meg, ha me N* nem négyzetszam.

Nézziik ellenben mai szemmel, hogy mi is tortént az elébbiekben, az x> =m egyenlet
pozitiv gyokének a meghatarozasa soran?

Lattuk tehat, hogy olyan ne N™ szamot kerestiink, amelyre n> <m < (n+1)* . Legyen
X, a Jm megkozelito értéke. Az x, egész része éppen n. A tortrészének a nevezgjébe az

(n+1)>—n*=2n+1 gnémonszam keril, a szamlaléba pedig (m-n?), vagyis
2 2

X, =N+ n . Az Gkori Gorogok szerint tehat Jm=an+ m-n . Nézziik csak meg, hogy
2n+1 2n+1

mennyire is pontos ez a megkdzelités. Az el6bbiekben lattuk, hogy a megkozelité értékek
hiannyal kozelitették meg a gyokmennyiséget. Eppen ezért, ha m=n’+k, akkor
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X, =N+ K , ahol  ke{1,2..2n}. Becsiljuk fel a kovetkezd eltérést:

2n+1

- k Y 1, 1 . ) \
m—X, =n"+k—| n+ =— K™+ k. Tekintsik most a kovetkezd

2n+1 (2n+1) (2n+1)

1 1
masodfokd flggvényt: f(k)=- 2+ k. Lathatd, hogy a fiiggvénynek

ggvenyt: T (k) eneDE S T ne gy ggveny
1
maximuma  van, mégpedig  a Koax = —(Zn—;l) =n +% ertekre,  tehat
(2n+1)?

f(k)<f (n +%j = % =0,25. Tehat 0<m-x; <0, 25, vagyis a megkozelités pontossaga nem
tobb, mint 0,25 ! Es ez meglepének szamithat, hiszen a Gérogok csupan a figuralis szamokat
hasznéltak! Elgondolkodtatd eredmeny, nem de?

Az Okori Gorogok ellenben nem A&lltak meg itt. Megprobaltdk megkeresni az
x> + x = m egyenlet pozitiv megoldasanak a megkozelits értékét is.

Ezattal nem a négyzetszdmokat, hanem a téglalapszamokat hasznaltak, és az
algoritmusuk ugyan azokbol a lépésekbol allt.

2. feladat: Keressiik meg figuralisan az x* +x =9 és x* + x = 22 egyenletek pozitiv
gyokének a megkozelito értékeit

Megoldas: Az dkori Gorogok a kovetkezékeppen jartak el: mivel az egyenlet baloldala
x> + x , ezért elkezdték abrazolni az n” +n=n(n+1) alaki téglalapszamokat:
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1) Keressik meg példaul azt a két egymasutani n(n+1) és (n+1)(n+2) téglalapszdmot,
amelyek kozrefogjak a szdbanforgé szamot. Esetinkben 2-3<9<3-4, illetve
4-5<22<5-6.

2) Abréazoljuk figurativan az n-(n+1) téglalapszdmot, majd bovitsik ki a
(n+2)(n+2)—n(n+1) = 2n+ 2 gndmonszammal Ugy, hogy megkapjuk a (n+1)(n+2)
téglalapszamot.

3) Ezutéan szinezziik sttétre a 9, illetve 22 pottydt, a tobbit hagyjuk vildgosan, ahogy az
alabbi abradk mutatjak:

2 x2+x:9:>Xz2§



4) Az eredmény egészrésze az n(n+1)-b6l az n lesz, esetiinkben rendre 2, illetve 4, ami
éppen annak a legnagyobb n(n+1) tipust téglalapszam a ,,mérete” amely fekete

jelekbol all. (az abrakon sorra levalasztottuk a gnémonszamokat, ezek szama is
ugyanaz mint az n)

5) Ezutan képeztlk a tortrészt alkotd kozonséges torteket: a nevezojik a gndmonszam
pottyeinek a szdma, a (n+1)(n+2)-n(n+1)=2n+2 és a szamlal6 a gndmon

szamban szereplé fekete jelek szama, esettinkben rendre % illetve 0

Ezzel meg is volnank, és maris megkaptuk ax® +x =9 és x* + x = 22 egyenletek pozitiv
gyokének a megkdzelité értékeit, ahogyan az elébbi abran is lathatok.
Elsé kerdésiink ami felmertilhet: vajon mennyire pontosak ezek a megkdzelitések?

- (.3) .3 . 2Y 2 .
Nézzik csak: | 2— | +2—=8,75=9 illetve | 4— | +4—=2184 ~22. Ez(ttal is
6 6 10 10

meglepéen pontosak a megkdzelitések!

Nézziilk ellenben mai szemmel, hogy mi is tortént az eldbbiekben, az x*+x=m
egyenlet pozitiv gyokének a meghatarozasa soran?

Lattuk tehat, hogy olyan ne N szamot kerestiink, amelyre
n(n+1) <m<(n+1)(n+2) . Legyen x, az x*+x=m megkozelité megoldasanak értéke. Az
X, egész resze éppen n. A tortrészének a nevezéjébe az (n+1)(n+2)—n(n+1) =2n+2
m-n(n+1)
2n+2

gnomonszam Kertl, a szamlaloba pedig (m—n(n+1)), vagyis x, =n+ . Az 6kori

m-n(n+1)
2n+2
megkozelités. Az el6bbiekben lattuk, hogy a megkdzelit6 értékek hiannyal kozelitették meg a

,ahol ke{1,2,..,2n+1} .

Gorogok szerint tehat Jman+ . Nézzlik csak meg, hogy mennyire is pontos ez a

gyokmennyiséget. Eppen ezért, ha m=n” +k, akkor x, =n+

2n+2
Becsuljuk fel a kovetkezé eltérést:
2
M= X; =X, =n(n+1)+k—(n+ K j PN S ~k?* + L. Tekintsik
2n+2 2n+2 (2n+2) (2n+2)

most a kovetkezs masodfoku fliggvényt: f(k)=——~ K2+~ k. Lathat6, hogy a

(2n+2) (2n+2)

1

fuggvénynek maximuma van, mégpedig a k., = _(Zn—EZ) =n+1 értékre, tehat

T (2n+2)?

f(ky<f(n+l)= % =0,25. Tehat 0<m—x. — X, < 0,25, vagyis a megkozelités pontossaga

ezuttal sem tébb, mint 0,25 ! Es ez meglepének szamithat, hiszen a Gorégok csupén a
figuralis szdmokat hasznaltak! Elgondolkodtato ez az eredmény is, nem de?
Az Okori Gorogok ellenben nem alltak meg itt. Megprobaltdk megkeresni az

x? + 2x = megyenlet pozitiv megoldasanak a megkozelits értékét is.



3. feladat: Keressiik meg figuralisan az x* +2x = 22 egyenletek pozitiv gyokének a
megkozelito értékét!

Megoldas: Az dkori Gorogok a kovetkezékeppen jartak el: mivel az egyenlet baloldala
x> +2x , ezért elkezdték abrazolni az n” +2n =n(n+2) alakd téglalapszamokat:
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1) Keressik meg példaul azt a két egyméasutani n(n+2) és (n+21)(n+3) téglalapszdmot,
amelyek kozrefogjak a szobanforgd szamot. Esetlinkben 3-5<22<4.6.

2) Abrazoljuk figurativan az n-(n+2) téglalapszamot, majd bovitsik ki a
(n+2)(n+3)—n(n+2) =2n+3 gndmonszammal ugy, hogy megkapjuk a (n+21)(n+3)
téglalapszamot.

3) Ezutan szinezzlk sotétre a 22 pottydt, a tobbit hagyjuk vildgosan, ahogy az el6bbii
abra mutatja.

4) Az eredmény egészrésze az n(n+2)-bél az n lesz, esetiinkben 3, ami éppen annak a

legnagyobb n(n+2) tipust téglalapszdm a ,,mérete” amely fekete jelekbol all. (az

abrékon sorra levalasztottuk a gndmonszamokat, ezek szdma is ugyanaz mint az n)
5) Ezutan képeztlk a tortrészt alkotd kozonséges torteket: a nevezojik a gndmonszam
pottyeinek a szdma, a (n+1)(n+3)-n(n+2)=2n+3 és a szamlal6 a gndmon

szamban szerepl6 fekete jelek szama, esetiinkben — .

Ezzel meg is volnank, és maris megkaptuk az x* +2x = 22 egyenletek pozitiv gyokének a
megkozelité értékeit, ahogyan az elébbi abran is lathato.
Elsé keérdésiink ami felmertilhet: vajon mennyire pontosak ezek a megkdzelitések?

2
Nézziik csak: (ng +2-3g =21,76 ~ 22 . Ez(ttal is meglep6en pontos a megkdzelités!

Nézziik ellenben mai szemmel, hogy mi is tortént az eldbbiekben, az x*+2x=m
egyenlet pozitiv gyokének a meghatarozasa soran?

Nézziik ellenben mai szemmel, hogy mi is tortént az elébbiekben, az x> +2x=m
egyenlet pozitiv gyokének a meghatarozasa soran?

Lattuk tehat, hogy olyan ne N” szamot kerestiink, amelyre
n(n+2)<m<(n+1)(n+3) . Legyen x, az x> +2x =m megkozelits megoldasanak értéke.
Az X, egész resze éppen n. A tortrészének a nevezéjebe az (n+1)(n+3)—n(n+2)=2n+3
m-n(n+2)

2n+3

gnomonszam kertl, a szamlaloba pedig (m—n(n+2)), vagyis X, =n+ . Az 6kori

m-n(n+2)
2n+3
megkozelités. Az el6bbiekben lattuk, hogy a megkdzelit6 értékek hiannyal kozelitették meg a

Gorogok szerint tehat Jman+ . Nézzlik csak meg, hogy mennyire is pontos ez a



gyokmennyiséget. Eppen ezért, ha m=n”+k, akkor x, =n+ 3’ ahol
n+
ke{l,2,...,2n+2} . Becsilljuk fel a kdvetkezd eltérést:
2
m—x§—2x0:n(n+2)+k—(n+ j L S ~k*+ 1
2n+3 2n+3 (2n+3) (2n+3)

Tekintstik most a kovetkezé masodfoku fliggvényt: f (k) =— ! ~k? + ! k.

(2n+3) (2n+3)

1
Lathato, hogy a fuggvenynek maximuma van, mégpedig a k., = _(Zn—gs’) =n +§
~(2n+3)°

értékre, tehat f (k) < f (n +gj =%= 0,25. Tehat 0<m—xZ —x, <0,25, vagyis a

megkdzelités pontossaga ezuttal sem tébb, mint 0,25 !
Koénnyen belathatd, hogy a ,,Gorég modszerrel” minden x* +kx =m egyenlet
megoldhatd, ahol k, m pozitiv egész szamok.
4. feladat: Szamitsuk ki a figuralisan a322 szam megkozelito értékét!
Megoldas: Ez tulajdonképpen az 1. feladat térbeli megfelelje, most a kébszamokat
hasznéljuk, a gndmonszdmok helyett a térbeli gndmonszamokat:

Ezek képlete (n+1)°—n®=3n(n+1)+1, és az az m szamot keressiik, amelyre
3

n® <m< (n+1)>. Az elébbi gondolatmenetet kovetve 3m ~n L M=N adedik, a
3n(n+1)+1

feladatban pedig n= 2 és m= 22, ezért ¥/22 ~ 2%.

5. feladat: Keressiik meg figuralisan az x* + x = 22 egyenletek egyetlen pozitiv gyokének
a megkozelité értékét!

Megoldas: Ezuttal is az elébbieket kdvetjik, itt ezdttal téglatestszdmokrdl van sz6. Most
tehat az x>+ x =m egyenlet megoldasardl van sz, n(n” +1) <m< (n+1)(n*+2n+2),

m-n(n® +1)
3n(n+1)+2

tovabba (n+1)(n*+2n+2)-n(n*+1) =3n(n+1)+2 és x, =n+ . Az n=2és

m= 22 esetben kapjuk, hogy x, = 2;—3 , ami az x* + x = 22 egyenletnek egyetlen valds

megoldasanak a megkozelit6 értéke.



