Masodrend(i matrixok hatvanyozasa indukcidval
Tuzson Zoltan Székelyudvarhely

Ebben a paragrafusban, masodrend( matrixok hatvanyozasaval
foglalkozunk. A hatvdnyozdast, mint ismételt szorzast értelmezzik, de
értelmezhetd a kdvetkez6 rekurziv Osszefliggéssel is:

Al=A A"=A.-A"' vneN" esetén. Egy hatvanymiveletet akkor
tekintlink teljesen elvégzettnek, amikor az A" matrix minden elemét egy

képlettel (relaciéval) adjuk meg ami minden neN" esetén érvényes. A
gyakorlatban ellenben egy-egy ilyen képlet megallapitdsa nem mindig
egyszer(!

A tovabbiakban a matrixok hatvanyozdsara altaldnos érvényd
megoldasi moddszereket mutatunk be. Kezdjik a leg elterjedtebb
modszerrel:

I. Az indukcié mdédszere

Ez a mddszer a matematikai indukcidra épdl, és a lényege az, hogy
sorra kiszamitjuk az A% A® A*.. hatvanyokat, és az elemekre
megprobalunk megallapitani egy képletet. igy a megallapitott képletekkel
feltételezzilk, hogy A* igaz, és az A"=A.A"! értelmezése alapjan

bebizonyitjuk, hogy a megallapitott képlet igaz A**lesetén is.

Ezt a mddszer el6szeretettel alkalmazzuk a matrixok
hatvanyozasara, de a sikernek egyetlen feltétele, hogy sikeriljon

korrektiil megsejteniink az A hatvany elemeire érvényes képleteket. Ez
bizony nem minden esetben egyszer( dolog!

A kovetkez6kben megoldott feladatok altal szemléltetjik a
maddszer lényegét, hatékonysagat és korlatait.

1 2 .
1. feladat: Ha A:{O J , akkor szamitsuk ki az A" hatvanyt VneN

esetén!



Megoldas: Sorra kiszamitjuk, és felirjuk, hogy

1 4 16 1 8
AZ:[O 1],&:{0 J,A“:{O J. Ez mar elegenddé ahhoz, hogy

1 2k - , . e
felirjuk a sejtésiinket, hogy A* ={0 1] vk eN" esetén. Bizonyitani

1 2(k+1 - . ,
fogjuk, hogy A*™ :{O (e )}, vk e N'is igaz. Ez valdban igy van, mert
o 1271 2k] [1 2k+2
A =A-A"= . = . Ezzel a feladatot megoldottuk.
0 1]]|0 1 0 1

2
2. feladat: Ha A:{

1 *
0} , akkor szamitsuk ki az A" hatvanyt VneN

esetén!

Megoldas: Sorra kiszamitjuk, és felirjuk, hogy
3 2 4 3 5 4

A? = A% = , A% = . Ez mar elegend6 ahhoz,
2 -1 -3 -2 -4 -3

k+1 k

. VkeN" esetén.
-k —-k+1

hogy felirjuk a sejtésiinket, hogy A" =[

k+2 k+1 .
Bizonyitani fogjuk, hogy A*™ ={ k+ 1 Jlr( } Vk e N is igaz. Ez valoban
, Kl w12 1] (k+1 K k+2 k+1
igy van, mert A" =A-A" = . = .Ezzel a
-1 0| -k —k+1| |-k-1 -k

feladatot megoldottuk.

2 0 .
3. feladat: Ha A:{O 3} , akkor szamitsuk ki az A" hatvanyt VneN

esetén!

Megoldas: Sorra kiszamitjuk, és felirjuk, hogy
4 0 8 0 16 0

A’ = A% = , At = . Ez mér elegendd ahhoz, hogy
0 9 0 27 0 81

k

2° 0 .
felirjuk a sejtésiinket, hogy A ={ k}, Vk e N esetén. Bizonyitani
0 3

2



k+1

fogjuk, hogy A" = . 3k+1}’ vk e N" is igaz. Ez valdban igy van, mert

o (2 0]]2" of [2* o0
A"=A-A"= . = . Ezzel a feladatot megoldottuk.
O 3 0 3k O 3k+l

1 2 *
4. feladat: Ha Az{o 3} , akkor szamitsuk ki az A" hatvanyt VneN

esetén!
Megoldas: Sorra kiszamitjuk, és felirjuk, hogy
1 8 1 26 1 80
A’ = A% = A = . Ha jol megfigyeljiik az elemeket,
09 0 27 0 81
. e 1 3 .
akkor a kovetkez6 sejtésink alakulhat ki: A" = ) , VkeN
0 3

3k+1_1 .
esetén. Bizonyitani fogjuk, hogy Ak*1=|: ™ } VkeN is igaz. Ez
0o 3¢
) 11271 3F-1] |1 31
valéban igy van, mert A“l=A.A*= - = .
O 3 O 3k O 3k+l

Ezzel a feladatot megoldottuk.

Megjegyzés: a feladatunk konnylszerrel altalanosithatd, éspedig, ha

0 a+
n b)" -1
An: a (a+ ) ]
0 (a+h)

Olvasoéra bizzuk!

a
Az[ b}’ a,beR akkor indukciéval konny(szerrel igazolhatd, hogy

], vneN". A bizonyitds elvégzését az érdekl6ds

5. feladat: Ha A:[ 1

1 *
J , akkor szamitsuk ki az A" hatvéanyt VneN

esetén!



0 1
Megoldas: Sorra kiszamitjuk, és felirjuk, hogy A? :2[ . 0} , A =22A,

0 1

A4 — _22
-1 0

} , A°=2°A . Ezek alapjdn az a sejtésiink, hogy

0 1
-1 0
kovetkeztetéssel fogjuk belatni bizonyitva, hogy
0 1
-1 0

A2k=(—1)k*1-2{ } és  A*T=(-1)2“-A. Ezt két indukcids

A2 _ (_1)k+2 ‘2k+1|: } és AR = (—)fH2M AL Valdban,

0 1
A2k+2 — A' A2k+l :A‘(_l)k A:(_l)k _2k . A2 — (_1)k '2k 2|: j|:

-1 0

0 1
(—1)'(*2-2“*{ ) O} . Teljesen  hasonléan A% =A% . A% =
=A% (DF2° - A=2(-D*2* . A=(-D)*"2*'. A . Ezzel a feladatot

megoldottuk.

2 3 .
6. feladat: Ha Az{o 2} , akkor szamitsuk ki az A" hatvanyt VneN

esetén!

Megoldas: Sorra kiszamitjuk, és felirjuk, hogy
4 12 8 36 16 96

A% = A% = At = . Hosszabb megfigyelés utan
0 4 0 8 0 16

sem adédik azonnal a képlet a 3,12,36,96 sorozat tagjaira. Eppen ezért az
az otletiink tamadhat, hogy inkabb oldjuk meg az altalanosabb feladatot,

e a b{ . .
vagyis tekintsiik az A= {O } matrixot, és hatvanyozzuk ezt, mert ebben
a

az esetben a betlikifejezések nem vonhatdk 6ssze, ezért sokkal tobb
esélyiink van, hogy egy képletet kapjunk. Ezutan partikularizaldssal pedig
visszakaphatjuk a  kit(izott feladatunk megoldasat. Valdban,

, |a® 2.ab| , |a® 3a®b| , [a' 4-a°b|,
A2 — A3 = A = és ennek
0o a 0o a’ 0 a'



k k-1
a” k-a"-b .
alapjan  feltételezziik, hogy Ak:[o . } gy az
a
" . [a b]la" k-a“t-b| [a (k+1)-a“-b 3
A=A-A"= 0 a- 0 I = 0 o alapjan

bizonyitottuk a képletet.

2k 3.k.2kt

2 3
Ennek alapjan, ha A= , akkor A* =
0 2 0 ok

} vk e N" esetén.

2 3 *
7. feladat: Ha Az{o J , akkor szamitsuk ki az A" hatvanyt VneN

esetén!

Megoldas: Sorra kiszamitjuk, és felirjuk, hogy
4 9 8 21 16 45

A? = A% = , At = . Hosszabb megfigyelés utan sem
0 4 0 8 0 16

adddik azonnal a képlet a 3,9,21,45 sorozat tagjaira. Eppen ezért az az
otletlink tdmadhat, hogy inkabb oldjuk meg az altalanosabb feladatot,

a b . . .
vagyis tekintsik az A= {0 c} matrixot, és hatvanyozzuk ezt, mert ebben

az esetben a bet(ikifejezések nem vonhatdk 6ssze, ezért sokkal tobb
esélyiink van, hogy egy képletet kapjunk. Ezutdn partikularizalassal pedig
visszakaphatjuk a  kitlzott feladatunk  megoldasat. Valdban,

2 _{az b(a+c):| e _{a3 b(a’ +ac+cz)} A _{a“ b(a®+a’c+ac? +c?)

0 c? 0 o 0 o
o ak —c*
és ennek alapjan feltételezziik, hogy A* = a—c |, VkeN".igyaz
0 c
k k+1 k+1
a“—c a*" —c
a bl|a“ b a¥t p——
Ak*l_A-Ak—{ } a-c |= a—-c alapjan
O a O Ck O Ck+1

bizonyitottuk a képletet.



2" 3-(2" —1)

. 2 3
Ennek alapjan, ha A= , akkor A" =
0 1 0 1

} vk e N" esetén.

2 1 N
8. feladat: Ha A:{1 2} , akkor szamitsuk ki az A" hatvanyt VneN

esetén!

Megoldas: Sorra kiszamitjuk, és felirjuk, hogy
5 4 14 13 41 40

A? = A% = , A% = . Hosszabb megfigyelés utan
4 5 13 14 40 41

sem adddik azonnal a képlet a 2,5,14,41 sorozat tagjaira. Eppen ezért az
az otletlink tdmadhat, hogy inkdbb oldjuk meg az altaldnosabb feladatot,

a b . . .
vagyis tekintsik az A= {b a} matrixot, és hatvanyozzuk ezt, mert ebben

az esetben a bet(ikifejezések nem vonhatdk Ossze, ezért sokkal tobb
esélylink van, hogy egy képletet kapjunk. Ezutdn partikularizaldssal pedig
visszakaphatjuk a  kitlzott feladatunk megoldasat. Valéban,

[(@a+b)?+(a-b)? (a+h)?—(a—h)?

A2 — 2 2
(a+h)?—(a-b)> (a+b)?+(a—b)?|
i 2 2
[(@a+b)*+(a-b)® (a+b)®—(a-h)’

A3 — 2 2
(a+b)’—(a-b)® (a+b)’+(a—b)*|
i 2 2
[(a+b)* +(@@a-b)* (a+b)*—(a-b)*

A% — 2 2
(a+h)* —(a—-b)* (a+b)*+(a-h)*
i 2 2

és ennek alapjan feltételezziik, hogy



(@a+b)* +(a-b)* (a+b) —(a—b)

A = 2 2 , vk eN". igy az
(a+b)* —(a-b)* (a+b)“+(a—b)*
2 2
(a+b)" +(a-b)* (a+b)*—(a—b)
b af|(a+b)-(a-b)* (a+b)*+(a-b)
2 2
(a+b)k+l+(a_b)k+l (a+b)k+l_(a_b)k+l
= " 2 o 1 2 o alapjan bizonyitottuk a
(@+b)*—(a-b)* (a+b)**+(a-h)*"
2 2
2 1 3"+1 3"-1 x
képletet. Ennek alapjan, ha A:{ ] akkor A" :1 i vk eN
12 2(3"-1 3"+1

esetén.

Befejezésiil nézzlink két olyan feladatot, amit szintén indukcidval
oldunk meg, de a feladat nem az el6z6 megoldasi 6tleteken alapul:

5 4 *
9. feladat: Ha Az{ 3} , akkor szamitsuk ki az A" hatvanyt VneN

esetén!

Megoldas: Ha kiszamitjuk az A? matrixot, konny(szerrel észrevessziik, hogy
A? =2A— . Ez alapjan azonban felirhatjuk, hogy
A =2A? — A=2(2A— I,)— A=3A-2l,.Ezek alapjan az a sejtésiink tamadhat,
hogy A*=k-A—(k-1)I,. lgy bizonyitani kell, hogy A**'=(k+1)- A—KI,. Ez
valdban igaz, mert
A=A A=Ak-A-(k-DI,)=k-A*—(k-DA=K(2A-1,) - (k-DA=(k+1)- A—KI,

11 x
10. feladat: Ha A:{1 O} , akkor szamitsuk ki az A" hatvédnyt VneN

esetén!



Megoldas: Sorra kiszamitjuk, és felirjuk, hogy

A2_21 A3_32 A4_53A5_85
111 2 1 |3 2" |5 3

Eszrevehetjiik, hogy a matrixok elemei a kévetkez6 sorozat tagjai:
11,2,3,5,8,13,21,... . Ezt a sorozatot a Fibonacci sorozatnak hivjak, és
rekurzios Osszefliggéssel igy értelmezik: F=F=1 és
F

- ,=F ,+F,VvneN" esetén. igy azonnal megfogalmazhatjuk az

I:k +1 I:k

indukcids feltevést, éspedig: A ={
Fk kal

} . Bizonyitani fogjuk, hogy

Fk +1 Fk

AL AL Ak = [1 1:|‘|:Fk+l Fi }:{ FatF  Ro+FRy }:{sz Fk+1}
1 0] R KRy Fe+Ra Ra+Re Fa R
Pillanatnyilag meg kell elégedniink ezzel az eredménnyel, de jelezziik, hogy a IV.

részben, a karakterisztikus egyenlet segitségével, a végeredményt zart
formaban, képletekkel is felirjuk majd.

F., F
A'”l:{ k+2 k”}. Valéban, felirhato, hogy

Végezetliil, a bemutatottak jobb elmélyitése végett, az érdekl6d6
Olvasdnak javasoljuk a kdvetkez6 feladatok megoldasat:

Gyakorlé feladatok I.

A kovetkezd A matrixok esetén szamitsuk ki az A" hatvanyt VneN’
esetén:

A=t 3 @az? 2 eazt Ol was|t O @Azt ?
WA=y 1] BAg 5] BIA=|y | WA (| BIA=g 5

(6)A=a0 (7)A=a0 (8)A:12 (9)A=1 2 (10)
b a 0 b 0 -1 0 -3

a 0 10 cos®x sin’x
A:{ } ahol a,b,ceR. (11) Az[ } (12) A=
b ¢ 11 sin?x  cos? x



