Masodrendi matrixok hatvanyozasa trigonometriai
madszerrel

Tuzson Zoltan, Székelyudvarhely

Ebben a paragrafusban a matrixok hatvanyozdsanak egy Ujabb
modszerével ismerkediink meg. Noha az indukcié itt is jelen lehet, a
megoldas [ényegét jol megvalasztott valtozécserék képezik.

Il. A trigonometriai modszer

Indulasként nézzik a kdvetkez6 feladatot:
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1. feladat: Ha A= 2 2 , akkor szamitsuk ki az A" hatvanyt
NER
2 2

vneN" esetén!

Megoldas: a matrixban levé értékek lattan konnyen esziinkbe juthatnak a 30°-
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0s és a 60°-o0s szogek sinusa és cosinusa, pontosabban > = COSE,T =sm§ .

V4 .
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Ezért a matrixunk igy irhaté at: A= . Most, a trigonometriai
. T V4
sin— cos—
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alapképletek segitségével azonnal megkapjuk, hogy
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Ezért most megfogalmazhatjuk a sejtéseinket, hogy A* = ‘ K
sin-Z cos—2~
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k+1 . (k+1
COS( -; )ﬂ —=SIn ( -; )ﬂ
igy indukciéval bizonyitani fogjuk, hogy At =
. (k+D7x (k+Dx
SIn COS
3 3
igaz. Valdban, a trigonometriai alapképletek alapjan
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2. feladat: Ha A:{1 0} , akkor szamitsuk ki az A" hatvanyt VneN

esetén!
Megoldas: ezuttal vezessiik be a kovetkezé jeldléseket: OzcosE,lzsmE .

T . T
cos— -—sin—
Ezért a matrixunk igy irhaté at: A= . Most, a trigonometriai
. T T
sin— cos—
2 2

alapképletek segitségével azonnal megkapjuk, hogy
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2 2 2 2 2 2
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Ezért most megfogalmazhatjuk a sejtéseinket, hogy A* = k2 2
sint2 cos—=
2 2
oS (k+D)x _sin (k+D)x
igy indukciéval bizonyitani fogjuk, hogy A*™ = 2 2
. (k+D7x (k+Drx
SIn COS
2 2
igaz. Valdban, a trigonometriai alapképletek alapjan
T . T kz .k
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3. feladat: Ha A=|: } , akkor szamitsuk ki az A" hatvanyt YneN"

esetén!

w

N3 1
- . L , . 2 2 (
Megoldas: a matrixunk igy is felirhato, hogy A=2 \/_ . gy a

2 2

valtozdécsere mar egyértelmd, hiszen 72005

oY

,1 =sin z . Ekkor azt
2 6

Vs .
COS— SIn—

kapjuk, hogy A=2 . Most, a trigonometriai alapképletek
—sinZ cosZ
6 6

segitségével azonnal megkapjuk, hogy

27 . 27 | 3z . 3r
COS— SIn— cCoOS— SIn—
A2 = 92 6 6 A= ’
. 27 2 . 31 3z
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At =2* 6 . Ezért most megfogalmazhatjuk a sejtéseinket,
A Ar
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hogy A¥ =2k . Igy indukciéval bizonyitani fogjuk, hogy
. kx krz
—SIn— COS—
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Al = gkl 6 6 is igaz. Valdban, a trigonometriai
C(k+Dzr  (k+Dx
—=Sin COoSs
6 6
alapképletek alapjan
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4. feladat: Ha A:[

1 *
J , akkor szamitsuk ki az A" hatvanyt YneN

esetén!



Megoldas: a matrixunk igy is felirh

helyettesités mar egyértelmd, hisze
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A=12

. T
—sin=
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hogy
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COS—
4

segitségével azonnal megkapjuk, hogy
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até, hogy A=+2 . gy a
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n X2 —cosZ =sinZ . Ekkor azt kapjuk,
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a trigonometriai alapképletek

2 . 27 ] 3z . 3«
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A? =42 A =42 ,
\/_ . 27 27 . 37 3z
—sin— co0s— —sin— cos—
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A :\/5 . Ezért most megfogalmazhatjuk a sejtéseinket,
. Ar A
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hogy A =42 ) o | Igy indukcidval bizonyitani fogjuk, hogy
—sin% cos L
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At =2 4 4 is igaz. Valdban, a trigonometriai
. (k+D)7 (k+D)xz
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4
alapképletek alapjan kénnyen megkapjuk, hogy
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Az el6z6 feladatok alapjan

konnyen észrevehet6, hogy

megoldott feladatok igy altalanosithatdk:



a -b .
5. feladat: Ha Az{b a} , akkor szamitsuk ki az A" hatvanyt VneN

esetén, ha a,beR |

Megoldas: a matrixunk igy is felirhato, hogy
a b

A= a2+b2 \/a2+b2 ‘\/a2+b2
b a

Ja?+b?  a?+b?
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Mivel + =1 , ezért létezik olyan te[O,—} sz0g,
{\/a2+b2j [\/a2+sz 2
a b .
amelyre ———— =cost és ————=3int. Ekkor
Va? +b? a’ +b?
5| cost  —sint . o . L
A=+a”+b . . Most, a trigonometriai alapképletek segitségével
cost sint

azonnal megkapjuk, hogy

AZ = /a2+b22{0052t —SiHZt} A3:W3{Cos3t —Sin3t}

sin2t  cos2t sin3t  cos3t
4| cosdt —sin4t
A* =\a® +b? . . Ezért most megfogalmazhatjuk a
sin4t  cos4t

k|coskt —sinkt| .
sejtéseinket, hogy A* =+a?+b? | . . Igy indukcidval bizonyitani
sinkt  coskt

k1| cos(k +Dt  —sin(k + 1)t
fogjuk, hogy A" =4+/a?+b? ) (k+1) (k+2) is igaz. Valdban, a
sin(k +1t  cos(k + )t

trigonometriai  alapképletek  alapjan  kénnyen  megkapjuk,  hogy

k| cost —sint || coskt —sinkt
AL = AL AK = Ja? + b2 Va? + b2 _ )
cost sint || sinkt coskt

_Jaapr k+1{cos(k +ht  —sin(k +1)t}

sin(k +1)t  cos(k + )t

Ez utébbi mintdjara megfogalmazhatjuk a kovetkez6 feladatot is:

a b *
6. feladat: Ha Az{ a} , akkor szadmitsuk ki az A" hatvanyt VneN

esetén, ha a,beR |

Megoldas: mivel ennek a feladatnak a megoldasa teljesen azonos az el6z6
feladat megoldasaval, ezért a végrehajtasat az érdekl6d6 Olvasdra bizzuk!



A bemutatottak jobb elmélyitése végett, az érdekl6d6 Olvasdnak
javasoljuk a kovetkezé feladatok megolddasat:

Szamitsuk ki az A" hatvanyt Vne N esetén:

RER! 143 P
2 2 2 2 3 1 0 a
A PR R - MEEIE
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(5) A:_a —a}(G) A:{1+'cosa —sina} @) A:{l—cfosa sina } @)
la a sina  1+cosa —sina 1-cosa

1 tga 1 -1 1 —ctga ,
A= (9) A= (10) A= ahol aeR. és a
—tga 1 11 ctga 1

kifejezések értelmezve vannak.



