Masodrend(i matrixok hatvanyozasa felbontdassal
Tuzson Zoltan, Székelyudvarhely

Ebben a paragrafusban a matrixok hatvanyozdsanak egy Ujabb
modszerével ismerkedink meg. Ez a mddszer a Newton binomialis
képleten alapszik, amelyik a kovetkez6:

(a+b)"=a" +Cra" b +Cla" %’ +...+C) Pa’"* +C/ab" ™ +b"

n
vagyis (a+hb)" =) Cka"*b*

k=0
lll. A felbontas modszer

A modszer lényege a kdvetkez6: a hatvdnyozandd A matrixra egy
A=xl, +yB alaku felbontast valasztunk azzal a céllal, hogy majd felirjuk

az A" =(xl, +yB)"hatvanyt. Ez akkor vezet eredményre, ha a B =0, &ll

elé valamilyen k e N” esetén, vagy B* =zB minden k e N™ esetén. Ezutan
alkalmazva a Newton binomialis képletet, megkapjuk a végeredményt.

Indulasként nézzik a kovetkez6 feladatot:

5 4 -
1. feladat: Ha A:{ 3} , akkor szamitsuk ki az A" hatvanyt VneN

esetén!

Megoldas: a tobbféle felirdsi lehetfségek koziil valasszuk a kovetkezdt:
10 4 4 1 1 . . .

A= + =1,+4B ahol B= . Kénnyen észrevehet6,
0 1 -4 -4 -1 -1

hogy B®=0, ezért B*=0,, Vk>2,keN esetén. Ezért az A" :(I2+4B)n

Osszefliggés alapjan, a Newton binomidlis képlettel azt kapjuk, hogy

n 1 10 5n  4n on+1  4n x ,
A"=1,+CB= + = vneN esetén.
01 -4n  -3n -4n  -3n+1

a o0 x
2. feladat: Ha A:L’ a} , akkor szamitsuk ki az A" hatvanyt VneN

esetén, ahol aceR.



. s 10 0 0 00
Megoldas: felirhatjuk, hogy A=a + =al, +B ahol B=
01 3 -0 3 0
. Kénnyen észrevehets, hogy B?=0, ezért B =0,, Vk>2,keN esetén.
Ezértaz A" = (al2 + B)n Osszefliggés alapjan, a Newton binomialis képlettel azt

10 0 O a” 0 N
kapjuk, hogy A" =a"l, +CB = + = VneN esetén.
01 3n 0 3n a"

—a

b+a
3. feladat: Ha Az[ ; } , akkor szamitsuk ki az A" hatvanyt

vneN" esetén, ahol a,b e R.

. e 10 1
Megoldas: felirhatjuk, hogy A=a +b

=al,+bB ahol
01 1 -1

1 -1
B= [1 J . Koénnyen  észrevehetd,  hogy B2=0,  ezért
B =0,, Vk>2,keN esetén. Ezért az A" = (al2 +bB)n Osszefliggés alapjan,

a Newton binomidlis képlettel azt kapjuk, hogy
a” 0 nb -nb| [a"+nb -nb .
0 a"| [nb -nb no a"-nb

Bizonyara hamar feltehet6 a kovetkez6 kérdés: a kiilonféle
A=xl, + yB felbontasok koziil melyik célravezetd? Az el6bbi feladat

A" =a"l,+bC'B =

esetén.

alapjan, egyik célravezetd felbontds az, amikor olyan B matrixot
kapunk, amelyikre B¥ =0, all el8 valamilyen k e N" esetén. Az el6z6

feladatban B* =0,, Vk >2,k e Nesetén. Ebbdl kiindulva felmerilnek a
kovetkez6 kérdések:

1. kérdés: Melyek azok a B # O, masodrendi valds elem( matrixok,

amelyekre B2=0, ?



b a’+bc b(a+d
Megoldas: Legyen B:{i1 d] akkor 82:{ ( )}

c(a+d) bc+d?

ahonnan adédik, hogy a’+bc=0,b(a+d)=0,c(a+d)=0,bc+d*=0 és a
kozéps6 két egyenletbdl kiindulva, a lehetséges megoldasok a kovetkezdk:

a a } [ 1 1 } {—a —a} [—1 —1}
B = =a , B = =a ’
—a -a] |-1 -1 a a 11
[—a a} [—1 1} {a —a} [1 —1} [O a} {0 1}
B= =a ) B= =a ’ B= =a ’
-2 a -11 a -a 1 -1 0 0 0 0
[0 O} {0 0}
B= =a (*)
la 0] (10

Tehat, ha kedvezé felbontasokat akarunk kapni, akkor a B értéke egyike kell
legyen az el6z6 6 matrix valamelyikének.

[o}]

2. kérdés: Melyek azok a B =0, masodrend( valos elemi matrixok,

amelyekre B®=0, ?

a b
Megoldas: Ismeretes, hogy barmely B:{ d} matrix teljesiti az
c

B®>—(a+d)B+(ad —bc)l, =0, Ugynevezett Cayley-Hamilton féle
karakterisztikus egyenletet. Ezt egyszer(i szamolasokkal konnyen
ellenérizhetjuk. Innen azonnal kapjuk, hogy

B® —(a+d)B? +(ad —bc)B =0, . Jelen esetben, a B® =0, feltétel mellett,
az a+d=Tr(B)=t és ad—bc=detB=A jeldlésekkel azt kapjuk, hogy
t-B*=AB, tehdt t-B°=AB*<=0,=AB?>. Ha B?%0 akkor
B’=tB=0,=B*=tB*> tehdt t=0 és igy B*=0,. Tehat
B*=0, =<B*=0,.

3. kérdés: Melyek azok a B # O, masodrendd valos elem( matrixok,
amelyekre B*=0,, k>3,keN ?



Megoldas: mivel ennek a megoldasa is azonos az el6z6 kérdés
megoldasaval, ezért annak az igazoldsat, hogy
B“=0,, k>3 keN« B’ =0, az érdekléds Olvaséra bizzuk.

A feltett 3 kérdés és a rajuk adott valaszok alapjan tehat
belattuk, hogy a mddszeriink sikeres miikodésének a feltétele az, hogy
az A=xl, + yB felbontasban szereplé B matrix a (*) alatti 6 matrix

valamelyike legyen.

Folytatasként nézziik a kdvetkez6 feladatot:

5 *
4. feladat: Ha Az{1 J , akkor szadmitsuk ki az A" hatvanyt VneN

esetén!

10 4 -8
Megoldds:  felirhatdé, hogy A= [0 J + L 2} =1,+B tovabba

8 -16 .
Bzz[z 4}:28 ezért konnyen igazolhatd, hogy B¥ =27'B, vkeN" .

Tehat a Newton binomialis képlet alapjan mivel A"=(l,+B)" , ezért
n n B n

A" =1,+ Y CiB¥=1,+ Y Cl2"'B=l, +—> Cl2" =

=|2+%((1+2)”—1):|2+%(3”—1)B .

a+l 2 |
5. feladat: Ha Az{ 3 asel’ akkor szamitsuk ki az A" hatvanyt

vneN" esetén, ahol acR.

o 1 0] [1 2 1 2
Megoldas: felirhatjuk, hogy A=a + =al,+B ahol B=
0 1|3 6 3 6

. Kénnyen észrevehetd, hogy B =7B ezért B =7*'B, Vk>2 k eN esetén.
Ezértaz A" = (al2 + B)n Osszefliggés alapjan, a Newton binomialis képlettel azt

kapjuk, hogy



" D B B 1
A" =1, +kZ:;anBk =1, +k§c§7k 1B, +7§c§7k -, +7((1+7)” —1): I+ (@ ~DE

vneN" esetén.

Ezzel a feladatot megoldottuk. Vegylik észre, hogy ezuttal a B matrix

vélasztasanak a kulcsa az volt, hogy B2=2B volt vagyis B>=mB alaku
legyen. Ebbdl kiindulva felmeril a kovetkezd kérdés:

4. kérdés: Melyek azok a B masodrendld valds elem( matrixok,
amelyekre B> =mB, ahol meR" ?

Megoldas: ezuttal is a B? —tB+Al, =0, Cayley-Hamilton karakterisztikus

egyenletbdl indulunk ki. Ennek alapjan azonnal lathaté, hogy a keresett
feltétel éppen A=detB=0. Ekkor

B2 =tB. Tehat ilyen B matrix valasztdssal, az el6z6 megoldott feladat
mintajara jarhatunk el.

3 4 *
6. feladat: Ha Az{2 5} , akkor szamitsuk ki az A" hatvanyt VvneN

esetén!

. L 10 12 -y
Megoldas: felirhato, hogy A= 0 1 +2 1 =1, + 2B tovabba

11
BZ=3[1 1j=3c valamint C%?=2C  tehat CK=2"'C, ezért

B =3“C=2¢1.3“C. Ezért, az A" =(1, +ZB)n alapjan, a Newton binomiilis
képlet alapjan felirhato, hogy:

n n n
A"=1,+ > CkB =1,+) Ck2**.3.Cc=l, +%Zc§6k =
k=1 k=1 k=1

=I2+%((l+6)n—1)=I2+%(7“—1)C. Ezzel a feladatot megoldottuk.

Vegylk észre, hogy ezuttal a B matrix valasztdsanak a kulcsa az volt, hogy
BZ=3C volt, ahol C*¥=2C vagyis B*=3-6'C alaku legyen. Ebbél
kiindulva felmeril a kovetkez8 kérdés:



5. kérdés: Melyek azok a B madsodrendl valés elem(d matrixok,
amelyekre B2=mC, ahol meR" és C*¥ =2*"C, vkeN"?

Megoldas: mivel C?—tC+Al,=0, és C?’=mC kell legyen, ezért
nyilvanvaléan A=detC =0 .

Tehat ilyen B illetve C matrix valasztassal, az el6z6 megoldott feladat
mintdjara jarhatunk el.

Végezetiil nézziik a kovetkez6 feladatot, amellyel az I. részben is
talalkoztunk:

a

7. feladat: Ha A=
0 a+b

} és a,beR, akkor szamitsuk ki az A"

hatvanyt VneN" esetén!

0} (0 b 0 b
Megoldas: felirhato, hogy A=|> |+ —al, +B ahol B= .
0 a) (o b 0 b

k

b
J .Ezértaz A" =(al, + B)n alapjan, a

0
Kénnyen beldthatd, hogy B* :[0 X

Newton binomialis képlet segitségével felirhatd, hogy

ahonnan a

a_n anan—kbk
el E

n

A"=a"l,+ ) CkB*=a"l,+ > C¥ . )

k=1 k= 0 b 0 ZCrI:an—kbk
k=0

Newton binomialis képlettel azt kapjuk, hogy: A" :(

a" (a+b)"-a"
0 (a+h)" )

A bemutatottak jobb elmélyitése végett, az érdekl6d6 Olvasdnak
javasoljuk a kovetkez6 feladatok megoldasat:

A kovetkez6 A matrixok esetén szamitsuk ki az A" hatvanyt
VneN esetén:






